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VORWORT

Im Alltag begegnen wir immer wieder Fragestellungen aus der Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik, sei es nun beim wochentlichen Lottofieber, bei der Beurteilung
der Erfolgsaussichten bei einer Priifung, beim Abschatzen des Marktanteiles eines
neuen Produktes, bei der Interpretation von Meinungsumfragen usw. Dieser Om-
niprasenz von Zufallseffekten steht allerdings ein weitverbreitetes Unwissen und Un-
verstandnis wahrscheinlichkeitstheoretischer Zusammenhange gegentiber.

Eine dreistiindige Vorlesung ” Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik” stellt notwendigerweise einen mehrfachen Kompromif§ dar. Einerseits wiirde
sowohl die Wahrscheinlichkeitsrechnung, als auch die Statistik jeweils eine mehrstiin-
dige Einfiihrung rechtfertigen. Ich habe mich daher entschieden, die Wahrscheinlich-
keitsrechnung nur soweit aufzubereiten, als dies fiir das Verstandnis der fundamen-
talen Techniken in der Statistik notwendig ist. Selbst dies erforderte noch Abstriche:
aus Zeitgriinden konnte ich beispielsweise keine eingehendere Analyse des Begriffs der
stochastischen Unabhéngigkeit einbauen, es fehlen u.a. auch die statistische Behand-
lung qualitativer Daten und Methoden der nichtparametrischen Statistik. Ander-
erseits mufite auch ein Kompromifl in der mathematischen Strenge der Darstellung
gefunden werden. Um die Einfachheit der grundlegenden Konzepte nicht zu ver-
schleiern, habe ich mich entschlossen, ganzlich auf die mafitheoretische Fundierung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu verzichten. Es war mir auch ein besonderes An-
liegen, die Anwendbarkeit und den praktischen Einsatz der vorgestellten Konzepte an
konkreten Beispielen zu demonstrieren. Um in 3 Stunden doch einen einigermaflen
reprasentativen Einblick in die Welt der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
vermitteln zu konnen, und den Teilnehmern der Lehrveranstaltung die Moglichkeit zu
geben, sich auf die wesentlichen Inhalte zu konzentrieren, habe ich mich entschieden,
das vorliegende Skriptum auszuarbeiten. Da das Skriptum parallel zur Vorlesung
entwickelt wurde, ist es noch mit allen Kinderkrankheiten eines Prototyps behaftet:
gelegentliche Inkonsistenzen in der Bezeichnung, suboptimale Reihung des Stoffes |,
Irrtiimer und Tippfehler sind nicht zu vermeiden, beeintrachtigen aber hoffentlich
nicht in zu groBem Ausmafl dessen Lesbarkeit. Obwohl diese Unterlage weitgehend in
sich abgeschlossen ist, kann es nicht das begleitende Studium der Lehrbuchliteratur
ersetzen. Besonders empfehlen mochte ich zwei Lehrbiicher auf mittlerem Niveau, auf
welchen dieses Skriptum aufbaut:

e D. Wackerly, W. Mendenhall und R. Scheaffer, Mathematical Statistics with

Applications, Duxbury Press, 1996
e J.A. Rice, Mathematical Statistics and Data Analysis, Duxbury Press, 1995
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KAPITEL 1

Beschreibende Statistik

1. Darstellung von Daten

Entscheidungen werden in immer starkeren Ausmafl durch statistische Methoden
abgesichert: z.B. Meinungsforschung, Erhebung von Marktanteilen, Reichweiten etc.
Am sichersten wére es nattrlich, jedes Mitglied der betreffenden Zielgruppe zu be-
fragen. Fiir die meisten Anléasse ist diese Vorgangsweise viel zu aufwendig. Es wird
daher nur eine reprasentative Stichprobe untersucht. In diesem Abschnitt sollen ver-
schiedene Moglichkeiten vorgestellt werden, umfangreiche Datensatze so darzustellen,
dafl deren wesentlichen Eigenschaften leicht erkennbar sind.

BEISPIEL 1.1. Aus der Ergebnisliste einer Ubungsgruppe Analysis II entnehmen
wir folgende Daten:

Diese Daten bilden eine Stichprobe vom Umfang n = 12 aus der Grundge-
samtheit aller Horer der Analysis II des betreffenden Jahrganges. Allgemein setzt
sich eine Grundgesamtheit aus Versuchseinheiten, hier die Studierenden, zusam-
men. Die Versuchseinheiten sind Trager von Merkmalen: das Geschlecht, die
Semesterzahl und die Beurteilung. Jedes dieser Merkmale kommt in verschiedenen
Auspragungen vor: fiir das Geschlecht mannlich und weiblich, die Semesterzahl

Geschlecht Semesterzahl Note
4 NG
GN
GN
SG
GN
BF
GT
BF
NG
NG
NG
6 NG
TABELLE 1.1. Ergebnisliste
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2 1. BESCHREIBENDE STATISTIK

kann theoretisch jede natiirliche Zahl sein, die Beurteilung benutzt eine 5—stufige
Skala. Das Beispiel zeigt die drei wesentlichsten Merkmalstypen:

e qualitative (nominale)Merkmale
e ordinale Merkmale
e quantitative (metrische) Merkmale

Qualitative Merkmale sind beispielsweise Geschlecht, Staatsangehorigkeit, Blut-
gruppe, Beruf, Familienstand,etc. Manchmal verwendet man einen Zahlenschliissel,
etwa 0 = weiblich, 1 = ménnlich. Da die Wahl des Schliissels vollkommen beliebig
ist, ist eine weitere numerische Verarbeitung, etwa die Berechnung eines Mittelwertes,
dieser Daten nicht sinnvoll.

Ordinale Merkmale haben als Auspragungen Rénge, die sich anordnen lassen,
beispielsweise Noten, Interesse fiir Mathematik, Engagement fiir die Umwelt, Pla-
zierung beim Wettkampf, etc. Fiir manche ordinale Merkmale gibt es standardisierte
Zahlenskalen, etwa 1 — 5 fiir die Benotung, jedoch kann man diese ohne Informa-
tionsverlust stets einer streng monotonen Transformation unterwerfen. Eine Noten-
skala 10, 20, ... ,50 leistet dieselben Dienste. Rechnungen mit ordinalen Daten wer-
den gelegentlich durchgefiihrt (Notendurchschnitt), sie konnen aber durch sinnvollere
Kenngrofien ersetzt werden.

Quantitative Merkmale kénnen (zumindest prinzipell) gemessen werden: Semes-
terzahl eines Studierenden, Entfernung Wohnung — Arbeitsplatz, Frequenz der 6ffentlichen
Verkehrsmittel, Knochendichte, etc. Die Auspriagungen werden durch geeignete Teil-
mengen der rellen Zahlen beschrieben. Quantitative Daten konnen daher numerisch
bearbeitet werden. Der numerische Wert einer Auspragung ist eindeutig bis auf die
Wahl einer Einheit und birgt mehr Information als der eines ordinalen Merkmals:
eine 2 Literflasche enthélt die doppelte Menge einer 1 Literflasche, ein Schiiler mit
der Note 2 ist aber nicht unbedingt doppelt so tiichtig wie ein Schiiler mit der Note
4.

Die Ergebnisliste 1.1 ist die Urliste unserer kleinen Erhebung. Unser eigentliches
Interesse gilt aber nicht den Eigenschaften jedes einzelnen Individuums, sondern
vielmehr der Verteilung der Merkmale in der Grundgesamtheit. Da Informationen nur
iiber die Stichprobe zur Verfiigung stehen, betrachten wir die Verteilung der Merkmale
in der Stichprobe und stellen zuerst fest, wie oft die einzelnen Auspragungen eines
jeden Merkmals in der Stichprobe auftreten. Dies ergibt die absolute Haufigkeit
hq(z) einer Merkmalsauspriagung z. Bezieht man h,(z) auf den Stichprobenumfang
n, erhilt man die relative Haufigkeit h,(z) der Auspragung x:

Unmittelbar einsichtig ist die Ungleichung:

0<h(x)<1.
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absolute relative

Sem Haufigkeit
2 ||l 4 33.3 %
4 | 3 25 %
6 | 4 33.3%
8 | 1 8.3%

TABELLE 1.2. Verteilung des Merkmals Semesterzahl

Bei der Bestimmung der absoluten bzw. relativen Haufigkeiten ist es manchmal prak-
tisch, eine Strichliste fiir die einzelnen Auspragungen eines Merkmals anzufertigen.
Fiir die graphische Darstellung von Daten verwendet man haufig Kreisdiagramme
und Histogramme. Ein Kreisdiagramm fiir ein Merkmal mit & Auspragungen z;
in der Stichprobe entsteht, indem man einen Kreis in k£ Sektoren unterteilt, deren
Flacheninhalt proportional sind zur absoluten bzw. relativen Haufigkeit von x;,
1 = 1,...,k. Ein Kreisdiagramm eignet sich besonders fiir qualitative Merkmale.
Es verdeutlicht besonders anschaulich die Gréenverhéltnisse der Anteile der einzel-
nen Datengruppen. Es eignet sich nicht zur Darstellung eines Merkmals mit vielen
verschiedenen Auspragungen, da die Sektoren zu schmal werden. Die Verteilung des
Merkmales in der Stichprobe kann man besonders gut in einem Histogramm erken-
nen. Ein Histogramm erstellt man, indem man in einem kartesischen Koordinatensys-
tem auf der Abszisse die Merkmalsauspriagungen z; auftragt und symmetrisch tiber
x; einen Balken errichtet, dessen Flacheninhalt proportional zu h,(z;) bzw. h.(z;),
1 =1,...,k, ist. Verwendet man in der Darstellung relative Haufigkeiten, sollte der
Stichprobenumfang in die Abbildung aufgenommen werden, um die Aussagekraft der
Darstellung zu erhalten. Man tiberzeuge sich von dem unterschiedlichen optischen
Eindruck und der jeweiligen suggestiven Wirkung eines Histogramms mit niedrigen
und breiten, bzw. mit hohen und schmalen S&aulen.

Die Anzahl oder den Anteil der Studierenden, welche sich hochstens im x—ten
Semester befinden, kann man bequem aus der kumulativen absoluten, bzw. kumu-
lativen relativen Haufigkeit ablesen. Allgemein kann man ordinale und quantitative
Daten kumulieren: man definiert

(1.1) F(x) = Z h(y) kumulative relative Haufigkeit
y<z

(1.2) G(z) = Z ha(y) kumulative absolute Haufigkeit.
y<z

(Wir betrachten vorerst nur Merkmale mit endlich vielen Auspréagungen, die vorste-
henden Summen sind also wohldefiniert).

Tabelle 1.3 illustriert die kumulierten Haufigkeiten aus Tabelle 1.2: Handelt es sich
um ein metrisches Merkmal, kann man die kumulative relative Haufigkeit auffassen als
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Sem = hy(x) h.(z) G(x) F(x)
2 4 5 4 3
4 3 : T 5
6 4 5 11 4
8 1 = 121

TABELLE 1.3. Verteilung des Merkmals Semesterzahl

Abbildung F': R — [0, 1], vgl. Abbildung 1.3. Offensichtlich ist F' rechtsseitig stetig,
Spriinge treten bei jenen Auspriagungen auf, welche in der Stichprobe tatséchlich
vorkommen.

Quantitative Datenséatze, welche nicht zu umfangreich sind, kann man als Stengel—
Blatt Diagramm darstellen. Wir demonstrieren das Vorgehen an einem Beispiel:

BEISPIEL 1.2. In einer amerikanischen Stadt wurde bei allen EheschlieSfungen im
Laufe einer Woche das Alter der Braut festgehalten:

Der Stamm der Stengel-Blatt Darstellung ist ein senkrechter Strich. Von diesem
Stamm zweigen links und rechts Aste ab: die linken Aste sind die Zehnerstellen des
Alters, die rechten Aste die Einerstellen, welche entsprechend der Haufigkeit des be-
treffenden Alters notiert werden. Um die Darstellung iibersichtlicher zu gestalten,
wird jede Dekade in 2 Abschnitte zerlegt: 2 auf der rechten Seite des Stammes steht
beispielsweise fiir das Alter 20 — 24, 2+ fir 25 — 29. In Tabelle 1.5 wurden die Daten

n=12 8Sem 5
8%

2Sem

33%

6 Sem

4 Sem
25% Semester

ABB. 1.1. Kreisdiagramm ABB. 1.2. Histogramm
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30
25
34
60

27
29
19
25

56
33
23
27

40 30
29 22
23 44
37 24

26
33
29
22

31 24 23
29 46 25
30 25 23
27 31 24 26

6
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4
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3
2+
2
1+

TABELLE 1.4. Beispiel 1.2
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auerdem noch der Grofle nach geordnet. Auch ein Stengel-Blatt Diagramm ver-

79999
4

TABELLE 1.5. Stengel-Blatt Diagramm

0.8

0.6

041

0.21

anschaulicht bereits recht gut und ohne grofien zusétzlichen Aufwand die Verteilung

I I I
7 8 9 10

ABB. 1.3. Kumulative relative Haufigkeit
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eines Merkmals in der Stichprobe. Auflerdem bleiben die Originaldaten erhalten. Es
ist daher fiir umfangreiche Datensatze nicht geeignet.

Das Histogramm der Rohdaten, vgl. Abbildung 1.4, ist unbefriedigend: es enthélt
offensichtlich zu viele Details, sodaldie zufalligen Schwankungen des Brautalters voll
zum Tragen kommen. Dieser Effekt kann durch Gruppierung der Daten gemildert
werden.

ABB. 1.4. Histogramm Brautalter

2. Klassenbildung

Treten in einer Stichprobe sehr viele verschiedene Auspragungen eines Merkmals
auf, ist es zweckmaflig, die Stichprobe zu vereinfachen, indem man verschiedene
Auspragungen jeweils in einer Klasse zusammenfafit. Die Klassenbildung sollte so
erfolgen, dafl nur unwesentliche Einzelheiten ausgeschieden werden. Allgemein sollte
man nicht mehr als 20 Klassen verwenden. Durch Klassenbildung geht allerdings In-
formation verloren: die einzelnen Stichprobenwerte einer Klasse treten nicht mehr auf.
Bei der weiteren Verarbeitung der Stichprobe nimmt man daher bei einem quantita-
tiven Merkmal haufig an, dal alle Werte einer Klasse in der jeweiligen Klassenmitte
konzentriert sind. Die absolute Haufigkeit einer Klasse ist die Summe der absoluten
Haufigkeiten aller Auspragungen, welche zu dieser Klasse gehoren. Dividiert man
die absoluten Klassenhéufigkeiten durch den Stichprobenumfang, ergeben sich die
relativen Klassenhaufigkeiten.

BEisPiEL 1.3. Gruppiert man die Daten aus Beispiel 1.2 in die Klassen 15 — 19,
20 — 14, 25 - 29, ..., ergeben sich die Haufigkeitsverteilungen aus Tabelle 1.6 und
das vereinfachte Histogramm 1.5.

Man beachte die groBe Ahnlichkeit des Histogramms 1.5 mit dem Stengel-Blatt
Diagramm in Tabelle 1.5. Dies liegt daran, dafl die Wahl der Dezimalstellen auf der
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Klassenhaufigkeit Klassenhéufigkeit

absolut relativ absolut  relativ
15 -19 1 0.03 |40 —44 2 0.05
20 - 24 9 0.24 | 4549 1 0.03
2529 13 0.35 50 — 54 0 0.00
30 — 34 8 0.22 55 — 59 1 0.03
35— 39 1 0.03 60 — 64 1 0.03

TABELLE 1.6

linken Seite des Stammes eine Klasseneinteilung der Daten induziert. Diese ist im
Beispiel mit der Klasseneinteilung in Tabelle 1.6 identisch.

Haben alle Klassen dieselbe Breite, kann man die Hohe der Stabe im Histogramm
proportional zur Klassenhaufigkeit wahlen. Bei unterschiedlichen Klassenbreiten ist
die Klassenhaufigkeit durch die jeweilige Klassenbreite zu dividieren.

Das folgende Beispiel zeigt, dal Klassenbildung auch fiir manipulative Zwecke
miflbraucht werden kann:

BEispIEL 1.4. Eine Firma habe folgende Gehaltsstruktur in Tabelle 1.7. Die
Abbildung 1.6 zeigt das Histogramm der tatsdchlichen Gehaltsstruktur. In Abbil-
dung 1.7 wurden die drei niedersten und die drei hochsten Gehaltsstufen zu jeweils
einer Klasse zusammengefafit. Die Klassenbildung iiberdeckt den Umstand, dafl die

14

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

ABB. 1.5. Klassenhistogramm
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Gehaltsklasse Anzahl | Gehaltsklasse Anzahl
5000 — 10000 320001 — 25000 1
10001 — 15000 10 | 25001 — 30000 2
15001 — 20000 5 | 30000 — 35000 4

TABELLE 1.7. Lohnniveau

Mehrheit der Arbeitnehmer in den beiden untersten Gehaltsklassen angesiedelt ist
und die mittlere Ebene sehr diinn besetzt ist.

3. Zeitreihen

Oft werden Daten iiber eine gewisse Zeitspanne in regelméfiigen oder unregelmaf-
igen Abstdnden erhoben. Einen derartigen Datenbestand nennt man Zeitreihe.
Natiirlich kann man eine Zeitreihe auch durch ein Histogramm darstellen. Die dy-
namische Entwicklung des Merkmals kommt allerdings deutlicher zum Ausdruck,
wenn man das Merkmal als Funktion von der Zeit prasentiert.

BEISPIEL 1.5. Als Beispiel betrachten wir die Preisentwicklung eines bestimmten
Produktes tiber einen Zeitraum von 10 Jahren. Der Preis wurde jeweils zu Beginn
des Jahres festgestellt. Die Abbildungen 1.8 und 1.9 zeigen unterschiedliche, korrekte
Darstellungen der Preisentwicklung. Welche Darstellung wiirde der Handel, welche
der Verein fiir Konsumentenschutz bei Verhandlungen iiber Preiserhohungen als Ar-
gumentationshilfe verwenden?

10p 18

9+ 16-
8r 141

12F

10r

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
05 1 15 2 25 3 35 05 1 15 2 25 3 35
x10° x10°

ABB. 1.6. passende Klassenzahl ABB. 1.7. zuwenig Klassen
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Jahr Preis | Jahr Preis
1985 72.4 11990 76.8
1986 73.8 11991 77.1
1987 75.0 11992 77.3
1988  76.0 | 1993 77.9

1989 76.211994 80.2
TABELLE 1.8. Zeitreihe

4. Statistische Kenngrofien

In diesem Abschnitt besprechen wir mehrere Moglichkeiten, viele Daten durch eine
einzige Kenngrofie zu beschreiben und die Unterschiedlichkeit der Daten untereinan-
der zu erfassen. Natiirlich ist dies mit einem grofien Informationsverlust verbunden.
Wir bedienen uns dazu der Lage- und der Streuparameter. Ein Lageparameter
gibt an, wo sich die Auspragungen eines Merkmales haufen. FEin Streuparameter
beschreibt, wie stark die Auspragungen variieren. Zu den Lageparametern zahlen

e Modal

e Median

e Perzentile und Quartil
e Mittelwert

Als Beispiele fiir Streuparameter betrachten wir

e Spannweite, Interquartil-Spannweite

8ot -

9r
60

78
50(-
s
a0t
76
30
751

201
T4r

73 10r

*
L L L

72 Il Il Il Il Il Il Il Il 0 Il Il Il Il Il Il
1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994

ABB. 1.8. ohne Nullniveau ABB. 1.9. mit Nullniveau
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e Varianz, Streuung

4.1. Modal. Der Modal eines Merkmals ist die Auspragung mit der grofiten
absoluten Haufigkeit. Wurde bereits eine Klasseneinteilung vorgenommen, ist der
Modal (Modalklasse) die Klasse mit der grofiten absoluten Klassenhdufigkeit. Bei
einem quantitativen Merkmal ersetzt man die Modalklasse haufig durch ihren Mit-
telpunkt. Ein Merkmal kann durchaus mehrere Modale haben: das Merkmal Semester
in Beispiel 1.1 hat die Modale 2 und 6, die Altersverteilung in Beispiel 1.2 hat die
Modale 23, 25 und 29, nach der Klasseneinteilung ergibt sich der Modalwert 27.5.

Da in den Modal nur die absolute Haufigkeit einer Auspriagung einfliefit, reagiert
er sehr empfindlich auf Ausreifler in den Daten. Er kann als einziger der betrachteten
Lageparameter auch auf qualitative Merkmale angewendet werden.

4.2. Median, Perzentile und Quartil. Was ist das mittlere Alter der Braut in
Beispiel 1.2. Eine Antwort darauf gibt der Mittelwert, den wir im folgenden Abschnitt
besprechen. Eine andere Antwort geht von der Vorstellung aus, dafl mit mittlerem
Alter jenes gemeint ist, fiir welches die gleiche Anzahl von Frauen jiinger bzw. alter
ist, also jenes Alter, welches genau in der Mitte der Daten liegt. Zur Bestimmung
dieses Alters ordnet man die Daten der Grofle nach. Dies ist besonders einfach, wenn
die Daten bereits in einem Stengel-Blatt Diagramm vorliegen: es geniigt die rechten
Blatter zu sortieren. Die Daten in Tabelle 1.5 sind bereits der Grofle nach geordnet.
Der 19. Eintrag (vom kleinsten aus gezahlt), also 27 Jahre, ist daher das gesucht
Alter, der sogenannte Median.

Der Median, m, eines ordinalen Merkmals ist jene Auspriagung, welche die Daten
in zwei gleich grofle Halften teilt. Bei einer ungeraden Anzahl von Daten ist diese
Auspragung eindeutig bestimmt. Wie geht man bei einer geraden Anzahl vor? Be-
trachten wir folgende Notenverteilung:

1233344555

Die beiden mittleren Noten sind 3 und 4: fiir jede Note dazwischen, ist die eine
Hélfte der Schiiler besser, die andere Halfte schlechter bewertet worden. Bei einer
geraden Anzahl von Daten hat sich die Konvention durchgesetzt, als Median den
Mittelwert der beiden mittleren Daten zu nehmen, hier also 3.5. Fiir den Median m
gilt also

l(ZL‘% +z241) n o gerade

{ Tt n ungerade
— 2
2

Welches Alter wird von mindestens 90% der Frauen in der Stichprobe 1.2 nicht
tiberschritten? Der 34. Eintrag (37 - 0.9 = 33.3) im (geordneten) Stengel-Blatt
Diagramm ist das Alter 44 Jahre. Dieses Alter gibt die 90%Perzentile an.

Die p%—Perzentile eines ordinalen oder metrischen Merkmals ( p € [0, 100]) ist

. . . . . . . n(l—p) . .
jene Auspragung, fiir welche mindestens i Einheiten kleinere und =55~ Einheiten
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grofere Auspriagungen annehmen. Der Median ist also die 50%—Perzentile, die 25%—
Perzentile nennt man 1. Quartil, Q; , die 75%Perzentile heifit 3. Quartil, Q;;;.
(Der 2. Quartil ist der Median).

Perzentilen konnen auch bequem aus der kumulativen relativen Haufigkeit abgele-
sen werden. Nach Abbildung 1.3 liegt die 20%Perzentile beispielsweise bei 2 Semester
(sowie jede weitere p%—Perzentile mit 0 < p < %. Die %%—Perzentile ist dadurch
charakterisiert, dafl mindestens 4 Studenten in einem niedrigeren (oder gleichen) und
mindestens 8 Studenten in einem héheren (oder gleichen) Semester inskribiert sind.
LaBt man reelle Semesterzahlen zu, ist dies fiir jede Zahl in [2,4] der Fall. "blicher-
weise nimmt man den Mittelwert, also 3 Semester.

Wie weit streut das Alter der Frauen in Beispiel 1.27 Nun, die jlingste Braut
war 19, die alteste 60 Jahre alt, ihr Altersunterschied also 41 Jahre. Man nennt die
Differenz zwischen der grofiten und kleinsten Auspragung eines quantitativen Merk-
males Spannweite. Diese ist zwar leicht zu bestimmen, wird aber moglicherweise
durch Ausreiler in den Daten bestimmt: Werden die beiden &ltesten Frauen nicht
berticksichtigt, betragt die neue Spannweite nur mehr 27 Jahre. Die Spannweite gibt
ferner keine Information, wie sich die Daten im Intervall [Z,in, Tmae] verteilen. Be-
trachten wir die beiden Quartile Q); = 24 und Q;;; = 32. Aus deren Definition folgt,
daBl jeweils 25% der Frauen jiinger als 24 Jahre und é&lter als 32 Jahre sind. Mit
anderen Worten: 50 % der Frauen sind zwischen 24 und 32 Jahre alt. Der Abstand
Qrrr — Qr heifit Interquartil-Spannweite (Quartilabstand). Spannweite und
Quartilabstand werden im Box—Whisker Diagramm dargestellt, aus dem die Streu-
ung der Daten besonders anschaulich hervorgeht.

Tmin Qr m Qrrr Tmax

—L T ] |

20 30 40 50 60
[ S 5 e 4

ABB. 1.10. Box—Whisker Diagramm

Ein Box-Whisker Diagramm besteht aus einer horizontalen (vertikalen) Skala,
welche die erreichten Werte der Auspragungen umfafit, einem Rechteck, welches sich
vom 1. zum 3. Quartil erstreckt, einem Teilstrich am Median und T-formigen
Fortsatzen zur minimalen und maximalen Auspragung. Das Rechteck markiert also
den Bereich, in dem 50 % aller Daten liegen.

Aus Abbildung 1.10 erkennt man auch ohne Kenntnis der Originaldaten, dafl z,,ax
einen Ausreifler darstellt. Ein Box—Whisker Diagramm eignet sich besonders gut zu
Vergleich verschiedener Gruppen. Die Originaldaten gehen allerdings verloren.
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4.3. Mittelwert und Streuung. Der Mittelwert wohl die bekannteste Moglich-
keit, einen umfangreichen Datensatz durch eine einzige Zahl zu beschreiben. Er sollte
nur fiir ein quantitatives Merkmal verwendet werden. Wir erinnern an die Definition

1 n
1.3 T=—
(1.3) z nz;x

Es bezeichnet n den Umfang der Stichprobe, x;, ¢ = 1,...,n, die Auspragungen des
Merkmals in der Stichprobe.
Die dquivalente Umformung von (1.3),

n

O:nf—in:Z(i—xi)

i=1

beweist den ersten Teil der folgenden Behauptung:

THEOREM 1.1. Der Mittelwert von n reellen Zahlen wird durch jede der folgenden
Behauptungen charakterisiert:

1. Der Mittelwert X ist jene Zahl, fir welche die Summe der Abweichungen von
den Daten verschwindet:

n

» (F—a;)=0.

i=1
2. Der Mittelwert T ist jene Zahl, fir welche die Summe der quadratischen Ab-
weichungen von den Daten minimal ist:

i(f —1;)* < i@ — ;)% w€R
1 i=1

1=
BEWEIS. Um die 2. Behauptung einzusehen, betrachtet man die Funktion

n

flx) = Z(x —1;)? = na® — Qxixi + ix?
i=1 i=1

i=1

Eine einfache Rechnung zeigt nun, daf§ f das globale Minimum genau im Mittelwert

annimmt. ]
Setzt man x,,;, = min{z,...,x,} und T4, = max{zy,...,z,}, folgt aus der
Abschatzung

n
NTmin S E X S NTmaz,
i=1

daBl der Mittelwert stets im Intervall [Z,,in, Tmae] liegt:

Tmin S T S Tmax -
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In den Mittelwert fliefit Information von jedem einzelnen Datum ein: die Veranderung

auch nur eines einzigen Datums schlagt im Gegensatz zum Modal und Median im
Allgemeinen auf den Mittelwert durch. Dies spricht einerseits fiir den Mittelwert, ist
andererseits aber auch Ursache seiner grofien Sensitivitit gegeniiber Ausreiffern. Das
mediane Alter in Beispiel 1.1 betragt m = 27, der Stichprobenmittelwert z = 30.0.
Entfernt man die beiden Ausreifler 59 und 60 sinkt der Mittelwert auf 28.4 Jahre,
wahrend der Median gleich bleibt.

Satz 1.1 zeigt, daB} ein natiirliches Mafl fiir die Variabilitat der Daten durch
ihre mittlere quadratische Abweichung, = > | (Z — x;)?, vom Mittelwert gegeben ist
(die Division durch n verhindert das Anwachsen der Summe allein auf Grund einer
Vergroferung des Stichprobenumfanges). Wie wir spiter sehen werden, ist jedoch
folgende Definition des Streumafles zweckmafiger:

o? = - i N ;(x — ;) Varianz

o=Vo? Standardabweichung

Es mag vielleicht erstaunen, dafl man fiir o und o2 eigene Bezeichnungen verwendet.
Dies liegt daran, dafl ¢ wieder die Dimension von z; tragt, und daher leichter zu
interpretieren ist, 0 hingegen ist leichter zu manipulieren. Die Definition von Varianz
und Streuung ist in der Literatur nicht einheitlich: manche Autoren verwenden den
Vorfaktor %!

Die Varianz kann etwas einfacher iiber den Verschiebungssatz berechnet werden:

(1.4) o’ = L (me—mﬁ“?)

n—1

Dies ergibt sich mit Satz 1.1 und (1.3) folgendermafen:

n n n n n

(n—1)0* = Z(azZ —I)(x; —T) = Z(xl —I)x; = fo - EZ:UZ = fo — nz®.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Es seien nun z;, j = 1,..., k, die zahlenméfig verschiedenen Auspragungen eines

quantitativen Merkmales mit relativen Héufigkeiten h,(x;). Mittelwert und Varianz
kénnen dann folgendermaflen berechnet werden:

(1.5) 7= ijhr(xj),
(1.6) o’ =~ “ DIEANCHEES
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KAPITEL 2

Elementare Wahrscheinlichkeit

1. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1. Zufallsexperiment, Ereignis. Das klassische Beispiel eines Zufallsex-
perimentes oder einer Zufallsbeobachtung ist das Werfen einer Miinze: der Vor-
gang kann beliebig oft wiederholt werden, alle moglichen Ausgédnge sind bekannt
(Kopf oder Zahl), aber es ist unméglich, das konkrete Ergebnis einer Durchfithrung
des Experimentes vorherzusagen. Die moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments
heiflen Elementarereignisse. Die Menge aller Elementarereignisse nennt man Ereignis-
raum, ).

BEISPIEL 2.1. e Werfen einer Miinze: 2 = {K, Z}

e Werfen von 2 Miinzen: Q = {KK,ZK,KZ, 77}
Dies beschreibt auch das zweimalige Werfen derselben Miinze.

e Werfen eines Wiirfels: Q2 ={1,2,3,4,5,6}

e Werfen von 2 Wirfeln: Q = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}

e Messen der Linge eines zufillig gewihlten Pfostens: Q = [( — 5,/ + s]. Es
bezeichnet ¢ den Sollwert und s ein Ma8 fiir die Ungenauigkeit der Sige.

e Lebensdauer einer zuféllig gewéhlten Glithbirne: ©Q = [0, 00).

Die Teilmengen von €2 nennt man Ereignisse (bei unendlichen Ereignisrdumen
fithrt aber nicht jede Teilmenge von €2 zu einem sinnvollen Ereignis). Beim zweima-
ligen Werfen einer Miinze steht A = {KK, KZ} fir das Ereignis, dai die zuerst
geworfene Miinze Kopf zeigt. Nicht immer sind die Elementarereignisse selbst in-
teressant: es ist beispielsweise unmoglich festzustellen, ob die Lange eines Pfostens
exakt ¢ Meter betragt. In der Praxis geniigt es zu wissen, dafl die Abweichungen
vom Sollwert gewisse Toleranzen « nicht iiberschreiten. Man interessiert sich also
fir das Ereignis A = {l € Q: 1 € [{ — a,{ + «a]}. Fihrt man das Zufallsexperiment
durch, tritt das Ereignis A genau dann ein, wenn fiir das Ergebnis w des Zufallsexperi-
mentes w € A gilt. Ist das Ereignis A nicht eingetreten, dann ist das Gegenereignis
A = Q\ A eingetreten. Bei einem Zufallsexperiment mit Ereignisraum €2 bezeichnet
Q) das sichere Ereignis und () das unmogliche Ereignis. Wenn A und B Ereignisse
sind, dann sind auch AU B und AN B wieder Ereignisse. AU B tritt genau dann ein,
wenn mindestens eines der Ereignisse A oder B eintritt, A N B tritt genau dann ein,
wenn beide Ereignisse A und B eintreten. Induktion folgt, dafl man auf diese Weise
endlich viele Ereignisse verknpfen kann.

15
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Fassen wir die Ereignisse in einer Menge £ zusammen. Unsere Diskussion zeigt,
daB & folgende Eigenschaften aufweisen soll: 2 € £, aus A € £ folgt A € £ und fiir
endlich viele Ereignisse A;,..., A, € & gilt U ;A; € £. Es hat sich herausgestellt,
dafl es zweckméafig ist, die Abgeschlossenheit von £ gegeniiber der Vereinigung von
abzahlbar vielen Ereignissen zu fordern. Dies motiviert folgenden Begriff:

DEFINITION 2.1. FEin System £ von Teilmengen von §2 heifst o—Algebra, wenn
es folgende Figenschaften besitzt:

Qef
(2.2) AcE=Ack
(2.3) A;€€, ieN=|JAeE

i=1
Eine unmittelbare Folgerung dieser Eigenschaften ist:

heé&

A€E, ieN= )A€k

i=1

1.2. Der Wahrscheinlichkeitsbegriff. Es gibt viele Anséatze, den Begriff der
Wahrscheinlichkeit zu definieren. Manche davon sind zu speziell, andere fithren
schlieBlich auf ernste mathematische Schwierigkeiten. Erst die axiomatische Betrach-
tungsweise brachte ein befriedigendes theoretisches Fundament. Ausgehend von un-
serer intuitiven Vorstellung von Wahrscheinlichkeit, wollen wir uns jene Eigenschaften
plausibel machen, welche die axiomatische Grundlage der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung ausmachen. Betrachten wir den Wurf einer fairen Miinze: fair bedeutet, daf
das Ergebnis Kopf bzw. Zahl gleich wahrscheinlich ist. Damit meinen wir nicht, daf
etwa bei einer Serie von 10 Wiirfen 5 mal Kopf und 5 mal Zahl fallt. Vielmehr stellen
wir uns vor, dafl die relative Haufigkeit des Ereignisses K bzw. Z sich immer weniger
vom Wert $ unterscheidet und driicken dies mit P(K) = P(Z) = 4 aus. Etwas allge-
meiner: P(A) = asoll lim,,_,« h,(A4,n) = a zum Ausdruck bringen. Dabei bezeichnet
h-(A,n) die relative Haufigkeit des Eintreffens des Ereignisses A bei einer n—maligen
Wiederholung des Zufallsexperimentes. Den genauen Zusammenhang zwischen rela-
tiver Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit konnen wir erst spater mit dem Gesetz der
groflen Zahlen kléren. Abbildung 2.1 zeigt eine Computersimulation einer Serie von
100.000 Wiirfen einer Miinze, bei der die relative Haufigkeit des Ereignisses Kopf
verfolgt wurde. Wie erwartet, stabilisieren sich die relativen Haufigkeiten sehr rasch
beim Wert 3.

Im Folgenden betrachten wir eine feste Anzahl von Wiederholungen des Zufallsex-
perimentes und schreiben daher h,.(A) anstelle von h,.(A,n). Unmittelbar einsichtig
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ABB. 2.1. Relative Haufigkeit von Kopf bei 100.000 Miinzwiirfen

st

(2.4) 0<h(A)<1.

Da A = Q immer eintritt, gilt
(2.5) h-(2) = 1.

Es seien nun A und B Ereignisse, welche in der Versuchsreihe mit den relativen
Héufigkeiten h,.(A) und h,(B) aufgetreten sind. Fiir einen endlichen Ereignisraum (2
gilt dann

h.(AU B) = h.(A) + h.(B) — h.(AN B).
Dies ist eine unmittelbare Konsequenz der disjunkten Zerlegungen

AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB)
A= (A\B)U(ANB) A= (B\A)U(ANDB)

indem man auf die Anzahl der Elemente tibergeht undt durch n dividiert. Insbeson-
ders gilt fur Ereignisse, welche sich gegenseitig ausschlieen, fiir welche also ANB = ()
zutrifft

(2.6) h,(AU B) = h.(A) + h,(B).

Es ist erstaunlich, da8 (2.4), (2.5) und (2.6) ausreichen, um eine so reichhaltige Diszi-
plin wie die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden. Es ist lediglich notwendig,
die Addidivitdt (2.6) auf abzéhlbar unendliche Systeme paarweise disjunkter Men-
gensysteme auszudehnen. Eine Familie A;, ¢ € N, heiffit paarweise disjunkt, wenn fiir
jedes Paar (i,7), i # j, A; N A; = 0 zutrifft.
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DEFINITION 2.2 (Kolmogorov’sches Axiomensystem, 1933). Es sei & eine o—-Algebra
von Ereignissen in Q und p eine Abbildung p: € — R. P heifst Wahrschein-
lichkeitsmaf} (auch Wahrscheinlichkeitsverteilung) , wenn folgende Aziome erfillt
sind:

(2.7)  P(A) >0 firalle Ae€é&,
(2.8) P(Q) =1,
(2.9) P ist o—additiv: Fir alle paarweise disjunkten Ereignisse A;, i € N gilt

P(JA) =) P(A).
i=1 i=1
Das Tripel (Q, &, P) heifft Wahrscheinlicheitsraum.

Der wichtigste Schritt bei der Modellierung eines Zufallsexperimentes ist die Kon-
struktion eines passenden Wahrscheinlichkeitsraumes. Es ist moglich, dal man fiir ein
Zufallsexperiment verschiedene Wahrscheinlichkeitsrdaume konstruieren kann, welche
zu unterschiedlichen Ergebnissen fithren. Vor der Einfithrung des Konzeptes eines
Wahrscheinlichkeitsraumes wurden derartige Situationen als paradox empfunden.

Wir ziehen nun einige Schlufifolgerungen aus den Axiomen: unmittelbar klar ist
die endliche Additivitat

(2.10) P(AUB) = P(A)+ P(B)

fiir disjunkte Ereignisse. Setzt man A = B = () folgt
P@)=0.

Wihlt man B = A, ergibt sich

(2.11) P(A) =1- P(A).

Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf} ist monoton:
(2.12) AC B= P(A) < P(B), A Bef&
Dies ergibt sich unmittelbar aus der disjunkten Zerlegung
B=AU(B\A)
(2.10) und Axiom 2.8. Die Monotonie und Axiom 2.9 zeigen insbesonders
P(A) <1, Aek.

Die o—Addidivitat fafit zwei grundverschiedene Eigenschaften zusammen: Die Addi-
tivitat und die Stetigkeit im folgenden Sinne:

DEFINITION 2.3. FEs sei £ eine o—-Algebra tiber € und P: £ — R eine Mengen-
funktion.
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e P heifit aufsteigend stetig, wenn fir jede Folge (A;) C € mit A; C Ajyq,

1€ N gilt:
(2.13) P(O Ay) = Zlirgo P(A;)
i=1
e P heifft absteigend stetig, wenn fir jede Folge (A;) C € mit A; D Ajyq,
1€ N gilt:
(2.14) P(ﬁ Ay) = Zlirgo P(A;)

i=1

PROPOSITION 2.1. Fir Mengenfunktionen, die additiv sind und das Azxiom 2.9
erfullen, gilt:

o Auf- und absteigende Stetigkeit sind dquivalent;
e Die aufsteigende (absteigende) Stetigkeit ergibt sich bereits aus der Stetigkeit
fir Folgen, welche zu ) aufsteigen (zu () absteigen).

BEWEIS. Den Beweis der ersten Behauptung iiberlassen wir dem Leser als einfache
Ubung. Es sei nun (A;) C € eine beliebige aufsteigende Folge: A; C A;1, i € N und
A = U2, A;. Ferner setzen wir B; = AU A;. Esgilt B; C B;;1 und U, B; = AU
U, A; = Q. Aus der Voraussetzung folgt daher lim; ., P(AUA;) = lim; o, P(B;) =
1 und weiter mit (2.10) und (2.11)

lim (P(A) + P(A;)) = 1 — P(A) + lim P(4;) = 1.

1— 00 1— 00

O

PROPOSITION 2.2. Eine Mengenfunktion ist genau dann o—additiv, wenn sie ad-
ditiv und aufsteigend (oder absteigend) stetig ist.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dal aus der c—Additivitat die aufsteigende Stetigkeit,
wegen Proposition 2.1 somit auch die absteigende Stetigkeit, folgt. Es sei also A;,
i € N, eine aufsteigende Folge. Die Folge By = A; und B; = A; \ A;_1, © > 2, ist
paarweise disjunkt, somit folgt

P(JA) = P B) = >_P(Bi) = lim > P(By)

= lim P(| JB)) = lim P(A,).
=1
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Umgekehrt sei nun P aufsteigend stetig und endlich additiv und B; € &, ¢ € N,
paarweise disjunkt. Die Folge A,, = |JI_, B; ist aufsteigend. Somit folgt

n

P(UB) = P(J 4n) = lim P(4,) = lim P(By)

~ i S P(B) = 3 P(BY
=1 =1

die o—Addidivitdt von P. Im obigen Argument gilt die zweite Gleichheit wegen der
aufsteigenden Stetigkeit, die endliche Addidivitéat sichert die vorletzte Gleichheit. [

2. Diskrete Wahrscheinlichkeitsmafle

Ist Q hochstens abzéhlbar, kann man als Ereignis-o—Algebra P(2) wéhlen. Be-
trachten wir zuerst einen endlichen Ereignisraum:

BEIspIEL 2.2 (Die diskrete Gleichverteilung). Essei Q = {wy,...,w,} eine endliche
Menge und £ = P(f2). Ferner nehmen wir an, dafl alle Elementarereignisse wy, . .., wy,
gleich wahrscheinlich sind, also P(w;) =p, 1 =1,...,n. Wegen Q = U!" ,w; folgt mit
den Axiomen 2.8 und 2.9

1=P(Q) =P w;) = ZP(%) =np,
i=1

also,

Y

1
b=~
n

was wir erwartet haben. Es sel nun A = {w;,,...,w;, }, k£ < n ein zusammengesetztes
Ereignis. Analog wie vorhin schlieft man

i k
P(A) = Z Plwy,) = .

Beriicksichtigt man noch, dafl & die Anzahl genau jener Ergebnisse des Zufallsexper-
imentes sind, bei welchen das Ereignis A eintritt, welche also “giinstig” fiir A sind,
und dafl n die Anzahl aller moglichen Ausgiange angibt, erhélt man den Wahrschein-
lichkeitsbegriff von Laplace

Anzahl der giinstigen Falle

2.15 P(A) = .
( ) (4) Anzahl der méglichen Falle

Es gibt allerdings auch Situationen, fiir welche ein endlicher Ereignisraum nicht
geeignet ist. Man denke z.B. an die Brenndauer von Glithbirnen in Stunden, die
Anzahl der Tippfehler pro Seite in diesem Skriptum, Anzahl der Blattlause auf einem
Apfelbaum einer Apfelplantage,...



2. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSMASSE 21

BEIsPIEL 2.3 (Diskrete Wahrscheinlichkeitsmafie). Es sei 2 = {w;: ¢ € N} hochstens
abzdhlbar und & = P(Q2). Jedem Elementarereignis w; wird eine Wahrscheinlichkeit
p; zugeordnet, sodaf

pi >0, 1N und sz‘zl
i=1
zutrifft. Fir jedes Ereignis A € £ setzt man
(2.16) P(A) =) pixa(w:).
i=1

Dabei bezeichnet y 4 die charakteristische Funktion von A, es gilt also

1 fallswe A
xa(w) =

0 sonst.

Wir zeigen, daf (€2, €, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist. Es ist klar, daf die Axiome
2.8 und 2.9 erfiillt sind. Es seien also A;, 1 € N paarweise disjunkte Ereignisse. Somit
gilt

(2.17) XUz 4 = D XA,
=1

denn die linke Seite ist fiir ein Elementarereignis w genau dann gleich 1, wenn w €
U2, A; liegt. Da die Ereignisse A; paarweise disjunkt sind, gilt w € A;, fiir genau ein
io € N. Folglich reduziert sich auch die Summe auf der rechten Seite auf x4, (w) = 1.
Wir schlieflen weiter

P(JA) =Y pexve,a(wr) = D> prxa, (wi)
=1 k=1

k=1 i=1
=) prxa(wr) =) P(A)
=1 k=1 =1

(die Vertauschung der Summationsreihenfolge ist gerechtfertigt, da alle Summanden
nicht negativ sind).

BEISPIEL 2.4. Jeder hat sich sicherlich schon einmal iiber eine lange Pechstrahne
bei “Mensch Argere Dich Nicht” gedrgert und gefragt, wie groff eigentlich die Wahrschein-
lichkeit sei, daf} eine Sechs etwa erst beim 5. Wurf fallt oder irgendwann einmal fallt.
Dazu betrachten wir die Ereignisse

Ay, = eine Sechs fallt zum ersten Mal beim k-ten Wurf, k € N

A = eine Sechs fallt irgendwann
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Offensichtlich wird durch k € N das Ereignis Ay eindeutig bestimmt und umgekehrt.
Man kann also als Ereignisraum 2 = N wahlen. Als Wahrscheinlichkeiten fiir die
Elementarereignisse setzen wir fest

1
(2.18) P(Ay) = P(k) = (%)“6, keN.
Dies ergibt
k == P 71— = — — = — — 1
PUR =2 PH =2 s =T

Dies bedeutet aber nicht, dal mit Sicherheit irgendwann einmal eine Sechs fallen
muB. Wegen A = Q) ist a posteriori das Ergebnis nur die Bestdtigung, dafi (2.18)
ein Wahrscheinlichkeitsmafl definiert. Wie kommt man zu den Wahrscheinlichkeiten
in (2.18)7 Dazu fixieren wir ein beliebiges k. Der Ereignisraum € fiir eine Serie
von k Wiirfen ist €, = {1,2,3,4,5,6}* und enthilt 6 Elementarereignisse. Die i—te
Koordinate des k—Tupels beschreibt das Ergebnis des i-ten Wurfes. Alle k—Tupel sind
gleichwahrscheinlich. Ferner gilt

Ap={(i, .. ig1,6): ;€ {1,...,5},j=1,... k—1}.

Das Ereignis A, wird also durch genau 5*~! giinstige Elementarerereignisse realisiert,
aus (2.15) folgt daher (2.18). Wir werden spéter eine einfachere Méglichkeit kennen-
lernen, derartige Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

3. Stetige Wahrscheinlichkeitsmafle

Das theoretische Fundament diskreter und stetiger Wahrscheinlichkeitsmafle wird
in der Maftheorie gelegt. Wir haben bereits darauf hingewiesen, daf§ fiir 2 = R™
in den Anwendungen die interessierenden Ereignisse meist von der Form w < b,
a <w < bodera<w <b ete. sind (fiir m > 1 sind die Ungleichungen koordi-
natenweise zu interpretieren). In der Mafltheorie wird gezeigt, daBl das System der
m~—dimensionalen Quader eine eindeutig bestimmte o—Algebra iiber R™ erzeugt. Dies
ist die Borel’sche o—Algebra B™. Sie ist auflerordentlich umfangreich: beispielsweise
sind samtliche offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R™ Borelmengen. Es ist
sogar sehr schwierig, eine Menge zu konstruieren, welche nicht in B™ liegt. Allerdings
geniigt es, ein Wahrscheinlichkeitsmafl nur fiir Quader (oder fiir ein anderes Erzeu-
gendensystem) zu definieren. Es ist dann automatisch auf der gesamten Borel’schen
o—Algebra festgelegt.

DEFINITION 2.4. Fine Abbildung f: R™ — R™ heifit Borel mef3bar, wenn das
Urbild jeder Borelmenge in R™ wieder eine Borelmenge des R™ ist

Insbesonders sind stetige Funktionen, stiickweise stetige Funktionen Borel mefibar.
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DEFINITION 2.5. FEs sei p: R™ — R eine Borel mef$bare Funktion mit folgenden
FEigenschaften:
p(z) >0, fiir alle x € R™

(2.19) /mp(x> P

Auf B™ definieren wir ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl durch
P(A) = / p(z)xa(z) dz, fir alle A € B™.

p heifst Dichte von P.

Es sei darauf hingewiesen, daf§ das Integral im Sinne von Lebesgue zu bilden
ist. Im Folgenden werden wir uns meist mit Wahrscheinlichkeitsmaflen mit stetiger
Dichte beschaftigen, fiir welche der Lebesgue’sche und der Riemann’sche Integralbe-
griff zusammenfallen. Der Zusatz stetig beim Wahrscheinlichkeitsmafl hat {ibrigens
nichts mit der Stetigkeit von p zu tun, sondern weist darauf hin, dal das Wahrschein-
lichkeitsmaf eine integrierbare Dichte besitzt.

Wir zeigen nun, dafi (R™,B™, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist. Die beiden
Eigenschaften 2.8 und 2.9 sind klar wegen (2.19). Es seien nun A,,, n € N, paarweise
disjunkte Borelmengen. Erinnern wir uns an (2.17), so erhalten wir

PUUA) = [ b, a @ de = [ pla(e) da

= /p(x)XAi(fE) dr =3 P(A).

Die Vertauschung von Summation und Integration kann mit dem Satz von der do-
minierten Konvergenz gerechtfertigt werden. Wir haben zur Vereinfachung der Schreib-
weise

/ f(x)dx anstelle von f(x)dx
Rm

geschrieben.

BEISPIEL 2.5 (Stetige Gleichverteilung). Es sei B € B™ eine feste Borelmenge
mit 0 < [, dz < co. Wéhlt man die Dichte
XB

- Jpdx
erhélt man die stetige Gleichverteilung tiber B

p

d
P(A) = %, Ae B
B
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Es sei (R™, B™, P) ein stetiger Wahrscheinlichkeitsraum mit stetiger Dichte p und
x € R" ein beliebiges Elementarereignis. Wir konnen z in eine Folge von abgeschlosse-
nen Quadern Q); so einschliefen, daB N2, Q; = {z} und Q; D Q41,7 € N gilt. Da p
stetig und )7 kompakt ist, ist p auf ¢y beschrankt, 0 < p(z) < M, = € ;. Somit
schliefen wir

P(Qi):/ plz)de <M | dz — 0.

i—00
i Qi

Aus der absteigenden Stetigkeit eines Wahrscheinlichkeitsmafies folgt nun
P({z}) = P(0Q)) = lim P(Q:) = 0.

Diese Beobachtung untermauert die eingangs getroffenen Bemerkung, dafl in einem
stetigen Wahrscheinlichkeitsraum die Elementarereignisse nur eine untergeordnete Be-
deutung besitzen.

3.1. Paradoxon von Bertrand. Es wurde bereits erwahnt, dafl ein und das-
selbe Zufallsexperiment durch verschieden Wahrscheinlichkeitsraume beschrieben wer-
den kann. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel:

BEISPIEL 2.6. In einen Kreis mit dem Radius r wird willkiirlich eine Sehne einge-
zeichnet. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die Lange [ der Sehne grofer ist,
als die Lange a der Seite des eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks.

1. Loésungsmoglichkeit: Kein Punkt auf der Peripherie des Kreises ist vor einem
anderen ausgezeichnet: wir kénnen also den Anfangspunkt F, der Sehne beliebig
wahlen. Betrachtet man jenes eingeschriebene gleichseitige Dreieck, dessen Streck-
ensymmetrale normal zur Tangente in P; ist, dann tritt das Ereignis “/ > a” genau
dann ein, wenn der Endpunkt der Sehne auf dem (kiirzeren) Kreisbogen AB liegt:
der Vergleich des giinstigen und des moglichen Winkelbereiches fiir die Sehne ergibt,
vgl. Abbildung 2.2

N |wln
|

P(l>a)=

2. Losungsmoglichkeit: Keine Richtung ist im Kreis vor einer anderen ausgezeichnet:
wir konnen also die Richtung der Sehne beliebig wahlen. Das Ereignis “I > a”
tritt nun genau dann ein, wenn die Sehne zwischen [y und [; liegt und parallel zu
lo verlauft. Die Lage der Sehne kann durch ihren Abstand von F, charakterisiert
werden, vgl. Abbildung 2.3. Somit findet man

r4z 1

P(l>a)=2—%=_.

(t>a) r 2
3. Losungsmoglichkeit: Kein Punkt im Kreis ist vor einem anderen ausgezeichnet:
jeder kommt mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Mittelpunkt M der Sehne in Frage.
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Das Ereignis “l > a” tritt genau dann ein, wenn M im Inneren des konzentrischen
Kreises mit Radius 3 liegt, vgl Abbildung 2.4. Die Laplace’sche Wahrscheinlichkeit
flir das Ereignis “I > a” ist nun

(L)2r 1

Wie ist es moglich, dal wir auf dieselbe Frage unterschiedliche Antworten bekom-
men? Der Punkt ist, dafl die Frage eben nicht immer gleich war: Im ersten Fall
ist der Ereignisraum Q; = [0, 7], im zweiten Fall Qy = [0,r], bei der dritten Betra-
chtungsweise schliefllich Q3 = {z € R?: ||z||] < 1}. Da wir bei der Interpretation
von “gleichwahrscheinlich” jeweils von verschiedenen Ereignisrdumen, also von ver-
schiedenen Annahmen iiber das Experiment, ausgegangen sind, ist es verstandlich und

0.8

0.6 I
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keineswegs mehr paradox, dafl wir auch zu unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
gelangen.

4. Verteilungsfunktionen

Wir haben bereits gesehen, dafi die kumulative relative Haufigkeitsverteilung bei
der Datenanalyse niitzlich sein kann. Das wahrscheinlichkeitstheoretische Analogon
sind die Verteilungsfunktionen. Wir beschranken uns hier auf Wahrscheinlichkeits-
mafe iiber R.

DEFINITION 2.6. Es sei (B,R, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Funktion
F: R —[0,1], definiert durch

F(r) = P((—oo,r]), reR,
heifst Verteilungsfunktion von P.

THEOREM 2.1. Jede Verteilungsfunktion F' hat folgende Figenschaften:

(2.20) F ist monoton steigend.
(2.21) lim F(r) =0, lim F(r) = 1.
(2.22) F' ist rechtsseitig stetig.

BEWwEIS. ad 1) Aus a < b folgt
F(b) = P((=00,0]) = P((—00,d]) + P((a,b]) > P((—00,a]) = F(a).

ad 2) Es sei (r,) eine beliebige Folge mit lim,,_,., 7, = —00. Somit ist (—oo,r,] eine
absteigende Folge von Intervallen mit N(—oo, r,] = 0. Die Behauptung folgt nun aus



4. VERTEILUNGSFUNKTIONEN 27

der absteigenden Stetigkeit von P (vgl. Proposition 2.2 und (2.14))

lim F(r,) = lim P((~00,1,]) = P(()(=o00,m]) = P(0) = 0.

Die zweite Behauptung folgt analog.
ad 3) Wir betrachten eine beliebige Folge s, > r mit lim,, .. s, = r. Wie vorhin
schliefen wir aus (—oo,r] = () —,(—00, s,] mit Hilfe der absteigenden Stetigkeit auf

[e.e]

F(r) = P((~00,1]) = P(() (=00, 5,]) = lim P((~00,5,)) = lim F(s,,).

O

Eine Verteilungsfunktion ist im Allgemeinen nicht auch noch linksseitig stetig: ist
etwa s, < r, und lim,_. s, = r, dann folgt aus |J,_,(—o0, s,] = (—oo,r) und der
aufsteigenden Stetigkeit von P nur

Jim F(s,) = lim P((~00,5,)) = P(|(~00, 5,)) = P((~o00,r)).

Die Verteilungsfunktion ist also genau dann stetig an der Stelle r, wenn
P((=o0,7)) = P((=00,7]) (= P((—00, 7)) + P({r}))
also

P({r}) =0
gilt. Punkte » mit P({r}) > 0 nennt man Atome von P. Da eine monotone und
beschrankte Funktion hochstens abzahlbar viele Sprungstellen besitzen kann, hat ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf R hochstens abzahlbar viele Atome.
Der nachste Satz zeigt, dal durch die Verteilungsfunktion ein Wahrscheinlichkeits-
mafl bereits eindeutig festgelgt ist.

THEOREM 2.2. Zu jeder Funktion F: R — [0,1] mit den Eigenschaften (2.20)-
(2.22) gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl, dessen Verteilungsfunktion F ist.

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktion und Dichte.
Wir zitieren dazu einen tiefliegenden Satz aus der Mafitheorie:

THEOREM 2.3. Wenn P eine Dichte besitzt, dann ist auch die Ableitung der
Verteilungsfunktion eine Dichte.

Nach diesem Satz kann man Dichten durch Differenzieren der Verteilungsfunktion
berechnen. Dabei wird aber vorausgesetzt, dafi eine Dichte tatsachlich existiert. Die
Abbildung 1.3 veranschaulicht die Problematik: diese Verteilungsfunktion ist mit
Ausnahme von endlich vielen Stellen differenzierbar, die Ableitung ist identisch Null,
also sicherlich keine Dichte. Eine in diesem Zusammenhang niitzliche hinreichende
Bedingung ist:
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THEOREM 2.4. Ist F idiberall differenzierbar, dann ist die Ableitung F' eine Dichte.

5. Laplace’sche Zufallsexperimente

Wir betrachten Zufallsexperimente mit einem endlichen Ereignisraum €2, simtliche
Elementarereignisse seien gleichwahrscheinlich. Wir haben uns bereits iiberlegt, daf3

in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit eines zusammengesetzten Ereignisses gegeben
ist durch (2.15)

Anzahl der giinstigen Falle

(2:23) Pid)= Anzahl der moglichen Falle”

Fiir die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit ist es notwendig, die Anzahl der jeweils
glnstigen, bzw. moglichen Falle zu bestimmen. Die Theorie des Abzédhlens von
Mengen wird in der Kombinatorik entwickelt. Wir erinnern hier an einige niitzliche

Grundbegriffe.

5.1. Grundbegriffe der Kombinatorik. Wir betrachten 2 Klassen von Prob-
lemen: Reihenfolgeprobleme (Permutationen) und Auswahlprobleme (Kombinatio-
nen, Variationen). In den Anwendungen ist es allerdings meist zweckméBiger, sich
die entsprechenden Anzahlen direkt zu tiberlegen, als einen fertigen Formalismus zu
verwenden. Die Heuristiken, welche den Resultaten zugrunde liegen, sind wichtiger
als die Formeln selbst. Im Folgenden wird mit |A| die Anzahl der Elemente einer
endlichen Menge bezeichnet. Wir beginnen mit einem fundamentalen Zahlprinzip:

PROPOSITION 2.3. Es seien Ay, ... A endliche Mengen. Dann gilt
|A1XA2X...Ak|:|A1|X'|A2| Xoewees X|Ak|

5.1.1. Permutationen ohne Wiederholung. Unter einer Permutation von n Ele-
menten versteht man eine bestimmte Anordnung dieser Elemente (also eine Bijektion
dieser Elemente auf {1,...,n}).

PROPOSITION 2.4. 1. Die Anzahl der verschiedenen Anordnungen von n un-
terschiedlichen Elementen betrdgt n!.
2. Die Anzahl der Reihenfolgen, in denen man n unterschiedliche Elemente auf

k < n Pldtze verteilen kann, betrdgt n-(n —1)----- n—k+1)= (ni!k)!.

Dieses Ergebnis kann man sich leicht plausibel machen (fiir einen exakten Be-
weis verweisen wir auf die Lehrbiicher der Kombinatorik): Wir mochten n unter-
schiedliche Elemente auf n Platze verteilen. Fir den 1.Platz stehen alle n Elemente
zur Verfiigung, fiir den 2.Platz nur mehr n — 1 Elemente, fiir den k—ten schliefflich
nur mehr n — (k — 1) Elemente. Die Behauptung ergibt sich nun aus Proposition 2.3.

Wegen des enormen Wachstums der Fakultat ist die Berechnung von n! fiir grofle
Werte von n mithsam. Folgende Approximation ist niitzlich:

PROPOSITION 2.5 (Stirling’sche Formel).

n!l ~vV2rnn"e "
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5.1.2. Permutationen mit Wiederholung.

BEISPIEL 2.7. Vor der Kasse eine Supermarktes stehen 20 Personen an. Davon
sind 9 Frauen, 8 Manner und 3 Kinder. Wieviele verschiedene Warteschlangen sind
moglich, wenn die Wartenden nur danach unterschieden werden, ob sie Frau, Mann
oder Kind sind.

Die Losung tiberlegt man sich folgendermafien: Geht man von 20 unterscheidbaren
Personen aus, gibt es 20! verschiedene Warteschlangen. Betrachten wir nun eine feste
Warteschlange. Nach dem Zahlprinzip in Proposition 2.3 gibt es 9! 8! 3! Permutationen
dieser Warteschlange mit derselben Abfolge von Frau-Mann—Kind. Gibt man die
Unterscheidbarkeit der Frauen, Manner und Kinder auf, sind diese Permutationen
nicht mehr unterscheidbar. Die gesuchte Anzahl z ergibt sich daher aus 20! = 9! 8! 3!z

_ 20!
20 Z = ggiar-

Allgemeiner gilt

PROPOSITION 2.6. Partitioniert man eine Menge von n Elementen in r Klassen,
welche je k;, i = 1,...,r Elemente enthalten, dann ist die Anzahl der mdglichen
Partitionen (Reihenfolgen) gegeben durch

n!
kol K

Wir betrachten nun die Anzahl der Moglichkeiten, k& Elemente aus einer Menge
von n Elementen auszuwahlen. Dabei ist zu beachten, ob die Reihenfolge, in der
die Elemente gezogen werden, wesentlich ist und ob ein Element mehrfach gezogen
werden kann.

5.1.3. Kombinationen ohne Wiederholung. Wir betrachten zuerst den Fall, dafl
die Reihenfolge der Ziehung beriicksichtigt werden muf.

k‘1+k:2+---+k:,~:n.

PROPOSITION 2.7. Aus einer Menge von n Elementen kann man auf
n!

verschiedene Arten geordnete Stichproben vom Umfang k < n ohne Wiederholung
ziehen.

Dies ist natiirlich nur eine andere Formulierung von Proposition 2.4. Soll die Rei-
henfolge der Elemente in der Stichprobe nicht beriicksichtigt werden, sind jeweils
samtliche k! Stichproben, bei welchen dieselben Elemente ausgewahlt wurden, zu
identifizieren:

PROPOSITION 2.8. Aus einer Menge von n Elementen kann man auf

(1) =5
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verschiedene Arten ungeordnete Stichproben vom Umfang k < n ohne Wiederholung
ziehen. Dies entspricht der Anzahl der k—elementigen Teilmengen der Ausgangs-
menge.

5.1.4. Kombinationen mit Wiederholung. Stellt man sich vor, dal eine Auswahl
mit Wiederholungen dadurch realisiert wird, dafl das jeweils ausgewahlte Element
wieder in die Grundmenge zuriickgelegt wird, stehen bei jedem Zug wieder alle El-
emente der Grundmenge zur Verfiigung. Eine unmittelbare Folgerung aus Proposi-
tion 2.3 ist somit

PROPOSITION 2.9. Aus einer Menge von n Elementen kann man auf n* ver-
schiedene Arten geordnete Stichproben mit Wiederholung vom Umfang k ziehen.

Ziehen wir nun eine ungeordnete Stichprobe vom Umfang k£ mit Wiederholung aus
einer Menge mit n Elementen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man M
mit {1,...,n} identifizieren. Die Stichprobe notieren wir in der Form [ay, as, . . ., ai]
(die Verwendung von Mengenklammern wére an dieser Stelle unzuléBig!). Da die
Reihenfolge der gezogenen Elemente nicht beachtet wird, kénnen wir ohne weiteres
a; < ag < --- < a, annehmen. Jeder Stichprobe [ay, as, ..., a;] kann man nun eine
ungeordnete Stichprobe {by,...,b;} von unterscheidbaren Elementen zuordnen; zum
Beispiel durch die Vorschrift:

[al,ag,...,ak] <—>{al,a2+1,...,ak—|—k—1}:{bl,bg,...,bk}.

Fiir die Zahlen b; gilt offenbar 1 < b, < n+k—1,¢=1,...,k. Jeder Stichprobe
lai, ag, . .., a;] wird auf diese Weise genau eine k—elementige Teilmenge von {1, ..., n+
k — 1} zugeordnet und umgekehrt. Aus Proposition 2.8 folgt somit

PrROPOSITION 2.10. Aus einer Menge von n Elementen kann man auf

()0

verschiedene Arten ungeordnete Stichproben mit Wiederholung vom Umfang k ent-
nehmen.

5.2. Beispiele.

BEISPIEL 2.8 (Paradoxon von de Méré). Wir betrachten 2 Wiirfelspiele: Beim
ersten Spiel wird ein Wiirfel 4mal geworfen und der Spieler gewinnt, wenn min-
destens eine Sechs fallt. Im anderen Spiel werden 2 Wiirfel 24mal geworfen, der
Spieler gewinnt, wenn mindestens eine doppelte Sechs fallt. Der Marquis meinte, die
Gewinnwahrscheinlichkeit sei bei beiden Spielen gleich grof}, namlich % bei der ersten
variante und % bei der zweiten Variante.

Das erste Spiel kann als Laplace Experiment mit Grundraum

04 :{(wl,wg,wg,w4): w; € {1,,6},22 1,,4}
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gedeutet werden. Jedes Spielergebnis ist gleichwahrscheinlich, p = 6%1. Der Spieler
gewinnt, wenn folgendes Ereignis eintritt:

G1 = {(wy, wa, w3, wy): Fi(1 < i <4) mit x; =6},
er verliert, wenn das Gegenereignis G eintritt:
Gl = {(wl,wg,wg,w4): w; € {1,,5},2 = 1,4}
Aus |G| = 5* folgt P(G)) = g—i und somit
_ 54
PG)=1-P(Gy)=1- i ~ (0.518.

Der Ereignisraum der zweiten Spielvariante ist

QQ = {((l’l,yl), (ZL‘Q,yg), ceey (ZL‘24,y24))2 (l’l,yz) - {]., .. .,6}2,i = 1, .. ,24}

mit [Qy| = 36** moglichen gleichwahrscheinlichen Ergebnissen. Der Spieler gewinnt,
falls das Ereignis

G2 = {((xla yl)a (x27y2>7 s (.%'24, y24)> : ElZ(l <1< 24) mit (xz'a yz) = (67 6)}7
und er verliert, wenn das Gegenereignis G, eintritt:
G2 = {(@1, yl), ($2>y2)> cee (IE24, y24)) : (%‘, yi) € {17 cee 6}2 \ {(6, 6)}7i =1,... 24}

(es gilt nicht Gy = Qy \ {(6,6)}!). Fiir jeden Wurf eines Spieles, welches verloren
wird, gibt es also nur 35 mogliche Ergebnisse, somit |G| = 35*%. Dies ergibt

B 3524

BEISPIEL 2.9. Wir betrachten nun ein Laplace Experiment auf dem Ereignisraum
Q:Q()X"'XQ(),
N————

k-mal

(|| =n, k<n).

Diese Situation lag im vorangehenden Beispiel vor. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses

E={(w,...,wr) €Q: 31,5 €{1,...,k} mit i # j und w; = w;}.
Wie vorhin betrachten wir das Gegenereignis

E={(wy,...,w) € Q: w; sind paarweise verschieden, 1 < i < k}.
Aus |E|=n(n—1)----- (n —k + 1) folgt
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Diese Wahrscheinlichkeit kann man mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
abschatzen: fiir 0 <z < 1 gilt
1
In(l—z)=In(l—2z)—Inl= 1—£(—x) < —z,

fiir ein € € (0, x). Somit folgt

und schlieflich
P(E)>1— e 5
Eine populire Anwendung dieses Beispiels ist die Frage nach der Wahrschein-
lichkeit, daB in einer Gruppe von k Personen mindestens 2 am selben Tag Geburtstag
haben (dabei wird von Schaltjahren abgesehen). Dies kann man auf die eben betra-
chtete Situation zuriickfithren, indem man €y = {1,...,365}, also n = 365 setzt.
Demnach ist

k(k—1)

P(E)>1—¢ 35,

tiberraschenderweise ist P(F) > 0.5 bereits ab k = 23.
BEISPIEL 2.10 (Rencontre Problem). Wir betrachten den Ereignisraum
Q={m:m:{1,....,n} = {1,...,n}, 7 ist bijektiv},

Q) ist also die Menge aller Permutationen der Elemente von {1,...,n}. Somit gilt
|2] = n!l. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, daf eine beliebige Permutation keine
Fixpunkte besitzt, also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

E,={meQ:n()#1,1<i<n}.

Dazu muf} die Anzahl a,, der Elemente von FE,, bestimmt werden. Offenbar ist a; = 0,
ay = 1. Es sei alson >3 und k € {2,...,n}. Wir betrachten folgende Teilmengen
von F,

Po={reQ:n@i)#1,1<i<n,n(k)=1}.
Die Mengen P sind paarweise disjunkt, aus Symmetriegriinden gilt
[P = [Ps = - = [P,
was
an = |Ep| = (n—1) | B
zur Folge hat. Wir zerlegen nun P, in zwei disjunkte Teilmengen

Py = Py + Py
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mit
Py ={me€ P:m(l) =2}
Py ={m € Py: w(1) # 2}.

Da Py, bzw. P die Menge der fixpunktfreien Permutationen von n Elementen ist,
bei denen 2 bzw 1 Bild fixiert sind, ist Ps; isomorph zu E,_5 und P, isomorph zu
E,, 1. Daraus ergibt sich

|Por| = |En 2| = apa, |Po| = |Ena| = ap1,
insgesamt also
an, = (n—1)(ap-1 + apn-2), n>3.

Die Losung dieser zweistufigen Rekursion ist geben durch

a, = n! g (—1) T
i=0 )

Der Beweis dieser Behauptung wird mit vollstandiger Induktion gefiihrt: Die Behaup-
tung stimmt fiir n = 3. Der Induktionsschritt verwendet die Rekursion

n n—1
1 1
Gnir = n(ay +ang) =nnly (=1)'=+nl) (—1)'5
’ i=0 :

= n!(nZ(—l)i% + Z(—ni% - (—1)”%)
— (n+1)! Z(_l)i%‘

Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen von n Elementen betragt also
(2.24) |Enl =n! ) (—1) oL
i=0

Die Wahrscheinlichkeit einer zufélliger Auswahl einer fixpunktfreien Permutation aus
Q) betragt daher

(2.25) P(E,) =) (-1)'=.
i=0
Als populare Einkleidung dieses Beispiels findet man oft: n Teilnehmer einer
Party bringen je ein Geschenk mit. Die Geschenke werden durch Los auf die Géste
verteilt. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkleit, daf§ mindestens ein Teilnehmer sein
eigenes Geschenk zuriick erhalt.
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5.3. Siebformel von Sylvester Poincaré.

PROPOSITION 2.11. FEs seien Ay, ..., A, Teilmengen von Q (Q kann auch eine
unendliche Menge sein). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf$ mindestens eines der
Ereignisse A;, i = 1,...,n eintritt, gegeben durch

n n

P(JA) = > (=D > P(A, NN Ay).

i=1 k=1 1<iy <---<ip<n
Bevor wir den Beweis der Siebformel skizzieren, notieren wir zwei Spezialfélle
(2.26) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB),
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)

(2.27) —~P(BNC)+ P(ANBNCO).

Der Nachweis von 2.26 ist identisch zur Berechnung von h,(AU B).

BEWEIS. Der Beweis wird iiber vollstdndige Induktion gefithrt. Wegen (2.26)
stimmt die Behauptung fiir n = 2. Die Behauptung sei richtig fiir ein n > 3 und
Ay, ..., Anq1 seien Teilmengen von €. Aus (2.26) folgt

P(U A)) = P(A)) + P(U A) — P(A N U A)
= P(A) + P(U A) — P(U(A1 N A;)).

Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung folgt weiter

n+1

P(|JA)) =P(A) + ) (1) > P(A,N.A)
i=1 k=1 2<iy1 < <ip<n+1

n

=) (- > PAINA,N.A)

k=1 2<iy < <ip<n+1

=P(A)+ > PA)+) (D > P(A,N.A)
2<i1<n+1 k=2 2<41 << <n+1
n—1
—) (—1)kH > PAINA, N NA) = ()" P(AIN - N Ayp)
k=1 2<i1 < <1 <n+1
n+1 n
=Y P(A4)+ > (-1 > P(AN.A)

k=1 k=2 1<i1 << <n+1
i1>1
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n

+) (=1F! > P(AL N LA+ (—D)"PPAI NN Apy)

k=2 1<i1 << <n+1
i1=1
n+1
_ k+1
=> (-1) Y P(A,N.. A
k=1 1<i1 << <n+1

O

BEISPIEL 2.11. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dafl beim Werfen mit 3
Wiirfeln mindestens eine Sechs fallt?

Es bezeichne A; das Ereignis, eine Sechs fallt beim i—ten Wurf. Dann bedeutet
A; N Aj, daB beim i—ten und j—ten Wurf eine Sechs gefallen ist. Nach der Siebformel
folgt

1 1 1 1 1 1 1
Pl |A)=-4>4>-———— — + — =~ 0,42.
(U ) 6+6+6 36 36 36+216

Als weiteres nichttriviales Beispiel betrachten wir folgendes Rencontre Problem:

BeispiEL 2.12. Ein Ball wird von n Ehepaaren besucht. Fiir die Mitternachts-
einlage werden die Tanzpartner ausgelost. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl
dabei mindestens ein Ehepaar zusammen tanzt.

Numerieren wir die Ehepaare durch, dann entspricht jeder Auslosung eine Permu-

tation w der Zahlen {1,...,n}. Das i-te Ehepaar trifft bei der Auslosung zusammen,
falls (i) = ¢ ist. Das Spiel kann als Laplace—Experiment auf €2, der Menge aller
Permutationen von {1,...,n}, beschrieben werden. Wir interessieren uns fiir das

Ereignis (JI, A; mit
Ai={meQ:n(t)=1d}, i=1,...,n.

Um die Siebformel anwenden zu kénnen bendtigen wir noch P(A;, N---N A;, ) fiir
ein beliebiges k-Tupel (i1, .., ). Das Ereignis A; N---NA; wird genau durch jene
Permutationen realisiert, fiir welche

W(ij):ij, j:]_,,k’
gilt. Daher ist |4;, N---N A, | = (n —k)!, also

(n—k)!

Insgesamt gibt es (Z) Permutationen mit genau k£ Fixpunkten, welche alle dieselbe
Wabhrscheinlichkeit (2.28) besitzen. Die Siebformel ergibt nun

n

PUA) =30 () = o

i=1 k=1 k=1
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Da die Exponentialreihe sehr rasch konvergiert, ergibt sich bereits fiir moderate Werte
von n die iiberraschend grofie Wahrscheinlichkeit P(|J_, A;) =1 —e ' ~ 0,63. Man
vergleiche diesen Losungsansatz mit jenem in Beispiel 2.10.

6. Bedingte Wahrscheinlichkeit, Stochastische Unabhangigkeit

Die Wahrscheinlichkeit, mit einem vollkommen symmetrischen Wiirfel eine Sechs
zu wiirfeln (Ereignis A), betrigt P(A) = ;. Werfen wir den Wiirfel noch einmal,
ohne auf die Augenzahl zu achten. Bekommen wir zusétzlich die Information, eine
gerade Zahl sei gefallen (Ereignis B), erhoht sich die Wahrscheinlichkeit, dafl es eine
Sechs ist, auf 5. Man schreibt: P(A|B) = § und meint die Wahrscheinlichkeit des
Eintreffens von A unter der Voraussetzung, dal das Ereignis B bereits eingetreten
ist.

BEISPIEL 2.13. Bei der Volkszahlung 1981 ergaben sich die in Tabelle 2.1 ange-
gebenen Anzahlen fiir die Osterreicher unter bzw. iiber 20 Jahre: Betrachten wir
die Ereignisse W eine zuféllig ausgewahlte Person ist weiblich, und U, eine zufallig
ausgewahlte Person ist hochstens 20 Jahre alt. Dann gilt

3.975.122 2.165.393
P(W) = —

~ 7.555.338 ~ 7.555.338

Die Wahrscheinlichkeit, daf eine zufallig ausgewéhlte Frau hochstens 20 Jahre alt ist,
ergibt sich zu

=52,6%, P(U) = 28, 7%.

1.057.605
P(UW) = —————= =26,6
(i) 3.975.122 6%

Das Ereignis U|W ist zu unterscheiden vom Ereignis U N W, welches genau dann

eintritt, wenn die zuféllig gewéhlte Person eine Frau und nicht &lter als 20 Jahre

ist. Allerdings besteht ein enger Zusammenhang zwischen P(U|W) und P(UNW) =
1.057.605 .
7.555.338

PUIW) = Toe 3 _PUnw)
3.075.122 POV

7.555.338

Unter 20 J. Uber 20 jahre | Insgesamt

Frauen 1.057.605 2.917.517 | 3.975.122
Manner | 1.107.788 2.472.428 | 3.580.216
Insgesamt 2.165.393 5.389.945 | 7.555.338

TABELLE 2.1
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DEFINITION 2.7. Es sei (§2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € & ein
festes Ereignis mit P(B) > 0. Dann heifst

P(ANB)
P(B)
bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B.

P(A|B) = , Ae¢€

PROPOSITION 2.12. Es sei (92, E, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € £ ein
festes Ereignis mit P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(-|B): € —
R ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf 2.

BeweEls. Mit A, B € & folgt auch AN B € £. Die Eigenschaften P(A|B) > 0
und P(2|B) = 1 sind unmittelbar einsichtig. Um die o—Additivitdt von P(:|B)
nachzuweisen, betrachten wir eine Folge paarweiser disjunkter Ereignisse (A;) C &.
Dann sind auch die Ereignisse A; N B, i € N paarweise disjunkt. Somit folgt

- ~_P((UZ, 4)nB)  PUZ,(A4NB))
P(UA”B) - P(B) B P(B)

i ﬁﬂB iPA|B

=1

O

Als niitzliche Folgerung notieren wir die bedingte Wahrscheinlichkeit des Gegenereig-
nisses

(2.29) P(A|B)=1-P(A|B), AcE&.

In folgender Interpretation der bedingten Wahrscheinlichkeit wird die zusatzliche In-
formation, das Ereignis B sei eingetreten, dadurch beriicksichtigt, daf§ der Ereignis-
raum €2 durch B ersetzt wird: durch die Zusatzinformation wissen wir ja , daf§ nur
mehr die Elementarereignisse, welche B realisieren, moglich sind. Unter dieser Vor-
raussetzung sind nur mehr die Ereignisse in &g = {AN B: A € £} sinnvoll. Es ist
nicht schwer zu zeigen, dafl auch £p eine o—Algebra darstellt. Ferner gilt

Eg={Ae€&: AC B},
Ep ist also auch eine o—Algebra in B. Setzt man nun noch
Pg(A) = P(A|B), A€ép

zeigt man wie in Proposition 2.12, daf§ (B, &g, Pp) einen Wahrscheinlichkeitsraum
auf B definiert. Diese Betrachtungsweise entspricht dem intuitiven Vorgehen in den
beiden motivierenden Beispielen.

In manchen Anwendungen ist es relativ leicht, sich die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(A|B) oder P(B|A) zu iiberlegen. Dann kann man die Wahrscheinlichkeit
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des Durchschnittes berechnen aus
(2.30) P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A), A Beé&.

BEISPIEL 2.14. In einem Schaltkreis sind zwei Relais parallel geschalten, sodafl
der gesamte Schaltkreis genau dann unterbrochen wird, wenn beide Relais ausfallen.
Die Wahrscheinlichkeit, dal Relais 1 ausfillt ist 10%, wenn Relais 1 ausgefallen ist,
fallt Relais 2 mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
fallt der gesamte Schaltkreis aus?

Der Ausfall des i—ten Relais, i = 1,2, entspricht dem Ereignis R;. Dann ist P(R;) =
O, 1 und P(RQ‘Rl) = 0.05. Aus (230) fOlgt P(R1 N RQ) = P(R2|R1)P(R1) = 0,05 .
0,1 =0,005.

Tabelle 2.1 ist ein Beispiel einer Vierfeldertafel, einem niitzlichen Hilfsmittel zum
Bestimmen verschiedener Wahrscheinlichkeiten, welche im Zusammenhang mit 2 Ereig-
nissen auftreten. Eine Vierfeldertafel fiir die Ereignisse A und B ist folgendermaflen
aufgebaut.

B B
A|P(ANB) P(ANB)|P(A)
A|P(AnB) P(ANB)|P(4)

P(B) P(B) 1

TABELLE 2.2. Vierfeldertafel

Als Ubung iiberlege man sich die Zusammenhénge zwischen den Eintragungen in die
Viefeldertafel. Man beachte, dal die Verhaltnisse der Innenfelder zu den Feldern der
Randzeile (Randspalte) bedingte Wahrscheinlichkeiten darstellen.

In einer Reihe von Anwendungen gibt es mehrere Alternativen A;, unter denen
ein bestimmtes Ereignis F eintreten kann und man kennt die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(E|A;) und die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten der Alternativen
P(A4;). Dann kann man die unbedingte (totale) Wahrscheinlichkeit von A folgender-
maflen ermitteln:

THEOREM 2.5 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Es seien (2,&, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und (A;)ien C E eine Folge von paarweise disjunkten Ereignis-
sen mit P(A;) > 0, ¢ € N. Fir jedes Ereignis E € € mit E C ;- A; gilt dann

(2.31) P(E) = iP(E|Ai)P(AZ-).

Bei Anwendungen dieses Satzes ist hiufig -, Ai = 2.
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BEWEIS. Das Ereignis FE erfiille die Voraussetzungen des Satzes. Wegen der paar-
weisen Disjunktheit von A; sind auch die Durchschnitte £ N A; paarweise disjunkt.
Aus

E= G(EﬂAi)

i=1

folgt mit der o—Addidivitét von P und (2.30)

PE) =S PENA) = S P(EIA)P(A).

O

BEISPIEL 2.15. Ein “zuverlassiger” Test fiir die Diagnose von TBC fiihrt in 94%
aller Falle, in denen die Testperson nicht erkrankt ist, zu einem negativen Ergebnis;
er ist positiv in 96% aller Falle, in denen der Proband tatsachlich an TBC leidet.
In einer bestimmten Zielgruppe betragt die Wahrscheinlichkeit, an TBC erkrankt zu
sein, 1:145. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Person aus dieser Zielgruppe
tatsdchlich das Virus in sich tragt, wenn der Test positiv ausgefallen ist.

Fiir die Ereignisse

N Test fallt negativ aus
T Testperson ist an TBC erkrankt

gilt dann
P(N|T)=0,94, P(N|T)=0,96, P(T)=-—
Zu bestimmen ist
P(T|IN) = ———~
Mit Hilfe von (2.30) findet man
_ _ 1
P(T (1 N) = P(N|T)P(T) = 0,96 - — = 0,0066.
Die Wahrscheinlichkeit von N berechnen wir mit (2.31) und (2.29):
P(N)= P(N|T)P(T)+ P(N|T)P(T) = P(N|T)P(T) + (1 — P(N|T))P(T)
= 0,96 = + 0,06 144—00652
I U R VR
also P(T|N) = 0, 10.
Der Vollsténdigkeit halber sei erwéht, dafl 2 = {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)} einen

moglichen Ereignisraum fiir dieses Zufallsexperiment darstellt. Dabei bedeutet eine 1
bzw. 0 an der 1. Stelle des geordneten Paares, daf die Testperson TBC hat bzw. nicht
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hat, eine 1 bzw. 0 als 2. Koordinate, dafl der Test positiv bzw. negativ ausgefallen
ist. Es liegt allerdings kein Laplace Experiment vor.

THEOREM 2.6 (Formel von Bayes). Es seien (2,E, P) ein Wahrscheinlichkeit-
sraum und (A;)ien C € eine Folge von paarweise disjunkten Ereignissen mit P(A;) >
0, i € N. Fir jedes Ereignis E € £ mit E C |J;2, A; und P(E) > 0 gilt dann

P(E|Ax)P(Ay)

(2.32) PUE) = s ppinpay e

BewEIS. Nach (2.30) gilt

P(AxNE) _ P(E|AR)P(Ax)
Stellt man P(E) mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit 2.5 dar, folgt
die Behauptung. O

BEISPIEL 2.16 (Gestorter Nachrichtenkanal). Bei der Ubertragung der Zeichen
“Punkt” und “Strich” in einem Fernmeldesystem werden durch Storungen im Mittel
5% der gesendeten Punkte als Striche und 3% der gesendeten Striche als Punkte
empfangen. Das Verhaltnis von gesendeten Punkten zu Strichen ist p = % Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 das richtige Zeichen empfangen wurde, falls “Punkt”
empfangen wurde.

Wir identifizieren das Symbol “Strich” mit “1” und “Punkt” mit “0” und wahlen als
Ereignisraum dieses Zufallsexperimentes Q = {0,1}%. Die 1.Koordinate stehe fir das
gesendete, die zweite flir das empfangene Signal. Wir betrachten die Ereignisse

S; es wird ¢ gesendet
E; es wird 7 empfangen,

i = 0,1. Die Ereignisse Sy = {(0,0),(0,1)} und S; = {(1,0),(1,1) bilden eine
disjunkte Partition von 2. Weiters wissen wir

P(E;|S,) = 0,05, P(Eo|Sy) = 0,03.

Setzt man schliefSlich noch
P(S) _ 3
p = = —
P(S;) 5
folgt aus der Bayes’schen Regel fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(Ep|So)P(So)
(E0|S0)P(So) + P(Eo|S1)P(51)
C 0 P(E|So) P(So)” 7 p1—0,05

Im letzten Schritt wurde P(Ey|Sy) = 1 — P(F1|Sy) verwendet.

P(So|Eo) = -

)t =0,95.
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THEOREM 2.7 (Multiplikationssatz). Es sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und Ay, ..., A, seien Ereignisse mit P(AgN---NA,) > 0. Dann gilt

(2.33) P(ﬁ A;) = P(Ag)P(A1|Ag)P(Aa| Ag N AL) - - P(A,|Ag -0 Ayy).

BEWEIS. Wegen der Abgeschlossenheit einer o—Algebra gegeniiber der Bildung
von abzéhlbar vielen Durchschnitten, und wegen 0 < P(AoN---NA,) < P(AyN
N A1) < - < P(Ap) sind die Ereignisse in (2.33) und damit die auftretenden
bedingten Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert. Der Beweis wird durch Induktion nach
n gefithrt: Fiir n = 1 folgt die Giiltigkeit der Behauptung aus (2.30). Ist die Behaup-
tung richtig fiir n, dann folgt

n+1

P(ﬂ A;) = P(ﬁAi)P(AnJrl‘AO N---NA)

= P(Ag)P(A1|Ag)P(Ay|AgN Ay) - -+ P(A,1]AoN---NA,)

Der Multiplikationssatz ist die theoretische Grundlage fiir die haufig verwendete
Technik, Wahrscheinlichkeiten an Hand eines Wahrscheinlichkeitsbaumes zu berech-
nen

BEISPIEL 2.17. In einer Lade seien 7 braune und 5 graue Socken. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, bei willkiirlicher Auswahl ein farbgleiches Paar zu ziehen.
Wir betrachten die Ereignisse

B; eine braune Socke wird beim i-ten Zug gezogen
G,; eine graue Socke wird beim i—ten Zug gezogen

i = 1,2. Von Interesse ist das Ereignis £ = (B; N By) U (G1 N G3). Aus dem
Multiplikationssatz folgt

P(B1 N By) = P(Bs|B)P(B1), P(G1NGs) = P(Go|G)P(Gy).

Die erforderlichen Wahrscheinlichkeiten iiberlegt man sich am leichtesten mit dem
Wahrscheinlichkeitsbaum aus Abbildung 2.5. Der allgemeine Zusammenhang zwis-
chen einem Wahrscheinlichkeitsbaum und Satz 2.7 wird in Abbildung 2.6 angedeutet.

Wenn wir eine faire Miinze 2-mal werfen und beim 1. Wurf Zahl fillt, dann hat
dieses Ergebnis keinen Einflufl auf das Ausfallen des 2. Wurfes. Dies ist ja gerade
die Voraussetzung fiir ein Laplace Experiment. Bezeichnet Z;, i« = 1,2 das Ereignis
“ Zahl fallt beim i~ten Wurf”, dann gilt P(Zs|Z,) = &+ = P(Z,). Man sagt, die
Ereignisse Z; und Z5 sind stochastisch unabhangig. Allgemeiner definiert man:

DEFINITION 2.8. Eine hochstens abzahlbar unendliche Familie von FEreignissen
{A;:i eI}, I CN,in einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, E, P) heifit stochastisch
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b . b
P(B,IB,)
6/11

b/g /9

b
P®B,)
7/12 5/11 1
P(G,IB))
\ i b \ P(BZIGl) i
5/12

P(G)
g g
4/11 P(G,IG,)
g g

ABB. 2.5 ABB. 2.6
unabhangig, wenn fir je endlich viele paarweise verschieden Indizes iy, ... 1, € I
qgilt
(234) P(A“ N---N Am) - P(A“) """ P(Azn)

PROPOSITION 2.13. Es seien A und B stochastisch unabhdngige Ereignisse in
(Q,&, P). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

e P(ANB) = P(A)P(B),

e P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B),

o A und B sind stochastisch unabhingig.

Ohne Beweis zitieren wir eine etwas einfachere Charakterisierung der stochastis-
chen Unabhangigkeit:

PROPOSITION 2.14. Die Ereignisse Ay, ..., A, in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, &, P) sind stochastisch unabhdngig genauw dann, wenn

(2.35) P(BiN---NB,) = ﬁ P(B;)

fiir jede Wahl von Mengen B; € {4;, A;}, 1 <i < n, gilt.

Fiir unabhangige Ereignisse vereinfacht sich die Sylvestersche Siebformel:

PROPOSITION 2.15. Es seien Ay, ..., A, stochastisch unabhdngige Ereignisse in
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, E, P). Dann gilt

n

(2.36) P(U A)=1-]]-P(4)).

i=1
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BEWEIS. Es ist einfacher, sich (2.36) direkt zu iiberlegen als aus Proposition 2.11
abzuleiten:

n

P(U A)=1- P(U A)=1- P(ﬂ A)=1- H(1 — P(A)),

im letzten Schritt wurde von die stochastische Unabhingigkeit der Ereignissse A4, ..., A,
verwendet. O

7. Diskrete Zufallsvariable

Bisher haben wir uns mit Zufallsexperimenten beschaftigt und verschiedene Mog-
lichkeiten gesehen, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zu bestimmen. Oft ist
man aber nicht unmittelbar an der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses aus jenem
Ereignisraum interessiert, in welchem das Zufallsexperiment durchgefiithrt wird, son-
dern an der Wahrscheinlichkeit einer vom Ausgang des Experimentes abhéangigen

Grofle:

BEISPIEL 2.18. Das urspriingliche Zufallsexperiment sei das Werfen von 2 homo-
genen Wiirfeln. Dies ist ein Laplace Experiment in Q = {w = (¢,7): 1,5 € {1,...,6}}.
Fiir jeden Wurf w = (7, 5) wird die Augensumme X (w) = i + j berechnet. Wir in-
teressieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer bestimmten Augen-
summe, also fir P{w: X(w) = k}), 2 < k < 12. Vereinfacht schreiben wir diese
Wahrscheinlichkeit P(X = k). Aus Symmetriegriinden gilt P(X = k) = P(X =
12—k +2), k=2,...,7. Eine einfache Uberlegung zeigt nun

k—1
P(X =k)=—=—, k=2...T
Wegen

Y P(X=k)=1
k=2

definiert die Funktion Px: {2,...,11} — [0,1], Px(k) = P(X = k) ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf {2,...,12}.

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall folgender allgemeinerer Situation: Gegeben sei
ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, £, P),Neine Menge €2, eine o—Algebra £ in 2 und eine
mefbare Abbildung X: (Q,&) — (Q, ). Definiert man die Mengenfunktion

E—10,1]

(2:37) P {PX<B> — P(X1(B)

dann ist (fl, g, Px) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Offensichtlich gilt Px(B) > 0 und

Px(Q) =1 (X YQ) = Q). Es seien also B;, i € N paarweise disjunkte Mengen

aus €. Wegen der MeBbarkeit von X sind die Urbilder X ~(B;) Mengen in £. Da
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w € X 1(B;)NX"1(B;) dquivalent ist zu X (w) € B;N By, sind die Ereignisse X ~(B;)
ebenfalls paarweise disjunkt. Somit tibertragt sich die o—Additivitdat von P auf Px:

PX(U Bz’) = P(Xfl(U Bz)) = P(UXfl(Bi))

= ZP(X_l(Bi)) = ZPX(Bi)'

DEFINITION 2.9. Das durch (2.37) definierte Wahrscheinlichkeitsmaf§ heifit in-
duziertes Wahrscheinlichkeitsmaf3 oder Wahrscheinlichkeitsverteilung von
X . Im FalleQ = R" und & = B", nennt man die induzierende Abbildung X : (Q,&) —
(R", B") Zufallsvariable. Ist speziell Q = N liegt eine diskrete Zufallsvariable
vor.

Wir haben bereits gesehen, dafl eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auch durch ihre
Verteilungsfunktion beschrieben werden kann. Essei Fx: R — R die Verteilungsfunk-
tion von Py, also

Fx(z) = Px((~00,]) = P(X((~00, 2]).

Etwas schlampiger nennt man Fx auch Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X.
Wenn keine Verwechslungen moglich sind, werden wir F' anstelle von Fx schreiben.
In diesem Abschnitt werden wir ausschliellich diskrete Zufallsvariable betrachten. In
diesem Falle ergibt sich fiir die Verteilungsfunktion

(2.38) Fx(z) =) P(X =k).

k<z
keN

Der Einfachheit halber schreiben wir P(X = k), P(X < k) etc. fiur P(X'({k}),
P(XY(—o00,k)) etc.

BEISPIEL 2.19. Man bietet Thnen folgende Wette an: Es soll n—mal gewiirfelt

werden. Fallt eine 1 oder 2, gewinnen Sie S 300, andernfalls verlieren Sie S 100.
Sollten Sie auf diese Wette einsteigen?
Bevor Sie sich entscheiden, sollten Sie folgende Uberlegung anstellen: bei einer Serie
von n Spielen sollte etwa bei einem Drittel der Wiirfe 1 oder 2 gefallen sein, bei
welchen Sie also S 300 gewinnen. Ihre Gewinnerwartung bei einer derartigen Serie
liegt also bei

n 2n n
300= — 100— = 100—
3 3 3’
pro Spiel konnen Sie also im Durchschnitt mit einem Gewinn von
1 2 1
300= — 100= = 100=
3 3 3

rechnen.
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In diesem Beispiel ist der Ausgangspunkt das Laplace Experiment in Q = {1,...,6}.
Abhéngig vom zufalligen Ergebnis w dieses Experimentes wird ein Gewinn

X(w) 300 we{1,2}
w) =
—~100 w € {3,4,5,6}

ausbezahlt (ein negativer Gewinn bedeutet natiirlich eine Zahlung, welche Sie leis-
ten miissen). Der Gewinn ist also eine Zufallsvariable X: Q@ — {300, —100}. Die
Gewinnerwartung F(X) pro Spiel setzen wir intuitiv an als

E(X) =300P(X = 300) — 100P(X = —100).
Allgemeiner definiert man:

DEFINITION 2.10. Es sei X eine diskrete Zufallsvariable auf (2,E, P). Ist die
Reihe

(2.39) E(X)= Y aP(X=z)= Y aPx({z})

zeX(Q) zEX(Q)
absolut konvergent, so heifst thr Wert Erwartungswert oder die Erwartung von
X.

Bei der Berechnung des Erwartungswertes von X : @ — N nach (2.39) hat man
also die moglichen Werte von X mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens zu mul-
tiplizieren. Manchmal ist es zweckméfig, F(X) aus den Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse in €2 zu bestimmen.

PROPOSITION 2.16. Es sei (2, P(2), P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
und X : Q — N eine diskrete Zufallsvariable. Der Erwartungswert von X existiert
genau dann, wenn die Reihe

(2.40) = X(w)po,

weN

pw = P({w}), absolut konvergent ist.

BEWEIS. Existiert der Erwartungswert von X, folgt aus der absoluten Konvergenz
von (2.39)

E(X) = Z)xP =D T > =y Z

zeX(Q 2€X(Q) w: X(w)=z 2eX(Q)w: X(w
S OY Ken- Y Y Xem-YAe
zeX(Q)w: X(w)=x zeX(Q)w: X 1({z}) we

Die letzte Gleichheit folgt aus dem Umstand, dafl

Q= |J {w: X =ar= |J x'({})

zEX(Q) zeX ()
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eine disjunkte Partition von 2 bildet. Mit dem Umordnungssatz fiir absolut konver-
gent Reihen erhalt man nun die Behauptung. Die Umkehrung beweist man vollkom-
men analog. O

Mit Hilfe dieser Proposition kann man also den erwarteten Gewinn aus Beispiel
2.19 auch folgendermaflen berechnen:

1 1 1 1 1 1
B(X)=X(1)z +X(2)z + X(3)= + X(4)= + X(5) + X(6)~
6 6 6 6 6 6

1 100

= (300 +300 — 100 — 100 — 100 — 100) ;- = —~

Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition bzw. einfacher aus Proposi-
tion 2.16 sind folgende Eigenschaften des Erwartungswertes einer (diskreten) Zu-
fallsvariablen:

PROPOSITION 2.17. Es seien X und Y diskrete Zufallsvariable auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, E, P) mit Erwartungswert E(X) und E(Y). Dann gilt

1. Es existieren die Erwartungswerte von X +Y und aX, a € R, und es gilt
E(X+Y)=EX)+ E(Y)
E(aX)=aF(X)

Der Erwartungswert ist also ein lineares Funktional.
2. Der Erwartungswert ist monoton:

X <Y = EX)<E®Y)

Gilt E(X) =E(Y) und X <Y, dann folgt P(X =Y) = 1.
4. Fir konstante Zufallsvariable X = « gilt

w

E(a) = a.

Wir werden spater sehen, dafl der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X, dem
Grenzwert des Mittelwertes von X bei oftmaligem Wiederholen des Zufallsexperi-
mentes entspricht. Jede Wiederholung ergibt einen Wert X (w), welcher in unregel-
méBiger Weise um F(X) schwankt. In Anlehnung an die Diskussion der Varianz von
metrischen Daten legen wir folgendes Maf fiir die Fluktuationen von X (w) fest:

DEFINITION 2.11. Es sei X eine diskrete Zufallsvariable auf (,&,P). Kon-
vergiert die Reihe

(2.41) V(X) = BE((X - BE(X))*) = ) _(X(w) - B(X))*p.,

dann heifft V(X) Varianz von X. Die positive Quadratwurzel aus der Varianz von
X heifft Standardabweichung oder Streuung von X | o(X).
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Verwendet man die Eigenschaften des Erwartungswertes aus Proposition 2.17
ergibt sich fiir die Varianz einer Zufallsvariablen

V(X)=E(X?-2XE(X)+ E(X)?) = E(X?) —2E(X)E(X) + E(X)?
also
(2.42) V(X)=E(X? - B(X)%
Die Berechnung von F(X?) wird durch folgende Formel erleichtert:

PROPOSITION 2.18. FEs sei (2, P(2), P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
X: Q — R eine diskrete Zufallsvariable und f: R — R eine Abbildung, fir welche
E(f o X) existiert. Dann gilt

(2.43) E(foX)= Y fl@)Px({z}) =) f(X

z€X(Q) weN

BEwEIS. Wir gehen dhnlich wie im Beweis von Proposition 2.16 vor:

E(foX)= ) tPex({th= ) tPX'(f({th)= D tPx(/{th)

tefoX(Q) tefoX(Q) tefoX(Q)
SRR IS D SRTATES
tefoX(Q) zef~1({t}) tefoX(Q) z: f(x)=t
= Y > f@Px{ah)= > f )Px({z})
tefoX(Q) x: f(x)=t zeX(Q)
Die letzte Gleichheit folgt aus der absoluten Konvergenz der Reihe fiir E(f o X). Der
Rest der Behauptung folgt wie in Proposition 2.16. U

8. Spezielle diskrete Verteilungen
8.1. Bernoulli- oder Binomialverteilung.

BEISPIEL 2.20. In einer Charge von 500 Sicherungen sind 5% defekt. Wie gro8 ist
die Wahrscheinlichkeit, dafl in einer Stichprobe von 5 (zuféllig gewéhlten) Sicherungen
mindestens 1 Stiick defekt ist.

Bei jeder Entnahme wird die Sicherung getestet und festgehalten, ob sie defekt
ist (Ereignis A tritt ein) oder nicht (Gegenereignis A tritt ein). Da der Umfang der
Stichprobe im Verhéltnis zum Umfang der Charge klein ist, kann man annehmen, daf3
die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens von A durch die Entnahme von einigen wenigen
Sicherungen praktisch nicht verandert wird. Von Interesse ist die Haufigkeit des Ein-
treffens von A in der Stichprobe. Ein derartiges Zufallsexperiment heiffit Bernoulli
Experiment. Die charakteristischen Eigenschaften eines Bernoulli Experimentes
sind allgemein

e Es besteht aus n Wiederholungen desselben Experimentes B
e Das Experiment hat nur 2 mogliche Ergebnisse: Erfolg £ und Miflerfolg £
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e P(E)=pbzw. P(E)=gq=1—p bei jeder Wiederholung des Experimentes

e Die einzelnen Wiederholungen sind unabhangig

e Von Interesse ist die Zufallsvariable X, die Anzahl der erfolgreichen Experi-
mente unter den n Wiederholungen

Als Ereignisraum fiir ein Bernoulli Experiment wéahlen wir Q = Q, Qo = {1, 0},
wobei eine 1 einen Erfolg, eine 0 einen Miflerfolg bedeutet. Definieren wir ferner die
Ereignisse

(244) Ei:QOX"'XQOX{l}XQ(]X"'XQO
(i—1)— mal (n—i)— mal

also “Erfolg bei der i—ten Wiederholung”, dann gilt nach Voraussetzung P(FE;) = p,
und P(E;) = q, i = 1,...,n. Ein typischer Ausgang des Bernoulli Experimentes,
w = (w1, ...,wy), bei dem genau k Erfolge und zwar bei den Wiederholungen iy, . . ., iy
, folglich Miflerfolge bei den Wiederholungen ji, ..., jn—k, ji € {1,...,n}\{i1, ... i},
aufgetreten sind, kann also aufgefait werden als
w:El-lﬂ---ﬂEikﬂEi’jlﬂ---ﬂEjnf

k

Interpretiert man die experimentelle Unabhangigkeit im mathematischen Modell als
stochastische Unabhéngigkeit, dann sind die Ereignisse F;, i =1, ..., n, stochastisch
unabhéngig. Aus Proposition 2.14 folgt dann

po =" "
Da es (Z) verschiedene Bernoulliexperimente mit genau k Erfolgen gibt, erhilt man
schliefSlich
(2.45) P(X =k) = (Z)pkq”_k, k=0,...n

Der binomische Lehrsatz zeigt,

n k _n—k n
Y P(X =k =) (k)p =+ =1,
k=0 k=0

daB Px ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf {0,...,n} definiert, vgl Beispiel 2.3. Die
Verteilung von Px nennt man Binomial- oder Bernoulliverteilung. Man schreibt
auch: die Zufallsvariable X ist B(n;p) verteilt.

Die Abbildungen 2.7 und 2.8 zeigen Histogramme verschiedener Binomialverteilun-
gen. Man beachte die grofien qualitativen Unterschiede der Histogrammme fiir kleine
bzw. grofle Werte von p.

BEIspIEL 2.21 (Fortsetzung von Beispiel 2.20). Essei X die Anzahl der defekten
Sicherungen in der Stichprobe. Nach den vorausgehenden Ausfiihrungen gentigt X
einer B(5;0,05) Verteilung. Fiir das Ereignis A, die Stichprobe enthélt mindestens
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04 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 048
035} M ] 016r M

0.141
0.3f

o 0.121 = M n=20, p=0.5
0.25F n=20, p=0.05

0.1f
0.2r
0.08

0.15f
0.06-

0.1r
0.04r

0.05r W 1 0.02f {
0 L ’_‘H—w L L L 0 L ’—‘D

-5 0 5 10 15 20 25 -5 0

b

ABB. 2.7. B(20;0,05)-Verteilung ABB. 2.8. B(20;0,5)-Verteilung

I
10 20 25

eine defekte Sicherung, findet man daher
5
P(A)=1-PA)=1-P(X=0)=1- (0)0,050 -0,95° = 0,226

eine in Anbetracht des geringen Umfangs der Stichprobe tiberraschend grole Wahrschein-
lichkeit.

PROPOSITION 2.19. Fiir eine binomial (B(n;p)) verteilte Zufallsvariable X gilt

(2.46) E(X)=np
(2.47) V(X) = npq

BEWEIS. Die Zufallsvariable X sei B(n;p) verteilt. Dann gilt
n n n n n
EX) =S kP(X = k) =Sk kon—k _ k()kn—k
(X) /?0 ( ) /?0 <k)p q ;?1 . )P

= Y (n _ 1)' n—1 n—k __ — n—1 k n—1-k __

) k=0
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Fiir die Berechnung der Varianz von X stiitzen wir uns auf (2.42). Wir ben&tigen
2 k _n—k n! k _n—k
=S =k '
n—1 n—1 n—1
=np) (i + ( )W’ = ZJ( )p]q”‘lﬂ +1]
7=0

= nplE(Xp-1p) + 1] = np((n = 1)p + 1)
Setzt man E(X?) in (2.42) ein, erhéilt man
V(X) = E(X?) - E(X)* =np((n— 1)p+ 1) — (np)* = npq.

O

8.2. Geometrische Verteilung. Wir betrachten nun ein dem Bernoulli Exper-
iment sehr ahnliches Zufallsexperiment: der einzige Unterschied besteht darin, dafl
wir diesmal daran interesssiert sind, wann zum ersten Male das Experiment erfol-
greich ausfallt. Die Zufallsvariable X beschreibt also die “Wartezeit” bis zum ersten
“Treffer”. Der Ereignisraum €2 fiir dieses Experiment besteht aus abzahlbar unendlich
vielen Elementarereignissen

QO ={E,FE,EFEE,EEEE,...}.
Es seien F; die Ereignisse (2.44)( mit n = k), dann gilt

E..EE=EnN---NE,1NE,.
(k—1)-mal

Die stochastische Unabhangigkeit der Ereignisse F; ergibt
(2.48) PX=k)=¢p, k=1,2,...
Wegen

k=1 k=1 1—q

definiert Px eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N, die geometrische oder Pas-
cal Verteilung.

PROPOSITION 2.20. Fur eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter
p € (0,1) gilt

(2.49) BE(X) =

(2.50) V(X) =
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BEWEIS. Der Erwartungswert von X ergibt sich aus folgender Uberlegung

o0 - o0 d
E(X)=p) ki""=p) —-d"

k=1 k=0 q

d 1 P 1

dgl—q (1—-q)* p

Die Berechnung der Varianz folgt demselben Schema. Wir berechnen zuerst

B(X*) =p) K¢ =p> k(k—1¢""+p> k¢"
k=1 k=1 k=1

2 1 2¢ 1

= P+ EX)=pg= + - =
pq ;;:2 i (X) Prst o=t

Die Varianz ergibt sich aus (2.42)

1
P p?

V(X)=E(X? - E(X)*= % + %
O

BEISPIEL 2.22. Bei der Erdolprospektion werden in einem bestimmten Gebiet
Bohrungen niedergebracht. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Bohrung fiindig zu wer-
den, betrage 20%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft man bei der 4. Bohrung zum
ersten Male auf Erdol?

Die Zufallsvariable X, (X (w) = k bedeute, bei der k—ten Bohrung wird man zum
ersten Male fiindig), ist geometrisch mit Parameter p = 0,2 verteilt. Somit findet
man

P(X=3)=p¢=0,2-0,8~0,10.
8.3. Poisson Verteilung.

BEISPIEL 2.23. Eine Telephonzentrale erhalt im Laufe einer Stunde durchschnitt-
lich 60 Anrufe. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ innerhalb von 30
Sekunden, in denen sich die Telephonistin entfernt a) kein Anruf, b) genau ein Anruf
eintrifft.

Fiir die Losung dieser Aufgabe benotigt man die Verteilung der Zufallsvariablen
X, welche die innerhalb von jeweils 30 Sekunden in der Telephonzentrale eintreffenden
Anrufe zahlt. Offenbar handelt es sich um eine diskrete Zufallsvariable, welche nur die
Werte 0, 1, ..., annehmen kann. Mit folgendem Kunstgriff fithren wir die unbekannte
Verteilung von X auf die Binomialverteilung zuriick: Wir denken uns das relevante
Zeitintervall (hier 30 Sekunden) in n so kleine Abschnitte unterteilt, dal in jedem
Abschnitt héchstens ein Ereignis (hier Anruf) mit Wahrscheinlichkeit p,, > 0 eintreten



52 2. ELEMENTARE WAHRSCHEINLICHKEIT

kann. Natiirlich treffen die Anrufe unabhéngig voneinander in der Telephonzentrale
ein. Fithrt man also eine Zufallsvariable X,, mit der Bedeutung

X,=k in genau k Abschnitten wird ein Ereignis registriert,k =0,1,...,n,

ein, kann man fiir X, eine B(n, p,) Verteilung annehmen mit einer noch unbekannten
Erfolgswahrscheinlichkeit p,. Somit gilt

n _
Py(X, =k) = (k>pﬁq3 g
und
E(X,) = np,.

Der Erwartungswert von X, ist die im Mittel zu erwartende Anzahl von Ereignis-
sen im gesamten Zeitintervall (hier: Anrufe innerhalb von 30 Sekunden). Somit ist
E(X,) unabhingig von n. Wir setzen A\ = np,. Da wir weder p, noch n kennen,
liegt es nahe, die Unterteilung immer feiner zu machen und schliellich den Grenzfall
lim,, . P,(X, = k) mit der Nebenbedingung np, = A\ zu untersuchen:

n n
) A A AR
- A A S A LS A
jo( ) =)A= )T = e
—— A — 1
— 1 n—oo nee

Wir erhalten also fiir die gesuchte Verteilung von X

k
(2.51) P(X =k)= %e—& k=0,1,....

Eine einfache Rechnung zeigt

Y P(X=k) =1,

00
k=0

somit definiert (2.51) eine diskrete Verteilung auf Ny, die Poisson Verteilung. We-
gen der Konstruktion der Poissonverteilung ist es nicht tiberraschend, dafl der positive
Parameter A der Erwartungwert von X ist:

PROPOSITION 2.21. Fur eine Poisson verteilte Zufallsvariable X mit Parameter
A >0 gilt

(2.52) E(X)=V(X) =2\
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BEWEIS. Der Erwartungswert von X folgt unmittelbar aus der Exponentialreihe.
Zur Berechnung der Varianz betrachten wir wieder zuerst

2 )\OO 2)‘k /\OO )‘k = )‘k
E(X?*) =e" ko = k(k—1)= [
(>€;k! e[;< %W;N
7)\00 )‘k 2
k=2
und somit
VIX)=E(X?)—EX)>=XN+XA=- )\ =\
O

BEISPIEL 2.24 (Fortsetzung von Beispiel 2.23). Da 1 Stunde aus 120 Abschnit-
ten von je 30 Sekunden besteht und in 1 Stunde im Mittel 60 Anrufe eintreffen, ergibt
sich aus den Uberlegungen, welche zur Poisson Verteilung fithrten

60 = 120 - np,, = 120\ = 120E(X),
also E(X) = % Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten sind demnach

a) P(X =0)=2"c"05 0,61
b) P(X =1)=%"e"05 ~ 0,30

Die Poisson Verteilung ist oft ein gutes Modell fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Anzahl von Ereignissen, welche wahrend einer gewissen Zeitspanne, in einem
bestimmten Volums- oder Flachenelement eintreten und dort den Erwartungswert
A besitzen. Weitere Beispiele sind die Anzahl der von einer radioaktiven Substanz
wahrend einer Zeiteinheit emittierten Partikel, die Anzahl der monatlichen Unfalle in
einer Fabrik, usw. In Hinsicht auf ihre Herleitung ist klar, daf§ die Poisson Verteilung
auch zur Approximation der Binomialverteilung verwendet werden kann. Tabelle 2.3
demonstriert die Giite der Approximation:

8.4. Hypergeometrische Verteilung. Die Binomialverteilung wurde unter der
Voraussetzung abgeleitet, dafl die Wahrscheinlichkeit p fiir das Eintreten des beobach-
teten Ereignisses durch die Entnahme der Stichprobe kaum beeinfluit wird. Diese
Annahme ist gerechtfertigt, wenn die Gesamtpopulation grof ist im Vergleich zum
Umfang der Stichprobe. Wir betrachten nun Situationen, in denen diese Annahme
nicht zutrifft.

BEISPIEL 2.25. Ein bestimmtes Produkt wird in Packungen zu je 20 Stiick an
die Kunden versandt. Da die Qualitatskontrolle fiir die gesamte Produktion ein-
erseits zu teuer wére, andererseits der Betrieb seine Abnehmer nicht mit der Be-
lieferung defekter Produkte verdrgern mochte, wird folgende Stichprobenkontrolle
durchgefiithrt: Aus jeder Packung wird eine Stichprobe von 5 Stiicken entnommen
und die Packung zuriickgewiesen, wenn mehr als ein defektes Stiick gefunden wird
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k Binomialverteilung Poisson Verteilung
n:4,p:i n:8,p:% nleO,p:ﬁ A=1

0 0,316 0,344 0, 366 0, 368

1 0,422 0,393 0,370 0,368

2 0,211 0,196 0,185 0,184

3 0,047 0,056 0,061 0,061

4 0,004 0,010 0,015 0,015

5 —— 0,001 0,003 0,003

TABELLE 2.3. Approximation der Binomialverteilung durch die Pois-
son Verteilung

(die zuriickgewiesenen Packungen werden spéter einzeln untersucht). Wie grofl ist
die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Packung, welche 4 schadhafte Produkte enthalt,
zuriickgewiesen wird.

Diesem Beispiel liegt folgende Struktur zugrunde: Eine Population besteht aus N
Individuen, M < N dieser Individuen tragen ein bestimmtes Merkmal. Aus der Po-
pulation wird eine zuféllige Stichprobe vom Umfang n entnommen (ohne Zuriicklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge) und man interessiert sich fiir die Anzahl der
Individuen in der Stichprobe, welche das untersuchte Merkmal tragen. Zur Er-
leichterung der Sprechweise betrachten wir N Kugeln, von denen M rot und N — M
schwarz sind. Beobachtet wird die Anzahl der roten Kugeln in einer Stichprobe vom
Umfang n. Zahlt die Zufallsvariable X die roten Kugeln in der Stichprobe, dann kann
X offensichtlich nur Werte k annehmen, fiir welche

0<k<M, 0<n—k<N-M

gilt. Insgesamt gibt es (]X) Moglichkeiten ungeordnete Stichproben zu ziehen. We-
gen der Zufélligkeit der Entnahme, sind diese Stichproben gleichwahrscheinlich (man
denke sich die Kugeln von 1..., N durchnumeriert, die Farbe wird nicht beachtet).
Enthalt die Stichprobe genau k rote Kugeln, sind notwendigerweise n — k& Kugeln
schwarz. Die roten Kugeln in der Stichprobe stammen aus der Teilmenge der roten
Kugeln in der Gesamtpopulation, dies ergibt insgesamt (1\;) Moglichkeiten k rote
Kugeln auszuwéhlen, die schwarzen Kugeln in der Stichprobe stammen aus der Teil-
menge der schwarzen Kugeln in der Gesamtpopulation, dies ergibt insgesamt (A:L :]Iy)
Moglichkeiten n — k schwarze Kugeln auszuwéhlen. Da jede Auswahl von k roten mit
jeder Auswahl von n—k schwarzen Kugeln kombiniert werden kann, gibt es insgesamt

(]\]:[) (A:L:]]:[) Stichproben mit genau k roten Kugeln. Die Zufallsvariable X ist daher



8. SPEZIELLE DISKRETE VERTEILUNGEN 55

folgendermaflen verteilt
M\ (N-M
( k ) ( n—~k )
)
(Wir erinnern an die Konvention (}) = 0 fiir b > a. Somit ist (2.53) sinnvoll auch fiir
k> M und k <n—(N—M).) Wir zeigen zuerst, dafl (2.53) tatséchlich ein diskretes
Wahrscheinlichkeitsmafl definiert: Dazu denken wir uns die Kugeln von 1,...,n so

nummeriert, dafl die ersten M Kugeln rot sind. Das Ziehen einer Stichprobe vom
Umfang n kann als Laplace Experiment in

Q={w:wc{l,...,N},|w| =n}

(2.53) P(X =k) = k=0,....n

und P als Gleichverteilung auf ) aufgefait werden. Die Zufallsvariable X : 2 — Nj
ist formal definiert durch

X(w)=lwn{l,...,M}|

Die Abbildung (2.53) kann dann als induziertes Mafl Py (2.37) aufgefafit werden. Man
nennt (2.53) hypergeometrische Verteilung H(N, M, n) mit den Parametern n,
M < N. Fir die Berechnung des Erwartungswertes und der Varianz einer hyper-
geometrisch verteilten Zufallsvariablen benotigen wir folgende Identitat, welche auch
fiir den Nachweis beniitzt werden kann, dafl H (N, M, n) ein Wahrscheinlichkeitsmafl
definiert:

LEMMA 2.1. FEs seien m < n naturliche Zahlen. Dann gilt

(2.54) ;:(Z)(lf‘k>2("J;m>,l:0,...,n+m.

0

BEWEIS. Wir gehen aus einerseits von

(14 2)"(1+2)" = (1 + )™ = Tf (" +z m):cl,

=0

andererseits gilt aber auch

(L+a)(l+a)" =Y Z xkz

I
3 |l
3
=L J%
N
NS
~—

=0 l=

Vertauscht man die Summationsreihenfolge, zerfallt die Doppelsumme in drei Teil-

summen, welche wieder zusammengefithrt werden konnen, wenn man (Z) = 0 setzt,
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falls b <0 oder a >0 und b > a gilt'

e = (23 3 Y 4 S S (1) ()

=0 k=0 I=m+1k=l-m I=n+1k=l-m

-5 ()

Die Behauptung folgt nun aus einem Vergleich der Koefizienten in den beiden Darstel-
lungen fir (14 2)"(1 + z)™. O

PROPOSITION 2.22. Es sei X eine hypergeometrisch H(N, M,n) verteilte Zu-
fallsvariable. Dann gilt

(2.55) BE(X) = n%
(2.56) V(X) = n%(l - %)% n>?2,
(2.57) VX) = %(1 - %), n=1.

BEWEIS. Wegen k:(]\,f) =M (Alfjll) erhalt man fiir den Erwartungswert vorerst

min{M,n}

- O ()

max{0,n—(N—M)}

- (V) i Z@::é%”Z(M;”)(Ji;%Z)
M (N -1 M

:@(n—l): ﬁ

In der vorletzten Gleichung wurde Lemma 2.1 mit den Werten (I,n,m) < (n—1, M —
1, N — M) verwendet. Zur Berechnung der Varianz fiir n > 2 betrachten wir wieder

nzw( )3 o(2) () e
MU (2
- Z (M) e

%ggT_(g )l

b
Il
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im letzten Schritt wurde wieder Lemma 2.1 eingesetzt. Eine einfache Rechnung fiihrt
nun zu dem gesuchten Ergebnis

V(X) = EBE(X?) - E(X)? = MM —1)n(n —1) + nM(N —1) n?M?

NN —1) N?

nM M M N—n
=" (CAN-NM N> +nM)=n"(1- = .
N2(N—1)( " N M) =0 (- )

Im Fall n = 1 erhalt man

E(Xz): (1)((N)_0 ) :% :E(X)

also

O

BEISPIEL 2.26 (Fortsetzung von Beispiel 2.25). Bezeichnet man mit D die An-
zahl der defekten Stiicke in der Stichprobe, dann wird die Packung zuriickgewiesen,
wenn D die Werte 2, 3 und 4 annimmt. Die Zufallsvariable D ist hypergeometrisch
H(20,4,5) verteilt. Die Wahrscheinlichkeit der Zuriickweisung betrégt daher

P(D>2)=P(D=2)+P(D=3)+P(D=4)=1-P(D=0)—P(D=1)

4y (16 4y (16
=1- (0)2g5) — (1)2E)4) ~1—-0,28—-0,47=0.25
G G
9. Stetige Zufallsvariable

Bisher haben wir nur diskrete Zufallsvariable betrachtet, deren Bildbereich hochs-
tens abzahlbar ist und aus isolierten Punkten besteht. Es ist allerdings nicht schwer,
Beispiele anzugeben, welche nicht in das Konzept einer diskreten Zufallsvariablen
passen. Man denke beispielsweise an die tagliche Niederschlagsmenge, an die Lebens-
dauer eines elektronischen Bauteils usw., welche jeden Wert in einem sinnvollen In-
tervall annehmen konnen. Wir nennen derartige Zufallsvariable kontinuierlich. Im
folgenden werden wir stets voraussetzen, dafl das zugrundeliegende Zufallsexperiment
durch ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl gesteuert wird. Die Verteilungsfunktion
der Zufallsvariablen kann also in der Form

Fx(z) = P(X <) = / £(t) at

geschrieben werden. Dies hat P(X = a) = 0 zur Folge. Ferner gilt
Pla< X <b)=Pla< X <b)=F() — F(a).

Wir nennen Zufallsvariable, deren Verteilungsfunktion eine Dichte besitzt, stetig.
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DEFINITION 2.12. FEs set X eine stetige Zufallsvariable auf R. Ezistiert das un-
eigentliche Integral [~ _|x|f(x) dx, dann nennt man

B(X) = /OO o f(z) do

o0

den Erwartungswert von X. Die Varianz von X wird wie im diskreten Fall durch
V(X) = E(X - E(X))"),
definiert.

Man tiberzeugt sich leicht davon, dafl obige Definition des Erwartungswertes einer
stetigen Zufallsvariablen den Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen umfaft.
Wegen der Linearitat des Integrals ist der Erwartungswert ein lineraes Funktional.
Die Varianz kann daher wieder nach (2.42) berechnet werden. Manchmal ist man
am Erwartungswert einer Funktion einer Zufallsvariablen interessiert. Ohne Beweis
notieren wir folgendes Resultat:

PROPOSITION 2.23. Es sei X eine stetige Zufallsvariable auf R und g: X(R) —
R eine mefibare Funktion. Dann gilt

EG(X) = [ go)fx)da,
soferne [*_|g(z)|f(x) dx existiert.
BEISPIEL 2.27. Gegeben sei
cr? 1z €|0,2]
J(@) = {O sonst '

Man bestimme die Konstante ¢ > 0 so, daf} f eine zulaBige Wahrscheinlichkeitsdichte
darstellt und bestimme Erwartungswert und Varianz jener Zufallsvariablen, deren
Verteilungsfunktion die Dichte f hat.
Die Konstante c ergibt sich aus der Forderung ffooo f(z)dx =1 zuc= %. Fir den
gesuchten Erwartungswert erhalt man

> >3 3
E(X) :/ xf(z)dx :/ r-x?dr = =,
o 0 8 2

fiir die Varianz berechnet man wieder zuerst

E(X?) :/00 22 f(x) dx = §/2:1c4dzzc:2,4.
00 0

Dies ergibt
V(X)=E(X*)—-EX)*=2,4-1,5"=0,15.
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9.1. Gleichformige Verteilung. Eine Zufallsvariable X besitzt iber dem Inter-
vall [a, b] eine gleichférmige Verteilung (ist iiber dem Intervall [a, b] gleich verteilt),
wenn die Verteilungsfunktion die Dichte

(2.58) flz) = {ﬁ 7€ lo.b

0 sonst
besitzt. Eine einfache Integration zeigt:

PROPOSITION 2.24. Es sei X eine auf dem Intervall [a,b] gleichverteilte Zu-
fallsvariable. Dann gilt

(2.59) B(X) = %(a +b),

(2.60) V(X) (b—a)?

1
S 12

Eine wichtige Anwendung der Gleichverteilung ist die Simulation statistischer
Daten, welche nicht gleichverteilt sind. In vielen Fallen ist es namlich moglich, eine
Transformation von der Gleichverteilung auf die gewiinschte Verteilung anzugeben.
In diesen Situationen kénnen Simulationen mit dem in jeden Computer eingebauten
Zufallszahlengenerator durchgefiihrt werden, welcher im Intervall (0, 1) gleichverteilte
Zufallszahlen erzeugt.

Manche stetige Zufallsvariable in Biologie, Wirtschaft und Naturwissenschaft kénnen
als gleichverteilt angenommen werden. Zahlt man beispielsweise Ereignisse, welche
einer Poissonverteilung geniigen, und weifl man, dafl in einem bestimmten Intervall
[0,t] genau ein Ereignis registriert wurde, dann ist der tatséchliche Zeitpunkt des
Eintretens dieses Ereignisses im Intervall [0, t] gleichverteilt.

BEISPIEL 2.28. Die Anzahl der Kunden, welche sich wahrend einer bestimmten
Zeitspanne an einer Kasse anstellen, geniigt einer Poisson Verteilung. Angenommen,
in einer 30-Minuten Periode ist genau ein Kunde zur Kasse gekommen. Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dafl er wahrend der letzten 5 Minuten erschienen ist?

Die Zufallsvariable T" bezeichne den Zeitpunkt des Erscheinens des Kunden an der
Kasse. Wie vorhin erwéhnt, ist 7" auf [0, 30] gleichverteilt. Somit folgt
30 1
P(25§T§30)—/25 Sodt— 5
Folgende alternative Losung ist sehr instruktiv: Die Zufallsvariable X (¢, ;) bezeichne
nun die Anzahl der an der Kasse in der Zeitspanne [to, t;] eintreffenden Kunden. Nach
Voraussetzung ist X (to,¢;) Poisson verteilt, also

1
P(X(to,t,) = k) = He’)‘(t“to)()\(tl — o))"
(Die Zeit wird in Minuten gemessen). Wenn der Kunde in den letzten 5 Minuten
erscheint, ist in den ersten 25 Minuten niemand zur Kasse gekommen. Gesucht ist
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also offenbar die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(X(0,25) =0 und X(0,30) =1)
P(X(0,30)=1)
Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts ergibt sich aus
P(X(0,25) =0 und X(0,30) =1) = P(X(0,30) = 1/X(0,25) = 0) - P(X(0,25) =0)
= P(X(25,30) =1)- P(X(0,25) = 0).
Setzt man in die Poisson Verteilung ein, ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten
P(X(0,30) = 1) = 30Ae3*,
P(X(0,25) =0) = e 2,
P(X(25,30) = 1) = 5 e,

P(X(0,25) = 0|X(0,30) = 1) =

und somit insgesamt

SAe 5 e 25 D 1
P(X(0,25) = 0|X _ 1) = 22 _o 1

9.2. Normalverteilung. Die Normalverteilung oder die Gaufl Verteilung wurde
von C.F. Gauf} bei der Untersuchung von Mef}fehlern eingefiihrt. Sie ist die bei weitem
wichtigste stetige Verteilung. Hiefiir gibt es verschiedene Griinde:

e Viele Zufallsvariable, die in der Praxis auftreten, sind normalverteilt.

e Fiir viele Zufallsvariable, deren empirische kumulative relative Haufigkeit uni-
modal ist, fiihrt die Annahme einer Normalverteilung zu brauchbaren Ergeb-
nissen.

e Manche nichtnormalverteilte Zufallsvariable lassen sich verhaltnisméaflig einfach
auf normalverteilte Zufallsvariable transformieren.

e Zahlreiche komplizierte Verteilungen konnen durch die Normalverteilung ap-
proximiert werden.

e Zahlreiche Zufallsvariable lassen sich als Summe einer grofen Anzahl von un-
abhéngigen Zufallsvariablen auffassen. Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dafl
eine derartige Zufallsvariable “ungefahr” normalverteilt ist.

DEFINITION 2.13. FEine stetige Zufallsvariable ist normalverteilt, kurz N (p, o)-
verteilt, wenn die Dichte der Verteilungsfunktion gegeben ist durch

]. 2 2
(2.61) f(z) = - e~ @2 e R
g T

Abb. 2.9 zeigt die typische Glockenorm der Dichten einer Normalverteilung fiir
verschiedene Werte von o mit p = 0. Die Kurven sind symmetrisch beziiglich p, das
globale Maximum wird in g angenommen. Fiir groe Werte von ¢ ist der Kurven-
verlauf flach, fiir kleine Werte von ¢ wird der Maximalwert grofler und der Anstieg
steiler. Durch (2.61) wird tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert. Dies
ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Standardintegral
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ABB. 2.9. Dichte der Normalverteilung
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Ein schoner Beweis verwendet folgenden Trick: man quadriert zuerst das Integral,
schreibt das Produkt als Doppelintegral und geht iiber auf Polarkoordinaten:

[e’s) o] 0 2T 0
[/ eV’ du]2 = / / e dudv = / / e " rdr dy
o oo J —oc0 o Jo
= 27?/ e rdr = —7r/ ie’r2al7“ =T.
0 o dr

Wir iiberlassen es dem Leser als einfache Integrationsiibung, Erwartungswert und
Varianz einer normalverteilten Zufallsvariablen zu berechnen:

PROPOSITION 2.25. Es sei X eine N(u,o)-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt
(2.63) B(X) = .
(2.64) V(X)=o%

Einer der groien Vorteile der Normalverteilung besteht darin, da8 sich jede N (u, o)—
verteilte Zufallsvariable X auf eine N(0, 1) verteilte Zufallsvariable Z zuriickfithren

laB3t. Dazu setzt man

1
(2.65) Z=—=(X—-p), alsoX=0Z+pu.
o

Die Verteilung von Z ergibt sich aus folgender Uberlegung:

Fa(z) = P(Z < 2) = P(L(X — ) < 2) = P(X < 02 + 1) = Fx(0= + 1)

g
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woraus sich nach Satz 2.4 die Dichte von Z durch Ableitung ergibt

d
0(2) = F2(2) = - Fx(oz 4+ 1) = oo+ 1)
Setzt man in (2.61) ein, erhdlt man die Dichte

1 22 >0
B _ )&= , 2>
(2.66) Pl2) = f2(2) {O’ .
Durch Vergleich mit (2.61) erkennt man, dafl (2.66) die Dichte einer N (0, 1)—verteilten
Zufallsvariablen darstellt. Eine analoge Uberlegung zeigt, da Z = aX +b, a #0,b¢€
R, einer N(ap + b, ac) Verteilung folgt, falls X eine N(u, o) verteilte Zufallsvariable
darstellt.

Die N(0,1) Verteilung heifit Standarnormalverteilung. Anstelle von Fj ist
die Bezeichnung ®(z) iiblich, statt Fy schreiben wir wieder einfacher F. Es ist
nicht moglich die Verteilungsfunktion F' geschlossen auszuwerten, man mufl auf nu-
merische Integrationsmethoden zuriickgreifen. Wegen des Zusammenhanges zwischen
der N(u,o0)— und der N(0,1)-Verteilung geniigt es allerdings, Tabellen fiir die Stan-
dardnormalverteilung zu berechnen:

(2.67) Pla< X <b) = F(b) — Fla) = (=) — o(2=H,

Aus Symmetriegriinden folgt die Beziehung
O(2) —P(—2) =1—-2P(—2), =z>0,
also
O(—z)=1—-P(2) z>0.

Aus diesem Grunde ist es nicht notwendig, ® fiir negative Werte von z zu berechnen.
Aus diesem Grunde ist es nicht notwendig, ® fiir negative Werte von z zu berech-
nen. Abschliefend notieren wir folgende niitzliche Regel:

(2.68) P(|X — | <o) =0,683 P(|X —p| > 0) = 0,317
(2.69) P(|X — p| <20) = 0,954 P(|X — p| > 20) = 0,046
(2.70) P(|X — p| < 30) =0,997 P(|X — u| > 30) = 0,003
(2.71)

BEISPIEL 2.29. Eine Maschine stellt Platten her, deren Stiarke naturgemaf schwankt.
Die Plattenstarke X ist daher eine Zufallsvariable und —wie man weifl- normalverteilt
mit dem Mittelwert 10 mm (héngt von der Maschineneinstellung ab) und der Stan-
dardabweichung 0,02 mm (héngt von der Qualitdt der Maschine ab). Wieviel Prozent
Ausschufl ist zu erwarten, wenn a) die Platten mindestens 9,95 mm stark sein sollen,
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b) die Platten hochstens 10,02 mm stark sein diirfen, c) die Plattenstérke zwischen
9,97 mm und 10,03 mm liegen mu#.
Losung: Die Zufallsvariable X ist N(10;0,02) verteilt.
a) P(X <9,95) = &(22-12) = 0,0062.
b) P(X >10,2) =1 - P(X <10,02) = 1 — ®(*5757) = 1 — (1) = 1 - 0,8413 =
0, 1587.
¢) 1=P(97 < X <10,03) = 1— (B35 — (25 0)) = 1—(D(1,5) = P(—1,5)) =
2—-2P(1,5) =2—1,8664 = 0,1336.

In der Statistik ist folgende von der Normalverteilung abgeleitete Verteilung von
grofler Bedeutung.

DEFINITION 2.14. Es sei X eine standardnormal verteilte Zufallsvariable. Man
nennt die Verteilung von Z = X? x3—Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

Um die Verteilungsfunktion von einer y?—verteilten Zufallsvariablen Z = X? aus
der Standardnormalverteilung von X abzuleiten, betrachten wir

Fylz) = P(Z < 2) = P(—/Z < X < V) = B(\/2) - B(~V/2),
d

i) = L py(2) = L Re(VE) ol —vB)] = (V)

(man beachte p(z) = ®(z)"). Setzt man die Dichte der Standardnormalverteilung ein,
ergibt sich die Dichte der y3—Verteilung:

1
(2.72) fz(2) = —2"Y2e7%2 2 >0.
V2

Wegen I'(3) = /7 kann man (2.72) auch auffassen als Dichte einer Gamma verteilten

Zufallsvariablen mit den Parametern o = A = % Eine einfache Uberlegung zeigt,

wenn X einer N(u,o)-Verteilung folgt, dann geniigt (££)? einer x?-Verteilung.

9.3. Gamma Verteilung. Zahlreiche Zufallsvariable kénnen nur nichtnegative
Werte annehmen. Thre empirische Wahrscheinlichkeitsdichte ist oft unimodal und
asymmetrisch, vgl Abb. 2.10. Als Beispiel sei die Zeitspanne zwischen Funktions-
storungen bei Flugzeugmotoren, die Dauer von Routine Untersuchungen bei Flug-
zeugen oder Autos erwahnt. Derartige Situationen lassen sich nur schlecht mit einer
Normalverteilung modellieren, da deren Dichte einerseits symmetrisch um den Er-
wartungswert ist, andererseits auch negativen Werten positive Wahrscheinlichkeits-
dichten zugewiesen werden. In solchen Féllen ist oft der Einsatz der Gamma Verteilung
sinnvoll.

DEFINITION 2.15. FEine stetige Zufallsvariable X besitzt eine Gamma Verteilung
mit den Parametern o > 0 und A\ > 0, wenn ihre Dichte gegeben ist durch

A% a—1_—)\x >0
2.73 p)y=J @ C o e
(273 () {O e
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ABB. 2.10 ABB. 2.11
Die Gamma Funktion I'(«) ist definiert durch
(2.74) MNa) = / u* e " du, a0 > 0
0

Die Abbildungen 2.10 und 2.11 zeigen die Dichten der Gamma Verteilung fiir
verschiedene Werte des Parameters a. Die Form der Verteilungsfunktion hangt stark
von « ab. Man nennt daher o den Formparameter der Gamma Verteilung. Der
Parameter A\ heifit Skalierungsparameter. Multipliziert man namlich eine Gamma
verteilte Zufallsvariable X mit einer Konstanten (8 erhalt man wieder eine Gamma
verteilte Zufallsvariable mit gleichem «, der Parameter \ wird durch % ersetzt. Einer

Anderung von X entspricht also die Anderung der Mafeinheit beim zugrundeliegenden
Zufallsexperiment.

Die Gamma Funktion ist eine Verallgemeinerung der Fakultit: direkte Integration
zeigt

r'a) =1,
mit partieller Integration verfiziert man
(2.75) Ma+1)=al(a), a>0,
woraus

'n)=(m-1)!, neN,

folgt. Fiir o ¢ Nist es nicht moglich, einen geschlossenen Ausdruck fiir die Wahrschein-
lichkeit P(a < X < b) anzugeben.
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PROPOSITION 2.26. Wenn X eine Gamma verteilte Zufallsvariable mit den Pa-
rametern o und \ ist, dann gilt

V(X) =5

BEWEIS. Der Erwartungswert ergibt sich mit (2.75) aus folgender Rechnung:

(e 9]

)\ A1 U
E(X) = 04—1—)\&0: - _a—ud
)= [ g = ) Qe
_lF(a—i—l)_g
A Tla) X

Eine ahnliche Rechnung zeigt

somit folgt

V(X) = B(X?) - E(X)? = %(a +)a — i‘—z = =

O

Ein Spezialfall der Gammaverteilung mit o = 1 ist die folgende Exponentialverteilung.

9.4. Exponentialverteilung. Fiir manche Bauteile ist die Annahme sinnvoll,
daB zu jedem Zeitpunkt die Wahrscheinlichkeit, dafl der Bauteil noch weitere b Zeit-
einheiten funktioniert, unabhangig ist von der Dauer, wie lange er bereits eingesetzt
war. Genauer: die Wahrscheinlichkeit, dafl der Modul mindestens a + b Zeiteinheiten
iibersteht, soferne er bereits a Zeiteinheiten reibungslos funktioniert hat, ist gleich
der Wahrscheinlichkeit, dafl die Komponente mindestens b Zeiteinheiten funktioniert,
wenn sie zum Zeitpunkt ¢ = 0 neu eingesetzt wird. Man nennt diese Eigenschaft
Gedachtnislosigkeit des Bauteils. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir die Expo-
nentialverteilung:

DEFINITION 2.16. FEine Zufallsvariable X heif$t exponentialverteilt mit Para-
meter A > 0, wenn ihre Verteilungsfunktion die Dichte

(2.76) flw) = {A r=0

0, <0
besitzt.

Man {iberzeuge sich davon, dafl durch (2.76) tatséchlich eine Wahrscheinlichkeits-
dichte definiert wird. Eine einfache Rechnung ergibt Erwartungswert und Varianz
einer exponentialverteilten Zufallsvariablen:
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PROPOSITION 2.27. Es sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Para-
meter \. Dann gilt

(2.77) E(X) =
(2.78) V(X) =

Fiir die kumulative Verteilungsfunktion von X ergibt sich

r _ e—kx T
(2.79) F(x):/ f(x)dx:{(l) , 220,

, x < 0.

Somit folgt
P(X >z)=1-F(z) =e .

BEIsPIEL 2.30. In diesem Beispiel demonstrieren wir, dafl die Exponentialverteil-
ung tatsiachlich die gewiinschte Gedéchtnislosigkeit besitzt. Ein elektronischer Bauteil
sei also bereits a Stunden in Betrieb. Wir berechnen unter der Annahme einer Expo-
nentialverteilung fiir die Lebensdauer 7' dieser Komponente die Wahrscheinlichkeit,
daf sie noch weitere b Stunden einsatzfahig bleibt. Wir suchen also P(T > a+b|T >
a). Man erhélt

P(T'>a+bund T >a) P(T>a+Db)
P(T>a+bT >a)= P> a) = PT>a)
e—)\(a—I—b)

= ef)\a = e

—Ab

10. Ungleichung von Tschebyscheff

Oft interessiert man sich fiir Wahrscheinlichkeiten der Art P(|X — E(X)| <
ko, o bezeichnet die Standardabweichung von X. Kennt man die Verteilung von
X ist die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit vielleicht miihsam, aber prinzipiell
durchfithrbar. In manchen Fallen ist die exakte Wahrscheinlichkeitsverteilung jedoch
nicht bekannt, aber man kennt zumindest den Erwartungswert und die Varianz von
X. In diesen Fallen ergibt die Ungleichung von Tschebyscheff zumindest eine untere
Schranke fiir die interessierende Wahrscheinlichkeit

THEOREM 2.8. FEs sei X eine diskrete oder kontinuierliche Zufallsvariable mit
Erwartungswert E(X) = p und Varianz V(X) = o2. Dann gilt fir jedes A\ > 0

1
bzw. P(X —pl<do)>1-—=

(2.80) P(IX — p| > Ao) < =

1
~ 2
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BEwWEIS. Wir fithren den Beweis nur fiir kontinuierliche Zufallsvariable. Es sei f
die Wahrscheinlichkeitsdichte von X. Es folgt

veo = [ " @ - 02 (@) da = / e () d

o0 — 00

i /:Hg(x — )% f(z) dx + /OO (= p)* f(x) da

—Ao u+Ao
n—Ao 9]
> [ e npr@des [ @ p2 )
—00 ptAo
In beiden Integralen gilt die Abschétzung |z — p| > Ao, somit

V(X)=02> )\202[/

—00

n—Ao o0

f(z)dr + / f(z) dz]

ut+Ao
= N0*P(|X — u| > Xo).

O

BEISPIEL 2.31. Nehmen wir an, daf erfahrungsgemés die Dauer X (in Minuten)
eines Routineservice fiir einen elektronischen Bauteil einer Gammaverteilung mit
a=31und A = % folgt. Ein neuer Servicetechniker benotigt 21.5 Minuten. Hat man
eine gute (= flinke) Kraft angeheuert?

Der Erwartungswert und die Varianz fiir die Dauer des Service sind (vgl. Proposi-
tion 2.26)

! o
E(X)=—=6,2, V(X)zﬁ
Die Servicedauer von 21,5 Minuten tbertrifft den Erwartungswert um 15,3 Minuten,

das sind k = % Standardabweichungen. Die Ungleichung von Tschebyscheff ergibt

=12,4 also o = 3,52.

1
P(IX ~ 6,2 > 15,3) < -5 = 0,0520.

Dieses Resultat 1483t zwei Schliisse zu: entweder ist dieser Arbeiter langsamer als im
Mittel die iibrigen, oder er hatte zufallig mit einem besonders heiklen Fall zu tun.
Die Wahrscheinlichkeit fiir die zweite Moglichkeit ist allerdings kleiner als 5%.

11. Mehrdimensionale Zufallsvariable

Oft betrachtet man bei einem Zufallsexperiment gleichzeitig mehrere Groflen: z.
B. bei zufillig ausgewéhlten Personen Alter und Einkommensklasse, bei Werkstof-
fen Harte, Zug- und Druckfestigkeitfestigkeit, Gehalt an verschiedenen Komponenten
usw. Man hat also mit mehreren Zufallsvariablen zu tun, an deren gemeinsamer
Verteilung man interessiert ist. Die gemeinsame Verteilung mehrerer Zufallsvariablen
ist aber auch von grofler Bedeutung bei der theoretischen Begriindung statistischer
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Priifverfahren. Eine rigorose Entwicklung der Theorie mehrdimensionaler Zufallsvari-
abler sprengt den Rahmen dieser Einfiihrung. Wir beschrianken uns daher auf die
Diskussion der grundlegenden Ideen. Wir beginnen mit der einfachsten Situation.

Bei einem Zufallsexperiment werden gleichzeitig zwei Groflen beobachtet, welche
durch die Zufallsvariablen X und Y beschrieben werden. Wir bezeichnen mit p(x,y) =
P(X = z,Y = y) beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, dafl X den Wert x und gleich-
zeitig Y den Wert y annimmt. Die gemeinsame Verteilung der beiden Zufallsvariablen
X und Y ist bestimmt durch die gemeinsame kumulative Verteilungsfunktion

(2.81) F(z,y)=P(X <uz,Y <y).

Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der X einen Wert annimmt, der hochstens
x ist, und mit der Y gleichzeitig einen Wert annimmt, der y nicht tibersteigt. Die
Verteilungsfunktion F' bestimmt die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung
eindeutig durch

(282) P(a1 < X< bl,ag <Y < bg) = F(bl,bg) — F(al, bz) — F(bl,az) -+ F(al,ag).
Um diese Formel einzusehen, definieren wir die Mengen

A = (—o00,a1] X (ag, bs] B = (a1, b1] x (ag, b

C = (—00,a1] X (—00, as] D = (a1, b1] X (—00, as]
und schreiben AU BU C U D als disjunkte Vereinigung
AUBUCUD =AU (BUC)UD.
Somit gilt

P(AUBUCUD)=P(A)+ P(AUC)+ P(D)
=P(A)+ P(AUC)+ P(CUD)—P(C).

Beriicksichtigt man noch

F(bl,bg):P(AUBUCUD>, F(al,bg):P(AUC),
F(bl,a,g):P(CUD), F(al,a2):P(C’)
erhélt man (2.82). Die gemeinsame Verteilungsfunktion von n Zufallsvariablen X, ..., X,

ist gegeben durch
F(xy,...,z,) = P(X; <x1,..., X, < zp).

Die Zufallsvariablen X, ..., X, kann man auch zu einer einzigen n-dimensionalen
Zufallsvariablen X zusammenfassen.
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11.1. Diskrete mehrdimensionale Zufallsvariable. Sind X, ..., X, diskrete
Zufallsvariable, kann man auch mit der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung
rechnen:

(283) p(xla"-axn):P(Xl:xla---aXn:xn)

BEISPIEL 2.32. Eine faire Miinze wird dreimal geworfen. Die Zufallsvariable X
zahle die Anzahl der Kopfe beim ersten Wurf und Y die Gesamtanzahl der Kopfe.
Der Ereignisraum dieses Zufallsexperimentes ist

O ={KKK KKZ KIK KZZ,ZKK,ZKZ 22K, 227},

woraus man die gemeinsame Verteilung von X und Y ablesen kann

Y
z |0 1 2 3|R~
015 5 5 03
110 5 % 5]3
Pls 5 § 3
TABELLE 2.4

Beispielsweise gilt p(1,2) = P(X = 1,Y = 2) = P{KKZ,KZK}) = 2. Wie
kann man aus der gemeinsamen Verteilung z.B. die Verteilung von Y gewinnen?
Offensichtlich gilt

1 1
P(0)=P(X €{0.1},Y =0)=P(X=0,Y =0) + P(X =LY =0) = 2 +0= .

Analog findet man py(1) = p2(2) = 2, pa(3) = § und p1(0) = P(X = 0,Y €
{0,1,2,3}) = 1, pi(1) = 5 (das war natiirlich zu erwarten). Die Wahrscheinlichkeits-

verteilungen p; und p, sind sogenannte Randverteilungen.

DEFINITION 2.17. FEs seien Xy, ..., X, diskrete Zufallsvariable und P thre gemein-
same Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die i—te Randverteilung (Marginalverteilung)
1st die Wahrscheinlichkeitsverteilung P, 1 =1,...,n

(2.84) P(X; =x;) = pi(z;) = Z p(x1, .., Xy, y), i =1,...,n.

1,,]:1;2;,:1:”
Fiir den wichtigsten Spezialfall einer zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y)
bedeutet (2.84)

pi(zy) = Zp(xk,yj), pay;) = > p(wr, ).
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Ordnet man also die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer zweidimensionalen diskreten
Zufallsvariablen wie in Tabelle 2.4 an, dann bedeutet die i—te Zeilensumme die Rand-
verteilung Py, die j-te Spaltensumme die Randverteilung P, dar. Es sei darauf
hingewiesen, daf3 die gemeinsame Verteilung durch die Randverteilungen allein noch
nicht eindeutig bestimmt wird. Die kumulative Verteilungsfunktion im Beispiel 2.32
erhalt man aus

(2.85) F(z,y) = Z Zp(xi,yj).

zi <z Y; <y
Eine einfache Rechnung ergibt
y<0 0<y<1 1<y<?2 2<y<3 y=>3
x <0 0 0 0 0 0
1 3 4 4
O0<z<l1 0 3 2 % -
1 4 7

TABELLE 2.5. gemeinsame kumulative Verteilungsfunktion

11.2. Zweidimensionale stetige Zufallsvariable.

DEFINITION 2.18. Es seien X und Y stetige Zufallsvariable und F: R* — [0, 1]
ihre gemeinsame Verteilungsfunktion. Man nennt (X,Y)eine zweidimensionale
stetige Zufallsvariable, wenn es eine nichtnegative, integrierbare Funktion f: R? —
[0, 00) gibt, mit

oy
Faw) = [ [ seodds, @y er?
f heifst gemeinsame (2-dimensionale) Wahrscheinlichkeitsdichte

Implizit wurde in Definition 2.18 angenommen, dafl die gemeinsame Dichte tatsachlich
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B? induziert, also

/—Z /_Z f(r,s)drds =1

erfiillt ist. Ist f stetig auf R?, dann besteht zwischen der Verteilungsfunktion und der
Wahrscheinlichkeitsdichte folgender Zusammenhang
82

(2'86) f(x,y) = mp(xay)

BEISPIEL 2.33. Der Ort (X, Y) eines radioaktiven Teilchens sei im Einheitsquadrat
gleichverteilt, die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens in Gebieten mit gleich-
em Flacheninhalt ist also gleich grofl. Man bestimme F'(0.2,0.4) und P(0,1 < X <
0,3,0<Y <0.5).
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Dieses Problem kann durch das zweidimensionale Analogon der stetigen Gleichverteilung

modelliert werden:
1, (x,y)€[0,1]?
f(z,y) :{ (z,9) € (0,1

0, sonst.

Man erhalt

0,2 0,4 0,2 0,4
F(0.2,04) = / f(r,s)drds = / / ldrds = 0,08
—o0 J —00 0 0

bzw.

0,3 0,5
P(O,1§X§0,3,0§Y§O.5):/ / ldydx = 0, 1.
0,1 0

Ahnlich zu diskreten Zufallsvariablen definieren wir die kumulative Randverteilung
von X durch

(2.87) Fi(zx)=P(X <z,Y €R) = /l‘ /OO f(u,y)dy du.

Ist die Dichte f stetig, ergibt sich man die Randdichte von X aus der gemeinsamen
Dichte

(2.88) fi(x) = Fl(z) = / " )y,

12. Unabhangige Zufallsvariable

DEFINITION 2.19. Diskrete oder stetige Zufallsvariable X1, ..., X, heiffen un-
abhangig, wenn thre gemeinsame kumulative Verteilungsfunktion das Produkt der
einzelnen kumulativen Randverteilungen ist:

(2.89) F(zy,...,x,) = Fi(21)Fo(x9) ... Fo(xy), (21,...,2,) € R™

Fiir stetige Zufallsvariable ist die Unabhangigkeit aquivalent zu der Bedingung,
daf die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte das Produkt der einzelnen Randdichten
ist:

(2.90) flz1, ..o xn) = fi(x) ... fu(zn).

Wir skizzieren den Beweis nur fiir zwei stetige Zufallsvariable X und Y. Sind X und
Y unabhangig, findet man

flz,y) = %F(x,y) = %E(@Fz(y) = Fl(2)F3(y) = fi(x) faly).
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Gilt umgekehrt f(x,y) = fi(x)f2(y), folgt fiir die gemeinsame kumulative Verteilungs-

funktion
F(z,y) = /:O /_io f(u,v)dvdu = /:o /_io fi(u) fo(v)dv du

- /_ OO fi(w)du /_ io fa(v)dv = Fy(x) Fa(y)

Fiir diskrete Zufallsvariable X, ..., Xy ist die Unabhangigkeit gleichwertig mit der
Faktorisierung

(2.91) p(z1, .. xn) =p1(x1) . pp(an).

Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariable, dann sind auch Z = ¢(X) und W = h(Y)
unabhangig. Ferner gilt fiir beliebige Borel Mengen A und B

(2.92) P(Xe€eAYeB)=P(Xe€APY €B)

BEISPIEL 2.34. Wir betrachten das Werfen eines roten und eines blauen Wiirfels.
Die Zufallsvariable X sei die Augenzahl des roten Wiirfels, Y jene des blauen Wiirfels.
Die gemeinsame Verteilung ist geben durch p(i,j) = %, 1 < 4,7 < 6, die Rand-
verteilungen p (i) = p(i) = %, i=1,...,6. Es folgt p(i,7) = p1(2)p2(j), also sind X

und Y unabhangig, was ja zu erwarten war.

13. Bedingte Verteilungen
13.1. Diskrete Zufallsvariable.

DEFINITION 2.20. FEs seien X und Y diskrete Zufallsvariable mit gemeinsamer
Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x,y) und marginalen Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen px bzw. py. Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X unter
Y =y ist gegeben durch

p@v)  fa1ls >0
(2.93) pxiv(zly) = {py(m falls py (y)
0 sonst,

die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von Y unter X = x;

p(@,y)
(2.94) pY\X(y|l') _ ) ox(@ falls px(ZE) >0
0 sonst,

BEISPIEL 2.35 (Fortsetzung von Beispiel 2.32). Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X unter Y =1 ist gegeben durch

px|y(0]1) =

oolw|oo|—
w

2
3’ pX\Y( | )

olw|oolno
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Lost man die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung nach der
gemeinsamen Verteilung auf, erhélt man

(2.95) p(z,y) = pxy (2|y)py (y)-

Summiert man beide Seiten iiber alle zulassigen Werte von y, ergibt sich eine niitzliche
Variante des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit

(2.96) px(x) = ZP(% y) = ZPXlY($|y)pY(y)-

BEISPIEL 2.36. Auf Grund eines Defektes registriert ein Teilchendedektor einfal-
lenden Partikel (unabhéngig) mit einer Wahrscheinlichkeit p.Wenn die pro Zeiteinheit
eintreffenden Partikel Poisson verteilt sind mit Erwartungswert A\, wie sind die vom
Dedektor registrierten Teilchen verteilt?

Losung:Wir bezeichnen die Anzahl der tatsachlich einfallenden Teilchen mit N, die
Anzahl der registrierten Partikel mit X. N ist Poisson verteilt mit Parameter .
Wenn man weifl dafli N = n Partikel einfallen, dann ist X binomial, genauer B(n, p),
verteilt (n unabhéngige Versuche mit Erfolgswahrscheinlichkeit p). Es gilt also P(X =
kIN =n) = (})p*(1—p)"*. Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt

P(X=k)=>» P(X=kIN=n)P(N=n)=)_ (Z)pk(l - p)"k%)\"e’\

(/\p)kef,\ Z )\nfk(l -p)" ()‘p)kef)\e/\(lfp) _ ()‘P)kef,\p

n—k)l Kl k!

Die Anzahl der registrierten Teilchen ist demnach ebenfalls Poisson verteilt mit Para-
meter A\p. Es sind zahlreiche andere Formulierungen dieses Beispiels moglich: N kann
auch die Anzahl der Verkehrsunfille in einer bestimmten Zeitspanne sein, welche mit
einer Wahrscheinlichkeit p einen letalen Ausgang haben.

13.2. Stetige Zufallsvariable.

DEFINITION 2.21. Es seien X und Y stetige Zufallsvariable und f: R*? — R die
Dichte der gemeinsamen kumulativen Verteilungsfunktion. Die bedingte Verteilung
von X unter Y =y ist gegeben durch

(2.97) Fxiy(zly) = P(X < z|Y =y)

Das kontinuierliche Analogon zum Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit 2.96
ist (ohne Beweis)

(2.98) Fy(z) = / " Fay(aly) fr () dy.

[e.9]
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Andererseits gilt (formal, wegen der Vertauschung der Integrationsreihenfolge)

:/;fx(s)ds:/;/:f(s,t)dtds
:/Z/;f(s,t)dsdt

Vergleicht man die beiden Darstellungen fiir Fly, findet man

FX\Y (zly) fy (v / f(s,y)d

und damit eine explizite Darstellung der bedingten Verteilung von X unter ¥ =y

" f(sy)
—00 fY(y)

Diese Darstellung der bedingten Verteilung von X unter Y = y motiviert folgenden
Begriff

(2.99) Fxy(zly) = ds, falls fy(y) > 0.

DEFINITION 2.22. Es scien X und Y stetige Zufallsvariable, f: R?* — R die
Dichte der gemeinsamen kumulativen Verteilungsfunktion und fx bzw. fy die Dichten
der jeweiligen Randverteilungen. Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von
X unter Y =y ist gegeben durch

fz.y) 1l >0
(2.100) fxy(z,y) = { fr () falls fy(y)
0 sonst,

die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von Y unter X = x

];f(gg falls fx(z) >0
0 sonst,

(2.101) fY\X(xay) = {

BEISPIEL 2.37. Zu Beginn eines jeden Tages enthalt ein Getrankeautomat eine
zuféllige Menge von Y Liter eines bestimmten Getrankes. Wahrend des Tages werden
X Liter abgegeben. Da der Automat tagsiiber nicht aufgefiillt wird, ist X <Y. Die
gemeinsame Verteilung von X und Y ist erfahrungsgemaf

1
f(:L",y)Z{2
0 sonst

Man bestimme die bedingte Dichte fxy unter ¥ = y und die Wahrscheinlichkeit, dafl
tagstiber nicht mehrmals 5 Liter verkauft werden, soferne der Automat am Morgen
noch 15 Liter enthielt.

Losung: Die marginale Dichte Fy ist gegeben durch

Z/Zf(x,y)dx
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also

JJsde=1y, 0<y<20

friy) = {O i sonst,

und somit nach Definition 2.22

fen) - falls >0
Ifxyy(z,y) = {fY(y) fr(y)
also

1
+ 0<zx<y<20

Ixyy(z,y) = { 2¥

|

0  sonst.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich demnach zu

5 5 1 1
P(X <5H|lY =15) = / f(zly =15)dx = / —dr ==
—o0 o 15 3

14. Erwartungswert einer Funktion von mehrdimensionalen
Zufallsvariablen

DEFINITION 2.23. Es set g: R" — R eine stetige Funktion.
a)Sind Xy, ..., X, diskrete Zufallsvariable mit der gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
verteilung p, dann ist der Erwartungswert wvon g(Xi,...,X,) definiert durch

(2.102) E(g(X1,.... X)) = > glar,...,z)p(z1,. .., 20),

falls die Reihe absolut konvergent ist.
b) Sind X1, ..., X, stetige Zufallsvariable mit der gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
dichte f, dann ist der Erwartungswert wvon g(Xi,...,X,,) definiert durch

(2.103) E(g(Xl,...,Xn)):/---/Rng(xl,...,xn)f(xl,...,xn)dxl...d:pn,

soferne

// lg(x1, ..., x0)|f(x1, .. xy)dey .. dx, < oo.
Rn

Die Varianz eines Zufallsvektors Z = g(Xy,...,X,,) ist gegeben durch
V(Z)=E((Z - E(2))") = E(Z*) - E(Z)".

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dafl der Erwartungswert linear vom Zu-
fallsvektor abhangt. Dies ist nicht der Fall bei der Varianz:

PROPOSITION 2.28. Es sei X ein Zufallsvektor mit endlicher Varianz. Dann gilt
(2.104) V(aX + 8) = o’V (X)
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Der einfache Beweis sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

PROPOSITION 2.29. Es seien X1, ..., X, unabhdangige Zufallsvariable mit gemein-
samer Wahrscheinlichkeitsdichte f und g;: R — R, i = 1,...,n mefibare Funktionen.
Dann sind auch die Zufallsvariablen g,(X1), ..., gn(X,) unabhdingig und es gilt

(2.105) E(g1(X1) - gn(X0)) = E(91(X1)) -~ E(g1(X)).

BEWEIS. Wir skizzieren den Beweis fiir zwei stetige unabhéngige Zufallsvariable
X und Y mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsdichte f und den Randdichten fx
und fy. Die Unabhéngigkeit von g(X) und A(Y") haben wir schon einmal festgestellt.
Nach Definition 2.23 gilt

E(g(X / / flz.y dxdy—/ / (@) fy (y) dzdy

- / o(@)fx(x)d / h(y) fy (y) dy = E(g(X)E(h(Y)).
]

BeispiEL 2.38. Ein Gastwirt lagert zu Beginn einer Woche X Liter Bier ein und
schenkt im Laufe der Woche Y Liter aus. Die gemeinsame Dichte von X und Y sei

1
) O<y§l‘§1a
flz,y) = {8
sonst

Man bestimme den Erwartungswert der nicht verkauften Biermenge.
Losung: Gesucht ist E(X —Y). Setzt man in Definition 2.23 ein, findet man

1zl,_y 11, 1
BE(X —Y) = dylde = | Zdr=".
( >/0[/0ny@~/029:4

Nebenbemerkung: Die Zufallsvariablen X und Y sind nicht unabhéngig!

15. Bedingte Erwartungswerte

DEFINITION 2.24. FEs seien X und Y zufallige Variable und g: R — R stetig.
Der bedingte Erwartungswert von X unter Y = y ist definiert durch

> 9(@)pxy (x]y), X, Y diskrete Zufallsvariable,

(2.106) E(g(X)|Y =y) = { [%2 g(2) fxpy (zly) dz,  X,Y stetige Zufallsvariable,

falls die Reihe bzw. das Integral absolut konvergent sind.

BEISPIEL 2.39 (Fortsetzung von Beispiel 2.37). Man bestimme den Erwartungswert
der verkauften Getrankemenge, falls der Automat am Morgen noch 15 Liter enthélt.
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Losung: Wir haben bereits die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte berechnet:

L o<ae<y<20

fxy(z,y) = {y

0 sonst.

Definition 2.24 ergibt daher fiir jedes y € [0, 20]

By =y = |

—00

[e.e]

v o1 y
g(:C)fX|y(33\y) dr = r—dr =7,
o Y 2

und somit F(X|Y =15) =7,5.

Dieses Beispiel zeigt, dafl der bedingte Erwartungswert E(X|Y = y) eine Funktion
von y definiert (wir setzen dabei implizit voraus, dafl E(X|Y = y) fiir alle Werte von Y’
existiert). Die Abbildung y — E(X|Y = y) hdngt natiirlich von der Zufallsvariablen
Y ab und ist daher selbst eine Zufallsvariable, welche E(X|Y") geschrieben wird. In
Beispiel 2.39 haben wir E(X|Y) = 1Y berechnet. Wie fiir jede Zufallsvariable kann
man auch fiir £(X|Y) Erwartungswert und Varianz untersuchen

PROPOSITION 2.30 (Law of total expectation). Es seien X und Y Zufallsvari-
able und es existiere E(Y'). Dann gilt

(2.107) E(X) = E,|E(X]Y))

(wir haben mit Indizes angedeutet, tiber welche Variablen bei der Bildung des Er-
wartungswertes summiert, bzw. integriert werden muf).

BeEWwEIS. Wir skizzieren den Beweis fiir stetige Zufallsvariable X .Y mit gemein-
samer Dichte f und den Randdichten fy und fy. Es ist vielleicht natiirlicher mit der
linken Seite in (2.107) zu beginnen:

BB = [ B =iy = [ 1] aravtely) dal i) dy
[ atsvtali @iy = [ "o [ el dods
- /: o fx (@) de = E(X)

Die mit = markierte Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist nach dem Satz von
Tonelli gerechtfertigt, da das rechtsstehende Integral wegen der Existenz von E(X)
absolut konvergiert. Der Beweis fiir diskrete Zufallsvariable verlauft analog. O

Wir untersuchen nun die Varianz von E(X|Y). Dazu benétigen wir den Begriff
der bedingten Varianz von X unter Y = y:

(2.108) V(X|Y =y) = E(X - E(X))’|Y =y) = E(X*|Y =y) — BE(X|Y =y)*,

welche wie vorhin als von Y abhéngige Zufallsvariable V (XY") aufgefa8t werden kann.
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PROPOSITION 2.31. Es seien X und Y Zufallsvariable und es existiere V(Y).
Dann gilt

(2.109) V(X)=EV(X|Y)) +V(EX|Y)).
BEWEIS. Die bedingte Varianz V(X |Y) ist gegeben durch
V(X]Y) = E(X?)Y) - B(X[Y)?,
und hat daher den Erwartungswert
E[V(XY)] = E[E(X?]Y)] - E[E(X|Y)?].
Ferner gilt stets (wegen Proposition 2.30)

VIE(X]Y)] = E[E(X]Y)*] - E[E(X]Y)],
V(X) = B(X?) = B(X)* = E[E(X?|Y)] - E[E(X[Y)]"
= E[V(X|Y)] + E[E(X[Y)*] + VIE(X|Y)] - E[E(X]Y)?]
= EV(XY)] + VIE(X]Y)]

O

BEISPIEL 2.40. An einer Produktionslinie wird ein bestimmtes Werkstiick in gros-
ser Tagesstiickzahl hergestellt. Zur Qualitatssicherung wird téglich eine Stichprobe
vom Umfang n = 10 untersucht. Die Wahrscheinlichkeit ein schadhaftes Stiick zu
finden sei p. Die Anzahl der schadhaften Werkstiicke in der Stichprobe X ist da-
her B(n,p) verteilt. Allerdings variiere p von Tag zu Tag, ist also selbst Wert einer
Zufallsvariablen P. Unter der Annahme, daf§ P im Intervall [0, i] gleichverteilt ist,
bestimme man Erwartungswert und Varianz von X.

Losung: Man weifl; E(X|p) = np und V(X|p) = npg. Wegen des Gesetzes von der
totalen Erwartung gilt
1.1
E(X) = B[E(X|P)] = B(nP) = nE(P) = n3(; - 0) = <,
fiir n = 10 ergibt sich somit F(X) = %. Die Varianz ergibt sich aus Proposition 2.31
V(X) = E[V(X|P)]+ V(E(X|P)] = E(nPQ) +V(nP) = n(E(P) — E(P?) +n*V(P).

Wir benotigen E(P?) und berechnen dies aus
E(P?)=V(P)+E(P?’=——+— = —.

Dies ergibt schliefllich

1 1 I 5n n?
X)=n(z — —) +n? S
e R T R T
Fiir n = 10 ergibt sich die Varianz V(X)) = 1, 5625.
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BEISPIEL 2.41. Bei einer Versicherungsgesellschaft treffen taglich eine zufallige
Anzahl von N Schadensmeldungen in der Hohe von jeweils X; Schillingen ein, i =
1,...,N. Die Schadenshéhen haben jeweils den Erwartungswert E(X;) = p. Das
Management interessiert sich fiir die taglich zu erwartende Gesamtschadenssumme
T=" X.

Losung: Offenbar kann man leicht den bedingten Erwartungswert E(T|N = n)
berechnen:

E(T|N =n) = E(Z X,) = np.

Also gilt E(T|N) = N und somit schlielich
B(T) = BIE(T|N)] = E(uN) = pB(N)

16. Kovarianz und Korrelation

DEFINITION 2.25. Es seien X und Y gemeinsam verteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswert E(X) und E(Y). Die Kovarianz von X und Y st definiert durch

(2.110) Cov (X,Y) = oxy = E[(X = EX))(Y — E(Y))],
soferne dieser Erwartungswert existiert.

Angenommen zwischen X und Y besteht ein linearer Zusammenhang Y = a X +b,
a # 0. In diesem Falle ist das Produkt der Abweichungen (x — E(X))(y — E(Y))
stets positiv falls @ > 0 und negativ falls a < 0 ist. Die Kovarianz bildet eine
gewichtete Summe dieser Abweichungen. Da es wegen des konstanten Vorzeichens der
Summanden zu keinen Ausléschungen kommen kann, ist in diesem Fall |Cov (X,Y)|
grof. Bilden die Daten (X,Y") hingegen eine mehr oder weniger regellose Punktwolke
in der Ebene, dann wird das Produkt der Abweichungen fiir einige Punkte positiv, fir
einige negativ sein, ihr Mittel wird wegen der unvermeidlichen Ausloschungen dem
Betrag nach klein sein.

Fiir die konkrete Rechnung ist oft folgende Darstellung der Kovarianz vorteilhaft:

PROPOSITION 2.32. Die Kovarianz gemeinsam verteilter Zufallsvariable X und
Y ist gegeben durch

(2.111) Cov (X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Sind die Zufallsvariablen X und 'Y unabhangig, dann ist
Cov (X,Y) =0.

BEWEIS. Diese Darstellung folgt aus der Linearitat des Erwartungswertes:

Cov(X,Y) = E(XY —XEY)-YEX)+ E(X)E(Y))
(XY)-EX)E(Y)-EY)EX)+ EX)E(Y)
(XY) - E(X)E(Y).

E
E
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Fiir unabhéngige Zufallsvariable gilt E(XY) = E(X)E(Y') und somit Cov (X,Y) = 0.
Die Umkehrung trifft allerdings nicht zu. 0

ProposSITION 2.33 (Eigenschaften der Kovarianz). Fiir die Kovarianz gemein-
sam verteilter Zufallsvariable X, Y und Z gilt (a,b € R)

1. Cov (X,Y) = Cov (Y, X),

2. Cov(X+a,Y)=Cov(X,Y),

3. Cov (aX,bY) = abCov (X,Y),

4. Cov (X,Y +Z) = Cov (Y, X) + Cov (X, Z)

Der einfache Beweis sei dem Leser als Ubung iiberlassen. Die Abbildung (X,Y) —
Cov (Y, X) ist also bilinear. Allgemeiner gilt

PROPOSITION 2.34. Die Kovarianz der Zufallsvariablen U = a+ Y., b;X; und
V=c+ 27:1 d;Y; betrdgt

(2.112) Cov (U, V) = >3 bidiCov (X;, Y)).
i=1 j=1
Wegen V(X) = Cov (X, X) folgt aus dieser Proposition sofort
(2.113) VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov (X,Y).
Anders als der Erwartungswert ist also die Varianz kein lineares Funktional. Allge-

meiner gilt

COROLLARY 2.1.

n n n

i=1 i=1 j=1
Insbesonders gilt demnach
(2.115) V(a+bX) =bV(X).

COROLLARY 2.2. Fiir unabhdngige Zufallsvariable X1, ..., X, gilt
(2.116) VO X)) =) V(X))
i=1 i=1

Die Kovarianz hat den Nachteil, daf sie nicht skalierungsinvariant ist: Thr Wert
kann durch eine geeignete Wahl der Einheit beliebige Werte annehmen, vgl. Proposi-
tion 2.33. Aus diesem Grunde mifit man die Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvari-
ablen besser mit dem dimensionslosen Korrelationskoeffizienten
p Cov (X,Y)

(25°<%"

(2.117)

PROPOSITION 2.35. Fiir den Korrelationskoeffizient gilt |p| < 1. Es ist |p| = 1
genau dann, wenn es Konstante a, b gibt, sodaff P(Y = a+ bX) =1 gilt.
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BEWEIS. Wir setzen 0% = V(X) und of = V(Y). Da die Varianz einer Zu-
fallsvariablen nicht negativ ist, folgt aus (2.113) und (2.115)

X Y X XY
o< Yy X ) L XY)
ox oy Ox Oy O0x0y
X Y XY
Ox Oy oxXo0y

Die Ungleichung 1 4 p > 0 ist gleichwertig mit |p| < 1. Aus der eben hergeleiteten
Abschéatzung folgt aber auch

X Y
V(—+—)=0, falls p = F1.
ox Oy

Es ist nun intuitiv klar, dafl die Werte einer Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeit
1 in ihrem Erwartungswert konzentriert sind, falls ihre Varianz verschwindet, mit
anderen Worten

X Y
P(—+—=¢=1
ox Oy

mit ¢ = B(- £ o). O

ox

Wir prazisieren nun das letzte Argument des vorausgehenden Beweises:

PROPOSITION 2.36. Es sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X) =
w. Ist V(X) =0, dann gilt P(X = u) = 1.

BeEwEIs. Die Ungleichung von Tschebyscheff 2.8 kann auch in der Form

2
P(IX —pl=¢e) < —

geschrieben werden (gleicher Beweis). Da o = 0 ist und daher € > 0 beliebig klein
gewahlt werden kann, ist die Behauptung bewiesen. O

17. Funktionen von mehrdimensionalen Zufallsvariablen

17.1. Summe und Quotient. Wir beschréanken uns auf zwei gemeinsam verteilte
Zufallsvariable X und Y und betrachten zuerst den diskreten Fall. Die gemeinsame
Wabhrscheinlichkeitsverteilung sei p und Z = X+Y . Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von Z ergibt sich aus der Beobachtung, dafl Z = z gleichwertig ist mit X = x und
Y = z — x. Summiert man iiber alle méglichen Werte von X auf ergibt sich

pz(2) = Zp 2 — )

Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhanglg, gilt also p(z,y) = px(z)py (y) , erhélt
man

(2.118) pz(2) = px(x)py(z — x).
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Durch (2.118) wird wieder ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafi definiert, welches
man die Faltung von Py und Py nennt.

Von besonderer Bedeutung ist dieser Begriff bei stetigen Zufallsvariablen: die
kumulative Verteilungsfunktion von Z = X + Y ergibt sich in diesem Falle aus

Foe) = PX+Y <2 = [ fag)dody,
R
wobei der Integrationsbereich geben ist durch den Halbraum

R, ={(z,y): v +y <z}

gegeben ist. Setzt man dies in F ein und substituiert man im inneren Integral
v =y + x erhalt man

Fy(2) :/:/_:f(x,y)dxdy:/:/_; fla,v — ) dvdx

;/_;/:f(x,y—x)dxdu.

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge in = kann mit dem Satz von Fubini
gerechtfertigt werden. Ist z.B. die Dichte f stetig, ergibt sich weiters

fz2(2) = Fz(2) = / f(z,z — x)dz,
und somit schlielich fiir unabhangige Zufallsvariable X und Y

(2.119) fz(z) = /OO fx (@) fy(z —x)du.

Man nennt f; die Faltung von fx und fy.

BEISPIEL 2.42. Die Lebensdauer eines Bauteils sei exponentiell mit Parameter
A > 0 verteilt. Aus Sicherheitsgriinden wurde in das System eine identische, un-
abhangige Kopie eingebaut, sodafl das System so lange funktioniert, so lange einer
der beiden Bauteile funktionstiichtig ist. Die gesamte Lebensdauer des Systems ist
somit die Summe von zwei unabhingigen, exponentiell verteilten Zufallsvariablen,
S =T, + T,. Nach (2.119) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von fg gegeben durch
fs(s) = [7 fr (@) fr,(s — ) dz. Der Integrand ist genau dann ungleich Null, wenn
x> 0und s —x > 0 ist. Dies fiihrt zu

fs(s) = / Ae AT A=) g — /\2/ e dr = N2se™ .
0 0

Die Lebensdauer des Gesamtsystems ist also unter diesen Vorraussetzungen Gamma
verteilt mit den Parametern o = 2 und .
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PROPOSITION 2.37. Es seien X;, i = 1,...,n unabhingige N(u;, 0;) verteilte
Zufallsvariable. Dann ist U =Y ¢ a;X;, S0 a? > 0, ebenfalls normalverteilt, und
zwar gilt

E(U) =) ayu,

(2.120) =

V(U) = Z aZo?.
=1

BEWEIS. Es geniigt, folgende Eigenschaften fiir normal verteilte Zufallsvariable
nachzuweisen: 1) wenn X einer N (u, o)—Verteilung folgt, dann ist X ebenfalls nor-
malverteilt mit E(aX) = ap und V(aX) = a?0?, 2) wenn X und Y unabhangige
N(px,ox)— bzw. N(py,oy)— verteilte Zufallsvariable sind, dann ist 7 = X + Y
normalverteilt mit E(X +Y) = ux + puy und V(X +Y) = 0% + 0. Den Beweis der
ersten Behauptung tiberlassen wir dem Leser als Ubung. Die Essenz des Beweises der
zweiten Behauptung ist der Nachweis, dal die Summe unabhangiger normalverteilter
Zufallsvariabler selbst wieder normalverteilt ist. Die Dichte von Z ist nach (2.119)
gegeben durch das Faltungsintegral

1 o _(ac—u2x)2 _(Z—w—;y)2
fz(2) = — e *x e v dx
2roxoy J_o
1 © o _(moxu—ux-ny)?
= e 2e 208 du,
2oy J_o

wobei wir im letzten Integral x = oxu + px substituiert haben. Nach einigen alge-
braischen Umformungen, kann man den Exponenten in folger Form schreiben

2
u 1 9

§+R(2—0XU—MX—MY)

1 ox(z — (ux + py)) (z — (px + py))?
=57 ~(\/ 0% + obu— > > )2+ 5 5 )
oy \Vox + oy ox T oy

Setzt man diesen Ausdruck in fz ein, bekommt man nach kurzer Rechnung

 =(uxtuy)?
_ ! L oehd
2 2
V2T \Jox + oy

dies ist die Dichte einer N(ux + py, /0% + 0%) verteilten Zufallsvariablen. O

fz(2)
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Wir betrachten nun den Quotienten zweier stetiger Zufallsvariabler Z = § Nun
gilt
Y
< <2 =P({(y): L <2}
) P({(z,y): y < zx}) fallsz >0
Pz, y): y > 22}) fallsz <0

also

= [ s [T s dvae

Um die Abhéangigkeit der Grenzen des inneren Integrals von x zu elimieren, substitu-
ieren wir y = xv und erhalten

FZ(z):/_(;/ZOo:cf(:c,ux)dz/dx+/0m/_;xf(x,ux)dz/dx
:/io/;(—x)f(x,yx)dudx—f—/Ow/;xf(x,yx)dydx

_ /oo /Z 2| f (2, av) dwdv.

und daraus durch Ableitung

fz(2) = /OO || f(z, z2) dz.

[e.e]

Wenn insbesonders die Zufallsvariablen X und Y unabhangig sind, folgt

(2.121) () = [ lalfe(o) r(az) do

BEISPIEL 2.43. Wir wenden nun (2.121) auf unabhéngige, standard normalverteilte
Zufallsvariable an. Wegen (2.66) ergibt (2.121)

1 o0 1 o0
fz(2) / ‘$|€712/2€7x222/2 dr = _/ re T (FEH1)/2 4o
T Jo

:ﬁ n
1 o0

- efu(z2+1)/2 du.
2m J,

Eine einfache Integration fiithrt auf

(2.122) [ p—

— /5 | 1\ 6 R?
m(z2+1) :
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die Dichte der Cauchy Verteilung. Zusammenfassend halten wir fest: der Quotient

Z = § unabhangiger, standard normalverteilter Zufallsvariablen X und Y ist Cauchy

verteilt. Da das uneigentliche Integral

e z
—d
/_Oo m(z2+1) &

divergiert, besitzt Z keinen Erwartungswert!

18. Ordnungsstatistik

In manchen Fallen interessiert man sich fiir die relativen Groflen von Zufallsvari-
ablen: die schnellste Rundenzeit in einem Autorennen, der groite Weite beim Skisprin-
gen, etc. Wir betrachten also unabhangige, identisch verteilte, stetige Zufallsvariable
Xq,...,X,. Die Verteilungsfunktion jeder Zufallsvariablen sei F', die Dichte f. Die
der Grofle nach geordneten Zufallsvariablen bezeichnen wir X(y), ..., X, also

Xy <Xg <., < Xy

Insbesonders ist also X(;y = min{Xy,..., X} und X,y = max{X;,...,X,}. Die
geordneten Zufallsvariablen nennt man auch Ordnungsstatistik. Die Verteilungs-
funktion F{,) von X(,) ergibt sich aus folgender einfacher Uberlegung: X,y < z
ist gleichwertig mit dem simultanen Eintreten der Ereignisse X; < z, ¢ = 1...,n.
Wegen der Unabhéngigkeit dieser Ereignisse als Folge der Unabhangigkeit der Zu-
fallsvariablen findet man

Foy(r) = P(Xpn <x)=P(X;<z,...,X, <)
=P(X;<z)---P(X,<z)=F(x)"
Bezeichnet man die Dichte von X(,) mit g(,), erhalt man
(2.123) 9y = nF(2)" " f(2).

Die Dichte gy der Verteilungsfunktion F{;y von X(;) bestimmt man auf dhnliche
Weise.

F(l)(l') = P(X(l) < :L‘) =1- P(X(l) > :L‘)

Da X(;) das Minimum von Xj, ..., X, ist, tritt das Ereignis P(X(;) > z) genau dann
ein, wenn X; > x, 7 = 1...,n. Wegen P(X; > z) = 1 — F(x) zeigt ein analoges
Argument wie vorhin

(2124) Fa(z)=1-P(Xi>z,...,X,>2)=1—-[P(X; >2)--- P(X, > )]
=1-[1-F(x)]"

also

(2.125)  guy(x) = n[l — F(2)]" " f(2).
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BEISPIEL 2.44. Die Lebensdauer (in Stunden) gewisser elektronischer Kompo-
nenten ist exponentiell verteilt mit Dichte

1 —=x
flay= ¢ w0
0, sonst.

a) Angenommen zwei derartige Komponenten operieren unabhéngig voneinander und
sind in Serie geschalten. Man bestimme die Dichte [ der Verteilung der Lebensdauer
L des gesamten Systems.

Losung: Das System fallt aus, wenn eine der beiden Komponenten ausféllt, also L =
min{ X1, X»}, wobei X; unabhéngige Zufallsvariable mit der angegebenen Wahrschein-
lichkeitsdichte sind. Die kumulative Verteilungsfunktion ist F(z) = 1—e#/1% 7 >0,
also nach (2.124)

2671/100ﬁ671/100’ >0

0, sonst,

l(z) = gay(z) = {
somit

um:{%ﬁm°x>0
0, sonst.

Das Minimum zweier exponentiell verteilter Zufallsvariablen ist demnach wieder expo-
nentiell verteilt. Man beachte, dal die mittlere Lebensdauer der Einzelkomponenten
100 Stunden betragt, jene des in Serie geschalteten Systems jedoch nur 50 Stunden.
b) Wie oben, jedoch werden die Komponenten nun parallel geschalten.

Losung: In diesem Fall fallt das System genau dann aus, wenn beide Komponenten
defekt sind. Nun ist also L = max{Xy, X»}. Eine einfache Anwendung von (2.123)
ergibt

L(ef:v/lOO _ 671/50) x>0

l(z) =g =2F(2)f(x) = {50

0, sonst.

Das Maximum von exponentiell verteilten Zufallsvariablen ist also selbst nicht wieder
exponentiell verteilt. Die mittlere Lebensdauer des gesamten Systems betragt nun
150 Stunden.

19. Momenterzeugende Funktion

DEFINITION 2.26. Die Momenterzeugende Funktion einer Zufallsvariablen
X st definiert durch M(t) = E(eX!), soferne dieser Erwartungswert ezistiert. Es

folgt

) > p(e), fiir X diskret
(2.126) M(t) - {foooo €mf(:L‘) dZL’ fd?“ X stetig,
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ProPOSITION 2.38. Wenn die Momenterzeugende Funktion M einer Zufallsvari-
ablen X auf einem offenen Intervall, welches Null enthdlt, existiert, dann ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X durch M eindeutig bestimmd.

Wenn also zwei Zufallsvariable auf einem offenen Intervall, welches Null enthalt,
dieselbe Momenterzeugende Funktion haben, dann besitzen sie auch dieselbe Verteil-
ung. Der Beweis dieses Satzes erfordert Kenntnisse aus der Theorie der Laplacetrans-
formation und kann daher hier nicht besprochen werden.

Die Bezeichnung Momenterzeugende Funktion deutet auf den engen Zusammen-
hang mit den Momenten einer Zufallsvariablen hin. Man nennt E(X") r—tes Mo-
ment von X, bzw E((X — E(X))") das r—te zentrale Moment. Der Erwartungs-
wert einer Zufallvariablen ist demnach das 1. Moment, die Varianz das zentrale 2.
Moment. Bildet man die k—te Ableitung der Momenterzeugende Funktion

dk M dk OO tx d * k tx d
G = [ erf@de= [ st

—0o0 —0o0

(die Vertauschung von Integration und Differentiation kann mit der Existenz von M
gerechtfertigt werden) und wertet die Ableitung fiir £ = 0 aus, erhélt man

M®(0) = /°° 2" f(x) dw = B(X"),

oo

also das k—te Moment von X. Wir fassen zusammen:

PROPOSITION 2.39. Wenn die Momenterzeugende Funktion M einer Zufallsvari-

ablen X auf einem offenen Intervall, welches Null enthdlt, existiert, dann ist M be-
liebig oft differenzierbar und es gilt M*)(0) = E(X*), k € N.

Fir viele Verteilungen kann man die Momenterzeugende Funktion explizit angeben.
Die Berechnung der Momente von X reduziert sich wegen Proposition 2.39 auf eine
simple Ableitung.

Verteilung M(t)
B(n,p) (pe' +q)"
geometrisch | & ztet
Poisson eMe'=1)
Gamma(a, \) (ﬁ)o‘
N(0,1) e’ /?

TABELLE 2.6. Momenterzeugende Funktionen

Weitere niitzliche Eigenschaften der Momenterzeugende Funktion sind:
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PROPOSITION 2.40. 1.) Die Zufallsvariable X habe die Momenterzeugende Funk-
tion My und es se1 Y = a+ X. Dann hat'Y die Momenterzeugende Funktion

My (t) = eatMX (bt)

2.) Es seien X und Y unabhdngige Zufallsvariable mit Momenterzeugenden Funktio-
nen Myx und My . Dann besitzt auch Z = X +Y eine Momenterzeugende Funktion
Mz, welche auf dem Durchschnitt der FExistenzintervalle von Mx und My existiert:

Mz(t) = Mx(t) My (t).
BEWEIS. Die erste Behauptung folgt aus der Linearitdt des Erwartungswertes
My (t) = E(e?Y) = E(el@tFX)t) = B(eefXt) = e B(ePX) = e M (3t).

Die zweite Behauptung ergibt sich auf analoge Weise, wenn man berticksichtigt, dafl
E(e®eY) = E(e!X)E(e?) als Folge der stochastischen Unabingigkeit von X und Y

gilt. 0

BEISPIEL 2.45. Esseien X und Y unabhangige, Gamma verteilte Zufallsvariable,
X folge einer Gammaverteilung mit den Parametern o und A, die Parameter der
Verteilung von Y seien 3 und A. Nach Proposition 2.40 ist die Momenterzeugende
Funktion von Z = X + Y gegeben durch

Ao, A A
A — t) ()\ —t ()\ —t
Wir schliefen mit Proposition 2.38, dafl die Summe zweier Gamma verteilter Zu-

fallsvariablen mit Parametern («, A) bzw. (3, A) wieder Gamma verteilt ist, und zwar
mit den Parametern (o + 3, ).

My(t) = Mx (t) My (t) = ( ) = ot

20. Testverteilungen

Wir haben bisher Verteilungsfunktionen betrachtet, welche fiir die mathematische
Modellierung bestimmter Zufallsexperimente entworfen wurden. Wir wenden uns nun
den Testverteilungen (Priifverteilungen) zu, welche die Grundlage statistischer Tests
bilden.

20.1. x>—Verteilung. Wir haben in Definition 2.14 festgelegt, dafl das Quadrat
einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen y3-verteilt (1 Freiheitsgrad) ist. Wir
haben gesehen, daf§ die Dichte der y3— Verteilung durch die Dichte der Gammaver-

teilung mit a« = A = % gegeben ist. Wir betrachten nun die etwas allgemeinere
Situation
DEFINITION 2.27. Es seien U, ..., U, unabhingige x* verteilte Zufallsvariable

mit je einem Freiheitsgrad. Die Verteilung von V. = U, + --- + U, heifit x>—
Verteilung mit n Freiheitsgraden und wird x2 bezeichnet.
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ABB. 2.12. x? Dichte

ABB. 2.13. Normalapproximation

Da die Zufallsvariablen U; Gamma verteilt mit den Parametern (a, A) = (3, 3)
sind, folgt aus Beispiel 2.45, daBl V' ebenfalls Gamma verteilt und zwar mit den
Parametern (3, %) ist. Somit erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte und die
Momenterzeugende Funktion der y2-Verteilung

1
f ) = 7.%'”/271671/2, x> O,
(2.127) )= 5p (n/2)

My (t) = (1 —2t)™/2,
Mit Hilfe von Proposition 2.39 findet man
(2.128) E(V) =n,

2 _
oy = 2n.

Die y2-Verteilung besitzt folgende bemerkenswerte Eigenschaft: wenn U einer y2—
Verteilung, V' einer x2,—Verteilung folgt, dann besitzt U + V eine x?2_,,—Verteilung.
Abbildung 2.13 zeigt, daB sich die y2-Verteilung fiir groBe n brauchbar durch die
Normalverteilung N(n, v/2n) approximieren 1t

20.2. t—Verteilung. Die t—Verteilung wurde von W.S.Gosset eingefiihrt, der
unter dem Pseudonym “Student” verdffentlichte. Die ¢—Verteilung heifit daher auch
Student Verteilung.

DEFINITION 2.28. FEs sei X standard normalverteilt und U folge einer x2 Verteilung,

n € N. Die Verteilung von T = \/X_ heifst t—Verteilung mit n Freiheitsgraden,

U/n

kurz t,,—Verteilung.
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0.4

0.351

0.31-

025

normal

02

0151

01r

0.05r

ABB. 2.14. t-Dichte

Es sei dem Leser als Ubung iiberlassen, als Anwendung von (2.121) die Dichte der
t,—Verteilung zu berechnen. Man erhalt nach langerer Rechnung

I'((n+1)/2) U
2.129 t) = ——— 1+ —) "2t eR,
Die Dichte ist eine gerade Funktion und besitzt eine grofe Ahnlichkeit mit der Dichte
der Standardnormalverteilung.

20.3. F—Verteilung.

DEFINITION 2.29. Es seien U und V unabhdingige X2, bzw. x2-verteilte Zu-
fallsvariable. Die Dichte von

_U/m
- V/in
heist F—Verteilung mit m und n Freiheitsgraden, kurz: F,,,,.
Man iiberzeuge sich davon, daf§ die Dichte der F,,,—Verteilung gegeben ist durch

) Furw) = 5(5%}7&//22))(%

m/2,m/2=1(1 4 Tt y—(m+n)/2
) (1+ nw) .

21. Grenzwertsatze

21.1. Gesetz der grofien Zahlen. In diesem Abschnitt werden wir unsere naive
Vorstellung vom Begrift der Wahrscheinlichkeit theoretisch untermauern: Wir sind
von der Vorstellung ausgegangen, dafl beim wiederholten Werfen einer Miinze die rel-
ative Anzahl von Kopfen gegen p = % “strebt”, wenn die Anzahl der Wiederholungen
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iiber alle Grenzen wéchst. Angenommen wir werfen die Miinze n mal. Die einzelnen
Wiirfe konnen als unabhéangige Zufallsvariable X;, ¢ = 1,...,n, modelliert werden.
Es sei X; = 1, wenn der i—te Wurf Kopf zeigt, andernfalls sei X; = 0. Die relative
Haufigkeit von “Kopt” bei n Wiirfen ist daher

_ 1 <
X, = E;XZ-.

Das Gesetz der grofen Zahlen stellt fest, daf X,, tatsichlich in einem bestimmten
Sinne gegen % konvergiert.

THEOREM 2.9 (Gesetz der grofen Zahlen). Esseien X;, 1 =1,...,n, unabhingige
Zufallsvariable mit E(X;) = p und V(X;) = 02, i = 1,...,n. Ferner sei X, =
L3 Xi. Dann gilt fir jedes e > 0
(2.131) lim P(| X, —pul >¢e)=0

BEWEIS. Wegen der Linearitdt des Erwartungswertes ist F(X,) = u, wegen der
Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X; folgt aus (2.115) und Proposition 2.33

= - XZ “ 1 O'2
V(X,) = V(i—) = —V(X;) =—.
() = L VED =30 GV = 5
Die Behauptung folgt nun aus der Ungleichung von Tschebyscheff 2.8:
S V(X,) o
P(|Xn—/i|>€)§ 2 :n—52njooo

O

Eine Folge von Zufallsvariablen (X;), welche derart gegen eine andere Zufallsvariable
X konvergiert, daf fiir jedes £ > 0

lim P(|X, — X|>e) =0

gilt, heifit stochastisch gegen X konvergent. Neben der stochastischen Konver-
genz gibt es einen starkeren Konvergenzbegriff, die Konvergenz fast iiberall oder
fast sichere Konvergenz. Fast sichere Konvergenz von (X,) gegen X liegt vor,
wenn

P(lim X, = X) =1,

mit anderen Worten, lim, ., X, (w) = X(w) kann hochstens auf einer Menge mit
Wahrscheinlichkeit Null verletzt sein. Manchmal nennt man das Gesetz der grofien
Zahlen, welches nur die stochastische Konvergenz von X,, sicher stellt, schwaches
Gesetz der groflen Zahlen. Es gibt auch ein starkes Gesetz der groflen Zahlen, welches
unter denselben Vorausetzungen die fast sichere Konvergenz von X,, zum Inhalt hat.
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21.2. Der zentrale Grenzwertsatz. Wir betrachten nun eine Folge von Zu-
fallsvariablen X,, mit Verteilungsfunktionen F),. Die Verteilungsfunktionen sind ein-
deutig bestimmt durch ihre Momenterzeugenden Funktionen M,,. Angenommen, die
Momenterzeugenden Funktionen konvergieren gegen eine Funktion M. Was kann
man iiber £, aussagen? Ohne Beweis zitieren wir folgendes Resultat:

THEOREM 2.10 (Stetigkeitssatz). Es sei (F,,) eine Folge von Verteilungsfunktio-
nen und (M,) die Folge ihrer Momenterzeugenden Funktionen. Ferner sei F' eine
Verteilungsfunktion mit Momenterzeugender Funktion M. Wenn lim,,_ ., M,(t) =
M (t) auf einem offenen Intervall welches Null enthdlt, gilt, dann folgt lim,, ., F,,(z) =
F(z) in allen Stetigkeitsstellen von F.

BEISPIEL 2.46 (Normalapproximation der Poissonverteilung). Essei (X,,) eine Fol-
ge Poissonverteilter Zufallsvariable mit Mittelwert A, und )\, divergiere gegen oo.
Es gilt also E(X,) = V(X,) = A,. Wegen der Divergenz der Erwartungswerte
und Varianz ware es aussichtslos, X, durch eine Zufallsvariable mit endlichem Er-
wartungswert und endlicher Varlanz zu approximieren. Diese Schwierigkeit kann man
durch Ubergang auf die standardisierten Variablen umschiffen. Wir betrachten daher
anstelle von X,, die Zufallsvariablen

X, = B(X,) _ Xp—
) VA

Eine einfache Rechnung zeigt F(Z,) =0, V(Z,) = 1. Es sei My, die Momenterzeu-
gende Funktion von X,,. Mit Hilfe von Proposition 2.40 findet man

(2.132) Z, =

(2.133) My, (1) = e FIV I (),

in diesem Beispiel also (My, (t) = e*(' =D aus Tabelle 19)
My (t) = o~ VAat An(e/ VA1)

Man tiberzeuge sich von

lim My, (t) = e"'/?,

n—oo

das ist die Momenterzeugende Funktion der Standardnormalverteilung. Satz 2.46
garantiert nun die punktweise Konvergenz von F,, gegen .

Wir wenden uns nun dem zentralen Grenzwertsatz in seiner einfachsten Form zu.
Es seien nun X, .. X unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariable mit Mittel-
wert p und Varlanz o%. Setzt man

Sn = ina
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dann konvergiert nach dem Gesetz der groflen Zahlen i—" stochastisch gegen u. Der
zentrale Grenzwertsatz gibt Auskunft, wie ST” um p schwankt. Um diese Schwankun-
gen zu analysieren geht man wieder auf standardisierte Zufallsvariable tiber:

Sy —nu

 oyn

Der zentrale Grenzwertsatz stellt fest, dafl die Verteilung von Z,, gegen die Standard-
normalverteilung konvergiert:

Zn

THEOREM 2.11 (Zentraler Grenzwertsatz). Es sei (X,,) eine Folge unabhdngiger,
identisch verteilter Zufallsvariable mit Mittelwert 0 und Varianz o*. Die Momenterzeu-
gende Funktion der Verteilungsfunktion F' sei in einer Umgebung von Null definiert.
Dann gilt

S,
2.134 lim P(—
(2134) s PO

<z)=9®(z), z€R

mit

BEwEIsskizzE. Wir setzen Z, = Jf}lﬁ

Funktion von Z,, gegen die Momenterzeugende Funktion der Standardnormalverteilung
konvergiert. Da S,, eine Summe unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariable ist,
folgt mit Proposition 2.40

und zeigen, da} die Momenterzeugende

Ms, (t) = M(t)",
und daher
t yr
o\/n
Man kann zeigen, dafl eine Momenterzeugende Funktion um Null in eine Potenzreihe
entwickelt werden kann. Insbesonders gilt

My (t) = M(

M(s) = M(0) + sM'(0) + S—ZM”(O) + o(s?).

2
Nach Voraussetzung ist E(X,) = M'(0) =0 und V(X,,) = M"(0) = o2, also
t 1 t
Mty =14 252ty BT
(2) = 1+ 3P P+ ol (=)

und daher

Mo 1) = (1 g+ 0l()"
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Beriicksichtigt man nun noch den elementaren Grenzwert

lim (1 + —)" = elimn—eoan

erhalt man

das ist die Momenterzeugende Funktion der Standardnormalverteilung. O

BEISPIEL 2.47. Wir betrachten in [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable X7, ..., X,,.

Wegen E(X;) = 3 und V(X;) = 5 sind die standardisierten Summen gegeben durch

Ly = Snzn/2 - Nach dem zentralen Grenzwertsatz konvergieren die Verteilungen von

Z, gegen ®. Abbildung 2.15 zeigt ein Histogramm von 1000 derartiger Summen Z,, fiir
n = 12. Trotz des geringen Stichprobenumfanges (12!) ist die Ubereinstimmung be-
reits iberraschend gut. Der Zusammenhang der Abbildung mit dem zentralen Gren-
zwertsatz wird klar, wenn man berticksichtigt, dal dieser in anderer Formulierung
folgendes feststellt:

a+b

Pla< Z,<b)=Fz/(b)—Fz (a) — ®b)— ®(a) = (b—a)p(

n—oo

),

(im letzten Schritt wurde der Mittelwertsatz beniitzt und die Zwischenstelle durch
die Intervallmitte ersetzt).

BEISPIEL 2.48 (Mefifehler). Angenommen die Zufallsvariablen X7, ..., X, repré-
sentieren n unabhangige Messungen einer Grofle . Die Messungen seien mit keinem
systematischen Fehler behaftet und es sei V(X;) = 0. Es liegt nahe, das Mittel
der Messungen X, = %ZLI X, als Schatzung fiir ;¢ zu nehmen. Das Gesetz der
grofien Zahlen sichert die stochastische Konvergenz von X,, gegen p. Mit Hilfe der
Tschebyscheft’schen Ungleichung konnte man die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
gegebener Grofle abschétzen, der zentrale Grenzwertsatz fiithrt auf ein viel scharferes
Resultat. Angenommen, wir mochten P(|X,, — u| < ¢) abschétzen. Um den zentralen
Grenzwertsatz anwenden zu konnen, geht man zuerst wieder auf standardisierte Vari-
able tiber:

X —p

Zn: - )
o/\/n
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ABB. 2.15

beachte E(X,) = pu und V(X,) = % Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich
aus

—c <Xn—,u< c
o/vn o/ a/\/n

P(IX, —pl<c)=P(-c< X, —pu<c)=P( )

C —C

NN

Werden beispielsweise 16 Messungen mit ¢ = 1 vorgenommen, ergibt sich fiir die
Wahrscheinlichkeit der Abweichung des Mittels von p um hochstens %

~ P( ).

P(IX, — | < %) = B(2) — B(—2)=0.954.

BEISPIEL 2.49 (Normalapproximation der Binomialverteilung). Es gibt Tabellen
fiir die Binomialverteilung fiir verschiedene Stichprobengréfien. Die direkte Auswer-
tung der Binomialverteilung fiir nichttabellierte Werte von n ist allerdings fiir grofie
Stichproben sehr miithsam. Eine Alternative bietet der zentrale Grenzwertsatz: eine
B(n, p) verteilte Zufallsvariable X kann nédmlich als Summe von sogenannten Bernoulli
Zufallsvariablen X; gedeutet werden, also

X = Zn:X
=1
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wobel

X 1 wenn die i—te Wiederholung erfolgreich ist
" 10 sonst

Da ein Bernoulli Experiment zugrunde liegt, sind die Zufallsvariablen X; unabhangig.
Ferner gilt F(X;) = pund V(X;) = pq, i = 1,...,n. Die standardisierten Zufallsvari-
ablen sind demnach gegeben durch
X —np X —p

ViPa  \/pg/n
Nach dem zentralen Grenzwertsatz kann die Verteilung von Z,, durch ® approximiert
werden. als Faustregel gilt, dal die Approximation brauchbar ist, wenn

Ly =

np > 5, und ng > d.

BEispiEL 2.50. Eine Miinze zeigt bei 100 Wiirfen 60 Mal Kopf. Sind Zweifel an
der Fairness der Miinze angebracht?
Wenn die Miinze fair ist, ist die Anzahl von Kopfen eine binomialverteilte Zufallsvari-
able mit n = 100, p = .5, F(X) = 50 und V(X) = 25. Man iiberlege sich, daf} die
Berechnung von P(X = 60) oder P(X = 50) wenig aufschluireich ist. Wir berechnen
daher P(X > 60) und erhalten

60 — 50
v0.5-0.5-100

es sind also Zweifel an der Korrektheit der Miinze angebracht.

P(X >60)=1—P(X <60)~1—

) =1— ®(2)=0.0228,



KAPITEL 3

Schlieflende Statistik

Bisher sind wir davon ausgegangen, dafl die Parameter der Wahrscheinlichkeitsverteil-
ungen, beispielsweise ¢ und o in der Normalverteilung, bekannt sind. Bei praktischen
Anwendungen ist dies jedoch selten der Fall. Die schliefende Statist ik stellt Metho-
den bereit, mit deren Hilfe man aus Stichproben Information iiber die interessieren-
den Parameter gewinnen kann. Da naturgemafl eine Stichprobe nur einen kleinen
Teil der Grundpopulation umfafit, birgt diese Information stets ein best immtes Mafl
an Unsicherheit in sich. Absolut zuverlaflige Information wére nur bei Erfassen der
gesamten Grundpopulation zu erzielen. Es ist auch Aufgabe der schlieende Statistik
das Ausmafl an Unsicherheit zu quantifizieren. Eine wesentlich e Voraussetzung fiir
die Anwendung statistischer Methoden ist die Zufalligkeit der Auswahl der Elemente
in der Stichprobe: fiir jedes Individuum der Grundpopulation mufl die Wahrschein-
lichkeit, in die Stichprobe aufgenommen zu werden, gleich sein. Nur dadurch ist
gewahrleistet, daf§ die Stichprobe das Verhalten der Grundpopulation ausreichend
wiederspiegelt. Auf die Methoden der statistisch korrekten Entnahme einer Stich-
probe, ein durchaus schwieriges Problem, kann hier nicht eingegangen werden.

In diesem Kapitel sollen 2 Klassen von Schéatzmethoden vorgestellt werden: bei
der einen Klasse wird mit Hilfe der Stichprobe ein numerischer Wert fiir den in-
teressierenden Parameter berechnet. Diese Verfahren werden Punktschatzungen
genannt. Ei ne andere Idee besteht darin, die Stichprobe zu benutzen, um ein Inter-
vall zu berechnen, welches den Zielparameter mit einer vorgebenen Wahrscheinlichkeit
enthalt. Diese Gruppe von Verfahren nennt man Intervallschatzungen.

1. Punktschatzverfahren

Wir betrachten ein bestimmtes Merkmal einer Population mit N Individuen. Je-
dem Individuum sei ein fiir das betrachtete Merkmal charakteristischer numerischer
Wert z;, ¢ = 1,...,n zugeordnet. Bei einem metrischen Merkmal bezeichnet z;
die jeweil ige Auspragung des Merkmals beim i—ten Individuum, bei einem quali-
tativen Merkmal kann x; durch die Werte 0 oder 1 beispielsweise das Fehlen oder
Vorhandensein des Merkmals angezeigt werden. Im Folgenden bezeichnen wir den
Populationsmittelw ert stets mit

1 N
M—N;%‘

97
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und die Populationsvarianz stets mit

| XN
2 _ 2
ot =5 ;:1 (x; — p)”.

Die Definition der Populationsvarianz wurde so gewahlt, dafl sie im Einklang steht
mit der Definition der Varianz einer Zufallsvariablen. Meist sind diese beiden Popula-
tionsparameter nicht bekannt. Um Aufschluf iiber diese Parameter zu erhalten, zieht
man eine zuféllige Stichprobe. Dies ist prinzipiell auf zwei Arten moglich: Ziehen mit
bzw. ohne Zuriicklegen. Zie ht man die Stichprobe mit Zuriicklegen, ist nach jedem
Zug der urspriingliche Umfang der Population wieder hergestellt, sodafl die einzel-
nen Ziige voneinander unabhangig sind. Wird ein bereits ausgewéhltes Individuum
abermals gezogen, wird dieser Zug nicht beriicksichtigt. Die unter dieser Annahme
entwickelte Theorie der Stichprobenentnahme heif3t Stichprobenentnahme aus einer
unendlichen Grundgesamtheit. Beim Ziehen ohne Zuriicklegen ist die Unabhangigkeit
der einzelnen Ziige nur mehr da nn gewéhrleistet, wenn die Grundpopulation beliebig
grof} ist. Praktisch sieht man die Grundpopulation als unendlich an, wenn der Stich-
probenumfang n klein ist im Vergleich zur Grofle der Grundpopulation. Hat man
auf irgendeine Weise eine Stichp robe vom Umfang n gezogen, liegen Stichproben-
werte x;,, ..., x;, vor, welche zur Berechnung einer Schéatzung fiir den Zielparameter
herangezogen werden kann.

1.1. Schatzung des Stichprobenmittels. Es liegt nahe, das Stichprobenmit-
tel

n
_ 1
Ty = — E Ty,
n
k=1

als Schatzwert fiir das Populationsmittel p und die Stichprobenvarianz

n

1
2 E 4 )2

als Schéatzwert fiir die Populationsvarianz zu nehmen (wir werden etwas spéater kléren,
warum es giinstiger ist die Stichprobenvarianz mit dem Nenner n — 1 zu definieren).
Die konkreten Stichprobenwerte und damit auch das Stichprobenmittel, bzw. die
Stichprobenvarianz sind natiirlich erst nach der Ziehung der Stichprobe festgelegt.
Man kann nun die Stichprobenwerte einerseits auffassen als n beobachtete Werte einer
einzelnen Zufallsvariablen X, welche die Verteilung des interessierenden Merkmals
in der Population beschreibt, es hat sich jedoch als fruchtbarer herausgestellt, die
Stichprobenwerte als einzelne Beobachtungen von n Zufallsvariablen X, ..., | X,
aufzufassen, welche alle die Verteilung von X besitzen. Dieser As pekt soll in der
folgenden Proposition etwas vertieft werden:
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ProPOSITION 3.1. Wir bezeichnen mit&y, . .., &, die verschiedenen Auspragungen
des Merkmals in der Population und mit n; die Anzahl der Individuen, bei welchen das
Merkmal die Auspragung &, j =1,...,m, annimmt. Dann ist jedes X;, i =1,...,n
e ine Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben ist durch

n .
Ferner gilt
V(X;)=0% ,i=1,...,n
BEWEIS. Die einzigen Werte, welche X; annehmen kann, sind &1, ..., &,. Da jedes
Individuum der Population mit gleicher Wahrscheinlichkeit als i—tes Stichprobenele-

ment in Frage kommt, ist die Wahrscheinlichkeit, mit der X; den Wert {; annimmt ,
gegeben durch ”—N] Der Erwartungswert von X; ergibt sich aus

m 1 m 1 N
E(X:) =) &P(Xi=¢) = NZ@%’ = NZ%‘ = p
j=1 j=1 i=1

Anolog berechnet man die Varianz von X

m N
1 1
V(XZ):E(XE)_E(XZ)2:N g 5J2nj_u2:ﬁ E $Z2—/L2ZO'2.
j=1 i=1

O

Die Zufallsvariablen X;, 7 = 1, ..., n, sind also identisch verteilt. Es sind aber auch
samtliche aus der Stichprobe abgeleitete Grofien selbst wieder Zufallsvariable, welche
von Xj, ...,X, abhingen. Insbesonders sind daher Stichprobenm ittel und Stich-
probenvarianz Zufallsvariable. Um diesen Aspekt deutlich hervorzuheben, schreiben
wir fortan

_ 1
X:EZXZ,

=1

(3.1)

1 _

S? = X, — X)?
n—1 Zzl( )

flir das Stichprobenmittel bzw. die Stichprobenvarianz. Man nennt deren Verteilun-

gen Stichprobenverteilung des Stichprobenmittels bzw. der Stichprobenvarianz.

PROPOSITION 3.2. 1. Der Erwartungswert (der Stichprobenverteilung) des Stich-
probenmuttels ist stets das Populationsmattel:

(3.2) E(X) = pu.
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2. Sind die Zufallsvariablen X, ..., X, unabhdingig, dann ist die Varianz (der
Stichprobenverteilung) des Stichprobenmittels gegeben durch

(3.3) V(X)="—.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus der Linearitdt des Erwartungswertes, die
zweite Aussage aus der stochastischen Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X;, ¢ =
1 n, (2.115) und Korollar 2.2 O

g ey

Es wurde bereits ausgefiihrt, dafl die Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X;, ..., X,
nur bei der Ziehung der Stichprobe mit Zuriicklegen gewahrleistet ist. Die Ent-
nahme der Stichprobe ohne Zuriicklegen induziert eine Abhéngigkeit zwische n den
Zufallsvariablen Xy, ..., X,,, welche die Berechnung der Varianz des Stichprobenmit-
tels etwas kompliziert. Wir berechnen zuerst Cov (Xj, Xj):

PROPOSITION 3.3. Wird eine Stichprobe vom Umfang n aus einer Population mit
N Individuen ohne Zuricklegen entnommen, dann gilt

(34) Cov (Xi, XJ) = —
BeEwWEIS. Nach Proposition 2.32 gilt
Cov (Xi, XJ) == E(XIXJ) - E(XI)E(XJ)

Der Erwartungswert von X;X; ergibt sich aus der gemeinsamen Verteilung von X;
und X, (&, ...,&y, bezeichnen die verschiedenen Werte von X;, i =1,...,n):

E(X Z &P (X = &, und X = &)

MS ||M3

= &) Z& = &lXi = &).

b
Il
—

Eine einfache Uberlegung ergibt die bedingte Wahrscheinlichkeit

PG =alX=6) = fiir k = I

{ mo iy k£
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Be}rlﬁcksichtigt man Proposition 3.1 und ¢ 4+ p? = + Zf\;l x? =Y &Rk ergibt
sic

m m o 1
E(XZX]):Z&%[ZN l 151—0—7\? 15]@}
k=1 =1
12k

Somit folgt die gesuchte Kovarianz

COV(Xi,Xj):/ﬂ—N_l—,u =-N_71'

O

Aus diesem Lemma geht hervor, dafl die Zufallsvariablen X, ..., X,, beim Ziehen
ohne Zurtucklegen nicht unabhangig sind, ihre Korrelation jedoch mit wachsender
Populationsgrofie immer schwacher wird.

PrOPOSITION 3.4. Wird eine Stichprobe vom Umfang n aus einer Population mit
N Individuen ohne Zuriicklegen entnommen, dann ist die Varianz der Stichproben-
verteilung des Stichprobenmittels gegeben durch

. o’ n—1
3.5 V(X)=—(1- .
(35) (%)="0- =)
BeEwEIs. Nach Korollar 2.114 gilt
_ 1 n n 1 n 1 n
V(X) ==Y Cov (X, X;) EZV(Xi)JrEZZCov (X, X;)
=1 j=1 i=1 i=1 j#i
o2 1 o2 o? n—1
- —1 -~ (1—
n nQn(n >N—1 n( N—l)

Man beachte, dafl sich die Varianzen der Verteilungen des Stichprobenmittel, wenn
die Stichproben mit bzw. ohne Zuriicklegen entnommen werden, nur um den Faktor

n—1
N -1’
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ABB. 3.1 ABB. 3.2

die sogenannte endliche Populationskorrektur, unterscheiden. Ist der Stichprobenan-
teil & klein, dann ist der Unterschied zwischen den beiden Varianzen vernachlassigbar.
Aus diesem Grunde werden oft nur Stichproben mit Zu riicklegen behandelt.

Die Zufallsvariable X ist ein Beispiel eines Punktschitzers fiir das i.A. unbekannte
Populationsmittel . Proposition 3.2 zeigt, dafl dieser Schatzer die angenehme Eigen-
schaft hat, dafl sein Mittelwert mit dem Wert des gesuchten Parameters iibereinstimmt.
Das Gesetz der groflien Zahlen garantiert zumindest mit wachsendem Sti chprobenum-
fang die stochastische Konvergenz von X gegen p. Die Standardabweichung, o, der
Stichprobenverteilung von X , in diesem Zusammenhang oft auch Standardfehler
des Schatzers genannt, ist ein Maf fiir di e Giite der Schéatzung. Sieht man von der
endlichen Populationskorrektur ab, gilt

o

ox & T
Die Giite der Schatzung ist demnach unabhéngig von der Grofle der Population.
Sie wird aber wesentlich vom Umfang der Stichprobe beeinflufit: eine Verdoppelung
der Genauigkeit der Schatzung mufl mit dem vierfachen Stichprobenumfang erkauft
werden. Dieser Effekt wird in den Abbildungen 3.1 und 3.2 veranschaulicht. Sie
zeigen Histogramme von 500 Stichproben der Mittelwerte von 5 bzw. 20 in (0,1)
gleichverteilten Zufallzahlen. Fir die Standardfehler ergab sich o, = 0.13 und 0%, =
0.065.

Die Genauigkeit ist aber auch direkt zur Populationsvarianz ¢ proportional. Dies
ist unmittelbar einsichtig: je kleiner o ist, desto weniger streuen die Werte des
beobachteten Merkmales in der Ausgangspopulation um den Mittelwert, desto wen
iger streuen aber auch die Werte in einer zufallig gezogenen Stichprobe, sodaf ein
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umso kleinerer Stichprobenumfang gentigt, dieselbe Genauigkeit bei der Schatzung
zu erzielen.

Kehren wir nun noch einmal zum allgemeinen Punktschatzproblem zurtick. Ange-
nommen wir mochten einen Populationsparameter 6 schatzen. Wir bezeichnen die
Schiitzfunktion mit 6. Diese hangt von den Zufallsvariablen X,..., X, ab,

0=g(X1,....X,),

und ist daher selbst eine Zufallsvariable, deren Verteilung die Stichprobenverteilung
von 6 heiBt. Vorhin wurde i = X als Schétzer fiir § = p diskutiert. Meist wird
es mehrere, gleich plausible Moglichkeiten der Schatzung geben. Wie kann man aus
diesen Moglichkeiten eine rationale Auswahl treffen? FEine wiinschenswerte Eigen-
schaft einer Schatzfunktion ist, dal seine Verteilungsfunktion moglich st um den

~

wahren Parameterwert 6 zentriert ist, also E(0) = 6 gilt.

DEFINITION 3.1. Ein Punktschitzer 0 eines Parameters 6 heifit erwartungstreu
(unbiased), wenn

(3.6) E0) =0
zutrifft.  Man nennt B = E(0) — 0 Bias (systematischer Fehler) des Punk-
tschatzers.

Proposition 3.2 stellt also fest, daB X ein erwartungstreuer Punktschitzer des
Populationsmittels ist. Die Abbildungen 3.3 und 3.4 zeigen zwei mogliche Stich-
probenverteilungen ein es erwartungstreuen Punktschatzers fiir einen Zielparameter
6. Offensichtlich wird man bei sonst gleichen Charakteristika den Schatzer aus Abbil-
dung 3.4 bevorzugen, da dessen kleinere Varianz erwarten lait, daf§ bei meh rfachen
Stichproben ein hoherer Anteil der Schéatzungen in der Nahe von 6 liegt. Wir werden
also trachten, erwartungstreue Punktschatzer minimaler Varianz zu finden. Anstelle
der Varianz verwendet man gelegentlich auch die mittlere quadratische Abwe-
ichung 6 — 0 zur Bewertung eines Punktschatzers.

1.2. Schatzen der Populationsvarianz. Wir haben bereits mehrfach festgestellt,
daB

(3.7) o = %i(){z - X)?

einen moglichen Schatzer fiir die Populationsvarianz darstellt. Wir zeigen nun, dafl
dieser Schatzer nicht erwartungstreu ist.

ProrosITION 3.5. Wird eine Stichprobe vom Umfang n aus einer Population mit
N Individuen ohne Zuriicklegen gezogen und nimmt man (3.7) als Punktschdatzer fir

die Populationsvarianz o?, dann gilt
_ en—1 N

(3.8) E(6*) =0 — T
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ABB. 3.3 ABB. 3.4

BEWEIS. Es wurde bereits gezeigt, dafl (3.7) dargestellt werden kann durch

1 — _

~2 2 2

_—ZX'—X~
U—ni:l i

Also folgt
I _
E(*) == E(X?) — BE(X?).
(#) = 3 B0~ B

Aus der stets giiltigen Beziehung V(X) = F(X?) — E(X)? folgert man mit Proposi-
tion 3.1 und Proposition 3.4
E(X]) = V(X)) + E(X;)* = 0" + 1%,

2
o n—1 9

EX?)=V(X)+EX)*=—(1-
(X%) = V() + B = (1 =)+
und somit
1 o? n—1
E(6%) = —n(o? 2y _ % 1 _ 2
(8%) = —nlo? + ) = T (1= =) — 4
_ o,n—1 N
n n N-1
O
Wegen n < N ist "771% < 1 und somit auch

B =E(6%) —0o*<0.
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Der Punktschétzer (3.7) besitzt also eine negative Bias, er tendiert also dazu, die
Populationsvarianz systematisch zu unterschatzen. Wegen der Linearitat des Er-
wartungswertes erkennt man aber, dafl

N-1 1 —
3.9 5= ——— X; — X)*
(39) = o LX)
ein erwartungstreuer Schatzer fiir die Populationsvarianz ist, wenn die Stichprobe
ohne Zurticklegen gezogen wird. Stichproben, welche mit Zuriicklegen gezogen wer-
den, werden erfait, indem man in (3.9) den Grenzwert N — inf ¢y ausfiithrt. Dies

—oder eine direkte Rechnung— fiithrt auf

1 _
3.10 572 =S = X, — X)%
(3.10) 6 T LX)
Da der relative Unterschied zwischen den beiden Varianzen von der Groflenordnung
< ist, nimmt man meist (3.10) als Punktschétzer fiir die Populationsvarianz.

Es wurde in Proposition 3.4 gezeigt, dal die Varianz des Stichprobenmittels

2
V(X):ag—(x%

bestimmt ist durch die meist unbekannte Populationsvarianz. Ersetzt man o2 durch
einen erwartungstreuen Schitzer 62 erhilt man einen erwartungstreuen Schitzer fir
die Varianz des Stichprobenmittels:

PROPOSITION 3.6. Ein erwartungstreuer Schdtzer fir die Varianz der Verteilung
des Stichprobenmittels ist gegeben durch

X=9\s
n

(3.11) 52 572(1 - %) St?chprobe oh@e Zurdcklegen
Stichprobe mit Zuricklegen

BEWEIS. Wir betrachten nur den Fall einer Stichprobe, welche ohne Zuriicklegen
entnommen wird. Der andere Fall ergibt sich wie vorhin, indem man den Grenziiber-
gang N — oo durchfithrt. Nach Proposition 3.4 gilt

2
- 0°N —n
V(X)=— :
(X) n N—1
ein erwartungstreuer Schitzer fiir 0?. Setzt man
5, O0*N-—n
0% = —
n N—1

Es sei 62

folgt
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d.h. 0% ist ein erwartungstreuer Schétzer von V(X). Ersetzt man 6° durch (3.9)
ergibt sich die Behauptung. O

1.3. Schatzen eines Populationsanteils. Oft ist man an dem Anteil p der
Population interessiert, welche eine bestimmte Eigenschaft besitzen. Dieser kann
mit den vorhin geschilderten Methoden geschatzt werden, wenn man X; = 0 oder
= 1 setzt, je nachdem, ob das i—te Stichprobenelement die gewiinschte Eigenschaft
besitzt oder nicht. Bildet man das Stichprobenmittel X, dann bedeutet dies gerade
die relative Haufigkeit dieser Eigenschaft in der betreffenden Stichprobe. Es liegt
daher nahe, das Stichprobenmittel als Schatzer fiir den Anteil p zu nehmen, d.h.

p=X.

Nach Proposition 3.1 ist p ein erwartungstreuer Schatzer fiir den Populationsanteil p.
Die Populationsvarianz ist in diesem Fall durch

1 & 1 &
of =5 w—pt = ) wi—pt =p(l-p)
=1 i=1

gegeben (beachte u = p). Dieselbe Rechnung zeigt

Als Spezialfall von Proposition 3.6 erhélt man daher

COROLLARY 3.1. FEin erwartungstreuer Punktschdatzer der Varianz eines Popula-
tionsanteils ist durch

B {w(l — &) fiir Stichproben ohne Zuriicklegen

n—1
p(1-p)

(3.12) 5 L L
s fur Stichproben mit Zuricklegen

Bei kleinem Stichprobenanteil § kann die endliche Populationskorrektur ver-
nachlassigt werden, ebenso verwendet man mancmal n anstelle von n — 1 im Nenner.

BEISPIEL 3.1. In einer zufallig gezogenen Stichprobe von n = 1000 Wahlern,
auerten x = 560 der Befragten Sympathie fiir den Kandidaten A. Was kann man
daraus fiir die Wahlchancen von A ableiten?

Wir verwenden p = X als Schitzer fiir den Stimmenanteil von A. Dies ergibt
p = % = 0,56, also einen Stimmenanteil von 56%. Mit welcher Unsicherheit ist
dieser Stimmenanteil behaftet? Dazu berechnen wir ein Interval 1 um p, welches
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 75% den wahren Stimmenanteil von A
enthalt. Nach der Ungleichung von Tscheyscheff gilt

1
P(lp—pl < kop) 21— 7.
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Ein Intervall der Lange 205 um p hat demnach die gewiinschten Eigenschaften. Aller-
dings ist

o 07, n— 1
%= n ( N — 1)
nicht zuganglich. Eine brauchbare Abschatzung der Genauigkeit von p erhalt man,
indem man das Intervall (p—20,, p+20;) durch das Intervall (p—26,, p+26;) ersetzt.

Dies ergibt
R p(1—p) 0,56-0,44
25, =2/ o [ ST 03,
o n—1 999

Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 75% liegt der wahre Stimmenanteil von
A zwischen 53% und 59%. Da wegen des grofien Stichprobenumfanges die Verteilung
von p bereits sehr gut durch die Normalverteilung approximiert wird, liegt diese
Wahrscheinlichkeit sogar bei 95%.

1.4. Der Vergleich zweier Populationen. Wir betrachten nun zwei verschiedene,
unabhangige Populationen mit Populationsmittel p;, po und binomialen Parametern
p1 bzw. py. Wir interessieren uns fiir den Unterschied in diesen Parametern. Dazu
ziehen wir Stichproben vom Umfang n; bzw ns aus den beiden Populationen und
versuchen mit Hilfe der Stichproben auf p; — ps bzw. auf p; — py zu schlieen. Es
liegt nahe als Schitzer fiir die Differenz dieser Parameter X; — X5, bzw. p; — po zu
verw enden. Diese Schatzer sind erwartungstreu. Thre Varianz ist gegeben durch

3 3 o2 o2
(3.13) V(X)) -V(Xy) =2+ 2
ny %)

und (der Einfachheit halber betrachten wir nur Stichproben mit Zuriicklegen)

. 1— 1—
(314) V(pl _pQ) — pl( D1 _'_p2( p2.
nq T
In konkreten Beispielen sind die unbekannten Populationsvarianzen durch entsprechende
Schatzungen zu ersetzen.

BEISPIEL 3.2. Zwei verschiedene Autoreifenmarken werden einem Verschleifltest
unterzogen. Je 100 Reifen wurden so lange gefahren, bis ein bestimmter Abniitzungs-
grad erreicht war. Als Testergebnis ergab sich

71 = 26.400 km s? = 1.440.000

Ty = 25.100 km  s2 = 1.960.000.
Sind die Reifen der ersten Firma tatsédchlich ausdauernder? Dazu schétzen wir de_n
Unterschied in der mittleren Kilometerleistung g1 — po. Der Punktschatzer X; — X,
ergibt

fi1 — fiz = 26.400 — 25.100 = 1300 km.
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Die Giite dieser Schatzung beurteilen wir durch den Standardfehler o g, _ %, , in welchem
wir die Populationsvarianzen durch die Stichprobenvarianzen ersetzen:

/s1 L440.000 1.960.000
— 1844 k
Ix-% =\t \/ 100 844 km.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von (wegen des grofien Stichprobenumfanges) von 95%
liegt also der Unterschied in der mittleren Kilometerleistung pq — o zwischen 931.2
km und 1668.8 km. Dies ist ein gewichtiges Argument fiir die Reifen der Firma 1.

Abschlieflend stellen wir die géngigen Punktschétzer noch einmal zusammen (der
Einfachheit halber berticksichtigen wir nur Stichproben, welche mit Zuriicklegen ent-
nommen wurden).

0 n g E(6) oy
I n X I =
p X p /pq

|~m

H1 — H2 T und ny X1 X2 H1 — M2 \/n %

pr—p2 mpundng X, —Xo pp — q1 + pzqz
TABELLE 3.1. Punktschatzer fir Populatlonsparameter

=

2. Konfidenzintervalle

Bisher haben wir nur Punktschétzer betrachtet: die Stichprobe wurde benutzt,
um einen Schatzwert z.B. fiir einen Populationsparameter zu berechnen. Ein Inter-
vallschatzer dagegen berechnet aus der Stichprobe ein Intervall [éu, éo], welches den
Zielparameter € mit einer vorgebenen Wahrscheinlichkeit enthalt:

(3.15) P, <0<86,)=1-a.

Die Intervallgrenzen éu, 6, hangen von der jeweiligen Stichprobe ab und variieren
daher in zufalliger Weise von Stichprobe zu Stichprobe. Die Schétzintervalle nennt
man allgemein Konfidenzintervalle, die zugehorige Wahrscheinlichkeit 1—a Konfi-
denzniveau oder Vertrauensniveau. Aus der weiteren Diskusson wird klar, warum es
glinstig ist, das Vertrauensniveau in der Form 1 — « zu schreiben. Es sei ausdriicklich
darauf hingewiesen, daf} ein Konfidenzintervall den Zielparameter nicht enthalten mufl
dies tritt allerdings nur mit der geringen Wahrscheinlichkeit « ein.

Konfidenzintervalle vom Typ (3.15) nennt man zweiseitige Konfidenzintervalle.
Es sind auch einseitige Konfidenzintervalle

PO<6,)=1-« bzw.P(0, < 0) =1— «
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in Gebrauch. Eine haufig verwendetete Strategie zur Berechnung von Konfidenzinter-
vallen geht von einer sogenannten Pivotgrofie Z aus, welche folgende Eigenschaften
besitzen soll:

e / hangt nur von den Stichprobenwerten und dem Zielparameter 6 ab. Dieser
ist die einzige Unbekannte in Z.
e Die Wahrscheinlicheitsverteilung von Z hangt nicht von von 6 ab.

Man berechnet zuerst ein Konfidenzintervall fiir Z und rechnet dieses anschlieend
auf ein Konfidenzintervall fir # um. Folgendes Beispiel illustriert die Anwendung der
Pivotstrategie:

BEispiEL 3.3. Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsvariablen Y sei gegeben
durch die 1-parametrige Familie (6 > 0)

fry) = {%ey/g v=0

0 sonst

Um ein zweiseitiges Konfidenzintervall mit Konfidenzniveau 0.90 fiir # zu berech-
nen (a = 0.1), bilden wir zuerst die Pivotgréfie Z = %. Die Verteilungsdichte von Z
ergibt sich aus

Fz(2) = P(Z <z)=P(

<[ =

<z)=PY <0z) = Fy(02)

durch Differenzieren

fz(2) = {ez 2=

0 sonst

Ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 0.90 fiir Z ist geben durch
b
Pla<Z<b)— / F2(2) d= = 0.90.
Eine Moglichkeit, dies zu erreichen ist die Forderung

P(Z < a) = / e~ dz = 0.05(= %)
0

P(Z>b) = / e~*dz = 0.05(= %).
b

Dies ergibt
a=0.51, b = 2.996.

Die Konstruktion garantiert

Pla<Z <b)=Pla<— <b)=0.90.

[~
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a2
a2

ABB. 3.5

Eine einfache Umformung ergibt nun das Konfidenzintervall fiir 6:

—<9<L):0.90.
2.996 —  ~ 0.051
Der Intervallschatzer ist daher durch die Intervallgrenzen
S .
2.996 0.051
gegeben. Ein einziger Beobachtungswert von Y ergibt dann ein Intervall, welches den
wahren Parameter mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% einschlief3t.

P(

2.1. Konfidenzintervalle fiir grof3e Stichproben. Im vorigen Abschnitt haben
wir Punktschatzer fiir verschiedene Populationsparameter besprochen, vgl. Tabelle 3.1.
Nach dem zentralen Grenzwertsatz sind die standardisierten Schatzer

-0

9

(3.16) 7 =

fiir grofle Stichprobenumfange ungefahr standardnormalverteilt. Die Grofle Z kann
daher als Pivotgrofie genommen werden. Ein 1 — o Konfidenzintervall fiir 6 ergibt
sich daher auf folgende Weise: Wir berechnen zuerst ein 1 — o Konfidenzintervall fiir

Z
P(=2ap2 £ Z < 2p2) =1 -«

_ o
Za/g =& 1(1 — 5)
Der Wert von z,/, kann aus Tabellen entnommen werden. Die Abbildung 3.5 veran-

schaulicht die zu Grunde liegende Idee.
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Substituiert man fiir Z, ergibt sich

P(_Za/Q S

o < Zap) =1—a
bzw.
P(é — 20/205 < 0 < 0+ Zas205) =1 — a.
Die Endpunkte eines zweiseitigen 1 — o Konfidenzintervlles sind also gegeben durch
(3.17) 0, :é—ZQ/QUé, 0, :é+za/20é,
die Endpunkte eines einseitigen 1 — o Konfidenzintervalles durch
(3.18) 0, =0 — 2004, 0, =0+ 200p.

BEISPIEL 3.4. Zwei Kiihlschrankmarken A und B besitzen beide eine Garantie-
zeit von 1 Jahr. Bei einem Vergleichstest wurden 12 von 50 Geréten der Marke A und
12 von 60 Geraten der Marke B innerhalb der Garantiezeit defekt. Man bestimme
ein 98%-Konfidenzinterv all fiir den wahren Unterschied p; — py der Ausfallsquoten
im ersten Jahr.

Das Konfidenzintervall

0+ Za/20p

(]51 . ]52) 4+ 22 |P1q1 4 p292.
ny ng

Da die wahren Anteile p; und py nicht bekannt sind, werden sie durch die Punkt_schatzungen

p1 und py ersetzt (konsistenter wire oy durch den Punktschétzer 6, zu ersetzen, der
Unterschied ist jedoch geringfiigig). Auf diese Weise erhilt man mit p; = 2 = 0.24,

50
P2 =g = 0.2, ny = 50 ngy = 60, 2901 = (0.01) = 2.33 (aus Tabelle)
0.24-0.76  0.20-0.80

0.24 —0.20) £2.33 =0.04 £0.1851
( ) \/ 20 * 60 ’

hat nun die Form

also das Intervall
[—0.15,0.23].

Da dieses Intervall auch die Null enthalt, ist somit sowohl die Hypothese dafl sich die
beiden Kiihlschranksorten eigentlich nicht unterscheiden, aber auch die Hypothese,
dafl die Ausfallsrate bei Geraten der Marke B um 20% hoher ist als jen e der Marke
A, mit einem Konfidenzniveau von 98% glaubhaft. Der Vergleichstest ist also wenig
aussagekraftig.

Man kann diese Technik auch dazu benutzen, um den fiir ein gewiinschtes Kon-
fidenzniveau erforderlichen Stichprobenumfang abzuschatzen. Ein Beispiel veran-
schaulicht die Vorgangsweise:
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BEIsPIEL 3.5. Auf einen Reiz in einem psychologischen Experiment seien 2 Reak-
tionen, A oder B, moglich. Man mochte die Wahrscheinlichkeit abschatzen, dafi ein
Individuum nach dem Schema A reagiert. Der Schatzfehler soll hochstens 0.04 mit
einem Konfidenzniveau von 0.90 betragen. Wieviele Probanden miissen in die Un-
tersuchung aufgenommen werden? Eine rohe Schatzung der gesuchten Wahrschein-
lichkeit liegt bei 60%.

Das Konfidenzniveau betragt 1 — a = 0.90, also § = 0.05. Einer Tabelle der

Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung entnimmt man 2,95 = 1.645. Das
Konfidenzintervall ist durch [p — 200505, D + 20.0505] gegeben. Es wird also gefordert

200505 = 1.645, /% = 0.04.

Der Standardfehler o; héngt allerdings von der unbekannten Wahrscheinlichkeit p ab.
Wir beniitzen daher p &~ 0.6 und erhalten

0.6-0.4
n

1.645 =0.04

und daraus n = 406. (Ohne die Information p ~ 0.6 hatte man das Maximum von n
als Funktion von p bestimmen konnen).

3. Konfidenzintervalle fiir ;¢ und p; — o

In diesem Abschnitt betrachten wir Stichproben Xi,...,X,,, welche aus einer
normalverteilten Grundgesamtheit mit Zuriicklegen entnommen wurden. Fir die
Praxis bedeutet diese Annahme, dafl die Verteilung der Population, welche ja meist
erst durch die Stichprobe greifbar wird, zumindest glockenformig ist. Wir berech-
nen zuerst ein Konfidenzintervall fir das Populationsmittel, wenn V(X;) = o2 nicht
bekannt ist und der Stichprobenumfang so klein ist, da} die Methoden des vorigen
Abschnittes nicht angewendet werden konnen. Als Pivotgréfle wéahlen wir in diesem
Fall

_ X
- S/

Wir zeigen nun, daf§ T einer t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden gentigt. Dazu
benoétigen wir folgende Hilfsmittel:

T

LEMMA 3.1. Die Zufallsvariablen Xy, . .., X, seien N(u, o) verteilt und unabhdngig.
Dann sind das Stichprobenmittel X und der Zufallsvektor (X, —X), ..., (X, —X) sto-
chastisch unabhdingig. Dariiber hinaus sind auch X und S? stochastisch unabhdingig.

BEWEIS. Der Beweis dieser Aussage geht iiber den Umfang dieser Vorlesung hin-
aus. U
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PROPOSITION 3.7. Es sei X1, ..., X, eine unabhdngige Stichprobe aus einer nor-
malverteilten Grundgesamtheit mit Mittelwert p und Varianz o*. Dann geniigt

n—1)8* 1L .

_ 2
i=1
einer x2—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
BEwEIsskizzE. Wir bemerken zuerst, dafl
W= ;Z(Xi—M)Q :Z( pu )?

i=1 i=1

x?-verteilt ist und n Freiheitsgraden besitzt. Beriicksichtigt man >  (X; — X) =0,
erhalt man

W= D (Xi—p)? = ! (X - X+ X —p)

02 4 02 4

=1 i=1

1 & - X —pu
= — XZ—Xz 2EU V.
720G X (=

V ist x? verteilt, ferner sind U und V stochastisch unabhéngig. Nach Proposi-
tion 2.40 gilt daher f iir die momenterzeugende Funktion von W die Beziehung
My (t) = My (t)My(t), also

C My(t)  (1—2p)
T -2 n

My (t) = (1 —2t)~=1/2,

My ist demnach die momenterzeugende Funktion einer x2_,—verteilten Zufallsvari-
ablen. Nach dem Eindeutigkeitssatz Proposition 2.38 ist die Verteilung von U eine
x> Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. O

COROLLARY 3.2. Die Prifgrofie
_X—up
- S/Vn

15t t—verteilt mit n — 1 Fretheitsgraden.

(3.19) T

BEWEIS. Setzt man

_ _1)62
Z:X ] U:(n 1)S

a/yn’ o2

2
n—1

v=n-—1,

dann ist Z standard normalverteilt, U ist =2 -verteilt und somit besitzt nach Defin-

ition 2.28 \/57 eine t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Dieser Quotient ist aber
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gerade die Priifgrofie 7"

V(X —p)/o
V /V \/"1 /(n—1)

=T.

O

Wegen der Symmetrie der t—Verteilung um ¢ = 0 erhalt man ein 1 — o Konfidenzin-
tervall fiir p aus der Forderung

P(—taj2 €T < tapp) = 1—a

nach einfachen Manipulationen zu

(3.20) X - a/2\/s— X A+ taya j—]

wobei to /5 = F(1— $) einer Tabelle der ¢ Verteilung zu entnehmen ist. Auf analoge
Weise findet man, daf3

- S
/lu =X — lo—=
n
eine 1 — a untere Konfidenzschranke, bzw.
S

/:Lo:X—i_ta—

NG

eine 1 — o obere Konfidenzschranke fiir p darstellt.

BEISPIEL 3.6. Ein Erzeuger von SchiefSpulver mochte eine neue Mischung testen,
und mifit zu diesem Zweck die Miindungsgeschwindigkeit von 8 Projektilen (wegen
der Aufwendigkeit der Messungen sind nur kleine Stichproben moglich) (Angaben in

3005 2925 2935 2965
2995 3005 2937 2905

ft/sec). Gesucht ist ein 95%—Konfidenzintervall fiir die mittlere Miindungsgeschwin-
digkeit.

Nehmen wir an, dafl die Messungen normalverteilt sind. Dann ist ein 95%—
Konfidenzintervall durch die Intervallschitzer X + ¢, /g%gegeben. Fiir die konkrete
Mefreihe findet man & = 2959 und s = 39.1. Einer Tabelle der ¢—Verteilung ent-
nimmt man in der Zeile fiir n —1 = 7 Freiheitsgrade t,/2 = to.025 = 2.365. Dies ergibt
das Konfidenzintervall

39.1
2959 £ 2.3656——= = 2959 + 32.7.

V8

Wir wenden uns noch kurz dem Vergleich von 2 normalverteilten Populationen zu:
die Populationsmittel seien p1, bzw. ps, die Varianzen in beiden Populationen seien
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gleich: ¢} = 03 = 0%, Wir interessieren uns fiir den Unterschied in den Populations-

mitteln pq —pe und entnehmen zu diesem Zweck aus beiden Populationen voneinander
unabhéngige Stichproben von Umfang n; bzw. ny. Ein Konfidenzintervall kann aus
der Priifgrofie

g K= X)) — (=) _ (K= Xo) — (1 — pio)

2 2
of | o oL+ L
ni n2 ni n2

abgeleitet werden. Da die gemeinsame Varianz o2 nicht bekannt ist, konstruieren wir

vorerst einen erwartungstreuen Schétzer. Bezeichnen wir die Stichprobenvariablen

mit Xy;,..., X4, ¢ = 1,2, Ein Schatzer fiir die gemeinsame Varianz ergibt sich,

indem man die Varianzen der einzelnen Stichproben folgendermafien kombiniert:
it (X — X1)? + 3002 (Xig — Xo)? (1 — 1)S? + (o — 1)

3.21) 82 === = = ,
( ) p n1_|_n2_2 n1+n2—2

wobei S? den erwartungstreue Schitzer (3.10) fiir die Varianz der Population i = 1,2
bezeichnet. Wegen

n1—1 2 n2—1

E(S7) +

ist der kombinierte Schatzer S, in der Tat erwartungstreu. Die Zufallsvariable

E(S]) =

p

E(S3) = o?

n1+n2—2 n1+n2—2

(nl + n2 - 2 11 X1 e XZ‘Q — XQ 2
pum pr— —
W Z +2_ (=)

=1

ist die Summe zweier y?-verteilter Zufallsvariabler mit je n; — 1 bzw. ny — 1 Frei-
heitsgraden, vgl Proposition 3.7. Daher ist W selbst x?-verteilt mit v = n; + ng — 2
Freiheitsgraden. Die Zufallsvariablen Z und W sind stochastisch unabhéangig. Somit
besitzt die Pivotgrofe
(X1—X3)—(u1—p2)
A oS
VIW/v \/7(7114—7222—2)5; (n1 +ng — 2)

_ (X = Xo) — (i — )

Sor/ e + 7

eine t—Verteilung mit n;+ny—2 Freiheitsgraden. Fiir die Grenzen eines 1 —a Konfiden-
zintervalles fiir p11 — po erhalt man auf dieselbe Weise wie vorhin die Schatzfunktionen
1 1

3.22 Xy — Xo) £ta0S,4 ) — + —
(3.22) (X1 — Xa) £ ta2S) ol

wobei der Wert von /5 einer Tabelle der {—Verteilung mit ny +ny — 2 Freiheitsgraden
entnommen wird.
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BEISPIEL 3.7. Zur Erhchung der Produktivitdat werden die Arbeiter an einem
bestimmten Fliefband einer 3—wochigen Schulung unterzogen. Es soll nun ein neues
Schulungsprogramm getestet werden. Dazu werden je 9 Arbeiter nach der alten bzw.
neuen Methode eingeschult. AnschlieBend wird bei jedem Arbeiter die fir die Assem-
blierung eines Bauteils benétigte Zeit (in Minuten) gemessen

alte Methode 32 37 35 28 41 44 35 31 34
neue Methode 35 31 29 25 34 40 27 32 31

Man bestimme ein 95% Konfidenzintervall fiir den wahren Unterschied in den
mittleren Assemblierungszeiten.

Wir nehmen an, dafl diese Zeiten normalverteilt sind, und in beiden Gruppen die
gleiche Varianz haben. Die Auswertung der Stichproben ergibt

(3.23) 71 = 35.22 Ty = 31.56
9 9
(3.24) D (wa — 11)* = 195.56 > (w32 — )" = 160.22
i=1 =1
Der kombinierte Schatzer fiir die gemeinsame Varianz ergibt den Schatzwert
2 195.56 4 160.22
P 9+9-2
Aus der Tabelle fiir die t—Verteilung mit 9 +9 — 2 = 16 Freiheitsgraden entnimmt
man tg g5 = 2.120. Setzt man diese Werte in den Schétzer (3.22) ein, erhélt man
folgende Grenzen des Konfidenzintervalles

/1 1
(35.22 — 31.56) £ 2.120 - 4.71 9 + 9~ 3.66 +£4.71.

Das Konfidenzintervall [—1.05, 8.37] ist also sehr weit und enthélt sowohl positive wie
negative Werte. Eine Verkiirzung der mittleren Assemblierungszeiten wird also durch
diesen Test nicht belegt (zumindest nicht mit dem hohen Konfidenzniveau von 95 %).

=224 also s, = 4.71.

4. Konfidenzintervalle fiir o2

In manchen Anwendungen wird nicht nur ein Schétzwert, sondern auch ein Kon-
fidenzintervall fiir die Populationsvarianz benotigt. Beispielsweise ist man in der
Pharmazie nicht nur am mittleren Wirkstoffgehalt bei Tabletten interessiert, sondern
es sollte auch die Streuung der enthaltenen Wirkstoffmenge von Tablette zu Tablette
in vorgebenen Grenzen bleiben.

Wir gehen wieder von einer Stichprobe Xj,..., X, aus einer normalverteilten
Grundgesamtheit aus. Dann ist die Testgrofie

U:Z(XZ-U—QX)QZ (n—1)8

o2
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nach Proposition 3.7 x?-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden und entsprechend ein 1 —«
Konfidenzintervall fiir U gegeben durch

(n—1)52

P(xi < :

<xo)=1l-a
o
Da die Dichte der x?-Verteilung nicht symmetrisch ist, wahlen wir x2 und x?2 so, dafl
Fy» = % und F,2 = 1 — § und bezeichnen diese Grenzen mit X2 =x2 /2 bzw. x2 =
o, /o Diese Wahl liefert allgemein nicht das kiirzeste Konfidenzi ntervall, ist dafiir
aber leicht zu berechnen. Die Grenzen des entsprechenden 1 — o Konfidenzintervalles
fiir 02 sind demnach bestimmt durch die Schitzfunktionen

5 (n—1)52 5 (n—1)5?
(3.25) Xo="3—" Xo= =3

Xi-a/2 —a/2

BEISPIEL 3.8. Die Varianz von Messungen ist ein Maf} fiir die Giite der verwende-
ten Instrumente. Akustische Messungen ergaben die Werte 4.1dB, 5.2dB und 10.2dB.
Gesucht ist ein 95% Konfidenzintervall fiir o2.

Unter der Voraussetzung, dafl die verwendete Apparatur normalverteilte Messun-
gen liefert, ist ein 95% Konfidenzintervall fiir % durch (3.25) bestimmt: s? = 10.57,
n = 3 und a/2 = 0.05. Einer Tabelle der y?-Verteilung entnimmt man die Werte
X&.os = 5.991 und xZ o5 = 0.103. Dies ergibt die Grenzen

o 2-10.57 o 2-10.57

_ 21090 g d 2= 22020 9594
Xu = 75901 o M X = 703

Das 95% Konfidenzintervall ist wegen des geringen Stichprobenumfanges sehr weit.

Wir haben uns bisher fast ausschliellich mit dem Schéatzen von Populationspara-
metern beschaftigt. Es war deshalb meist klar, wie ein Schatzwert aus der Stichprobe
gewonnen werden konnte. In den beiden folgenden Abschnitten stellen wir systemati-
sche Verfahren zur Konstruktion von Schatzfunktionen vor. Das einfachste Verfahren
ist die Momentenmethode.

5. Momentenmethode

Erwartungswert und Varianz sind zwar die wichtigsten Kenngrofien einer Verteilung,
durch sie allein ist eine Verteilung jedoch noch nicht festgelegt. Erinnern wir uns:
Erwartungswert und Varianz konnen auch aufgefafit werden als erstes und zweites
Moment einer Verteilung X. Allgemein wurden die héheren Momente definiert durch

e = E(X"), k=1,2, ...

Die hoheren Momente bestimmen eindeutig die momenterzeugende Funktion und
damit auch die Verteilung. Die Momentenmethode beruht auf der Annahme, daf
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die k—ten Stichprobenmomente

1 n
3.26 =-) X}
(3.26) my, ”zzl i

eine verniinftige Naherung der entsprechenden Populationsmomente bieten. Angenom-
men, die Verteilung einer Zufallsvariablen X héngt von k& unbekannten Parame-
tern 6y,...,0; ab. Diese Abhangigkeit iibertragt sich auf die hoheren Momente

Wi = pi(bh,...,0;). Bei der Momentenmethode versucht man, Schitzwerte fir die
Parameter 64, ..., 0 durch Losen des nichtlinearen Gleichungssystems
(327) uz(Ql,,Hk):mZ, 221,,]{?

zu gewinnen. Wir veranschaulichen die Methode an zwei Beispielen:

BEISPIEL 3.9. Eine Stichprobe Xj,..., X, soll einer {iber [0,6] gleichverteilten
Grundgesamtheit entnommen und ein Schéatzwert flir # bestimmt werden.

Das erste Moment einer gleichverteilten Zufallsvariablen ist geben durch

2!
/"Ll_/“'t_2'

Das entsprechende Stichprobenmoment ist das Stichprobenmittel

i=1

Der Schétzwert flir 6 ergibt sich daher aus

M1:§:X

zu
Wir bemerken, dafl wegen

der Schatzer erwartungstreu ist.

BEisPIEL 3.10. Eine Stichprobe X, ..., X, wird einer Grundgesamtheit entnom-
men, in welcher das interessierende Merkmal Gamma verteilt ist mit den Parametern
(a, N).

Die ersten beiden Momente der Gamma Verteilung sind gegeben durch

o
M1 = i
ala+1)

py == p* +0° = 2
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Die Momentenschétzer (&, 5\) ergeben sich aus dem Gleichungssystem

Q@
—=m
\ 1
ala+1
D) _,,
Zu
. X
A - ﬁ’
.X?
a=—
Zu
~2 — l i X2 . X2
i3 Z
6. Maximum Likelihood Methode
Angenommen, die Verteilung einer Eigenschaft hangt von Parametern 6y, ..., 0
ab, welche mittels einer Stichprobe X, ..., X,, geschatzt werden sollen. Die gemein-

same Wahrscheinlichkeitsdichte (oder —verteilung bei diskreten Variable n) sei
fzr, .. x|, ..., 0k).

Man definiert die Likelihoodfunktion durch

(3.28) lik (6, ...,60k) = {(Xq,..., Xul01, ..., 0k).

Beobachten wir durch die Stichprobe also die Werte X; = x;, dann stellt bei einer
diskreten, gemeinsamen Verteilung die Likelihoodfunktion gerade die Wahrschein-
lichkeit in Abhéngigkeit von den Parametern 6§ = (64,...,0;) dar, die konkrete Stich-
probe zu ziehen. Der Maximum Likelihood Schitzer (MLS) fir 0 ist jener
Parametersatz é, welcher diese Wahrscheinlichkeit maximimiert.

Im Falle unabhangiger Stichprobenvariabler vereinfacht sich die Berechnung des
MLS, indem man zur logarithmischen Likelihoodfunktion /¢(f) iibergeht: in
diesem Falle ist namlich

lik (6) = [ [£(Xil6n,. .., 6)
i=1
und somit

(3.29) 06) = Zm [F(X;]601,...,00)]
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BEISPIEL 3.11. Die n—malige Wiederholung eines Bernoulliexperimentes ergab
die Werte z1,...,x,. Die Zahlen x; konnen nur die Werte 1 oder 0 annehmen, je
nachdem die i—te Wiederholung des Experimentes erfolgreich war oder nicht. Der
MLS fir die Erfolgswahrscheinlichkeit p ergibt sich aus der Likelihoodfunktion fiir
diese Stichprobe

lik (p) =P(X; =x1,..., Xy =xu|p) =p (1 —p)" ™
mit

1=1

aus der notwendigen Optimalitdtsbedingung lik (p)’ = 0 zu

.

b=—,

n
also jenen Schatzer, welchen wir bereits auf einer intuitiven Weise eingefiithrt haben.
Es ist klar, daf§ die Likelihoodfunktion in p das globale Maximum annimmt: es ist

nédmlich lik (p) > 0 und p der einzige stationdre Punkt in (0, 1).

BEISPIEL 3.12. Wir berechnen nun die MLS fiir Mittelwert p und Varianz o2

einer Normalverteilung aus einer Stichprobe Xj,...,X,. Die Stichprobenvariablen
seien unabhangig.

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte der Stichprobe X; = z;, ¢ = 1,...,n
ist wegen der Unabhangigkeit von X, ..., X, gegeben durch

lik (:uagz) = f(xh s ’xn|M702) = Hf(xi|uvo-2)
i=1

= 11 (J 1 exp(—(%‘Q_UQ'u)Q) = ( 1 )n/2 exp ( — % Z(xl - mz).

I 2w o2 —
Fiir die logarithmische Likelihoodfunktion erhélt man also

1 n
0, 0%) = —g Ino? — gln 27 — 552 Z(acZ — ).
i=1

Die stationaren Punkte der Likelihoodfunktion ergeben sich aus den Nullstellen des
Gradienten
o 1
= D ),
2
Op o i=1
ol n 1 1 < )
507 = 27 g 2T
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zZu
_ 1 <& _
=X, 62=>-3 (X, - X)
p=X, & n;( )

Man beachte, dafl zwar der Schatzer fiir das Populationsmittel erwartungstreu ist,
nicht aber jener fiir die Varianz.

BEISPIEL 3.13. Es sei Xi,..., X, eine Stichprobe einer auf [0, 0] gleichverteil-
ten Zufallsvariablen. Man bestimme den MLS fiir # unter der Annahme der Un-
abhangigkeit von Xy,..., X,,.

In diesem Falle ist die Likelihoodfunktion gegeben durch

ik (0) = f(z1,...,2,]0) = f(x1]|0) ... f(x,]0)

o falls 2;€[0,0,i=1,...,n
0 sonst

Die Likelihoodfunktion ist streng monoton fallend. Das Maximum wird daher fiir
den kleinsten Wert von 6§ angenommen, welcher mit den Nebenbedingungen z; < 6,

i =1,...,n vertraglich ist. Dies ist offenbar fiir § = max (x1,...,2,) der Fall. Somit
ist der MLS fiir 0

0 =max (X;,...,X,) = X

Dieser Schétzer ist nicht erwartungstreu. Wegen (2.123) ist die Verteilung von X,
gegeben durch

) (x) - 0 sonst

{9%(6%)"1 0<z <o

wobei 0* den wahren Wert von 6 bezeichnet. Der Erwartungswert von 0 ist demnach
gegeben durch

9*
E(é)zeﬁ/ 2" dr = ile*.

Diese Rechnung zeigt aber auch, daf§ die einfache Modifikation
14 1

n—+ - n+

n n

Xn)

ein erwartungstreuer Schétzer ist.

7. Asymptotische Eigenschaften eines MLS

In diesem Abschnitt skizzieren wir die asymptotische Verteilung eines MLS. Da
diese Untersuchungen sehr aufwendig sind, beschrinken wir uns auf den Fall eines
skalaren Parameters und verzichten auch auf Beweise. Wir bezeichnen den wahren
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Wert des Parameters mit 6%, ferner setzen wir unabhangige, identisch verteilte Stich-
probenvariablen X7, ..., z, voraus, sodafl die logarithmische Likelihoodfunktion ge-
geben ist durch

(o) = n f(Xil0)

Eine wesentliche Rolle bei der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens eines
MLS spielt die GroBe

(3.30) 16) = BLn f(X[0)],

wobei X eine der Stichprobenvariablen X, i = 1,..., n reprasentiert. Die Auswertung
von I(6) kann manchmal durch die Identitét

82
(3.31) I(0) = —FE|—

o I J(X)0)]

vereinfacht werden.

PROPOSITION 3.8. Es sei 0, ein MLS fur den unbekannten Parameter 6%, welcher
aus einer unabhdangigen, identisch verteilten Stichprobe vom Umfang n berechnet wird.
Unter geeigneten Glattheitsvoraussetzungen an die Wahrscheinlichkeitsdichte f gilt
dann

~

1. Die Folge der MLS (0,,) konvergiert stochastisch gegen 0*.

2. Die Folge der Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen (\/nl(0*)(0, — 6%))
konvergiert punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Standardnormalver-
teilung.

Der Mittelwert eines MLS ist also asymptotisch gleich 6*, seine Varianz ist as-
ymptotisch gleich @. Ein MLS ist also zumindest asymptotisch erwartungstreu.

Man kann diese Asymptotik verwenden, um ein ndherungsweises Konfidenzinter-
vall fiir den MLS in jenen Fallen zu berechnen, in welchen keine geeignete Pivotgrofie

zur Verfiigung steht. Man kann dann /nI(0%)(6, —6*) als PriifgroBe ansetzen. Da 0*

A~

nicht bekannt ist, ersetzt man I(6*) durch I(#). Dann ist aber auch \/nl(6)(6, — 6*)

asymptotisch standard normalverteilt. Somit ergibt sich ein ndherungsweises (1 — «)
Konfidenzintervall aus der Bedingung

P(—zap2 < /nI(0%)(0, — 0%) < zap) = 1 — .
Die Grenzen eines nédherungsweisesn(1 — «) Konfidenzintervalles sind daher durch die
Schatzfunktionen

~ ~ 1 ~ ~
(332) Gu = Gn — Za/g s 90 = Gn + Za/g

nI(0) nI(0)

1

gegeben.
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BEIsPIEL 3.14. Der MLS fiir den Parameter der Poissonverteilung ist

A= X.

Ein exaktes Konfidenzintervall kann aus dem Umstand, daB nA = > X selbst
wieder einer Poissonverteilung geniigt, abgeleitet werden. Fiir grofie Stichprobe-
numfinge kann man einfacher auf (3.32) zurtickgreifen. Wir berechnen zuerst

1) = B[ n FXN)P

In diesem Falle ist

AT
Fllh) = e
also
(AN)=Inf(z|]\) = -A+2xlnA —Inx!
und daher
X 1
IN=E(*=-1?2=—-.
N =E( -1 =

Darin ersetzt man A durch A\ = X. Dies ergibt die Grenzen eines approximativen

1 — o Konfidenzintervalles
_ I X
X + Za/g —.
n

8. Konsistenz von Schatzfunktionen

Wir haben bereits ausgefiihrt, dafl Erwartungstreue und geringe mittlere quadrati-
sche Abweichung wiinschenswerte Eigenschaften von Schatzfunktionen sind. Die mit-
tlere quadratische Abweichung ist geben durch

E((6—0)*)=V(0) + B,

wobei B = 6 — 6 den Bias des Schitzers bezeichnet. Fiir erwartungstreue Schatzer
fallt also die mittlere quadratische Abweichung gerade mit seiner Varianz zusammen.
Nach der Ungleichung von Tschebyscheff gilt

; ; 1 V(@
(3.33) P(l6 - BE()| > —op) < _ Vo)

o5 (J_é)2 g2

Je kleiner die Varianz des Schéatzers, desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit grofler
Abweichungen des Schatzwertes von seinem Erwartungswert, also dem wahren Para-
meter, falls der Schatzer erwartungstreu ist. Diese Uberlegung motiviert folgenden
Begriff
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DEFINITION 3.2. Es sei 0, eine Schatzfunktion, welche eine Stichprobe vom Um-
fang n verwendet. Der Schitzer 0,, heifit konsistent, wenn die Folge (0,,) stochastisch
gegen 0 konvergiert, d.h. wenn fiir jedes € > 0

lim P(|6, — 0] >¢) =0
qgilt.

Nach Proposition 3.8 sind Maximum Likelihood Schatzer fiir hinreichend glatte
Likelihoodfunktionen konsistent. Eine hinreichende Bedingung fiir Konsistenz folgt
aus (3.33):

~

PROPOSITION 3.9. Es sei (0,,) eine Folge erwartungstreuer Schétzer fir den Pa-

~

rameter 0. Die Schitzer (0,,) sind konsistent, wenn

lim V(6,) =0

n—oo

qgilt.

BEWEIS. Wegen der Erwartungstreue ist (3.33) gleichwertig mit

~

~ V (6,
P60, — 0] > ¢) < ( )
€
Daraus folgt die Behauptung. O
Es sei beispielsweise X7, ..., X, eine Stichprobe einer Grundgesamtheit mit Mittel

g und Varianz 2. Das Gesetz der grofien Zahlen bringt zum Ausdruck, daf das

Stichprobenmittel X,, ein konsistenter Schitzer fiir y ist.
Es ist nicht schwer, sich davon zu iiberzeugen, dafl fiir stochastisch konvergente
Folgen von Zufallsvariablen dieselben Regeln gelten, wie fur konvergente Folgen reeller

Zahlen. Konvergieren also die Folgen (6,,), bzw. (6,) stochastisch gegen 0 bzw. gegen
0, dann gilt auch

lim 6,,0,, = 00,
0, .
lim 7T soferne P(6 #0) =1

Als Anwendung zeigen wir, dal der erwartungstreue Schéatzer fiir die Popula-
tionsvarianz

1 _ n 1 n _
R DI L) SE RS O
] i=1

n
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i.A. konsistent ist. Es seien also X7,..., X,, unabhéangige Stichprobenvariable, deren
Momente E(X;) = u, E(X?) = pp und E(X}) = p4, ¢ = 1,...,n endlich sind.
Das zweite Stichprobenmoment % >oi, X7 ist das Mittel von unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsvariablen mit F(X?) = p, und V(X?) = E(X}) — E(X?)? = u? —
ps < oo. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen konvergiert %ZLI X? stochastisch
gegen 11, und X2 konvergiert stochastisch gegen p?. In der Folge konvergiert

1 & _
;;XE—Xi

stochastisch gegen po — p? = 02 und damit gilt auch lim,, ., S? = ¢ im Sinne der
stochastischen Konvergenz.
Ohne Beweis zitieren wir einen Spezialfall des Satzes von Slutsky:

PROPOSITION 3.10. FEs sei (U,) eine Folge von Zufallsvariablen, deren Verteilungs-
funktionen punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
konvergiert. Die Folge (W,,) konvergiere stochastisch gegen 1. Dann konvergiert die
Verteilungsfunktion von V[{/_Z punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Standard-
normalverteilung.

Als Anwendung erinnern wir daran, daf3 ein fiir groffe Stichproben giiltiges 1 — «
Konfidenzintervall fiir das Populationsmittel die Grenzen

- o

X £ 240—
/2 \/ﬁ

besitzt. Um die Grenzen auswertenzu konnen, wurde die unbekannte Populationsvari-

anz durch den Schatzer S? ersetzt. Proposition 3.10 bietet die theoretische Rechtfer-

tigung fiir diese Vorgangsweise: dem approximativen Konfidenzintervall

> Sn o Sn
X — a2 —» X a2 —
[ Za/2 Jn + Zay/2 \/ﬁ]
liegt die Pivotgrofie

X — ey,

Tn = \/ﬁ M = \/_ g -

S, Sn/o W,
zugrunde. Die Zufallsvariablen U, und W, erfiillen die Voraussetzungen von Propo-
sition 3.10, sodafl die Verteilung von Ty punktweise gegen jene der Standardnor-
malverteilung konvergiert. Die Testgrofien 7, sind also fiir groe Stichprobenumfange
ungefahr standard normalverteilt unabhangig von der Ausgangsverteilung der Stich-
probenvariablen X7, ..., X,,. Wir erinnern daran, dafl T}, einer ¢t—Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden geniigt, falls die Stichprobe einer normalverteilten Grundgesamtheit
entnommen wurde. Wir schlieen somit, dal die Verteilung der ¢—Verteilung punkt-
weise gegen jene der Standardnormalverteilung konvergiert, wenn die Anzahl der

Freiheitsgrade beliebig grofl wird.




126 3. SCHLIESSENDE STATISTIK

9. Relative Effizienz

Meist gibt es mehrere Moglickeiten, erwartungstreue Schatzer 6 fiir den Parameter
0 zu konstruieren. Wegen der geringeren Streuung der Schatzwerte bei wiederholten
Stichprobenentnahmen bevorzugt man meist den Schatzer mit der geringeren Varianz.
Der quantitative Vergleich zweier erwartungstreuer Schatzer wird durch folgenden
Begriff erleichtert.

DEFINITION 3.3. Es seien ?i, i = 1,2 erwartungstreue §chdtzer des selben Para-
meters 0. Die Effizienz von 0, relative zu 03, eff (01, 02) ist definiert durch das
Verhdltnis

-~ V(b
(3.34) off (6y,6,) = (62)
V(6:)
BEISPIEL 3.15. Esseien X1, ..., X, unabhangige, identisch verteilte Stichproben-

variable auf einer auf [0, 6] gleichverteilten Grundgesamtheit. Es wurde bereits gezeigt,
daB

A _n+1

0, = 2X, und 0y = Xn)
erwartungstreue Schatzer fiir 6 sind. Man verifiziere
; ¢ v VX)) 1,
V() =V(2X)=4V(X) =4 =—40
(0) =VX) = av(X) =4- ) = L2
~ n+1 n+1 1
V(lr) = V(——Xu) = V(X)) = ———: 0"
(01) = V(= —X@w) = (= =)V Xw) ")
und somit
PN 3
ft = 1 1.
e (91,92) n+2< s n >

Somit hat ég eine kleinere Varianz als él und ist daher als Schatzer vorzuziechen.

Im folgenden zeigen wir, dal die Varianz erwartungstreuer Schatzer eines Para-
meters nicht beliebig klein werden kann:

PropPOSITION 3.11 (Ungleichung von Cramer-Rao). Es seien Xy, ..., X, unab-
héngige, identisch verteilte Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(x]0*) und
6 = t(X1,...,X,) ein beliebiger erwartungstreuer Schatzer fir 6*. Wenn die Wahrschein-
lichkeitsdichte hinreichend glatt ist, dann gilt
1

(3.35) VO 2

wobei 1(60%) geben ist durch
0

1(0°) = Bl n f(X07)
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Das Bemerkenswerte an dieser Ungleichung ist, daf§ die untere Schranke scharf ist:
erwartungstreue Schéatzer, deren Varianz diese untere Schranke annehmen, heiflen
effizient. Wir haben bereits erwahnt, dafl die Varianz von Maximum Likelihood
Schatzern gegen die Cramer—Rao Schranke konvergieren. ML Schatzer sind daher
asymptotisch effizient.

BEWEISSKIZZE DER UNGLEICHUNG VON CRAMER—RAO. Wir setzen
f (X;]0%)

7= Z In f(X;|67) = 286X|0*’

das ist die Ableitung der logarithmischen Likelihoodfunktion. Wir zeigen zuerst
E(Z)=0.

Dies folgt aus dem Umstand, dafl der erwartungswert jedes summanden von Z Null
ist. In der Tat, es gilt doch (man beachte, da§ die Stichprobenvariablen identisch
verteilt sind)

fX\e*
86’ * *
E(*—F—- D) /69 (z|0%) f(z|0") dz
—f(l’l@*
89 0* 9*
(]6%) flal /39 (@

/f (2|0 d

Zusammen mit dem Umstand, daB Z eine Summe von stochastisch unabhangigen
Zufallsvariablen ist (dies ohne Beweis), erhélt man nun

V(Z) = 0V (S f(X107)

= nE(a% In £(X,]6°))* = nI(6").

Da fiir den Korrelationskoeffizienten p zwischen zwei Zufallsvariablen stets die Un-
gleichung p? < 1 gilt, folgt insbesonders

Cov%(Z,0) < V(Z)V(6),

also
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Die Behauptung folgt nun aus Cov (Z, A) = 1. Um dies einzusehen, beachten wir
vorerst Cov (Z,6) = E(Z0) (wegen E(Z) = 0). Somit ergibt sich

(X;]6%)
Cov (Z,0) = / /xl ZBGwaL fojw* dzy ... dz,

J

% Hizl f(lee*)

:/---/t(xl,...,xn)%Hf($j|9*)de1~nd$n
i=1

80/ / T1y...,T L (ZL‘jw) d{L‘l...de‘n|9:9*

0

_ae E(6)lo=o- _%9_1

In den mit * markierten Gleichungen wurde formal die Reihenfolge von Integration
und Differentiation vertauscht. Dies kann bei hinreichender Glattheit des Integranden
gerechtfertigt werden. O

BEISPIEL 3.16. In Beispiel 3.14 haben wir gesehen, daB A = X ein MLS fiir den
Parameter A der Poisson Verteilung darstellt. Bei dieser Gelegenheit haben wir auch

I()\) berechnet:

Somit gilt fiir jeden erwartungstreuen Schitzer 6, der eine unabhingige Stichprobe
verwendet, die Cramer—Rao Schranke fiir dessen Varianz

A

n’

V(0) >

Fur die Varianz des MLS findet man
_ o? A

V) =V(X)=—="72,
M=v=2=2
der MLS ist daher effizient. Kein anderer erwartungstreuer Schétzer kann eine kleinere

Varianz haben.

10. Suffizienz

Wir haben nun einige systematische Verfahren zur Konstruktion von Schatzfunk-
tionen fiir einen Parameter 6 kennengelernt. Die Schatzfunktion beniitzt die Stich-
probe, um einen Schatzwert fiir § zu berechnen. Wir wenden uns nun der naheliegen-
den Frage zu, ob eine gegebene Schatzfunktion alle Information verwendet,welche in
der Stichprobe iiber den Parameter 6 enthalten ist. Als Beispiel betrachten wir eine
Folge von Bernoulli Experimenten mit einer unbekannten Erfolgswahrscheinlichkeit p.
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Intuitiv sind wir iiberzeugt, dafl in der Gesamtanzahl von Erfolgen bei n Wiederholun-
gen des Experimentes die gesamte Information iiber p enthalten ist, also beispielsweise
die Reihenfolge, in welcher die Erfolge eintreten, irrelevant ist. Der folgende Begriff
formalisiert diese Vorstellung.

DEFINITION 3.4. Es sei Xy,..., X, Stichprobenvariable aus einer Grundgesamt-
heit, deren Verteilung von einem Parameter 8 abhangt. FEine Statistik bezeich-
net im Folgenden auch eine Funktion der Stichprobenvariablen. Eine Statistik T =
T(X1,...,X,) heifit suffizient (erschopfend), wenn die bedingte Verteilung

(3.36) PX=x,....X,=2,]T =t,0 =0)
fiir jeden Wert von t unabhdangig ist von 6.

BEISPIEL 3.17. Zur Illustration greifen wir noch einmal das Beispiel von n un-
abhangigen Wiederholungen eines Bernoulli Experimentes auf. Die i—te Wiederhol-
ung wird durch die Zufallsvariable X; beschrieben, deren Verteilung durch P(X; =
1©=p)=p, P(X;=0/© =p)=1—p, i =1,...,n, beschrieben. Wir betrachten
die Statistik 7= > | X;. Angenommen, bei n Wiederholungen des Experimentes
traten t Erfolge auf. Dann ist

PX=uxz,...,X,=2,T=t0©=p)
PT =116 =)

pl-p"t 1 N
{(n>pt(1_p)nt oy falls t = > | @,

P(X:.fl,,Xn:xn|T:ta@:p):

t
0 sonst

Da die bedingte Wahrscheinlichkeit (3.36) nicht von p abhéngt, ist die Statistik 7'
suffizient.

Wir geben nun eine in vielen Fallen leichter verifizierbare Charakterisierung der
Suffizienz einer Statistik.

PROPOSITION 3.12 (Faktorkriterium). Fine notwendige und hinreichende Bedin-
gung dafir, daf$ eine Statistik T(Xy,...,X,) suffizient ist fir einen Parameter 0,
besteht darin, daf$ die Likelihoodfunktion der Stichprobe faktorisiert in der Form

(3.37) lik () = f(x1,...,%a]0) = g(T(x1,...,%n),Oh(x1, ..., %)

Der Faktor g hangt also nur vom Wert der Statistik T fur die konkrete Stichprobe
und vom Parameter 6 ab, der Faktor h ist unabhdngig von 6.

BeEwEIS. Wir fithren den Beweis nur fiir den diskreten Fall und zeigen zuerst, dafl
eine Faktorisierung in der angegebenen Form hinreichend ist. Es ist

PT=t©=0)= Y  PXj=uz...,X,=12,[0=0)

— Z flzy,...,2,|0) = g(t,0) Z h(z1, ..., 2p).
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Somit erhalten wir fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit (3.36) (wir betrachten nur
T =1T(zy,...,z,), andernfalls ist die Wahrscheinlichkeit Null)

P(X=a1,...,X,=1,T =10 =0)
P(T =10 =0)

P(X=a1,..., Xp=a,]T=1,0 =0) =

_ g(t,h(xy, ..., x,)
g(t,0) ZT(m )=t h(z1,...,x,)

-----

h(zy,...,2,)

also einen Ausdruck, der von 6 nicht abhéngt. Die Statistik T'(Xj, ..., X,,) ist daher
suffizient.

Umgekehrt sei nun die Statistik 7'( X7, . . ., X,,) suffizient, die bedingte Wahrschein-
lichkeit (3.36) also von # unabhéngig. Setzt man

g(t,0) = P(T =t(z1,...,7,)|© = 0),
hzy,...,xn) = P(Xy =mq,..., X, =x,|T =t(x1,...,2,),0 =0)
findet man fiir die Wahrscheinlichkeit der Stichprobe fiir einen bestimmten Parameter

P(Xy=21,..., Xy =2,/0=0)=> P(Xy=2y,.... X, =2,/T =10 =0)P(T = |0 = 0)
t

=P(T =t(x1,...,2,)|© =0)P( X1 =21,..., X,y = 2, |T = t(x1,...,2,),0 = 0)
=g(t,0)h(zy,...,2,)
die Faktorisierung (3.37) und der Suffizienz von T'. O

COROLLARY 3.3. Wenn eine Statistik T suffizient ist fir einen Parameter 6,
dann ist der MLS fiir 6 eine Funktion von T.

BEWEIS. Nach Proposition 3.12 hat die Likelihoodfunktion die Form
lik (0) = g(t, 0)h(xq, ..., Xy).
und nimmt daher ihr Maximum an derselben Stelle wie g an. U

Dieser Satz stellt eine systematische Methode zur Verfiigung, suffiziente Statis-
tiken zu gewinnen:

BEIspPIEL 3.18. Wir betrachten wieder eine Folge von unabhangigen Bernoulli-
variablen X1,..., X, also P(X; = z|© = p) = p®(1—p)' =, x = 0, 1. Die Likelihood-
funktion einer Stichprobe ist daher gegeben durch

=1

P \sp o n
= =1t ]_ _ .
(T2)= (=)
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Sie besitzt also die Faktorisierung g(> ", z;, p)h(x1, ..., z,) mit

- P nox n
g(zxi,p):(fp)zzzl (1=p)",  h(zy,... %) =1,
=1

dies bestatigt, dal T'= )", X; eine suffiziente Statistik fiir p ist.

Proposition 3.12 wurde zwar nur fiir skalare Parameter formuliert, die charakter-
isierung gilt aber auch im mehrdimensionalen Fall:

BEISPIEL 3.19. Wir betrachten eine unabhangige Stichprobe aus einer normalverteil-
ten Grundgesamtheit mit Erwartungswert y und Varianz o2. Die Likelihoodfunktion
ist in diesem Fall gegeben durch

n

lik (p, 0?) = H

i=1

1 1

<D [~ (w1 — 1))

e
oV 2T

1 1 9
= WGXP [—@ Z(% — )7
1 1 <

= s P [ Qo = 2wk )

i=1 =1
n n
_ 2 2
—g(E xi7§ xi,,u,a).
=1 =1

Da dieser Ausdruck auBler von den Parametern nur mehr von ¢; = Z?:l x; und
ty = >0 a2 abhangt, sind Ty = Y1 | X; und Ty = > | X? suffiziente Statistiken
fir die Parameter (u,o0?).

PROPOSITION 3.13 (Satz von Rao—Blackwell). Es sei 0 ein erwartungstreuer Schitzer

~

fiir einen Parameter 6 mit V(0) und T eine suffiziente Statistik fiir 6. Setzt man
(3.38) 0* = E(0|T),
dann ist 0% ebenfalls ein erwartungstrever Schatzer fur 0 mit

V(6") < V(h).

BeEwEIssk1ZzE. Da T suffizient fiir 6 ist, ist die bedingte Verteilung jeder Statistik
(einschlieBlich §) unter 7' unabhiingig von §. Somit hingt 6* = E(|T) nur von der
Stichprobe, nicht aber von 6 ab, ist also selbst eine Statistik. Die Erwartungstreue
dieser Statistik ergibt sich aus Proposition 2.30:

E(0*) = E(E(|T)) = E(9) = 0.
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Analog berechnen wir die Varianz von 6* mit Hilfe von Proposition 2.31
V() =V (E@|T)) + E(VOT))
= V() +EV@IT)).

Wegen V(0|T = t) > 0 fiir alle ¢, folgt E(V(é|T)) > 0 und somit auch V(%) <
V(0). O

Dieser Satz zeigt, dafl ein erwartungstreuer Schatzer verbessert werden kann, wenn
man eine suffiziente Statistik fiir 7" kennt. Kann man den Schétzer von Rao—Blackwell
auf diese Weise verbessern? Nach der Definition des iterierten Erwartungswertes ist
6* eine Funktion von 7', z.B. * = R(T'), und man kann zeigen, daf§ daher eine erneute
Anwendung des Satzes keine Verbesserung mehr bringt. Dies liegt im wesentlichen
an E(h(T)|T) = h(T).

Da es fiir einen Parameter viele suffiziente Statistiken gibt, stellt sich die Frage,
welche dieser Statistiken man im Satz von Rao—Blackwell verwenden soll. Wir miis-
sen uns in dieser Hinsicht auf einige Hinweise beschranken: Typischerweise ergibt der
Faktorisierungssatz suffiziente Statistiken, welche in gewisser Weise optimal die Infor-
mation iiber den Parameter zusammenfassen. Man nennt derartige Statistiken min-
imale hinreichende Statistiken. Man kann nun zeigen, dafl der Rao—Blackwell
Schétzer minimale Varianz besitzt, also effizient ist, wenn man eine minimale suf-
fiziente Statistik verwendet. Die direkte Berechnung des bedingten Erwartungswertes
kann allerdings sehr aufwendig sein. In der Praxis geht man daher oft folgendermafien
vor: Wenn T eine minimale suffiziente Statistik ist und eine Funktion von 7', z.B.
h(T), mit E(h(T) = 6 gefunden werden kann, dann ist h(7T) der erwartungstreue
Schatzer minimaler Varianz fiir . Wir illustrieren diese Technik an einigen Beispie-
len.

BEispIEL 3.20. In Beispiel 3.18 haben wir mit Hilfe des Faktorisierungssatzes
gezeigt, da3 T = > | X, eine hinreichende Statistik fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit
p bei n Wiederholungen eines Bernoulli Experimentes ist. Aus

E(T) =np
schlieft man, daf3

T
==X
n

ein erwartungstreuer Schatzer fiir p ist. Da er mit Hilfe einer suffizienten Statis-
tik gebildet wurde, hat er minimale Varianz. Um diese Bemerkung zu verifizieren,
beachten wir einerseits V (p*) = p(lT_p) und berechnen andererseits die untere Schranke
fiir die Varianz einer erwartungstreuen Schatzers nach Cramer—Rao: dazu benétigt
man

0 02

I(p) = E[a—p In f(X|p)]* = —E[a—p2 In f(X|p)]
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mit
In f(zlp) = p*(1 = p)' .
Eine kurze Rechnung ergibt
1
I(p) = ———
p(1—p)

Nach Cramer—Rao ist daher die Varianz eines beliebigen erwartungstreuen Schétzers
nach unten beschrankt durch

A 1 1-—
nl(p) n
BEISPIEL 3.21. Die Weibullverteilung ist ein gutes Modell fiir Lebensdauern.
Ihre Dichte hangt von zwei positiven Parametern o und m ab:

m—1
mx m
f(zla,m) = e =", x> 0.
a
Essei X1, ..., X, eine unabhangige Stichprobe aus einer Weibull verteilten Population

mit m = 2. Gesucht ist ein eflizienter Schatzer fir «.
Als ersten Schritt bestimmen wir eine minimale suffiziente Statistik mit Hilfe des
Faktorisierungssatzes:
lik(0) = [ £l 2) = () exp (~= 30 a?)
i=1 i=1 i—=

=1

.

g

9>, 23,) h(z1,...;2n)
Dies ergibt die Statistik 77 = Y7  2?. Als néchstes bestimmen wir die Verteilung
von W = X2

Fu(w) = P(W < w) = P(X, < ) = Fy, ()
fur(w) = (Vi) e =

— = —e
2w«
Dies ist eine Exponentialverteilung mit Parameter A = L. Aus Proposition 2.27 ergibt

sich daher :

—w/oz.

7

E(X?)=E(W)=a  also E(Z X?) = na.
i=1
Die Statistik 7" ist daher zwar nicht erwartungstreu, aber

n
1
oz*:—g X?
n <
i=1

ist ein erwartungstreuer Schatzer fiir den Weibullparameter a. Da er aus einer mini-
malen suffizienten Statistik abgeleitet wurde, besitzt er minimale Varianz.
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11. Testen von Hypothesen

Das Ziel statistischer Verfahren ist stets, Information iiber unbekannte Popula-
tionsparameter aus Stichproben zu gewinnen. Zu diesem Zweck haben wir bereits
einige Schatzverfahren besprochen. Auf Populationsparameter kann man aber auch
durch Testen von statistischen Hypothesen schlieBen. In der Statistik versteht man
unter einer Hypothese eine Annahme tiber einen Populationsparameter. Ein Test
ist ein Priifverfahren, mit dessen Hilfe man entscheidet, ob man die Hypothese an-
nehmen oder verwerfen soll.

11.1. Das Neyman—Pearson Paradigma. Ein weit verbreitetes Testverfahren
wurde von Neyman und Pearson entwickelt. Schematisch geht man folgendermafien
vor: Man gruppiert Verteilungen in zwei Teilmengen. Die eine nennt man Nullhy-
pothese, die andere nennt man Alternativhypothese. Ahnlich dem Vorgehen bei
einem Widerspruchsbeweis versucht man die Alternativhypothese zu untermauern,
indem man zeigt, dal das Auftreten der gezogenen Stichprobe sehr unwahrscheinlich
ist, wenn die Nullhypothese wahr ware. Wir beschreiben die Vorgangsweise mit einem
Beispiel:

BeispiEL 3.22. FEin Kandidat K bei einer Wahl behauptet, dafl sein Stimmenan-
teil p iiber 50% liegen wiirde. Wir zweifeln jedoch an dieser Aussage, und mochten
die Annahme stiitzen, dafl der Stimmenanteil von K tatsdchlich unter 50% liegt.

Wir formulieren daher die Nullhypothese
Hy: p=50%
und die Alternativhypothese
H,: p < 50%.

Um zwischen den beiden Hypothesen entscheiden zu konnen, befragen wir n = 15
zufillig ausgewahlte Wahlberechtigte. Es sei T die Anzahl der Befragten, welche K
unterstiitzen. Wir vereinbaren, die Nullhypothese zu verwerfen, wenn 7" < 2 ausfallt.
Jeder statistische Test besteht aus diesen Komponenten

e Nullhypothese Hy

e Alternativhypothese H,
e Teststatistik T'

e Ablehnbereich A

Im Beispiel ist der Ablehnbereich durch A = {0, 1,2} gegeben. Finden wir
beispielsweise 7' = 1, werden wir gemafl unserer Vereinbarung die Nullhypothese
verwerfen, und die Alternativhypothese annehmen. Natiirlich nehmen wir dabei das
Risiko einer Fehlentscheidung in Kauf: Es ist ja nicht ausgeschlossen, dafl in einer
Stichprobe von 15 Wahlern nur 2 den Kandidaten K unterstiitzen. Allerdings ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer derartigen Stichprobe sehr klein. Allge-
mein sind folgende Fehlentscheidungen moglich:
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DEFINITION 3.5. FEin Fehler 1.Art liegt vor, wenn man die Nullhypothese ablehnt,

obwohl sie zutrifft. Die Wahrscheinlichkeit, einen solchen Fehler zu begehen, wird mit
a bezeichnet und heifit das Signifikanzniveau des Tests.
Akzeptiert man hingegen die Nullhypothese, obwohl sie falsch ist, wenn also die Al-

ternativhypothese zutrifft, dann spricht man von einem Fehler 2. Art. Die Wahrschein-

lichkeit eines fehlers 2. Art wird mit 3 bezeichnet.

BEISPIEL 3.23 (Fortsetzung von Beispiel 3.22). Im Beispiel der Wahlchancen des
Kandidaten K bedeutet ein Fehler 1. Art, dafl wir faschlicherweise schlieffen, dafi K
die Wahl verliert, obwohl er sie gewinnen wird. Ein Fehler 2. Art liegt vor, wenn wir
einen Wahlsieg von K prognostizieren, obwohl K tatséachlich verlieren wird. Wie grof§
sind diese beiden Risken? Da die Teststatistik 7" unter der Annahme der Giiltigkeit
von Hj einer Binomialverteilung mit n = 15 und p = 0.5 folgt, berechnet man den
Fehler 1.Art aus

a = P(Verwerfen von Hy, wenn H, zutrifft) = P(T € A|H,)

2
15
:P@g2m=Qa:§:(t)ww:om4

t=0

(der Wert von « wurde einer Tabelle der Binomialverteilung entnommen). Die Berech-
nung der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2.Art ist ungleich schwieriger. Man kann
eine Vorstellung von diesem Risiko bekommen, indem man aus der Menge der Al-
ternativhypothesen eine besonders relevante herausgreift und fiir diese den Fehler 2.
Art berechnet. Sind wir beispielsweise der Meinung, dafi der Stimmenanteil von K
eher bei p = 0.3 liegt, findet man

B = P(Annahme von Hy, wenn H,: p = 0.3 zutrifft) = P(T ¢ Alp = 0.3)
— P(T>2p=03)=1— P(T < 2|p=0.3) = 0.873.

Der Test wird uns also nahezu immer (mit 87% Wahrscheinlichkeit) dazu fithren,
einen Wahlsieg von K vorherzusagen, selbst dann, wenn dessen wahrer Stimmenanteil
nur bei 30% liegt. Selbst wenn der Stimmenanteil von K nur bei 10% liegt, liegt die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art noch immer bei 18%)!

Eine Moglichkeit, das Risiko eines Fehlers 2.Art zu reduzieren, besteht in der
VergroBerung des Ablehnbereiches fiir Hy. Dies erhoht allerdings das Risiko fiir einen
Fehler 1.Art.

BEISPIEL 3.24 (Fortsetzung von Beispiel 3.22). Nimmt man als Ablehnbereich A
{T' < 4} ist das neue Signifikanzniveau des Testes a = 0.15, die Wahrscheinlichkeit
des Fehlers 2.Art falls p = 0.3, ergibt sich nun zu g = 0.28. Die Wahrscheinlichkeiten
der beiden Fehler sind nun zwar besser ausgewogen, beide sind aber noch immer in-
akzeptabel hoch. Die einzige Moglichkeit, beide Risken zu vermindern, besteht in der
Erhohung des Umfanges der Stichprobe.
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Solange keine zuverliafligen Schatzungen des Risikos fiir einen Fehler 2. Art vor-
liegen, sollte man im Falle T" ¢ A die Nullhypothese nicht annehmen, sondern nur
schlieBen, dafl die Nullhypothese auf Grund der Stichprobe nicht verworfen werden
kann.

Wir beenden diesen einfithrenden Abschnitt mit einigen weiteren Bermerkungen:
Nullhypothese und Alternativhypothese gehen asymmetrisch in das Neyman—Pearson
Paradigma ein. Die Festlegung der Null- bzw. der Alternativhypothese hangt von der
konkreten Anwendung und dem Zweck des Testes ab. Richtlinien fiir das Festlegen
der Nullhypothese sind u.a.:

e In vielen Fallen sind die Konsequenzen einer falschlichen Verwerfung einer der
beiden Hypothesen unterschiedlich schwerwiegend. Als Nullhypothese nimmt
man jene, deren irrtiimliche Verwerfung die gravierenderen Konsequenzen be-
sitzt, da der Fehler 1.Art durch das Signifikanzniveau des Testes kontrolliert
werden kann.

e Als Nullhypothese nimmt man oft jene Hypothese, deren Glaubwiirdigkeit
durch die Stichprobe erschiittert werden soll.

e In manchen Féllen ist es zweckméaflig, die mathematisch einfachere Hypothese
als Nullhypothese anzusetzen.

Der Leser hat sich vielleicht bereits gewundert, warum in Beispiel 3.22 als Null-
hypothese nicht Hj: p > 0.5, das logische Gegenteil von H,, formuliert wurde. Dafiir
sollen 2 Griinde angefiihrt werden. Zum einen steht nicht die Nullhypothese im Bren-
npunkt, sondern wir mochten ja die Alternativhypothese statistisch untermauern.
Andererseits stellt sich heraus, dal die Nullhypothese Hj zu den gleichen Schliissen
fihrt wie Hy.

12. Der Z—Test fiir grof3e Stichproben

Angenommen wir testen eine Hypothese iiber einen Populationsparameter 6 mit-
tels einer unabhangigen Stichprobe X, ..., z,. Wir entwickeln einen Test, dem ein
erwartungstreuer Punktschatzer d fiir 0 zugrundegelegt wird, der (zumindest fiir grofie
Stichproben) annéhernd normalverteilt ist mit Mittel # und Standardfehler ;. Ferner
sei = 0 ein Parameterwert, der gegen 6 > 6, getestet werden soll. Die einfachere
der beiden Hypothesen ist 6 = 6, welche wir daher als Nullhypothese wahlen. Wenn
der Schatzwert é(:pl, ..., x,) in der Ndhe von 6, liegt, haben wir keinen Grund, die
Nullhypothese zu verwerfen. Gilt 8* > 6,, fir den wahren Wert 6* von 6, dann
werden auch die Schatzwerte mit hoher Wahrscheinlichkeit grofler als 6, ausfallen.
Abbildung 3.6 zeigt die Stichprobenverteilung von 6 fiir 0* ~ 6, und 6* > 6.

Dies legt A = {0 > k} als Ablehnbereich nahe. Die Charakteristika des Testes
sind demnach

L] H(]I 0= 90

e H,: 0 >0, )

e Teststatistik: 6
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wverteilung f,

Stichproben

ABB. 3.6. Stichprobenverteilung Fj

e Ablehnbereich: A = {0 > k}

Der tatsachliche Wert von k£ wird durch das Risiko eines Fehlers 1.Art, welches
wir einzugehen bereit sind, gesteuert. Es sei also o gegeben. Unter der Annahme
der Giiltigkeit der Nullhypothese ist § normalverteilt mit Mittel 6, und Standard-

abweichung o;. Bei einem Test mit dem Signifikanzniveau a lehnen wir somit die
Nullhypothese ab, wenn

0—0, 0
2_
o g

P(0 > 6y +0) = P(

) =«

gilt. Da Z = é’;ﬁ standard normalverteilt ist, folgt
6

0= Za0gh
Zo = 071 —q)

Abbildung 3.7 veranschaulicht die Vorgangsweise.

Die vorige Uberlegung zeigt, daf der Test dquivalent ist zu
o H(]I 0= 90

o H,: 0> 00 R

o Teststatistik: Z = ‘9;@

e Ablehnbereich: A = ?z > Zat

Natiirlich kann man die Nullhypothese Hy: 6 = 6, auch gegen H,: 6 < 6, testen.
In beiden Fallen ergibt sich ein einseitiger Test. Will man hingegen nur irgenwelche
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Ablehnung
von H0

ABB. 3.7. Ablehnbereich

Abweichungen des Parameters von 6, aufdecken, dann verwendet man einen zwei-
seitigen Test, bei welchem Hy: 0 = 0y gegen H,: 0 # 6, getestet wird. Wir stellen
in der folgenden Tabelle die verschiedenen Versionen des Z-Testes zusammen:

TABELLE 3.2. Z—Test fiir grofle Stichproben

H02 0= (90
0 > (90
H,: 0 < (90
0 # 6,
Teststatistik: Z = 9;—‘?
6
{z > 24}
Ablehnbereich: A =< {2z < z,}
{I2[ > za/2}

Wir weisen auch darauf hin, daf§ durch die Nullhypothese im Z-Test die jeweilige
Verteilung eindeutig festgelegt ist. Hypothesen mit dieser Eigenschaft nennt man
einfach. Hypothesen, welche nicht einfach sind, heiflen zusammengesetzt. Die
Alternativhypothesen im Z—Test sind Beispiele fiir zusammengesetzte Hypothesen.

BEISPIEL 3.25. Ein Personalchef einer grofien Gesellschaft ist mit den Mitarbei-
tern des Auflendienstes unzufrieden, da sie pro Woche nicht mehr als 15 Abschliisse im
Mittel tatigen. Um diese Behauptung zu testen (und nach Moglichkeit zu widerlegen),
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wurden (vom Betriebsrat) 36 Vertreter ausgewéhlt und die Anzahl der Abschliisse
in einer zufallig ausgewahlten Woche registriert. Dies ergab einen Mittelwert von
17 Abschliissen mit einer Varianz von 9. Kann die Behauptung des Personalchefs
widerlegt werden? Man verwende einen Test mit Signifikanzniveau o = 0.05.

Da der Betriebsrat die Glaubwiirdigkeit der Behauptung des Personalchefs er-
schiittern will und statistische Evidenz fiir die Behauptung sucht, fiir die mittlere
Anzahl p der Abschliisse gelte doch g > 15, formulieren wir als Null-, und Alterna-
tivhypothese

Hy: p =15, Hy:p>15.

Als Punktschatzer fiir 4 kann man das Stichprobenmittel verwenden. Dies fithrt auf
die standard normalverteilte Teststatistik

I NG
Der Ablehnbereich ist gegeben durch A = {z > 2905 = 1.645}. Die unbekannte
Populationsvarianz o2 kann wegen des grofen Stichprobenumfanges durch die Stich-
probenvarianz s> = 9 angenihert werden. Der beobachtete Wert der Teststatistik ist
daher angenahert gleich

L_Top 1715
s/vn 3/v/36

Wegen z € A wird die Nullhypothese Hy: = 15 verworfen. Das Risiko dabei eine
Fehlentscheidung zu treffen betragt nur 5%.

4.

BEISPIEL 3.26. In einer Studie sollen die Reaktionszeiten von Frauen und Méannern
auf einen bestimmten Reiz verglichen werden. Ein Experiment mit jeweils zufallig
ausgewahlten 50 Frauen und Mannern ergab

ny = 50 Mo = 50
T = 3.6 sec Ty = 3.8 sec
S% =0.18 s% =0.14

Kann man auf Grund der Daten auf einen Unterschied der wahren mittleren Reak-
tionszeiten von Frauen und Méannern schliefen (Signifikanzniveau ov = 0.05.)

Wenn wir die Hypothese, dafi die wahren mittleren Reaktionszeiten u;, @ = 1,2,
verschieden sind, festigen wollen, testen wir die Nullhypothese

Ho: ppg —p2 =0
gegen die Alternativhypothese
H,: py — pg # 0.
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Der Punktschétzer fiir pq — po ist X; — X, und erfiillt die Voraussetzungen, um
als Grundlage eines Z-Testes dienen zu konnen. Will man also die Nullhypothese
Hy: iy — o = Dy gegen eine Alternativhypothese testen, ist

,_ (X -X) Dy

eine geeignete Teststatistik. Im Beispiel ist Dy = 0. Wegen des grofien Stichproben-
umfanges kann man die Populationsvarianzen ¢? jeweils durch die Stichprobenvari-
anzen s?, 1 = 1,2, approximieren. Der Ablehnbereich bei einer zweiseitigen Alterna-
tive ist gegeben durch {|z| > zp25 = 1.96}. Die Auswertung der Teststatistik ergibt
den Wert

3.6 — 3.8
r=—— 22 = 25

018 | 0.14
ERE
Wegen z € A kann man auf dem Signifikanzniveau von a = 0.05 die Nullhypothese

verwerfen und auf einen Unterschied in den Reaktionszeiten bei Mannern und bei
Frauen schlieflen.

12.1. Das Risiko eines Fehlers 2.Art beim Z—Test. Wir skizzieren das
Vorgehen fiir den einseitigen Test

H0:9:90, Ha29>90.
mit dem Ablehnbereich
A={0>k =00+ 2,05},

Da die Alternativhypothese zusammengesetzt ist, konnen wir die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers 2. Art nur fiir spezielle Parameter aus H, bestimmen. Angenommen,
wir denken an eine spezielle Alternative, § = 6, > 6, dann folgt

B(6.) = P(T ¢ Al6a) = P(0 < k|6.)

(3.39) i _ _
:P(e bu _ k ea):cp(k 0,
7 T T

),

da ja é;# standard normalverteilt ist, falls § = 6, der wahre Wert des Parameters
. 6

1st.

BEISPIEL 3.27 (Fortsetzung von Beispiel 3.25). Angenommen der Personalchef
mochte nun die bereits erhobenen Daten (n = 36, £ = 17 und s* = 9) verwenden um
die Nullhypothese Hy: = 15 gegen die spezielle Alternativhypothese H,: u = 16 zu
testen. Man bestimme (3(16) fiir diesen Test.

Der Ablehnbereich in Beispiel 3.25 war gegeben durch

T — o

NG

g

NG

z > 1.645 also T > pg+ 1.645
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14 15 k 16 17

Akzeptiere HD Verwerfe HD

ABB. 3.8

also
T > 15.823
Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art folgt aus (3.39)

300 = (=),

und somit
£3(16) = 0.36.

Der grofie Wert von (3 zeigt, dafl mit der Stichprobengréfie n = 36 der Test nicht die
Trennschéarfe besitzt, um einen Unterschied von 1 Abschlufl in den Mitteln aufzulosen,

vgl. Abbildung 3.8

12.2. Die Bestimmung des Stichprobenumfanges. Wir betrachten wieder
einen Test von Hy: 0 = 6y gegen H,: 6 > 6,. Wenn wir die Werte von a und (3
vorgeben, wobei 3 fiir eine spezielle Alternative 6, > 6, ausgewertet wird, also

é—eo k—90 _
*= PG > oy = P> =)
e_ea k_ea _ —z
b= PCITm < om0 = PlZa< =2)

fordern, erhalt man die Gleichungen

k— 0y k—0,

TNV
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Daraus folgt der erforderliche Stichprobenumfang

- (Za + 25)2(72
B (9a_90>2 .

BEISPIEL 3.28 (Fortsetzung von Beispiel 3.27). Man bestimme den erforderlichen
Stichprobenumfang, um die in Beispiel 3.27 benotigte Genauigkeit des Testes mit
a = = 0.05 zu gewéhrleisten. Setzt man die Daten in (3.40) ein, erhdlt man

(1.645 + 1.645)% - 9

" (16 — 15)2

(3.40)

13. Der p—Wert eines Testes

Das Signifikanzniveau eines Testes gibt die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art
an. Die Wahl des Signifikanzniveaus unterliegt allerdings keinen objektiven Kriterien.
Dies kann zur Folge haben, dafl zwei Personen aus demselben Datensatz kontrére
Schliisse ziehen. Die eine verwendet einen Test mit dem Signifikanzniveau von o =
0.05 und verwirft die Nullhypothese, die andere verwendet denselben Test mit o =
0.01 und kommt zurm Schlufl dafl die Daten nicht stark genug, sind die Nullhypothese
zu verwerfen. Diese Willkiirlichkeit wird durch den Begriff des p—Wertes eliminiert.

DEFINITION 3.6. Derp—Wert eines Testes, p*, ist das kleinste Signifikanzniveau
a, fur welches die beobachteten Daten das Verwerfen der Nullhypothese rechifertigen.

Der p—Wert ist die Wahrscheinlichkeit, die konkrete Teststatistik zu beobachten,
falls die Giiltigkeit der Nullhypothese angenommen wird. Der p-Wert hangt also
nur von den Daten ab Je kleiner der p—Wert ausfallt, desto deutlicher weisen die
Daten darauf hin, die Nullhypothese zu verwerfen. Oft teilt man nur den p—Wert
mit, und iiberldBt es dem Beniitzer (Auftraggeber), den Test zu interpretieren und
ein geeignetes Signifikanzniveau festzulegen.

BEISPIEL 3.29 (Fortsetzung von Beispiel 3.25). In Beispiel 3.25 wurde Hy: p =
0.5 gegen H,: p < 0.5 getestet. Als Teststatistik wurde X, die Anzahl der Wéhler von
K verwendet. Man bestimme den p—Wert, wenn X = 3 Personen in einer Stichprobe
von 15 Befragten K gewahlt haben.

Der grofite Ablehnbereich, der mit der Stichprobe vertraglich ist, ist gegeben durch
{X < 3}. Somit folgt der p—Wert

p* = P({X < 3[p=0.5) = 0.018

Jedes Signifikanzniveau o > p* fithrt zur Ablehnung der Nullhypothese, fir o < p*
sind die Daten nicht aussagekriftig genug, um die Nullhypothese abzulehnen.

BEISPIEL 3.30 (Fortsetzung von Beispiel 3.26). Wir bestimmen nun den p—Wert
fiir den zweiseitigen Test Hy: p; —pe = 0 gegen H,: g — po # 0. Die Teststatistik Z
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war standard normalverteilt, beobachtet wurde der Wert z = —2.5. Fiir den p—Wert
findet man somit

p* = P(|Z] > 2.5) = 0.0124.

14. Test von Hypothesen iiber y bzw. p; — po bei kleinen Stichproben

Bei der Konstruktion des allgemeinen Z—Tests sind wir davon ausgegangen, dafl
die Stichprobe so grof} ist, dafl die Testgrofe

-6

99

Z

anndahernd standard normalverteilt ist. In diesem Abschnitt werden wir von dieser
Vorausetzung abgehen und Tests entwickeln, welche fiir kleine Stichproben geeignet
sind. Allerdings ist es nun notwendig, anzunehmen, daf} die Stichprobe einer nor-
malverteilten Population entnommen wurde.

14.1. Einfacher T-Test. Es sei Xi,..., X, eine unabhangige Stichprobe aus
einer N(u, o) verteilten Population. Der Erwartungswert p und die Varianz o2 seien
nicht bekannt, sie kénnen jedoch durch das Stichprobenmittel X und die Stichproben-
varianz S? geschiitzt werden. Es wurde in Abschnitt 3 gezeigt, daf die Testgrofle

X — o
T =
S/\/n
einer t — Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden folgt, wenn die Nullhypothese Hy: p =
o zutrifft. (Es sei darauf hingewiesen, daf8 die Nullhypothese nicht einfach ist, da sie
ja die Varianz der Population offen 148t). Der Ablehnbereich héngt von der Alterna-

tivhypothese ab, und wird wie beim Z-Test festgelegt. Dies ergibt folgende Varianten
des einfachen T-Tests:

Einfacher T-Test fiir ;2 (kleine Stichproben)
Hy: 0 = o

.
M > fho
Hy: S p < po
7\M7’£M0

Teststatistik: T = %, t— verteilt, n — 1 Freiheitsgrade

({T > t,}
Ablehnbereich: A = < {T < —t,}

{IT] > a2}
to ist bestimmt durch die Forderung P(T > t,) = .
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BEIspIEL 3.31 (Fortsetzung von Beispiel 3.6). In Beispiel 3.6 wurde ein Konfi-
denzintervall fiir die Miindungsgeschwindigkeit von Projektilen aus Messungen fiir 8
Geschofle berechnet. Es ergab sich eine mittlere Miindungsgeschwindigkeit = 2959
ft/sec und eine Standardabweichung s = 39.1 ft/sec. Der Erzeuger des SchieBpul-
vers behauptet, dafl fiir das neue Pulver die mittlere Miindungsgeschwindigkeit nicht
kleiner sei als 3000 ft/sec. Kann man mit Hilfe dieser Stichprobe die Behauptung
des Erzeugers mit einem Signifikanzniveau von 0,025 widerlegen?

Unter der Voraussetzung, dafl die gemessenen Geschwindigkeiten normal verteilt
sind, setzen wir einen T-Test von Hy: p = 3000 gegen H,: o < 3000 an. Die Test-
statistik besitzt n = 7 Freiheitsgrade. Dies fiihrt auf den Ablehnbereich A = {t <
—to.025 = —2.365}. Die Auswertung der Teststatistik ergibt

T —po 2959 — 3000
s/v/n 39.1//8
Wegen t € A kann auf dem Signifikanzniveau 0,025 die Nullhypothese verwerfen,

und schlieflen, daf§ die mittlere Miindungsgeschwindigkeit tatsachlich kleiner als 3000
ft/sec ist.

t = —2.966.

14.2. Doppelter T—Test fiir j; —puy. Eine weitere Anwendung der t—Verteilung
ergibt sich beim Vergleich von der Populationsmittel von zwei normalverteilten Popu-
lationen, deren Varianzen gleich, aber nicht notwendig bekannt sein miissen. Es seien
also Xj1,..., X, ¢ = 1,2, unabhangige Stichproben aus den beiden Populationen
mit dem Populationsmittel p; und der Populationsvarianz o2. Ferner seien X; und
S? die jeweiligen Stichprobenmittel, bzw. die Stichprobenvarianzen. In Abschnitt 3
wurde gezeigt, daf3 die Priifgrofie

T — (X1 — X2) — (1 — pro)
Sp 1 _|_L
ni no

t—verteilt ist mit ny + ny — 2 Freiheitsgraden, wobei Sz ein gewichtetes Mittel der
Stichprobenvarianzen darstellt,

ny+ng —2 ’

(
52 =

Wenn man die Nullhypothese Hy: p1; — pg = Dy fiir einen festen Wert von D, gegen
eine Alternative testet, dann besitzt

eine t—Verteilung mit n; +n9o — 2 Freiheitsgraden, falls die Nullhypothese zutrifft. Wie
beim Z-Test erhalt man daher folgende Varianten des doppelten T-Testes:
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Doppelter T-Test fiir 3 — uo (kleine Stichproben)
Ho: pin — pi2 = Do

p1 — pz2 > Dy
Hq: q 1 — pa < Do
p — p2 # Do
o g X1—X9)—D, . . .
Teststatistik: 7T = ﬁ, t—verteilt, ny + ny — 2 Freiheitsgrade
{T'>t.}
Ablehnbereich: A = ¢ {T < —t,}
{T| > tay2}
to ist bestimmt durch die Forderung P(T > t,) = «.

BEISPIEL 3.32. Arbeiter, welche an einem Flieband Bauteile zusammensetzen,
werden nach 2 verschiedenen Methoden eingeschult. Um die Effizienz der beiden
Methoden zu vergleichen, wurde bei je 9 Arbeitern, die fiir die Assemblierung benotigte
Zeit gemessen. Zusammengefaflt ergaben sich folgende Werte

ny = 9 N9 = 9
T, = 35.22 sec Ty = 31.56 sec
Z?:l(xli — .Tl)Q = 195.56 Z?:l(l'zi — .T2>2 = 160.22

Kann man auf dem Signifikanzniveau 0.05 behaupten, dafl die beiden Ausbil-
dungsmethoden zu unterschiedlichen mittleren Assemblierungszeiten fithren?

Da wir Ho: pp — pe = 0 gegen H,: g — o # 0 testen, ist ein zweiseitiger Test zu
verwenden. Der Ablehnbereich ist also {|T'| > ta2}, mit to/0 = to.025 = 2.120 ( fiir 16
Freiheitsgrade) festgelegt. Als Schitzung der gemeinsamen Populationsvarianz erhélt
man 3129 = 22.24, also s, = 4.72. Die Auswertung der Teststatistik ergibt

Ty —Tp  35.22—31.56

Sp\f s+ AT24 /544
einen Wert, der nicht in den Ablehnbereich fillt. Die Daten sind daher nicht stark
genug, um auf dem Signifikanzniveau von 0.05 die Nullhypothese zu verwerfen. Wie

wir bereits ausgefithrt haben, fithrt dieses Testergebnis nicht automatisch zur An-
nahme von H.

15. Testen von Hypothesen iiber Varianzen

15.1. y?>-Streuungstest. Es sei Xi,..., X, eine unabhingige Stichprobe aus
einer N(u,o) verteilten Grundgesamtheit. Es soll die Nullhypothese Hy: 0% = o3



146 3. SCHLIESSENDE STATISTIK

gegen verschiedene Alternativen getestet werden. Wenn die Nullhypothese gilt, dann

besitzt
n—1)S?
PR}
)

eine Y2~ Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Wie soll beispielsweise der Ablehnbere-
ich definiert werden, wenn als Alternativhypothese H,: 0 > o7 gewéhlt wird? Wenn
die Alternative zutrifft, dann erwarten wir eher einen Wert fiir die Stichprobenvari-
anz S? mit S? > o2, d.h. die Teststatistik x* nimmt grofe Werte an. Das Sig-
nifikanzniveau a kann daher sichergestellt werden , wenn man

A={x">xa}
festlegt, wobei x2 durch

P(x*>x3) =a
festgelegt wird. Analog geht man bei den anderen Alternativhypothesen vor. Zusam-
menfassend erhalt man folgende Moglichkeiten:

x2 — Streuungstest

C g2 — 52
Hy: 0% = o}

)
o? > o}
H,: o< o?

2 4 2
Calaky

Teststatistik: T = M, 3 -verteilt, n — 1 Freiheitsgrade

90
({T > 2}
Ablehnbereich: A= ¢ {T < x?_,}

{T > X203 U{T < XT_, 0}
X2 ist bestimmt durch die Forderung P(x* > x2) = a.

BeispiEL 3.33. Eine Firma erzeugt Prazisionsteile, deren Durchmesser eine Vari-
anz von hochstens 0.0002 mm aufweisen diirfen. Eine Stichprobe von 10 Teilen ergab
eine Stichprobenvarianz von s? = 0.0003. Man teste auf dem Signifikanzniveau 0.05
die Nullhypothese Hy: 02 = 0.0002 gegen die Alternativhypothese Hy: o > 0.0002.

Wenn die Durchmesser der Teile normalverteilt sind, besitzt die Testgroe eine y2-
Verteilung mit 9 Freiheitsgraden. Wir lehnen Hy daher ab, wenn T > x2 .5 = 16,919
ausfallt. Der beobachtete Wert der Teststatistik betragt

~1)s2 9-0.0003
(n 2>S - = 13.5.
o2 0.0002

Es gibt daher nicht genug Evidenz, um die Nullhypothese auf dem Niveau 0.05
abzulehnen.

t =
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15.2. Der F-Test fiir 07 — 05. Wir wenden uns dem Vergleich der Varianzen
von zwei Populationen zu. Wir nehmen an, dafl beide Populationen normalverteilt mit
Mittelwert p; und Varianz o2, i = 1,2, sind. Wir betrachten den Test Hy: 07 = o3
gegen H,: 07 > o3 und entnehmen aus den Populationen unabhangige Stichproben
Xit, ..., Xin,. Da die Stichprobenvarianzen S? Schitzwerte fiir die Populationsvari-
anzen sind, liegt es nahe, Hy zu verwerfen, wenn S? > 57 gilt. Dies legt den Ablehn-

bereich
S?
= 4 — k
A=tg>H

nahe, wobei k so bestimmt wird, dafl die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art durch

a begrenzt ist. Beachtet man, daf3 (m;ié)S? unabhéngige, y?-verteilte Zufallsvariablen

mit n; — 1 Freiheitsgraden sind, folgt aus der Definition 2.29, daf} die Testgrofe

(n1-1)S7
2 2
F— J%(Tnfl) _ S10'2
(n2—1)S3 22(7%

J%(ngfl)

eine F—Verteilung mit ny — 1 Zahler— und ny — 1 Nennerfreiheitsgraden besitzt. Unter
der Voraussetzung der Giltigkeit der Nullhypothese gilt aber

St

F="21
S27

soda3 der Ablehnbereich geschrieben werden kann in der Form
A=A{F> fa}

geschrieben werden kann. Da die Indizierung der beiden Populationen vollkommen
beliebig ist, kann man vereinbaren, jene Population, deren Varianz in H, grofler
angenommen wird, mit dem Index 1 zu versehen. Wenn nur ein Unterschied in den
Varianzen aufgedeckt werden soll, wenn also Hy: 02 = 03 gegen H,: 0} # o2 getestet
werden soll, kann man analog vorgehen: die groflere Stichprobenvarianz wird in den
Zéhler der Teststatistik F' geschrieben, als Ablehnbereich ist A = {F > f,/0} zu
nehmen.
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F — Test
" o} > o3
a- 9 N
07 7£ gy
Teststatistik: - F = g_; F—verteilt, ny — 1 Zahler, ny — 1 Nennerfreiheitsgrade
F
Ablehnbereich: A = {F > fo}
{F > fa/Q}

fa ist bestimmt durch die Forderung P(F > f,) = a.

BEisPIEL 3.34. Ein Experiment zum Vergleich der Schmerzgrenzen gegeniiber
Elektroschocks bei Mannern und Frauen ergab folgendes Resultat:

Méanner Frauen

n 14 10
z 16.2 14.9
s2 12. 26.4

Kann man auf Grund der Daten auf einem Signifikanzniveau von 0.10 auf einen
signifikanten Unterschied in der Variabilitat der Schmerzgrenzen bei Mannern und
Frauen schlieflen?

Wir gehen wieder von der Annahme aus, daf§ die Schmerzgrenzen bei beiden
Geschlechtern ungefihr normal verteilt sind und testen Hy: 03, = 0% gegen H,: 03, #
o%. Die groflere Stichprobenvarianz ist jene der Frauen. Wir setzen die Teststatistik
daher an als F' = 5—]21\22, welche F—verteilt ist und 9 Zahler— und 13 Nennerfreiheits-

grade besitzt. Der Ablehnbereich ist durch A = {F > f,/» = 2.71} gegeben. Die
Auswertung der Teststatistik ergibt f = %‘; = 2.079. Wegen f ¢ A kann daher die
Nullhypothese nicht verworfen werden.

16. Dualitat zwischen Konfidenzintervall und Hypothesentest

In Abschnitt 2 wurde ein (1 — a) — Konfidenzintervall fiir einen Populationspara-
meter 6 konstruiert, welches fiir grofle Stichproben anwendbar ist:

conf (0) = [0 — 20/20p, 0+ Za /204

Dem zweiseitigen Konfidenzintervall entspricht ein zweiseitiger Z—Test Hy: 0 = 6,
versus H,: 0 # 6, zum Signifikanzniveau «, der die Nullhypothese verwirft, wenn die
Testgrofie
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in den Ablehnbereich
A={|z| > Za/g}

fallt. In diesem Zusammenhang nennt man das Komplement des Ablehnbereiches A
Akzeptanzbereich. Driickt man den Akzeptanzbereich wieder durch 6 aus, erhélt
man

A={z<z,0} = = Za/204, 0+ Za)204) = conf ().

Die Nullhypothese Hy: 8 = 6y wird also genau dann nicht verworfen, wenn 6, €
conf () liegt. Das (1 — a) — Konfidenzintervall fiir 6 enthélt also genau jene Parame-
ter, fiir welche auf dem Signifikanzniveau « die Nullhypothese nicht verworfen wird.
Da jeder Wert von 6y im (1 — ) — Konfidenzintervall auf dem Signifikanzniveau «
akzeptabel ist, ist es nicht sinnvoll, ohne weiter Zusatzinformation, etwa iiber das
Risiko eines Fehlers 2.Art, die Nullhypothese, dafl § gerade den Wert 6, annimmt, zu
akzeptieren, wenn die Testgrofle in den Akzeptanzbereich fallt.

Wir zeigen nun, dafl diese Dualitat allgemeiner gilt. Dazu betrachten wir eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, welche nur von einem Parameter 6 € I1
abhéngt. Ferner fassen wir die Stichprobe in einem Zufallsvektor X zusammen. Wir
testen die Nullhypothese Hy: 6 = 6, gegen eine Alternative und verwenden dafiir die
Testgrofe T = T(X) mit dem Akzeptanzbereich A(6y) (= [fy — Za)204,00 — Za)20]
im vorigen Beispiel). Dann gilt

PROPOSITION 3.14. Fur jeden Wert von 6 € 11 gebe es einen Test fir Hy: 0 = 6
gegen eine Alternative zum Signifikanzniveau . Dann gilt mit den obigen Bezeich-
nungen

1. Die Menge
C(X) ={0:T(X) € A(6)}

ist eine (1 — a)—Konfidenzmenge fiir 6.
2. Ist umgekehrt C(X) eine (1 — a)-Konfidenzmenge fiir 0, dann ist

A(by) = {T(X): 6y € C(X)}

ein Akzeptanzbereich fir einen Test der Nullhypothese Hy: 0 = 0y zum Niveau
.

Die erste Behauptung stellt fest, dafl ein (1 — a)~Konfidenzbereich fiir # aus jenen
Parametern 6, besteht, fiir welche die Nullhypothese 8§ = 6y zum Niveau « nicht
verworfen werden kann. Die zweite Behauptung sagt aus, dafl die Nullhypothese
nicht verworfen wird, wenn 6, im Konfidenzbereich liegt.

BEWEIS. Da A(f) der Akzeptanzbereich eines Tests zum Niveau « ist, gilt offen-
sichtlich

P(T(X) € A(6)|0 =6)) =1—a
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und daher auch wegen der Definition von C(X)
P(fy € C(X)|0 = 0,) = P(T(X) € A(0)|0 = ) = 1 —
Umgekehrt sei nun C(X) ein (1 — o)-Konfidenzbereich, d.h. es gilt

—

P(90 € C(X)\G = 90) =1-a.
Fiir einen Test zum Niveau « folgt dann
P(T(X) € A(6p)]|0 = 0,) = P(6y € C(X)|0 =6p) =1 —av.
0

Diese Dualitat kann niitzlich sein, wenn zum Beispiel der Akzeptanzbereich fiir einen
Test auf direkte Weise schwer zuganglich ist, aber ein Konfidenzintervall berechnet
werden kann.

17. Die Macht eines Testes und das Neyman—Pearson Lemma

Die Giite eines Testes kann durch das Signifikanzniveau o und die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlers 2.Art § beurteilt werden. Ein verwandtes Konzept ist die Macht
eines Testes

DEFINITION 3.7. Es sei A der Ablehnbereich eines Testes einer Hypothese iiber
einen Parameter 6 und T' die dabei verwendete Teststatistik. Die Macht des Testes,
G(0), ist die Wahrscheinlichkeit, mit welcher der Test zur Ablehnung der Nullhy-

pothese fiihrt, wenn der wahre Parameter den Wert 0 hat, also
G(O) = P(T € Al =0)

Die Macht eines Testes ist eng mit der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2.Art
verkniipft. Wenn wir die Nullhypothese Hy: 6 = 6, testen, dann gilt offensichtlich
G(0y) = a. Wihlt man einen Parameter 6, aus der Alternativhypothese, folgt

G(0,) = P(verwerfe Hy|0,)
= 1 — P(akzeptiere Hy|0,) = 1 — ((6,).

Ein idealer Test wiirde mit Sicherheit jede Abweichung von der Nullhypothese
Hy: 0 = 6y aufdecken, d.h. es sollte G(0,) = 1 fiir 6, # 6y gelten. Dies ist in der
Praxis nicht moglich, da fiir einen festen Stichprobenumfang o und /3 nicht gleichzeitig
beliebig klein gemacht werden kénnen. In der Praxis geht man daher folgendermafien
vor: man wahlt einen festen Wert fiir o und versucht den Ablehnbereich so zu bes-
timmen, dafl die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art fiir jede mogliche Alternative
minimal wird, d.h. die Macht des Testes maximal wird. Das Lemma von Neyman—
Pearson, fiir dessen Beweis wir auf die einschlagige Literatur verweisen, gibt eine
Losung in einer einfachen Situation:



17. DIE MACHT EINES TESTES UND DAS NEYMAN-PEARSON LEMMA 151

PROPOSITION 3.15 (Lemma von Neyman-Pearson). Wir betrachten einen Test
der einfachen Nullhypothese Hy: 6 = 6y gegen die einfache Alternativhypothese H,: 6 =
0,. Ferner sei lik (8) die Likelihoodfunktion einer Stichprobe Xi,...,x,. Dann hat
der Likelithood Quotienten Test, welcher die Teststatistik

ik (6o)
1k (6,)
und den Ablehnbereich T < k verwendet, fiir ein gegebenes Signifikanzniveau o mazx-

imale Macht in 0,. Die Konstante k ist so einzurichten, daf§ die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers 1.Art gerade durch o begrenzt wird.

Diesem Test liegt die Heuristik zugrunde, dafl kleine Werte von }it EZZ; andeuten,

dafB die konkrete Stichprobe unter Hy sehr unwahrscheinlich ist gegeniiber dem Auftreten
der Stichprobe unter H;.

BEISPIEL 3.35. Es sei X eine Einzelbeobachtung einer Zufallsvariablen mit der
Verteilungsdichte

021, 0<z<1

0 sonst.

f(x)0) = {

Man bestimme den machtigsten Test zum Signifikanzniveau a = 0.05 von Hy: 6§ = 2
versus H,: 0 = 1.
Da beide Hypothesen einfach sind, kann der méachtigste Test mit Hilfe des Neyman—
Pearson Lemmas gefunden werden. Dazu berechnet man zuerst
lik (60) _ f(x]60)
lik (62)  f(x]0a)
der machtigste Test verwendet daher einen Ablehnbereich der Form
A={2x < k} bzw. A={z <k},

0 < K < 1. Der aktuelle Wert von &’ wird durch das geforderte Signifikanzniveau
festgelegt:

=2z, O0<z<l.

k/
0.05= Pz e Al =2) = / 27 dv = (K')?.
0

Somit gilt & = 1/0.05, der optimale Ablehnbereich ist somit durch
A ={z <+0.05}

festgelegt. Unter allen Tests mit dem Signifikanzniveau 0.05 von Hy gegen H, hat
dieser Test das kleinste Risiko eines Fehlers 2. Art.

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Neyman—Pearson Lem-
mas ist die Einfachheit von Null- und Alternativhypothese. In manchen Fallen kann
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der méchtigtste Test auch fiir Hy: 6 = 6y gegen H,: 6 > 6y mit dieser Technik be-
stimmt werden. Dazu bestimmt man zuerst den machtigsten Test fiir Hy: 60 = 6,
gegen H}: 0 = 6, fiir eine beliebige Wahl von 6, aus der Alternative. Wenn die Form
des Ablehnbereiches unabhéangig von 6, ist, hat man gleichzeitig den sogenannten
gleichmaflig machtigsten Test fir Hy: 0 = 6, gegen H,: 6 > 6, gefunden.

BEIspIEL 3.36. Es sei Xi,..., X, eine unabhangige Stichprobe aus einer nor-
malverteilten Population mit unbekanntem Erwartungswert p und bekannter Vari-

anz o2. Man bestimme den gleichméBig machtigsten Test von Hy: p = o gegen

Hy:p> po.

Im ersten Schritt bestimmen wir den machtigsten Test fir Hy: p = po gegen
H:: 1= p, fir ein beliebiges p, > . Die Likelihood Funktion der Stichprobe ist
gegeben durch

: 1 n 1 - 2
lik (1) = ( ) exp(—5— Y (i~ n)?).

oV 2 T‘Q

i=

Der Ablehnbereich des méchtigsten Testes von Hy versus H; ist daher bestimmt durch

lik (410) RS 2 2 --Lk
()~ (07 2l = ) = (o = ) < 75
(der Einfachheit halber wurde die Konstante %k in der speziellen Form angesetzt).
Eine einfache Umformung ergibt die Ungleichung

20T (o — po) +1(pg — ) > k
bzw. (g > po)
k+n(ug — 1)
2n(pa — po)

Der michtigste Test von Hy gegen H* verwendet also die Teststatistik 7= X und
den Ablehnbereich

A={X >k},
die Konstante k&’ wird bestimmt durch das Signifikanzniveau des Testes
a=P(X € Alp=p) =PX > K|u=po).

Der Ablehnbereich ist somit unabhangig von pu,: jeder Wert von pu, > po flihrt
auf denselben Ablehnungsbereich. Dieser Ablehnbereich und die Teststatistik T
definieren also den gleichmafBiig machtigsten Test von Hy: = po gegen Hy: p > pg.
Unter der Voraussetzung von Hy ist die Teststatistik X N (o, o/+/n) verteilt. Die
Bedingung fiir &’ ist somit gleichwertig mit

X - K —
Ho > Ho

P(X > K|p= po) = P( NI

) = .
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Setzt man

k?/_/io_za

kann der Ablehnbereich geschrieben werden in der Form

A={p> po+ %z(&)}.

Da ff\;‘ﬁo standard normalverteilt ist, gilt z(a) = ® (1 — ). Diese Uberlegung zeigt,

daB der gleichmafig méchtigste Test von Hy: u = po gegen Hy: p > po identisch ist
mit dem entsprechenden Z-Test aus Abschnitt 12.

18. Der verallgemeinerte Likelihood Quotiententest

Der Likelihood Quotiententest einer einfachen Nullhypothese gegen eine Alterna-
tive ist nach dem Neyman-Pearson Lemma optimal. Der verallgemeinerte Likelihood
Quotiententest ist in der Lage, zusammengesetzte Null-, und/oder Alternativhy-
pothesen zu verarbeiten. Es kommt beispielsweise héufig vor, daf§ die Hypothesen
die zugrundeliegende Verteilung nicht eindeutig festlegen, da noch weitere Parameter
frei bleiben, z.B. Hy: = g bei einer Normalverteilung, wenn p und o2 unbekannt
sind.

Wir fassen im Folgenden alle unbekannten Parameter zu einem Vektor § € R*
zusammen. Die Nullhypothese spezifiziere § € O, die Alternativhypothese behaupte
0 € ©,, wobei Oy N O, = (.Ferner sei © = 0y U O,. Ein plausibles Maf} fur die
relative Giiltigkeit der Hypothesen, ist das Verhaltnis ihrer Likelihoodfunktionen,
in denen man jeden unbekannten Parameter durch den entsprechenden Maximum
Likelihoodschatzer ersetzt:

Verallgemeinerter Maximumlikelihood Quotiententest

Es sei L(@O) die Likelihoodfunktion der Stichprobe, in der man alle unbekannten Pa-
rameter durch ihre Maximum Likelihoodschétzer unter der Nebenbedingung 6 € O
ersetzt. Analog wird L(é) konstruiert, die MLS werden allerdings der Nebenbedin-
gung # € © unterworfen.

Der verallgemeinerte Maximumlikelihood Quotiententest verwendet die Teststatistik
_ L(©y)  maxgpee, lik ()

L(é) maxgpeo lik (9)
und verwirft die Nullhypothese Hy: 6 € O zugunsten der Alternativhypothese H,: 6 €
O, falls T < k.
Offensichtlich gilt stets 0 < T" < 1. Kleine Werte von T bedeuten, dafl die Wahrschein-
lichkeit der Stichprobe unter Hy klein im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit ihres
Auftretens, falls H, gilt. Der tatsichliche Wert von k wird durch das Signifikanzniveau

des Testes festgelegt. Der verallgemeinerte Maximumlikelihood Quotiententest ist im
allgemeinen nicht optimal.
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BeispiEL 3.37. Es sei Xi,...,z, eine unabhangige Stichprobe aus einer normal
verteilten Population mit unbekannten Erwartungswert p und unbekannter Varianz
o?. Man konstruiere einen Likelihood Quotiententest von Hy: pu = g gegen Hy: p >
Ho-

In diesem Beispiel ist Og = {(p0,0?): 0% > 0}, O, = {(p,0%): p > po,0* > 0}
und © = {(u,0%): p > po,0%* > 0}. Die Likelihoodfunktion der Stichprobe ist
gegeben durch

ik (1.%) = (=) (5 el D (s = )

Um L(@O) zu bestimmen, benotigen wir den MLS fiir o2 unter der Nebenbedingung
1= po. Wie in Beispiel 3.12 findet man

n

R 1
O'g = ﬁ Z(XZ — ILLQ)Q.

i=1
Somit ist L(Oy) gegeben durch lik (p, 52), also

L(®0) = (=) ()2

Fiir die Berechnung von L(©) ist das Maximum von lik (i, 02) auf © = [, 00) x
(0, 00) zu bestimmen. Nach Beispiel 3.12 sind die unrestringierten Maximum Likeli-
hood Schatzer gegeben durch

i=1

Falls ({1,6%) ¢ © wird das Maximum auf dem Rand von © angenommen. Wegen
lim,z2 o lik (@, 02) = 0, p € R, wird das Maximum fiir 1 = pp angenommen. Die MLS
fiir 4 und o sind demnach

(7, 6%) = ()_(,0%) falls ):( > 11
(o, 05) falls X < po,

und somit

i)

Loy = [ G s X >
(22 falls X < pg
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Die Teststatistik ergibt sich daher zu

L(© 6%
- 2O _ (T
L(@) g

Z::'lzl(Xi_MO)2 B
1 X < po.

{(M)"ﬂ falls X > o

Wie bereits erwahnt, gilt 0 < T < 1. T = 1 bedeutet, daf3 die Stichproben unter
beiden Hypothesen gleich wahrscheinlich sind. Es besteht daher kein Grund H, zu
verwerfen. Fir die Schranke k& im Ablehnbereich A = {T" < k} folgt demnach 0 <
k < 1. Wegen

n n

D (X — o)’ =D (X = X)* +n(X — o)

i=1 i=1

laBt sich die Bedingung fiir die Ablehnung der Nullhypothese T' < k umschreiben in

< k2/n,

dies ist aquivalent zu

bzw. zu

mit

n—14%
=1

Da T < k < 1 die Ungleichung X > po nach sich zieht, erhilt man schlielich
X — o
> — 1)K
T > V=R

d.h. der verallgemeinerte Likelihood Quotienten Test ist dquivalent zum einfachen
T-Test.

Allerdings fithrt der Maximum Likelihood Quotiententest nicht immer auf eine
Teststatistik, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung bekannt ist. Unter bestimmten Re-
gularitatsbedingungen an die Verteilung der Population kann man die asymptotische
Verteilung der Teststatistik angeben:
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PROPOSITION 3.16. Wir betrachten den verallgemeinerten Maximum Likelihood
Quotiententest fiir Hy: 0 € ©q gegen H,: 0 € ©,. Es seiry die Anzahl der Parameter
(= Koordinaten von 0 ), welche durch Hy: 0 € ©q festgelegt werden, r sei die Anzahl
der durch die Bedingung 0 € © = Oy U O, fizierten Parameter, ro > r. Dann ist
—2InT fiir grofe Stichproben anndhernd x*-verteilt mit ro — r Freiheitsgraden.

BEispiEL 3.38. Ein Geschéftsmann mochte die Anzahl der wochentlich aus 2
verschiedenen Filialen seines Unternehmens eintreffenden Beschwerden vergleichen.
100 unabhéngige Aufzeichnungen ergaben ein Wochenmittel von z; = 20 fiir Filiale
A, bzw. T, = 22 fir Filiale B. Ausgehend von der Annahme, daf§ die Anzahl der Be-
schwerden pro Woche in beiden Filialen Poisson verteilt ist mit dem Erwartungswert
0;,i=1,2 teste man Hy: 0; = 05 gegen H,: 0, # 0 auf dem Niveau 0.01.

Die Likelihoodfunktion der beiden Stichproben X i, ..., X; 100, ¢ = 1,2, ist durch
deren gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben
1
k!
k! = z1! 21! - 01!+ - 29, und n = 100. Ferner setzen wir O = {(61,6s): 0 =
02,01‘ > 0,1 = ]_,2}, 0, = {(91,02)1 0, 7& 02,&@ > 0,1 = 1,2} und © = {(‘91,02)1 0; >
0,7 =1,2}. Wenn die Nullhypothese gilt, hangt die Likelihoodfunktion nur mehr von
einem Parameter, dem gemeinsamen Wert 6 von 6;, ab und vereinfacht sich zu

lik (917 02) = 012 Xile—n91 9223 XiQe—n6’27

1
lik (9, (9) — E@E(Xi1+xi2)ef2n9.
Sie nimmt demnach ihr Maximum im MLS fiir # an. Eine einfache Rechnung ergibt
;1 1
6 = % Z(xll + l‘ig) = 5(}(1 + X2)-
Somit folgt

1 . = _ .
L(@O) — HQnX1+nX2€—2n6"
Die Berechnung von L(©) erfordert die MLS fiir §;, welche durch

~

0;=X;, i=1,2
gegeben sind. Dies ergibt

1
k!

é’i’LXl égX2€—nél—nég )

L(©) =
Somit folgt die Teststatistik
P Lo IR Tyt
L(©)  gpXgyxe (X)) (Xg)n e

Setzt man die Beobachtungen ein, erhalt man

1
T — (5(20 + 22))100(20+22)20100-2022100~22
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also
—2InT = —2[42001n 21 — 200 1n 20 — 2200 In 22] = 9.53.

Die Nullhypothese fixiert einen Freiheitsgrad, ro = 1, in © sind beide Parameter
voneinander unabhangig, also r = 0. Wegen des grolen Umfangs der Stichprobe ist
—21InT daher annihernd x? verteilt mit ry — r = 1 Freiheitsgraden. Kleinen Werten
von T entsprechen grofle Werte von —2In7T. Da der beobachtete Wert von —21InT
grofer ist als x3,, = 6.635 verwerfen wir die Nullhypothese auf dem Niveau 0.01
und schlieflen, dafl die mittlere Anzahl der Beschwerden pro Woche in beiden Filialen
tatsachlich verschieden sind.



