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CHAPTER 1

Funktionen in mehreren Veranderlichen

1. Grundlagen

Viele grundlegende Konzepte sind fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen und
fiir Funktionen in einer Veranderlichen gleich. Unterschiede ergeben sich in deren
Umsetzung durch den unterschiedlichen Umgebungsbegrift:

K(xg,e) ={zx € R": ||z — xo|| < &}

wird als e-Umgebung von zy € R™ bezeichnet. Die Entfernung des Punktes z von xq
wird mit einer Norm gemessen. Allgemein ist eine Norm eine Abbildung ||-||: R* —
R mit folgenden Eigenschaften:

(N1) ||z|| > 0, ||z]]| = 0 < x =0 fiir alle x € R™.
(N2) [|Az|| = |Al||=|| fir alle A € R und = € R™.
(N3) ||z + yl| < ||z]| + |ly|| fiir alle z, y € R™ (Dreiecksungleichung).

Man beachte die Analogie zum Betrag einer reellen oder komplexen Zahl. Das Stan-
dardbeispiel einer Norm in R" ist die euklidische Norm

el = (D€
i=1

(x = (&,...,&)), welche fiir n = 2 und n = 3 den anschaulichen Abstandsbegriff in
der Ebene bzw. im Raum beschreibt. K(xg,¢) beschreibt daher eine offene Kreiss-
cheibe (Kugel) (d.h. ohne Rand) mit Mittelpunkt 2 und Radius € in R? (bzw. im
R?). Neben der euklidischen Norm sind auch andere Normen im R™ in Gebrauch, auf
die wir hier nicht eingehen.

Man beachte, dafl dem R"™ a priori keine Ordnung aufgepragt ist, sodafl einseitige
Konzepte (z.B. links-, rechtsseitige Grenzwerte, etc.) fiir Funktionen in mehreren
Veranderlichen nicht sinnvoll sind. Um den Schwierigkeiten mit dem Verhalten einer
Funktion in den Randpunkten ihres Definitionsbereiches auszuweichen, werden wir
meist voraussetzen, daf3 die Abbildung auf einer offenen Teilmenge des R"™ definiert
ist. Der Begriff offen hat dabei folgende Bedeutung.

DEFINITION 1.1. Es sei D C R™ und x( € R.
1.) zp € D heifit innerer Punkt von D, wenn es ein € > 0 gibt mit

K(zg,e) C D.

2.) D heif}t offen, wenn D nur aus inneren Punkten besteht. D heifit abgeschlossen,
wenn (D offen ist.
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3.) xy € R™ heifit Haufungspunkt von D, wenn in jeder Umgebung von xy min-
destens ein Elemente von D liegt, welches von xzy verschieden ist, also

Ve > 0: (K(xg,e) \ {zo}) N D # 0.

4.) xp € R™ heift Randpunkt von D, wenn in jeder Umgebung von z, sowohl
Elemente aus D, als auch Elemente aus CD liegen, also

Ve > 0: K(xg,e) N D # 0 A K(xg,e) NCD # 0.

FiGURE 1.1. Topologische Begriffe

In der Abbildung 1 ist = ein innerer Punkt, z und z sind Haufungspunkte und y und
z sind Randpunkte der dargestellten Menge.

Wir merken an, dafl die offenen Kugeln K (zg, ) offen im Sinne der Definition 1.1 sind.
Im R? sind diese Begriffe leicht zu veranschaulichen, ihre volle Tragweite entfalten
sie erst im Kontext normierter Raume. Ein Haufungspunkt von D mufl selber nicht
Element von D sein. Wie bei Funktionen in einer Veranderlichen ist es sinnvoll,
in einem Haufungspunkt zy des Definitionsbereiches D einer Funktion f: D — R,
D C R", die Existenz eines Grenzwertes zu untersuchen. Analog zur Definition fiir
Funktionen in einer Veranderlichen vereinbaren wir, unter

L = lim f(x)

T—T0

folgendes zu verstehen:
Ve > 030 > 0: f((K(xo,6) \ {zo}) N D) C K(L,¢).
Dies ist gleichwertig mit
Ve>030 >0 e D:0< ||z —xol| <= |f(z) — L| <e.

Man iiberzeuge sich davon, dafl diese Definition mit der entsprechenden Vereinbarung
flir Funktionen in einer Veranderlichen iibereinstimmt. Es wird lediglich ein anderer
Abstandsbegriff verwendet (euklidische Norm anstelle des Betrages). Aus diesem
Grunde gelten dieselben Rechenregeln. Auf analoge Weise kann auch der Begriff
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des uneigentlichen Grenzwertes iibertragen werden. Es macht jedoch- wie bereits
erwahnt- keinen Sinn, von links- und rechtsseitigen Grenzwerten zu sprechen, da eine
einseitige Annaherung an zy in hoheren Dimensionen nicht sinnvoll ist. Auch der
Begriff der Stetigkeit kann direkt iibertragen werden:
Eine Abbildung f: D — R, D C R" offen, heifit stetig an der Stelle
xo aus D, wenn
e der Grenzwert lim,_,,, f(z) existiert und
o lim, ,,, f(x) = f(xg) ist.
Man nennt f stetig, wenn f an allen Stellen x € D stetig ist.
Dies ist gleichwertig mit:

Ve > 030 > 0Va € D: ||z — || < 0 = | f(x) — fx)] < e.

Die Rechenregeln fiir stetige Funktionen gelten unverandert weiter. In vielen Fallen
kann die Stetigkeit einer Funktion in mehreren Veranderlichen zuriickgefiihrt werden
auf die Stetigkeit von Funktionen in einer Veranderlichen. Das Prinzip wird fiir
Funktionen in zwei Veranderlichen verdeutlicht:

SATZ 1.1. Es seien I und J offene Intervalle und p: I — R, ¢: J — R stetige
Funktionen. Dann sind auch die Abbildungen f, g: I x J — R mit f(z,y) = p(x) +

Y(y) und f(z,y) = p(x)(y) stetig.

Mit Hilfe dieses Resultates ergibt sich beispielsweise die Stetigkeit der Abbildung
(x,y) = flx,y) = v’ sin(x + y) miihelos aus der Stetigkeit der Identitét, des Sinus,
der Exponentialfunktion und der Stetigkeit der Verkettung stetiger Funktionen.
Allgemein ist der Nachweis der Stetigkeit fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen
erheblich schwieriger als fiir Funktionen in einer Veranderlichen. Es ist beispielsweise
nicht ausreichend, dafl eine Funktion in jeder einzelnen Variablen stetig ist.

BEISPIEL 1.1. Die Abbildung f: R? — R

25ty2 r,y 7& 070 ’
flay) = o B0 700
0 (z,y) = (0,0)
nimmt auf den Achsen den Wert Null an und ist daher in (0,0) stetig jeweils als

Funktion von x bzw. y. Sie ist aber in (0,0) nicht stetig als Funktion zweier Variablen,
denn es gilt z. B.

lim £t 1) = lim L = L
o) WY =0 T g

und
lim f(,0) = 0.
Somit existiert nicht einmal der Grenzwert von f in (0,0).

Eine direkte Veranschaulichung ist nur fiir Funktionen in zwei Veréanderlichen méglich.
Ihr Graph

G(f) = {((z,9), f(z,)): (x,y) € D} = {(z,y,2) € R*: 2 = f(x,y), (v,y) € D} CR®
ist ein Beispiel einer Flache im R3.
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BEISPIEL 1.2. Der Definitionsbereich der Abbildung (x,y) — /1% — 22 —y%, r > 0,
ist die abgeschlossene Kreisscheibe D = {(x,y) € R?*: 2? + y* < r?*}. Ihr Graph ist
die Flache

PN s N~ m3 /o D) 9 7/ N\~ M
4
Y u_ﬂ-‘ y)
-
Y
N g

FIGURE 1.2. Beispiel 1.2

Eine weitere, oft leichter interpretierbare Darstellungsmoglichkeit ist aus der Ge-
ographie entlehnt. Sie beruht auf dem Konzept der Hohenschichtlinien. Allgemein
spricht man von Niveaulinien fiir Funktionen in zwei Veranderlichen bzw. von
Niveauflachen fiir Funktionen in drei und mehr Verdnderlichen:

N.={(z.y) € D: f(z,y) = c} = [ ({c})-
Die Niveaulinien der Abbildung (z,y) — /r? — 22 — y? sind gegeben durch
N — 0, c>,
T M@y eD: 2 +yP=r>—-¢}, 0<c<r
also durch eine Familie konzentrischer Kreise mit Mittelpunkt (0,0) und Radius
Vr? — 2.
2. Richtungsableitung, partielle Ableitung

Wir betrachten eine Abbildung f: D — R, D C R" offen, 2y € D und eine Gerade
durch zy mit Richtungsvektor v, ||v| = 1,

g: () =z +tv, tekR.
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c=0.6
c=04
c=0
c=0.38
c=0.95

F1GURE 1.3. Niveaulinien im Beispiel 1.2

FI1GURE 1.4. Richtungsableitung

Da D offen ist, gilt v(t) € D fir [t| < J, ¢ hinreichend klein. Wertet man die
Abbildung f nur auf der Geraden g aus, ergibt sich eine Funktion ¢, die nur mehr
vom Geradenparameter ¢ abhdngt und zumindest auf (—¢, ) definiert ist:

o= foy:(=9,0) =R,
o(t) = f(v(t) = f(zo + tv).

Es ist sinnvoll, die Differenzierbarkeit von ¢ an der Stelle t = 0 zu untersuchen.
Existiert ¢/(0), d.h. existiert der Grenzwert

#(0) = im L(f (o + tv) — F(x0))

dann bedeutet ¢’(0) offenbar die Anderungsrate von f an der Stelle 2, in Richtung
v. Dies motiviert folgenden Begriff:

DEFINITION 2.1. Es sei f: D — R, D C R" offen, zyp € D und v € R", ||| = 1.
1.) Die Abbildung f besitzt in xy eine Richtungsableitung in Richtung v, wenn
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der Grenzwert
o1
lim —(f(zo + tv) — f(x0))
t—0 t
existiert. Die Richtungsableitung von f an der Stelle zy in Richtung v wird mit

aof

8V<:U0)
bezeichnet.
2.) Die speziellen Richtungsableitungen fiir v = ¢;, i = 1,...,n, heilen partielle
Ableitungen 1. Ordnung (nach der Variablen z;) an der Stelle zy. Man schreibt
0
ai (o) oder auch i (o).

Durch die Normierung des Richtungsvektors wird sichergestellt, dafl %(mo) nur von
der Richtung und nicht von der Lange von v abhangt. Ersetzt man namlich v durch
vy = sv, s # 0, ergibt der Grenzwert des Differenzenquotienten

OF (o) = lim L(f (20 + tow) — f(z0)) = s lim = (F(z0 + tsw) — £(z0)) = 522 (z0)

v, t—0 ¢ st—0 st ov

BEISPIEL 2.1. Es sei f: R? = R gegeben durch

$y2
Fla,y) = { 7+ (z,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0).
Wir untersuchen die Ezxistenz von Richtungsableitungen von f in (0,0) in eine Rich-
tung v = (v1,vy) mit Vi +vi = 1. Die Gerade g durch (0,0) mit Richtung v ist durch
v(t) = tv gegeben. Wertet man f auf g aus, erhdlt man

p(t) = (f o)(t) = f(twn, 1)
tn(tre)?  tn
(tV1)2 + (tV2)4 n 1/12 + t21/§1.

Somit ergibt sich fur die Richtungsableitung
af !
75, (0:0) = ¢'(0) = lim —(p(t) — »(0))

t—0 t

Vv v 0
2 o n A0,

im
=0 v + 1203

Die Funktion f ist aber nicht stetig in (0,0)! Es gilt namlich (trivialerweise)
glgli% f(z,0) =0,
aber auch
. ) oyt
MW= e =y
(Diese Art der Anndiherung an den Ursprung wird nahegelegt, wenn wenn man die
Niveaulinie von [ zum Wert ¢ = % betrachtet). Man beachte, daf$ die Unstetigkeit
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von f in (0,0) nicht durch die Anndherung an den Ursprung entlang einer Geraden
aufgedeckt werden kann. FEs gilt namlich

tv V2

hm tuy, tv —h —_
f(twn, tr) 0V1—|—t2V2

=0= f(0,0).

Bei der Funktion im obigen Beispiel existieren in (0, 0) sémtliche Richtungsableitun-
gen, obwohl f in (0, 0) nicht einmal stetig ist. Dies deutet darauf hin, da§ auf die blofle
Existenz der Richtungsableitungen allein kein verniinftiger Differenzierbarkeitsbegriff
fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen aufgebaut werden kann. Fine differen-
zierbare Funktion sollte ja zumindest stetig sein.

Besonders einfach sind die partiellen Ableitungen 1. Ordnung zu berechnen. Es sei
= (&9,...,£Y). Nach Definition 2.1 gilt fir 1 <i <n

2L (a) = 1y 1<f<xo +e) ~ Flan)
:1g%t(f(€l’ 50 17€0+t z+17"'7£2)_f(gga"'7€?—17 z+17"'7£0))

Die partielle Ableitung %(mo) stimmt also mit der tiblichen Ableitung der Funktion

in einer Verdnderlichen  — f(&7,...,& 1,2, &, ..., &) Uberein (alle Variablen §;
ausgenommen &; werden bei dem Wert f? ”emgefroren”).

BEISPIEL 2.2. Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung der Funktion (x,y,z) — f(x,y,z) =

xy? sin(2z — 3y) ergeben sich durch Anwendung der tiblichen Differentiationsregeln

g(a: Yy, z) =y sin(2z — 3y) + 2xy* cos(2z — 3y),
a—f(ac y, z) = 2zysin(2z — 3y) — 3xy® cos(2x — 3y),
of

Die Existenz der partiellen Ableitungen ist eine sehr schwache Forderung an eine
Funktion in mehreren Veranderlichen:

BEISPIEL 2.3. Es sei f: R? — R gegeben durch f(x,0) = f(0,y) = 1 und sonst
beliebig. Da f auf den Achsen konstant ist, folgt

of of

ox 5000 = dy

--(0,0) =0,

unabhdangig vom Verhalten der Funktion im Inneren der Quadranten.

Der geeignete Differenzierbarkeitsbegriff fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen
wird in der Analysis 2 entwickelt. Wir merken hier nur an, daf§ die Existenz und
Stetigkeit aller partiellen Ableitungen 1. Ordnung die (stetige) Differenzierbarkeit
von f nach sich zieht.
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3. Der Gradient

DEFINITION 3.1. Die Abbildung f: D — R, D C R" offen, besitze in zy € D
samtliche partielle Ableitungen 1. Ordnung. Man nennt den Spaltenvektor

g—fl(fo)

V f(xo) = grad f(zo) := :
%(330)

den Gradient von f an der Stelle z.
Das Symbol V f(zq) wird gelegentlich auch ”Nabla f” gelesen.

BEMERKUNG 3.1. Besitzt f an jeder Stelle x € D alle partielle Ableitungen 1. Ord-
nung, kann man den Gradienten als Abbildung

Vf:D—>R", z— Vi)

definieren. Der Gradient von f ist also ein Beispiel einer vektorwertigen Funk-
tion. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit haben wir bisher nur skalare Funktionen
betrachtet, da man zeigen kann, dafl eine vektorwertige Funktion genau dann einen
Grenzwert hat, wenn jede Koordinatenfunktion einen Grenzwert besitzt. Sei also
D C R” offen und zy € R” ein Haufungspunkt von D,

F:D—R™, F=(fi,....fm)

dann existiert
lim F(x)

T—T0
genau dann, wenn fiir jedes 1 <i < m

lim f;(x)

T—xT0
existiert. Es gilt dann
hma}—)a:o fl (ZL’)
lim F(x) = :
T—x0
limg ypy fin ()
Eine vektorwertige Funktion ist daher genau dann stetig, wenn jede ihrer Koordi-
natenfunktionen stetig ist. Auch der Begriff der Richtungsableitung kann auf vektor-
wertige Funktionen tibertragen werden, indem man ihn auf jede Koordinatenfunktion
anwendet.

Ist der Gradient von f in x( stetig, kann man sdmtliche Richtungsableitungen von f
an der Stelle o bequem durch den Gradienten ausdriicken:

SATZ 3.1. Es sei f: D — R, D C R" offen, xqg € D. Ist V[ stetig in xq, dann
existieren samtliche Richtungsableitungen an der Stelle xg und es gilt

Jj
o (w0) = (f (z0). )

fiir jeden Richtungsvektor v € R".
Das Symbol (-, -) bezeichnet das Standardskalarprodukt in R™.
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Proor. Wir deuten den Beweis dieser Beziechung im R? an und setzen z, =
(¢0,m0), v = (h, k) (h? + k* = 1). Wir betrachten zuerst die Differenz

f(fE()—l—tl/) _f(-To) = f<50+th7770+tk) _f(SOanO)
= (f(&0 + thyno + th) — F(Eo,m0 + th)) + (F(€0, 0 + tE) — f(0,m0))

O fe(&rmo + th)th + f(Eo,mi)th,

wobei in (%) der Mittelwertsatz angewendet wurde und & bzw. 7, geeignete Zwis-
chenstellen bezeichnen, welche zwischen &, und &, + th bzw. zwischen 7y und 7y + tk
liegen. Somit folgt fiir den Differenzenquotienten

L (Fwo +tv) — F(@o)) = Felomo+ th)h + Fy(€, m)k.

t
Wegen der Stetigkeit der rechten Seite an der Stelle x(, ergibt der Grenzwert fiir t — 0
of
5(560) = fe(§osm0) e + £ (&o,m0) ke = (V f(0), V),
(man beachte limy & = &, limy_,o 1o + tk = 1o und limy o7, = 7). d

BEISPIEL 3.1. Man berechne die Richtungsableitung von (x,y) — f(z,y) = ye* +xe?,
(z,y) € R?, in die Richtung v = \%(1, 1) @m Ursprung.

Wir berechnen zuerst den Gradienten von f in (0, 0):

Vi(ry) = (ifi*ziz) VA0.0) = G)

Man begriinde die Existenz der partiellen Ableitungen und die Stetigkeit des Gradi-
enten ohne Rechnung. Wegen der Stetigkeit des Gradienten folgt

200 = 100, =((1).55 (1)) =v2

Aus Satz 3.1 ergibt sich folgende Interpretation des Gradienten. Mit Hilfe der Ungle-
ichung von Cauchy—Schwarz erhalt man

g—i(%ﬂ = [(Vf (o), )| < IV (o)l IVl = IV f (zo)ll,

also
9ol < L (a) < IV H ()

Die Anderungsrate der Funktionswerte von f in z in jede Richtung v wird demnach
durch ||V f(x¢)|| beschrénkt. Gleichheit wird offenbar fiir die Richtung des Gradienten

V f (o)
|V f (o)

V=
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angenommen. Fir diese Richtung gilt namlich

of \ _ oy, V@)
o\ ™0 = VI G r G = 7l

|HVf(960)H2 = [V (o).

(Vf(xo), Vf(xo))

||Vf( o]

Wir fassen zusammen

FOLGERUNG 3.1. Der Gradient von f an der Stelle xy gibt die Richtung des stdrksten
Anstieges der Funktionswerte von f in xo an, —V f(x¢) weist in die Richtung des
starksten Abstieges.

Fiir den Umgang mit Gradienten gelten die iiblichen Ableitungsregeln:

SATZ 3.2. FEuxistieren alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung der Funktionen f, g: D —
R, D C R" offen, dann gilt
(1) V(f+9) = Vf+Vg.
(2) V(Af) = AV, A eR.
(3) (fg) =gVl +fVyg
(4) V(£) = %(gVf — [Vg) falls g # 0.

Abschlieflend gehen wir noch kurz auf den Zusammenhang zwischen Gradient und
Ableitung ein: Wir erinnern daran, daf§ die Differenzierbarkeit einer Funktion f: I —
R, I ein Intervall, an einer Stelle xq € I auch dadurch charakterisiert werden kann,
daf in der Entwicklung

() f@o+h) = f(xo) + f'(xo)h +r(h)

der Fehler r )

LT

MR
erfillt. Diese Charakterisierung kann auf Funktionen in mehreren Veranderlichen
verallgemeinert werden. Da h ein Vektor ist, mufl f’(x¢) als lineare Abbildung von R™
nach R aufgefasst werden, sodafl f'(zo)h eine reelle Zahl ist. Eine Abbildung f: D —
R, D C R” offen, ist daher in xq € D differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung
L: R"™ — R, eine 0-Umgebung K (x¢,d) von xy und eine Abbildung r: K(zg,d) — R
gibt, sodafl

f(zo+h) = f(zo) + Lh+r(h),
r(h) _

h—0 ||h||

gelten. Anstelle von L schreibt man f’(zg) oder D f(z). Die lineare Abbildung f’(x¢)
wird durch eine 1 x n Matrix beschrieben. Wenn die Funktion f in z( differenzierbar
ist, dann existieren die partiellen Ableitungen 1. Ordnung in zy und die Matrix der
linearen Abbildung f’(x¢) beziiglich der kanonischen Basis in R” und R wird gerade
durch den transponierten Gradienten gegeben:

f'(x0) = V f ()"
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Die Entwicklung (*) bedeutet daher (h = (hy ... ,hn))

f(I()"—]'L .770 +Z

Vollkommen analog wird die Differenzierbarkeit einer vektorwertigen Funktion f: D —
R™ f = (fi,..., fm), definiert. Es ist dann f’(x) eine lineare Abbildung von R™
nach R™, die beziiglich der kanonischen Basen in R™ bzw. R™ durch die m xn Matrix

0 0
f'(zo) = : : ;
O (gg) .. A (z)

In den Zeilen von f'(zg) stehen also gerade die transponierten Gradienten (also die
Ableitungen) der einzelnen Koordinatenfunktionen. Die Matrix von f’(xq) wird auch
Jacobimatrix von f genannt. Auch hier zeigt sich, dafl eine vektorwertige Funktion
genau dann differenzierbar ist, wenn jede Koordinatenfunktion differenzierbar ist, vgl
Bemerkung 3.1.

Analog zu Funktionen in einer Verénderlichen beschreibt die affin lineare Approxi-
mation

0 ) = )+ S )= o) = fao) + Y )6 ),

r=(&,...,&), 1o = (&,...,£°%), die Gleichung der Tangentialebene an den Graph
von [ in (zo, f(20)).

BEISPIEL 3.2. Wir verwenden (1) um eine Abschditzung fiir \/\/% zu berechnen. Zu

diesem Zweck betmchten wir die Funktion (x,y) — f(z,y) = '/3y~"/? und beachten
F025,36) = &, fi(r) = Jr P, fey) = ety also £,125,36) =
$%, 1,(125,36) = —3 -5 5. Es folgt

f(123,37) ~ f(125, 36) + fz(125, 36)(123 — 125) + f,(125,36)(37 — 36) = 0.8173.
Ein Taschenrechner ergibt das Resultat 0.8176.

4. Mittelwertsatz, Kettenregel

Ohne Beweis zitieren wir folgende Variante des Mittelwertsatzes:

SaTz 4.1 (Mittelwertsatz). Es sei f: D — R, D C R™ offen, Vf stetig auf D und
x, y € D. Liegt auch die Verbindungsstrecke Ty in D, dann gibt es eine Stelle &
zwischen x und y mit

f(@) = fly) = V&), 2 —v)

DEFINITION 4.1. Eine nicht leere offene Teilmenge D C R"™ heifit zusammenhangend,
wenn je zwei Punkte in D durch einen Polygonzug verbunden werden konnen, der
zur Génze in D liegt. Eine offene zusammenhéngende Menge nennt man Gebiet.
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FIGURE 1.5. Zusammenhangende und nicht zusammenhéangende Mengen

FOLGERUNG 4.1. Es set D C R" offen und zusammenhdangend.
1.) Gilt
Vf(x)=0, ze€D,
dann ist f auf D konstant.
2.) Gilt
Vi(x)=Vy(z), zeD,

dann unterscheiden sich f und g auf D nur durch eine Konstante.

ProOF. Nach Voraussetzung konnen je zwei Punkte x und y € D durch einen
Polygonzug in D

T=To, L1+ 3y Tjyeo.,Tp =Y

verbunden werden. Da somit alle Segmente 7;_1x; in D liegen, folgt aus dem Mittel-
wertsatz

f(i) = f(rica) = (V(&), v — 1),
wobei &; zwischen z;_; und z; liegt. Wegen V f(&;) = 0 gilt

f(l’l) = f($i_1), 7= ]., e, N,

und daher auch f(z) = f(y). Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der
ersten. U

Auf die Voraussetzung des Zusammenhangs kann in beiden Folgerungen nicht verzichtet
werden. Es sei auch erwahnt, dafl der Mittelwertsatz in der Form einer Gleichheit
nicht fiir vektorwertige Funktionen gilt, da die Zwischenstellen fiir die einzelnen Ko-
ordinatenfunktion im allgemeinen nicht iibereinstimmen.

Es sei I C R ein Intervall. Eine differenzierbare Abbildung ~: I — R heifit differen-
zierbare Kurve. Kurven werden in einem spateren Kapitel ausfiihrlich diskutiert.

BEISPIEL 4.1. Die Abbildung v: R — R3, ~(t) = (cost,sint, t), beschreibt eine
Schraubenlinie mit der Ganghohe 2.

Werten wir eine Funktion f entlang einer differenzierbaren Kurve aus, deren Bild zur
Ganze in D liegt, folgt aus dem Mittelwertsatz

Ot +h) = F(v() = (VF(Een), v+ h) = (1))
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y

FIGURE 1.6

Dabei bezeichnet &, j, eine Zwischenstelle auf dem Geradensegment y(¢)y(t + k). Man
beachte, dafl dieses Segment fiir A hinreichend klein in D liegt, da D offen ist. Es gilt
offenbar

;llli% En = (1)

und somit wegen der Stetigkeit von V f und der Differenzierbarkeit von ~y

lim = (72t -+ h)) — F2(0) = (V£ (1(1)), /(1)
also p
S o) = (Vf(v(1). 7' (1) = [ (v ()7 (©)-
Zusammenfassend wurde folgendes gezeigt.
SATZ 4.2 (Kettenregel). Es sei f: D — R, D C R"™ offen, V[ stetig auf D, I C R

ein Intervall und v: I — R™ eine stetig differenzierbare Kurve mit v(I) C D. Dann
ist auch die Abbildung t — f(y(t)) stetig differenzierbar und es gilt

%(f o) (t) = (V.f(1(1)), 7' ().

BEISPIEL 4.2. Es sei v die Schraubenlinie aus Beispiel 4.1 und f(x,y,z) = 2% —
y + 2%, Dann ist 7/(t) = (—sint,cost, 1), f'(x,y,2) = (2z,—1,22), also f'(v(t))
(2cost,—1,2t) und somit

d —sint
%(f ov)(t) = (2cost,—1,2t) [ cost | = —2sintcost — cost + 2t.
1

Folgende Variante der Kettenregel wird bei Koordinatentransformationen verwendet.

SATZ 4.3. Es set f: D — R, D C R" offen und g: U — D, U C R™ offen. Sind
die Gradienten von f und g stetig, dann ist die Abbildung f o g: U — R stetig
differenzierbar und es gilt fir 1 <i<m

O og) 5~ ()00,

= _— g xr
ox; p OYp ox;
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Ist f eine vektorwertige Funktion, wendet man diese Kettenregel auf jede Koordi-
natenfunktion an.

BEISPIEL 4.3 (Ebene Polarkoordinaten). Es sei f: R? — R und g: (0,00) X (—7,7),
g(r, ) = (rcose,rsiny). Dann ist

f(ri9) = (f o g)(r, ) = f(rcos g, rsinp)

B Y

Es folgt

Afog) _0f _ofor 010y
or or Oz or Oyor’
o9 9 _afor 0oy
Op Odp Oxrdyp Oydy

(man beachte den in diesem Zusammenhang sinnvollen Miffbrauch der Notation, mit
x undy sowohl die unabhdngigen Variablen von f, als auch die Koordinatenfunktionen
von g zu bezeichnen). Mit

oxr dy .
(11) 5 = COsS E = sm e
ox ) oy
(1.2) P —rsing 9o T COS (p

erhalten wir schlief$lich

(%) (Ji) _ ( fzcos+ f,sing ) _ < COS ¥ singp) <fm)
fo —farsing + f,rcose —rsing rcose) \ fy

die partiellen Ableitungen f,, f, sind dabei an der Stelle (1 cos @, rsin ) auszuwerten.

BEISPIEL 4.4. Es sei f(x,y) = 2% — y?> + zy, also f'(z,y) = Vf(z,y)T = 2z +
y, —2y+x). Wir berechnen die partiellen Ableitungen von f(r, o) = f(r cos ¢, rsin @)
zuerst mit Hilfe der Kettenregel (%) und dann direkt. Wendet man die Kettenregel
an, rechnet man folgendermajfen:

fr=02x+y)cosp+ (—2y + x)sing
= (2r cos  + rsinp) cos p + (—2rsin ¢ + r cos ) sin p
= 2r cos? @ + rsin g cos ¢ — 2rsin® p + 7 cos @ sin @
= 2r(cos? ¢ — sin? o + sin ¢ cos @)
= 2r cos 2 + rsin 2¢p,
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und

fo=—(2z +y)rsinp 4 (—2y + x)rcos ¢
= —(2rcosp + rsiny)rsin g + (—2rsing + rcos )r cos ¢
= —2r?sin p cos ¢ — r?sin? p — 2r? sin @ cos ¢ + 12 cos? @
= r*(cos*p — sin? p) — 4r? sin p cos ¢
= r? cos 2¢ — 2r® sin 2.

Dasselbe Resultat bekommt man in diesem Falle einfacher aus der expliziten Form
von f

f(r,p) =1r?cos® p — r?sin® p + r’sin p cos p
1
= r%(cos 2p + §sin 2¢),

also

fr =2rcos2p + rsin2p
f({, = r?(—2sin 2¢ + cos 2¢).

Wir konnen nun mit Hilfe der Kettenregel eine weitere niitzliche Eigenschaft des
Gradienten herleiten. Wir beschranken uns auf stetig differenzierbare Funktionen in
zwei Veranderlichen und betrachten die Niveaulinie

Nc:{(xvy) € D: f(x,y):C}

an einer Stelle (zg,yo) mit V f(zo,yo) # 0. Dann ist es moglich, die Niveaulinie in
einer Umgebung von (g, yo) durch eine stetig differenzierbare Kurve v: (=6, d) — R?,
7v(0) = (x0, yo) darzustellen, d.h. es gilt

fy@®) =¢,  te(=4,9),

(0 hinreichend klein). Differenziert man diese Identitét, erhélt man mit Satz 4.2

(Vf(y(8), 7' (1) =0,  te(=69).
Der Gradient von f ist also an jeder Stelle mit V f(zo,y0) # 0 orthogonal zur
Niveaulinie durch den Punkt (xg, yo)-

5. Hohere partielle Ableitungen

Man kann die Uberlegungen, welche zu den partiellen Ableitungen erster Ordnung
fithrten, auf die partiellen Ableitungen erster Ordnung selbst anwenden, und erhélt
die partiellen Ableitungen 2.Ordnung, usw. Man schreibt

o  of 0 f
Ox; Ox; O0x;0x;

und analog fiir partielle Ableitungen hoherer Ordnung.

BEISPIEL 5.1. Wir berechnen die partiellen Ableitungen 2. Ordnung der Funktion
(z,y) = flz,y) = 2% + ey,
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FIGURE 1.7

LOSUNG. Dazu bendtigen wir zuerst die partiellen Ableitungen erster Ordnung:

of of

R — z, 3 -2 —3 x 2'
O T+ e’y a9y e’y
Die partiellen Ableitungen 2.0rdnung ergeben sich durch partielles Differenzieren:
0% f 0*f
Z L —-9 z, 3 =3 x, 2
Ox? ey Oxdy <4
0% f 0% f
=3 z, 2 A T
OyOx “v Oy? v

O

Bildet man die partiellen Ableitungen der partiellen Ableitungen 2. Ordnung erhélt
man die partiellen Ableitungen 3. Ordnung:

frzz = exy?), fmty = 3€Iy27
fzym = 361y2’ fxyy = 66$y7
fy:ca: = 3€$y27 fywy = 66:5%
Jyye = 6€"y, fyyy = 6€°

Eine Funktion in n Verdnderlichen besitzt n partielle Ableitungen 1. Ordnung, n?
partielle Ableitungen 2. Ordnung, n® partielle Ableitungen 3. Ordnung usw. Die
Anzahl der partiellen Ableitungen steigt also mit der Ordnung der Ableitung rasch
an. Im speziellen Beispiel féllt jedoch auf, dafl sdmtliche partielle Ableitung mit
derselben Anzahl von Ableitungen nach einer bestimmten Variablen (jedoch in un-
terschiedlicher Reihenfolge) identisch sind. Dieses Verhalten ist eine Konsequenz
des folgenden Satzes, den wir der Einfachheit halber nur fiir Funktionen in zwei
Veranderlichen formulieren:

SATZ 5.1 (Schwarz). Es sei f: D — R, D C R? offen. Sind sowohl f, als auch die

of of d*f o2 : .
a—i, a—’yt, ng, ayafx stetig auf D, dann gilt

*’f  0*f
0xdy  Oydx

partiellen Ableitungen

auf D.




6. LOKALE EXTREMA 19

Sinngeméf gilt dieser Satz auch fiir Funktionen in n > 2 Veranderlichen und garantiert
die Unabhéngigkeit der partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von der Reihenfolge der
einzelnen Ableitungen.

6. Lokale Extrema

Eine Abbildung f: D — R, D C R", nimmt an einer Stelle 2o € D ein lokales
Maximum (lokales Minimum) an, wenn es eine 0-Umgebung von zq, K(xg,?d),
gibt, mit

fl@) < flxo)  (f(z) = f(z0)), x € K(20,0)ND.

Gilt diese Relation auf D, spricht man von einem globalen Maximum (Mini-
mum). Unabhéngig von Maximum oder Minimum spricht man von einem (lokalen,
globalen) Extremum. Der Satz von Weierstrafl besitzt folgende nichttriviale Verall-
gemeinerung.

SATZ 6.1. Fine stetige Funktion nimmt auf jeder nicht leeren, abgeschlossenen und
beschrankten Teilmenge thres Definitionsbereiches das globale Maximum und das glob-
ale Minimum an.

Da die Untersuchung des qualitativen Verhaltens einer Funktion in mehreren Veranderlichen
in den Randpunkten des Definitionsbereiches wesentlich schwieriger ist als bei Funk-
tionen in einer Veranderlichen, beschrinken wir uns vorerst auf den Fall, daf ein
lokales Extremum in einem inneren Punkt angenommen wird. Es sei also D C R"
offen, f: D — R und z* = (&5,...,&) € D. Nimmt f in * beispielsweise ein lokales
Maximum an, dann gilt

(*) flx) < f(z%),  xeK(z",0)
fiir & > 0 hinreichend klein. Insbesondere gilt (x) firallex = (£} ...,§1,§,§5, -, &) €
K(x*,6), d.h. fir die Schnittfunktionen

§—=hil&) = f(&- - 61,6800, &)
gilt
hi(§) < f(a™)  fir [§ =& <,

1 < ¢ < n. Somit nehmen die Schnittfunktionen h; an der Stelle & ein lokales

Maximum an, denn es gilt h;(§) = f(x*). Existieren die partiellen Ableitungen g—g
von f, dann sind die Schnittfunktionen differenzierbar und es muf3
hi(§) =0, 1<i<n,
gelten. Wegen
1
/ * 1 - i * _ ) *
of

1
:hm_(f(gr76:—17€:+t7€:+1’7€;)_f( T"'75;—1’5;75;1—17""5’:)) =

t—0 ¢t

96, %)

folgt

) = 1 <1 <n.
8&@) 0, <i<n
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Anschaulich bedeutet dies, dal in einem lokalen Extremum die Tangentialebene
an den Graph von f parallel zur (& ...,&,) Ebene ist. Wir haben somit folgende
notwendige Optimalitatsbedingung hergeleitet:

SATZ 6.2. Besitzt eine Abbildung f: D — R, D C R" offen, in x* € D ein lokales
Extremum, dann existiert entweder V f(x*) nicht oder es gilt V f(z*) = 0.

Man nennt z* € D eine kritische Stelle, wenn V f(x*) nicht existiert oder V f(z*) =
0 ust.

Eine (stetig) differenzierbare Funktion kann somit im Inneren des Definitionsbereiches
nur in einer Nullstelle des Gradienten ein lokales Extremum annehmen, aber nicht
jede Nullstelle des Gradienten fiihrt zu einem lokalen Extremum.

BEISPIEL 6.1. Der Gradient von (z,y) — f(z,y) = v*—y?* ist gegeben durch ¥V f(z,y) =
(2z, —2y)T. Die einzige Nullstelle von V f liegt im Ursprung. Allerdings nimmt die
Abbildung y — f(0,y) iny =0 das Mazimum an, die Abbildung x — f(z,0) nimmt
in x = 0 das Minimum an. Somit kann f in (0,0) kein lokales Extremum besitzen.
Es liegt ein sogenannter Sattelpunkt vor.

Allgemein nennt man eine kritische Stelle x* einen Sattelpunkt, wenn es zwei un-
terschiedliche Gerade gjund g, durch z* gibt, sodafl f|, in z* ein lokales Maximum
und f|, ein lokales Minimum annimmt.

FiGURE 1.8. Sattelpunkt

Wie bei Funktionen in einer Veranderlichen kann man das qualitative Verhalten von
f in einer kritischen Stelle aus den zweiten (partiellen) Ableitungen ablesen. Der
Einfachheit halber beschrinken wir uns auf Funktionen in zwei Vednderlichen.

SATZ 6.3. Die Funktion f: D — R, D C R? offen, habe stetige partielle Ableitungen
1. und 2. Ordnung und es sei V f(z*) = 0. Ferner sei Hy(x*) die symmetrische
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Matrix

o= () o)

(Hesse Matriz). Dann gilt

(1) Ist det Hs(z*) < 0, dann liegt in x* ein Sattelpunkt vor.
2) Ist det He(x*) > 0 und f,.(z*) > 0, dann liegt in x* ein lokales Minimum
f g
vor.
3) Ist det H,(x*) > 0 und f..(x*) < 0, dann liegt in x* ein lokales Mazimum
( 7
vor.
(4) Im Fall det Hy(z*) = 0 ist keine Aussage maglich.

BEISPIEL 6.2. Wir untersuchen die Funktion (z,y) — f(x,y) = 23+ 3® — 32y auf

D = R2?. Ihr Gradient ist
(3% =3y

Die Bedingung V f(x,y) = 0 ist gleichwertig mit
w?—y =0, und v —2 =0,

d.h. es muff x >0 und y > 0 gelten. Weiters folgt aus y = x°

2 —r=0

also r =0 und x = 1. Dies ergibt die beiden kritischen Punkte
P(0,0) und  Q(1,1).
Fir die Hesse Matriz erhalt man
sty = (% o) k(00 e0) = 36y .

also
det(FH(0,0)) = -9, und det(3H;(1,1)) =27

Im Ursprung liegt daher ein Sattelpunkt vor, wegen f..(1,1) = 6 > 0 liegt in (1,1)
ein lokales Minimum vor.

6.1. Lineare Regression. Als Anwendung greifen wir noch einmal die lineare
Regression auf. Gegeben sei also ein Datensatz (z;,v;), i = 1,...,m, m > 2, der an
ein (affin) lineares Modell

f(z,a,b) =ax+b
angepasst werden soll. Als Maf fiir die Giite der Anpassung wird haufig

m m

S(a,0) =Y (flwia,b) —y:)* =Y (azi +b— y;)?

i=1 i=1

genommen (Methode der kleinsten Fehlerquadrate). Die Parameter (a,b) sind
dann so zu bestimmen, da8 der Modellfehler S(a,b) moglichst klein wird. Offenbar
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hat S: R? — R stetige partielle Ableitungen und zwar

Sa(a,b) = Qi(azi +b—y)r; = 2(azm:x? + biiﬂi — f:iﬂzyz)
i—1 i—1 i—1

i=1
Sp(a,b) = QZ(G% +b—yi) = 2(612901‘ +mb — Z%)'
i=1 i=1 i=1
Die notwendige Optimalitatsbedingung V.S(a, b) = 0 ergibt das lineare Gleichungssys-

tem
(ZZLI DY xz) (a> _ (Z,mml xz‘?ﬁ)
Zizl Z; m b Zi:1 Yi

mit der Losung

m Z’i Ty — ;1 Ty Y . 1 & =
a*: Z lm 22 lm 2321 ]’ b :_<Zy@_azxz)
m il wi— (D, i) m = i—1

Wir erinnern daran, daf8 in der Ungleichung von Cauchy-Schwarz |(z,y)| < ||z|| ||y||
die Gleichheit genau dann steht, wenn x und y linear abhéngig sind. Setzt man
r = (z1,...,25) und y = (1,...,1), gilt mY ;" 27 — (37", 2;)* = 0 genau dann,
wenn x; = X fir ¢ = 1,...,m gilt. Dies ist nicht moglich, da die Messungen an
verschiedenen Stellen x; vorgenommen werden. Fir die Hesse Matrix von S findet

man
m 2 m )
J‘Cs(a, b) =9 (szl Z; Zi:l xl)

i=1 ZT; m

Die vorangehende Uberlegung zeigt auch det(Hg(a,b)) > 0. Wegen S,q > 0 liegt
daher in (a*, b*) ein lokales Minimum vor. Da es keine weiteren lokalen Extrema gibt,
nimmt S in (a*,0*) das globale Minimum an. Man nennt die Gerade mit den Pa-
rametern (a*, b*) auch Ausgleichsgerade. Der Ansatz der kleinsten Fehlerquadrate
kann leicht an andere Modellfunktionen angepafit werden.

7. Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen

BEISPIEL 7.1. Man bestimme das Mazimum von (z,y) — f(z,y) = 2* — y* auf
dem FEinheitskreis. Zu bestimmen ist also das Maximum der Funktion f unter der
Gleichungsnebenbedingung g(z,y) = 2> + 3> — 1 = 0.

Man kann gelegentlich die Nebenbedingung beniitzen, um eine der beiden Variablen,
2.B. y durch x auszudriicken. Setzt man also y> =1 — 22 in f ein, ist das Mazimum
der reduzierten Funktion

fx)=22*—1,  firze|[-1,1]
zu bestimmen. Dieses wird in x = +1 angenommen. Man beachte, dafy das Mazimum
i eimem Randpunkt des sinnvollen Definitionsbereiches von f angenommen wird.

Aus der Nebenbedingung folgt dann y = 0. Das Maximum wird daher an den Stellen
(£1,0) angenommen, es ist dort f(£1,0) = 1.
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Es ist nicht immer zweckméafig oder moglich, die Gleichungsnebenbedingung nach
einer der Variablen aufzulosen. In diesen Féllen kann man eine Methode versuchen,
welche wir durch eine graphische Losung des Beispiels veranschaulichen. Wir be-
merken, dafl die Niveaulinien von f

N, = {(x,y) € R*: 2* —¢* = ¢}, ceR

gleichseitige Hyperbeln sind. Da f und ¢ gerade Funktionen in x sind, kénnen wir
uns auf die rechte Halbebene {(x,y) € R?: x > 0} beschrinken.

15F

05

of

05

151

I I
-1 -0.5

Ficure 1.9. Lagrange Multiplikator Regel

Aus Abbildung 7 erkennt man, dafl f groBler wird, wenn man die Niveaulinien nach
rechts verschiebt. Eine Losung kann es jedoch nur geben, wenn der Durchschnitt einer
Niveaulinie mit dem Einheitskreis nicht leer ist. Dies ist fiir ¢ > 1 nicht mehr der
Fall. Das gesuchte Maximum liegt also an der Stelle (1,0) (aus Symmetriegriinden
auch in (—1,0)), wo die Niveaulinie N; den Einheitskreis gerade noch beriihrt. Der
Einheitskreis kann als Niveaulinie

{(z,y) e R*: g(z,y) = 0}

aufgefat werden. Da sich die beiden Niveaulinien in (1,0) beriihren, haben sie eine
gemeinsame Tangente. Da der Gradient stets orthogonal zu der Niveaulinie an der
betreffenden Stelle ist, miissen in (1,0) die Gradienten V[ und Vg kollinear sein.
Diese Anschauung fiihrt auf folgendes allgemeine Prinzip.

SATZ 7.1 (Lagrange Multiplikator Regel). Es seien f,g: D — R, D C R" offen, stetig
differenzierbar und f besitze in xqy ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung
g(x) =0. Ist Vg(xo) # 0, dann gibt es eine Zahl \g € R derart, dafs

Vf (o) + AoVg(xo) =0
(Ao heifit Lagrange Multiplikator).
Bildet man die Lagrange Funktion

Lz, ) = f(x) + Ag(),
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dann besagt der Satz, daf die Lagrange Funktion in (zg, Ag) eine kritische Stelle hat.
Es sei darauf hingewiesen, dafl die Lagrange Funktion keiner Einschrankung mehr
unterliegt. Allerdings tritt nun die zusatzliche Unbekannte A auf. Im Fall n = 2
findet man (xg, \g) als Losung des Gleichungssystems

oL af og
%_8x+>\8x_0
oL of 0y
3_y_8y+A3y_0
oL
5—f—|—)\g—0

Durch die Einfithrung der Lagrange Funktion kann also ein Optimierungsproblem mit
Gleichungsnebenbedingungen auf die Berechnung der kritischen Stellen einer nicht
restringierten Hilfsfunktion zuriickgefiihrt werden. Jede skalare Gleichungsnebenbe-
dingung ist durch einen eigenen Lagrange Multiplikator zu beriicksichtigen. Ob an
der Stelle x( tatsachlich ein Maximum oder Minimum von f unter der Bedingung
g(x) = 0 vorliegt, bedarf einer weiteren Untersuchung, welche iiber den Rahmen
dieser Lehrveranstaltung hinausgeht.

LOSUNG DES BEISPIELS MIT LAGRANGE MULTIPLIKATOR. Wir bilden zuerst die
Lagrange Funktion

L(z,y,\) = 22—y + )\(x2 +y? — 1)

und losen das Gleichungsystem

oL
oL
T = 2y 4 2y = 2y(—1 4 \) =
o y+2xy =2y(-1+A) =0

a—f\: =2*+y°— 1.
Wegen der dritten Gleichung kann nicht x = y = 0 gelten. Ist  # 0, mufl wegen der
ersten Gleichung A = —1 sein, aus der zweiten folgt dann y = 0. Setzt man y = 0 in
die dritte Gleichung ein, erhalt man = = +1. Ist hingegen y # 0, folgt aus der zweiten
Gleichung A = 1, die erste ergibt dann x = 0, mit Hilfe der dritten folgt dann y = +1.
Die kritischen Punkte der Lagrange Funktion sind also (z,y) = (£1,0) und A = —1,

bzw. (z,y) = (0,£1) und A = 1. Da Vg(z,y) = an diesen Stellen ungleich

2z
2y
Null ist, kann man mit Satz 7.1 schliefen, dafl sich die Losung der Aufgabe unter
den gefundenen Stellen befindet. Wegen f(£1,0) =1 und f(0,£1) = —1 nimmt die
Einschrankung von f auf den Einheitskreis in (+1,0) das Maximum, in (0, £1) das

Minimum an. O
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8. Rekonstruktion einer Funktion aus Threm Gradienten

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kann man jede stetige
Funktion ¢g: [a,b] — R als Ableitung einer stetig differenzierbaren Funktion f inter-
pretieren, welche bis auf eine additive Konstante durch

f@)=f@+ [ re)ds,  velab)

aus ihrer Ableitung rekonstruiert werden kann. Das folgende Beispiel zeigt, dafi dies
fiir Funktionen in mehreren Verdnderlichen im Allgemeinem nicht mehr gilt.

BEISPIEL 8.1. In diesem Beispiel gehen wir der Frage nach, ob die einfache Abbil-
dung (z,y) — f(x,y) = (y,—x) Gradient einer Funktion ¢: R> — R sein kann.
Angenommen es gdbe eine derartige Funktion, also

eu(z,y) =y, py(z,y) = —,
dann ware
Pay(2,y) = 1, Pyo(z,y) = —1.
Da ¢ die Voraussetzungen des Satzes von Schwarz erfillt, miisste jedoch
Pry = Pyx
gelten.

Welche vektorwertigen Funktionen konnen daher als Gradient einer skalaren Funktion
interpretiert werden? Es stellt sich heraus, dal auch der Definitionsbereich eine Rolle
spielt. Wir geben eine Antwort fiir Funktionen in zwei Verédnderlichen und fiihren
dazu folgende Begriffe ein.

DEFINITION 8.1. 1.) Eine stetig differenzierbare Kurve v[a, b] — R? heifit geschlossen,
wenn

(a) = (b)
gilt. Sie heiBt einfach, wenn sie sich nicht selbst schneidet, wenn also v, injektiv
ist.
2.) Ein Gebiet D C R? heiit einfach zusammenhéingend, wenn der Rand von D
eine einfache, geschlossene Kurve ist.

Ficure 1.10. Einfache geschlossene, einfache nicht geschlossene,
geschlossene nicht einfache Kurven
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SATZ 8.1. Es sei D C R? ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und P, Q: D — R
Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung. Dann gibt es genau dann
eine Funktion ¢: D — R mit Vi = (g), wenn

orP  0Q

dy  Ox

auf D gilt. Man nennt (1.3) Integrabilitdtsbedingung.

(1.3)

Von der Notwendigkeit der Integrabilitatsbedingung kann man sich leicht iiberzeugen:
Wenn es eine Funktion ¢: D — R gibt mit

Y, =P und wy = Q,

dann existieren insbesondere die gemischten partiellen Ableitungen ¢,, und ¢,, und
sind stetig auf D. Aus dem Satz von Schwarz folgt dann

Py:(:pxy:@yx:@x-
DaB (1.3) auch hinreichend fiir die Existenz von ¢ ist, macht den eigentlichen Beweis
von Satz 8.1 aus. Wir betrachten nur den einfacheren Fall, dafl €2 ein achsenparalleles

Rechteck ist. Es seien also die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt und (xg, o) ein
beliebiger Punkt in . Fiir (z,y) € Q betrachten wir die Funktion

flz,y) = /m P(s,10) ds+/yj@(x, s)ds

Zo

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

a—ff(x y) = Q(z,y).

Weiters finden wir
0
e~ e & [
YorP

"9 g ds ™ Playy) + Bt

, Ox
= P(z,y0) + P(x y) — P(x,y) = P(z,y).

Die mit * markierte Gleichheit ist gerechtfertigt, da 2 —m stetig und auf einem die
Punkte (z9,4) und (x,y) umfassenden abgeschlossenen Rechteck beschréankt ist, in
x+ wurde die Integrabilitdtsbedingung verwendet. Wo geht die Annahme, dafl €2 ein
achsenparalleles Rechteck ist, in die Argumentation ein?

= P(z,y0) + s)ds

BEISPIEL 8.2. Es sei F(xz,y) = (iﬁig) = (§). Gesucht ist eine Funktion f: R? —
RmitVf=F
LOSUNG. Aus
P, =2xcosy = Q,
schlieBen wir, da I ein Gradient ist, d.h. es gibt eine Funktion f: R? — R mit

fo=P und fy=Q.
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Integriert man die erste Beziehung beztiglich x, erhalt man

f@w%z/P@wmx+Mw

= /2xdazsiny+w(y) = z”siny + Y(y),

wobei 1(y) eine Integrationskonstante darstellt, die natiirlich noch von der Variablen
y abhéngen kann. Aus der zweiten Beziehung folgt dann

fy=ax*cosy+ ' (y) = Q = 2*cosy
also
W(y) =0
somit

Y(y)=ceR

Die gesuchte Funktion ist also

f(z,y) = 2®siny + c.

9. Koordinatentransformation

Manche Probleme, beispielsweise rotationssymmetrische Probleme, lassen sich in karte-
sischen Koordinaten nicht gut analysieren. In diesen Fallen ist es zweckmafig, prob-
lemangepafite, eventuell krummlinige Koordinaten einzufiihren.

Es sei f: D — R eine Funktion und 7': {2 — D eine Bijektion, dann ist

f=foT: Q>R

die auf €2 zuriickgeholte Funktion (dies entspricht der Darstellung von f in neuen
Koordinaten). Diese Uberlegung motiviert folgenden Begriff.

DEFINITION 9.1. Es seien D und (2 offene Teilmengen im R™. Wir nennen 7°: €2 — D
eine Koordinatentransformation auf D, wenn 7' bijektiv und sowohl 7" als auch T"—*
stetig differenzierbar sind.

Der Nachweis, dafl T~ stetig differenzierbar ist, kann recht aufwendig sein. Folgendes
Resultat ist dabei niitzlich.

SATZ 9.1. Es set T: Q — D, ), D C R"™ offen, bijektiv und stetig differenzierbar. Ist
die Jacobimatriz DT (z) fiir alle x € Q requlir, dann ist T~ stetig differenzierbar.

In diesem Zusammenhang nennt man die Determinante der Jacobi Matrix von T
Jacobi Determinante oder auch Funktionaldeterminante. Die Jacobimatrix
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DT(x) ist somit reguldr, wenn fiir die Jacobideterminante det DT(z) # 0 gilt. Fiir
n = 2, 3 ist folgende Notation gebrauchlich:

n=2: (x,y) =T (u,v) |DT (u,v)| = ‘ggi’ z;‘
n=3: (x)y,z) :T(u,v,w) ‘DT(U,U,U})‘ = ‘g((,j’g,;)))‘

Die Bilder der achsenparallelen Geradenstiicke T o ;. v;(t) = £ + te;, € € Q heiflen
Koordinatenlinien.

FIGURE 1.11. Koordinatentransformation

9.1. Ebene Polarkoordinaten. Die Transformation auf ebene Polarkoordinaten

(x,y) =T(r,¢) = (rcosp,rsiny)
bildet den Streifen Q = (0,00) x (—m,7) bijektiv auf D = R?\ {(z,0): = < 0}
ab. Natiirlich ist diese Transformation fiir alle (7, ) € R? definiert (und bildet den
Streifen [0,00) x R nach R? ab). In vielen Anwendungen ist dies auch sinnvoll.
Allerdings ist die Transformation dann nicht injektiv, denn es gilt T'(r, ¢) = T'(r, o +
2km), k € Z. Die Injektivitdt wird erzwungen, indem man das Winkelargument
beispielsweise auf [—m, ) einschrankt und den Ursprung ausnimmt. Dem Ursprung
kann namlich kein eindeutiger Winkel zugeordnet werden. Eine einfache Uberlegung
zeigt, daBf dann T~ als Abbildung von R?\ {(0,0)} auf (0, 00) X [—, ) nicht stetig
ist. Die Einschriankung von 7! auf R?\ {(x,0): z < 0} ist jedoch stetig. Dies ist der
Grund fiir die Einschrankung von 7" auf €2. Die Koordinatenlinien sind die Bilder der
Geradenscharen r = const und ¢ = const also Familien konzentrischer Kreise, bzw.
Familien von Halbstrahlen in radialer Richtung. Die Jacobi Determinate ergibt sich

zu

|8(I,y)| . 87«37 &{,x

o(r,)' |0y Opy

Auch in der Jacobi Determinante zeigt sich der singulére Charakter des Koordiantenur-
sprunges

cosp —rsinp
sing  rcose

9.2. Zylinderkoordinaten im R3. Ist ein Problem rotationssymmetrisch beziiglich
einer Geraden g, kann die Verwendung von Zylinderkoordinaten vorteilhaft sein:

T =T COS P, r >0,
(1.4) y =rsing, —T<p<T

zZ ==z
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Die Abbildung T': [0, 00) x [—7, 7] x R — R? ist surjektiv, aber nicht injektiv. Jedoch
ist die Einschrankung von T" auf Q = (0,00) x (—m, ) X R injektiv und stetig. Das
Bild D = T'(Q) ist gegeben durch

D =R\ {(z,0,2): x <0,z € R}.

Die Singularitat der Punkte auf der z-Achse duflert sich wieder in der Funktionalde-
terminante

Orx Opx O,z CoS ¢ sinp 0
‘M’ =10,y Oypy 0O.y|=|—-rsing rcosep 0| =r
(’T‘,QO, Z) arZ 8992 azz 0 0 1

9.3. Raumliche Polarkoordinaten. Ein Punkt im R3 kann auch durch seine
raumlichen Polarkoordinaten (Kugelkoordianten), (1,4, ) festgelegt werden

x = rsind cos g,
(1.5) y = rsindsin p,
2z =rcost

Die Koordinate v entspricht der geographischen Breite, ¢ der geographischen Léange.
Die Menge

r>0 0<9<m —7w<ep<m
wird durch T surjektiv, aber nicht injektiv auf R3 abgebildet. Schrankt man 7" auf
Q= (0,00) x (0,7) X (—=m,7)
ein, dann ist T eine Bijektion von 2 auf
D=R*\{(2,0,2): 2 <0,z € R}

Fir die Jacobideterminante findet man

B8(z,y, 2 Ty, Ty Ty sindcosy rcosvcosy —rsindsing
|8 ’g’ | =Y Yo Y| =|sindsing rcosvdsing rsindcosy
(r, 0, ¢ Zr 29 Zyp cos v —rsind 0

rcosdcosp —rsindsing

= cos ¥ . .
rcosvsing  rsindcosp

+rsind sin¥sing  rsindcosp

sinvcosp —rsindsin gp’

cos —siny
siny  cosp

= r?sind(cos® ¥ + sin* ) = r?sin v

= 72 cos® ¥ sin ¥ + rsin® 9

cos —siny
siny  cosp

Auch hier zeigt sich wieder, daf§ die Punkte der z-Achse (¢ = 0, ¥ = 7) singulére
Punkte der Transformation sind.
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9.4. Lineare Transformation. Wir betrachten die lineare Abbildung
T:[-1,1] x[-1,1] — D

1 1
(&m) = (G(E+m), 5(E=n)
und bestimmen zuerst D = T'(Q2). Diese Abbildung kann auch in der Form

o -3(1 4)(5)=4(})

geschrieben werden. Wegen det A = —1 ist A regular und somit 7" injektiv. Fir lin-
eare Abbildungen gilt DT(z) = A, somit ist die Jacobi Determinante stets ungleich
Null und daher 7" eine Koordinatentransformation auf D = T'(2). Die Koordinaten-
linien T o v;, ¢ = 1,2 mit

n(tn) = (tn),  ne[-11],

’72(t7£> = (f?t)v 56 [_171]7

|t| <1 sind gegeben durch

wontm=3(; 4)())=5(")+5(0)
womten0 -3 (3 1) () =5 (5)+5 (1)
Eliminiert man den Parameter ¢ aus T o v, (+;7)
x=§@+m
yZ%@—m

erhélt man das Geradensegment

—_

1
y=x—1, ﬁhx6P04+n%;1+ML

Analog ergeben sich fiir die Familie 7" o y5(+; §) die Geradensegmente

[\

y=-e+§  firze [%(5 - 1), %(5 +1)]

Man erkennt, daf§ 7" sich als Drehung um den Winkel 7 im mathematisch negativen
Sinn, gefolgt von einer Spiegelung an der z-Achse und einer Stauchung um den Faktor
L beschreiben 148t. Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der affinen Transformation

V2
T(x) = Ax + b, det(A) # 0.

Ist A reguldr, wird die Untersuchung der geometrischen Eigenschaften der Trans-
formation erleichtert durch die Beobachtung, dass 1" Parallelogramme auf Parallelo-
gramme, deren Ecken auf Ecken und Kanten auf kanten abbildet.



CHAPTER 2

Parametrisierte Kurven und Flachen

1. Parametrisierte Kurven

DEFINITION 1.1. Eine (parametrisierte) Kurve im R" ist eine Abbildung
vl =R = A(t) = (), (1))

eines Intervalles I, deren Koordinatenfunktionen x;: I — R, i = 1,...,n stetig sind.
Das Bild 7(7) heifit Spur von . Fiir n = 2 spricht man von ebenen Kurven, fiir
n = 3 von Raumkurven.

In der Literatur sind fiir die Spur auch andere Bezeichnungen, beispielsweise Weg
in Gebrauch. Auf jeden Fall soll zwischen einer parametrisierten Kurve und deren
Spur unterschieden werden, da ein und dieselbe Spur auf viele unterschiedliche Arten
parametrisiert werden kann.

BEISPIEL 1.1. 1.) v: R — R3, ~v(t) = z¢ + tv, parametrisiert eine Gerade im R3
durch den Punkt xo mit Richtungsvektor v.
2.) ~:10,2r] — R?, y(t) = (rcost,rsint) parametrisiert einen Kreis S(0,7) mit
Radius v und Mittelpunkt (0,0). Setzt man

x(t) = rcost, y(t) = rsint
qgilt
(%) 2?4yt =12
Dies ist die parameterfreie Darstellung der Spur von . Die parametrisierte Kurve
o: [0,27] — R? o(t) = (rcos2t,rsin 2t)

beschreibt denselben Kreis S(0,71), das heifit v und o haben dieselbe Spur. Jedoch wird
mit o der Kreis S(0,r) zweimal im mathematisch positiven Sinne durchlaufen.

Die Parameterdarstellung enthdlt mehr Information als die Spur: interpretiert man
t als Zeit und v als die Bewegung eines Teilchens, dann zeigt (x) nur, daf$ sich das
Teilchen auf einer Kreisbahn bewegt, wahrend v angibt, wo sich das Teilchen zu jedem
Zeitpunkt befindet.

3.) Die Neilsche Parabel ist gegeben durch

TR=RY () = (2,8,
Elimination von t ergibt die Gleichung fur die Spur

y2 = :c3, x> 0.
31



32 2. PARAMETRISIERTE KURVEN UND FLACHEN

Die Interpretation des Parameters t ergibt sich aus
t3

tana:t—2:t.

4.) Die Gerade durch die Punkte (1,2) und (3,6) hat die Gleichung y = 2x. Das
Segment, welches diese beiden Punkte verbindet, ist gegeben durch
Yy = 2, 1<z <3

Das Segment kann auf viele Arten parametrisiert werden:

a) x(t) =t, y(t) =2t, t € [1,3].
b) Ersetzt man t durcht = s+ 1

z(s)=s+1, y(s)=2s+2, s€]0,2]

erhdlt man eine weitere Parametrisierung des Geradensegmentes, welches im
selben Sinne durchlaufen wird.
c) Ersetzt man t durcht =3 — s, also

x(s)=3—s, y(s)=6-—2s, se€]l0,2]
folgt mit o(s) = (x(s),y(s))
0(0) = (376)7 U(2> - (17 2)7

d.h. das Geradensegment wird in umgekehrter Richtung durchlaufen.
d) Setzt man o: [0,47] — R2, o(t) = (x(t),y(t)),

x(t) = 2 + cost, y(t) =4+ 2cost,

findet man 0(0) = o(27) = o(47) = (3,6) und o(m) = o(37) = (1,2), das Geradenseg-
ment wird also wihrend der Zeitspanne [0, 4w| beginnend bei (3,6) insgesamt vier Mal
durchlaufen.

5.)Schraubenlinie:

v: R — R3 v(t) = (rcost,rsint, ht).
Die Spur liegt auf dem Zylinder
{(z,y,2) e R*: 2* +y* = 1% 2 € R},

Die Schraubenlinie hat die Ganghdhe 2h.
6.) Es sei G(f) der Graph einer stetigen Funktion f: I — R, also

G(f) ={(z, f(z) €eR*: z € I}.
Setzt man
vl =R () = (t (1)
also
a(t)=t,  yt)=f(),

dann ist v eine parametrisierte Kurve, deren Spur gerade der Graph von f ist.
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FIGURE 2.1. Tangente

Fiir eine vektorwertige Funktion f: I — R? vereinbaren wir, da8 f auf I genau
dann differenzierbar ist, wenn jede Koordinatenfunktion differenzierbar ist, vgl. Be-
merkung 3.1 und setzen
df
2-(@) = ["(@) = (fi(2), ... fol2))-
Eine parametrisierte Kurve ist demnach (stetig) differenzierbar, wenn jede Koordi-
natenfunktion (stetig) differenzierbar ist.
Es sei v: I — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Dann existiert

() = T (3t 4 ) — 1)),

wobei der Grenzwert komponentenweise genommen wird. Fiir eine geometrische In-
terpretation von +/(¢) an einer Stelle ¢y betrachten wir die Abbildung 1. Beachtet man,
daB v(t+h) —~(t) und +(y(t+h)—~(t)) kollinear sind, wird aus der Zeichnung plau-
sibel, 7/(ty) als Tangentenvektor in tq zu bezeichnen. Kinematisch interpretiert man
7v'(to) als Geschwindigkeitsvektor zur Zeit to und ||7/(to)|| = /71 (to)2 + - + 7' (t0)2
als Geschwindigkeit.

BEISPIEL 1.2. 1.) Fir den Kreis ~(t) = (cost,sint), t € [0,2n] ist der Tangenten-
vektor gegeben durch ~'(t) = (—sint, cost). Es folgt die bemerkenswerte Eigenschaft

(v(£),7'(#)) =0, tel0,2n].
Der Tangentenvektor ist daher in jedem Punkt P des Kreises orthogonal zum Ra-
diusvektor 0P. Die Gleichung der Tangente an den Kreis im Punkt ~(ty) ist daher

gegeben durch

costyg — ssint
T(s) =(to) + s7'(to) = (sm by + 5 cos tg)

Setzt man y(to) = (zo,yo) und ist sinty # 0, kann man den Parameter s aus der
ersten Koordinate eliminieren,
T — cos ty T — X

S = - =
sin tg Yo

und erhdlt fur die Gleichung der Tangente die parameterfreie Form

. T — costy 1—zz
Yy =sinty — ————costy = .
sin &g Yo

2.) Wir betrachten die Kurve v: R — R?, y(t) = (t* — 1,#> — t). Die Spurgleichung
erhalten wir aus der Uberlegung

r=1t>—1, alsot = £vVx + 1, fur x> —1

und somit

y=t{t*—1)=Favao +1.
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Daraus kann man ablesen, daf$ die Spur symmetrisch beziiglich der x-Achse ist und
folgendes lokale Verhalten besitzt:

r=—1 ~ £z

x=0 ~ tx

T — 00 ~ 4232,

Man kann nun leicht die Spur skizzieren
Man beachte, daf$ sich die Kurve in (0,0) selbst schneidet, es liegt ein Doppelpunkt
vor. Aus y(t) = (0,0), also

t?—1=0 und 2 —t=0

erhalten wir die Losungen t = +1. Die Tangentialvektoren im Doppelpunkt ergeben
sich nun aus
7(t) = (2t,3t* — 1)

20

'7/(_1) = (_272)7 und '7,(1> = (2’ 2)’
in Ubereinstimmung mit unseren Uberlequngen zur Spur von . Wir merken an, dafs
sich die Rechnungen durch die Kenntnis der Spur etwas vereinfacht haben. Ohne
Kenntnis der Spur liest man die Symmetrie der Spur bzgl. der xz-Achse in diesem
Beispiel aus der Beziehung

(z(=t), y(=1) = (x(1), =y(=1))

ab. Die Existenz eines Doppelpunktes untersucht man mit dem Ansatz

7(t) = (s)
also
(I) P —1=5"-1
(IT) 3 —t=s"—s.

Aus (1) folgt |t| = |s| und (II) kann umgeformt werden zu
- =t—s

bzw.
(t—s)(t*+st+s*)=t—s.

Also gilt entweder t = s oder t # s. Falls t # s mufl wegen (1) t = —s gelten, woraus
mat (IT)

P4+ st+s2=1
und somit

=1

folgt. Somit qilt t = £1 und entsprechend s = F1.
Dieses Beispiel zeigt auch, daf$ der Tangentialvektor nicht eine Figenschaft der Spur
von vy ist, sondern fur eine Parameterstelle definiert ist. In einem Doppelpunkt
kionnen daher ohne weiteres zwei Tangentialvektoren (fir verschiedene Parameter-
werte) ezistieren.
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DEFINITION 1.2. Eine stetig differenzierbare Kurve ~: I — R™ heift regular in o,
wenn 7' (ty) # 0; sie heifit regulér wenn sie an allen Stellen ¢ € I regular ist.

Eine Irregularitdt muf sich nicht in der Spur zeigen: sie bedeutet kinematisch, daf
zur Zeit ty die Geschwindigkeit Null ist.

BEISPIEL 1.3. 1.) y(t) = (t*,t?), t € R, ist in t = 0 nicht requldr. Die Spur von v
ist die Halbgerade y =z, x > 0.

2.) Die Neilsche Parabel y(t) = (t%,¢3), t € R ist ebenfalls in t = 0 nicht regulir. Sie
hat an dieser Stelle eine Spitze.

3.) Der parametrisierte Graph einer stetig differenzierbaren Funktion ist reguldr:

W) = (6 1), tel
V() = (1, f/(2)) #0.

2. Die Bogenlange

Es sei v: I — R" eine stetige Kurve, I = [a,b]. Fiir eine Zerlegung Z: tg = a < t; <
- < t,m, = b von I betrachten wir das Sehnenpolygon mit den Eckpunkten (%),
1=20,...,m und der Lange

L(Z) = Z v(t:) — (i)

(wir verwenden dabei die euklidische Norm). Es ist intuitiv klar, daf die Lange des
Sehnenpolygons kleiner ist, als die "Lange” der Kurve 7. Die Lange einer Kurve
wurde allerdings noch nicht definiert. Insbesondere ist nicht klar, welchen Kurven
man eine Lange zuordnen kann. FKine konsistente Einfithrung erfordert den Begriff
des Supremums. Wir begniigen uns daher mit heuristischen Andeutungen. Entsteht
die Zerlegung Z’ aus der Zerlegung Z durch Hinzufiigen eines weiteren Teilpunktes,
folgt aus der Dreiecksungleichung

L(2) < L(Z).

Man sagt, eine stetige Kurve v: I — R" sei rektifizierbar, wenn die Menge der
Langen der eingeschriebenen Sehnenpolygone beschrankt ist und nennt dann

L(y) = sup L(Z)

Lange von 7. Es sei darauf hingewiesen, dafl nicht jede stetige Kurve rektifizierbar
ist: ein besonders pathologisches Beispiel ist die Peano Kurve. Dies ist eine Kurve

v [0,1] — [0, 1]%,

welche stetig und surjektiv (1) ist. Um derartige Pathologien zu vermeiden, beschrankt
man sich meist auf regulare Kurven.
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Es sei v: I — R” stetig differenzierbar. Fiir ein eingeschriebenes Sehnenpolygon folgt
aus dem Mittelwertsatz

- Z(Z(’Y}c(tz) — ’Yk(tz_l))2)1/2
DD OIEACHDER U

mit geeigneten Zwischenstellen 7,5 € (¢;-1,¢;). Fiir eine hinreichend feine Zerlegung
kénnen wir 7,5, k = 1,...,m, durch eine einheitliche Zwischenstelle 7, € (t;-1,1;)
ersetzen und erhalten

L(Z) ~ Y O am(m)) 2t — ticn)

=1 k=1
=S W@~ ticy).
=1

Die rechte Seite kann als Riemannsche Summe fiir das Integral

[ ol

gedeutet werden. Diese Uberlegung motiviert folgendes Resultat:

SATZ 2.1. Eine stetig differenzierbare Kurve v: [a,b] — R™ ist rektifizierbar und hat
die Lange

Liy) = / I/ (8)] dt.

Insbesondere hat der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R die
Lange

v = [ VIF PP
Dieser Satz bleibt richtig, wenn v nur stiickweise stetig differenzierbar ist.
BEISPIEL 2.1. 1.) Kreisbogen mit Zentriwinkel ¢ € [0, 27|
v(t) = (rcost,rsint), I @) =r
Es folgt
L) = [T Ollde=re,
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F1GURE 2.2. Epizykloide

2.1. Epizykloide. Ein Kreis mit Radius r rollt auf der Auflenseite eines anderen
Kreises mit Radius R, r < R, ohne zu gleiten ab. Die Bahnkurve eines festen Punktes
auf der Peripherie des kleinen Kreises heifit Epizykloide. Um eine Parametrisierung
der Epizykloide zu finden, betrachten wir die Abbildung 2.1. Wir betrachten den
Punkt P auf dem kleinen Kreis. Ist der kleine Kreis auf dem Grofien entlang eines
Bogens mit Zentriwinkel ¢ abgerollt, entspricht dem Punkt P der Punkt P,. Aus der

Gleichheit der Bogen PAQ und Q?D@ folgt
Ro =19

also

R
Y =—¢.
r
Die Koordinaten des Mittelpunktes M sind

zy = (R+1)cosy,
yv = (R+1)sine.

Die Koordinaten des Punktes P, in einem in M verankerten lokalen Koordinatnsys-
tem sind

z, =rcos(p+m+ 1) = —rcos(p + 1),
Y, = rsin(p + 7+ 1) = —rsin(e + ).

Beriicksichtigt man noch
R+r

o+ = @
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erhélt man die globalen Koordinaten von P,, also (x,y) = (xa + X, Yar + Yy)

+r

xr = (R+7’)cosgp—rcosR
R+r

¥

y=(R+r)sinp —rsin ®.

Nimmt man an, dal der kleine Kreis mit einer gleichformigen Winkelgeschwindigkeit
von w rad/sec abrollt, ist ¢ durch ¢(t) = wt zu ersetzen.
Ersetzt man in y(¢) = (2(¢), y(¢)) den Winkel ¢ durch —¢ erhélt man

r(—¢)=z(p), und  y(—¢) = —y(p).

Die Spur von 7 ist daher symmetrisch beziiglich der z-Achse. Offenbar ist 7 stetig
differenzierbar mit

Y() = (R +1)(—sin g + sin "),
Y(¢) = (R+1)(cos g — cos L)
also
()1 = 2R+ (1 (sinpsin "o 4 cospcos T p))
R+r

=2(R+r)*(1 — cos(( —1)¢)) = 2(R+7)*(1 — cos ?gp)

Im Falle R =4 und r = 1 gilt dariiber hinaus

r(r—@)=z(p), Yl —p)=—ylp),

diese Epizykloide ist also auch symmetrisch beziiglich der y-Achse. Es geniigt also ~
fiir ¢ € [0, 5] zu betrachten. Die Lange der Epizykloide im 1. Quadranten ergibt sich
dann aus

w/2 /2
L:5\/§/ \/1—cos4apd90:10/ \/sin? 2p dp = 10
0 0

(man beachte: sin2p > 0 fiir ¢ € [0, §]). Insgesamt betrigt die Lange der Zykloide
daher 40 Langeneinheiten.

Abschlieend untersuchen wir noch, wo diese Parametrisierung der Epizykloide regular
ist. Wir gehen aus von

R
Y(p) =0 [[7'(p)l| = 0 < cos =1
also
= %Qkﬂ', ke Z.

Im speziellen Fall R = 4, r = 1 erhalten wir die Winkel o = k7, k = 0,1,2,3. An
den Stellen v(0) = (4,0), v(%) = (0,4), v(7) = (—4,0 und y(2) = (0, —4) hat die
Epizykloide jeweils eine Spitze.
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A7

(r,9)

Ve

(=rp) = (rp+m)

FiGURrE 2.3. Polarkoordinaten

3. Ebene Kurven in Polarkoordinaten

In manchen Féllen ist die Darstellung einer Kurve in Polarkoordinaten niitzlich

T:f(QO), (PGI-

Dies ist gleichwertig mit der Parametrisierung v(¢) = (x(¢), y(¢)), wobei

z(p) = () cos p,
y(p) = r(p)sing.

Gilt beispielsweise r(0) = r(27), dann ist die Kurve geschlossen. Der Tangentenvektor
ist gegeben durch

;o [r'cosp —rsing
7V (p) = (r’singo+rcos<,0)

und somit
IV (@)l = V2 + 7.

Die Lange der Kurve ist daher gegeben durch
o= [V
I

Um die Einschrankung f(¢) > 0, ¢ € I zu umgehen, ist es zweckméBig, in diesem
Zusammenhang auch negative Werte fiir r zuzulassen. Wir vereinbaren dazu, einen
Punkt P mit den Polarkoordinaten (7, ¢) und r < 0 mit dem Punkt mit den Polarko-
ordinaten (|r|, ¢ + 7) zu identifizieren.

BEISPIEL 3.1. 1.) r = ¢, ¢ > 0 beschreibt die Archimedische Spirale

2.) r = cos2p, ¢ € [0,2m]. Wegen r(0) = r(2m) wird eine geschlossenen Kurve
dargestellt. Wir gehen vom Graphen von cos 2y, Abbildung 3.1 aus

und bauen den Graph von ~y schrittweise auf, Abbildung 3.1.
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0,7
(n,())/j\ /4% (cos(m/4),sin(m/4))

\

FIGURE 2.4. Archimedische Spirale

r<0 r<0

<
E ls
=
el

FIGURE 2.5. cos2¢p

Y A
\ /
0<p<7% IS¢<3 IT<p<i 0<p<2r
FIGURE 2.6

4. Der Flacheninhalt in Polarkoordinaten

Wir betrachten vorerst einen Sektor €2, der in Polarkoordinaten beschrieben wird
durch

Q={(0,0): 0<0<r(p),a < p < B},

a< f<a+2r.
Um den Flécheninhalt von €2 zu berechnen, zerlegen wir 2 durch eine Partition

a=py <1<, =0
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Y =20

ASY

FIGURE 2.7

in Teilsektoren €);

2 ={(0,0): 0<0<r(p), pi1 @ < il
i =1,...,n. Wegen der Stetigkeit von ¢ — 7(¢) kann man jedem Sektor €); einen
Kreissektor ein- und umschreiben:

Y

FIGURE 2.8

Setzt man
ri =min{r(e): i1 < ¢ < @i},
R = max{r(y): pi-1 < v < i}
folgt fiir die Fléache |€;] von ;
%T?(%‘ —@i—1) < [S4] < %R?(%’ — ¢i-1)
und durch Summation tiber die einzelnen Teilsektoren

1 1
> 5rilei—ein) <101 < D0 SR — o).
i=1 i=1

Die beiden Enden dieser Ungleichungskette konnen als Riemannsche Summe fiir das
Integral % | j r? dp betrachtet werden. Dieses Integral existiert wegen der Stetigkeit

von ¢ — r2(¢p). Es ist daher plausibel, den Flicheninhalt von 2 durch

1 [,
Q=5 [ rdy

zu definieren.
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BEISPIEL 4.1. Als Beispiel berechnen wir den Flicheninhalt auflerhalb des Kreises
r = 1 und innerhalb des Kreises r = 2cosp. Durch r = 2cosy wird ein Kreis

mit Mittelpunkt (1,0) und Radius r = 1 dargestellt. Dies erkennt man, wenn man

cos = < einsetzt, also

r= 2§, also 1* = 2z.
r
Dies ist aquivalent zu
(-1 +y*=1.
Die Schnittpunkte der beiden Kreise ergeben sich aus

1
1=2cosyp, bzw. cos p = >

also

T
4T
L

Aus Symmetriegrinden ist die gesuchte Fldche

w/3 1 ) 1 /3 )
|Q|:2/ G —§)d¢:/ (dcos? o — 1) d.
0 0

Mt partieller Integration erhalt man

/cos%dgp = sin@cosg0+/sin2 dy

:sincpcosg0+g0—/c082gpdgo

also
2 L.
cos (pdgpzi(smgpcosgo—i-go)—i-c.
Somit folgt
\/3 ™
Ol = 2si m/3 QE—z:— -
Q] sin g cos |y~ + 573 5 +3

5. Tangenteneinheitsvektor, Hauptnormale und Beriihrebene

Wir betrachten eine zweimal stetig differenzierbare Raumkurve v: I — R3 mit /(t) #
0, t € I. Der Tangenteneinheitsvektor ist dann gegeben durch

Tty = LW
@l
Wegen ||T'(t)|| = 1 gilt (T'(¢),T(t)) = 1 auf I. Differenziert man diese Identitét, erhélt
man

2(T(), T'(1)) = 0,
also
T'(t) LT(t).
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|T"(t)|| ist ein MaB fiir die Richtungséinderung des Tangenteneinheitsvektors. Fiir
T'(t) # 0 definiert man den Hauptnormalenvektor

T'(t)

N(t) = .

1 ()]l
In jedem Punkt einer Raumkurve mit 77(t) # 0 wird durch T'(t) und N(t) die
Beriihrebene (Schmiegebene) definiert. Eine Gerade besitzt keine Beriithrebene,
da fiir sie 7"(t) = 0 ist. Der Normalenvektor der Beriithrebene heifit Binormalvektor

B(t) =T(t) x N(t).

Auch der Binormalvektor ist ein Einheitsvektor (warum?). In jedem Punkt der Kurve
bilden die Vektoren (7'(t), N(t), B(t)) das Frenetsche Dreibein, das in dieser Rei-
henfolge ein rechtshandiges Koordinatensystem darstellt.

BEISPIEL 5.1. Die Schraubenlinie

acost
~v(t) = | asint |, a>0,b>0,teR
bt
hat den Tangentenvektor
—asint
v (t) = | acost
b
und somit den Tangenteneinheitsvektor
1 —asint
T(t) = ——=| acost

Va2 + b? b
Der Hauptnormalenvektor ergibt sich aus

1 —a CQS t — CQS t
T'(t) = N —aglnt : N(t) = —(s)l‘nt
Der Binormalvektor berechnet sich zu
1 bsint
B(t) = s —bzost

Die Berihrebene in y(t) erhdlt man aus

<B(t>77(t) - (x,y,z)) =0,

wobei (x,y, z) einen beliebigen Punkt der Beriihrebene bezeichnet. Dies ergibt

1 1
———(bxsint — by cost + az) = —=(absint cost — absint cost + abt),
Va? +b? a? + b?

also
brsint — by cost 4+ az = abt.
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6. Parameterwechsel, Bogenlange

Es seiy: [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve. Die Parametrisierung pragt der Spur
von 7 eine Orientierung auf: Die Stelle v(¢;) wird vor v(ts) erreicht, falls ¢; < t5 ist
(es ist nicht notwendig v(¢1) # (t2)). Betrachtet man die Parametrisierung

A(s) =v(a+b—s), s € [a,b]
folgt
Y(a) =),  A(b) =~(a).
Die Spur von 4 stimmt mit der Spur von ~ iiberein, allerdings werden mit 5 die
Punkte in der umgekehrten Reihenfolge durchlaufen. Man beachte: ¥ = 7 o ¢ mit
@: [a,b] = [a,b], s—a+b—s.

Die Abbildung ¢ ist ein Beispiel einer Parametertransformation. Allgemeiner betra-
chten wir eine parametrisierte Kurve v: I — R"™ und eine stetige Bijektion ¢: J — I,
eines Intervalles J auf I. Man nennt

v:J —R"

T=v0¢,  Als) =7(e(s))
Umparametrisierung von v mittels der Parametertransformation ¢. Die Pa-
rametertransformation heiffit orientierungstreu, wenn ¢ streng monoton steigt und
orientierungsumkehrend, wenn ¢ streng monoton fallt. Ist ¢ differenzierbar und
¢ # 0 auf J, dann ist ¢ orientierungstreu fiir ¢’ > 0 und orientierungsumkehrend

fiir ¢’ < 0. Der Zusammenhang zwischen den Tangentialvektoren ergibt sich aus der
Kettenregel:

mit p(s) = t.

Ein natiirlicher Parameter ist die Bogenlange. Dazu betrachten wir fiir eine stetig
differenzierbare, somit rektifizierbare, regulére Kurve «: [a,b] — R™ mit der Linge L
die Abbildung

— [0, L],

/ I/ (s)l s

o(t) ist also die Lange des Kurvensegmentes zwischen v(0) und v(¢). o ist stetig und
streng monoton steigend und es ist gilt

o'(t) = Iy (®)]l-
Daher ist auch ¢ eine orientierungstreue Parametertransformation. Setzt man
s = o(t) und ¥ = y oo folgt wegen (07')'(0(t)) = L fiir den transformierten
Tangentenvektor

1

. (TR N L () B A 1)
(¥ ) = (o lol)'(0 = 20 = T

7' wird an der Stelle t = 07!(s) ausgewertet. Somit folgt
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1¥ () =1, sel0,L].
Gilt umgekehrt fiir eine Parametrisierung ||7(7)|| = 1 fir alle 7 € [«, 5], dann ist
offenbar 7 — o die Bogenlange.
Beschreibt « den Graph einer stetig differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R, also
v(z) = (z, f(x)), x € [a,b], folgt fiir die Bogenldnge

o(x) = / T PR e

Fir eine ebene Kurve in Polarkoordinaten

e=r(p), ¢€lnp
ergibt sich die Bogenlange zu

©
a((p):/ V12 + 2 de.

BEISPIEL 6.1. Fur die Bogenlinge der Schraubenlinie
v(t) = (rcost,rsint, ht), t>0
erhalt man wegen ||y (t)|| = Vr? + h?

a@):/tmdg:tm.
0

Setzt man s = o(t), alsot = o71(s) = ﬁ erhdlt man fir die Parametrisierung
der Schraubenlinie durch die Bogenlange

. _1 s . S hs
s) =v(0c""(s)) = (rcos ———=, rsin , .
) =l s) = breos G T e Ve )

Man verifiziere |7 (s)]| = 1, s > 0.

7. Krimmung

Es sei v: I — R" eine stetig differenzierbare Kurve, welche durch die Bogenlange

parametrisiert wurde. Dann ist 7/(s) ein Einheitsvektor, also 7/(s) = T'(s), der
abhangig von s nur seine Richtung andert. Man bezeichnet mit
K(s) =" = 1T"()ll,  sel

die Kriimmung der Kurve an der Stelle y(s).
Aus der Definition des Hauptnormalenvektors folgt dann unmittelbar
T'(s) = k(s)N(s).
BEISPIEL 7.1. Fir die Schraubenlinie erhalten wir aus dem vorangehenden Beispiel
g) = (_
Y (S) - /’,,2 + hg( )

S S
€08 ———, — sih ——, 0
V2 + B2 V2 + k2

,
r2 4+ h?’

und somit

k(s) = 17" (s)ll =
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Fur h = 0 erhalt man die Kriummung des Kreises k = % Je kleiner der Radius des

Kreises, umso grofler ist dessen Krimmung.

Es ist nicht immer praktisch, die Bogenlange als Parameter zu verwenden. Liegt eine
andere Parametrisierung vor, beispielsweise y: I — R", ergibt sich die Krimmung aus
folgender Uberlegung. Durch einen Parameterwechsel erhalt man die Parametrisierung
durch die Bogenlange

=00, dﬂ=i/H¢@mdé

In (%) wurde bereits

N VI
T = g =Y
mit ¢ = o~ !(s) gezeigt. Daraus folgt
~ I d —1 1y _—1 1
¥'(s) = @T(U (s)=T'(o (@)m
v (1)

a'(t) vl
Somit gilt

SATZ 7.1. Es sei v: I — R eine stetig differenzierbare, requlare Kurve. Dann ist die
Krimmung an der Stelle v(t) gegeben durch

T'(t
) = 701
I (@O
Es ist nun leicht, die Kriimmung des Graphen einer Funktion, bzw. einer Kurve in

Polarkoordinaten auszurechen. Es sei f: I — R stetig differenzierbar und v(z) =
(x, f(x)), x € I. Der Tangenteneinheitsvektor ist gegeben durch

() 1

"= =
Es folgt
T'(w) = =L+ f2) 2R () + (L4 £2) 7720, 1)
= (L /)R L2 + 0.7+ 1217)
= (L)L) = A+ 7R (=)
also

17" ()] = (1 + f)7Hf)-
Daraus ergibt sich fiir die Kriimmung des Graphen von f an der Stelle (z, f/x)

()
T+ f2@) 7P

k(z) =
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Fir die Berechnung der Krimmung einer Kurve in Polarkoordinaten gehen wir von

v(p) = (rcos @, rsin @)
aus. Wegen
T(p) = (r> + ") "Y2(r' cos ¢ — rsin @, 7’ sin @ + 7 cos @)
erhalt man
T'(@) = —(r* + )32 (" + r'v") (1" cos @ — 7sin @, 7' sin @ + 7 cos @)
+ (2 4 1)7V2 (1" cos p — 2r' sin g — 1 cos @, " sin ¢ + 21’ cos @ — 7sin )
= (r® + )32 (= (r + ") (1" cos o — rsin g, ' sin p + 7 cos )
+ (r® + ) (" =) cosp — 2’ sin g, (r" — ) sin p + 21’ cos p))
= (1 + )2 (=2 (r + ") + (1 +7'2) (1" — 7)) cos
+ (rr'(r +0") = 2r' (r? + 7)) sin g, (= (r +0") + (r* + ) (" — 1)) singp
+ (=rr'(r+ ") + 20 (r* +1'"%)) cos )
= (2 + 1) 32 (= =" % =3 0 — ) cos
+ (r?r " = 2% — 27" sin o, (—rr? — 2" %" — 2 — ) sing
+ (= = 'y + 271 + 20 cos )
= (r* + r’2)_3/2(—r(27“’2 — 7" +1r%) cosp — ' (2r? —rr” + %) sing,
— (2 — " 4 r?)sing + (28 — 1" +17) cos @)
= (r? 4+ 1r)732(2r"% — 1" 4 1) (=7 cos p — ' sin @, —rsin g + r’ cos @),

also
1272 — rr' 4 r?|
r2 + 2

1T ()]l =
Somit ergibt sich schlieBlich

) = 1272 — rr” 4 1?|
FG("D - (r2 +r’2)3/2

Ist ko die Kriimmung einer Kurve 7 an der Stelle (o), bedeutet dies geometrisch,
daB sich v in y(to) wie ein Kreis mit Radius Kio kriimmt, dessen Mittelpunkt gegeben
ist durch

M(to) = 7(to) + %N(to»

Fiir Raumkurven liegt dieser Kreis in der Schmiegebene.

8. Kinematische Interpretation

Wir betrachten die Bewegung eines Partikels v: I — R". Aus

Py~ YO 70 o

RO RRZCERAO)
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(o(t) Bogenldnge) erhdlt man fiir den Geschwindigkeitsvektor
v(t) =o' ()T (1)
und somit fiir die Beschleunigung
a=0c"T+ T,
wegen 1" = ko' N weiters
a=0"T+ kN = ar + ax.

Der Beschleunigungsvektor liegt somit in der Schmiegebene. Er ist die Summe aus
einer Tangentialkomponente
ar =0 ”T,

welche nur von der Anderung der GréSe der Geschwindigkeit abhéangt. Sie ist un-
abhangig vom jeweiligen Weg des Partikels. Die Normalkomponente der Beschleuni-
gung hingegen,

ay = 0?kN
hangt sowohl von der Kriimmung, als auch von der Grole der Geschwindigkeit ab.
Dies auflert sich in einer Verringerung der Zentripetalkraft, wenn eine Kurve mit
kleinerer Geschwindigkeit oder eine Kurve mit kleinerer Kriitmmung bei gleicher Geschwindigkeit
durchfahren wird.



CHAPTER 3

Integration von Funktionen in mehreren Veranderlichen

1. Iterierte Integrale

Eine beschriankte Teilmenge 2 C R? heift Normalbereich beziiglich der z—Achse
(Normalbereich 1. Art), wenn die Projektion von 2 auf die z—Achse ein abgeschlossenes
Intervall [a, b] ist und es Funktionen ¢, ¢: [a,b] — R gibt mit

Q= {(z,y) e R?*: p(z) <y <p(x),z € [a,b]},

FiGURE 3.1. Normalbereich 1. Art

2 heifit Normalbereich beziiglich der y—Achse (Normalbereich 2. Art), wenn die Pro-
jektion von €2 auf die y—Achse ein abgeschlossenes Intervall [c, d] ist und es Funktionen
a, B [e,d] — R gibt mit

Q= {(z,y) eR*: a(y) <z < By),y € [c.d]}.

Es gibt nattirlich Bereiche, welche sowohl als Normalbereich beziiglich der z—Achse,
als auch beztiglich der y—Achse angesehen werden kénnen.

Viele Teilmengen des R? lassen sich als Vereinigung von Normalbereichen 1. und 2.
Art darstellen.

Es sei f: 2 — R stetig und §2 ein Normalbereich beziiglich der z—Achse. Dann sind
fir alle = € [a, b] die Schnittfunktionen

y— f(z,y)
stetig. Somit existieren die Integrale

w(@)
/ f(z,y)dy.
w(z)

49
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X

FIGURE 3.2. Normalbereich 2. Art

Man kann dann zeigen, dafl auch das iterierte Integral

/ab[/::) f(z,y) dy] dz

existiert. Ist © ein Normalbereich beziiglich der y—Achse, existiert analog das iterierte

Integral
d  rBy)
/[/ fz,y) dx] dy.
c Ja(y)

BEISPIEL 1.1. Wir betrachten f(z,y) = zy auf
Q={(z,y) eR*: 0< y <, 0< 2 <4}

Q ist ein Normalbereich beziiglich der x—Achse mit

o(z) =0, P(x) = x, a=0, b=4.

[ s aias= [y

()

Somit ist
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Q st aber auch ein Normalbereich beziiglich der y—Achse mit

aly)=v*, Bly)=4, =0, d=2

Das entsprechende iterierte Integral ergibt

d  rBy) 2 4
dz|dy = dz|d
[ swnatay= 1] eyaciay

2 132 2 4
— [ oty = [ v -Gy
0 0

1 32
— 422 — 612 — 2%
Yo _48y|0 _3

Die Gleichheit der beiden iterierten Integrale in diesem Beispiel ist kein Zufall. Wir
zitieren ein Resultat:

SATZ 1.1. Es sei Q) ein Normalbereich bezuglich der x-, als auch beziiglich der y—Achse
und f: Q — R

stetig. Dann existieren beide iterierte Integrale und sind gleich

[ T()) e = [1] f()) ey da] dy

In manchen Beipielen ist eine Integrationsreihenfolge vorteilhafter als die andere:
BEISPIEL 1.2. Wir betrachten (z,y) — f(z,y) = e auf dem Dreieck

Q={(z,y) eR*:0<y<2,0< <1}
Wir erhalten

Y R 1 [td
/ [/ e " dy]dx :/ xe " dr = ——/ —e ¥ dx
o Jy=0 0 2 )y dx

1 ., 1.
=3¢ lo = Sl—e H.

Geht man von der umgekehrten Integrationsreihenfolge aus

1,1 .
/ [ / e~ dx] dy,
0 =y

st das innere Integral kein elementar losbares Integral.

Die Interpretation und Anwendung iterierter Integrale ergibt sich aus dem Konzept
mehrdimensionaler Integrale.

2. Doppel- und Dreifachintegrale

Wir betrachten vorerst einen rechteckigen Bereich R = [a,b] X [¢,d] und eine stetige
Funktion f: R — R. Jedes der Intervalle [a,b] und [c, d] unterteilen wir durch (der
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Einfachheit halber) dquidistante Partitionen

b— b—
r,=a+1 a) 1=0,...,n, Ax = ¢
n n
d—c . d—c
Tj=c+] ) 7=0,...,m, Ay = ,
m

welche auf die Zerlegung von R in die Rechtecke
Z: Rij = [zio1, zi] X [yj-1,Y5),
1<i<n,1< 5 <m,fiihren. Es gilt offenbar

R=|JR;
i,J

Aus jedem Teilrechteck wihlen wir einen Punkt &;; = (x5, v;;) aus und setzen f;; =
f(xij,yi;). Man nennt die Doppelsumme

Sum(f) =D fiyAzAy

i=1 j=1

eine zur Zerlegung Z gehorende Riemannsche Summe. Ist f > 0 auf R, dann ist
fi;AxzAy das Volumen des Quaders mit der Grundflache R;; und der Hohe f;;. Sy,
approximiert daher fir f > 0 das Volumen des von der Fliache z = f(x,y) und
dem Rechteck R begrenzten Korpers. Ist f stetig, kann man zeigen, daf§ S, einen
Grenzwert besitzt, der unabhéangig ist von der Art der Zerlegung von R und auch
unabhangig ist von den gewahlten Zwischenstellen &;;. Man nennt diesen Grenzwert
Doppelintegral von f iiber R und schreibt

4ﬂ%wmw oder [Lﬂ%mmw

Es ist nun sinnvoll, das Volumen V' (K) des Korpers

K={(2,9,2) €eR*: 0< 2z < f(x,y), (z,y) € R}

K= [ /R f(z,y) dudy.

Fiir f = 1 erhalt man das Volumen des Quaders mit der Grundflache R und der Hohe
1. Dies ist (abgesehen von der Dimension) gleich dem Wert des Flidcheninhaltes des
Rechteckes R.

Ist nun 2 ein Normalbereich beziiglich der x—Achse (oder beziiglich der y—Achse) oder
eine Vereinigung von endlich vielen Normalbereichen kann man {2 in ein geeignetes
Rechteck R einbetten. Ist f auf () stetig und bezeichnet f die triviale Fortsetzung
von f auf R, also

zu definieren durch

flz,y) = {f(:c,y), (z,y) € Q,

0 sonst,
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dann kann man die vorangehende Konstruktion des Doppelintegrals fiir f auf R
durchfiihren und definiert

/f(ﬂf,y) dwdy:/f(x,y) dady.
Q R

Gilt f > 0 auf Q, kann man das Doppelintegral wieder interpretieren als Volumen
des zylindrischen Bereiches

{(z,y,2) ER*: 0 < z < f(m,y), (x,y) € Q}.
Fiir f = 1 ergibt das Doppelintegral den Flacheninhalt von €2

192 :/ dxdy.
Q

Das Doppelintegral besitzt zwar eine anschauliche Bedeutung, aber es ist nicht klar,
wie es ausgewertet werden kann. Ohne Beweis zitieren wir ein fundamentales Resul-
tat, welches Doppelintegrale und iterierte Integrale verkniipft.

SaTz 2.1 (Fubini). Es sei Q C R? ein Normalbereich, f: Q — R stetig, R = [a, ] X

[e,d] D Q und f die triviale Fortsetzung von f auf R. Dann existiert fR x,y) drdy
und es gilt

éﬂmwmwzéﬂmwmw

:/::a[ydcf(xy)dydx—/ / f(z,y)dald

Ist beispielsweise 2 ein Normalbereich beziiglich der z—Achse erhélt man

b P(z)
f ) dxdy = f y dyl|dz.
/Q (z,y) dxdy /”[/y@m (2, y) dy] dx

Fir den Flacheninhalt von € finden wir die bereits bekannte Formel

b p(x)
1| :/ da:dy:/ [/ dy| dx
Q r=a Jy=p(z)

Mu:/kw@—@@»@.

Ein analoges Resultat gilt, wenn €2 ein Normalbereich beziiglich der y—Achse ist:

d B(y)
) drdy = y dx|d
ijy>xy éc%;@f“y)“y

d
an/me—a@»@.

also

und somit
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Ist 2 ein Normalbereich sowohl beziiglich der x-Achse, als auch beziiglich der y-Achse,

gilt
b ¥(z) d B(y)
) d d == bl d d - 9 d d .
/Qf(x y) dxdy /m:a[/y:m)f(ﬂs y) dy] dx /y:c[/m:a@)f(x y) dz| dy

Fiir Dreifachintegrale gelten analoge Uberlegungen: Eine Teilmenge Q C R3 heifit
Normalbereich beziiglich der zy-Ebene, wenn es stetige Funktionen 7, v2: €2, — R
gibt, mit
Q= {(z,y,2) ER*: m(z,y) < 2 < (r,y), (z,9) € Uy},

wobei (2, die Projektion von €2 auf die zy-Ebene bedeutet. Normalbereiche beziiglich
der anderen Ebenen sind analog definiert. Ist f: 2 — R stetig und bettet man €2
in einen hinreichend grofien Quader @ ein, kann man wie beim Doppelintegral ein
Dreifachintegral fiir die triviale Fortsetzung f von f bilden und vereinbart

/ f(x,y, z) dedydz = / f(x,y,2) dedydz.
Q Q
Man definiert das Volumen von (2
Q| = / dxdydz.
0

Eine Variante des Satzes von Fubini verkniipft ein Dreifachintegral iiber einen Nor-
malbereich mit einem dreifach iterierten Integral. Ist €2 ein Normalbereich beziiglich
der zy—Ebene und €, ein Normalbereich beziiglich der z—Achse, also

Q={(z,y,2) e R": n(z,y) <z < n(z,y), () <y < Y(x),a <z < b}
erhalt man beispielsweise

b (@) rra(zy)
/Qf(x,y, z) dedydz = /a [/P [L f(z,y, 2)dz] dy] de.

(@) Jy(zy)
Andere Integrationsreihenfolgen sind moglich und in vielen Fallen oft besser geeignet.
Fiir das Volumen eines derartigen Korpers erhalt man

b pi(x) v (x,y)
|sz|=/[/ [/ 02) dy) de
a Jo(xz) Jyi(zy)

b rY(2)
_ / [ / (y2(,y) =1 (2,y)) dy] do

(x)

P()  py2(z,y)
Aw) = [ ey
e(x)  Jr(zy)

den Inhalt der Schnittfliche des Korpers fiir ein festes x bedeutet, findet man das
bekannte Prinzip von Cavalieri

Q| = /abA(:L') dx.

Beriicksichtigt man, dafl
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BEISPIEL 2.1. Man berechne das Volumen des Korpers €, der nach obendurch den
parabolischen Zylinder z = 4 — y? und unten durch das elliptische Paraboloid z =
2?2 + 3y? begrenzt wird.

Die Schnittkurve beider Korper ergibt sich aus

4 —qy? =2+ 3y°

also
o2+ 4y = 4.
Die Schnittkurve kann daher geschrieben werden in der Form
{x2 + a2 =4
2 =4 — 2

Ihre Projektion Sy in die xy-Ebene ist die Ellipse 1* + 4y* = 4, also
Quy = {(z,y) € R*: 2 +4y” < 4}.
Der Schnittkérper Q wird daher beschrieben durch
Q={(v,y,2) ER*: 2® +3* < 2 <4 — ¢ (,y) € Wy}

Somit ergibt sich das Volumen aus

2

2 % 4—x2 z=4—y
o=z (1) adae
r=—2 Jy=0 2=1x2+43y?2

2 1Vi—a? 4 [2
:2/ [/ (4—4y2—x2)dydx:§/ (4 — 2232 dx.
r=—2 0

y=0

Mt partieller Integration erhalt man
2 2
/ (4 —2*)*?de = x(4 — 2*)*?2 + 3/ 2?4 — 2?2 da
0 0
2 2
- —3/ (4 — 22 dx + 12/ V4 —a?dx
0 0
also
2 2
/ (4 — %) da = 3/ V4 — a2 dz.
0 0
Substituiert man im letzten Integral x = 2sinw (formal dv = 2 cosudu) erhdlt man
2 /2 /2
/ \/4—x2dx:4/ cos2udu:2/ (sin® 4w cos* u) du =
0 0 0

Im letzten Schritt wurde foﬁ/z sin® wdu = foﬂ/Q cos? udu verwendet. Insgesamt erhdlt
man daher

4 2
Q] = 5/ (4 — 2*)*? dx = 4.
0



56 3. INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Dieses Beispiel zeigt, dafl bei mehrfachen Integralen zum Auffinden der Stammfunk-
tion noch die Schwierigkeit hinzukommt, den Integrationsbereich zu beschreiben.

3. Variablensubstitution

Die Auswertung eines Mehrfachintegrals kann durch die Wahl eines geeigneten Koor-
dinatensystems oft erheblich vereinfacht werden. Dem entspricht in einer Dimension
die Substitutionsformel

o(

b) b
u) du = ) () d.
) /af(<p< )¢ (2)

Wir beginnen mit einer niitzlichen Formel fiir die Berechnung von Flacheninhalten
oder Volumina.

SATZ 3.1. Es sei Q ein offener Normalbereich des R* , n =23, T: Q — Q = T(Q)
sei bijektiv und T und T seien stetig differenzierbar. Dann lifst sich das Volumen
von ) berechnen durch

wla

0 = / | det T ()| dv,
Q

wobei das Volumselement dv fir drdy tm Falle n = 2 und fir dedydz im Falle n = 3
steht.

BEMERKUNG 3.1. Normalbereiche wurden als abgeschlossene Teilmengen eingefiihrt.
Durch Entfernen des Randes erhalt man offene Normalbereiche. Die Einschrankung
auf offene Normalbereiche ist aus theoretischen Griinden notwendig, da die erforder-
lichen Eigenschaften von T meist nur auf offenen Teilmengen nachgewiesen werden
konnen. Man vergleiche die entsprechende Diskussion der Koordinatentransformatio-
nen. Fiir die praktische Anwendung in der Integralrechnung macht es keinen Unter-
schied, ob man mit abgeschlossenen oder offenen Normalbereichen rechnet.

Verwendet man die Jakobi-Determinante, schreibt man beispielweise im Falle eines

ebenen Normalbereiches o(
x?

o= [ 15
Q u,

BEWEISSKIZZE. Der Beweis von Satz 3.1 ist sehr aufwendig. Wir begniigen uns
daher mit folgender plausiblen Begriindung fiir einen ebenen Normalbereich Q. Wir
betrachten eine Zerlegung von € in achsenparallele Rechtecke, welche mittels T eine
Partition von € induziert (auf den Beitrag der Randelemente kénnen wir hier nicht
eingehen). Greifen wir ein Rechteck R heraus, welches auf das ”Kurvenpolygon”
T(R) abgebildet wird.

Der Punkt (ug + Au,vg) wird abgebildet auf den Punkt T'(up + Au,vg). Aus der
Differenzierbarkeit von T' folgt

) | dudwv.
v)

Au

T (ug + Au,vg) = T(ug,v) + T (ug, vo) ( 0 ) + r(Au)

A
~ T(ug,vo) + T" (ug, vo) ( Ou) = T'(ug, vo) + Aut,,.
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FIGURE 3.3

(110, 70 + Av“) (up + Au, vy + Av)

=

Ug, U
(0, vo) it (uo + Au, )

FIGURE 3.4

Der Vektor t, ist gegeben durch

1 T
(to, vo)er (yu ys ) \0 Yu

(T(u,v) = (x(u,v),y(u,v))). Bildet man die Gerade
1(t) = (ug,vo) + teq
durch T ab, erhalt man die Koordinatenlinie 7" o v;. Wegen
(T'om)'(0) = T"(71(0))71(0) = T"(uo, vo)er = tu

folgt, daB ¢, der Tangentialvektor an die Koordiantenlinie 7" o v; im Punkt (g, yo)
ist. Auf analoge Weise erhalt man

T (ug, vo + Av) ~ T(ug,vo) + Avt,

mit
/ Ty
tv =T ('LL(],U[))GQ = (y > .
Das durch die Tangentialvektoren ¢, und ¢, aufgespannte Parallelogramm R ist eine

gute Approximation von T'(R). Somit folgt
IT(R)| ~ |R| = || Aut, x Avt,| = | det T (ug, vo)| AuAv
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(Das dufiere Produkt ¢, x t, ist sinnvoll, falls man ¢, und ¢, in R? einbettet:

€1 €2 €3 0
tu Xty =|Ty yu 0|= 0
Ty Y O det T" (ug, vo).

Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Ansatz

Q| =Y IT(R)| ~ > |det T'(u,v)| AuAw,
R

R
da die Summe auf der rechten Seite eine Riemannsche Summe fiir das Doppelintegral

/ | det DT '(u, v)| dudv
o)

darstellt. 0

BEISPIEL 3.1. Als Beispiel berechnen wir die Fliche eines Kreises mit Radius R, der
in Polarkoordinaten durch

K ={(rcosp,rsing): 0 <r < R,0<¢ <27}
dargestellt werden kann. Die Jacobi—-Determinante der Transformation
T: (r,p) = (z,y) = (rcosy, psin p)
wurde bereits in Abschnitt 9.1 berechnet
|3(fv, y)
a(r, )

2T R
\K\:/ [/ rdr]de = R*r.
o Jo

BEMERKUNG 3.2. Wir merken an, dafl Satz 3.1 nicht direkt auf K anwendbar ist, da
K nicht offen und T': [0, R] X [—m, 7| nicht injektiv ist. Mit Hilfe von Satz 3.1 wird
eigentlich der Flacheninhalt von
K=K\ ({(2,0): —R<x<0}U{(x,y): 2* +y* = R*})
= T((Oa R) X (_71-7 7T)

| =r.

Satz 3.1 ergibt dann

berechnet. Man kann jedoch (in Ubereinstimmung mit der Anschauung) zeigen, dafl
K und K* denselben Flacheninhalt haben.

Satz 3.1 ist die Grundlage fiir folgende Transformationsformel fiir mehrdimensionale
Integrale:

SATZ 3.2. Es sei Q ein offener Normalbereich des R*, n = 2,3, T: Q — Q = T(Q)
eine Bijektion und T und T~ seien stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jede stetige,
beschrankte Funktion f: Q — R

/Qf(l‘)dxz/Q(fOT)(u)|detDT(u)|du.

(die entsprechenden Volums-, Flichenelemente wurden durch dx bzw. du angedeutet).
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BEISPIEL 3.2. Man berechne fo xy dzdy, wobei ) die von den Kurven
2?4y = 4, 2?4+ y* =9, v -y =1, -yt =4

begrenzt Teilmenge im 1. Quadranten ist.
Der Rand von 2 legt es nahe

u=1z"+y’ v=1"—1>
zu setzen. Wegen
v = 2x? und u—v =2y
erhalt man
u—+v uU—v
xr = und Y=
2 2

Die Transformation T': (u,v) — (x,y) bildet das Rechteck Q = (4,9) x (1,4) auf Q ab.
T ist injektiv und stetig differenzierbar (Begriindung?). Fiir die Ableitung erhalten

wWir
T o 1 1 1
DT (u,v) = [ “v) = —_ [ VuFo W)
(u,0) <yu y) 2\/5(71@ -

und somit

1 2
det DT(U,, 'U) = —g\/ﬁ

Die Jacobi-Determinante ist auf € ungleich Null und somit ist nach Satz 9.1 auch
T—! stetig differenzierbar. Satz 3.2 ist daher anwendbar und wir erhalten

//mydxdy—// u+v |detDTuv | dudv

N
/u4 v=1 Vu —UQdudv—

BEISPIEL 3.3. Als weiteres Beispiel fir die Anwendung von Polarkoordinaten berech-
nen wir das uneigentliche Integral

/ e dr = 2/ e du.
0o 0

Wir erinnern daran, dafS das uneigentliche Integral definiert ist durch

& 2 " 2
/ e ¥ dr = lim e dx.
0

n—oQ 0
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Anstelle von fooo e~ dx berechnen wir dessen Quadrat und erhalten formal

(/ e dx)? = / e dx/ eV dy = / [/ e~ da] dy
0 0 0 o Jo
Fubini > > 2442 /2 * 2
= / / e " dady = / [/ e "rdr]de
o Jo 0 0
T

und somit schlieflich

/ e dy = g

o)



CHAPTER 4

Integrale iiber Kurven und Flachen

1. Wegintegrale

Um das Konzept eines Wegintegrals einzufiihren, berechnen wir die Masse eines
diinnen Drahtes, der durch eine Raumkurve I' beschrieben wird. Die Dichte des
Drahtes im Punkt z sei durch f(z) gegeben, Wir betrachten eine Unterteilung des
Drahtes in kleine Teilstiicke I';, 7 = 1,...,n sodaB die Anderung von f auf I'; ver-
nachlassigt werden kann. Die Masse von I'; kann dann approximiert werden durch

f(zi)Asi,

wobei x; einen beliebigen Punkt aus I'; und As; die Lange von I'; bezeichnet. Sei
v: [a,b] — R? eine Parametrisierung von I' und

tr=a<t;<---<t,=0b

eine den Teilstlicken I'; entsprechende Zerlegung von I', dann ist die Lange von I';
gegeben durch

t;
As; = / 1Y (Ol dt = |17 () | (8 — tia),
t;

i—1

mit einer geeigneten Zwischenstelle 7; € (t;_1,¢;). Wéahlt man x; = v(7;) ergibt sich
fir die Masse von I';

SOENIY (7t — tiza)

Die gesamte Masse des Drahtes wird daher durch
S FENIN ()l — tioa)
i=1

gut approximiert. Ist f stetig und ~y stetig differenzierbar, kann dies als Riemannsche
Summe fiir

b
/ (f o) DI ()]l dt

angesehen werden. FEs zeigt sich, dal der Wert des Integrals sich bei Umpara-
metrisierungen nicht &ndert: ersetzt man v durch ¥ = yo o, o: [ — ] — |a, b

61
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streng monoton, surjektiv und stetig differenzierbar erhélt man

/( F oA (s ||ds—/ FH () (o ()" (5)] ds

{fﬂ DIl s~ Lo IO o s moton e
f FOy(@(s))Y (a(s))lle’(s) ds = —fb Y)Y (8)||dt o streng monoton fallend

= [Genolvela

Falls v auf (a,b) injektiv ist, die Kurve also nicht mehrfach durchlaufen wird, ist
dieses Integral (fiir festes f) daher eine Eigenschaft der Spur von ~.

DEFINITION 1.1. Es sei 7v: [a,b] — R™, n = 2,3, eine stetig differenzierbare Kurve
und I" deren Spur. Ferner sei f auf einer Umgebung von I definiert und stetig. Dann
ist das Wegintegral von f tiber I' definiert durch

/Ff ds = / (f )OI ()]l de.

Ist v nur stiickweise stetig differenzierbar oder f o~ nur stiickweise stetig, zerlegt
man das Parameterintervall [a,b] in Teilintervalle auf welchen ~ stetig differenzier-
bar und f o 7y stetig ist und definiert fr f ds als Summe der Wegintegrale tiber die
entsprechenden Teilstiicke von T'.

Gilt f > 0 und ist I' die Spur einer ebenen Kurve kann man [, fds auch als
Flacheninhalt eines Zaunes entlang I' mit der Hohe f interpretieren.

BEISPIEL 1.1. Ein Draht habe die Form einer Schraubenlinie I, welche durch~: [0, 27] —

R3, v(t) = (cost,sint,t) parametrisiert wird, und die Massendichte f(x) = |z|?.
Wegen

v (t) = (—sint,cost, 1)
ist || (t)|| = /2 und somit die Masse des Drahtes

/fds-/ F@)Y @) dt = \/_/ (1+1%)dt = V2(2n +@).

2. Kurvenintegrale

Wir betrachten wieder eine (stiickweise) stetig differenzierbare Kurve «: [a, b] — R",
n = 2,3, mit Spur I' und eine stetige Abbildung f: U — R", wobei U eine Umgebung
von I' darstellt. Aus historischen Griinden bezeichnet man in diesem Zusammenhang
eine vektorwertige Funktion als Vektorfeld. Als Motivation fiir den Begriff des
Kurvenintegrals betrachten wir ein Teilchen, welches sich entlang [ unter dem Einflufl
des Kraftfelds f bewegt. Ein fundamentaler Begriff ist die von f zur Bewegung des
Teilchens langs I' geleistete Arbeit: Ist I' ein Geradenstiick, das durch den Vektor d
beschrieben werden kann und ist f konstant entlang I', dann ist die geleistete Arbeit

= (/. d).
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Ist ' nicht geradlinig oder f nicht konstant, unterteilt man das Zeitintervall [a, b] in
Teilintervalle,

a:t0<t1---<tn:b,
somit I' in einzelne ungefahr gerade Kurvensegmente und approximiert die entlang
jeden Segments geleistete Arbeit durch

(foy)(tic1), Azi) = ((f o) (tiz1), v(t:) — (tic1)))
= ((foy)(ticn), 7 (tica)(ti = tica) +7r(ti — ticn))
~{((foy)(tiz), 7 (tima)(ti — ti1)).
Die gesamte geleistet Arbeit wird somit approximiert durch
Z((f oY) (tic1), Y (tica)(ti — tic1))

Die rechte Seite kann als Riemannsche Summe des Integrals

b
/ ((F o 7)),/ (1))

aufgefasst werden. Dies fithrt zu folgendem Begriff:

DEFINITION 2.1. Es sei y: [a,b] — R", n = 2, 3 eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve mit Spur I', U C R" eine Umgebung von I' und f: U — R" ein stetiges
Vektorfeld. Das Kurvenintegral von f entlang I', [ f - d, ist definiert durch

/ fody = / (f o) ().7 (1)) d

Eine Rechnung, welche nahezu identisch zu jener beim Wegintegral ist, zeigt, dafl der
Wert des Kurvenintegrals bis auf das Vorzeichen unabhéngig ist von der Parametrisierung
von ['. Das Kurvenintegral ist invariant gegentiber orientierungstreuen Reparametrisierun-
gen von I' und wechselt (im Gegensatz zum Wegintegral!) das Vorzeichen, falls die
Orientierung umgekehrt wird.

BEISPIEL 2.1. Man berechne die Arbeit, welche das Kraftfeld f(x,y,z) = (=32, —3y, 1)

verrichten mufl, um ein Partikel entlang der Schraubenlinie t — ~v(t) = (cost,sint,t),
vom Punkt (1,0,0) in den Punkt (—1,0,37) zu verschieben.
Der Anfangspunkt wird offenbar zur Zeit t = 0, der Endpunkt zur Zeit t = 31 durch-

laufen. Wegen
(foy)(t) = (—% cost, —% sint, i)

ergibt sich die geleistete Arbeit aus



64 4. INTEGRALE UBER KURVEN UND FLACHEN

BEMERKUNG 2.1. 1.) Das das Kurvenintegral bis auf ein Vorzeichen unabhéngig ist
von der Wahl der Parametrisierung ~, also letzlich nur von der Spur von I' abhéngt,
schreibt man fiir einfache Kurven oft auch

/Ff-dsz/wf-dfy.

2.) Haufig findet man auch folgende Schreibweise: dazu setzen wir formal f =
(P,Q, R), dy = (dz,dy, dz) und schreiben

/Pdm+Qdy+Rdzz/f-d7.
r gl

Besonders einfach 1afit sich ein Kurvenintegral fiir ein Gradientenfeld auswerten.
Es sei also f = Vo fiir eine stetig differenzierbare Funktion ¢: U — R. Dann folgt
aus der Kettenregel

/Ff~d8=/ (f(v(t))m’(t»dt:/ (Vo) (v(t)), /(1)) dt
=/ %(wov)(t) dt = p(v(b)) — (v(a))

Zusammenfassend gilt

SATZ 2.1. Sei ¢: U — R stetig differenzierbar und ~: [a,b] — R™, n = 2,3, eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit Spur I'. Dann gilt

/F Vo - ds = p(1(b)) — w((a)).

Das Integral hangt also nur mehr von den Endpunkten des Weges, nicht aber vom
Weg selbst ab. Entlang einer geschlossenen Kurve gilt daher

/V(p-ds:o.
I

Wir erinnern daran, daf} ein ebenes Vektorfeld auf einem einfach zusammenhangenden
Gebiet genau dann ein Gradientenfeld ist,wenn

Py = Q:c
gilt (Satz 8.1).
BEISPIEL 2.2. Man integriere das Vektorfeld f(x,y) = (y?, 2zy—eY) entlang des Kreis-

bogens v: [0,5] = R?, v(t) = (cost,sint). Wir demonstrieren 2 Lisungsansdtze.
Variante 1: Wegen

hingt der Wert des Integrals nur mehr von den Endpunkten (1,0) und (0,1) des
Weges ab. Anstelle iber den Kreisbogen kann man daher auch tuber die Sekante X
integrieren, welche durch

o(t)=(1—t,t), telo1]
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parametrisiert wird. Man beachte o(0) = v(0) und o(1) = v(5). Mit Satz 2.1 erhilt
man daher

/F fods = / fods = / (o). o' (1) di
:/01(t2,2(t— 1)t — e <_11) dt:/ol(—3t2—|—2t—et)dt: 1—e.

Variante 2: Wegen (x) ist f ein Gradientenfeld, es gibt also eine Funktion p: U — R
mit f = V. Aus

P(l‘,y) = y2 = @z
erhalten wir o(x,y) = y?x + h(y). Wegen

py(r,y) =22y + W' (y) = Q(z,y) = 27y — €

findet man
W (y) = —e
also
h(y) = —e¥ + ¢, ceR
und somit

p(r,y) =ay’ — e
(ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man ¢ = 0 setzen). Mit Hilfe von
Satz 2.1 und p(1,0) = —1 und p(0,1) = e erhdlt man schliefSlich

/V(p ds—/Vgo ds =p(0,1) —p(1,0) =1 —ce.

3. Parametrisierte Flachen

Der Graph einer stetigen Funktion in zwei Veranderlichen stellt eine Fliche im R? dar.
Aber auch die Oberflache einer Kugel oder eines Torus entsprechen unserer Vorstel-
lung einer Flache: eine Flache entsteht aus der Ebene durch Verbiegen, Verwerfen
und Zusammenrollen.

DEFINITION 3.1. Eine parametrisierte Fliche im R? ist eine stetige Abbildung
¢: D — R3 D C R? Die Punktmenge S = ¢(D) heiit auch kurz Fliche. Ist ¢
(stetig) differenzierbar, heiflit S (stetig) differenzierbare Flache.

Eine Flache S ist stetig differenzierbar, wenn die Koordinatenfunktionen
(u,v) = ¢(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u, v))
stetige partielle Ableitungen besitzen.

BEISPIEL 3.1. 1.) Die Kugeloberfliche kann parametrisiert werden durch

¢: DR D=0,27] x [—g,g]

x(u,v) = rcosucos v,
y(u,v) = rsinucoswv,

z(u,v) = rsinv



66 4. INTEGRALE UBER KURVEN UND FLACHEN

2.) FEine Parametrisierung der Oberfliche eines Kegels mit Oﬁ”nungswmkel a ind
Mantelldnge s erhdlt man aus der Beobachtung, daf alle Punkte des Kegels mit einem
Abstand v von der Spitze auf einem Kreis mit Radius o = vsina, 0 < v < s liegen.
Betrachtet man einen Kegel dessen Spitze im Koordinatenursprung liegt, findet man

x(u,v) = vsin a cos u,
y(u,v) = vsin asinu,
2(u,v) = veosa

und D = [0,27] x [0, s].

3.) Ein Stab der Linge  liege anfangs auf der x—Achse und beriihre mit einem Ende
die z—Achse. Er dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die z—Achse
und steigt gleichzeitig mit konstanter Steigrate b nach oben und uberstreicht dabei eine
Schneckenflache.

Um diese Flache zu parametrisieren, markieren wir auf dem Stab im Abstand u von
der z—Achse einen Punkt und bestimmen dessen Koordinaten als Funktion der Zeit
v. Zu dieser Zeit hat der Stab eine Hohe bu erreicht und sich um den Winkel wv um
die z—Achse gedreht. Dies fiihrt auf

x(u,v) = ucoswuv,

y(u,v) = usinwo,

2(u,v) = bv
und D = [0,1] x [0, 00).
Die Kurven u = const, beziehungsweise v = const iiberziehen die Flache S mit
einem Netz von Kurven, den Koordinatenkurven. Im Beispiel der Kugel sind dies die
Meridiane und Breitenkreise.
Es sei nun ¢ stetig differenzierbar und (ug,vo) € D. Halten wir u beim Wert ug fest,

wird die Gerade u = vy abgebildet auf die Kurve v — ¢(up,v). Deren Tangentialvek-
tor in v = vq ist durch

0 0 0
T, (ut0, ) = (- (0, v0), 5 (1, o), 5 (0, v0))

gegeben. Halten wir v beim Wert vy fest, wird die Gerade v = vy auf die Kurve
u — ¢(u,vy) abgebildet. deren Tangentialvektor in u = ug ist durch

0 0 0
T (o, v0) = (55 (10, v0), 5 (0, vo), - (o, v0))

gegeben. Sind T, (ug, vo) und T, (ug, vo) linear unabhéngig, bestimmen sie eine Ebene,
die Tangentialebene an S im Punkt (ug, vg). Ein Normalvektor ist durch 7T, (ug, vg) X
T, (ug, vo) gegeben.

BEISPIEL 3.2. 1.) Fir die Kugeloberfidche erhalten wir
T (u,v) = (—rsinwucosv, r cosucosv,0),

T,(u,v) = (—rcosusinv, —rsinusin v, r cosv)



3. PARAMETRISIERTE FLACHEN 67

Diese beiden Vektoren sind offenbar fiir |v| # 5 linear unabhdngig und eine einfache
Rechnung ergibt
7 COS U COSV
Tu(u,v) x Ty(u,v) = | rsinucosv | rcosv
rsinv
Jeder Normalvektor in (x(u,v),y(u,v),2(u,v)) mit [v| # 5 ist daher kollinear zu
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Man beachte, daf fiir v = £7 die Kugeloberfiiche offenbar
einen Normalvektor besitzt, dies in der gewahlten Parametrisierung nicht widerge-
spiegelt wird. Dies liegt an T,(u,£5) = 0, letzendlich aber daran, daff dem Nord-,
bzw, Stdpol kein eindeutiger Winkel zugewiesen werden kann.
2.) Fiir den Kegel finden wir

T(u,v) = (—vsinasinu, vsin a cos u, 0),
T,(u,v) = (sin o cos u, sin asin u, cos «).
Diese Vektoren sind linear unabhdngig genau dann, wenn v # 0 ist:

COS U Sin (& cos «
To(u,v) X Ty(u,v) = v | —sinusinacos
—sin? o
Somit existiert tiberall etn Normalvektor ausgenommen in der Spitze des Kegels. Dies
entspricht auch unserer Anschauung.

DEFINITION 3.2. Eine stetig differenzierbare Fliche ¢: D — R3 heifit glatt, in
(ug,v9) € D , wenn Ty (ug,vg) X Tp(ug,v9) # 0 ist. Die Flache heifit glatt, wenn
sie in allen Punkten (u,v) € D glatt ist.

BEMERKUNG 3.1. 1.) Eine glatte Fliache hat keine Ecken und Kanten.
2.) Das Beispiel der Kugelfliche zeigt, dal die Glattheit einer Fldche von deren
Parametrisierung abhangt.
3.) Ist S in (ug,vo) glatt, dann existiert in ¢(ug,vo) die Tangentialebene. Sie ist
gegeben durch

(n,z —x9) =0
mit n = T, (ug, vo) X T, (ug, vo), To = P(ug, vo) und z = (x1, x, x3).
4.) Wir betrachten die Flache S, welche der Graph einer stetig differenzierbaren
Abbildung f: D — R, D C R? ist. Wir parametrisieren sie in der Form

x(u,v) = u,

y(u,v) = v,

2(u,v) = f(u,v),
(u,v) € D, und erhalten

Ty (u,v) = (1,0,%(%1})),

of
T,(u,v) = (0,1, %(u, v)).
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Die Tangentialvektoren sind daher stets linear unabhangig und bestimmen den Nor-
malvektor

Tu(u,v) X Ty(u,v) = —&(u,v) # 0.

Der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion ist somit glatt. Die Gleichung der
Tangentialebene ist gegeben durch

—%(u,v) T — T
(Lo | {v=w|)=0
1 2= 2
also durch of of
Z— 2= %(UO,UO)@ —ug) + %(UO,UO)(?J — Up)

mit zg = f(ug,vp). Dies stimmt mit den Betrachtungen fiir Funktionen in mehreren
Veranderlichen tberein.

5.) Das Konzept einer glatten Fliache kann auch stiickweise glatte Flichen, beispiel-
sweise die Oberflache von Polyedern, ausgedehnt werden.

4. Der Flacheninhalt parametrisierter Fliachen

Der Einfachheit nehmen wir an, D sei ein Rechteck, D = [a, b] X [a, 8]. Wir zerlegen
die Intervalle [a, b] und [«, 8] in n beziehungsweise m gleich lange Intervalle der Lange
Au = b_Ta, bezichungsweise Av = =2

m
b—a.
Uy =a<u <---<u,=>b, u; =a+ )
n
vp=a<v < <vy, =0, Uj:a+/8—].
m
Wir erhalten eine Partition von D in Teilrechtecke R;;
Rij = [ui—1,u3) X [vj_1, 5], 1<i<n,1<j5<m,

1,]

Ist ¢: D — R3 stetig differenzierbar, erhalten wir die Abschitzung
d(u; + Au,vj) — o(u, v;) = (z(w; + Au, v;) — z(w;, v5), y(u; + Au, v;)
— y(us, v5), 2(u; + Au, v;) — 2(us, v5))
ox dy

0z
~ (%(Ul, vj)Au, %('LL“ ’Uj)AU, %(Ul, ’Uj)A'LL)

= AuT,(u;, v5)

und analog

d(us, v; + Av) — d(u;, v;) = AvT,(u;, v;).
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Das Bild des Rechteckes R;; kann also approximiert werden durch das Parallelogramm
P,; welches durch die Tangentialvektoren AuT),(u;,v;) und AvT,(u;, v;) aufgespannt
wird. Die Flache ¢(D) wird also durch U;;P;; approximiert und es folgt

DD~ D 1P =D T, v5) x Ty (us, vy) | Audo.

i=1 j=1 i=1 j=1
Die Approximation ist umso besser, je grofier n und m sind. Die Doppelsumme kann

als Riemannsche Summe fiir das Doppelintegral [ ||T;, x T, || dudv aufgefasst werden.
Dies motiviert folgende Definition.

DEFINITION 4.1. Der Flacheninhalt einer stetig differenzierbaren parametrisierten
Flache S = ¢(D) ist gegeben durch

51 = 16D)| = [ I il dude:

BEMERKUNG 4.1. 1.) Man kann zeigen, daf der Flacheninhalt unabhéngig ist von
der gewahlten Parametrisierung von S.
2.) Ist die Fliche stiickweise glatt, also S = UF_,S; und S; glatt, dann setzt man

k
|SI="2_15il.
i=1

BEISPIEL 4.1. 1.) Ist die Fliche S ein ebenes Gebiet 2, kann S parametrisiert werden
durch D = Q und

o(u,v) = (u,v,0), (u,v) € D.
Es folgt

also

T, xT,=(0,0,1)
und daher ||T,, X T,|| = 1. Dies ergibt fiir den Flicheninhalt einer ebenen Fliche

Q| = // T x T, dudv = // dudv
Q Q

m Ubereinstimmung mit der Diskussion in Abschnitt 2.
2.) Fiir die Kugelfliche wurde bereits

T, x T, = rcosvo(u,v)
gezeigt. Da ¢(u,v) einen Punkt der Kugelfliche reprasentiert, folgt ||p(u,v)|| = r und

daher | T, x T,|| = r*cosv (beachte cosv >0 fir v € [-%,5]. Wir erhalten daher

2w z
]S(O,r)|:// r2cosvdudv:r2/ [/ cos v dv] du
D u=0 Ju=—7

= 4rr.

»
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3.) Fiir den Kegel mit Offungswinkel o und Mantellinge s berechnen wir vorerst
| T x T,||* = v*(cos® usin? a cos® a + sin® u sin® a cos® a + sin* @)
= v?(sin® avcos? a + sin* ) = v?sin® a
und somit

2 s
\K\:sin&/ [/ vdv]du = s*msina.
u=0 Jv=0

4.) Der Flicheninhalt von Rotationsflachen: es sei f: [a,b] — R stetig differenzier-
bar. Die Flache S entstehe durch Rotation des Graphen von f um die x—Achse. Eine
einfache Uberlequng fihrt zu folgender Parametrisierung von S: D = [a,b] x [0, 27]

T = u,
y = f(u)cosw,
z = f(u)sinw.

Wir erhalten

= (1, f'(u) cosv, f'(u) sinv),
T, = (0, —f(u) sinw, f(u) cosv)

und somit
f(u)
—f
—f
also |, x T,||> = f(w)*(1 + f'(u)?). Fir den Flicheninhalt der Rotationsfliche S
erqgibt sich daher

b 27 b
|S|:/ [/O ||Tu><TU||dudv:27r/ F )|/ E (a2 du.

5. Flachenintegrale

u
( COS U
(u)sinw,

5.1. Integration einer skalaren Funktion iiber eine Flache. Als Motivation

wollen wir die Masse einer glatten Flache S berechnen, deren Dichte durch eine stetige
Funktion o: S — R gegeben ist. Dazu betrachten wir eine stetig differenzierbare
Parametrisierung von S, ¢: D — R? und eine Partition von D in Rechtecke R;; wie
in Abschnitt 4. Der Einfachheit halber betrachten wir wieder den Fall, dal D ein
Rechteck ist.
Es sei Pj = ¢(R;j, 1 < i <n, 1 <j < m. Sind n und m hinreichend gro8,
ist die Dichte von S auf jedem Flachenstiick pij nahezu konstant und kann durch
o(¢(u;,v;)) approximiert werden. Seine Masse ist daher ungefdhr o o ¢(u;, v;)|P;yl-
Fiir den Flacheninhalt von ]5ij wurde bereits die Naherung

[Pl ~ | Pl = 1 Tu(ui v07) x Ty (s, v5) | Auds
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hergeleitet. Die Gesamtmasse der Flache wird daher durch die Formel
S° " 00 blus vy) | Tuluis vy) x Tulus, )| Audse
i=1 j=1

approximiert, welche intuitiv die Gesamtmasse der Flache umso besser wiedergibt,je
grofer n und m sind. Da g o ¢||T,, x T,|| auf D stetig ist, kann die Doppelsumme als
Riemannsche Summe interpretiert werden, welche gegen das Doppelintegral

//D(QO ®) (u, )| Ty (u, v) X Ty(u, v)|| dudv

konvergiert. Schreibt man noch |, s 0dS fur die Masse von S ist es sinnvoll

/SQdS = //D(Qo o) (u,v) || Ty (u, v) x Tp,(u, v)|| dudv

zu setzen. Dies motiviert folgende Definition des Flachenintegrals einer skalaren Funk-
tion f:

DEFINITION 5.1. Es sei S eine glatte Fliache, welche durch ¢: D — R? parametrisiert
wird und f: S — R sei stetig. Dann ist das Integral von f iiber S definiert durch

/Sde = //D(f 0 &) (u, v)||Ty(u,v) X Ty(u, v)|| dudv.

BEMERKUNG 5.1. 1.) Fiir f = 1 erhélt man die Formel fiir den Flacheninhalt von S.
2.) Ist S stiickweise glatt, also S = UF_; setzt man

/Sde:lZ;/Sidei.

Somit kann man beispielsweise ein Integral tiber die Oberflache eines Quaders als
Summe der Integrale iiber die sechs Seitenflachen berechnen.

3.) Man kann zeigen, dafl der Wert des Flachenintegrals unabhéngig von der gewéhlten
Parametrisierung ist.

Fiir den Graph einer differenzierbaren Abbildung g: D — R, D C R?, wurde bereits
Tu(u,v) x Tylu,v) = | =28 (u, v)

gezeigt. Somit folgt fiir das Integral einer Funktion f iiber den Graph S von g

/Sde://Df(u,v,g(u,v))\/l+(%)2+(%)2dudv.

BEISPIEL 5.1. Die Dichte einer kegelformigen Membran sei in jedem Punkt propor-
tional zu dessen abstand von der z-Achse. Der Kegel wird durch

2 =4 =212+ 92, 0<z2<4

beschrieben. Man berechne die Masse der Membran.
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Der Kegel ist der Graph von
z=g(z,y) =4 — 222 + y?

tiber
D = {(x,y) € R?*: 2* +y* < 4}.

Die Dichte ist dann durch
p(z,y, 2) = ky/2? + y?
gegeben (k> 0). Wegen
dg —2x dg

5 T, = T 3 T, R
9BV = s — 83/( R Y

\/1+<a—j>2+<§—j>2=¢6

folgt aus einer einfachen Rechnung fiir die Gesamtmasse der Membran

/fds—k\f//\/mczxdy—k\f/ /rdr 167Tk\/_

Als weitere Ubung berechne man die Masse der Membran, wenn der Kegel durch
Polarkoordinaten dargestellt wird.

also

5.2. Integration vektorwertiger Funktionen iiber Flachen. Wir betrachten
die Stromung einer Fliissigkeit durch eine glatte Flache S, welche durch eine stetig
differenzierbare Funktion ®: D — R parametrisiert wird. Die Geschwindigkeit der
Fliissigkeit wird in jedem Punkt des Raumes durch das Vektorfeld F' beschrieben. Wir
interessieren uns fiir das netto Fliissigkeitsvolumen, welches pro Zeiteinheit durch die
Flache S stromt. Dazu zerlegen wir wieder D in hinreichend kleine Rechtecke R;;, 1 <
1 <n, 1 <75 <m, welchen jeweils ein Flachenstiick P entspricht, das durch das in der
Tangentialebene liegende Parallelogramm P;; = T, (ul, vj)Au x T, (u;, vj)Av approx-
imiert werden kann (man vergleiche die entsprechende Konstruktion in Abschnitt4).
Mit v bezeichnen wir einen Normaleneinheitsvektor von S. Wir nehmen an, dafl R;;
so klein ist, dafl » und F' auf P” als konstant betrachtet werden konnen. Das durch
das Flachenstiick PZ] stromende Fliissigkeitsvolumen kann daher approximiert werden
durch das Volumen des Parallelepipeds, welches durch die Vektoren T, (u;,v;)Au,
T, (u;,vj)Av und Fj = F(¢p(u;,v;)) aufgespannt wird, also durch

(Fijy Tu(u, v5) x Ty(ug, vj)) Aulv.

Das gesamte durch S stromende Fliissigkeitsvolumen wird daher approximiert durch

ZZ ((F o ¢)(wi,v)), To(us, vj) x Ty(wi,v)) Aulv.

=1 j=1

Ist F stetig, kann die Doppelsumme als Riemannsches Integral fiir das Doppelintegral

//D<Fo 6, T, x T,) dudv
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interpretiert werden.

Bei dieser Herleitung haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dafl die Fliissigkeit auf
einer Seite der Flache ein-, auf der anderen wieder austritt, d.h. dafl wir zwei Seiten
der Flache unterscheiden konnen. Dies kommt darin zum Ausdruck, dafl wir in jedem
Punkt der Flache einen Normaleneinheitsvektor definieren konnen, der stetig iiber
S variiert. Eine stiickweise glatte Flache mit dieser Eigenschaft heiffit orientierbar.
Durch die Festlegung eines stetigen Normalenfeldes wird die Flache S orientiert und
S heifit dann orientierte Fliache. Ist S eine geschlossenene Fléiche, beispielsweise
die Oberflache einer Kugel, ist es tiblich, den Normalenvektor so zu orientieren, dafl
er nach aulen weist. Allgemein nennt man jene Seite der Flache, in die v zeigt, die
Auflenseite, die andere Seite Innenseite.

BEISPIEL 5.2. 1.) Ist S der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion f: D — R
und parametrisiert man S durch ¢: D — R3, ¢(z,y) = (z,y, f(x,y)) ist ein Feld von
Normaleneinheitsvektoren gegeben durch

(% -51
viz,y) = = :
I+ + (5

2.) Ist S Niveaufliche einer stetig differenzierbaren Funktion G: U — R, z.B. S =
{(x,y,2) € U: G(z,y,2z) =0}, U C R3, berechnen sich die Normaleneinheitsvektoren
aus

VG
V= ——o.
VG
Hat man eine Flache S orientiert und ist ¢ eine Parametrisierung von S, dann heift
¢ orientierungstreu, wenn
T, xT,
—_—— =
1T < T
in allen Punkten der Fliche gilt und ¢ heifit orientierungsumkehrend (gegensin-
nig), wenn
T.xT,
1T < Tl
in allen Punkten von S gilt. Somit wird folgende Vereinbarung sinnvoll.

-V

DEFINITION 5.2. Es sei S eine orientierbare Flache und F ein stetiges Vektorfeld, das
auf einer Umgebung von S definiert ist. Ferner sei ¢: D — R? eine stetig differen-
zierbare Parametrisierung von S. Dann heif3t

LF~dS://I)(Fo¢,TuxTv)dudv

Flachenintegral des Vektorfeldes F'.

BEMERKUNG 5.2. 1.) Die Bezeichnung deutet bereits an, dafl im Gegensatz zum
Flachenintegral einer skalaren Funktion das Flachenintegral eines Vektorfeldes von der
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Parametrisierung abhingt. Sind ¢ und ¢ glatte, orientierungstreue Parametrisierun-

gen von S, gilt
/F-dS:/F-dS,
¢ ¢

sind ¢ und ¢ glatte, gegensinnige Parametrisierungen, gilt

/F-dS:—/F-dS,
¢ )

Dies rechtfertigt die Schreibweise

/F-dS:/F-dS
S ¢

2.) Ist S eine orientierte, glatte Fliche und ¢: D — R3 eine orientierungstreue, glatte
Parametrisierung, d.h.
T, x T,

T x T

ist der Normaleneinheitsvektor von S, der beziiglich S nach auflen gerichtet ist. Dann
folgt

/SF-dS://(Fo¢,Tu><Tv)dudv

T, x T,
// ||T T ||>||Tu X Tv||dudv = // <FO¢,V>”T,LL X Tv“dudv
D

/ (F,v)dS,
S
es gilt also

/SF-dS:/S<F,y)dS

Das Flachenintegral des Vektorfeldes F' ist somit gleich dem Flachenintegral der Nor-
malkomponente von F iiber S. Das Integral [((F,v)dS wird als Flu8 von F' durch
S bezeichnet.

BEISPIEL 5.3. Die Flache S sei ein Teil des Paraboloids beschrieben durch
z=4— 2% — z22>0

und so orientiert, daf$ (v,es) > 0 gilt. Eine Flissigkeit der konstanten Dicht ostromt

mit einer Geschwindigkeit v(x,y, z) = (x,y, z) durch die Fliche S. Welche Fliissigkeitsmenge
stromt pro Zeiteinheit durch S¢

Wir parametrisieren S durch

QS(I',:U) = (m,y,4—x2 - y2)
tiber
D ={(z,y) € 2* +y*> < 4}.
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Das ergibt die Tangentialvektoren
Tx(x7 y) = (1a 07 —QZE),

Ty(x,y) = (0,1, =2y
und somit das Normalenfeld

2z
T, xT, = |2y
1
Wegen (T, x T,,es) = 1 > 0 ist die Parametrisierung orientierungstreu und wir

erhalten fir die pro Zeiteinheit durch S stromende Flissigkeitsmenge M

M:Q/v-dS:Q//(vogb,Tx><Ty>dxdy
S D
T 2x
X D B ) TR R R e L
D \4— a2 —y? 1 D
27 2

_ /0 [ / (r2 + 4)rdr]dyp = 24mo.

0






CHAPTER 5

Integralsatze

1. Der Satz von Green

Fiir das Folgende treffen wir die Vereinbarung, unter der positiven Orientierung der
Randkurve eines Normalbereiches jene zu verstehen, bei der der Normalbereich beim
Umlauf entlang der Randkurve in der angedeuteten Richtung zur Linken liegt.

Der positiv orientierte Rand lafit sich in der angedeuteten Weise in orientierte Kom-
ponenten zerlegen

Ct=CfuBfuC; UB;.
Mit diesen Vereinbarungen konnen wir folgendes Hilfsresultat zeigen. Wir schreiben

0D fiir den positiv orientierten Rand von D.

PROPOSITION 1.1. Es sei D ein Normalbereich beziglich der x-Achse und beziglich
der y-Achse und es seien P, QQ: D — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/Mpdx:/w( / —dxdy,
dD Qv = /8D( // iy

PrOOF. Wir zeigen nur die erste Beziehung und berechnen das Kurvenintegral
des Vektorfeldes (P,0) tiber den orientierten Rand 0D des Normalbereiches D. Fiir
diesen Fall verwenden wir, dal D ein Normalbereich beziiglich der z-Achse ist. Wir
parametrisieren 9D in folgender Form

Cf - (@) = (@ 0@), e ab]

By 2(t) = 10, 6(0) + (L - )(bp(B),  te 0,1,
o; s (@) = (0= (@ — a) (b — (e —a))), € a0,
B; - u(t) = ta, p(a) + (1 (a,(a),  teo,1).

Dies fiihrt auf die Tangentialvektoren

nlx) = (L, ¢'(x),

a(t) = (b,9(b)) = (b, (b)) = (0,%(b) — (b)),
V() = (=1, =¢'(b— (z — a))),

(1) = (0, p(a) — (a)).

7
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Dies ergibt fiir das Kurvenintegral

/ RGURCEDS JRCGUREEE
:/(Po%)(:c)dx+0—/(Povg)(x)dx—i—()
. o
:/ P(x,gp(a:))dm—/ Pb—(x—a),(b— (r—a))dx
ab ab
- [ Pl@de= [ P ay

Da D ein Normalbereich beziiglich der x—Achse ist, erhalten wir fiir das Doppelinte-
gral mit dem Satz von Fubini

| St asdy = [ [/W; (o) dy] d

= [Py - P o=~ [ (20)-a

a

Die zweite Identitat kann man analog zur ersten verifizieren. U

Durch Addition der beiden Identitaten erhalt man

/aDF"” /( >dv+/aD<o,@>-dv
s

SATZ 1.1. Es sei D ein ebener Normalbereich beziiglich der x—Achse und beziglich
der y—Achse, D sein positiv orientierter Rand und F = (P,Q): D — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/F dy = / Pdm+@dy—// @—a—P)dxdy
oD aD Ay

Tatsachlich 1at sich der Greensche Satz auf allgemeinere Bereiche anwenden, welche
sich als Vereinigung von endlich vielen Normalbereichen 3.Art schreiben lassen. Wir
verdeutlichen das Prinzip am Beispiel eines Kreisringes.

Man beachte die unterschiedliche Orientierung des inneren und des dufleren Randes.
D ist kein Normalbereich, lafit sich aber als Vereinigung von 4 Normalbereichen 3.
Art darstellen. Auf jedem der Normalbereiche D; kann man den Satz von Green

Wir fassen zusammen:
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anwenden:

// a_Q_a—]; ) dady —Z// 8—Q—8—§ dxdy

4

:Z/ de—i—@dy:/ Pdr + Qdy.
i=1 7/ ODi

oD

Die letzte Gleichung folgt aus der Beobachtung, dafl die inneren Randsegmente zweimal
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden und sich die entsprechenden Kur-
venintegrale daher kompensieren.

BEISPIEL 1.1. Man berechne [, (arctanx +y?) dx+ (e¥ — ) dy tber folgenden Weg:
Auf Grund der vorausgehenden Bemerkung ist der Satz von Green anwendbar auf das
stetig differenzierbare Vektorfeld (P, Q) mit

P(z,y) = arctan z + o,
Q(‘ray) =/ — ‘7:2'

Mit
0Q,
%(x,y) —2z,
OP
a—y(:c,y) =2y

erhalten wir den einfachen Ausdruck

/(arctanx+y)dx+( — 2? dy—// a—Q—a—P)dxdy
oD dy

= —2//}3(:54—3/) drdy = —2/0 [/Tl(rcosgp—l—rsin(p)rdr] dp

T 104
= —2/ (cos p + sin ) d(p/ r?dr = — 5
0 1

Setzt man in den Satz von Green ein Vektorfeld mit %—g — ‘?9—5 =k, k € R, ein,
ergibt sich die Moglichkeit der Berechnung des Flacheninhaltes von D mittels eines
Kurvenintegrales. Wahlt man beispielsweise Q(z,y) = z und P(z,y) = —y folgt

FOLGERUNG 1.1. Der Flacheninhalt eines ebenen Normalbereiches 3. Art D 1ist
gegebn durch

1
|D|:—/ —ydx + x dy.
2 Jop

BEISPIEL 1.2. Wir berechnen den Flacheninhalt der Ellipse

.CE2 y2
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War parametrisieren die Ellipse in der Form
z(p) = acos g,
y(p) = bsingp,
0 < < 2m. Der Tangentialvektor ist gegeben durch
V() = (2'(¢),¥'(¢)) = (—asing,beos ¢)

und somit

1 1 (%" [—bsing —asin @
\D|—§/6D—ydas+xdy—§/o <(acos<p>’<bcoscp>>d@_ab7r'

Es sei t — ~(t) = (z(t),y(t)), t € I, eine orientierungstreue Parametrisierung des
positiv orientierten Randes 0D eines Normalbereiches 3. Art. Dann ist

() - 020
() + 420

der nach auflen gerichtete Normaleneinheitsvektor im Punkt ~(¢). Wir integrieren
nun die Normalkomponente des Vektorfeldes F' = (P, Q)) iber 0D, also den Flufl von
F durch 0D, und erhalten

/8DF cvdy = /ab<(g) °7, (_y:;(,t&)) HV’?UH 17/ (t)]] dt

b
=/memyw—menw»ﬁ

- [((F) errenae= [ -qasspay
— [ G + 52 dady

Die letzte Gleichung ergibt sich durch Anwendung des GreenschenSatzes auf das
Vektorfeld (g, P).

Fiir ein Vektorfeld F' = (P, Q) bzw. F = (P,Q, R) nennt man die spezielle Kombi-
nation

8P+8Q 8P+8Q+8R
oxr Oy S ox Oy Oz
Divergenz des Vektorfeldes F' und schreibt div F'.

, bzw

2. Der Satz von Stokes

Der Satz von Stokes stellt ahnlich wie der Satz von Green einen Zusammenhang her
zwischen dem Integral eines Vektorfeldes iiber eine einfach geschlossenene Kurve C'
im R3 und dem Integral iiber eine Fliche S im R?, welche von C' berandet wird. Der
Einfachheit halber betrachten wir den Fall, S der Graph einer Funktion ¢g: D — R3
ist. Dabei ist D ein Grundgebiet, auf welches der Satz von Green anwendbar ist. Wie
beim Satz von Green mufl der Rand von S orientiert werden.
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Die Flache S sei parametrisiert durch
¢: D — R?
o(x,y) = (z,y,9(x,9))

und hat daher den Normalenvektor

Tx(LC, y) X Ty<l', y) = (_g:r(xa y)? _gy($a y), 1)
Somit ist das Integral eines Vektorfeldes F': R?® — R? gegeben durch

/Sf-dS://D<Fo¢,Tx><Ty)dmdy

- / /D (—Fu(e, 9, 9(x, 1)) g (2. 9) — Fole, . g(x,4))gy (. 9)

+ F3(2,y, 9(x,y))) dvdy.

SATZ 2.1. Es sei S eine glatte, orientierte Flache, die durch eine injektive, zweimal
stetig differenzierbare Parametrisierung ¢: D — R3, D C R? gegeben ist. 9S sei der
orientierte Rand von S und F' ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf S. Dann gilt

(%) /rotF -dS = F - dn.
S s

(5.1)

PROOF. Wie bereits erwahnt betrachten wir nur den Fall, dal S der Graph einer
zweimal stetig differenzierbaren Funktion ¢ ist, d.h.

S =o(D) ={(z,y,9(x,y)): (z,y) € D}.

Wegen
OF3 _ OF
8# 0z
rot FF = | 2 9

5 S
ox dy
folgt fiir die linke Seite von (x) mit Beriicksichtigung (5.1) von

0F;  OF: 0Fy, OF 0F, OF;
[rovr-as= [[ 152 = 20000 + (52 = G2 00l=n) + (G = 5 ol dady

Fiir die Berechnung der rechten Seite von (*) gehen wir von einer orientierungstreuen
Parametrisierung ¢ des Randes von D aus

o: [a,b] — R%

Dann ist v = ¢ o ¢ eine entsprechende Parametrisierung des Randes von S
V() = d(01(t), 02(t)) = (01(1), 02(t), g(o1 (), 02(1)))
mit dem Tangentialvektor
V(1) = (01(1), 05(1), gu(01(1), 02(1)) 01 (1) + gy (01(), 02(1))o3(t))
= (01(1), 03(t), (92 © ) (t)o1(t) + (g, © 0)(t) 0y
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Somit erhalten wir fiir das Integral des Vektorfeldes F' iiber den orientierten Rand
von S

| Fean= [(Pon@ @i = [(Fo@oow. ) ar
b
— [P e oo ) at
= / [(Fy 0 ¢)(o(t))o1(t) + (F2 0 9)(0(t))os(t)
+ (F3 0 0)(0(t))(g: 0 0)(t)o1(t) + (g, 0 o) (t)o5(t))] dt
b
= / [(Fio¢+ Fy0¢g.)(0(t)o1(t) + (Fy 0 ¢ + Fy 0 ¢g,) (0 ()0 (t)] dt
_ Fl o ¢ + F3 o Cng
N /aD (F20¢+F30¢9y) do
Wendet man den Satz von Green auf das letzte Integral an, erhélt man
0
/aSF dy = // (Fyo ¢+ Fy0¢g,) — ay(Flo¢+Fgo¢gx)]dl’dy
= // [%(Pé(xa y,g(x,y)) + F3(£L‘,y,g(l‘, y))gy(x, y)) - %(Fl(xa yag(xa y))

+ Fs(z,y, 9(x,9))92(2,y))] dvdy

6 8 GF
// ax Fy(z,y,9(x,y)) + 0Py + == 0 Pgy + —— O¢gxgy+F30¢gym

8F (9F 8F
- 8_y<F1(x Y, 9(,y)) — 8_21 ° gy — a—yg © Ogy — —;’ ° ¢gyg, — I3 0 qngy] dxdy
_ 8}713 aF2 aFl 8F3 8F2
— [[1G200- G2 0000+ (G200 - G oa)(-g) + (G200
OF, B
— a9y o @)] d:l:dy—/srotF-dS.

BEISPIEL 2.1. Man berechne
/ —y¥dr + 23 dy — 2 dz,
c

tiber die Schnittkurve C des Zylinders x4+ y? = 1 mit der Ebene x +1y + 2z = 1.

Die Schnittkurve C' ist der Rand der Schnittfliche S. Diese ist der Graph von
g(z,y) = 1 —x —y dber dem Kreis D = {(z,y) € R*: 2* + y* < 1}. Fir das
Vektorfeld F = (=13, 23, 23) ergibt eine einfache Rechnung

0
rot F' = 0 .
3z% + 3y?
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Mit dem Satz von Stokes folgt daher

/F~dfy:/rotF dsS = // ((rot F) 0 ¢, T, x T})) dzdy
c

1

://< O -1 >da:dy:3//(x2+y2)dxdy
D\ 322 + 3y? 1 D

2m 1
:3/ [/ T3dr]dg0:3—7r.

o Jo 2

BEMERKUNG 2.1. Es sei S eine ebene Flache parallel zur xy—Ebene mit Abstand z
von der zy—Ebene und F das spezielle Vektorfeld F(z,y,z) = (P(z,y),Q(z,y),0).
Dann ist

0

rot F' = 0
9Q _ 9P
oz oy °

Die Flache S wird parametrisiert durch
¢($,y) = ($7y720)7 (xay) € D7
somit ist T, x T, = (0,0, 1] und es folgt

/Srotp-dsz//«mtp)ogb,g X T,) dedy
// @—8—5 dady.

Ist andererseits o: I — R? eine orientierungstreue Parametrisierung des Randes von
D, dann ist v = ¢ oo eine orientierungstreue Parametrisierung des Randes von S und
es folgt

/ F-d7=/<FO’m’>dt
oS I

Pory Poo o]
:/( Qo 77/)(1252/( Qoo |, |d >dt:/ Pdz+ Qdy.
I 0 I 0 0 oD

In diesem Fall stimmt also der Satz von Stokes mit dem Satz von Green Uberein.

3. Der Divergenzsatz von Gauf3

SATZ 3.1. Es sei @ C R?® ein Normalbereich 4. Art, 02 seine nach aufen orien-
tierte Oberfliche, U eine Umgebung von Q und F = (P,Q,R): U — R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

(5.2) /Qdidex:/mF-dS(: /m(F,u)dS
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PROOF. Setzt man v = (v, 15, 1v3), dann ist (5.2) gleichbedeutend mit
opP L 9PQ 8PQ OR

0 0r Oy 8,2

Es gentigt daher, die Giiltigkeit der Beziehungen

@ der = / Pv,dS,
o Ox a0

/ % e Qus dS,

o0

/—dx—/ Rvs dS

nachzuweisen. Wir weisen die letzte nach und verwenden dabei, dafl 2 ein Normal-
bereich beziiglich der xy-Ebene ist. Es gilt also

wobei D ein Normalbereich 3. Art in R? ist. Somit folgt mit Hilfe des Satzes von

Fubini

aRd /[/f(m/) 3R< ) dz] did

—dx = —(x,y, 2) dz] dxedy
Q 0z D Jz=g(z,y) 0z

)d$ = / (Pl/l + QVQ + RI/3> ds.
[2/9)

— /D[R(x,y,f(x,y)) — R(z,y,9(x,y))) dedy.

Die Oberflache 02 setzt sich im Allgemeinen aus 6 glatten Teilflichen zusammen. Die
Normalvektoren fiir die beiden Seitenflachen sind (0, 1, 0), fiir die vordere und hin-
tere Randflache (£1,0,0). Fiir diese Fliachen gilt also v3 = 0 und das Flachenintegral

umfafit nur mehr
/ RV3 dS = / RVg dS —f-/ RV3 ds.
o0 Sy Sa

Die Flachen S; und Sy sind gegeben durch

S1={(x,y,2) €R’: z = f(x,y), (v,y) € D},
Si={(2,y,2) € R*: 2 = g(2,y), (v,y) € D}
ihre Normaleneinheitsvektoren sind
Moy, = Ao te D
(gxagy7 _1)

2 —
V(Iay7z)_ 1+92+g2a
z )

(man beachte die Orientierung von v?). Aus der Definition des Flachenintegrals ergibt
sich nun

/SlRl/g,dS://DR(:E y, f \/m,/ +f2+f2dg;dy_// (z,y, f(z,y)) dzdy,
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und analog

/ RyydS = —// R(z,y,9(v,y)) dzdy
So D

Insgesamt erhalt man daher

RS / /D (R(z.y. f(z.9)) — R(z,y,g(z.y))) dady.
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