Datenanpassung

1 Lineare Regression, Datenanpassung mit Hilfe affiner
Funktionen f(z) = kz +d

Aufgabe: Es seien n Datenpaare (21, ¥1), (Z2,¥2),- -+, (Tn, Yn) Mit T1, Y1, T2, Y2, .-+, Tny Un €
R gegeben. Gesucht ist dann eine Funktion f der Form f(z) = kz +d, eine sogenannte
affine Funktion, die ,bestmoglich® zu den Daten paft.

Bestmoglich soll dabei heiffen: Man versuche, die reellen Zahlen £ und d so zu
bestimmen, daff die Summe der quadratischen Abweichungen

(y1 — (kz, + d))2 + (yo — (kzo + d))2 + oot (Yn — (kT + d))2

kleinstmoglich wird.

Wenn die Daten gut zu zeichnen sind, wenn also alle Daten bei geeigneter Skalie-
rung auf die Zeichenflache passen, kann man versuchen eine Gerade mit Augenmaf
und Gefiihl einzupassen. Nimmt man dann zwei Punkte (u;,v:) und (u2,vs) dieser
Geraden, bei denen u; und u, weit auseinander liegen, so findet man fiir k¥ den Wert
k= 2= und dann (z.B.) d = v; — ku;.

Es gibt aber auch Formeln (lineare Regression, GauRsche Methode der kleinsten
Quadrate). In diesen Formeln ist es zweckmaéRig, mit dem Summenzeichen (}7) zu
hantieren.

Wenn a4,a2,0a3,...,8an,an1,... reelle Zahlen sind, ist der Ausdruck > 7', a; eine

Kurzschreibweise fiir die Summe a; + as + ... + a,. Der Summationsinder 1 ist



frei wihlbar. Es ist also 27, a; = SF_, ax. Aus der Deutung der Formel ergibt sich

1 _ n+1 _ n
Y18 = a1, 2t @i = (71 8i) + Gy
.o . - 1 n — 1 n .
Zuriick zur Berechnung von k und d. Es seien T = >, z; und §y = ;- >°7; y; die

Mittelwerte der z- bzw. y-Daten. Ferner seien 7y := %Z?:l z;y; und 72 := %Z;’;l z?
die Mittelwerte der Produkte z;y; bzw. der Quadrate z?. Dann berechnen sich & und
d wie folgt: L

k= "TY  G_y_ k%

- —a — )
z2 — 7

Beispiel Das obige Bild pafit zu den Daten
if1]2]3]|4]
n=5b5und gz, || 1| 2
y; |-1103]09|16|3.4

Zur Berechnung der Parameter kann man eine Tabelle der folgenden Art verwenden.

1 1 -1 -1 1
2 2 103]| 06 |4
3 3109 |27 ]9
4 4 116 | 64 |16
5 5 | 34 17 | 25
s> [ 15| 5.2 | 25.7 ] 55
>/n| 3 [1.04]|5.14 |11

Es ist also k = 212220 — 1,01 und d = 1.04 — 1.01 -3 = —1.99.



2 Datenanpassung mit Exponentialfunktionen

Nicht immer sind gegebene Daten so beschaffen, daf man sinnvoll eine Gerade zum
Anpassen verwenden kann (vgl. die markierten Punkte im linken Bild unten). Es
konnte aber sein, daft eine Ezponentialfunktion zu den Daten pafit.

Aufgabe: Es seien n Datenpaare (z1,¥1), (Z2,¥2),- -+, (Tn, Yn) Mit T1, Y1, T2, Y2, .-+, Tny Un €
R gegeben. Gesucht ist dann eine Funktion f der Form f(z) = Dexp(kz), die ,best-
moglich® zu den Daten paft.
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Betrachtet man die Funktion g = Inof, so ist also g(z) = In(D exp(kz)) = In(D) + kz.
g ist folglich eine affine Funktion, die zu den Datenpunkten (z;, In(y;)) passen soll.

Deshalb bekommt man D und k so: Bestimme die Parameter £ und d der Re-
gressionsgeraden fiir die Datenpunkte (z;,1n(y1)), (22,1n(y2)),. . ., (24, In(y,)). Die ge-
suchte Funktion ist dann f(z) = Dexp(kz) mit dem zuvor berechneten k und mit
D = exp(d). (Man vgl. mit obigem Bild, rechts hat man eine sogenannte semziloga-
rithmische Darstellung der Daten.)

Natiirlich geht das nur fiir solche Daten, bei denen alle y,-Werte positiv sind.

Praktische Durchfiihrung: Sind die Datenpunkte (z;,¥;), 1 < 2 < n, gegeben, so bilde
man daraus neue Datenpunkte (z;,2;) mit 2, = In(y;). Aus diesen neuen Daten be-
stimme man die Parameter k£ und d mit Hilfe der lznearen Regression. Die gesuchte
Funktion f ist dann von der Form f(z) = exp(d) exp(kz).

Die bestimmten Parameter sind nur im transformierten Modell bestmoglich. Wollte
man Y7, (y;— D exp(kz;))? selbst minimieren, so bekdme man zwar bessere Parameter,
die Rechnung ware aber viel komplizierter und nur naherungsweise durchzufiihren.



3 Datenanpassung mit Potenzfunktionen

Nicht immer sind gegebene Daten so beschaffen, daf man sinnvoll eine Gerade oder
eine Exponentialfunktion zum Anpassen verwenden kann (vgl. die markierten Punkte
im linken Bild unten). Es kdnnte aber sein, daR eine Potenzfunktion zu den Daten
pafit.

Aufgabe: Es seien n Datenpaare (z1,¥1), (Z2,¥2),- -+, (Tn, Yn) Mit T1, Y1, T2, Y2, .-, Tn, Yn €
R gegeben. Gesucht ist dann eine Funktion f der Form f(z) = Dz*, die ,bestmoglich®
zu den Daten pafit.
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Betrachtet man die Funktion g = Inof, so ist also g(z) = In(Dexp(kz)) = In(D) +
kln(z). Die Funktion g ist folglich eine affine Funktion von In(z), die zu den Daten-
punkten (In(z;),In(y;)) passen soll.

Deshalb bekommt man D und k so: Bestimme die Parameter £ und d der Regres-
sionsgeraden fiir die Datenpunkte (In(z;),In(y1)), (In(z2), In(y2)),. - ., (In(z,), In(y,)).
Die gesuchte Funktion ist dann f(z) = Dz* mit dem zuvor berechneten k¥ und mit
D = exp(d). (Man vgl. mit obigem Bild, rechts hat man eine sogenannte doppeltlo-
garithmische Darstellung der Daten.) Natiirlich geht das nur fiir solche Daten, bei
denen alle y;,-Werte und alle z;,-Werte positiv sind.

Praktische Durchfiihrung: Sind die Datenpunkte (z;,v;), 1 < 7 < n, gegeben, so bilde
man daraus neue Datenpunkte (w;, 2;) mit z; = In(y;) und w; = In(z;). Aus diese neuen
Daten bestimme man die Parameter k¥ und d mit Hilfe der lznearen Regression. Die
gesuchte Funktion f ist dann von der Form f(z) = exp(d)z*.

Die bestimmten Parameter sind nur im transformierten Modell bestmoglich. Wollte

man ", (y; — Dz¥)? selbst minimieren, so bekidme man zwar bessere Parameter, die
Rechnung ware aber viel komplizierter und nur naherungsweise durchzufiihren.
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4 Datenanpassung mit anderen Funktionen

Die Konzentration c(t) eines Stoffes bei einer chemischen Reaktion zur Zeit ¢ hat die
Form c(t) = B exp(—at), wenn jeweils ein (m = 1) Molekiil des Stoffes reagiert. Beno-
tigt die Reaktion m > 2 Molekiile, so hat ¢ die Form ¢(t) = (at + b) /™ Y. Fiirm = 1
filhrt das Logarithmieren auf die Beziehung In(c(t)) = In(B) — at. Die Bestimmung
der Parameter erfolgt somit wie im Abschnitt iiber Exponentialfunktionen, wobei B
durch D und a durch —k ersetzt wird. Im Fall m > 2 bedeutet c(t) = (at 4+ b) /™Y,
daR c(t)~(™"Y = at + b

Aufgabe: Es seien n Datenpaare (z1,¥1), (Z2,¥2),- - - (Tn, Yn) Mit T1, Y1, T2, Y2, .- ., Tn, Yn €
R gegeben. Ferner sei m > 2. Gesucht ist dann eine Funktion f der Form f(z) =
(kz + d)fl/(mfl), die ,,bestmoglich” zu den Daten paft.
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Praktische Durchfithrung: Sind die Datenpunkte (z;,y;), 1 < 7 < n, gegeben, und ist
m > 2, so bilde man daraus neue Datenpunkte (z;,2;) mit z; = y, (m~1) " Aus diesen
neuen Daten bestimme man die Parameter k und d mit Hilfe der linearen Regression.
Die gesuchte Funktion f ist dann von der Form f(z) = (kz + d) V™%,

Die bestimmten Parameter sind nur im transformierten Modell bestmoglich. Woll-
te man »7 (yi — (kz +d)™Y (m_1)>2 selbst minimieren, so bekdme man zwar bessere
Parameter, die Rechnung ware aber viel komplizierter und nur naherungsweise durch-
zufiihren.



