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KAPITEL 1

Reelle und komplexe Zahlen

1. Axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen

Ein streng axiomatischer Aufbau der Analysis wiirde erfordern, das System der reellen
Zahlen von moglichst einfachen Bausteinen ausgehend, etwa den natiirlichen Zahlen,
zu entwickeln. Dieser Weg soll hier nicht beschritten werden, hat doch jeder einzelne
bereits im Laufe der Zeit miithsam eine intuitive Vorstellung von den reellen (oder
zumindest rationalen) Zahlen entwickelt. Wir kniipfen an diese Vorstellung an und
beschreiben die fiir das weitere Rechnen grundlegenden Beziehungen zwischen reellen
Zahlen durch eine Reihe sorgfiltig gewéhlter Axiome.

Wir gehen davon aus, dafl auf der Menge R der reellen Zahlen zwei binédre Operatio-
nen, Addition und Multiplikation erklirt sind. Somit wird jedem Paar (z,y) € R xR
eindeutig eine reelle Zahl x + y (die Summe von x und y) und ebenso eindeutig eine
weitere reelle Zahl xy, manchmal z - y geschrieben (das Produkt von x und y) zu-
geordnet. Wie diese Summen und Produkte zu bilden sind, spielt dabei keine Rolle.
Wesentlich ist nur, daf sie folgenden Axiomen geniigen.

(A) Axiome fiir die Addition

(A1) Vz,y,zeR:(x+y)+z=x+ (y+2) Assoziativgesetz
(A2) Vz,yeR:x4+y=y+=x Kommutativgesetz
(A3) 0 eRVzeR:z24+0=2 additives Neutralelement
(A4) Ve eRIE€eR: 2 +E=0 additives inverses Element
(M) Axiome fiir die Multiplikation
(M1) Vz,y,z € R: (zy)z = z(yz) Assoziativgesetz
(M2) Vz,y e R:zy=yzx Kommutativgesetz
(M3) F1eR:(1#£0AVzeR: 1z =1) multiplikatives Neutralelement
(M4) Ve#£0IzeR:zz=1 multiplikatives inverses Element

Die néchsten Axiome verkniipfen Addition und Multiplikation:

(D) Distributivgesetz
Ve,y,z € R:x(y + 2) = zy + a2
1



2 I. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

(O) Ordnungsaxiom:
Auf R ist eine Totalordnung < erklért, welche mit der Addition und Multi-
plikation vertréglich ist:

(OA) Vryy,zeR: z<y=z+z<y+z

(OM) Vr,y,zeR: 2<yA0<z=zz<yz } Monotoniegesetze

Wir erinnern daran, daf§ jede Ordnung < eine strikte Ordnung < in R induziert. Da
R linear geordnet ist, gilt in R die Trichotomie. Man kann bei der axiomatischen
Beschreibung von R auch davon ausgehen, dafl in R eine strikte Ordnung < existiert.
In diesem Fall mufl man allerdings die Monotoniegesetze durch ein weiteres Axiom
erginzen, das die Giiltigkeit der Trichotomie in R verlangt. Die strikte Ordnung <
induziert dann eine lineare Ordnung < auf R.

Eine vollstéindige Charakterisierung der reellen Zahlen erfordert ein weiteres Axiom,
durch welches Liicken in der Menge der reellen Zahlen ausgeschlossen werden.

(V) Vollstiandigkeitsaxiom (R. DEDEKIND)

Zu jedem Paar von Teilmengen A, B von R mit
) AZOANB#0

ii) AUB=R

iii) Va,be R:a € ANbEB=a<b

gibt es genau ein £ € R, sodafl
a)VaeR:a<&=a€ A

b) VbeR: {<b=b€eB

Man nennt das geordnete Paar (A, B) einen Dedekindschen Schnitt und die durch
ihn eindeutig bestimmte Zahl £ Schnittzahl. Wegen der Eigenschaften eines Schnittes
liegt die Schnittzahl £ entweder in A oder in B. Gilt £ € A, so sind die Eigenschaften
a) und b) von £ gleichwertig mit A = {a € R: a <&} und B =R\ A, liegt jedoch &
in B, dann ist B={b € R:b>¢} und A =R\ B. Insbesondere folgt also a < & < b
oder a < £ < b fiir alle a € A und fiir alle b € B.

BEMERKUNG I-1.1. (1) Die Assoziativgesetze erlauben es, die Ausdriicke z + y + 2
bzw. xyz sinnvoll zu interpretieren, da jede Klammerung zum selben Ergebnis fiihrt.
(2) Die auffallende Ahnlichkeit der Axiome fiir die Addition und Multiplikation ist
nicht zuféllig. Allgemein nennt man eine Menge in der eine binédre Operation erklért
ist, welche den unter A angegebenen Axiomen geniigt, eine Abelsche Gruppe. Die
Axiome A bringen somit zum Ausdruck, dal (R, +) eine additive Abelsche Gruppe
ist, M bedeutet, dai (R \ {0},-) eine multiplikative Abelsche Gruppe darstellt. Jede
Menge K, die diese beiden algebraischen Strukturen aufweist und in der auflerdem
das Distributivgesetz D gilt, nennt man Korper. Ist in K noch zusétzlich eine Total-
ordnung erklart, welche den Monotoniegesetzen OA und OM geniigt, spricht man von
einem geordneten Korper. Somit kann man die Axiome A, M, D, O zusammenfas-
sen in der Feststellung: (R, +, -, <) ist ein geordneter Korper. Gilt in einem geordneten
Korper iiberdies das Vollstandigkeitsaxiom 'V, spricht man von einem vollstindigen
geordneten Korper.
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(3) Rt :={z € R: x > 0} ist die Menge der nicht negativen reellen Zahlen,

R~ :={z € R: 2z <0} die Menge der nicht positiven reellen Zahlen,

R\ {0} bzw. R~ \ {0} bezeichnet die Menge der positiven bzw. negativen reellen
Zahlen.

(4) Fiir die zur Ordnungsrelation < inverse Relation ist das Symbol > gebrauchlich.
Analog ist > erkldrt. Anstelle von x < y Ay < z schreibt man oft x < y < z. (analog
fur <.)

Ohne Beweis teilen wir folgenden Satz mit

THEOREM [-1.2. Es gibt eine Menge R, welche den Axiomen A,M,D,O0 und V
genigt.

Es ist allerdings denkbar, dal es verschiedene vollstindige geordnete Korper gibt,
etwa (R,4+,-, <) und (R,®,®, <). Man kann jedoch zeigen, daB es eine Bijektion
f: R — R gibt, die mit der algebraischen Struktur und der Ordnungsstruktur in R
vertraglich ist, d.h. fiir alle z,y € R gilt

flx+y) = f(z)® f(y)
flx-y) = fz)© f(y)
r <y flr) 2 fly).

Vom mathematischen Standpunkt aus ist es also nicht notwendig, verschiedene Mo-
delle von R zu unterscheiden.

2. Folgerungen aus den Kérperaxiomen

Aus der Bedeutung der Gleichheit ergibt sich unmittelbar folgendes einleuchtende Resultat.
THEOREM I-2.1. Es seien x,y reelle Zahlen und © = y. Dann gilt x + z = y + z und zz = yz fir alle z € R.

THEOREM 1-2.2. %) Das Neutralelement der Addition ist eindeutig bestimmt.
1) Fiir jede reelle Zahl ist das additive inverse Element & eindeutig bestimmit.

BEWEIS. i) Es seien 0 und 0 Neutralelemente der Addition. Setzt man in (A3) fiir  das Element 0 ein, folgt
0+ 0= 0. Da 0 ein weiteres Neutralelement beziiglich der Addition ist, gilt Yz € R : z + 0 = x, somit auch 0+ 0 = 0.
Mit (A2) schlieBt man 0+ 0 = 0 und wegen 0 + 0 = 0 folgt 0 = 0.
#1) Wir nehmen an, £ und 5 seien zu z inverse Elemente beziiglich der Addition, d.h. 4+£ =0 und = +£~ = 0. Addiert
man zu der ersten Gleichung §~7 folgt
(4+E+E=0+E=E+0=¢.
Andererseits findet man fiir (z + &) + §~ auch die Darstellung

@+ +E€=a+E+) =2+ (E+) =@+ +E=0+E=¢
Somit gilt & = £. |

Wir bemerken, dafl der Beweis des Satzes nur die Axiome A beniitzt. Die Aussage des Satzes trifft somit auf jede
Abelsche Gruppe (vgl. Bemerkung I-1.1) zu, insbesondere auch auf (R \ {0},-). Es gilt somit auch folgender Satz:

THEOREM 1-2.3. i) Das Neutralelement der Multiplikation ist eindeutig bestimmi.

1) Fiir jede Zahl © # 0 ist das multiplikative inverse Element T eindeutig bestimmd.

Es ist somit gerechtfertigt, die Neutralelemente mit 0 bzw. 1 zu bezeichnen. Das additive Inverse von = bezeichnet
man mit —z, das multiplikative Inverse mit ~!. Ferner schreibt man oft = — y, 5 anstelle von x + (—y) und xy~ L.

Es gilt auch eine teilweise Umkehrung von Satz I-2.1.

THEOREM 1-2.4. Fiir alle reellen Zahlen x, y und z gelten folgende Kiirzungsregeln:
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i) Ausz+z=y+z folgt x =y.
il) Aus xz = yz und z # 0 folgt © = y.

BEWEIs. Wir zeigen nur die zweite Regel. Es sei z,y,z € R, z # 0 und zz = yz. Nach M4 existiert das
multiplikative inverse Element z~! und es gilt 2271 = 1. Aus 2z = yz folgt mit Satz I-2.1 (zz)z~1 = (yz)z~1. Dies
ergibt wegen M1 z(zz71) = y(zz71), also x - 1 = y - 1. Wegen M2 ist dies gleichwertig mit 1-2 = 1 -y und mit M3
schlieBen wir auf = y. O

Nun konnen wir bereits zeigen, dafl die Gleichungen a + 2« = b und cy = d, ¢ # 0, in R die eindeutigen Losungen
r=b—abzw. y= % besitzen. Man beachte, dafl zwei Behauptungen zu beweisen sind: ndmlich die Eindeutigkeit
einer Losung und da die angegebenen Zahlen tatséchlich die Gleichungen l6sen. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit
einer Losung von a + z = b. Wir gehen von der Annahme aus, x sei eine Losung, und zeigen, dafl notwendigerweise
z = b—a folgt. Addiert man zu a4z = b das additive inverse Element —a, erhilt man (a+z)+ (—a) = b+ (—a). Fiir
die linke Seite ergibt sich (a +z) + (—a) = (z+a) + (—a) =z + (a+ (—a)) = © + 0 = z, wobei wir der Reihe nach A2,
Al, A4 und A3 verwendet haben. Es fehlt noch der Nachweis, dal * = b — a Losung ist. Dazu berechnen wir a 4+ 2 und
erhalten a+z = a+(b—a) = a+((—a)+b) = (a+(—a))+b = 0+b = b. Dieser Beweis verwendet nur Gruppenaxiome,
das Resultat gilt daher in jeder Abelschen Gruppe, insbesondere in (R \ {0}, -). Eine eigene Diskussion der Gleichung
cy = d ist daher nicht notwendig.

THEOREM 1-2.5. Fir alle z,y,z,w € R, 2 # 0 und w # 0 gilt:

a) 0z=0 N (2)+(-y)=—-(z+y)
b)) —(-z)== 9) (—z)(~y) ==y
o (whHl=w hy Ty iy
d) (71)1 S z) er % —_ zu;t}zy
)

e) z(—y)=—(zy) = (—2)y

BEWEIS. a) Aus 04+ 0 = 0 folgt mit Satz I-2.1 (0 + 0)z = Oz fiir alle z € R. Das Distributivgesetz D ergibt
0x 4+ 0z = Oz, mit A3 folgt Ox + 0z = 0z + 0 = 0 4+ Oz und schlielich mit Satz I-2.4 0x = 0.
b) Das additive inverse Element zu  bzw. —z erfiillt z + (—z) = 0 bzw. (—z) + (—(—=z)) = 0. Mit Hilfe von A2 folgert
man

©+ (—2) = (—(~2)) + (—2).

Dies ergibt mit Satz 1-2.4 z = —(—x).
¢) analog zu b).
d) Wir zeigen: (—1)z ist das additive inverse Element zu z, d.h. (—=1)z + & = 0. Dies folgt aus

a)

(~Dz+22 (—Dz+12 2 (-1+ 1)z 2oz Zo.
e) Mit Hilfe des Assoziativgesetzes M1 und der bereits bewiesenen Regel d) schlieft man
d) M1 M2 d)
z(=y) = z((=1)y) = (2(=1))y = (=2)y = (=2)y
und weiter

(—o)y 2 (—1)2)y 2 (~1)(wy) L —(ay).

f) Wir zeigen, (—z) + (—y) ist das additive inverse Element zu x + y. Dies folgt aus

A2

(@+y) + (—2) + (=) = (z+) + ((-v) + (-2))

L@+ () + () E @+ G+ (v) + (o)

Yeto)+ ()Pt Zo
g) Die Behauptung folgt aus

b
(—2)(-y) 2 —((==2)y) 2 (= (=2)y ) zy.
h) Wir zeigen zuerst: %% = ﬁ, dh. 27wl = (zw) 7! (%)
Dies folgt aus
(zw) - (z7tw ™) = (w2)(z7w™h) M w(zz"Hw™?! e w(lw™1) M3 =t M
Somit gilt:
2L = @) = ez ! = @) o) eyt = 2
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i) Mit Hilfe von h) ergibt sich

x T T w z
7_;'_2:,,1_’_2_1:,74'_27
z w F4 w zZw w z
h) TW Z 1 Tw 4+ Yz
by zw —g(acw—&-yz)(zw)*l:iy
2w wz ZW

O

THEOREM 1-2.6. Das Produkt von zwei reellen Zahlen ist genau dann ungleich Null, wenn beide Faktoren ungleich
Null sind, d.h. Vzy e R: 2y #0 <z #0Ay #0.

BEWEIS. i) ,<*“ Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: Angenommen es gibe z,y € R mit z # 0, y # 0 und
zy = 0. Dann existiert das multiplikative inverse Element ! zu z. Aus zy = 0 folgt einerseits ac’l(xy) =z"1.0=0,
andererseits 7! (zy) = (z7'x)y = 1 -y = y und somit y = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung y # 0.

ii) ,,=“ Wir fithren den Beweis indirekt und zeigen:
Ve, y ER:2=0Vy=0= zy = 0. Dies folgt jedoch unmittelbar aus I-2.5 (a). O

BEMERKUNG [-2.7. 1.) Satz I-2.6 ist dquivalent zu der Feststellung, da8 das Produkt zweier reeller Zahlen genau dann
Null ist, wenn mindestens einer der beiden Faktoren Null ist. In den Anwendungen fiihrt diese Situation haufig zu
einer Fallunterscheidung.

2.) Die Beweise dieses Abschnittes verwenden nur die Axiome A, M, D. Die Behauptungen treffen daher in jedem
Korper zu.

3.) Wir vereinbaren vorerst nur als Schreibweise:

(1) 2:=1+1,
(2) VaeR:a?:=a-a.

3. Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen

Wir erinnern daran, dafl eine Ordnung < eine strikte Ordnung < induziert, welche
durch z < y & x < y A x # y definiert ist. Geht man umgekehrt von einer strikten
Ordnung aus, wird durch * < y < < y V2o = y eine Ordnung erklédrt. Diese
Ordnung ist total, falls zusétzlich gefordert wird, daf fiir alle z, y € R genau eine der
drei Alternativen z < y, x = y, y < x zutrifft. Das Ordnungsaxiom O kann daher
durch folgendes gleichwertige Axiom ersetzt werden:

(0*) Ordnungsaxiom:
In R ist eine strikte Ordnung < erklirt, welche mit der Addition
und Multiplikation vertréglich ist:

(OA*) Vrz,y,z€R: z<y=zx+z<y+z

(OM*) Vr,y,z€eR: 2<yAN0<z=xz<y:z } Monotoniegesetze

Es gilt die Trichotomie: fiir alle x, y € R trifft genau eine der drei
Alternativen z <y, x =y, y < = zu.

Wir iiberlassen es dem Leser, die folgenden Resultate fiir die strikte Ordnung < auf
die Ordnung < zu iibertragen.

THEOREM [-3.1. Fir alle x,y € R gilt

a) t<0& —x>0 ¢) r<ysy—xz>0
b) >0 —2<0 d r<ye —y<-—uz.
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BEWEIS. c) ,=: “ Aus z < y folgt mit OA* z + (—z) <y + (—z), also 0 < y — z.
,=: “ BEsseiy—a > 0. Mit OA* folgt y + (—x) + « > 0+ z, somit y + 0 > x. Dies hat < y zur Folge.
a) Setze y = 0 in c).
b) Ersetze & durch —z in a) und verwende —(—x) = z (Satz I-2.5-b).

d)m<ygy—x>0<¢—m—(—y)>0<%—y<—z. O

THEOREM I[-3.2. Fiir alle x,y, z,w € R gilt

a) r<yNz<w=zr+z<y+w,
b)0<z<yAl<z<w=zxz<yw.
BEWEIS. a) Es seien z,y,z,w € R, z < y und z < w. Wegen OA* gilt dann auch z+2z < y+zund y+2 < y+w.

Da die strikte Ordnung < transitiv ist, folgt « + z < y + w.
b) analog. O

Satz 1-3.2 stellt also sicher, dafl gleichsinnige Ungleichungen addiert werden diirfen;

gleichsinnige Ungleichungen, in denen sdmtliche Glieder nicht negativ sind, diirfen
multipliziert werden.

THEOREM [-3.3. Das Produkt zweier reeller Zahlen ist genau dann positiv, wenn beide
Faktoren ungleich Null sind und dasselbe Vorzeichen haben.

BEWEIS. ,<: “ Fiir z > 0 und y > 0 folgt die Behauptung aus OM* und Satz I-2.5. Falls z < 0 und y < 0 folgt
—z > 0 und —y > 0. Nach dem vorhin Bewiesenen gilt daher (—z)(—y) > 0. Nach Satz I-2.5 ist aber (—z)(—y) = zy,
somit gilt zy > 0.
»=: “ Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, es gibe relle

Zahlen z, y mit zy > 0, z < 0 und y > 0. Ist © = 0 ergibt sich ein Widerspruch zu Satz I-2.5-(a). Es sei z < 0, also
nach Satz I-3.1 —z > 0, und nach dem ersten Teil des Beweises ergibt sich

(—z)y = —(zy) > 0.
Mit Satz I-3.1 folgert man zy < 0. O

KOROLLAR I-3.4. Fiir jede reelle Zahl z ungleich Null gilt 2% > 0. Insbesondere folgt
1>0.

THEOREM I-3.5. Fiir alle z,y,z € R gilt
Hr<yAz<0=yz<uzxz,
) 0<z=0<al
i) 0<r<y=0<yl<ah
BEWEIS. i) Es sei z < 0, also —z > 0. Multipliziert man die Ungleichung # < y mit (—z), erhélt man z(—z) <
y(—2), bzw. —(zz) < —(yz). Nach Satz I-3.1 ist dies gleichwertig mit yz < zz.

ii) Aus dem Korollar I-3.4 ergibt sich 0 < 1 = zz~!, wegen Satz I-3.3 und 0 < z mu auch 0 < =1 gelten.
iii) Man zeige z7'y~! > 0 und multipliziere 0 < x < y mit x~ 1y~ 1. O

THEOREM [-3.6. Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets eine weitere
reelle Zahl, genauver Va,b € R:a < b= a < “T*b <b.

Die reelle Zahl “TH’ heifit arithmetische Mittel von a und b.

BEWEIS. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei a < b, also b — a > 0. Es folgt

b—a 2a b—a (1+4+1a b—a a+a+(b—a)
< == = =
Gt 2 2 > 2 2
_a+((a—a)+b) a+(0+b) a+bd
- 2 - 2 T2

Analog zeigt man “7% <b. O
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Insbesondere folgt aus Satz [-3.6, daf} es keine kleinste positive reelle Zahl gibt.

KOROLLAR [-3.7. Es seien a,b € R und a < b+ ¢ fiir beliebiges € > 0. Dann ist a < b.

BEwEIs. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch und nehmen an es gébe reelle Zahlen a, b mit a > b und
a < b+e fiir alle € > 0. Dann ist a —b > 0 und daher auch b < b+ “7717 = CLTH’. Wegen Satz I-3.6 mufl ‘ITH’ < a gelten,

—b
457 > 0. O

dies widerspricht der Voraussetzung a < b+ ¢ fiir € =
Wir notieren den niitzlichen Spezialfall @ > 0 und b = 0:
KOROLLAR 1-3.8. Es sei x > 0 und fiir alle € > 0 gelte x < e. Dann ist x = 0.

DEFINITION 1-3.9. Fliir jede reelle Zahl x heifSt

x, x>0,
x| ==
—z, =<0,
absoluter Betrag (Betrag) von x und
1, x>0,
signx = < 0, x =0,
-1, <0

heifit Signum (Vorzeichen) von x.

Das Vorzeichen und der Betrag einer reellen Zahl = sind daher verkniipft durch die
Beziehung

xr = |z|signx.

Folgende Eigenschaften des Betrages sind eine unmittelbare Konsequenz der Defini-
tion.

LEMMA [-3.10. Es seien x, b € R und b > 0. Dann gilt
a) |x| >0 b) = <|z|
c) || =]—=, d) |z|<be —b<x<b.

BEWEIS. Wir zeigen nur die Eigenschaft d). Es seien z, b € R, b > 0 und |z| < b. Wir machen eine Fallunterschei-
dung nach dem Vorzeichen von z. Ist z > 0, dann gilt |z| = z, also auch z < b. Die zweite Ungleichung = > —b folgt
aus der Transitivitit der Ordnung. Ist < 0, also |z| = —=, ist die Ungleichung |z| < b gleichwertig mit —z < b. Aus
Satz I-3.1 folgt > —b. Die Ungleichung x < b ist wieder trivialerweise erfiillt. In jedem Falle gilt somit —b < = < b.
Gehen wir nun umgekehrt von den Ungleichungen z < b und & > —b aus. Fiir ¢ > 0 folgt direkt |z| < b. Ist z < 0
schlieflen wir von & > —b auf —z < b. Dies ist gleichwertig mit |z| < b |

THEOREM I-3.11. Fiir alle x,y € R gilt
a) [r|=0&2x=0
b) |zyl = |z[ly]
) |z +y| <|z|+ |y Dretecksungleichung
) |12l = Jyl| < Jo =]
) 2lallyl < |2 + Jyl?

[eFNe)

e
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BEWEIS. a) Fiir x = 0 folgt aus der Definition |z| = 0. Ist z # 0, dann ist auch —z # 0, somit ergibt sich ebenfalls
ja] # 0.
b) Wir machen eine Fallunterscheidung und betrachten zuerst den Fall z > 0 und y > 0. Dann gilt zy > 0, |z| = =
und |y| = y. Es folgt |zy| = zy = |z||y|.

Als zweiten Fall untersuchen wir x > 0 und y < 0. Nun ist zy < 0, |z| = z und |y| = —y. Es folgt |zy| = —(zy) =
z(—y) = |z|lyl-

Durch Vertauschen von z und y fithrt man den Fall z < 0 und y > 0 auf die eben betrachteten Situationen zuriick.
Es bleibt der Fall < 0 und y < 0. Dann ist nach Satz I-3.3 zy > 0 und |z| = —z, |y| = —y. Aus Satz [-2.5-g folgt

somit |z] - |y = (—=)(—y) = zy = [yl
¢) Aus Lemma 1-3.10 folgt —|z| < z < |z| und —|y| <y < |y|. Addiert man die Ungleichungen ergibt sich

—(lz| + [y]) = =lz| = lyl <z +y < |z] + |yl

also |z + y| < |z| + |y| nach I-3.10-d).

c
d) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sich || = |(z —y)+y| < |z—y|+]|y| und somit |z|—|y| < |z—y|. Vertauscht
man z und y erhélt man |y| — |z| < |y — z| = |z — y| und daraus mit Satz I-3.1 —|z — y| < —(ly| — |z|) = |z| — |y|-
Insgesamt finden wir also —|z — y| < |z| — |y| < |z — y|, und daher

2| = Iyl| < |z~ yl-
e) Mit Hilfe von Korollar 1-3.4 schliefen wir 0 < (|z| —|y) (|| — |y]) = |z% — |z||y| — [y||z]| + |y|? = |=|? — (1 + 1)|z||y| +
ly|2 = |z|? — 2|z||y| + |y|?. Wegen OA zeigt dies die behauptete Ungleichung. O

BEMERKUNG [-3.12. Die Beweise dieses Abschnittes stiitzen sich nur auf Eigenschaf-
ten, die fiir jeden Korper zutreffen, und auf das Axiom O. Die Behauptungen gelten
demnach in jedem geordneten Korper.

DEFINITION 1-3.13. Es seien a,b € R und a < b.

i) [a,b] :={x € R: a <z < b} heifit abgeschlossenes Intervall,
i) (a,b) :={x € R: a < x < b} heifst offenes Intervall,

(a,0] ={xeR:a<z<b} , .
[a,b) :=={z €eR:a <z < b} heifien halboffene Intervalle.

a 1st linker, b rechter Endpunkt des Intervalls.

iii)

Ist a = b, so ist [a,b] = {a}, die anderen Intervalle sind leer.

Da R linear geordnet ist, 148t sich R (wie jede linear geordnete Menge) mit Hilfe
einer Geraden folgendermaflen veranschaulichen: Auf einer beliebigen Geraden in der
Ebene werden zwei Punkte ausgezeichnet, die wir mit den reellen Zahlen 0 und 1
identifizieren. Es liege etwa 0 links von 1. Jeder reellen Zahl entspricht ein eindeutig
bestimmter Punkt auf dieser Zahlengeraden. Es gilt a < b genau dann, wenn der
Punkt a links von b liegt. Den positiven reellen Zahlen entsprechen also Punkte jenes
Halbstrahles, in dem der mit 1 bezeichnete Punkt liegt. In dieser Phase der Diskussion
von R kénnen wir aber noch nicht sicherstellen, dafi umgekehrt jedem Punkt der
Geraden tatséchlich genau eine reelle Zahl entspricht.

X 0 1 a < b

! ! ! ! ! >
T T T T T >

X
negative [ positive reelle Zahlen

Reelle Zahlengerade
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4. Die natiirlichen Zahlen

Wir sind von einer axiomatischen Beschreibung der reellen Zahlen ausgegangen. Ob-
wohl die natiirlichen Zahlen vertraute Objekte sind, miissen wir nun zeigen, wie sie mit
Hilfe unseres Axiomensystems als Teilmenge von R charakterisiert werden kénnen.

DEFINITION [-4.1. 1) Fliir jedes v € R heifit x + 1 Nachfolger von x.
2) Eine Teilmenge I C R heifit induktiv ﬁf
e
i)lel
i) VieRizel=ao+1€l.

Beispielsweise sind die Mengen R und {z € R : x > 1} induktiv.

LEMMA 1-4.2. Es sei A # 0 eine Familie induktiver Mengen. Dann ist auch NA
induktiv.

BEWEIS. Da 1 € A fiir jedes A € A gilt, folgt 1 € NA. Es sei nun x € NA, d.h.
x € A fiir alle A € A. Da jede Menge A in A induktiv ist, folgt x + 1 € A fiir jedes
Ae A, dh. z+1enA. O

Es bezeichne J das System aller induktiven Mengen. Wir haben uns bereits von J # ()
iiberzeugt. Nach Lemma 1-4.2 ist Ng selbst induktiv. Offenbar ist NJ die kleinste
induktive Menge.

DEFINITION [-4.3. i) N := NJ heifit die Menge der natiirlichen Zahlen. Ferner
setzen wir Ny := N U {0}.
it) n € N heif§it gerade ;):)f dm € N:n=2m

e

n € N heifit ungerade l():)f dJneNyg:n=2m+1
€

Es ist iiblich und zweckméfBig, fiir folgende Nachfolger von 1 spezielle Symbole zu
verwenden: 2:=1+1,3:=2+1,...,10 := 94 1. Wir werden spéter zeigen, dafl wir
mit den Symbolen (0,1,...,9, 4+, —, ,,,“) sdmtliche reellen Zahlen darstellen kénnen.

Aus der Definition 1-4.3 ergibt sich fiir jede induktive Menge A, N C A. Dieser
Umstand ist die Grundlage fiir das iiberaus niitzliche Induktionsprinzip.

THEOREM [-4.4 (Prinzip der vollstdndigen Induktion). Es sei P(n) eine Aussageform
tiber N und es gelte

i) P(1),

ii) vn e N: P(n) = P(n+1).
Dann gilt P(n) fir alle n € N, d.h. Yn € N: P(n).

BeEwEIs. Es sei £ = {n € N: P(n)} C N die Erfiillungsmenge von P. Wegen der
Voraussetzungen ist E induktiv, daher gilt auch N C F. Somit folgt N = F. 0

BEMERKUNG [-4.5. Oft trifft eine Aussageform P(n) erst fir ng > 1 zu. Man
iiberzeuge sich davon, dafl das Prinzip der vollstdndigen Induktion auch fiir belie-
bigen Induktionsanfang ny € N gilt. Mit Hilfe der Transformation n = ng+ %k — 1 und
P(k) = P(ng 4 k — 1) fiihrt man den Fall ng > 1 auf Satz I-4.4 zuriick.
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THEOREM 1-4.6. Es seien n,m € N. Dann gilt

a) mn>1, ¢c) n+meN,
b)  n—1¢€eN, d) nmeN.
BEwEIS. a) Ubung.
b) Essei G ={n € N: n—1 € No} C N. Wir zeigen: G ist induktiv. Offensichtlich gilt 1 € G. Fiir n € G schlieft man
(n+1)—1=n+(1-1)=n€Ng, dh.n+1¢€ G. Es folgt G =N.

c) Es sei P(n) die Aussageform Vm € N: n 4+ m € N. Wegen der Induktivitdt von N gilt Vm € N: 1 +m € N, d.h.
P(1). Es gelte P(n), d.h. n+m € N fiir jedes m € N. Wir verwenden noch einmal die Induktivitidt von N, und folgern
(n+m)+1=(n+1)+meN fir alle m € N, also P(n + 1). Wegen Satz [-4.4 trifft P(n) fiir alle n € N zu.

d) Ubung. O

N ist somit abgeschlossen beziiglich der Addition und Multiplikation.

THEOREM [-4.7. Fiir natiirliche Zahlen n und m gilt n > m genau dann, wenn
n—m & N.

BEWEIS. “=" Es sei P(m) die Aussageform Vn € N: m <n=n—m € N. Aus 1 < n folgt mit (0A*) 0 <n—1.
Nach Satz I-4.6 trifft n — 1 € Ng zu, alson —1 =0 oder n — 1 € N. Wegen n — 1 > 0 gilt zwangslaufig n — 1 € N|
d.h. P(1). Es gelte nun P(m) und n € N erfiille m + 1 < n, (n sonst beliebig), dh. m <n—1. Ausl1<m<n-—1
schlielen wir auf n —1 € N. Somit folgt aus m < n —1 wegen P(m) die Giiltigkeit von (n —1) —m =n—(m+1) € N,
also von P(m + 1).

“«<” Es sei n — m = fiir ein [ € N. Die Behauptung folgt nun aus n — m =1 > 1 > 0 durch Addition von m. O

KoOROLLAR [-4.8. Fiir natiirliche Zahlen n und m gilt n > m genau dann, wenn
n>m+ 1.

KOROLLAR 1-4.9. Zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden natiirlichen Zah-
len und zwischen Null und 1 liegt keine weitere natiirliche Zahl.

BEWEIS. Formal geschrieben lautet die Behauptung Vm € Ny: (m, m+1)NN = ().
Wir fithren den Beweis durch Widerspruch und nehmen vorerst an, es gibe n, m € N
mit m <n < m+ 1. Wegen Satz [-4.7 gilt n —m € N, also nach Satz [-4.6 n —m > 1.
Aus n < m+ 1 ergibt sich der Widerspruch n —m < 1. Fiir m = 0 erhalten wir einen
Widerspruch zu 1-4.6—(a). O

DEFINITION 1-4.10. M C R sei nicht leer.
i) u € R heifft Minimum von M, p = min M, l():fu EMAVzeM: p<ux.
€

ii) v € R heifit Mazimum von M, v = max M, I(D:)fVEM/\VxEM: x <.
e

Nicht jede Teilmenge reeller Zahlen besitzt Minimum oder Maximum, z.B. R oder
(0,1). Existiert ein Maximum (Minimum) einer Teilmenge reeller Zahlen, so ist diese
Zahl wegen der linearen Ordnung in R natiirlich eindeutig bestimmt.

THEOREM I-4.11 (Wohlordnungssatz). Jede nicht leere Menge von natiirlichen Zahlen
besitzt ein Minimum.

BEWEIS. Nehmen wir an, es gibe A € P(N) \ {0} und A besitze kein Minimum.
Essei S ={n e N: (Va € A: n < a)}. Da A nicht leer ist, folgt S & N. Wegen Satz I-
4.6 a) ist 1 € 9, sonst wire 1 = min A. Es sei n € S und somit nach Korollar 1-4.8
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n+1 < a fiir alle a € A. Wére n + 1 nicht Element von S, dann gébe es p € A mit
n < pu <n+1. Wegen Korollar [-4.9 miifite 4 = n + 1 gelten. Dies hétte p = min A
zur Folge, im Widerspruch zur Wahl von A. Also gilt n + 1 € S und somit S = N.
Dies ist ein Widerspruch zu S & N. U

Manchmal kommt es vor, daf fiir den Induktionsschritt nicht nur die unmittelbar
vorangehende Aussage gebraucht wird, sondern alle vorausgehenden. Als Anwendung
des Wohlordnungssatzes zeigen wir folgende Variante des Induktionsprinzipes.

THEOREM I-4.12. P(n) sei eine Aussageform iber N, ng € N mit den Eigenschaften:

1) P(no):
ii) Vn > noVk € N: (ng <k <nAP(k)) = P(n+1).

Dann gilt P(n) fir alle n > no.

BeEwEIs. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, es gelte i) und
ii), aber die Aussageform P(n) trifft nicht fiir alle n > ng zu. Dann ist die Menge
{n € N: n > nyA—=P(n)} nicht leer und besitzt wegen des Wohlordnungssatzes ein
Minimum mg € N. Dann gilt P(k) fiir alle ng < k < mo — 1 und somit wegen ii) auch
fiir k = myg. Dies ist wegen der Bedeutung des Index mg nicht moglich. O

DEFINITION 1-4.13. x € R heifst ganze Zahl l(?fx e NygV —z € Np.
€

Die Menge der ganzen Zahlen wird mit Z bezeichnet.

Es sei dem Leser iiberlassen, die Sitze 1-4.6 ¢), d), I-4.7 und Korollar 1-4.8, 1-4.9 auf
Z zu iibertragen.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion ist auch die Grundlage fiir sogenannte re-
kursive Definitionen, bei denen fiir alle n € N Begriffe B(n) definiert werden, indem
man auf die bereits erkliarten Begriffe B(1),..., B(n—1) zuriickgreift. Betrachten wir
zum Beispiel die Folge 1, 2, 4, 8, 16,... (der Begriff einer Folge wird spéter genauer
definiert). Die Ellipsis ... suggeriert das Bildungsgesetz a, = 2"7', n € N. Dieselbe
Folge kann jedoch auch rekursiv beschrieben werden. Dazu setzt man a; = 1 und
api1 = 2a, fir alle n € N. Aus a; ergibt sich as, aus as wiederum as usw. Durch
die Rekursionsvorschrift wird zumindest in diesem Beispiel eine Folge eindeutig be-
stimmt. Das rekursive Vorgehen kann durch folgenden Satz gerechtfertigt werden.

THEOREM [-4.14 (Rekursionssatz). Es sei B eine nichtleere Menge und b € B. Fiir
jedes n € N sei eine Abbildung F,: B"™ — B gegeben. Dann gibt es genau eine
Abbildung ¢: Ng — B mit den FEigenschaften

(1) ¢(0) = .
(2) p(n+1) = Fi1(0(0),...,¢(n)) fir alle n € Ny.

Natiirlich kann die Rekursion auch bei jedem ng € Ny beginnen.
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst durch vollstdndige Induktion, dafl es héchstens eine derartige Abbildung ¢ geben
kann. Angenommen es gidbe zwei Abbildungen ¢ und 1: Ng — B mit ¢(0) = ¢(0) = b und

p(n+1) = Foy1(9(0), .., p(n))
Y(n+1) = Fnyp1(¥(0), ..., %(n))

fiir n € No. Dann gilt ¢(0) = ¢(0). Aus der Induktionsannahme @(k) = ¢(k) fiir 0 < k < n folgt p(n+1) =¢(n+1)
und daher ¢ = ¥ nach dem Induktionsprinzip in der Form von Satz I-4.12. Fiir die Konstruktion von ¢ benétigen wir
Hilfsfunktionen ¢p : {0,...,n} — B, n € Np, mit folgenden Eigenschaften

(*) en(k) = op(k),
@n(k"rl):Fk+1(4pn(0)7""§0n(k))v 0<k<n-1

Definiert man nun ¢: Ng — B durch
b, n =0,
¢(n) = {

en(n), neN,
folgt aus den Eigenschaften von ¢,
p(n+1) =pny1(n+1) = Fup1(n+1(0), .-, @nt1(n))
= Fnt1(90(0), ..., n(n)) = Fat1(p(0), ..., ¢(n)),

d.h. ¢ ist die gesucht Funktion.

Wir zeigen nun induktiv die Existenz der Hilfsfunktionen ¢,,. Fiir n = 0 ist ¢¢ allein durch ¢(0) = b bestimmt. Die
beiden zusitzlichen Eigenschaften in (x) sind trivial erfiillt, da es keine natiirliche Zahl 0 < k < 0 gibt, fiir welche sie
nicht zutreffen kénnten. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, es seien bereits Funktionen o, ..., ¢, mit den in
(%) geforderten Eigenschaften konstruiert und setzen

oner(ky = {0 0<k<n
" Fa1(9n(0)se on(n)) k=n+1.

Verwendet man fiir 0 < k < n die Induktionsvoraussetzung und fiir kK = n die Definition von ¢y41, erhélt man
ont1(k) = pon(k) = or(k), 0<k<n
Fir 0 < k < n+ 1 schliefit man wieder mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung auf
ent1(k+1) = ¢n(k+1) = Frp1(pn(0),. .., on(K))
= Fry1(pnt1(0), ..., ong1(k)), 0<k<n-—1
Fiir k£ = n ergibt sich
ont1(n+1) = Fatp1(en(0),. .., on(n))
= 7L+1(4Pn+1(0)7 ce VQDTH*l(n))'

Somit ist der Induktionsschritt bewiesen und die Existenz der Funktionen ¢y gesichert. O

DEFINITION 1-4.15. Es sei x € R. Wir definieren

o=, 2" =2"2, neN,

Man nennt ", n € Ny, n-te Potenz von x, x heiffit Basis und n Exponent.
Fiir x € R\ {0} setzen wir

=1, 27":= (=" neN.
Diese Definition kann folgendermaflen auf den Rekursionssatz zuriickgefiihrt werden:
setze B=R,b=xund F,: R"! - R, F,(z1...,7,_1) = z,_12. Die Funktion ¢

erfiilllt dann (1) = z und (n + 1) = p(n)z, n € N. Anstelle von ¢(n) schreibt man
™.

LEMMA 1-4.16. Es sein € N, x € R und x # 0. Dann gilt z% = (i)” bzw. (z™)~1 = (=)™,
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BEWwWEIS. Wir fiihren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 1 stimmt die Behauptung mit der Definition des multipli-

kativen inversen Elementes von z iiberein. Es gelte x% = (%)" Der Induktionsschritt ergibt sich aus
(l)nH:(l)"l:il:L: ! = (z"tH)~ L
x ' x xtx xhx  xntl

THEOREM 1-4.17 (Potenzgesetze). 1.) Fir z,y € R\ {0}, n,m € Z gilt

m m-+n
2

a) zMz" ==z
b) z"y" = (zy)",
o (@) =amn,
Fiir n,m € N gelten a)-c) fiir z,y € R.
2.) Firn €N undx >0,y >0 gilt
r<ys” <y

BEWEIS. Wir zeigen nur a), die iibrigen Aussagen moge der Leser als Ubung beweisen. Fiir m = 0 oder n = 0
ist die Behauptung klar. Es sei m € Z beliebig gewahlt und P(n) das Pradikat 2™z" = ™" fiir n € N. Fiir m € N
ist P(1) dquivalent zur rekursiven Definition der Potenz. Fiir m < 0 ergibt sich

T T 1 1 m1

m T ,

r= = = = =
zlml zlml=1g zlm|—1 z—(m+1)

d.h. es gilt P(1). (Die zweite Gleichheit begriindet man mit der Definition I-4.15). Es gelte nun P(n). Verwendet man
die Definition I-4.15 und P(n), ergibt sich

m,_ n+1

"z =z (2"z) = (™2™ )z = ™t mtntl

"r=u
also P(n + 1). Die letzte Gleichheit wird durch P(1) mit m + n anstelle von m gerechtfertigt. Schliefllich seien n,
m € Z, n,m < 0. Dann gilt

1 1 1 1

2he™m — — — — g (nl+Im]) — pnt+m

m
Wir beenden diesen Abschnitt mit weiteren Beispielen zur vollstandigen Induktion.

LEMMA 1-4.18 (Bernoullische Ungleichung). Es sei x € R und n € N.
Firx>—1,2# 0 undn > 1 gilt dann

(1+2)" >1+nz.

BEWEIS. i) Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt (1 + z)? > 1 + 2x.
ii) Induktionsschritt: Es sei n € N und es gelte (1+x)" > 1+nx. Nach Voraussetzung
ist 1+2 > 0. Somit folgt aus der Induktionsvoraussetzung (1+x)"* > (1+nz)(1+x).
Die Abschétzung

(I+nx)1l4+2z)=1+n+Dz+nz*>1+ n+ 1)z
ergibt wegen der Transitivitdt von > die gewiinschte Ungleichung
(1+2)"™ > 1+ (n+1)z.

O
Ein weiteres Beispiel einer rekursiven Definition ist folgende kompakte Schreibweise
fir endliche Summen ay + a2 + - - - + a,, und endliche Produkte ag - - - a,,. Die rekursive
Definition prézisiert die Bedeutung der Ellipsis. Dazu setzen wir im Rekursionssatz I-
414 B=R, F,,: B* = B, F,(zo,...,%n_1) = Ty_1*a, und erhalten so eine Funktion
¢: Ng = B mit ¢(0) = ap und ¢(n+1) = ¢(n)*a,1. Bezeichnet * die Addition in R,
schreibt man ), _ ax fiir p(n), steht * fiir die Multiplikation, schreibt man [],_, ax:
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DEFINITION [-4.19. Es seien ag,aq,...,€ R.

i) Z?:o aj = ag und )7 a; = Z;:é aj + a,, n € N.

ii) H?:o a; = ag und [[j_ya; = H;L:_Ol aj-an,, ne€N.
Fiir die leere Summe vereinbaren wir den Wert 0, das leere Produkt erhdlt den Wert
1.

> heifit Summenzeichen, der Buchstabe j ist ein (gebundener) Summationsindex. Er
kann beliebig umbenannt werden. Analoges gilt fiir das Produkt.
DEFINITION [-4.20. Die Zahlen

i) 0l:=1,Vn € Ng: (n+ 1)l =nl(n+ 1) heiffen Fakultiten.

i) Firn € Ny und 0 < k <n heifit

(1) = m

Binomialkoeffizient ( (Z) wird ,n tdber k“ gelesen).

Es gilt also n! =[], 7. Die Fakultéten wachsen sehr rasch an: 1! = 1,2! = 2,3! =
6,4! = 24,10! = 3 628 800. Diese Zahlen werden bei Abzéhlproblemen verwendet.
Beispielsweise ist n! die Anzahl der Méglichkeiten, n unterscheidbare Objekte in ver-
schiedener Reihenfolge anzuordnen. Der Binomialkoeffizient (Z) gibt die Anzahl der
Teilmengen mit £ Elementen in einer Grundmenge von n Elementen.

LEMMA 1-4.21. Fiir allen,k € Ny, 0 < k <n—1 gilt
) e (=)
ii) (k—i—l) + (k) = (k—i—l)’

Beweis. Ubung. O
Ordnet man die Binomialkoeffizenten im sogenannten Pascalschen Dreieck an,
1
1 1
1 2 1

1 ) 10 10 ) 1

dann sagt Lemma [-4.21-ii), dal man die Binomialkoeffizienten der n+ 1-ten Reihe als
Summe der beiden unmittelbar dariiber stehenden Binomialkoeffizienten berechnen
kann

THEOREM [-4.22 (Binomischer Satz). Es seien x, y reelle Zahlen. Dann gilt fir alle

n € N: .
(x+y)" = Z (Z) T

k=0
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BEwEIS. 1) Induktionsanfang: Fiir n = 1 ergibt sich

1 1
T+y= (O):ply0+ (1)x0y1 =z +y.

n

2) Induktionsschritt: Sei n € N und es gelte (z +y)" = Y (})2" *y*. Durch Multi-
k=0
plikation mit x + y folgt

= Qe

k=0

_ $n+1+Z(Z) n+1—k k+z( > n—hyktl 4l
k=1

Ersetzt man in der zweiten Summe den Summationsindex & durch j — 1, ergibt sich
weiter

<x+y)n+1 _ xn+1+z <Z) nt+l—k k+Z( ) n+1ijj+yn+1
()

1-4.21 n+ 1\ ek, (MDY
(e () (0

_I_
0
_l’_
Z( n+ ) ntl—ky
k
k=

Ohne Beweis notieren wir die Identitaten:

q—1 7’

LEMMA 1-4.23. i) Vn e NVg e R\ {1}: 3 ¢& = £ =1
k=0

ii) Vn € NVz,y € R: 2" — y" = (x — y) Z_: "1yt (Hornersche Regeln).
i=0

5. Die rationalen Zahlen
DEFINITION I-5.1.
@::{meR:ng,pGZ,qu}

heifit die Menge der rationalen Zahlen. R\ Q ist die Menge der irrationalen
Zahlen.
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Es kann leicht gezeigt werden, daB fiir z,y € Q auch —z,z + y, xy und, falls = # 0,
auch 271 zu Q gehoren. Q erfiillt die Axiome A, M, D, Q. Q ist somit ein geordneter
Unterkorper von R, in dem alle bisher abgeleiteten Sétze gelten. Jedoch besitzen
bereits sehr einfache Probleme keine Losung in Q:

THEOREM [-5.2. Die Gleichung x* = 2 besitzt keine Lisung in Q.

BEWEIS. Angenommen es gibe ein € Q mit 22 = 2. Es ist x = §, p € Z,q e N.

O.B.d.A. seien p und ¢ nicht beide zugleich gerade. Aus p* = 2¢* folgt p? und somit
auch p sind gerade, d.h. es existiert eine ganze Zahl n mit p = 2n. Dies hat 4n? = 2¢?,
also ¢> = 2n? zur Folge. Somit ist auch ¢ und damit auch ¢ gerade. Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von p und ¢. In diesem Beweis haben wir folgende Eigen-
schaft ganzer Zahlen verwendet, deren einfachen Nachweis wir dem Leser {iberlassen:
Vp € Z: p? gerade = p gerade. O

Analysieren wir diesen Sachverhalt genauer: Es sei
A={pecQ:p<0vp’*<2lund B={pcQ:p>0,p*>2}.

Wir zeigen: A besitzt kein Maximum und B kein Minimum in Q. Zu diesem Zweck
definieren wir fiir jedes rationale p > 0 die Zahl ¢ € Q durch

pP? =2 |>p firpe Aundp >0,
<p firpe B.

Eine einfache Rechnung zeigt

) P2 {<O fiir p € A,

T (p+2)? | >0 fiirpe B.

Aus diesen Beziehungen folgt fiir jedes nicht negative p € A einerseits p < ¢, anderer-
seits ¢? —2 < 0, d.h. ¢ € A. Es gibt somit kein Maximum in A. Fiir jedes p € B ergibt
sich ¢ < pund ¢> —2 > 0, d.h. ¢ € B. B hat demnach kein Minimum. Andererseits
ist AU B = Q. Das Paar (A, B) definiert einen Dedekindschen Schnitt in @, aber es
existiert keine Schnittzahl in Q. Das System der rationalen Zahlen hat also Liicken,
welche in R durch das Vollstandigkeitsaxiom geschlossen werden.

6. Folgerungen aus dem Vollsténdigkeitsaxiom

DEFINITION I-6.1. Es set M C R.
(1) Eine reelle Zahl o heifst obere Schranke fiir M ﬁfVm eEM:z<o.
€

M heifit nach oben beschrdnkt, wenn M eine obere Schranke besitzt.
(2) Eine reelle Zahl u heifst untere Schranke fir M L():)fvyc eEM:x>u.
&

M heifit nach unten beschrdnkt, wenn M eine untere Schranke besitzt.
(3) M C R ist beschrdnkt < M ist nach oben und unten beschrinkt.

Def
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DEFINITION [-6.2. a) Es sei M C R nach oben beschrinkt.
a € R heifit Supremum von M, o = sup M ;):)f a ist die kleinste obere Schranke.
€

b) Es set M C R nach unten beschrinkt.
B € R heifit Infimum von M, g =inf M [()i)f [ ist die grofite untere Schranke.
€

Wegen der Trichotomie in R kann eine nichtleere Teilmenge von R héchstens ein
Supremum bzw. Infimum besitzen. Ist das Supremum einer Menge M selbst Element
von M, gilt sup M = max M. Umgekehrt, besitzt eine Menge M ein Maximum, so
ist natiirlich auch max M = sup M.

BEISPIEL 1-6.3. a) M = {z € R: z > 1} ist nicht nach oben beschriankt. M besitzt
somit kein Supremum, M ist nach unten beschriankt (z > 1 = 1 ist untere Schranke)
und 1 € M. Somit gilt inf M = min M = 1.

2) Fir N = (0,1] gilt sup N =maxN =1€ N, inf N=0¢ N.

3) Die leere Menge besitzt in R weder Supremum noch Infimum.

Es sei a = sup M und = < a. Da « die kleinste obere Schranke von M ist, kann «
keine obere Schranke fiir M sein. Somit existiert y € M mit x < y. Dies fiithrt auf
folgende Charakterisieung des Supremums:

THEOREM [-6.4. Es sei ) # M C R. Dann ist o = sup M charakterisiert durch
) Vee M: z < a,
i) Ve >0y e M:a—ce <uy.

BEWEIS. Die erste Eigenschaft besagt, dal « eine obere Schranke fiir M dastellt.
Die Eigenschaft ii) stellt fest, daB jede reelle Zahl z < a keine obere Schranke fiir M
sein kann. U

Dieser Satz hat ein merkwiirdiges Haufungsphénomen zur Folge: Besitzt eine nicht
leere Menge M ein Supremum, jedoch kein Maximum, so liegen fiir jedes ¢ > 0
,unendlich® viele Elemente von M zwischen sup M — ¢ und sup M.

Wir formulieren nun eine wichtige Konsequenz aus dem Vollstéandigkeitsaxiom:

THEOREM 1-6.5 (Supremum Prinzip). Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge
reeller Zahlen besitzt ein Supremum in R.

BEWEIS. Es sei M C R, M # (), nach oben beschrinkt. Ferner sei B die Menge
aller oberen Schranken von M und A = R\ B. Da M nicht leer ist, gibt es x € M.
Es folgt x — 1 € A. Somit gilt A # () und B # 0, AU B = R. Es seien a € A und
b € B beliebig gewihlt. Dann ist a keine obere Schranke fiir M, also gibt es x € M mit
a <z <b,dh.esist a <b. Die Mengen A und B definieren also einen Dedekindschen
Schnitt. Das Vollstandigkeitsaxioms V sichert die Existenz einer eindeutig bestimmten
Schnittzahl &, welche entweder in A oder in B liegen muf. Wéare & € A, also

(%) A={reR:xz <&}
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gibe es (wie vorher) x € M, sodaBl £ < x. Wegen Satz 1-3.6 wiirde auch & < 5% <

gelten, d.h. &Tx € A. Diese Ungleichung ist ein Widerspruch zu (k). Es folgt £ = B
und daher

(%) B={zeR:{(<z}
Somit ist £ eine obere Schranke fiir M und wegen (xx) sogar die kleinste, d.h. £ =
sup M. 0

KoOROLLAR [-6.6. Jede nicht leere, nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen
besitzt ein Infimum in R.

BEWEIS. Es sei N C R, N # (), nach unten beschrinkt und U die Menge der
unteren Schranken. Somit ist U # () und jedes Element aus N ist eine obere Schranke
fiir U. Wegen Satz [-6.5 existiert s = sup U. Wir behaupten s = inf N. Dies folgt aus
s € U, da dann s = max U gilt. Angenommen, es wire s € U, dann gibe es © € N,
sodafl x < s = supU. Da s die kleinste obere Schranke von U ist, kann x nicht obere
Schranke von U sein. Somit existiert y € U mit x < y. Wegen € N kann y keine
untere Schranke von N sein. Dies fithrt auf den Widerspruch y ¢ U. O

Ein einfacherer Beweis kann auf die Beobachtung aufgebaut werden, dal N C R genau
dann nach unten beschrinkt ist, wenn —N := {t € R: —t € N} nach oben beschrénkt
ist. Die angegebene Beweisvariante verwendet keine speziellen Eigenschaften von R.
In jeder linear geordneten Menge folgt daher aus dem Supremumprinzip das Infimum-
prinzip und umgekehrt.

THEOREM [-6.7. N ist nicht nach oben beschrankt.

BEWEIS. Angenommen, N ist nach oben beschrankt. Nach Satz 1-6.5 existiert
dann o = supN. Da a — 1 keine obere Schranke fiir N sein kann, existiert n € N,
sodal a — 1 < n. Es folgt a < n + 1, ein Widerspruch zu Vm € N:m < a. O

KOROLLAR I-6.8. R ist archimedisch geordnet, d.h. fiir alle a,b € R, a > 0, existiert
n € N, sodafl na > b.

BEWEIS. Da N nicht nach oben beschrankt ist, gibt es n € N, sodafl g <n. U
KOROLLAR [-6.9. Ve > 03n € N: & <.
BEwEis. Wahle b = 1,a = € in Korollar I-6.8. O

THEOREM 1-6.10. Es sei x € R. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl g,
sodafs

(%) g<z<g+1, (rx—1<g<ux).
Man nennt g Gréofites Ganzes von x und bezeichnet diese Zahl mit |x|.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit und nehmen an, es gibe zwei
verschiedene Zahlen ¢, € Z, 0.B.d.A. g < g, sodaB (x) gilt. Es folgt 0 < g —g € N
und g <z < g+ 1,dh. g—g < 1. Insgesamt gilt 0 < g — g < 1, dies widerspricht
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Korollar 1-4.9. Die Menge {n € N: |z| < n} ist nicht leer und besitzt daher ein
kleinstes Element ngy (Satz 1-4.11). Somit gilt ng — 1 < = < ng, falls x > 0 und
—ng < x < —(ng— 1) falls z < 0. Wenn x > 0, wihle g = ng — 1. Ist = < 0, setze
g=—ng falls x ¢ Z und g = —ny + 1 falls x € Z. O

Wir zeigen nun, dafl die rationalen Zahlen ,,dicht“ in R liegen.

THEOREM [-6.11. Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets eine rationale
Zahl.

BEWEIS. Es seien z, y reelle Zahlen und x # y. O.B.d.A. kénnen wir z < y, also
y —x > 0 annehmen. Nach Korollar 1-6.9 existiert ng € N, sodafl 0 < nio <y—wz,dh.
1 + nogz < ngy. Nach Satz [-6.10 (mit 1 + nox anstelle von z) folgt die Existenz von
ko € Z, mit nor < kg < ngxr + 1 < ngy. Fiir py = % € Q gilt dann = < pg < y. O

THEOREM [-6.12 (Intervallschachtelung). FEs sei {1,}22, eine Familie abgeschlossener
Intervalle I, := [ay, by], a, < b,, in R mit folgenden Eigenschaften:

a) Vne N: [, C I,
b) Ve >03dn e N: b, —a, <e.

Dann gibt es genau ein z € R, sodaf§ ()~ I, = {z}.
BEwEIS. Wegen a) gilt: a, < a,41 < byyq < b, fiir alle n € N. Dies hat
(1) Vn,k € N: a, <.

zur Folge. Angenommen, es gibe Indizes ng, kg € N mit by, < ay,,. Ist ng < ko,
miifite auch by, < a,, < ag, gelten, im Widerspruch zu ax, < by,. Ist kg < ng, dann
folgt bn, < by, < an, im Gegensatz zu a,, < by,. Setzt man A = {a,: n € N}
und B = {b,: n € N}, ergibt sich aus (1), daf jedes b, eine obere Schranke fiir A,
und jedes a,, eine untere Schranke fiir B darstellt. Somit existieren o = sup A und
B = inf B und es gilt a < b, fiir alle n € N. Es ist also a eine untere Schranke
fir B, was a < [ zur Folge hat. Ferner gilt a, < a < 8 < b, fiir alle n € N, d.h.
[, B] € (o, In. Es folgt (,—, I, # 0. Es gilt aber auch (., I,, C [, 8] und daher
auch ()~ I, = [, B]. Denn z € (", I,, ist gleichwertig mit Vn € N: a,, < z < b,,.
Somit ist z eine obere Schranke fiir A und gleichzeitig eine untere Schranke fiir B.
Es folgt o < x < 3, also z € [a, 8]. Wire o < 3, dann miiite auch b, — a, > f — «
fiir alle n € N gelten. Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung b). Es gilt somit
N~ I, = [o,a] = sup A = inf B. O

BEMERKUNG 1-6.13. 1.) Setzt man den Begriff einer Nullfolge voraus, verlangt die
Voraussetzung b), dafl die Folge der Intervalllingen eine Nullfolge darstellt.

2.) Man kann zeigen, daf8 das Vollstandigkeitsaxiom, das Supremumprinzip und der
Satz iiber die Intervallschachtelung dquivalent sind.
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DEFINITION 1-6.14. FEs seien A, B C R nicht leer und r € R. Wir definieren

A+B:={a+b:ac Abe B},
AB:={ab:a € Abe B},
rA:={ra:a€ A}.

THEOREM 1-6.15. A, B C R seien nicht leer und nach oben beschrinkt. Dann gilt
i) Falls A C B, dann gilt sup A < sup B,
ii) sup(A+ B) = sup A + sup B,
iii) Vr > 0 :sup(rA) =rsup A4,
iv) Vr <0 :inf(rA) = rsup A4,
v) ACRT"ABCR" = supAB =sup A - sup B.

Sind A und B nach unten beschrinkt, so gilt ein entsprechender Satz fir das Infimum.

Der Beweis sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

7. Wurzeln

Mit Hilfe des Supremumprinzips kann man die Existenz n-ter Wurzeln aus nicht-
negativen Zahlen zeigen. Wir benétigen folgende Hilfsresultate.

LEMMA I-7.1. Fiir alle 0 < z <y <1 und alle natiirlichen Zahlen n > 2 qilt
Yyt —a" <n(y —x).
BEWEIS. Der Beweis ergibt sich aus den Hornerschen Regeln Lemma 1-4.23. [

LEMMA 1-7.2. Fir alle reellen Zahlen 0 < q < 1 und € > 0 existiert n € N mit
0<q" <e.

BEWEIS. Wir zeigen fiir ein geeignetes n € N die gleichwertige Ungleichung

1 1
0<—< (=)
- <)
Dazu beachte man % > 1, also % = 1+ fiir ein z > 0. Aus der Bernoulli Ungleichung

[-4.18 .
(a)” =1+2)">1+nz

Die Behauptung folgt nun aus der archimedischen Ordnung von R (Korollar 1-6.8). [

THEOREM 1-7.3. Fiir alle natirlichen Zahlen n > 2 und alle reellen Zahlen a > 0 hat
die Gleichung £ = a genau eine nichinegative Losung.

BEwEIS. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 1-4.17- 2. Fiir a = 0 setzen wir £ =
0, fir a« = 1 ist die Losung & = 1. Wir betrachten zuerst den Fall a < 1. Mit
vollstéandiger Induktion zeigt man, dafl " < a fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2
gilt. Fiir 0 < = < a folgt daher 2" < @™ < a. Somit mufl die Lésung der Gleichung
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" = a im Intervall (a, 1) liegen. Wir konstruieren nun mit vollstandiger Induktion
eine Intervallschachtelung I}, = [ay, bx] mit folgenden Eigenschaften

ap <a<by,

<*> b, — ap = 27k<bo — CLQ), k € Np.

Fiir £ = 0 setzen wir Iy = [a, 1]. Dann ist () erfiillt. Es sei I}, mit der Eigenschaft
(*) bereits konstruiert. Fiir m = $(ay + bx) setzen wir

lag, m], falls m™ > a,
T1 = .
[m, bg], falls m™ < a.

Da wegen der Induktionsvoraussetzung a;, < a < by, gilt, folgt entweder aj <a < m”
oder m™ < a < b, also a € [ap,,b},]. Es gilt auch by — apq1 = 27 1(by — ay),
da Iy, durch Halbierung des Intervalles [ entsteht. Somit gilt I, ; C I und [
besitzt die Eigenschaft (). Wegen Lemma 1-7.2 sind die Voraussetzungen von Satz
[-6.12 erfiillt.
Wir zeigen nun, daf auch die Intervalle J, = [a},b}], k € Ny, eine Intervallschachte-
lung bilden. Aus [y C I folgt mit Satz 1-4.17- 2 J,1 C Ji. Wegen Lemma 1-7.1
gilt

by — ap < n(by — ag).
Da die Intervalle I, eine Intervallschachtelung bilden, gibt es fiir jedes € > 0 einen
Index ¢ mit by — a, < =. Somit folgt

by —ay <ce.

Nach Satz 1-6.12 gibt es daher eindeutig bestimmte Zahlen a, £ € R mit {a} =
NkenoJi und {€} = Ngen,Ix. Dann gilt aber auch £" € Ngen,Ji und somit &" = a.
Wegen () mufl auch a € Ngen, Jx und somit £ = a gelten.

Den Fall a > 1 fithren wir mittels b = % auf den Fall a < 1 zuriick. Es sei f > 0 die

eindeutige Losung der Gleichung " = b und £ = %3 Dann gilt

1, 1
Bn

= a.

1
b
O

KoOROLLAR [-7.4. Ist n € N ungerade, dann besitzt die Gleichung =™ = a fiir jedes
a € R genau eine Losung £ € R.

BEWEIS. Es geniigt, den Fall a < 0 zu betrachten. Dann ist —a > 0 und die
Gleichung " = —a hat nach Satz 1-7.3 genau eine positive Losung &. Setzt man

€ = —¢, folgt

&= (=" = (-1

da n ungerade ist. ([l

I
—~
|
—
~—

3
—~
|
Q
~—
Il
|
—~
|
Q
~—
I

8
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DEFINITION I-7.5 (Wurzel). Es seien entweder n € N gerade und a € RT oder n € N
ungerade und a € R. Dann bezeichnet man mit {/a die eindeutig bestimmte Ldsung
in RT (falls n € N gerade), bzw. in R (falls n € N ungerade) der Gleichung x™ = a.
Man nennt {/a die n-te Wurzel aus a. Anstelle von /a schreibt man auch an. Im
Fall n = 2 ist die Notation /a fiir J/a gebriuchlich.

BEMERKUNG 1-7.6. 1) Wegen Satz 1-7.3 gilt mit dieser Definition (a=)" = a fiir alle
a € R im Fall n ungerade und fiir alle a € R* im Fall n gerade.

2) Ist n € N gerade und a > 0, dann liefert an eine positive Losung der Gleichung
2™ = a. Ist n gerade und a > 0, dann ist — /a eine weitere Losung der Gleichung 2" =
a. Dies wird durch die Kurzschreibweise z15 = £<{/a zum Ausdruck gebracht. Dies
darf keinesfalls dahingehend missverstanden werden, a habe zweierlei Vorzeichen.
Es gilt stets {/z > 0 fiir alle z > 0 und n € N,

3)Ein hiufig auftretender Fehler ist es, v/#2 = x zu setzen. Richtig ist vz2 = |x.

4) Die Definition der n-ten Wurzel ist nicht einheitlich: viele Autoren definieren {/a
nur fir a > 0 fir alle n € N.

KOROLLAR I-7.7. 1.) Fiir alle positiven reellen Zahlen a,b und n,m € N gilt

S

. 1 1 1 ay L a
1) (ab)n =anbn, (E)n = \

)

3|

i) ()" = (@),
iii) (aﬁ)ﬁ = (aﬁ)

2.) Ist a, b > 0, dann gilt

|~

_1
v = g nm

3

1 1
a<b&san <bn
fir alle n € N. Fiir n ungerade gilt diese Beziehung fiir alle a, b € R.

1

BEWEIS. i) (aTlL b%)" = (a%)"(b%)" = ab. Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel folgt daher (ab)% =awbw.
if) [(a7)™)" = (a7 )™ = [(am)")™ = a™
1.1 1.1 1
iif) [(an)m]"™ = [[(an)m]™]" = (an)" = a.
. . 1.1 _1 . . . 1 1.1 1.1
Dies zeigt (am)m = anm. Wegen der Symmetrie beziiglich n und m in a»m folgt (an)m = (am )n.
2.) Fiir 0 < a < b folgt die Behauptung aus

1 17— 1 1 _
aw <bw & (aw)m < b)) TE P a < b
Es sei n ungerade und a < b < 0. Dies ist gleichwertig mit 0 < —b < —a. Aus dem eben Bewiesenen folgt

0<—b<—a©(—b)%<(—a)% ©0< —bn < —an & an <bnw <0.

O

Die iibrigen Fille sind trivial.

13

Die Darstellung rationaler Zahlen durch Briiche ist nicht eindeutig. Gilt etwa p =

S
S

)*

2> 0dh. rv = us fiir r,5,u,v € N und setzt man fiir a > 0 x = (aT)%, y = (a
folgt

xSU — (xS)U — (a’f‘)’l} — aT’U — aUS — (aU>S — (y’l])S — y’US7
wegen der Eindeutigkeit der Wurzel gilt dann x = y. Beachtet man noch Korollar I-
7.7-1 ergibt sich (as)" = (a”)s = (a")v = (av)*. Es kommt somit auf die Reihenfolge
des Potenzierens und Radizierens nicht an.
Somit ist folgende Definition sinnvoll:
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DEFINITION [-7.8 (Potenz mit rationalen Exponenten). Es seia > 0 und r = &

>0,
p,q € N.

< |

1
0":=0, da := (ap)é, a "=

Natiirlich hétte man wegen Korollar I-7.7. 1-(ii) auch (a%)p zur Definition von a”

verwenden konnen. Man beachte, dafl diese Definition fiir @ < 0 nicht immer sinnvoll
ist. Als Beispiel betrachte man

/(=272 =3, aber V/—27 = —3.

Aus diesem Grunde wird héufig die n-te Wurzel nur fiir nicht negative reelle Zahlen
definiert.

THEOREM 1-7.9 (Potenzgesetze). Es seien a,b € Rt und r,s € Q. Folgende Regeln gelten, falls alle beteiligten
Potenzen deﬁmert sind.

a”a’® *a““"

BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Regel. Wir betrachten vorerst den Fall r, s > 0, also r =

= %, s = T mit
geeigneten natiirlichen Zahlen p, ¢, n und m. Wegen » = 22 und s = ™ kann man diesen Fall auf Satz 1-4.17
zuriickfiithren:
1 1 1 npt+m m
a"a® = (ama)"P(ana )M = (aﬁ)np+mq =a ST a§+7 =a"ts.
Es sei nun rs < 0 und ohne Beschrankung der Allgemeinheit » < 0, s > 0, also r = — 2. Es folgt
S L m
a"a’ = a _ (a’nq) 1 (anq)mq np
a|T| 1
(a?t)o
mq—pn m_p )
a na =gagn d=g5t" mq —pn > 0,
B + = 7twm = =o' mg—pn <0
(a nq )pn—mq ad n
SchlieBlich betrachten wir noch den Fall rs > 0 und r < 0, und s < 0. Man erhélt
1 1 1
TS — — —|r|—|s| .
B T % 1 e o “o
|
THEOREM 1-7.10. Es seia > 0,b >0 und r € Q. Dann gilt
i) a<bea” <b", fallsT >0,
ii) a<b&e b <a”, fallsr <O0.
BEWEIS. i) folgt aus I-7.7 iv) und Satz I-4.17 2.). Fiir den Nachweis von ii) beachte man a” = —L O

alrl”

THEOREM I-7.11. Es seta € R,a >0, r,;s € Q und r < s. Dann gilt
i) a" <a®* ©a>1,
ii) a" >a®* < a< 1.

BEWEIS. i) Wegen s — 7 > 0 und 1°~" =1 folgt

I1-7.10 4_ a’
a>1" & aST>1<:>—T>1©aS>aT.
a

ii)a<le >l
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8. Komplexe Zahlen

Aus Korollar 1-3.4 folgt, da§ die Gleichung 22 + 1 = 0 keine reelle Losung besitzt.
Will man erreichen, dafl diese und viele andere in R nicht 16sbare Gleichungen 16sbar
werden, ist eine Erweiterung des reellen Zahlensystems erforderlich.

DEFINITION [-8.1.
i) z heifst komplexe Zahl [<):>fz = (a,b) e R x R.
€

Die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet man mit C.
ii) Auf C x C erklirt man Addition + und Multiplikation - : Es sei z = (a,b),
w = (¢,d):

z4+w:=(a+c,b+d)
z-w = zw := (ac — bd, ad + bc).

C und R x R sind also als Mengen identisch, charakteristisch fiir C ist die durch
Addition und Multiplikation aufgeprigte algebraische Struktur.

THEOREM 1-8.2. Ersetzt man R durch C, 0 durch (0,0), 1 durch (1,0), dann sind die
Aziome A, M und D erfillt. Das Tripel (C,+,-) ist somit ein Korper.

Beweis. Fiir z = (a,b) € C ist die additive Inverse
—z = (—a, —b),
fiir z = (a,b) # (0,0) ist die multiplikative Inverse

P a —b
a2+ a2+ 02 )

Exemplarisch zeigen wir die Assoziativitdt der Multiplikation: Es sei © = (a,b), y =
(¢,d) und z = (e, f). Dann ist

z(yz) = (a,b)(ce —df,cf + de)
(a(ce —df) — b(cf + de),b(ce — df ) + a(cf + de))
(ace — adf — bef — bde, bce — bdf + acf + ade)
(
(

ac — bd,ad + be)(e, f)
ry)2.
O

Die Sédtze aus Abschnitt 2 sowie jene Resultate, welche nicht auf die Ordnung in R
Bezug nehmen, gelten daher auch in C. Fiir die Paare (a,0), (b,0) € C gilt

(a,0) + (b,0) = (a + b,0)
(a,0) - (b,0) = (ab,0), —(a,0)=(—a,0), (a,0)"'=(a""',0)
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(fiir die letzte Beziehung setzen wir natiirlich a # 0 voraus). Die Menge {(a,0): a €
R} C C bildet also einen Unterkoérper von C, der dieselben arithmetischen Eigen-
schaften wie R besitzt. Man kann daher R und {(a,0): a € R} identifizieren, indem
man jeder reellen Zahl a € R das geordnete Paar (a,0) zuordnet und umgekehrt.
Es ist somit sinnvoll, die komplexen Zahlen (a,0) reell zu nennen und man schreibt
anstelle von (a,0) kurz a.

DEFINITION [-8.3.

i:=(0,1) heifst imagindre Einheit.

Wegen
(0,1)(0,1) = (—1,0) = —(1,0)
folgt

somit ist die komplexe Zahl ¢ Losung von 22 + 1 = 0. Fiir b € R folgt
ib = (0,1)(b,0) = (0,b).
Komplexe Zahlen dieser Form heiflen imaginir. Wegen a, b € R und
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + ib.
kann jede komplexe Zahl (a, b) in der bequemeren Form a + ib geschrieben werden.

DEFINITION [-8.4. Es sei z =a +1b € C.

i) Rez := a heifit Realteil von z,
Im z := b heifst Imagindrteil von z.
ii) Z:=a —ib heifft die zu z konjungiert komplexe Zahl,
iii) |z| := Va?® + b% heifft Absolutbetrag von z.
iv) A C C heifit beschrdnkt l()i)f{|z|: z € A} ist beschrankt in R.

Wegen i2 = —1 < 0 ist es nicht méoglich, auf C eine Ordnung zu definieren, die den
Axiomen O geniigt. Es miifite dann néimlich 2% > 0 fiir alle z € C gelten (vgl. Korol-
lar 1-3.4). Die Ergebnisse aus Abschnitt 3 lassen sich daher nicht auf C iibertragen:
Ungleichungen zwischen komplezen Zahlen sind sinnlos!

Die komplexen Zahlen lassen sich als Menge geordneter Paare in der Gauflschen
Zahlenebene veranschaulichen: Nach Wahl eines cartesischen Koordinatensystems
wird die komplexe Zahl z = z + iy durch den Punkt (x,y) dargestellt. Die reellen
Zahlen werden mit den Punkten der reellen Achse identifiziert. |z| ist der Abstand des
Punktes (z,y) von 0. Die Definition des Absolutbetrages fiir komplexe Zahlen ist die
natiirliche Verallgemeinerung des Absolutbetrages reeller Zahlen als deren Abstand
von dem mit Null bezeichneten Punkt auf der reellen Zahlengeraden.
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Imaginére Achse

>
T >

Reelle Achse

GaufBlsche Zahlenebene

THEOREM [-8.5. Fiir z,w € C gilt

a) zfw=z+w, d) Rez=3(z+2),Imz=(z—2),
b) zw =z-w, e) z=z&z€R,
) sl f) (D=1 allsz£0
THEOREM [-8.6. Fiir z,w € C gilt
a) |z|=0&2=0 d) |2[=]z]

b)  [zw] = [2]|wl], e) |Rez| <zf, [Tmz| <z,
¢) |z+wl <zl +wl, f) 2] = |w]] < |z - wl

Die Ungleichung (c) nennt man Dreiecksungleichung.
BEWEIS. Fiir den Beweis von ¢) beachte man zw = Zw. Somit folgt

(z+w)(z +w) = 22+ 20 + wZ + WD
|2]> + 2 Re(zw) + |w|?

|21 + 2]z + |w]* = [2]* + 2z][@] + w]?
(1] + Jw])?

2+ wl®

THEOREM [-8.7 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz-Bunjakowski).
Es seien aq,...,a, und by, ..., b, komplexe Zahlen. Dann gilt

n n n
1> abiP <Y as* > 1bil%
=1 =1 j=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn es ein z € C gibt, sodaf a;
bj=ua;z, 5 =1,...,n, gt

:ij,jzl,

...,n, oder
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BEWEIS. Abkiirzend schreiben wir o = Z la;?, 8 = Z ;1 und v = Z a;b;
J=1 J= J=
0O.B.d.A. kénnen wir 5 > 0 annehmen (dle Ungleichung ist fur S = 0 trivial). Es folgt

0 < Z |Baj —~b;|* = Z(ﬁ%‘ —b;)(Ba; — b))
o =1

= Y (Bla;* — Byab; — Bybia; + [v[b;)

Jj=1

= B2 lail’ = B7Y aby— By b+ 4> [bl
j=1 j=1 j=1 j=1

= fa =261y + BhI* = BPa — Bly* = Blaf — ).
Wegen Satz 1-3.3 und 3 > 0 folgt |y|> < afB. Dies ist die gewiinschte Ungleichung.
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn fa; = vb; fiir alle j = 1,...,n gilt. Wegen

B > 0 ist dies gleichbedeutend mit a; = Bbj’ 7=1,...,n. 0

Mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy 148t sich die Dreicksungleichung I-8.6-c) erheb-
lich verallgemeinern.

THEOREM [-8.8 (Minkowski Ungleichung). Es seien ay,...,a, und by,..., b, kom-
plexe Zahlen. Dann gilt

(*) (Z|aj+bj|2> < <Z|ag‘|2) + (ZV%F)

Gleichheit gilt genau dann, wenn es ein z € Rt gibt, sodaff a; = bjz, j =1,...,n
oder b; = a;z, j =1,...,n gilt.

BEWEIS. Es seien «, f und ~ definiert wie im Beweis von [-8.7 und es sei 5 > 0.
Es folgt

D laj+bl’=a+y+5+8=a+2Rey+p
j=1
<a+2y|+p
< a+2al2|f]z + 5 = (a2 + B2)”
Angenommen es gilt in (%) Gleichheit. Dann mufl auch
WP=aB und |y|=Rey
gelten. Aus |v|? = af folgt wegen 8 > 0 und I-8.7 die Existenz von z € C mit a; = b;z,
j =1,...,n. Somit gilt v = 28, wegen |y| = Re~ ergibt sich schlieBlich Im~ = 0,

somit z € R und z > 0. Umgekehrt zeigt man, dafl die angegebenen Bedingungen
hinreichend sind fiir die Gleichheit in (). O






KAPITEL II

Folgen und Reihen

In diesem Kapitel bezeichnet K den Kérper der reellen oder komplexen Zahlen.

1. Normierte Riume

DEFINITION II-1.1. Es sei X ein Vektorraum iber K und || - ||: X — R*. Das Paar
(X, ||-|]) heifit normierter Raum und ||-|| Norm, wenn die Abbildung ||-|| folgende
FEigenschaften besitzt:

(N1) Ve e X: ||z]| >0

Vee X:||z|| =0 2=0 DEFINITHEIT

(N2) Vx € XV € K: ||[A\x| = |Al]]z|| HOMOGENITAT
(N3) Va,y € X: ||z +y|| < ||z]| + ||yl DREIECKSUNGLEICHUNG
Héufig schreibt man X anstelle von (X, || - ||), beispielsweise wenn die spezielle Norm

ohne Bedeutung ist oder aus dem Zusammenhang klar ersichtlich ist.

LEMMA II-1.2. Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann gilt fir alle x,y € X
(3) [l = Tyll| < [lz =yl

BEISPIEL II-1.3. 1) Es sei X = K". Fiir x € K", x = (&, ..., &,), definieren wir

n
lzlh =) 14,
i=1

lellz = (Y l&l)2,
1=1

ol = max{léi]: i = 1,...,n}.

Die Réume (R", ||-||,), p € {1,2, 00}, sind normierte Rdume. Die Dreiecksungleichung
folgt fiir p = 2 aus der Minkowski-Ungleichung I-8.8, fiir p = 1 und p = oo ergibt sie
sich leicht aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung in K.

DEFINITION II-1.4. (1) Eine Funktion f: D — Y heifst beschrdnkt l?f
€
dM > 0Vz € D: ||f(x)|| < M.

(2) Wir setzen
B(D,Y)=A{f: D—=Y, fist beschrinkt}.

29
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BeispIEL II-1.5. Man iiberzeuge sich davon, da B(D,Y) ein Vektorraum ist. Durch
[flloe = sup [[f ()]
xeD

wird eine Norm auf B(D,Y) erkldrt. Fiir den Nachweis der Dreiecksungleichung be-
achte man fir f, g € B(D,Y) und x € D

I+ 9) @) = 1) + 9@ < [IF @) + [lg(@)] < 1f oo + llgloo-
Somit ist || f||eo + ||gllco €ine obere Schranke fir {||(f + g)(x)||: x € D}. Daraus folgt
f+g € BDY)ud [|f + gl < [fllec + lglloc- (BD,Y), [ - [loc) ist somit ein
normierter Raum.

Man beachte, da8 ||z — y||» fiir z, y € R mit dem euklidischen Abstand des Punktes
x vom Punkt y iibereinstimmt. Es ist auch fiir andere Normen sinnvoll, ||z — y|| als
Abstand von z zu y zu interpretieren. Der Begriff des Kreises in R? bzw. einer Kugel
in R3 1iB8t sich daher in naheliegender Weise verallgemeinern:

DEFINITION II-1.6. Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum, xo € X und r > 0.
i) K(zg,7):={z € X: ||z — x| <r},
heifst offene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x.
K(zg,r) :={2x € X: ||z —x0|| < 1},
heifst abgeschlossene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x.
ii) O C X heifit offen in (X, || -||) [<):>fo € 03r>0: K(z,r) C O.
€

iii) A C X heifsit abgeschlossen in (X,||-||) [()i)f CA ist offen.
€
iv) U C X heifst Umgebung von xg ﬁf Ir > 0: K(xg,7) CU.
€

U(x) ={U C X: U ist eine Ungebung von x}.
Man nennt die Kugeln K(z,¢) auch e-Umgebung von z.

Die spezielle Notation fiir abgeschlossene Kugeln wird spéter gerechtfertigt.

Eine Teilmenge O C X ist demnach offen, wenn es zu jedem Punkt von O eine
Umgebung gibt, die in O enthalten ist. Der Begriff offen héngt von dem X zugrunde
gelegten Abstandsbegriff (Norm) ab. Wir zeigen nun, dafl die Bezeichnung offene
Kugel fiir die Menge K (z,7) konsistent ist mit der Definition einer offenen Menge:

THEOREM 1I-1.7. Jede offene (abgeschlossene) Kugel eines normierten Raumes ist
offen (abgeschlossen).

BEWwEIs. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum, zq € X und K(zo,7) C X. Fiir
jedes beliebige £ € K (xg, ) setzen wir s = r —||zg —£&|| > 0 und betrachten die Kugel
K(&,s). Firn € K(&,s) folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

[In = ol | < 11§ = mol| + {1 = nll <|€ = zol| +5 =,
also
K(&,s) € K(xo,7),
d.h. K(zo,r) ist offen.



1. NORMIERTE RAUME 31

ABBILDUNG 1. Einheitskugeln in R?

! ! !

| | |

(R[] 112) (R [ 1) (R2 [ {]oo)

ABBILDUNG 2. e-Schlauch K(f,¢)

f+e

-3 I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Der Nachweis fiir abgeschlossene Kugeln sei dem Leser als Ubung iiberlassen. U

BeispieL II-1.8. (1) In R, versehen mit dem iiblichen, euklidischen Abstand,
sind die offenen Kugeln gerade die offenen Intervalle (zg — r, xo + 7).

(2) (R[]~ []2): K(0,1) ={(&,m) € R%: V/Ig]* + [n|* < 1}
(R2,]] - Hl): K(0,1) = {(§,m) € R: [¢] + In| < 1}

(B2l llo): K(0,1) = {(£,7) € R?: max{|¢], [n]} < 1}

(3) Es sei [ ein nichtleeres Intervall.

(BILR), (|- lloo): K(f,6) = {9 € B, R): sup,e; |f(2) = g(z)] < e}
K (f,e) beschreibt einen ”e-Schlauch” von beschrénkten Funktionen um f mit
Radius ¢.

Offene Mengen in einem normierten Raum besitzen folgende Eigenschaften.

THEOREM 11-1.9. Es sei (X, ||-]|) ein normierter Raum und T die Menge aller offenen
Teilmengen von X. Dann gilt
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(T DT, X €T.
(T2) Es sei I eine beliebige endliche Indexmenge:

(Viel:0;€T)=()0;€eT.
i€l
(T3) Es sei I eine beliebige Indexmenge:
Viel:0;€T)=|]J0;eT.
i€l
BEWEIS. 1) Die Bedingung aus Definition II-1.6-ii) kann fiir O = ) nie verletzt
werden, fiir O = X ist sie trivialerweise erfiillt.
2) Es sei {O4,...,0,} C T. Im Falle ()_, O; = 0 ist nichts zu beweisen. Sei zy €
Ni—; O;. Da jede Menge O;, i = 1,...,n, offen ist, gibt es Kugeln K(zo,r;) C O;,
r; >0,7=1,...,n. Setzt man r = min{ry,...,r,}, ergibt sich

K(xg,r) C K(xg,r;) CO;y, i=1,...,n,

also

d.h. N, O; ist offen.
3) Es sei I eine beliebige nichtleere Indexmenge, O; € T fiir alle i € I und z € |J;¢; O;
(# 0). Es gibt also einen Index ig € I mit zg € O,,. Folglich existiert eine Kugel
K(.To, 7“0) mit
K(.To,rg) C Oio C UOZ
iel

O

THEOREM 1I-1.10 (Eigenschaften der abgeschlossenen Mengen). Es sei (X, ||-]]) ein
normierter Raum. Dann gilt

i) 0, X sind abgeschlossen.
ii) Fir jede endliche Indexmenge I :
(Vi € I: A; ist abgeschlossen) =
iii) Fiir jede beliebige Indexmenge I :
(Vi € I: A; ist abgeschlossen) =

BeEwEIs. Satz I1-1.9 und de Morgansche Regeln. U

.1 Ai ist abgeschlossen.

.1 Ai st abgeschlossen.

Man nennt jede Familie T von Teilmengen einer nichtleeren Grundmenge X, welche
die Eigenschaften (T1)-(T3) erfiillt, eine Topologie, auf X. Die Elemente von T hei-
Ben offene Mengen, das Paar (X, T) bildet einen topologischen Raum. Satz I1-1.9
zeigt, daB das System der offenen Mengen eines normierten Raumes (X, || - ||) eine
Topologie 7). auf X, die metrische Topologie auf X, bildet. Die Definition II-1.6
der offenen Menge in einem normierten Raum ist somit konsistent mit der topologi-
schen Definition. Sinngeméf 148t sich der Umgebungsbegriff in einem topologischen
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Raum einfithren. Topologische Rdume stellen das theoretische Werkzeug dar, um die
unterschiedlichen Konvergenz- und Stetigkeitsbegriffe der Analysis unter einem ein-
heitlichen Gesichtspunkt zu betrachten. In dieser Einfiihrung beschranken wir uns auf
die Darstellung der topologischen Grundlagen im Rahmen der normierten Rdume.

2. Konvergenz von Folgen

DEFINITION II-2.1. Es set X ein normierter Raum.

i) Fine Abbildung x: N — X, heifit Folge. x, := x(n) wird n-tes Glied der Folge

genannt.

ii) Fine Abbildung ¢: N — N ist streng monoton wachsend ﬁf Vn,m € N:n <
€

m = g(n) < p(m).
iii) Es sei x: N — X eine Folge und ¢: N — N streng monoton wachsend. Dann
heifit x o p Tetlfolge von x.

Es ist iiblich, Folgen in der Form (x,,),>1, (2,)5, (x,) oder xy, s, ..., zu schreiben.
Teilfolgen (2, )k>1 bezeichnet man oft auch mit (x,, )r>1 (es wird dabei p(k) durch
ng ersetzt). Es ist also ny < ng < ---. Als Ubung beweise man, dafl p(n) > n fir
alle n € N gilt, falls ¢: N — N streng monoton wichst. Die Schreibweise (x,,)n,>1 C
X bedeutet z,, € X fiir alle n € N. Die Indizierung einer Folge kann natiirlich
bei einem beliebigen ng € Ny beginnen. Ist X ein Funktionenraum, heiBt (f,)n>1
Funktionenfolge.

BErispIEL 11-2.2.

(1) Ty =+ 1,3,3,.
(2) Yp = 1" 1, —1,—¢, 1,4, —1,...
_ o n 12 3 4
B =wm=7H 3515
)  wp=n> : 1,4,9,16,...,
(5) falz) = Lam x, 32?523, fiir ¢ € [0,1].

Diese Folgen weisen ein recht unterschiedliches Verhalten auf: Die Glieder x,, werden
immer kleiner, z, ndhert sich immer mehr der Zahl 1, y, nimmt abwechselnd die
Werte ¢, —1, —,1 an und w, wéchst iiber alle Grenzen, f, kommt der Nullfunktion
auf [0, 1] immer niéher. Wir prézisieren nun die vage Formulierung, eine Folge nihere
sich immer mehr einem bestimmten Element x € X.

DEFINITION 1I-2.3. Es sei (x,)n>1 C X und x € X.

1) (z4)n>1 konvergiert gegen x ﬁf
e

Ve >03N(e) e NVn e N:n > N(e) = ||z, —z|| < e.

In diesem Falle heifit © Grenzwert von (x,,),>1 und man schreibt

lim x, =x oder auch x, —x  firn — oo.
n—o0

2) (zp)n>1 heifit konvergent ;)i)f Jdr e X: lim, o0 T, = .
&

3) (xn)n>1 heifit divergent F)f (Tn)n>1 ist micht konvergent.
€
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4) x € X heifit Haufungswert der Folge (z,,),>1, wenn es eine Teilfolge (pm))n>1 C
(Tn)n>1 gibt, welche gegen x konvergiert.

lim,,_, ®, = x bedeutet demnach, dafl in jeder beliebigen e-Umgebung von x, se: sie
auch noch so klein, alle Folgenglieder mit Ausnahme von hochstens endlich vielen lie-
gen miissen. Auflerhalb einer beliebigen e-Umgebung kénnen daher hochstens endlich
viele Glieder der Folge liegen. Die Konvergenz einer Folge und ihr Grenzwert werden
also nicht beeinfluft, wenn man endlich viele Glieder der Folge abandert. Durch for-
male Negation erhélt man: ,,(z,),>1 konvergiert nicht gegen z* ist gleichwertig mit:

Jeg > 0VN e NIn e N:n > N A ||z, — z|| > .

BEMERKUNG 11-2.4. (z,),>1 konvergiert nicht gegen z < es gibt eine Teilfolge
(Zp@r) )e>1 und g9 > 0 so, daB Vk € N: ||z ) — || > <.

BEMERKUNG II-2.5. Die Konvergenz einer Funktionenfolge (f,) in B(D, X) gegen
f: D — X ist charakterisiert durch

Ve > 03N (e) e NVn € N: n > N(e) = || fo— flloo = sup{|| fu(s)— f(s)]|: s € D} < e.
Eine einfache Uberlegung zeigt, daB dies gleichwertig ist mit
() Ve > 03N(e) e NVn e NVs € D:n > N(e) = || fu(s) — f(s)]| < e.

Es wird also gefordert, dafl zu jedem ¢ > 0 ein Index N(e) gefunden werden kann
mit || f.(s) — f(s)]| < &, s € D und n > N(g) Wesentlich ist dabei, dafl der Index
N(e) uniform fiir alle s € D gewihlt werden kann. Man nennt daher diese Art der
Konvergenz einer Funktionenfolge gleichméflige Konvergenz.

BEISPIEL II-2.6. 1.) Wir zeigen: lim, o, = = 0. Zu beliebigen ¢ > 0 gibt es nach
Korollar 1-6.9 eine natiirliche Zahl N(g) mit 0 < < e. Fir n > N(e) gilt dann

erst recht 0 < % < ﬁ
2.) Fiir die Folge y,, = i" gilt yan = 1, Yant1 = ¥, Yanio = —1 und Y43 = —i, n € Ny.
Die Folge (y,) besitzt somit die Hiufungswerte 1, ¢, —1 und —i.

3.) Wir zeigen lim, o f, = 0 fiir f,(z) = ta”, z € [0,1]. (Man achte auf die un-
terschiedliche Bedeutung des Symbols 0). Der Grenziibergang bezieht sich auf den
normierten Raum X = B([0, 1], R™). Wegen () miissen also Folgendes zeigen:

Ve > 03N (e) e NVn € NVz € [0,1]: n > N(e) = |fu(z) — 0] < e.

Fir z € [0,1] gilt 0 < 2™ < 1. Wahlen wir daher zu € > 0 den Index N(g) wie im
vorangehenden Beispiel, folgt

_1
N(e)
< g, also limy, o = = 0.

1 1 1
=" < - )
Da diese Abschitzung fiir alle x € [0,1] gilt und der Index N(¢) NICHT von z

abhéngt, ist lim,,_,., f, = 0 gezeigt.
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THEOREM II-2.7 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Fine Folge hat hdchstens einen
Grenzwert.

BEWEIS. Angenommen eine Folge (x,) C X konvergiere gegen x und y € X.
Nach Definition II-2.3 gibt es zu jedem e > 0 Indices N; und N,, sodaf

n> Ny = ||z, —z|]| <e sowie n>Ny= |z, -yl <e
gilt. Setzt man Ny = max(Ny, Ny) gilt fiir n > Ny
[z = yll <z =zl + [len — yll < 2,
wegen Korollar II-1-3.8 folgt = y. O
Wir zeigen nun zwei niitzliche notwendige Konvergenzbedingungen.

THEOREM 11-2.8. Es sei (x,)n>1 C X konvergent mit im,,_,o x,, = x. Dann gilt:

(1) (p)n>1 ist beschrinkt.
(2) Jede Teilfolge (xpm))n>1 ist konvergent mit lim,, o0 Tpm) = .

BEWEIS. 1) Wir wéhlen € = 1 in Definition 11-2.3. Wegen lim,, ,o, z, = x gibt es
Ny € N, soda8 ||z, — x| < 1 fiir alle n > Ny zutrifft. Fiir n > Ny gilt dann auch

[zl < llwn =2l + llz]] < 1+ fl]-
Setzt man o = max{||z,||: 1 < n < Ny} ergibt sich die Behauptung
Vn € N: ||z, || < max{1+ ||z, a}.

2) Es sei (zy(n)) eine Teilfolge von (z,,). Fiir ein beliebig gewéhltes € > 0 gibt es einen
Index N(e), sodaB ||z, — z|| < € fiir alle n > N(e) zutrifft. Fiir n > N(e) gilt daher
auch ¢(n) > ¢(N(e)) > N(e) und somit ||zym) — 2| <&, d.h. limy, o Ty = . O

Satz 11-2.8 zeigt, daf} die Folgen (y,) und (w,) in Beispiel 11-2.2 nicht konvergieren.

THEOREM I1-2.9. i) Es sei (2,)n>1 C X eine Nullfolge, d.h. lim, oz, = 0, und
(An)n>1 C K beschrankt. Dann gilt limy, o0 Apzy, = 0.
it) Es sei (xy)n>1 C X konvergent und lim,, o ©,, = x. Dann gilt lim,,_, ||z, || = ||z]|-

BEWEIS. Es sei ¢ > 0 und M > 0 so, da8 |\,| < M fiir alle n € N gilt. Da (x,,)
eine Nullfolge ist, gibt es einen Index N(e) so, da8} ||z,|| < 5 fiir alle n > N(e) gilt.
Fiir beliebiges n > N(¢) folgt dann

Anznll = Anl [l2n]] < My || < e
ii) Dies folgt aus Lemma II-1.2. O

THEOREM 11-2.10. Es seien (x,) und (y,) konvergente Folgen in einem normierten
Raum und A € K. Dann konvergieren auch die Folgen (Az,,) und (z,+vy,) und es gilt

lim Az, = A lim z,,
n—oo n—roo

lim (z, + y,) = lim x, + lim y,.
n—oo n—oo n—oo
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BEwEIS. Wir zeigen nur die Konvergenz der Summenfolge. Es sei lim z,, =  und
lim y,, = y. Zu beliebig gewihltem £ > 0 gibt es Indices Ni(¢) und Ny(e) derart, dafl

Vn € N:n > Ni(e) = ||z, — 2| < %,
Vn e N:in > No(e) = |lyn — vyl < %

Fiir n > max{N;(¢), Na(e)} folgt dann
£

€
1@ +yn) = @+ Yl < 2 =2l +llya —yll < 5+ 5

=e.
U

Auf die Konvergenz der Summenfolge kann nur geschlossen werden, wenn die Konver-
genz der einzelnen Summanden gesichert ist. Wihlt man beispielsweise x,, = (—1)",
Yn = —x, und z, = x,, dann ist die Folge (x, + y,) konvergent, die Folge (z,, + 2,)
hingegen divergent.

Die Konvergenz einer Folge héngt natiirlich auch von der jeweiligen Norm ab. Das
Beispiel 1I-1.3 zeigt, daB es viele Moglichkeiten gibt, einen Vektorraum zu normieren.
Welchen Einflul hat dies auf die Konvergenz einer Folge?

DEFINITION 1I-2.11. Es sei X ein Vektorraum. Zwei Normen || - || und ||| - ||| auf X
heifien dquivalent, wenn es Konstante 0 < m < M ¢ibt, so daf

mllz]| < |[[z]|] < M|z
fiir alle x € X gult.

Die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Normen
auf X.

BEeispIEL 11-2.12. Die Normen || - ||, p € {1,2,00} in C" sind dquivalent. Wir zeigen
zuerst die Aquivalenz von || - ||; und || - [|2. Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz-
Bunjakowski I1-1-8.7 folgt

lzlls < Vnllz|>.

Eine einfache Induktion zeigt die Giiltigkeit der Ungleichung

Ozl = Jaif?
i=1 i=1
fiir alle n € N. Dies ist gleichwertig mit
[l = [l]l2-
Als Ubung zeige der Leser die Ungleichungen
[2lloe < llzfl < nfl2]loc
Somit sind die Normen ||z||; und ||z||o und daher auch ||z||; und ||zl &quivalent.

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall eines wesentlich stédrkeren Resultates:
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THEOREM 11-2.13. Es sei X ein endlich dimensionaler Vektorraum. Dann sind alle
Normen auf X dquivalent.

BEWEIS. Der Beweis dieses Satzes wird nachgetragen, sobald die erforderlichen
Hilfsmittel zur Verfiigung stehen. U

Die Aquivalenz von Normen ist aus folgendem Grund niitzlich:

THEOREM 11-2.14. Es seien ||-|| und |||-||| dquivalente Normen auf einem Vektorraum
X. Eine Folge (x,) C X konvergiert genau beziglich || - ||, wenn sie beziglich ||| - |||
konvergiert.
BEWEIS. Angenommen es gilt lim,, ,o, x,, = x beziiglich der Norm || - || und es sei
e > 0. Dann gibt es einen Index N (g), soda$ fiir alle n > N(¢)
2w — el < 5
n — M'

(M > 0 bezeichnet die Konstante aus der Normenéquivalenz). Wegen der Aquivalenz
der beiden Normen folgt dann fiir n > N(¢)

3
llan —2[l| < Mjzn —2l| < M- =e.

Somit konvergiert die Folge (x,) auch beziiglich der Norm ||| - ||| (gegen denselben
Grenzwert). Fiir die Umkehrung vertausche man die Rollen der beiden Normen. [

Fiir Konvergenzuntersuchungen kann man daher eine moglichst bequeme dquivalente
Norm wéhlen. Wir machen davon im Beweis des folgenden Satzes Gebrauch:

THEOREM 11-2.15. Eine Folge in K" ist genau dann konvergent, wenn jede Kompo-
nentenfolge konvergiert:

lim x, =« & limxf:xi, 1=1,...,n,
k—o0 k—o0
(xp = (zh, ... 2%), o = (z1,...,2,)).
BeEwEIs. Da in K" sdmtliche Normen #quivalent sind, kénnen wir ||z|| = || - ||«

wéhlen. Gilt limy_, 2 = z, gibt es fiir jedes € > 0 einen Index N(g) mit
2k — 2|0 = max{|zF —2;]: 1 <i<n} <e

fiir n > N(e). Dann ist aber auch

ok — 2| < e, 1<i<n
fiir n > N(e). Dies bedeutet
(%) klgxoloxf:xl, 1=1,....,n

Gilt umgekehrt (x), gibt es fiir jedes € > 0 Indices N;(¢), 1 <14 < n, mit
|2k — 2| < e, 1<i<n

i —
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fir n > N;(g). Setzt man N(e) = max{N;(e): 1 <i < n} folgt fir n > N(e)
max{|zF —z;]: 1 <i<n} = ||z — )| < &,

also limy_, o x1 = . O

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit der Charakterisierung der Konvergenz einer
Folge komplexer Zahlen.

THEOREM 11-2.16. Es sei (z,)n>1 C C, 2, = p + iy, Tn,yn € R.
(zn) ist genau dann konvergent, wenn die reellen Folgen (x,) und (y,) konvergent
sind. In diesem Falle gilt

lim z, = lim x, + ¢ lim y,.
n—oo n—oo n—oo

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus den Abschétzungen
max(|z — zu, [y — yn|) < |2 — 2

= (@ =) +i(y —ya)| < |z —20] + [y — ynl

3. Niitzliche Grenzwerte

In diesem Abschnitt berechnen wir einige Grenzwerte, auf die im Folgenden immer
wieder zuriickgegriffen wird.

BeispieL I1-3.1.

) VpeQ:p>0=lim,,on? =0,

i11) Va € RT\{0}: limy, oo v/a =1,

v) VkeNVzeC:lz]|>1= limn%m:—:j =0

Beweis. i) Siehe Korollar 11-1-6.9

ii) Zu e > 0 withlen wir N(e) = La_%j +1 (|z| wurde in Satz II-1-6.10 definiert). Fir
n > N(e) folgt dann mit Satz II-1-7.10 - < @ <e.
iii) Die Behauptung ist trivial fiir @ = 1. Es sei daher zunéchst a > 1 und somit auch
va > 1 (Korollar II-1-7.7). Setzt man z, = v/a—1 > 0, d.h. a = (1 + z,)", folgt
mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichnung I1.1-4.18 a = (1 + z,)" > 1 + nx,,, somit
0 < z, < &L, Fiir beliebiges € > 0 setzen wir N(e) = [=1] + 1. Somit ergibt sich
fiir n > N(e)

va—1 <ol

|va |—xn_N(€><5.
Der Beweis fiir a € (0,1) wird vorerst zuriickgestellt.
iv) Wir setzen wieder z,, = y/n—1 >0, d.h. n = (14 x,)". Mit Hilfe des binomischen
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Lehrsatzes 11-1-4.22 erhalt man fiir n > 2

1
n=1+z,)">1+ (Z)xi: 1—{—§n(n—1)xi

und folglich

2
T, <4/ —.
n
Fiir ¢ > 0 wéhlen wir N(g) > 5. Dann folgt fiir alle n > N (e

V-1 =z, <2 < \F

v) Essei |[z] =1+, >0, und p € N, p > k. Fiir jedes n > 2p folgt aus der
Binomialentwicklung

1) (n— 1 PP
(142> n xp:n(n Yoo (n—p+ )xp>nx
P p! 2rp!

(wir benutzten n —j >n—p>4,0<j <p—1,und p < §). Somit folgt fiir n > 2p
(beachte p — k > 0)

n_k _ n¥ 2Pp! 1 2Pp! 1
2| (L4 xP np kT g on
Folglich ist ’Z_:| < ¢, soferne n > N(g) > max{2p, = p'} O

BEMERKUNG I1-3.2. Das letzte Beispiel bringt zum Ausdruck, da8 fir |z| > 1,z € C,
die Folge (|z]")n>1 schneller anwéchst, als jede noch so groie Potenz von n.

THEOREM I1-3.3. Es sei z € C. Dann gilt

(1) lim, 00 2™ =0 fiir |z| < 1.
(2) (2")n>1 ist divergent, falls |z| > 1 und z # 1.

BEWEIS. (1) Die Behauptung ist trivial fiir z = 0. Es sei 0 < |z| < 1, also ﬁ > 1.

Ersetzt man z in Beispiel Beispiel 11-3.1—(v) durch % und wahlt £ = 0, ergibt sich die
Behauptung.

(2) Es sei nun |z| > 1 und z # 1. Dann ist auch |z|" > 1 fiir alle n € N. Wir nehmen
an, (2"),>1 sel konvergent, d.h. es existiert & € C mit lim,,_, 2™ = a. Somit gibt es

Zu g = 5|2 — > eimen 1naex €), sodaly |2" — o] < € fiir a enz ). 1es hat
L2 = 1] > 0 cinen Index N(g), sodaB |2" — a| < ¢ fiir all N(g). Dies h

3e=|z—1] < |2NO)||z — 1] = |NEOH _ N6
< [NEH g 4 o — VO < e 4 = 2e.

zur Folge. Dieser Widerspruch zeigt die Divergenz von (2"). U
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4. Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Die Konvergenzuntersuchung komplizierter Folgen 1&t sich oft wesentlich verein-
fachen, indem man sie auf die Untersuchung der Konvergenz einfacherer Folgen
zuriickfiihrt.

THEOREM 11-4.1. Es seien (z,)n>1, (Wn)n>1 konvergente Folgen in C. Dann gilt

i) im(z, +w,) = lim z, + limw,,

ii) Ya € C: limaz, = alim z,,

i) lim z,w, = lim z, lim w,,

iv) Gilt limw,, # 0 und w,, # 0 fir alle n € N, dann ist lim o= 111“11?—5}2
BEWEIS. i) Vergleiche Satz 11-2.10.

iii) Es sei lim 2z, = z und limw,, = w. Nach Satz 11-2.8 gibt es b > 0, soda$ |z,| < b

fur alle n € N zutrifft. Zu € > 0 seien N;(¢) und Ny(e) so bestimmt, dafl

£
VneN:n>Ni(e) = |z, — 2| < 07—/,
ne€N:n> Ni(e) = |z, — 2| 2w+ 1)
VnGN:nzNz(a)é\wn—w|<2ib.

Fiir n > max{N;(g), Na(¢)} folgt
|znwy, — zw| < |zpw, — zow| + |zpw — zw|

e €
§|zn||wn—w|+|w||zn—z|<§+§:5

ii) Folgt aus (iii) mit w, = a fiir alle n € N.

iv) Wegen iii) geniigt es lim wi = L zu zeigen. Vorerst bestimmen wir einen Index N,
n

w

sodaB |w, — w| < $|w| fiir alle n > N gilt. Fiir n > N folgt somit
1
wn| > w| = |w, —w| > §|w|
Es sei nun e > 0 beliebig gewéhlt und Ny(e) so bestimmt, daB |w, — w| < §|w|? fiir
alle n > Ny (e) gilt. Fiir n > max{N;(g), N} ergibt sich

1 L |w—wy|

wy - w fwlfwl |w]?

O

Es soll noch einmal betont werden, dafl diese Regeln nur auf konvergente Folgen
angewendet werden diirfen. Der Schlufl von der Konvergenz der Summenfolge oder
Produktfolge auf die Konvergenz der Summanden bzw. Faktoren ist im Allgemeinen
falsch. Es sei etwa 2z, = (—1)" und w, = (—1)"*'. Die Folgen (z,) und (w,) sind
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divergent, trotzdem existieren die Grenzwerte

lim (Zn -+ wn) = lim ((_1)n + (_1)n+1> _ O,
n—00

n—oo

. .z .

lim z,w, = lim % = lim (=1)"(—1)"*! = —1.
n—00 n—00 Wy, n—00

Wir demonstrieren die Anwendung von Satz II-4.1 an folgendem Beispiel:

BEIsPIEL 11-4.2.
2n*+n+3 24—%—#”—32(1'_1,)11111(2—1—%—1—%)
+L5 0 lim(l+ %)

1
() im2 +lim & +lim % @) 2+lim; +3lim-5  240+0 5

n—o00 7’L2—|-1
ml+limL5  1+limL 140

Die vorletzte Gleichheit stiitzt sich auf Beispiel 11-3.1—(i), —(ii). Die zu Beginn ge-
troffene Annahme, die Folge sei konvergent, wird durch die angedeuteten Argumente
gerechtfertigt.

Wir kénnen nun auch den Beweis von Beispiel 11-3.1-(iii) zu Ende fiihren.
BEISPIEL 1I-4.3. Va € Rt \ {0}: lim, o va =1

BEWEIS. In Beispiel 1I-3.1 wurde bereits der Fall a > 1 erledigt. Es sei nun also
0 < a < 1. Dann ist é > 1 und wegen Beispiel 11-3.1 lim,, 7{/% = 1. Die Behauptung
folgt nun aus der Identitit {/a = ~1= und Satz 11-4.1. U

Ve
a

Das néchste Resultat stellt sicher, daf§ sich Ungleichungen zwischen den Gliedern
konvergenter Folgen auf deren Grenzwerte iibertragen.

THEOREM 11-4.4. Es seien (xp)n>1, (Yn)n>1 konvergente Folgen reeller Zahlen und
Ny € N. Gilt x, <y, fir alle n > Ny, dann folgt lim,,_, x, <lim, o Yy.

BEWEIS. Es sei x = lim,, o T, ¥y = lim,, ooy, und y < z. Zu € = %(m —y) >0
gibt es einen Index Ny > Ny, sodafl |z, —z| < € und |y, —y| < € fiir alle n > N gilt.

Fiir jedes n > N, folgt somit

1
yn<y—|—6:§(x+y):x—s<xn

im Widerspruch zu z,, <y, fiir n > Nj. O

An Hand der Folge (£),>; macht man sich klar, daB strikte Ungleichungen beim
Ubergang zum Grenzwert nicht immer erhalten bleiben.

KOROLLAR II-4.5. Die Folge (z,),>1 C X konvergiere gegen z. Ferner seien o € R,
z€ X und N € N. Aus ||z, — z|| < « fiir alle n > N folgt dann die Ungleichung
|z —z]| <.
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BEWEIS. Aus x = lim,_, 7, ergibt sich lim, ,(z, — 2) = = — z und wegen
Satz [1-2.9 auch ||z — z|| = lim,, ||z, — 2||. Die Behauptung folgt nun unmittelbar
aus Satz 11-4.4. ]

Der Beweis des folgenden Einschachtelungssatzes sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

THEOREM 11-4.6. Es seien (,)n>1, (Yn)n>1 und (2,)n>1 Folgen reeller Zahlen. Sind
die Folgen (x,) und (y,) konvergent mit lim,, oo x, = lim, o Yy, und gilt z,, < z, <
Yn fir alle n € N, dann ist auch (z,) konvergent mit lim,, .. z, = lim,, o x,,.

5. Konvergenzkriterien

Bisher konnen wir Konvergenz einer Folge nur untersuchen, wenn wir den Grenzwert
der Folge bereits kennen. Meistens ist aber der Grenzwert nicht bekannt und es ergibt
sich die Frage, wie man aus Eigenschaften der Folgenglieder auf Konvergenz der Folge
schlieflen kann.

DEFINITION 1I-5.1. Eine reelle Folge (x,,)n>1 heifit
(1) monoton wachsend (fallend) B:szn eNiz, <zpi1 (T > Tpg1)

(2) streng monoton wachsend (fallend) 1<):§f Vn € Nz, < op1 (T, >

xn+1)

(3) monoton ﬁf (xn) ist monoton wachsend oder monoton fallend
(&

THEOREM II-5.2 (Monotoniekriterium). Eine beschrdnkte, monoton wachsende (fal-
lende) Folge (x,,) reeller Zahlen ist konvergent und es gilt

lim x,, = sup{z,: n € N} (lim z, = inf{z,: n € N})
n—oo n—oo

BEWEISs. Es sei (z,),>1 eine monoton wachsende, beschriankte Folge. Das Supre-
mum Prinzip II-1-6.5 sichert die Existenz von § = sup{z,: n > 1}. Wir behaupten:
¢ = lim,,_, x,. Fiir beliebiges £ > 0 gibt es nach Satz II-1-6.4 ein Folgenglied x mit
& —e < xy <& Wegen der Monotonie folgt fiir allen > N: § —e <y <1z, <&
§&+e, dh. | —x,| < e. Der Beweis fiir monoton fallende Folgen ist analog. O

Wegen Satz I1-2.8 konvergiert eine monotone Folge genau dann, wenn sie beschrankt
ist. Ist eine Folge monoton wachsend (fallend), geniigt eine obere (untere) Schran-
ke fiir den Nachweis der Beschrinktheit. Da die Konvergenz einer Folge und deren
Grenzwert nicht durch eine endliches Anfangsstiick der Folge beeinflusst werden, ist
das Monotoniekriterium auch dann anwendbar, wenn die Folge erst ab einem Index
ng > 1 monoton ist. Zur Illustration des Monotoniekriteriums betrachten wir folgende
Beispiele:

BEISpPIEL 11-5.3. Die rekursiv definierte Folge (,)n>1
z2 +2
22,

I = 1, Tntl1l =

ist konvergent mit lim,, ,o x, = V2.
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1) Vn > 2z, > V2: Da x; > 0 ist, folgt induktiv x,, > 0, n € N. Somit ist die
Division durch z,, gerechtfertigt. Mit Satz II-1-3.11—(e) ergibt sich die Abschitzung
24+ 2= 21,2, < xiﬂ + 22,

Dies impliziert x, 3 > \/5, n € N. Wire z,,, = V2 fiir ein ng € N, dann miisste
x, = /2 fiir alle n € N gelten. Wegen x; # v/2 folgt z,, > v/2 fiir n € N.
2)Vn > 2: 2,41 < x,, d.h. die Folge (x,),>2 ist strikt monoton fallend.
Es ist x3 = % < % = xy. Es gelte nun z,, < x,,_;. Die Ungleichung
2 +2 i 42

< —

2.Z'n 25[)71,1

Tnt1 = Tn

ist dquivalent zu
Qxixn_l +4x, 1 < in_lxn + 4z, <
200,01 (Ty — Tp1) < 4(Tp — Tp_1) S TpTy_1 > 2

Die Giiltigkeit der letzten Ungleichung ist eine Folge von 1). Die Behauptung folgt
nun mit Hilfe des Induktionsprinzips.
3) Wegen /2 < x,, < 9, n > 3, ist (2,,) beschriinkt, somit nach dem Monotoniekrite-
rum konvergent. Es sei o = lim ,,. Wegen 1) und Satz 11-4.4 folgt a > /2. Mit Hilfe
der Regeln in Satz I[I-4.1 berechnet man

a? 42

2a

Somit folgt o = lim z,, = v/2.
Dieses Beispiel zeigt, dafl man bei rekursiv definierten Folgen die Rekursionsvorschrift

verwenden kann, um einen Kandidaten fiir den Grenzwert zu bestimmen. Der Nach-
weis der Konvergenz ist meist der schwierigere Teil der Konvergenzuntersuchung.

BEIsPIEL 11-5.4 (Eulersche Zahl).

Fiir n € N sei a, = (14 1)" und b, = (1 + 2)"*1. Es gilt:
(1) (an) ist streng monoton wachsend, d.h. Vn € N: a,, < a1
(2) (by) ist streng monoton fallend, d.h. Vn € N: b, 41 < by,
(3) limy, o0 @y = limy, o0 by

d.h. 202 = o® + 2 und daher o? = 2.

o =

Der gemeinsame Grenzwert der beiden Folgen heifit Eulersche Zahl e. Es gilt 2 <
e < 4.

BEWwEIS. Fiir n > 1 schliefen wir mit Hilfe der Bernoulli Ungleichung I1-1-4.18

ay, n+1 n n?—1 1 1 n-1
_ n -n _ n_ (1 V"> 11— =
B =t = = - b2
und
b1 n? 1 1. 1r-1-418 1 n+1
= =1 ">14+ =) > 1+-—= .
B = (= (s () plnd
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Aus (x) folgt

n o_ n—1 _ 1 n—1 _ B
> (n—l) (n—l) ( +n—1) In-1
und aus (7)
1 1 1
N s U S
n n

Fiir n > 2 folgt demnach
2=a1 < ap_1 < a, <b, <b,_1 <b =4.
Die Konvergenz der Folgen ergibt sich aus Satz I1-5.2. Aus Satz 11-4.4 folgt
2 <lima, <limb, <4,

die beiden dufleren Ungleichungen sind strikt wegen der strikten Monotonie von (a,)
und (b,). Wegen b, = (1 + %)an erhilt man schlielich lim,,_,o @, = lim,, o0 b,. O

THEOREM II-5.5 (Bolzano—Weierstrass). Jede beschrdankte Folge in C besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Fall 1: (z,,),>1 ist eine beschriankte reelle Folge.

Wegen der Beschranktheit gibt es ag, by € R mit ag < x,, < by fiir alle n € N. Halbiert
man das Intervall Jy = [ag, by, so liegen in mindestens einem der beiden Teilintervalle
[ag, 3(ao+bo)], [ (ao+bo), bo] unendlich viele Glieder der Folge. Wir bezeichnen dieses
Intervall mit J; = [a1,b1] und wenden das eben beschriebene Verfahren auf .J; an.
Man erhélt somit eine Folge von abgeschlossenen Intervallen J; = [ag, bg], fiir welche
Jrp1 C Ji gilt und deren Linge b, — ap = 27%(by — ag) betriigt. Aus Beispiel II-
3.1-(v) folgert man limg_,oo(by — ax) = 0. Die Folge von Intervallen (J;)g>o bildet
daher eine Intervallschachtelung, welche eine reelle Zahl a € () J eindeutig bestimmt.
Wegen a € [ag,bi], k € N, folgt 0 < |ar, — a] < by — ax und mit Satz 11-4.6 weiter
limy o0 a = . Wegen by, = ap+ (by — ay) folgt dann limy,_, o by = limy_,o0 ax = . Wir
wihlen nun einen Index (1), sodal z,(;y in J; liegt. Da J; unendlich viele Glieder der
Folge enthélt, konnen wir ¢(2) > (1) bestimmen, sodal ) in J; liegt, u.s.w. Im
n—ten Schritt konnten wir zum Beispiel p(n) = min{k € N: z € J,,,k > p(n — 1)}
wéhlen. Wir erhalten auf diese Weise eine streng monoton wachsende Folge (¢(n))n>1,
die zugehdérige Teilfolge (24(n))n>1 erfiillt dann

a, < Tp(n) < b,, n € N.

Die Konvergenz von (x,(,)) folgt nun aus Satz I1-4.6.

Fall 2: Es sei nun (2,),>1 C C und beschrankt, d.h. es gibt b > 0 mit |z,| < b, n € N.
Ferner setzen wir z, = x,, + 1y,. Wegen max{|z,|, |y.|} < |z,| sind auch die reellen
Folgen (z,,) und (y,) beschrénkt. Somit gibt es eine konvergente Teilfolge (Zy(n))n>1
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von (z,), ihr Grenzwert sei x. Weiters enthélt (y,(n))n>1 eine konvergente Teilfolge
(Y(pop)(n) )n>1 mit Grenzwert y. Mit Hilfe der Sétze 11-2.16 und I1-2.8 folgern wir
M Z(pag)(n) = N (Z(pop)(n) + W(wop)m)) = T + Y.

n—oo n—oo

O

KOROLLAR I1-5.6. Jede beschrénkte Folge in C" besitzt eine konvergente Teilfolge.
BEWEIS. BEWEIS. Es sei also (z) C C™ eine beschrinkte Folge. Dann gibt es eine reelle Zahl r > 0

mit (zx) C Koo(0,7). Schreibt man =), = (£F,... ¢F), gilt —r < §f < rfir 1 <j < n. Somit kann man aus der

Folge (¢€F) eine konvergente Teilfolge (§f1(k)) C (€F) auswihlen (vgl. Satz II-5.5). Im néchsten Schritt wihlt man

aus (5;1(“) C (€%) eine konvergente Teilfolge ( §2O¢1(k)) C (ﬁ;l(k)) aus. Man beachte, dal dann auch (éfZOm(k))
konvergiert. Setzt man o1 = ¢1 und 0; = pjo00;_1, 2 < j < n, erhdlt man induktiv fortfahrend konvergente Teilfolgen

(éjj(k)) C ((5;”71(16))) so, dafl auch alle Teilfolgen (52’”“) fiir 1 <1 < j — 1 konvergieren. Fiir j = n ergibt sich

schliellich eine Teilfolge (z,,,(x)) C (%k), fiir welche alle Komponentenfolgen ({;.7"L(k))7 1 < j < n, konvergieren. Nach
Satz 11-2.15 ist die Teilfolge (2, (1)) konvergent. O

O

Das Monotoniekriterium ist zwar, wie wir gesehen haben, recht bequem einzusetzen.
Sein Anwendungsbereich ist allerdings auf eine doch recht spezielle Klasse reeller
Folgen eingeschrankt. Das folgende Kriterium, das auf A. CAUCHY (1789 —1857)
zuriickgeht, erlaubt es, die Konvergenz beliebiger Folgen in C zu untersuchen. Dazu
benotigen wir einen neuen, fundamentalen Begriff.

DEFINITION 1I-5.7. FEine Folge (xy,)n>1 C X heifst Cauchy Folge ﬁf
e
(%) Ve > 03N(e) e NVn,m € N: (n,m > N(¢)) = ||xn — zn|| < e.
Anschaulich bedeutet diese Definition, dal die Folgenglieder immer n#her zusam-
menriicken miissen.
THEOREM 11-5.8. Jede konvergente Folge (x,)n>1 C X ist eine Cauchy Folge.
BEWEIS. Es sei lim,, ,o, ¥, = x und £ > 0. Dann gibt es einen Index N(¢), sodaf

|z — z,|| < 3¢ fiir alle n > N(e) gilt. Ist n > N(e) und m > N(e), folgt

1 1
120 = |l < ll2n = 2l + lzm — 2l < Se+ge=e.
Die Umkehrung ist in normierten Rdumen nicht immer richtig!
LEMMA I1-5.9. In einem normierten Raum ist jede Cauchy Folge beschrinkt.

BEWEIS. Es sei (z,,) eine Cauchy Folge in X. Fiir ¢ = 1 gibt es dann einen Index
N € N derart, daB ||z, — x| < 1 fiir alle n,m > N zutrifft. Fiir n > N folgt daher

[zl < llan — 2|l + [len]] < T+ [z

Somit ist (x,,),>1 beschrinkt durch max{||z1],..., [|[xn_1l, 1 + [lzn|l}- O
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THEOREM I1-5.10 (Cauchy Kriterium). Eine Folge (2,)n>1 C C* ist konvergent genau
dann, wenn sie eine Cauchy Folge ist.

BewEIS. Die Notwendigkeit der Cauchy Bedingung (%) fiir Konvergenz wurde
bereits in Satz 11-5.8 nachgewiesen. Wir zeigen nun, dafl sie auch hinreichend ist.
Es sei also (zy,)n>1 eine Cauchy Folge. Wegen Lemma I1-5.9 ist sie beschrankt und
besitzt daher nach dem Satz von Bolzano Weierstrass 77 eine konvergente Teilfolge
(Zp(n) Jn>1- Es sei z deren Grenzwert. Zu € > 0 gibt es dann natiirliche Zahlen Ny, N,
mit der Eigenschaft

1
Vn,m € N: (nZNl/\mZNl):>Hzn—zmH<§€

1
Vn e N:in > Ny = ||2om) — 2| < 3¢

(Il - || bezeichnet eine beliebige Norm in C"). Fiir N = max{N;, N2} ergibt sich nun
fir alle n > N (man beachte, dal ¢(n) > n, n € N, als Folge der strengen Monotonie
von ¢ gelten muf)

11
l2n = 2l < lon = 2ol + 1200 — 2l < 5o+ 5e =

O

BEMERKUNG II-5.11. 1.) Die Stérke des Cauchy Kriteriums ist seine Universalitét:
es ist auf jede Folge (vorerst in C) anwendbar. Allerdings gibt es keinen Hinweis auf
den Grenzwert.

2.) Durch Negieren erhalten wir folgende Divergenzbedingung: (2,),>1 C CF ist di-
vergent genau dann, wenn

Jeo > 0VN eNIn,meN:n>NAm > NA ||z, — znl|| > €0

Eine Folge (z,) ist also genau dann divergent, wenn es nach jedem Glied der Folge
weitere Folgenglieder gibt, deren Abstand voneinander groler als eine feste Schranke
ist.

DEFINITION 11I-5.12. Fin normierter Raum, in welchem jede Cauchy Folge konvergiert
heifst vollstdndig oder Banach Raum.

Satz I1-5.10 zeigt, dafi C" und somit auch R" vollstindige Rdume sind. Nicht jeder
normierte Raum ist jedoch vollsténdig!

6. Limes inferior und Limes superior

Beschrinkte Zahlenfolgen sind nicht notwendig konvergent, sie besitzen aber nach
dem Satz von Bolzano Weierstrass 11-5.5 stets konvergente Teilfolgen. Es wird nun
ein Begriff vorgestellt, der als Ersatz fiir den fehlenden Grenzwert einer Folge dienen
kann. Da die Ordnung in R dabei eine wesentliche Rolle spielt, ist dieser Abschnitt
auf reelle Folgen beschréinkt. Ausgangspunkt ist folgende Beobachtung:
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LEMMA 11-6.1. Die Menge der Hiufungswerte einer beschrinkten Folge reeller Zahlen
1st nicht leer und beschrinkt.

BeEwEIs. Es sei (z,) C R eine beschrinkte Folge und A die Menge ihrer
Héaufungswerte. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl 11-5.5 ist H nicht leer. Da
(x,) beschrankt ist, existiert M > 0 mit

|z, < M, n € N.

Diese Ungleichung gilt auch fiir alle Teilfolgen und somit fiir alle Hiufungswerte der
Folge (x,,). O

Somit besitzt die Menge der Haufungswerte einer beschrankten Folge das Supremum
und Infimum. Diese Beobachtung kann verschérft werden.

THEOREM I1-6.2. Die Menge der Haufungswerte einer beschrdinkten Folge reeller Zah-
len hat ein gréfites und ein kleinstes Element.

BEWEIS. Wir bezeichnen wieder mit H die Menge der Haufungswerte einer be-
schriankten Folge (z,) in R. Es sei a = supH. Wir zeigen a € H. Aus den Eigen-
schaften des Supremums folgt fiir jedes n € N die Existenz eines Haufungswertes a,
der Folge (z,) mit

a—— <o, <a.
2n

Da «,, ein Haufungswert von (x,) ist, gibt es fiir jedes n € N auch ein Folgenglied
Zp(n) mit

1
n n S a
|t — T on

( ¢: N — N kann streng monoton steigend gewihlt werden). Somit folgt
1
() o = @y < o = | + lan = @p(m)] <
d.h. die Teilfolge (x,(,)) von (x,) konvergiert gegen o, also o € H. Der Beweis fiir
die Existenz des Minimums von H verlduft analog. ([l

Dieser Satz motiviert folgende Verallgemeinerung des Grenzwertbegriffes.

DEFINITION 11-6.3. Es sei (x,,) eine beschrdankte Folge reeller Zahlen und H die Men-
ge ihrer Hiufungswerte. Man nennt maxH Limes superior von (x,) und minH
Limes inferior von (z,). Folgende Notation ist iblich
limsupz, = lim,, ooy, = max M
n—oo
liminf x, = lim T, = minH.

n—o0’ 1N
n—o00

BEISPIEL I1-6.4. Es sei (z,,),>1 definiert durch z, = (—=1)"(1 + ). Eine einfache
Uberlegung zeigt

limsupz, =1 und liminfzx, = —1
n—o00 n—oo
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Wir notieren einfache Folgerungen aus dieser Definition:

LEmMMA 1I-6.5. 1.) FEine beschrinkte reelle Folge (,)n>1 ist konvergent genau
dann, wenn limsup,,_, . x, = liminf, ,. x,. Im Falle der Konvergenz von (x,) gilt
lim,, 00 x,, = limsup,,_, . Tn.
2.) (xn)n>1 C R sei beschrinkt. Es gilt stets

liminf z,, < limsup z,.

n—0o0 n—00
BEMERKUNG II-6.6. Eine genauere Analyse der vorangehenden Betrachtungen zeigt,
daB die Existenz des Limes superior (inferior) gesichert werden kann, wenn (z,,) nur
nach oben (unten) beschriankt ist und mindestens einen Haufungswert besitzt. In
diesem Fall kann H # () nicht durch den Satz von Bolzano-Weierstrass sichergestellt
werden, sondern muf in die Voraussetzungen aufgenommen werden.

Wir stellen nun eine weitere Charakterisierung des Limes superior (Limes inferior)
bereit.

THEOREM 11-6.7. Es sei (x,) eine beschrdinkte Folge reeller Zahlen.
1.) Es ist a = limsup,, ., genau dann, wenn fir alle e > 0 Folgendes gilt

i) dN(e)eNVn>N(e):z, <a+e
ZZ) H(Iw(n)) C (xn)Vn € N: Tyn) > 00— €
2.) Es ist B = liminf,_, x, genau dann, wenn fir alle ¢ > 0 Folgendes gilt

i) IN(e)eNVn>N(e):z,>p—¢
i) I@pm)) C (2,)Vn € Nt 2y < B+€

BewErs. Ubung. O

Der Limes Superior « ist also dadurch charaktrisiert, daf§ fiir alle ¢ > 0 fast alle
Folgenglieder kleiner sind als o + ¢ und unendlich viele Folgenglieder gréfier sind als
a — e. Die erste Bedingung bedeutet, dafl jede Zahl & > « nicht Haufungswert der
Folge sein kann, die zweite Bedingung (gemeinsam mit der ersten) impliziert, dafl «
ein Haufungswert ist.

Wir zeigen nun, daB fiir den Limes superior (Limes inferior) dhnliche Rechenregeln
gelten, wie fiir den gewohnlichen Limes.

THEOREM 11-6.8. Es seien (ay)n>1, (bn)n>1 beschrinkte, reelle Folgen. Es gelte a,, <
b, fiir alle n € N. Dann folgt

limsupa, <limsupb, wund liminfa, <liminfb,.
n—o0 n—oo n—r00 n—00

BewErs. Ubung. O
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THEOREM 11-6.9. Es seien (an)n>1, (bn)n>1 beschrinkte, reelle Folgen. Dann gilt

i) limsup,_,(an, + b,) < limsup,,_,. a, + limsup,,_, . by,

i) liminf, . a, + liminf, . b, < liminf, . (a, + b,)

iii) liminf, . (a, + b,) < liminf, . a, + limsup,,_, . b, < limsup,,_, . (a, + by,)
i) Ya>0: limsup,,,. aa, = alimsup,_,. a,

v) Va <0: limsup,_,. aa, = aliminf, . a,

Bewess. ii) Da die Folge (an + bn) beschrénkt ist, gibt es nach Satz I1-6.2 eine konvergente Teilfolge (a,(n) +
b«p(n))nzl mit

lim (awn) + bw(n)) = lzn;loréf(an ~+ bn).

n—oo
Man beachte, dafl die Teilfolgen (a,(n)) und (by(p)) selbst nicht konvergent sein miissen. Wir wihlen daher aus
(ay(n)) eine konvergente Teilfolge (a(yoy)(n)) Und aus (b(yow)(n)) eine konvergente Teilfolge (b(yoypor)(n)) aus. Es sei
v = x 0% oy Dann sind die Folgen (a,(n)), (by(n)) und (a,(n) + by (n)) konvergent und es folgt
liln;ioréf(an +bn) = nlem(a”("> +by(n)) = nlew ay(n) + nlew by(ny > lilrgioréf an + lilrgioréf bn,.
i) Analog.

iii) Wir beweisen nur die Ungleichung

lim inf ay, + limsup b, < limsup(an + bn).
n— 00 n—o00 n—oo

Wegen Satz 11-6.7 gibt es fiir jedes beliebig gewéhlte € > 0 einen Index Ni(e) und eine Teilfolge (b, (n))n>1 von (bn)
so, daf3

(*)

Vn € N: n > Ni(e) = an > liminfx_, o ar — €
Vn € Nt by (n) > limsupg_, o bx — €

Da (¢(n))n>1 strikt monoton ist, gilt fiir alle n > Ni(e) auch ¢(n) > n > Ni(e). Durch Addition der beiden
Ungleichungen in (*) folgt daher fiir alle n > Ny (¢)

Qp(n) T bypn) > l}grgioréf ap + hliisolip br — 2e.

Nun ist (agy(n) + by(n))n>1 eine Teilfolge von (an + bn), somit folgt mit Satz 11-6.8

I1-6.8
limsup(an + bn) > limsup(agy(n) + bprn)) >  liminfap + limsup b, — 2¢.
n—o0 n— oo n—oo n— oo

Wegen Korollar II-1-3.7 ist dies gleichwertig mit

lim inf ay, + limsup b, < limsup(an + by).
n—oo n— oo n—oo

Der Beweis von liminf,, o0 (an 4+ bn) < liminfy, oo arn + lim SUP,,_y o0 bn und der beiden restlichen Behauptungen sei
dem Leser als Ubung iiberlassen. ]

Bei manchen Konvergenzuntersuchungen ist folgendes Ergebnis niitzlich.

THEOREM 11-6.10. Es sei (a,),>1 C RT\ {0} und beschrinkt. Dann gilt

(%) lim inf < liminf /a, < limsup /a, < limsup nt1,

n—oo Ay n—o0 n—00 n—oo  Qn

an+1

an+41

Existiert insbesondere lim,,_

limy, 00 Van = lim,, o0 fnil

, dann ist auch (Y/an)n>1 konvergent mit
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BEWEIS. Wir zeigen nur die Ungleichung lim inf,, aZII < liminf, . y/a,. Der
Beweis der letzten Ungleichung in () verlauft analog, die mittlere wurde bereits in
Lemma II-6.5 bewiesen. Es sei liminf,,_, azzl =a > 0. Ist @ = 0, gibt es nichts zu
beweisen. Es sei also o > 0. Zu ¢ > 0 gibt es nach Satz II-6.7 einen Index N(¢) € N,
sodafl = > o —e > 0 fiir alle n > N(e) zutrifft. Eine einfache Induktion zeigt dann
die Gultlgkelt von

n—1
Ap, _ H Ait+1 > (a _ 6)n_N(€)
UN@E) N Y

d.h. von
a, > (a— 6)"_N(£)aN(€)
fiir alle n > N(¢e). Es folgt fiir « —e >0

Va, > (o —e¢) T\L/aN(E)(oz—g)—N(a), n > N(e).
Mit Hilfe der Sétze 11-6.8, Lemma I1-6.5 und Beispiel 11-3.1-iii) ergibt sich

gt /. = (o =) il {f w27

= (a—¢) lim 7\L/GN(5)(OZ —e) NE) =q—e.
%

Da ¢ > 0 beliebig wahlbar war, folgt liminf,,_,., /a, > a = liminf,_,,, = o
tiert lim,,_,o a2+1 so gilt in (%) nach Lemma I1-6.5 iiberall die Gleichheit, daraus folgt
die Behauptung. O

BEISPIEL 11-6.11. 1.) Als Anwendung zeigen wir den Grenzwert
1
n—o0 {/nl
Dies folgt aus lim,, (ni—'l), = lim,,_, n_+1 = 0 und Satz I1I-6.10.
2.) Die Folge (an)n>1 sei definiert durch a, = Z;. Es folgt =+ = (1 4+ 1)" und
mit Beispiel [1-5.4 ergibt sich lim,, ., aZZI = e. Mit Satz [1-6.10 schlielen wir dann
limy, 00 /0y = lim, o \n/Lm =e.

=0.

7. Die erweiterten reellen Zahlen und uneigentliche Grenzwerte

Die Konvergenz von Folgen wurde bisher nur fiir beschrinkte Folgen erklirt. Es ist
aber manchmal sinnvoll, auch unbeschréankten reellen Folgen einen Grenzwert zu-
zuweisen. Zu diesem Zweck ergénzen wir das System der reellen Zahlen mit zwei
verschiedenen festen Objekten, die wir mit ,,00“ (gelesen: unendlich) und ,,—oo* be-
zeichnen. Diese Objekte sind keine reellen Zahlen. Wir bilden R := RU{o0, —oc} und
nennen R erweiterte reelle Zahlen. Behilt man innerhalb von R die urspriingliche
(strikte) Ordnung bei und setzt

i) —oo < o0,



7. DIE ERWEITERTEN REELLEN ZAHLEN UND UNEIGENTLICHE GRENZWERTE 51

i) Ve e R: —o0 < < 00,

so wird damit eine strikte Ordnung auf R erklirt. Fiir die neuen Symbole gelten
folgende Rechenregeln: Es sei z € R, dann gilt

)r+oo=00+zx=12—(—00) =00,

r+(—00) = -0+ =12—00=—00.
i) >0: o0-x=z-00=00
(—o0) -2z =2-(—00) =—00
r<0: oc0-z=x-00=—00
(—o0) -z =2x-(—00) =00
ili) oo+ 00 =100, (—00)+ (—00)=—00, ©00-00 =00
Die Ausdriicke 0o 4 (—00), 0- 00, 22, ..., sind nicht definiert.
DEeFINITION II-7.1. i) Ist eine Teilmenge E C R in R nicht nach oben be-

schrdnkt, setzt man sup £/ = oo.
ii) Ist eine Teilmenge E C R in R nicht nach unten beschrinkt, setzt man
inf £/ = —o0.

Diese Definition stellt eine natiirliche Verallgemeinerung des Supremums (Infimums)
auf beliebige nicht leeren Mengen reeller Zahlen dar. Jede Teilmenge von R besitzt
also in R sowohl Supremum als auch Infimum. Da jede reelle Zahl zugleich obere und
untere Schranke fiir die leere Menge ist, erhélt man hat die merkwiirdige Konsequenz:

BEMERKUNG II-7.2. sup() = —o0, inf ) = co.

Die Definition eines Intervalls I-3.13 kann in offensichtlicher Weise auf R iibertragen
werden. Die Intervalle in R

(ga OO], [_OOJ§>

sind £-Umgebungen von oo bzw. —oo.

DEFINITION 1I-7.3. Es sei (z,)n>1 C R.
Die Folge (x,,) hat den uneigentlichen Grenzwert co (—oo) genau dann, wenn

VEERAN(EVneN:n> N =z, > €& (x, <&).

Man sagt auch, die Folge (z,) divergiert (konvergiert uneigentlich) nach oo

(—o0).

Schreibweise: limy, o0 T, = 00 ((limy, 00 T, = —00)

Eine unmittelbare Folge dieser Definition ist folgende Erweiterung des Monotoniekri-
teriums Satz 11-5.2.
THEOREM I1-7.4. Jede monotone Folge in R hat einen Grenzwert in R.

Wegen Definition I1-7.1 ist folgende Vereinbarung sinnvoll:
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DEFINITION 1I-7.5. Es sei (2,)n>1 C R.

(1) limsup,, ., T = 0 B:)f (xy,) ist nicht nach oben beschrinkt
e

(2) liminf, o z, = —00 l()i) () ist nicht nach unten beschrinkt
&

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dal den Regeln fiir das Rechnen mit den
Symbolen oo, —oo Regeln fiir die Grenzwerte von Folgen in R entsprechen, wel-
che nach oo bzw. —oo divergieren. Es gelte beispielsweise lim,, ,,, x, = * € R und
limy, oo ¥ = 00. Zu £ € R gibt es Indices N; und Ny(§) so,daB |z, — x| < 1 fiir
n> Ny und y, > £+ 1 —z fir n > Ny(&) gilt. Fiir n > max{Ny, No(£)} folgt daher
Ty +Yn > —14+&+1—2 = ¢ Somit konvergiert die Folge (x,, + y,,) uneigentlich
gegen co. Dies entspricht der Regel x + 0o = co. Auf analoge Weise konnen auch die
iibrigen Regeln interpretiert werden. Divergieren die Folgen (z,) und (y,) gegen oo,
so kénnen die Folgen (z, — yx), (3*) ein recht unterschiedliches Verhalten aufweisen:

BEIsPIEL 11-7.6.

1) z,=+vn+1—+/n, lim,, oo 2, = 0

i) y,=n—n? lim,, o0 Yy, = —00
iii) 2, = 7, lim, o0 2, =0
- ot - 1
1V) Wy = T n2 hmn—)oo Wy, = 2

Entsprechendes gilt auch fiir (z,y,), falls lim, ,, 2z, = 0 und lim,, o ¥, = 00. Den

Ausdriicken der Form oo — oo, i% und 0 - (£o00) kann somit a priori kein sinnvoller

Wert zugewiesen werden. Mann nennt sie deshalb auch unbestimmte Ausdriicke.

8. Doppelfolgen

DEFINITION II-8.1. Eine Abbildung z: N x N — C heifit Doppelfolge komplexer
Zahlen. Anstelle von x(n,m) schreibt man x,,,, entsprechend bezeichnen wir eine

Doppelfolge mit (Zpm)nm>1-

Ein grofler Teil der elementaren Theorie der Konvergenz einfacher Folgen 148t sich
ohne groBe Anderungen auf Doppelfolgen iibertragen. Wir beschriinken uns daher auf
die Darstellung einiger charakteristischer Unterschiede. Vorerst legen wir jedoch fest,
was wir unter dem Grenzwert einer Doppelfolge verstehen:

DEFINITION 1I-8.2. Es sei (Zpm)nm>1 C C eine Doppelfolge und o € C.
(Tpm )nm>1konvergiert gegen o ﬁfVe >03N(e) e NVn,meN:
€
n>N(E)Am > N(e) = |xum —al <e.
Man schreibt 1im,, ;00 Tpm = v

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes, falls er existiert, 148t sich genauso wie in Satz I1-
2.7 zeigen. Ebenso lassen sich die Rechenregeln fiir konvergente Folgen aus Abschnitt 2
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auf Doppelfolgen iibertragen. Es gilt auch ein Cauchy-Kriterium, welches wir ohne
Beweis notieren:

THEOREM I1-8.3. Eine Doppelfolge (Znm)nm>1 C C ist genau dann konvergent, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist, d.h. wenn

Ve > 03dN(e) Yn,m,r,s € N:n,m,r,s > N(€) = |Tpm — Tps| < €.

Oft ordnet man die Glieder einer Doppelfolge (z,,,) in einem Rechteckschema an,

r11 T2 -.- Tim-.. — 51

To1 Tog ... Toym... — 52

Tpl Tp2 oo Tpm... —> &g
o \J

mo 2 - Nm---

und nennt den ersten Index von z,,, entsprechend Zeilenindex, den zweiten Index
Spaltenindex. Es wird deutlich, dal man (x,,,) zumindest auf zwei Weisen als Fol-
ge von Folgen betrachten kann: Einerseits kann man die Folgen in den Zeilen des
obigen Schemas betrachten. Falls diese Folgen konvergieren, fiir alle n € N sei etwa
limy, 00 Trnm = &n, dann kann man auch die Folge (§,),>1 auf Konvergenz untersu-
chen. Es existiere £ = lim,, , &,, & ist dann gegeben durch

€= lim ((lim x,,)

n—oo m—0oo

und man nennt ¢ den zeileniterierten Grenzwert der Doppelfolge (z,,,). Anderer-
seits kann man die Folgen in den Spalten des Rechteckschemas betrachten. Bezeichnet
man mit 7, = lim, oo Tpy, und mit 7 = lim,, o 7, (soferne diese Grenzwerte exis-
tieren), gelangt man zum spalteniterierten Grenzwert 7 der Doppelfolge (x,,,),

n = lim (lim 2,,).

m—0o0 nN—oo

Einer Doppelfolge (z,,,) kann man also auf natiirliche Weise drei charakteristi-
sche Groflen zuordnen: Ihren Grenzwert x = lim,, ;o0 Tnm, den man der Deutlich-
keit halber manchmal auch als Doppellimes bezeichnet, und die beiden iterierten
Grenzwerte. Natiirlich stellt sich die Frage, wie diese Groflen zusammenhéngen. Wir
demonstrieren an einem Beispiel, dal ohne Zusatzbedingung kein Zusammenhang zu
erwarten ist.

BEeIspIEL 11-8.4. 1) 2y, = (—1)m+”(% + %) Es existiert lim,, o0 Tnm = 0, aber es
existiert keiner der beiden iterierten Grenzwerte, da etwa fiir jedes n € N die Folge
(Tpm)m>1 divergiert. Die Existenz des Doppellimes impliziert also nicht die Existenz

der iterierten Grenzwerte.

2) Tppm = (—1)7”(% + %) Es gilt wieder limy, oo Tnm = 0. Fir jedes m €
N ist nun aber limg, o0 Zpm = (—1)"lim,eo(x + &) = (=1)"+ und somit

limy,, o0 (limy, o0 Tpm) = 0. Der zeileniterierte Limes existiert nicht.
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3) Tpm = % Halten wir n € N fest, dann gilt lim,, ,o Zn,, = 0 und somit auch
lim,, oo (limy, 00 Tp) = 0. Aus Symmetriegriinden gilt lim,, o (limy, o0 Tpm) = 0.
Die beiden iterierten Grenzwerte existieren und sind gleich, trotzdem existiert der

Doppellimes nicht: Fiir alle n € N ist ndmlich z,, = % und z, 9, = %, das Cauchy-
Kriterium II-8.3 kann nicht erfiillt werden.
4) Tpm = % + % In diesem Falle existieren alle drei Limiten und sind gleich Null.

THEOREM 11-8.5. Es sei (Tpm)nm>1 C C eine konvergente Doppelfolge. Ezistiert fiir
jedesn € N der Zeilenlimes &, = lim,,, o0 Tpm, dann existiert der zeileniterierte Limes
limy, oo (iMoo T ) und es gilt
lim 2., = lim ((lim z,,).
n,m—0o0 n—oo m—oQ

BEWEIS. Aus der Existenz des Doppellimes x schlieBen wir fiir jedes € > 0 auf
einen Index N(¢), sodaB |z, — x| < ¢ fiir alle n,m > N(e) gilt. Nach Korollar 11-4.5
kann man in dieser Ungleichung den Grenziibergang m — oo durchfithren und erhéalt
fiir alle n > N (e)

|£7”L - .CU‘ S &,

d.h.

lim &, = lim ( lim z,,) = .
n—o0 n—,oo m—oo

O

Dieser Satz zeigt, dafl bei einer konvergenten Doppelfolge die iterierten Limiten nur
dann nicht existieren kénnen, wenn die entsprechenden ,inneren* Limiten nicht exis-
tieren. Genauer gilt

KOROLLAR II-8.6. Es sei (Zym)nm>1 C C eine konvergente Doppelfolge. Existieren
fiir alle n,m € N die einfachen Grenzwerte

&= lim x,,, und 7y, = lm 2,
m—00 n—oo

dann existieren auch die beiden iterierten Grenzwerte und es gilt

lim 2., = lim (lim z,,) = lim (lim x,,,).
n,m—)oo n—,oo m—oQ m—o0 nN—o0
Wir untersuchen nun das letzte Beispiel in 11-8.4 etwas genauer: Fiir jedes n betrachten
wir die Zeilenfolge m — x,,,. Es gilt lim,, o Tpm = %, denn |z, — %| = % Zu
einem beliebigen ¢ > 0 wéhlen wir Ny € N mit Ny > % Fiir alle n € N folgt dann
|Trm — %| = % < NLO < ¢ soferne m > Ny. Wir erkennen, dafl fiir jede Zeilenfolge
derselbe Index Ny gewahlt werden kann, um den Approximationsfehler unter eine
vorgegebene Toleranzgrenze zu driicken. Die Moglichkeit einer gleichméfiigen Wahl
von Ny erlaubt es auch, aus der Existenz eines der iterierten Limiten auf den im

allgemeinen komplizierter zu berechnenden Doppellimes zu schliefen.

DEFINITION II-8.7. Es seien A # 0 eine Indexmenge und {(zn))n>1: A € A} eine
Familie konvergenter Folgen komplexer Zahlen, d.h. fir alle A € A existiert x, € C
mit Ty = lim, 00 Tp-
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Die Folgen (z,)) konvergieren gleichmdf$ig beziiglich X € A gegen x l():)f
€

Ve >03dN(e) e NVA€ AVn e N:n > N(e) = |z, —xa| < e.

LEMMA II-8.8. (Zpm)nm>1 C C sei eine konvergente Doppelfolge. Falls fiir alle n € N
der Zeilenlimes &, = lim,, oo Tnm existiert, dann sind die Zeilenfolgen (Tpm)m>1,
n € N, gleichmafig konvergent beziiglich n.

BEWEIS. Wegen der Existenz des Doppellimes x = lim,, ;5,00 s, €xistiert fiir alle
e > 0 ein Index Ny(e), sodaB fiir alle n,m > Ny(e)
() |Tpm — x| < €

zutrifft. Da aber auch fiir jedes n € N der Zeilenlimes &,, = lim,,, o Ty, existiert, kann
man in (*) den Grenziibergang m — oo durchfithren und erhélt nach Korollar 11-4.5
fiir alle n > Ny(e)

|€n - IE| <e.
Somit folgt fiir n,m > Ny(e)
(xx) |Zpm — &nl < |Tpm — x| + |2 — &] < 2e.
Es konvergieren auch die Zeilenfolgen mit n = 1,..., Ny(¢) — 1. Da es sich nur um

endlich viele Folgen handelt, gibt es einen Index Ni(¢g), sodafl

|xnm - §n| <€
fir m > Ny(e) und n = 1,...,Ny(e) — 1 zutrifft. Setzt man nun N(e) =
max{Ny(¢), N1(e)}, so gilt (xx) fiir alle n € N und fiir alle m > N(e). O

Dieses Lemma zeigt, dafl unter der Voraussetzung der Existenz der Zeilenlimiten, die
GleichmafBigkeit ihrer Konvergenz eine notwendige Bedingung fiir die Existenz des
Doppellimes ist. Im folgenden Satz wird gezeigt, dafl umgekehrt diese Bedingung die
Vertauschbarkeit von Zeilen— und Spaltenlimes sicherstellt.

THEOREM I1-8.9 (Iterierte Grenzwerte). Ezistieren fir alle n,m € N die einfachen
Grenzwerte

&= lim x,, und 7, = lim z,,
m—00 n—oo

einer komplexen Doppelfolge (Tpm)nm>1 und ist die Konvergenz mindestens einer der
beiden Familien von Folgen gleichmdf$ig, so existieren sowohl beide iterierte Grenz-
werte, als auch der Doppellimes und es gilt
lim 2., = lim (lim 2,,) = lim (lim x,,).
n,m—0o0 n—oo m—oo m—0o0 nN—oo

BewEIs. Wir nehmen an, die Konvergenz der Zeilenfolgen (2, )m>1,n € N, gegen
&, sei gleichmifig, d.h. fiir jedes ¢ > 0 gibt es einen Index N(¢), sodafl fiir alle
m > N(e)

’xnm - gn’ <e€

fur alle n € N gilt. Wir zeigen, da die Folge (&,),>1 eine Cauchy-Folge ist. Wir
wihlen einen festen Index ¢ > N(g). Da nach Voraussetzung auch die Spaltenfolge
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(ng)n>1 konvergiert, also eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu dem bereits gewéahlten
einen weiteren Index K = K (e, q) > N(e), sodaB |x,, — x| < ¢ fur alle r, s > K gilt.
Somit folgt fiir r, s > K (e, q)

& — &l S & — Trgl + |rg — @sq| + [T5g — & < 3e.
Die Folge (&,)n>1 ist also eine Cauchy-Folge und somit konvergent:

lim ( lim x,,) = lim &, = x.
n—oo Mm—0oo n—oo

Es existiert also der zeileniterierte Limes. Wir zeigen nun die Existenz des Doppelli-

mes. Wegen der Konvergenz von (&,,) gibt es zu jedem ¢ > 0 einen Index M (¢), sodal

|z — &,| < e fiir alle n > M(e) zutrifft. Setzt man N () = max{M(e), N(¢)} ergibt

sich fiir n,m > N(¢)

|xnm —ZL” S |xnm _§n| + |§n —l’| < 25:

d.h.
lim ., = .
n,Mm—00
Die Existenz des spalteniterierten Grenzwertes und dessen Gleichheit mit dem Dop-
pellimes folgt aus Satz I1-8.5. U

9. Reihen

Das Paradozon des ZENON VON ELEA (495 — 485 v.Chr.): Fin Ldiufer, der eine
konstante Geschwindigkeit einhdlt, kann niemals das Ende der Rennbahn erreichen.
Zenon argumentiert, der Laufer miisse ja zuerst die Hélfte der Strecke, dann die Hélfte
der zweiten Hélfte, dann die Hélfte des verbleibenden Viertels, u.s.w, zuriicklegen. Der
Laufer muf} also unendlich viele Teilstrecken durchlaufen, fiir welche er jeweils eine
bestimmte Zeit benotigt. Somit kann der Laufer sein Ziel nie erreichen.

Nehmen wir an, der Liufer benétige fiir die erste Hélfte der Rennstrecke gerade eine
Zeiteinheit. Das Durchlaufen des néchsten Viertels erfordert eine weitere halbe Zeit-
einheit, das anschlieBende Achtel der Strecke wird in der néchsten viertel Zeiteinheit
zuriickgelegt. Die Bewaltigung der ersten n Teilstrecken erfordert also

1 1 2 n—1
tn—1+2+(2) + - (5)

Zeiteinheiten. Zenon, der den Begriff des Grenzwertes noch nicht kannte, war also
offensichtlich der Ansicht, die ,,Addition“ unendlich vieler Zeitintervalle, auch wenn
diese immer kleiner werden, miisse eine unendlich grofle Zeitspanne ergeben. Wir
konnen das Paradoxon kliaren, da wegen Lemma II-1-4.23 die Laufzeit fiir n Teil-

strecken durch .

tn —9_ (§>n71
gegeben ist und somit die Gesamtlaufzeit T' = lim,, , t, = 2 Zeiteinheiten betrigt.
Dieses Beispiel zeigt auch, wie das Aufsummieren von ,,unendlich® vielen Summanden

prézisiert werden kann.
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DEFINITION II-9.1. Es sei X ein normierter Raum, (a)g>1 eine Folge in X.

i) S, => 1 ar, n €N, heifst n-te Partialsumme der Folge (ay).

ii) Die Folge der n-ten Partialsummen (Sy,)n,>1 heifst unendliche Reihe. An-
stelle von (Sp)n>1 schreibt man > ;- | ai. Man nennt a), das k-te Glied der
unendlichen Rethe.

iii) "7, ax heifst konvergent (divergent) , wenn die Folge der Partialsummen
(Sp)n>1 konvergiert (divergiert). Man nennt den Grenzwert der Partialsum-
menfolge Summe (Grenzwert) der Reihe Y p- | ax.

Wir stellen fest, dafi das Symbol )", a, eine zweifache Bedeutung besitzt: Es be-
zeichnet einerseits die unendliche Reihe und andererseits, im Falle der Konvergenz,
auch deren Grenzwert. Wir betonen nachdriicklich, dal die Summe einer konvergen-
ten Reihe nicht als Ergebnis simultanen Aufsummierens unendlich vieler Summanden
zu verstehen ist, sondern durch den Grenzwert der Folge der Partialsummen bestimmt
ist. Die Reihenfolge der Reihenglieder geht also ganz wesentlich in die Definition der
Summe einer Reihe ein (der Wert jeder einzelnen Partialsumme ist natiirlich un-
abhéngig von der Reihenfolge ihrer Summanden). Wir kénnen somit viele Ergebnisse
fiir Folgen unmittelbar auf Reihen {ibertragen. Beispielsweise kann man Satz [1-2.10
in Rechenregeln fiir konvergente Reihen iibersetzen.

THEOREM 11-9.2. Es seien Y - an, » o b, konvergente Reihen in X und X € K.
Dann konvergieren auch die Reihen .~ Aa, und Y (a, + by). Ferner gilt

) 2 Adn = A3 an,

i) oosi(an +0n) = 3207 an + 320 ba.

Aus der Definition folgt unmittelbar eine niitzliche notwendige Konvergenzbedingung;:

THEOREM I1-9.3. Es sei (a,),>1 eine Folge in X. Wenn die Reihe Y .- | a,, konver-
giert, dann gilt lim,_,. a, = 0.

BEWEIS. Wegen der Konvergenz der Reihe existiert lim,, ., S,,. Die Behauptung
folgt nun aus lim,,_, a, = lim, o (Sp+1 — S,) = 0. O

THEOREM I1-9.4 (Cauchykriterium). FEs sei X ein vollstandiger, normierter Raum
und (an)n>1 C X. Die unendliche Reihe Y > | a, konvergiert genau dann, wenn fol-
gendes gilt:

(%) V€>OE|N(5)ENVn,mEN:nzmzN(s)éHZ akH<5.
k=m+1
Fiir n = m gilt wegen unserer Konvention iiber leere Summen  ,_ ax=0.

o0

BEWEIS. Da X vollstindig ist, konvergiert die unendliche Reihe > | a,, genau
dann, wenn (.S,) eine Cauchy Folge ist. Dies ist gleichwertig zu: fiir jedes ¢ > 0
existiert ein Index N(g), sodaB fiir alle n,m > N(¢) und n > m

HSn _SmH = HZ“k_ZakH = H Z a’fH <€
k=1

k=1 k=m+1
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zutrifft. O

Als Folgerung zeigen wir nun, daf aus der Konvergenz von ), ||a,|| die Konvergenz
von »_ > a, folgt.

KOROLLAR I1-9.5. Es sei (a,,)n>1 eine Folge in einem vollsténdigen, normierten Raum
X.
Konvergiert die Reihe > 7| ||la, ||, dann ist auch >~ | a, konvergent.

BEWEIS. Bezeichnen wir mit S,, = Y, ax und T,, = >, |lax||, folgt die Be-
hauptung mit Hilfe der Dreiecksungleichung (es sei n > m)
150 = Sl =1 D arll < > Nall = T = Tall,
k=m+1 k=m+1
und dem Cauchy-Kriterium. 0
BEMERKUNG I1-9.6. Fiihrt man in () den Grenziibergang n — oo durch, ergibt sich

eine weitere notwendige Konvergenzbedingung;:

o0

Zan ist konvergent = Ve > 03N(g) € NVm > N(e): || Z a]| <e.

n=1 k=m+1

Wir betrachten nun den Prototyp einer divergenten und einer konvergenten Reihe.

THEOREM 11-9.7 (Harmonische Reihe).  Y°°° L ist divergent.

n=1n

BEWEIS. Es sei S, = >"p_; &, n € N. Wir zeigen
1
(%) Vn € N: SQnZﬁ(n+2),

somit ist (S,)n,>1 unbeschrinkt und daher divergent. Den Nachweis von (x) fithren
wir mit Hilfe vollstindiger Induktion. Es ist Sy = 2. Mit Hilfe von Syn > 1(n + 2)
schétzen wir Spn+1 folgendermaflen ab

2n+1 2n+1
Sgn+1 Sgn+ Z 5?7/4‘2 + Z 2n1
k= 2”+1 k=27+1

1
:§m+ay+TW4@“1—@"+n+J)

1 1 1
2(n—|— )+2 2(n+3)
m

Da (S,) monoton wichst, kénnen wir der Reihe > 7 2 1 5 den uneigentlichen Grenz-
wert oo zuweisen. Das Beispiel der harmonischen Relhe zeigt, dal die notwendige

Konvergenzbedingung aus Satz [1-9.3 nicht hinreichend ist.

THEOREM 11-9.8 (Geometrische Reihe). Es sei z € C. Die Reihe Y 2" konvergiert
gegen die Summe - genau dann, wenn |z| < 1.
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BEwEIS. Nach Lemma II-1-4.23 ist die n-te Partialsumme gegeben durch
1 -zt
Sp = :
Z i

Ist |z| < 1, folgt weiter aus den Satzen I1-3.3 und 1I-4.1

1 —limz" 1
lim S, = = :
o 1—2 1—-=2
Fiir |z] > 11ist |2"| > 1. Somit ist nach Satz 11-9.3 > 77 /2™ divergent. O

10. Reelle Reihen mit nicht negativen Gliedern

Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind auch bei Konvergenzuntersuchungen beliebi-
ger komplexer Reihen niitzlich. Wir bemerken, dafl sich die Diskussion der bloflen
Konvergenz von Reihen mit den Mitteln dieses Kapitels meist relativ leicht bewerk-
stelligen 148t, wesentlich schwieriger, oft sogar unmoglich, ist es, die Summe einer
Reihe zu ermitteln.

THEOREM II-10.1. (a,)n>1 C RT. Die Reihe Y~ | a, konvergiert genau dann, wenn
die Folge (Sy)n>1 der Partialsummen beschrankt ist.

BEWEIS. Wegen (a,) C R* ist die Folge (S,,) monoton wachsend, d.h. fiir alle

n € Ngilt S,, < .5,41. Die Behauptung folgt nun aus dem Monotoniekriterium Satz I1-
5.2. O

THEOREM I1-10.2 (Vergleichskriterium). Es seien (a,)n>1, (by)n>1, reelle Folgen und
es gelte 0 < a,, < b, fiir alle n € N. Dann folgt
i) >0 by ist konvergent = > a, ist konvergent.
Man nennt die Reihe Y | by, eine konvergente Majorante fir >~
i) >, ay ist divergent = Y | by, ist divergent.

Man nennt die Reihe Y -, an eine divergente Minorante )~

Ay,

by,.

BEWEIS. Wir bezeichnen die n-ten Partialsummen von ) .-, a; mit A, und von
> rey by mit B,. Es folgt

(*) An:iakgibk:B
k=1 k=1

Beide Folgen (A,,) und (B,) sind monoton wachsend. Konvergiert die Reihe .- | by
so ist die Folge (B,,) und folglich auch (A,) beschriankt. Daraus folgt die Konvergenz
von Yy p- . a mit Satz I1-10.1. Ist die Reihe )"/ a) divergent, so ist die Folge (A,)
und wegen (%) auch (B,) unbeschriankt. Die Reihe > /7, by, ist somit divergent. O

BEMERKUNG 1I-10.3. 1.) Da die Konvergenzeigenschaften einer Reihe nicht vom Ver-
halten endlich vieler Glieder abhéngen, geniigt es, wenn die Voraussetzung 0 < a,, <
b,, erst ab einem bestimmten Index N > 1 zutrifft.

2.) Einer divergenten Reihe ) 7, @, mit nicht negativen Gliedern kann man auf
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Grund der Ausfithrungen in Abschnitt 7 den uneigentlichen Grenzwert oo zuwei-
sen. Man sagt, die Reihe divergiere (aber nicht: konvergiere) nach oo und schreibt
D net n = 0.

3.) Es sei (an)n>1 € C und > 7 b, eine konvergente Majorante fiir die Reihe
> lay|. Dann ist auch > 7 a, konvergent.

THEOREM I1-10.4 (Verdichtungskriterium nach Cauchy). Es sei (a,)n>0 €ine mono-
ton fallende Folge nicht negativer Zahlen. Die Reihe Y- a, konvergiert genau dann,
wenn die ,verdichtete Reihe Y~ 2" asm konvergiert.

(Wir beginnen die Indizierung der Reihenglieder mit 0, um die Darstellung des Be-
weises etwas zu vereinfachen.)

BEWEIS. Wir nehmen zuerst an, es konvergiere die Reihe Zio:o an. Wegen any1 < an, n € N, ergibt sich fir
m €N

m
Z agn = *al + a4 2a4 + 4ag + - + 2™ Lagm

l\J\»—l

<a1+az2+ (a3 +aq) + (a5 +as + a7 +ag) + -+
+ (agm-141 + @gm-1,9 + - +agm) < Zan.

Mit Hilfe des Monotoniekriteriums ergibt sich die Konvergenz der verdichteten Reihe Y °° ;2"aon. Es konvergiere
nun die Reihe 3777 2"aon. Fiir m € N sei k € N so gewéhlt, daB 2k > m gilt. Es folgt fiir die m-te Partialsumme

von Y o an
m
Zan <ap+ai+(a2+a3)+ (asa+as+as+ar)+...
n=0
+ (agr +ageyq + -+ agkt1_q)

oo
§a0+a1+2a2+4a4+-~+2’“a2k Sao+z2ka2k.

Das Monotoniekriteriums sichert nun die Konvergenz von Y 77 an. Beide Teile des Beweises stiitzen sich auf die
Tatsache, da8 in [2F 4 1,251 NN genau 2* natiirliche Zahlen liegen. O

THEOREM II-10.5. Es seis € Q. Y >, # konvergiert genau dann, wenn s > 1.

BEWEIS. Fiir s < 0 ist (=) nicht konvergent und somit die Reihe Y ° | -L nach
Korollar I1-9.3 divergent. Es sei also s > 0. Nach Satz II-10.4 ist >~ , # konvergent
genau dann, wenn

- n 1 - —Ss)n
R T
n=1 n=1

konvergiert. Die geometrische Reihe Y 7 2(1=9)" konvergiert nach Satz 11-9.8 genau
dann, wenn 2'7% < 1. Dies ist wegen Satz II-I-7.11 gleichbedeutend mit s > 1. U

Die Giiltigkeit dieses Satzes wird spéter auf alle s € R ausgedehnt.

In vielen Féllen ist es schwierig, eine konvergente Majorante bzw. eine divergente
Minorante fiir eine Reihe zu finden oder es ist nicht klar, ob nach einer konvergenten
Majorante oder einer divergenten Minorante gesucht werden soll. In solchen Fillen
kann das Grenzwertkriterium hilfreich sein.
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THEOREM I1-10.6 (Grenzwertkriterium). Es seien (an)n>1, (bn)n>1 Folgen positiver
reeller Zahlen.

i) Ist lim 4= = < oo und ) 7 b, konvergent, dann konvergiert auch ) 77 ay.

i) Ist hm 3= >0 und 27 | by, divergent, dann divergiert auch 7 | a

BEWEIS. i) Es sei hm = < 3 < oo. Nach Satz I1-6.7 gibt es Ny € N, sodafl 3= < 3
gilt fiir alle n > Nj. Som1t folgt a,, < (b, fir n > Ny. Die Konvergenz von Zn:
zieht nun die Konvergenz von Y | a, unter Berufung auf das Vergleichskriterium
Satz 11-10.2 nach sich.

ii) Es sei lim§* > a > 0 und Y 7, b, divergent. Nach Satz I11-6.7 gibt es N, € N,
sodall 7% > « zutr1fft fir alle n > N1 Es folgt a,, > ab, > 0 fiir n > N; und wieder
mit Hllfe des Vergleichskriteriums die Divergenz von Y >~ | ay. 0

Wir demonstrieren die Anwendung des Grenzwertkriteriums an einem Beispiel:
BEISPIEL 11-10.7. Y7, —W ist konvergent.

BEWEIS. Wegen v/n+1 —/n = \/T+++\/ﬁ verhélt sich das n-te Glied der Reihe

fiir grole n wie (man sagt dafiir auch n ist ,asymptotisch gleich®) %n_%. Dies legt

nahe, als einfachere Vergleichsreihe )7 n=% zu wihlen. Wegen Satz 11-10.5 ist diese
Reihe konvergent und aus

oo _VAFT-VE i /i

folgt lim,, o Z—: = 5 und mit Hilfe von Satz I1-10.6 auch die Konvergenz der ur-

spriinglichen Reihe. U

=

n

11. Alternierende Reihen

Wir wenden uns nun einer wichtigen Klasse von Reihen zu, nédmlich jenen, deren
Glieder reell und abwechselnd positiv und negativ sind. Solche Reihen nennt man
alternierend.

THEOREM II-11.1 (Leibniz Kriterium). Es sei (a,),>1, eine Folge reeller, nicht ne-
gativer Zahlen. Gilt dariber hinaus
i) Vn € N: apq1 < ay,
i) limy, o0 a, =0,
dann ist die alternierende Reihe y . (—1)"*ta, konvergent.
BEWEIS. Es sei S, = >,_,(—1)fa;. Wir zeigen, daB die Folgen der gera-

den und ungeraden Partlalsummen konvergieren und ihre Grenzwerte gleich sind,
d.h. lim,, o So, = lim, oo So, 1 = 5. Daraus folgt die Konvergenz der Reihe und
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S (=1)"*'a, = S (Ubung). Fiir n > 1 gilt

n=1

Sont2 — Son = —opt2 + A2p41 > 0
Sont2 — Sopy1 = —A2p42 <0

52n+1 — Sop—1 = A2p41 — Q2p < 0,
somit folgt
(%) Sy <o < S < Sopaa < G941 < Sp-1 < oo <5

Die Folge (S2p,)n>1 ist daher monoton wachsend und nach oben beschrénkt (durch S;),
(S2n+1)n>0 ist monoton fallend und nach unten beschréankt (durch Sy). Nach dem Mo-
notoniekriterium Satz I1-5.2 existieren die Grenzwerte lim,,_,o, Sa,, und lim,, ., So,_1.
Aus Sy, = Sa,_1 — asg, folgt die Gleichheit der Grenzwerte. O

Aus den Ungleichungen (x) lassen sich auch Schranken fiir den Fehler ableiten, der
sich ergibt, wenn man eine alternierende Reihe durch die n-te Partialsumme approx-
imiert: Es stellt sich heraus, dafl der Betrag des Fehlers nicht grofler sein kann, als
der Betrag des ersten vernachléssigten Gliedes der Reihe.

KOROLLAR II-11.2. 3> (—1)"*!q, erfiille die Voraussetzungen des Leibniz Krite-
riums und es sei S, = Y p_ (—1)"ay, S = Y7, (—1)"a;. Es gilt dann fiir alle
n € N:

0<85 -9, <as,r1und 0 < S5,11 — 5 < agyyo.
BEWEIS. Aus (%) folgt fiir alle n € N:
Son <8 < Sopya.
Subtrahiert man in dieser Ungleichungn Ss,,, erhélt man
0< S — 95, < Sopy1 — So = Qo1

Die zweite Fehlerabschéitzung folgt durch Subtraktion von Sy, 1 von Sg,,0 < S <
Sont1 -

O

BEISPIEL II-11.3. (Alternierende harmonische Reihe, Leibniz Reihe) > 07 (—1)"*+!4
ist konvergent. Der Nachweis der Konvergenz der alternierenden harmonischen Reihe
ist eine einfache Anwendung des Leibniz Kriteriums. Wir konnen allerdings noch
nicht ihre Summe bestimmen. Wir werden spéter sehen, dal >0 (—1)"*'L =In2 =
0.693147 .... Diese Reihe konvergiert sehr langsam gegen ihre Summe. Korollar II-
11.2 zeigt, dal wir bei Vernachlissigung von Rundungsfehlern 10¢ Glieder der Reihe
beriicksichtigen miiften, um ihre Summe bis auf einen Fehler von 10~% berechnen zu

konnen. Dieses Beispiel zeigt auch, dafl die Umkehrung von Satz I1-9.5 nicht gilt.
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12. Absolute und bedingte Konvergenz von Reihen

DEFINITION 1I-12.1. Es sei (ap)n>1 C C.
i) Die Reihe " | a, heifit absolut konvergent ﬁf
€

>0 | |an| ist konvergent.

ii) Die Reihe Y > a, heifit bedingt konvergent <:e>f

Y | ay ist konvergent aber nicht absolut konvergent.

Nach Satz Satz 11-9.5 ist jede absolut konvergente Reihe auch konvergent. Bei reellen
Reihen mit nicht negativen Gliedern sind die beiden Begriffe absolute Konvergenz und
Konvergenz natiirlich identisch. Die alternierende harmonische Reihe ist ein Beispiel
einer bedingt konvergenten Reihe. Jeder Test aus Abschnitt 10 kann zur Untersu-
chung der absoluten Konvergenz herangezogen werden. Wir ergénzen nun diese Liste
mit zwei weiteren Konvergenzkriterien. Allerdings ist man mit beiden Tests nur dann
in der Lage, die absolute Konvergenz einer Reihe festzustellen, wenn sich diese asym-
ptotisch wie die geometrische Reihe verhalt. Auf Divergenz kann man mit diesen
Tests nur bei Reihen schlieffen, die ohnehin die notwendige Konvergenzbedingung
Korollar I1-9.3 verletzen.

THEOREM 11-12.2 (Wurzelkriterium). Es sei (a,)n>1 C C und

p = mn—>oo n\/ |a'n|

Dann gilt
i) Die Reihe >
ii) Die Reihe Y7

Fiir p =1 st keine Aussage maglich.

ay,, ist absolut konvergent, falls p < 1.
a,, divergiert, falls p > 1.

n=1

n=1

BEWEIS. i) Es sei p < 1 und 5 € (p,1). Nach Satz 11-6.7 gibt es einen Index
N(B) € N, sodaB {/|a,| < B, d.h. |a,| < B" fiir alle n > N(f) zutrifft. Die Reihe
> | |an| konvergiert daher nach Satz I11-9.8 und dem Vergleichskriterium.

ii) Es sei nun p > 1. Wegen Satz I1-6.7 gilt dann {/|a,| > 1 und somit |a,| > 1 fiir
unendlich viele n € N. Die Folge (a,) kann daher nicht nach 0 konvergieren. Somit
ist die Reihe Y ° | a, nach Korollar I11-9.3 divergent. O

Das Wurzelkriterium ermoglicht es aber, nicht nur die Konvergenz, sondern auch die
Konvergenzgeschwindigkeit festzustellen:

KOROLLAR 1I-12.3. Fiir die Folge (a,)n>1 C C seien f € (0,1) und N(5) € N so
gewdhlt, da {/|a,| < § fiir alle n > N(f) gilt. Dann 148t sich der Fehler zwischen
der n-ten Partialsumme S, = > 7, a; und der Summe S = ) ;- a; abschétzen

durch
5n+1

|S — S|<
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Beweis. Fir m > n > N(f) findet man

|Sn_Sm| - |an+1 ++am| S Z |ak‘
k=n+1
571—}—1
< Z 5k</8n+1ZBk

- B
Die behauptete Abschéitzung folgt nun aus limm_m S, = S und Korollar 1I-4.5. [

k=n+1

THEOREM II-12.4 (Quotientenkriterium). Es sei (a,)n>1 C C\ {0}. Dann gilt
i) Die Reihe Y7 | ay ist absolut konvergent, falls E,Hoo‘“lg:‘l' <1.
ii) Die Reihe Y | a, divergiert fir lim lansal

====mn— 00 \(ln\

Falls llmnﬁm“z‘gz‘ll > 1 und hmnﬁoo‘a‘gz‘ll < 1 ist keine Aussage mdglich.

BEWEIS. Satz 11-6.10 und Wurzelkriterium. [l

KOROLLAR II-12.5. Es sei (a,)n,>1 C C, 8 € (0,1) und N(5) € N so, dafl % <pB<
1 fur alle n > N(p) gilt. Dann 148t sich der Fehler zwischen der n-ten Partialsumme
w =D p_q G und der Summe S =Y 77| a; abschiitzen durch

B
1—-p
BEWEIS. Fiir alle k € Nund n > N(3) gilt |an4x| < 8%|a,|. Somit erhilt man fiir
alle m >n > N(p)

lanl, n > N(B).

m—n m—n
‘Sm - Sn| < |an+k| < ﬁ ‘an| < 6|an|
k=1 k=1
Die Behauptung folgt nun wie im Beweis von Korollar 11-12.3. U
BEMERKUNG II-12.6. (1) Die strikten Ungleichungen im Wurzel- und Quotientenkriterium kt’)nnen nicht zu

1 und die

< abgeschwicht werden. Als Beispiel betrachten wir die divergente harmonische Reihe > 72 | -

konvergente Reihe >0

=1 77127 fiir welche jeweils limy 00 ¥/an = limp 00 % =1 gilt.

(2) Der Beweis des Quotientenkriteriums zeigt, dafl jede Reihe, auf die das Quotientenkriterium anwendbar
ist, auch mit dem Wurzelkriterium untersucht werden kann, obgleich die Rechnung dann erheblich kom-
plizierter sein kann. Das Wurzelkriterium ist tatséchlich umfassender als das Quotientenkriterium, wie die
folgenden beiden Beispiele zeigen:

(3) Essei > ol an mit an, = 27", falls n gerade ist, und a, = 37", falls n ungerade ist. Aus > an < >, 27"

folgt die Konvergenz der Reihe. Es gilt lim Ya, = % < 1 und lim "+1 = limp—oo a;jil =
2n—1
limy o0 32% = o0o. Das Wurzelkriterium deckt also im Gegensatz zum Quotlentenkriterium die Kon-

vergenz der Reihe auf. Dies zeigt auch, da lim in II-12.4-ii) nicht durch lim ersetzt werden kann. Man
beachte ferner

22n 1 2
An+1 — lim a2n+1 .

lim = ———=— lim (3)*" =0.
nooo On n—oo  qaop n—oo 32n+1 3n—co' 3

(4) Es sei nun Z ~ 1 an mit ap = 2™ falls n gerade ist, und a, = 277, falls n ungerade ist. Die Reihe ist

n+1

natiirlich divergent. Ferner gilt lim ¥a, = 2 und lim = limp— oo i"*'l = 0. Wiederum ist das

Waurzelkriterium erfolgreicher als das Quotlentenkrlterlum Ferner gilt lim Va, = 3 < 1. Gemeinsam mit



12. ABSOLUTE UND BEDINGTE KONVERGENZ VON REIHEN 65

der letzten Beobachtung in 3) belegt dies, dafl lim in 11-12.2 und I1-12.4-i nicht durch lim ersetzt werden
kann.
Wir fiithren noch zwei weitere Konvergenzkriterien an. Dazu bendtigen wir folgendes
Hilfsmittel:

LEMMA II-12.7 (Abelsche partielle Summation). Es seien (an)n>1, (bn)n>1 kompleze
Folgen und S, =Y ;_, ay, n € N. Fir jedes n € N gilt dann
> agbe =Y Su(br — brg1) + Sabn.

k=1 k=1

BEWEIS. Setzen wir Sy = 0, so gilt a = S — Si_1 fiir alle £ € N und somit

Z aiby = Z(Sk — Sk—1)bk, = Z Sibr, — Z Sk—1bg

k=1 k=1 k=1 k=1

n n—1 n—1
= Sibk— > Sibrpr = Y Su(bk — bis1) + Subn
k=1 k=0

k=1

Eine unmittelbare Folgerung ist

LEMMA II-12.8. Es seien (an)n>1, (by)n>1 komplexe Folgen und S, = > 7 _, aj fir
n € N. Konvergieren die Folge (Spbyi1)n>1 und die Reihe Y7 | Sp(by, — byt1), so ist
auch die Rethe 22021 a,b, konvergent.

THEOREM I1-12.9 (Abelsches Kriterium). Ist die kompleze Reihe Y | a,, konvergent

und die reelle Folge (b,)n>1 monoton und beschrinkt, so konvergiert Y - | ajby.

BEWEIS. Es gilt Y, (bx —bgy1) = by — by Somit ist die Reihe Y oo (b — bgy1)
konvergent und zwar sogar absolut konvergent, da fiir alle £ € N wegen der Monotonie
von (by,) stets by — bry1 > 0 oder stets by — bry1 < 0 gilt. Wegen der Konvergenz von
> ay ist die Folge (S,)n>1, Sn = >__, ar beschrinkt, d.h. es gibt M > 0 sodal
|Sy| < M fiir alle n € N gilt. Daraus folgt mit

1> Sk(br = bra)] <) ISklbr = brat| < MDD by — b

k=1 k=1 k=1

die absolute Konvergenz von 7~ | Si(by, — bg+1). Da auch (S,bn+1)n>1 konvergiert,
folgt die Konvergenz mit Lemma I1-12.8. O

THEOREM II-12.10 (Dirichlet Kriterium). Sind die Partialsummen der komplexen
Reihe Y > | ay, beschrinkt und strebt die reelle Folge (by,)n>1 monoton nach Null, so

konvergiert die Reihe >~ | apby,.

BEWEIS. Analog zu Beweis von Satz 11-12.9. U
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Ehe wir den Unterschied zwischen absolut konvergenten Reihen und bedingt kon-
vergenten Reihen darlegen, bemerken wir, dafl bei konvergenten Reihen die Glieder
beliebig durch Klammern zusammengefaBt werden koénnen, da dies den Ubergang
auf eine Teilfolge von Partialsummen bedeutet. Schon vorhandene Klammerungen in
einer konvergenten Reihe diirfen jedoch nur dann weggelassen werden, wenn die ent-
stehende Reihe wieder konvergiert. Das Weglassen der Klammern in der konvergenten
Reihe (1 — 1)+ (1 — 1)+ (1 — 1) 4+ ... fithrt zum Beispiel auf die divergente Rei-
he 32, (=1)"*1. Durch das Setzen von Klammern wird die Reihenfolge der Glieder
der Reihe nicht verdndert. Wir untersuchen nun den Einflul des Vertauschens von
unendlich vielen Gliedern auf die Summe der Reihe.

DEFINITION II-12.11. Es sei (an)n>1 C C und 0: N — N eine Bijektion. Die Reihe
Y req Goky heifit Umordnung der Reihe Y - | ay.

BEispIEL I1-12.12. Wir betrachten folgende Umordnung der bedingt konvergenten alternierenden harmonischen Reihe
Zle(—l)"“% = .

Pamiolol 11111 10
— 2 4 3 6 8
n=0

Das allgemeine Glied der Reihe ist gegeben durch

1

= g
1
a3k+l:7M7 k=0,1,2,...
1
as =
3k+2 Y

(Der Einfachheit halber wurde mit der Indizierung der Reihe bei 0 begonnen.) Wir betrachten die Partialsummen
(k>1)

k—1

Ssk—1= Y _(as; + azj+1 + az;t2)
Jj=0

k—1 k-1

1 1 1 1 1 1
= ()= (=)
S+l 42 4G+ D) 24502 +1 2 +1)
_1(1,14,1
T2 2

_ 1

1+ )
3 4 2k

Daraus folgt limg_, o S3—1 = %a. Ferner gilt fiir alle k > 1

1
S = S3i_ = S3p— )
3k 3k—1 + a3k 3k 1+2k+1

1 1
2k+1 4k+2°

S3k4+1 = S3k—1 +aszk + azgpt1 = Szp—1 +

und somit auch limy_, oo Sz = limg_y o0 S3541 = limg_y o0 S3—1 = %a. Wir erhalten also, dafi die umgeordnete Reihe
nicht gegen a sondern gegen %a konvergiert.

Wir merken an, daf§ die Summe einer absolut konvergenten Reihe unabhéngig ist von
der Reihenfolge ihrer Glieder. Absolut konvergente Reihen verhalten sich also sehr
dghnlich den endlichen Summen.



12. ABSOLUTE UND BEDINGTE KONVERGENZ VON REIHEN 67

THEOREM II-12.13. Es sei (ay)r>1 C C und die Reihe Y - | a; absolut konvergent.
Dann ist auch jede Umordnung Y, anu) absolut konvergent und es gilt

Z ag(k) = Z Qg .
k=1 k=1

BEwEIS. Wir verwenden folgende Bezeichnungen: S, = EZ=1 ap, U, =
> re1 Go(k)- Wegen der absoluten Konvergenz von ) .-, a; existiert nach Satz I1-9.4
zu jedem € > 0 ein Index Ny, sodafl

o

Z lag| < e

k=Np+1

zutrifft. Zu Ny bestimmen wir einen weiteren Index K > N; so, dafl

(%) {1,...,No} C{o(1),0(2),...,0(K)}.

Wegen (%) treten fiir alle n > K die Zahlen ay, ..., ay, sowohl in den Partialsummen
S,, als auch in U,, auf und fallen aus der Differenz S,, — U,, heraus. Somit hat S,, — U,
die Form

Sp—Un = 5N0+1GN0+1 +oeee 5No+paN0+P7 5j S {_1’ 0, 1}
fiir ein geeignet gewéhltes p € N. Dies hat fiir alle n € N, n > K,

|1Sn = Un| < Z lag| < e
k=No+1
zur Folge. Somit gilt lim(S,, — U,,) = 0 und die Folge (U,,) ist wegen U,, = U,, — S,,+ S,
konvergent mit
lim U, = lim(S,, — U,,) + lim S,, = lim .S,,..
d

Wir haben in Beispiel 1I-12.12 bereits demonstriert, dafl bedingt konvergente Reihen
sehr sensibel sein konnen in Bezug auf die Anordnung ihrer Glieder. Wir werden
zeigen, dafl durch Umordnung die Konvergenz sogar zerstort werden kann:

THEOREM I1-12.14 (Umordnungssatz von Riemann). Es sei ) " a, eine bedingt
konvergente Reihe reeller Zahlen und o, € R: —oo < a < 8 < oo. Dann gibt es
eine Umordnung Aoy derart, dafy deren Partialsummen S, = ZZ:1 o (k)

lim S, =a wund lim S,=24
n—00 n—oo

erfiillen.

BEMERKUNG [I-12.15. Insbesondere folgt, dafl durch Umordnen einer bedingt konver-
genten Reihe deren Summe beliebig verdndert werden kann. Wéhlt man o = 8 = oo,
gibt es sogar eine Umordnung der Reihe, welche nach oo divergiert.
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BEWEISIDEE DES UMORDNUNGSSATZES. Wir demonstrieren die Beweisidee an
einer etwas einfacheren Situation und zeigen: Fiir jedes £ in R existiert eine Um-
ordnung der Reihe, welche gegen ¢ konvergiert. Zunéchst iiberlegen wir, dafl beide
Teilreihen, die entstehen, wenn man nur die positiven oder nur die negativen Glieder
beriicksichtigt, divergieren. Fiir n € N setzen wir

a*—l(la|+a)— a, fallsa, >0
nog 10 fallsa, <0

1 0 falls a,, > 0
a, = 5(lan| —an) =
2 —a, fallsa, <0.

Es gilt dann a, = a} — a, und |a,| = af + a,, af > 0, a; > 0. Wegen der
Konvergenz von y > a, und a, = af — a, kénnen die beiden Reihen Yo ar
und > a, nur belde konvergieren oder belde divergieren. Wiren beide Reihen
konvergent, dann muﬁte wegen |a,| = a +a, die Reihe Y 7 | a, absolut konvergieren.
Beide Reihen Yo ar und Y an dlvergleren also nach oo und es gilt iiberdies
lim, o a,f = hm,Hoo a,; = 0. Man summiert nun solange nicht negative Reihenglieder

a’ auf, blS deren Summe zum ersten Male ¢ iibertrifft, anschlieBend subtrahiert man
solange Reihenglieder a,,, bis die resultierende Summe zum ersten Male kleiner als £
ausfallt, usw. O

13. Doppelreihen
DEFINITION II-13.1. (Zpm)nm>1 C C sei eine Doppelfolge.

1) Sum = D i1 2 im Tij, n,m € N heifit (n,m)-te Partialsumme.
Dze Doppelfolge (Spm)nm>1 C C heifit Doppelreihe, me L T .-
ii) Die Doppelreihe Z _ Tnm st konvergent gegen s <:>fs = limy, ;00 Sm-

Man schreibt auch s = Z;Om 1 Tm.-
iii) Die Doppelreihe 3 _| Tnp ist absolut konvergent <:) > =t [Tnm] st

konvergent.

Die Doppelreihe Zn 1 Tnm konvergiert somit nach s genau dann, wenn fiir jedes e >
0 ein Index N (¢) gefunden werden kann, dafB | Spm — 8| < e fur alle n,m > N(e) gilt.
Die Resultate iiber Doppelfolgen iibertragen sich somit sinngeméf auf Doppelreihen.
In diesem Abschnitt wollen wir uns allerdings auf absolut konvergente Doppelreihen
beschrénken.

LeMmMA 11-13.2. Eine Doppelreihe Zioj.:l z;; 15t absolut konvergent genau dann, wenn

{> -1 251 |2l nym € N} beschrankt ist.
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BEWEIS. ,, <" Es sei z = sup{>_ " > 7", |zi|: n,;mm € N} < oco. Zu jedem ¢ > 0
gibt es (ne,me) € N x N mit

Ne Mg

x—5<221zm.

i=1 j=1

Setzt man N (g) = max{n., m.} folgt fiir alle n,m > N(¢)

n m n m Ne Mg
w =2 2 lmill=e =3 3 laml<e =3 ) lal <,
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

d.h. Z;’j:l z;; ist absolut konvergent. Die Umkehrung ist offensichtlich.
OJ

Ahnlich wie bei Doppelfolgen, kann man zu einer Doppelreihe > 1 Znm auch die

iterierten Reihen > 7 (3" | zpm) = limy, oo (limyy, o0 Spm) (Rethe der Zeilensum-

men) bzw. > °_ (3 | zum) (Reihe der Spaltensummen) bilden. Da letztere oft we-
sentlich einfacher zu berechnen sind, ergibt sich die Frage nach ihrer Beziehung zur

Doppelreihe.

THEOREM 1I-13.3. Es sei (anm)nm>1 C RT. Konvergiert eine der beiden iterierten
Rethen Y .2 (3700 aij) bzw. Y o0 (D2, aij), dann sind sowohl die andere iterierte

j=1 j=1
Rethe, als auch die Doppelreihe Z;};:l a;; konvergent und es gilt
> (D ai) =) (3 au) = ai.
i=1 j=1 j=1 i=1 ij=1

BEWEIS. Es sei etwa die iterierte Reihe » 7% (-7, a;;) konvergent, d.h. es exis-
tiert S = lim, oo (im0 Spm) mit Sy = Y o0y Z;n:l a;j. Fir alle n,m € N gilt
Spm < limg 00 Spre < S. S ist daher eine obere Schranke fir A = {S,,,: n,m €
N}. Nach Lemma I1-13.2 konvergiert daher die Doppelreihe » 37 _, a;; gegen sup A.
Aus der Ungleichung S,,, < sup A folgt aber auch die Existenz von lim, ., Spm
(Monotoniekriterium) fiir alle m € N. Die Behauptung folgt nun aus Korollar II-

8.6 U

THEOREM 11-13.4 (Doppelreihensatz). Es sei (apm)nm>1 C C. Konvergiert eine der
beiden iterierten Reihen Y277 (3772, lag|) bzw. 3772 (3772, layl), dann sind sowohl

j=1
die andere iterierte Reihe, als auch die Doppelreihe > o, a;; absolut konvergent und

es gilt o
o o oo o o
SO aip)=> 0 a) = ay
i=1 j=1 j=1 =1 i,7=1

BEWEIS. Es sei z.B. die Reihe der Zeilensummen >, (3772, |a;|) konvergent.
Nach Satz [1-13.3 ist die Doppelreihe Z;’j , a;; absolut konvergent und es existiert

auch >°7° (3772 |ay]). Somit sind auch fiir alle j € N die Reihen » 7, a;; absolut
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konvergent. Bezeichnet man mit S, die (n,m)-te Partialsumme der Doppelreihe,
Spm = Z?:l Z;nzl a;j, n,m € N, existieren der Doppellimes lim,, ,,—y00 Spm und fiir
alle n, m € N auch die einfachen Limiten lim;_,, S,; und lim;_, Si,,. Die Behauptung
folgt nun aus Korollar I1-8.6. U

o0

THEOREM 11-13.5. Es sei (anm)nm>1 C C und die Doppelreihe me:l Qi S€1 absolut
konvergent. Dann konvergieren auch die beiden iterierten Rethen absolut und es gilt

BEWwWEIS. Nach Lemma I1-13.2 gibt es £ > 0, sodafl

Vn,m € N: iimiil <k

i=1 j=1
gilt. Daraus folgt fiir jedes n € N auch >, 3%, |a;| < k und schlieflich
> ey 221 laij| < k. Die Behauptung ergibt sich nun aus Satz 11-13.4. O

Abschlieflend zeigen wir, dal die Summe einer absolut konvergenten Doppelreihe un-
abhéngig ist von der Reihenfolge ihrer Glieder.

DEFINITION 1I-13.6. Es set Zf:mzl Gnm €ine komplexe Doppelreihe und ¢: N — NxN

eine Bijektion. Dann heift die Reihe )" - | ayx) Anordnung der Doppelreihe (in eine
einfache Reihe).

LEMMA I1-13.7. Es sei > o _ Gnm €ine konvergente reelle Doppelreihe mit nicht-

n,m=1

negativen Gliedern und ¢: N — N x N eine Bijektion. Dann gilt

0o 00
Y lam = Y -
n,m=1 k=1

BEWEIS. Es sei @ = 2% | any = sup{d_;_, > 7", ai: n,m € N} (vgl. Lem-
ma [1-13.2). Zu € > 0 gibt es somit Ny (), Na(e) € N mit

N1 £ NQ(E

(€) )
a—8<22aij§oz.

=1 j=1
Da ¢ surjektiv ist, existiert K(¢) € N mit
I(N1(e)) x I(Na(e)) C o (I(K(e)))-

(Zur Erinnerung: J(n) = {K € N: 1 < K < n}). Wegen a,,, > 0, n,m € N, ergibt
sich
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Fiir alle k > K (e) gilt daher auch

Ni(e) Na(e) K(e) k
a—e< aj; < G (0) SZ o) < Q.
i=1 j=1 =1 =1

U

THEOREM II-13.8. Es sei) . _| anm eine kompleze, absolut konvergente Doppelreihe
und p: N — N x N eine Bzyektzon Dann gilt

00 00
§ :aso(k) = § : Apm -
k=1 n,m=1

BEWEIS. Nach II-13.7 ist die Reihe ), a,x) absolut konvergent. Es ist somit
nur die Gleichheit der Limiten zu zeigen. Es sei a@ = Zzom:l Apm, Und 8 = 220:1 Ay (k)-
Zu € > 0 existieren somit Indizes N(g) und K (¢) mit

Vn,meN:n>N()Am> N(e j‘ZZaU Oz}<—

=1 j=1

und
K(e) 00 c
}Zaw _5|<_ Z |a<p(f)|<§
(=K (e)+1

Wir wéhlen nun N, (¢) € N so, dafi Ny(e) > N(e) und
p(I(K(e)) CI(Ni(e)) x I(Na(e))-
Jeder Term der Summe Zf(f) ay) kommt dann auch als Summand in

S Zjvl(s) a;; vor. Somit gilt

€) Ni(e) K(e) 00
‘Z Z Qij — Za@ ’ < Z |ag()| <
i=1 j=1 (=K(e)+1
Daraus folgt schliellich
K(e) K(e) Ni(e) N1 (e)
|5 —al <|s - Z%(M - \Z (o) — Z Z aij]
Ni(e) Ni(e -

+|Zzaw a\< + 5 +—

=1 j=1

d.h. s = a. O
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In der Sprechweise der Definition II-13.6 bedeutet der vorige Satz, dafl man eine
absolut konvergente Doppelreihe auf beliebige Weise in eine einfache Reihe anordnen
kann und dafl diese Reihe gegen die Summe der Doppelreihe konvergiert. Ohne Beweis
teilen wir noch folgenden Satz mit:

THEOREM II-13.9. Es sei Y, | ap) eine beliebige Anordnung (in eine einfache Rei-
he) einer Doppelreihe Z;’;zl aij. Ist die Reihe Y 7 | aux) absolut konvergent, dann
st auch die Doppelreihe Z;’j 1 a;j absolut konvergent und es gilt

oo o
Qij = Qo (k)-
i,j=1 k=1



KAPITEL IIT

Stetige Funktionen

1. Der Grenzwert einer Funktion

Der Grenzwert ist einer der zentralen Begriffe der Analysis. Dazu bendtigen wir fol-
gendes Konzept. In diesem Kapitel bezeichnen X und Y normierte Rdume iiber dem-
selben Skalarenkorper K.

DEFINITION III-1.1. D C X sei nicht leer.
i) vo € X heifst Haufungspunkt von D

YU € U(xo): (U\ {zo}) N D #£ 0.
it) xo € D heifit isolierter Punkt von D
AU € U(zo): (U\{xo}) N D = 0.

i) D = DU {x € X: z ist Hiufungspunkt von D} heifit abgeschlossene Hiille
von D.

Da jede Umgebung von z, eine hinreichend kleine Kugel K(zg,r) enthélt, kann
man in der Definition des Héufungspunktes U € U(xg) durch Kugeln K (x¢,r,) mit
lim,, ,o 7, = 0 ersetzen. Jede dieser Kugeln enthélt ein Element z,, € D mit z, # z,
und ||z, — x¢|| < rn, n € N. Somit folgt lim,, , 2, = xo. Gibt es umgekehrt eine Folge
(xn) C D\{z0}, welche gegen z konvergiert, dann ist natiirlich zo ein Hiufungspunkt
von D. Es gilt also

LEMMA III-1.2. D C X sei nicht leer. Aquivalent sind folgende Aussagen:
i) xg € X st ein Hdaufungspunkt von D.
ii) Es gibt eine Folge (z,,) C D\ {zo} mit lim,, 0 x,, = 0.

BEMERKUNG III-1.3. Haufungspunkte von D sind Stellen, in deren Néahe sich
die Elemente von D anschaulich hdufen. Eine endliche Menge kann daher keine
Héaufungspunkte besitzen. Sie besteht nur aus isolierten Punkten. Man beachte, dafl
ein Haufungspunkt von D nicht Element der Menge D sein mu$.

BEISPIEL III-1.4. Es sei —00 < a < b < oo und D eines der Intervalle (a,b), (a,?b],
la,b) oder [a,b]. Dann ist [a, b] die Menge der Haufungspunkte von D, D = [a, b].

BrisPIEL III-1.5. 2y € X is ein Haufungspunkt von D = K(yo,7) genau dann, wenn
xg € K(yo,r). Die Notation fiir die abgeschlossenen Kugel in Definition 11-1.6 ist
somit konsistent mit der Bezeichnung der abgeschlossenen Hiille der offenen Kugel.
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Es sei zp € K (yo, 7). Wir betrachten vorerst den Fall zy # yo und setzen z, =
Yo + (1 — rp)xo, € (0,1) und lim,,_,o 7, = 0. Dann folgt

Tp — 0 = (Yo — o), Ty — Yo = (1 — 1) (w0 — 20),

also x,, # xg, n € N, und

|70 = yoll = (1 = r)[[xo — wol| < |lzo — woll <7,
”xn - xO” = TnHyO —xo|| <rpr <1

Dies zeigt =, € K(yo,7), n € N und lim,, ,» z, = zo. Im Fall zy = yo wihle man
& € K(yo,r) und wende die vorausgehende Argumentation auf

Tn = Yo + Tn(§o — Yo) = o + (1 — 70)%0
an. Jedes Element der abgeschlossenen Kugel K (yo,7) ist somit ein Haufungspunkt
von K (yo,T). B
Umgekehrt sei nun o ¢ K (yo,7), also n = ||zo — yo|| > 7. Wir behaupten:

K(xg,n—7)NK(yo,r) = 0.

Somit kann x( kein Haufungspunkt von D sein. Wére dieser Durchschnitt nicht leer,
gibe es ein Element £ € X mit

1€ = xoll <m—r und || —yol <7
Dies héatte den Widerspruch

o = ol < llwo — €l + 1§ = woll < n—r+7 =1

zur Folge.

BEISPIEL I1I-1.6. Es sei X = R und D = Q. Wir zeigen: Q = R.

Jede rationale Zahl ist natiirlich Haufungspunkt von Q. Es sei nun 2z € R\ Q.
Wir setzen z; = |z9] € Q. Wegen zp ¢ Q ist z; < zo (Satz 1-6.10). Mit Satz I-
6.11 schlieffen wir auf die Existenz von zo € Q mit %(xo + 1) < 29 < xo und
|22 — xo| < 3|@1 — @o|. Induktiv fortfahrend konstruiert man eine Folge rationaler
Zahlen (z,,) mit 3(zo + @p—1) < @, < o und |z, — zo| < (3)" |21 — 20|, also
lim,, oo , = To.

THEOREM 11I-1.7. Eine Menge D C X ist abgeschlossen genau dann, wenn D = D.

BEWEIS. Die Behauptung trifft fiir die leere Menge zu: wegen 00 = X ist () abge-
schlossen und natiirlich gilt auch ¢ = 0.
Es sei also D C X nicht leer und abgeschlossen. Wir zeigen: Yz, € CD: 2y ¢ D. Dann
muB8 D C D gelten, woraus D = D folgt. Da 0D offen ist, existiert » > 0, so da§
K (xg,7) C CD. Dann kann es aber keine Folge (x,,) C D\ {2} geben, welche gegen
xo konvergiert. Folglich kann xq kein Haufungspunkt von D sein.
Umgekehrt sei nun D = D. Wir zeigen, dal dann 0D offen ist. Dies ist dquivalent zu
Vx € CD3r, > 0: K(x,7,) C CD. Angenommen diese Aussage wiire falsch, d.h. 3z, €
CDOVr > 0: K(zo,7)ND # (). Dann gibe es eine Folge (x,,) C D mit lim,, o 2, = 0.
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Somit wire xy ein Haufungspunkt von D. Es miifite also 2o € D = D gelten, im
Widerspruch zu zy € CD. ([l

DerINITION III-1.8. Es sei f: D — Y, D C X nicht leer, und zo € X ein
Hiufungspunkt von D.

F €Y heiffit Grenzwert von f an der Stelle vg € X, F = lim,_,,, f(x), genau dann,
wenn

Ve>035>0Vz € D\ {zo}: ||z —xollx <d=||F — f(2)|ly <e.
Eine gleichwertige Formulierung verwendet den Umgebungsbegriff:

F = lim f(x) & VE(F,2)3K (x0.6): f(K(20,0)\ {x0}) N D) C K(F.).

Mit dem Konzept des Grenzwertes will man das lokale Verhalten einer Funktion in
der Nahe einer Stelle o € X erfassen. Dabei ist es unerheblich, ob xy im Definitions-
bereich von f liegt. Falls o € D hat der Funktionswert f(z() keinen Einflu} auf den
Grenzwert, die Funktion wird ja nicht in xy ausgewertet. Von xy wird nur gefordert,
dal man xg durch Elemente aus D ”beliebig”genau annéhern kann, d.h. o mufl ein
Héaufungspunkt von D sein.

THEOREM III-1.9. Fine Funktion f: D — Y, D C X, besitzt in einem Hdaufungspunkt
von D hochstens einen Grenzwert.

BEWEIS. Vergleiche den Beweis von Satz I1-2.7. 0

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem Grenzwert fiir Folgen und jenem
fiir Funktionen.

THEOREM II1-1.10. Es sei f: D — Y. D C X und zy € D. Aquivalent sind folgende
Aussagen.
i) F=1lim, ., f(x).
ii)Fir jede Folge (x,) C D \ {xo} mit lim, ooz, = x¢ ist die Folge der Bilder
konvergent und es gilt lim,,_,, f(x,) = F.

BEWEIS. ) = 4i) Zu € > 0 withlen wir § > 0 gemd$ Definition III-1.8. Fiir dieses § existiert wegen limy,— 00 Tn =
zo ein Index N(6) € N mit ||zn — zo]|x < ¢ fur n > N(4). Aus F = limgz 4, f(z) folgt wegen der Wahl von § daher

[|f(zn) — F||Y <€ fir n > N(4), also limy o0 f(zn) = F (man beachte § = §(¢)).
1) = i) Wir zeigen —i) = —ii) Aus der Negation von i) folgt

Jeo I(xn) C D\ {z0}: nlgréoxn =xzo A ||f(zn) — F|| > 0.

Die Folge (f(xzn) kann also nicht gegen F konvergieren. ]

Diese Charakterisierung eignet sich besonders gut, um nachzuweisen, dafl der Grenz-
wert nicht existiert: es geniigt, zwei Folgen (x,) und (z,) C D \ {zo} zu finden mit
limy, oo T, = limy, o0 Ty = T, aber lim, o f(x,) # lim, . f(Z,). Es reicht auch
bereits eine einzige Folge (z,) C D\ {xo} mit lim,, . x, = w0, fiir welche die Folge
der Bilder (f(x,)) C Y nicht konvergiert.
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BEISPIEL III-1.11. Zu untersuchen ist die Existenz des Grenzwertes fiir f: R? \
{(0,0)} = R, f(z,y) = % Wegen f(z,0) = 0, z # 0, folgt lim, ¢ f(z,0) = 0.
Betrachtet man aber die Folge (2, yn) = (tn, Vtn), tn > 0, mit lim, . ¢, = 0, gilt
limy, 00 (2, ¥n) = (0,0) und

2 1
(2, yn)

T2 432 5
Somit gilt auch lim,, . f(zn, yn) = % Die Funktion f besitzt daher keinen Grenzwert
in (0,0).

Wie bei Folgen kann man auf die blofle Existenz eines Grenzwertes schlieflen, ohne
bereits dessen Wert vermuten zu miissen. Dies erfordert jedoch die Vollsténdigkeit
des Bildraumes Y.

THEOREM I11-1.12. Essei f: D — Y, D C X, 29 € D und Y wollstindig. Aquivalent
sind folgende Aussagen:

i) f besitzt einen Grenzwert in x.

ii) Fir jede Folge (x,) C D\ {xo} mit lim,_, ©,, = x¢ ist die Folge der Bilder (f(z,))
eine Cauchy Folge in Y .

BEWEIS. i) = ii) ist klar, da eine konvergente Folge immer eine Cauchy Folge
ist.
i1) = i) Es seien (z,) und (Z,) C D \ {x¢} Folgen, welche nach x, konvergieren.
Dann sind die Folgen der Bilder f(z,) und f(Z,) Cauchy Folgen und wegen der
Vollstandigkeit von Y konvergent. Es seien y = lim,, o f(z,) und § = lim,,, f(Z,).
Wir zeigen y = y und betrachten dazu die Mischfolge 25, 1 = x,,, 20, = T, n € N.
Es folgt lim, o0 2, = 9. Wére y # ¢ konnte die Folge der Bilder (f(z,)) nicht
konvergieren und somit auch keine Cauchy Folge sein. Es mufl daher y = ¢ gelten.
Der Grenzwert F' der Bildfolge (f(x,)) ist daher unabhingig von der Folge (z,),
welche zur Approximation von xy verwendet wird. Fiir jede gegen x, konvergente
Folge (z,) C D\ {zo} gilt also lim, o f(z,) = F. Somit ist F' der Grenzwert von f
in zo. O

Die Berechnung von Grenzwerten kann durch folgende Regeln vereinfacht werden.

THEOREM I1I-1.13. Es seien f, g: D — Y, D C X und xy € D. Eristieren die
Grenzwerte lim, ., f(x) und lim, ., g(z), dann besitzen auch die Funktionen \f fir
A € K und f+ g einen Grenzwert in x¢ und es gilt

Jim (Af)(z) = A lim f(z),
lim (f 4+ ¢)(z) = lim f(x)+ lim g(x).
T—T0 T—T0 T—T0
BewEis. Ubung. O

THEOREM I1I-1.14. Esseien f: D =V, g:V - Z, DC X,V CY,x0€ D, yo €V
und f(x) # yo fir x € D. Existieren lim,_,,, f(x) = yo und lim,_,,, g(y) = 2o, dann
besitzt g o f einen Grenzwert in xy und es gilt lim,_,, (g o f)(x) = 2.
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BewErs. Ubung. O

Abschlielend gehen wir néher auf den Fall X = K und / oder Y = K ein. Ist Y = K
kann man wegen der Kérperstruktur die Regeln aus Satz II1-1.13 ergénzen.

THEOREM I1I-1.15. Es seien f, g: D — K, D C X und o € D. Eristieren die
Grenzwerte lim, ., f(z) und lim, ., g(x), dann besitzen auch die Funktionen fg
und falls lim,_,,, g(x) # 0 auch % Grenzwerte in xg und es gilt

Tim (fg)(«) = lim f(z) lim g(z),
/ lim, 4, f(7)

xli{;lg(g)(l’)  limg g, g(z)
Als Anwendung zeigen wir, dal Polynome iiberall einen Grenzwert besitzen. Dazu
betrachten wir die Funktionen p;: K — K, ¢ € Ny, p;(z) = ' (wir vereinbaren fiir
diese Uberlegung 0° = 1). Die Existenz der Grenzwerte fiir 2o € K und i € Ny ist
eine einfache Konsequenz aus Satz I11-1.15 und der Beobachtung p; = p;_1p;. Es gilt
lim, ., pi(z) = 2} = pi(xo). Aus Satz 111-1.13 folgt daher fiir (ao, .. .,a,) € K" die
Existenz des Grenzwertes fiir die Polynomfunktion p = > ja;p; und

lim p(x E a; lim p;(z E alxo
T—rT0 T—T0

Zum Vergleich fithren wir nun einen Beweis, der auf die Definition des Grenzwertes
zuriickgreift. Es sei also xg € K und ¢ > 0 gewahlt. Mit Hilfe der Hornerschen Regeln
erhélt man

n n 1—1
p(x) = plao) = D ai(a’ — ) = (x —20) Y a; y_ o'~ 7Faf,
=0 =0 k=0

Fir x € K(xz¢,1) gilt die Abschitzung
lz| <14 |xo].
Somit folgt fiir x € K (xg,1)

p(z) — ($o|<ll’—wo\2|az\2|$|’ o[
=0

< |z — o Z |a;| Z(l + |zol) ™ Flaol = M |z — |
=0 k=0

mit M = 30 Jai] S0 (1 + |zo|) " *|2o|F > 0. Falls |# — 20| < & erhilt man

(%) [p(z) — plzo)| < M.
Die Abschéitzung
Ip(z) — p(x0)| <€
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folgt dann fiir alle z € K (xo,6), falls § < 7 gewihlt wird. Da bei der Herleitung von

(%) die a priori Annahme z € K(x¢, 1) verwendet wurde, mufl zusétzlich 6 < 1 sein,
d.h

€
0 <min(—,1).
mln(M7 )

Es sei nun r eine rationale Funktion, d.h.

r= 2—9, P, q Polynome.

Der Definitionsbereich von r ist D(r) = {z € K: ¢(x) # 0}. Mit Hilfe von Satz III-
1.15 schliefit man fiir 2y € D(r) auf die Existenz des Grenzwertes von r und

lim 7(z) = lim Z—j(x) _ limgay p(z) _ p(w0) = r(xo)

T—x0 T—=x0 N 11I11$_m0 q(l’) N Q(ZE())

Wir fassen zusammen:

THEOREM III-1.16. Polynome und rationale Funktionen besitzen an jeder Stelle des
Definitionsbereiches einen Grenzwert. Dieser stimmt mit dem Funktionswert tiberein.

Es sei nun X = R. Wegen der zusétzlichen Ordnungsstruktur kann man sinnvoller-
weise von einer Anndherung von links, bzw. rechts an xy sprechen. Dies motiviert die
Einfithrung einseitiger Grenzwertbegriffe:

DEFINITION III-1.17. Es sei f: D — Y, D C R nicht leer, und zo € D. B
i) L € Y heifit linksseitiger Grenzwert von [ an der Stelle v € D, L =

limx%xa f(z), genau dann, wenn

Ve>030>0VeeD: 0<zg—xz<d=|f(x)—L|y <e,

ii) R € Y heifit rechtsseitiger Grenzwert von f an der Stelle v € D, R =
limaHIg f(z) genau dann, wenn

Ve>036>0Ve e D:0<z—x9<0=|f(x)—R|ly <e.

Zwischen den einseitigen Grenzwerten und dem Grenzwert besteht folgender nahelie-
gende Zusammenhang;:

THEOREM III-1.18. Es sei f: D — Y, D C R nicht leer, und xy € D. Aquivalent
sind folgende Aussagen:

i) Es existiert lim, ., f(z).

ii) Es existieren der rechts- und linksseitige Grenzwert in xo und beide sind gleich.

BewErs. Ubung. U

Fiir die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens einer Funktion ist folgende Va-
riante des Grenzwertbegriffes niitzlich:

DEeFINITION III-1.19. Es sei f: D — Y, D C R, D nach oben unbeschrdankt.
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L €Y heifft Grenzwert von f bei 0o, lim, o, f(z), genau dann,
wenn

Ve>03¢eRVzeD:z>E= ||f(z) — Ly <e.
Entsprechend definiert man den Grenzwert bei —oo.

BEISPIEL I11-1.20. lim, o (v/z +1 — \/z) = 0. Zum Beweis beniitzen wir die fiir
x > 0 giiltige Abschitzung
1 1

ver+1l—+vx= < .
Ve V+1+yz 2z
Fiir > & = 15 folgt damit [va +1— /x| <e.

Die Untersuchung der Grenzwerte von f: D — K bei Unendlich kann durch die Sub-
stitution z — & = % auf die Untersuchung einseitiger Grenzwerte bei 0 zuriickgefiihrt
werden: Setzt man ¢(z) = f(1), falls 2 € D(f), dann gilt lim, o f(z) =
lim§_>0+ (,0(5)

Bisher wurde immer angenommen, dafl f beschrankt ist. Auch fiir unbeschrankten
Funktionen kann man einen (uneigentlichen) Grenzwert definieren:

DEFINITION III-1.21. Es sei f: D — R, D C X und xg € D. f hat an der Stelle x
den uneigentlichen Grenzwert oo,

lim f(z) =00 VE > 035 >0Ve € D: 0 < ||z — 20]|<d = f(z) > &

T—T0

Es ist fiir das Versténdnis sehr hilfreich, sich klar zu machen, dafl alle bisherigen
Varianten des Grenzwertbegriffes folgendem allgemeinen Prinzip geniigen:

YV e W(L) U € W(xo): f((U\A{xo))ND)CV.
2. Stetigkeit

Wir erinnern daran, dafl bei der Untersuchung des Grenzwertes einer Funktion die be-
treffende Stelle xy nur ein Haufungspunkt des Definitionsbereiches sein mufite. Es war
vollig unerheblich, ob die Funktion an der Stelle xy definiert war. Falls der Funktions-
wert f(xg) exisitierte, wurde er bei der Berechnung von lim,_,,, f(x) nicht benutzt.
Die Untersuchung der Stetigkeit einer Funktion an der Stelle zy erfordert nun einen
radikalen Wechsel des Standpunktes: nun muf zy im Definitionsbereich von f liegen
und der Funktionswert f(z¢) muf zum lokalen Verhalten der Funktion passen:

DEFINITION II1-2.1. Es sei f: D — Y, D C X nicht leer.
i) f heifst stetig in xo € D genau dann,
Ve>030 >0V € D: ||z —xollx <0 =|f(x)— flzo)|ly <e.
it) [ heifft stetig auf S C D genau dann, wenn f in jeder Stelle von S stetig ist.
iii) C(D,)Y)={f: D =Y, f ist stetig}

Vergleicht man diese Definition mit der Definition des Grenzwertes, erhélt man fol-
gende gleichwertige Charakterisierung:
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f ist stetig in einem Haufungspunkt xg € D genau dann, wenn der
Grenzwert von f in z existiert und wenn lim,_,,, f(z) = f(zo) gilt.

In einem isolierten Punkt des Definitionsbereiches ist jede Funktion trivialerweise
stetig.

BeispieL I11-2.2. Polynome und rationale Funktionen sind stetig.

BEispIEL I1I-2.3. Die Norm in einem normierten linearen Raum ist stetig. Dies ist
eine unmittelbare Folge der Abschétzung

[zl =Nyl < llz =yl

BEISPIEL 111-2.4. Essei f: D — Y, D C X und es existiere eine Konstante L > 0,
so daf3

(%) 1 (@) = fFW)lly < Lz —yll

fiir alle x, y € D gilt. Dann ist f stetig.

Im Fall L = 0 ist f konstant und daher trivialerweise stetig. Fiir L > 0 wéhle man
d < ¢ fiir ein gegebenes ¢ > 0. Man nennt die Abschitzung () eine Lipschitz
Bedingung und Funktionen mit dieser Eigenschaft Lipschitz stetig.

3
BEISPIEL I11-2.5. Wir zeigen, da8 die Abbildung f: R? = R, (z,y) — f(z,y) = %, (z,y) # (0,0) und £(0,0) =0
stetig in (0, 0) ist. Zur Abstandsmessung in R? verwenden wir die euklidische Norm. Zu zeigen ist also:
3
(%) Ve>036>0V(:c,y)€IR{2:\/12+y2<6:>|L\<5.
2x2 + 3y?

Fiir (z,y) # (0,0) und ||(z,y)|| = /22 4+ y? < § (fiir ein noch zu bestimmendes ¢ > 0) erhalten wir die Abschitzung

22

x2 + yQ
Die letzte Ungleichung ist als Bedingung an § zu verstehen. Sie gilt falls

§ < 2+/e.

1 1 1o g 1.y
)| < = < = <= < -8 <
|f(z y)I,2 \xy|,2lwy\,4(x +y7) 1 €

Somit ist (x) gezeigt.

Wegen der engen Verwandtschaft zwischen dem Grenzwertbegriff und der Stetigkeit
kann man die grundlegenden Eigenschaften von Grenzwerten miihelos auf stetige
Funktionen iibertragen.

THEOREM II1-2.6. Die Funktionen f, g: D — Y, D C X nicht leer, seien stetig in
T € D.

i) Dann sind auch die Funktionen \f, X € K, und f + g stetig in xy.

it) Ist Y =K, dann sind die Funktionen fg, und falls g(xo) # 0 auch 5 stetig in xg.

Als Konsequenz dieser Regeln halten wir fest, dafl C'(D,Y") ein Vektorraum ist.

THEOREM II1-2.7. Es sei f: D =Y, D C X und zy € D. Aquivalent sind folgende
Aussagen.

i) f ist stetig in x.

ii)Fir jede Folge (x,) C D\ {xo} mit lim, o x, = x¢ ist die Folge der Bilder
konvergent und es gilt lim,, o f(z,) = f(z0)-
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Der Satz bleibt richtig, wenn man in ii) beliebige Folgen in D zuléft.
Die Stetigkeit bedeutet also die Vertauschbarkeit eines Grenzwertes und Abbildungs-
vorschrift:

lim f(z,)= f(lim x,).
n—oo n—oo
Da sich die Menge der konvergenten Folgen eines normierten Raumes nicht &ndert,

wenn man zu einer dquivalenten Norm {ibergeht, erhélt man aus Satz I11-2.7 folgendes
niitzliche Ergebnis.

THEOREM II1-2.8. Es sei f: D — Y, D C X, stetig in xo € D. Ersetzt man in X
und/oder Y die jeweiligen Normen durch dquivalente Normen, bleibt f stetig in xq.

Der Grenzwert einer Funktion kann verwendet werden, um Liicken im Definitionsbe-
reich sinnvoll zu schlieffen:

THEOREM I11-2.9. Es sei f: D — Y, D C X und vy € D\ D. Ferner existiere
lim, ., f(x). Definiert man F: DU {xo} =Y durch

Flo) = {{SL @) e
dann ist F' stetig in xo. Man nennt I’ stetige Fortsetzung von f nach x.
BewErs. Ubung. O
DEFINITION I11-2.10. Eine Teilmenge M von D C X heifit dicht in D, wenn D C M.
Die Menge der rationalen Zahlen beispielsweise ist dicht in R.

THEOREM III-2.11. Stimmen zwei stetige Funktionen f, g: D — Y, D C X, auf
einer dichten Teilmenge von D iiberein, dann sind sie gleich. Insbesondere gibt es
hdchstens eine stetige Fortsetzung von D auf D.

BewErs. Ubung. O

Die Unstetigkeit einer Funktion an einer Stelle zy kann somit zwei Ursachen haben:
e Es existiert zwar der Grenzwert von f in zg, aber lim, ., f(x) # f(zo). In
diesem Fall liegt eine hebbare Unstetigkeit vor.
e Der Grenzwert von f in x( existiert nicht. Man nennt xy eine Unstetigkeit
2. Art. Im Fall D C R ist dies beispielsweise der Fall, wenn die beiden
einseitigen Grenzwerte existieren, aber nicht gleich sind. Es liegt dann eine
Sprungstelle vor.
BEIsPIEL I11-2.12. (Dirichlet Funktion)

R—R
d: 0 z€Q
T —
1 2¢Q
d ist fiir alle x € R unstetig, denn jede §-Umgebung von x enthilt sowohl rationale als auch irrationale Zahlen.

Im folgenden Beispiel ist die Anschauung wenig hilfreich bei der Diskussion der Stetigkeit und analytische Methoden
sind unumgénglich:
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BEeispIEL 111-2.13. Wir betrachten die Abbildung

R —R
I z—0 z{0}UR\Q

.Z"—)é ng, p € Z,q € N teilerfremd

Wir betrachten zuerst eine rationale Stelle zg = z—g % 0 (po, qo teilerfremd) und die Folge (z,) C R\Q, zp, = zo—l—%\/i,

n € N. Es ist limp 00 Tn = X0, aber limp o0 f(zn) =0 # % = f(x0), d.h. f ist an jeder rationalen Stelle ungleich
Null unstetig.

Es sei nun z¢ irrational, also f(xo) = 0. Zu € > 0 wihlen wir N so, da8 57 < &. Im Intervall (—— + zo, N + zo) gibt
es nur endlich viele rationale Zahlen 2 T deren Nenner g kleiner ist als V. er wahlen nun

1
s=min{lzo— L|: pE€Z,qeN,g< N, |zo — 2| < = 1.
q q N
Der Nenner ¢ jeder rationalen Zahl s mit |zg — §| < 0 muf} also zwangsliufig groBer (mindestens gleich) N sein.

1 1 .
B _ _Je<x<e fiir x = 2,
@) f(ro)—lf(x)l—{g<5 o

Dieses Argument ist auch fiir z = 0 mit § < % anwendbar. Diese Funktion ist also an jeder irrationalen Stelle und
in = 0 stetig. Die Abbildung dieses Beispiels weist somit ein sehr komplexes Verhalten auf: sowohl die Menge der
Stetigkeitsstellen, als auch die Menge der Unstetigkeitsstellen liegen dicht in R!

Somit gilt auch

Ql

Ein anderer Beweis der Stetigkeitseigenschaften dieses Beispiels kann auch auf folgender Beobachtung aufgebaut
werden:

LEMMA I11-2.14. Es sei &€ € R\ Q und (rn) C Q mit %, Pn € Z, qn € N teilerfremd. Dann gilt:

lim r, == lim g, =0
n—oo n— o0

Besonders niitzlich ist das Resultat iiber die Verkettung stetiger Funktionen.

THEOREM III-2.15. Essei f: D =Y, g:V - Z, DC X,V CY und f(D) CV.
Ist f stetig in xg € D und g stetig in f(xo) € V, dann ist go f: D — Z stetig in xg.

BEwEIs. Da g stetig in f(zg) ist, existiert zu ¢ > 0 eine o-Umgebung
K (o, f(xg))so, daB |lg(y) — g(f(xo))|lz < € fur alle y € K(o, f(xg)) NV zutrifft.
Wir wéhlen nun zu o entsprechend der Stetigkeit von f in xg eine J-Umgebung von
xg so, da || f(z) — f(zo)|ly < o fiir alle z € K(J, z9) N D zutrifft. Fiir diese Argumente

folgt dann [[g(f(x)) — g(f(z0))llz <e. D
Besonders einfach gestaltet sich der Nachweis der Stetigkeit fiir lineare Abbildungen.

THEOREM I11-2.16. Es seien (X, | ||x), (Y, |- |ly) normierte Riume und f: X — X
linear. Folgende Aussagen sind dquivalent.
i) f ist stetig,
ii) f ist stetig in 0,
i) AM > 0Ve € X: ||f(2)|ly < M||z|x.

BEWEIS. i) = ii) trivial.
ii) = iii) Es sei f stetig in 0. Wegen f(0) = 0 gibt es zu Ky (0,1) ein 6 > 0 mit
f(Kx(0,8)) € Ky(0,1). Es sei x € X, x # 0. Wir setzen z, = II;lelxg’ Wegen
2z € Kx(0,9) folgt || f(2.)]ly < 1. Wegen der Linearitét von f folgt
) J J
Ze —f(2)||,, = =——||f(2)|ly <1,
It = 1 (aes) b = g @l = gl

[E15N
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d.h. es gilt iii) mit M = 2.
iii) = 1) Dies folgt aus
1 () = FWlly = [[f(z =)y < Mz —ylx.
U

Eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft iii) aus Satz I11-2.16 nennt man be-
schrankt. Dies ist nach unserer bisherigen Definition gleichbedeutend mit der Be-
schrinktheit von f|z, 1) Es ist iiblich, die Beschranktheit einer linearen Abbildung
durch die Bedingung

1F1 = sup{[[f(@)lly : lz][x <1} <00

zu charakterisieren. Nach Definition II-1.4 wére nur die lineare Abbildung f = 0
beschriankt. Satz I11-2.16 zeigt, daf fiir lineare Abbildungen die Stetigkeit dquivalent
ist zur Beschréinktheit der Abbildung.

BEMERKUNG II1-2.17. Als Ubung iiberlege man sich, daf die Ungleichung

[zllx < mllf(z)[ly

fiir eine lineare Abbildung f: X — Y die Stetigkeit der Umkehrfunktion
7t f(X) = X bedeutet.

Insbesondere sind lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen normierten
Réaumen stetig.

THEOREM I11-2.18. Es sei A € K™™. Dann ist die durch die Matriz A = (a;)
definierte Abbildung v — Ax, K™ — K" linear und stetig.

BEWwEIs. Wegen Satz I11-2.8 konnen wir in K™ bzw. K™ jeweils || - [« als Norm
verwenden. Die Linearitdt der Abbildung z — Ax wird in der Linearen Algebra
gezeigt. Wegen Satz I11-2.16 geniigt es daher, die Beschranktheit der Abbildung x —
Ax nachzuweisen. Wir erinnern daran, daf3 die i-te Koordinate des Bildes gegeben ist
durch

m

(Az); = Zaikxk, i=1,...,n,

k=1
(x = (x1,...,2,)). Es folgt

m m
(Az)i| = 1) awar] <) lag] |zl
k=1 k=1
m m
< max{|zg[, 1<k <m}> aw| = [lz] D laul
k=1 k=1

m
< max{z lai], 1 < i < n}z|.
k=1
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Diese Ungleichung gilt fiir alle 1 <17 < n. Folglich gilt auch
[Az] < M,

mit M = max{> ;" |ai|,1 < i < n}. Somit ist die Abbildung © — Az beschrinkt.
O

Abschlieflend skizzieren wir eine Technik, welche es erlaubt, die Stetigkeit einer Funk-
tion in mehreren Verdnderlichen aus der (bekannten) Stetigkeit von Funktionen in
einer Verdnderlichen abzuleiten.

LEMMA III-2.19. Es se1 I C K, ¢: I = K stetig in xg € I und J C K. Dann st die
Funktion ®: I x J = K, ®(x,y) = p(z), stetig in (xg,y) fir alley € J.

BewEis. Ubung. O

Die Reihenfolge der Argumente von ® kann ohne Einflufl auf die Stetigkeit vertauscht
werden.

LEMmMA II1-2.20. Es seien I, J C K und ¢: I — K stetig in xg € I und ¢: J - K
stetig in yo € J. Dann sind die Funktionen f und g: IxJ = K, f(x,y) = p(x)+¥(y),

bzw. g(x,y) = @(x)(y) stetig in (o, Yo)-

BEWEIS. Wir zeigen die Stetigkeit von f: nach Lemma II1-2.19 sind die Funktio-
nen &, V: I x J — K, ®&(z,y) = ¢(x) bzw. VU(z,y) = (y) stetig in (zg,yo). Die
Behauptung folgt nun aus f = & 4 W. O

BEeispieL I11-2.21. Als Anwendung zeigen wir, dafl die Funktion aus Beispiel 111-2.5
fir alle (z,y) # (0,0) stetig ist. Dazu beachte man, daf§ die Funktionen z — 23,
x — y? stetig sind als Funktionen in einer Verdnderlichen, Beispiel 11I-2.2. Nach
Lemma I11-2.20 sind daher auch die Funktionen (z,y) — 23y und (z,y) — 22% + 3y?
stetig, somit auch ihr Quotien, falls (z,y) # (0,0), Satz I11-2.6.

3. Kompakte Mengen
DEFINITION III-3.1. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum und K C X.
i) Eine Familie C offener Mengen heifit (offene) Uberdeckung von K L<7:>f
€

Kcye.
Eine Teilfamilie § C € heifst Tezliiberdeckung von K l(?fS ist Uberdeckung
€

von K.
ii) K C X heifit kompakt Jif jede offene Uberdeckung © wvon K besitzt eine

endliche Teiliberdeckung (d.h. eine Uberdeckung mit einer endlichen Anzahl
von Elementen aus C).

BEMERKUNG III-3.2. Die Kompaktheit ist eine topologische Eigenschaft, d.h. sie
bleibt erhalten, wenn man die zugrundeliegende Norm durch eine dquivalente Norm
ersetzt.
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BEeispiiL I11-3.3. 1) Jede endliche Teilmenge eines normierten Raumes ist kompakt.
Man braucht aus einer beliebigen Uberdeckung von K fiir jeden Punkt z € K nur
ein Element der Uberdeckung auswihlen, welches z enthélt.

2) Es sei K = (0,1] € R. K ist nicht kompakt. Um dies einzusehen, betrachten wir
die Uberdeckung

@:{(%,2):HEN}

von K. Wiirden bereits endlich viele Elemente von €, etwa die Mengen (ni, 2), 1 =
1,....,N, ny > nyg > --- > ny, die Menge K iiberdecken, dann mﬁﬁtez(O,l] C
vazl(ni, 2) = (nil, 2) gelten. Dies ist nicht moglich.

3) K = [0, 00) ist nicht kompakt, man betrachte etwa die Uberdeckung

C={(-1,n): n e N}
von K. C enthélt keine endliche Teiliiberdeckung von K.

Die beiden letzten Beispiele spiegeln notwendige Bedingungen fiir die Kompaktheit
einer Menge wider.

LEMMA III-3.4. Jede kompakte Teilmenge eines normierten Raumes ist beschrdnkt.
BEWEIS. Es sei K C X kompakt und zy € X. Die Familie
C ={K(zg,n): n € N}

ist eine offene Uberdeckung von X und daher auch von K. Da K kompakt ist, wird K
bereits durch endlich viele Kugeln K (xg, n) iiberdeckt. Wegen K (xg,n) C K(xg,n+1),
n € N, gibt es also ein N € N mit K C K(zo, N). Somit ist K beschrénkt. O

THEOREM I11-3.5. Jede kompakte Teilmenge eines normierten Raumes (X, || - ||) ist
abgeschlossen und beschrdnkt.

BEWEIS. Es sei K eine kompakte Teilmenge eines normierten Raumes (X, || - ||).
Nach Lemma I11-3.4 ist K beschrinkt und somit CK # (). Sei also 2 € CK. Fiir jedes
y € K wéhlen wir disjunkte Umgebungen U, € U(z) und V, € U(y). Die Familie
{V,:y € K} ist eine offene Uberdeckung von K. Somit gibt es endlich viele Punkte
Y1,y Yn € K mit K C |J_, V,,. Setzt man U = (\._, U,,, folgt U ist offen und
U € U(z). Ferner gilt U C CK. Gibe es nimlich ein z € K NU, dann miifite z auch in
einer Umgebung V;, und damit auch in Uy, liegen, im Widerspruch zu U,, NV,, = 0.
Somit ist  ist innerer Punkt von 0K und CK ist offen. O

Die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch in allgemeinen normierten Rdumen falsch. Es
jedoch folgende Charakterisierung;:

THEOREM III-3.6. Eine Teilmenge K eines normierten Raumes ist kompakt genau
dann, wenn K abgeschlossen ist und jede Folge (x,)n>1 C K eine konvergente Teil-
folge enthidlt.
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BeEwEIS. Fiir den umfangreichen Beweis verweisen wir auf die weiterfithrende
Literatur. U

Als Folgerung halten wir fest:
KOROLLAR III-3.7. Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.

BEWEIS. Es sei A C K C X, A abgeschlossen und K kompakt. Dann hat je-
de Folge (x,) C A einen Haufungswert in K. Da A abgeschlossen ist, muf} jeder
Haufungswert sogar in A liegen, d.h. A ist kompakt. O

Wir kénnen nun den Beweis der Aquivalenz aller Normen in einem endlichdimensiona-
len Vektorraum nachholen. Dazu benétigen wir folgenden Spezialfall eines wesentlich
allgmeineren Resultates.

LEMMA 111-3.8. Die Kugeln K,(0,7) und deren Rand S, (0,7) = {z € K": ||z| s =
r}, r >0, sind kompakt (in (K", || - ||s))-

BewEIS. Da S, (0,7) abgeschlossen ist (Ubung), folgt die Behauptung aus
Satz I11-3.6 und Korollar II-5.6. O

BEMERKUNG 1I1-3.9. Die Kompaktheit von K, (0,7) und S, (0,r) wird vorerst nur
fiir die Maximumnorm gezeigt. Wir werden spéter sehen, dafl diese Behauptung fiir
jede Norm in K" gilt.

THEOREM I11I-3.10. Es sei (X,K) ein endlichdimensionaler Vektorraum, dim X =
n, und A = (ai,...,a,) eine geordnete Basis von X. Bezeichnet man mit [x]q =
(&1,...,&,) € K" den Koordinatenvektor von x € X beziglich der Basis A, wird
durch o(x) = [x]4 ein Isomorphismus p: X — K" festgelegt. Stattet man K" mit der
Norm || - |leo aus, sind ¢ und ="' stetig. Es gibt also Konstante 0 < m < M, so daf

mllz]| < fle(z)]o < Mlz|
fiir alle x € X gilt.
BEWEIS. Fir z =), &a; folgt [z]4 = (&, ..., &) und somit

(%) lell < D16l Hlaill < Q3 llasll) max f&l = 3 laslD e (@) oo
i=1 i=1 - i=1

Es gilt also
mllz| < flo(z)]l
mit m = (3", [Ja;|) . Somit ist ¢! stetig. Fiir den Nachweis der Stetigkeit von ¢,
also von
M > 0V € X: [|o(@)]loo < Ml
nehmen wir an, diese Ungleichung wire fiir jedes M > 0 falsch. Dann gibt es eine
Folge (z) mit
le(@p)lloe > Kllzil, k€N
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Setzt man z, = ——%-— erhilt man
lle(@r) oo
2l < =,
Jaull <
also
lim z, = 0.
k—o0

Andererseits folgt auch ||o(zk)|le = 1, d.h. ¢(2x) € S,(0,1). Da S,,(0,1) in (K", ||-||o0)
kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (¢ (Zw(k ) C (¢ (zk)) und €€ 5,(0,1) mit
) =

hm go(z¢

Setzt man z = ¢~1(£), dann miisste 2 # 0 sein. Einerseits folgt dann wegen der
Stetigkeit von 1

lim o ((zgm)) = ¢ (&) = 2,

k—o0
andererseits mufl auch

lim ¢~ ((p(zw(k))) = lim zyp) =0

k—o0 k—o0
gelten,d.h. es miisste z = 0 sein. 0

Wir sind nun in der Lage den Normenédquivalenzsatz 11I-3.11 zu beweisen.

THEOREM III-3.11. Es set X ein endlich dimensionaler Vektorraum. Dann sind alle
Normen auf X dquivalent.

BewEis. Essei ¢: (X, |- ||) = (K", | - ||o) der Isomorphismus aus Satz I11-3.10.
Dann definiert || - ||,: X = R

]l = o)l
eine Norm in X (Ubung). Wegen Satz I11-3.10 sind die Normen || - || und | - |,
dquivalent. Dies gilt fiir jede Norm in X. Sind nun || - ||; und || - |2 zwei beliebige
Normen in X, existieren Konstante 0 < m; < M;, i = 1,2, mit
millxlli < llzllp < Miflls,  i=1,2.

Daraus folgt
mi M1
— < < — .
Sl < llalls < 22 el

Eine einfache Folgerung ist nun die Charakterisierung kompakter Mengen in K".

THEOREM III-3.12. Fine Teilmenge K C K" ist kompakt genau dann, wenn K abge-
schlossen und beschrdnkt ist.

BEWEIS. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir K" mit der Norm
| - [ ausstatten (warum?). Da K beschrankt ist, gilt fiir » > 0 hinreichend grof§
K C K(0,r). Die Behauptung folgt nun aus Lemma I11-3.8 und Korollar I111-3.7. O
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THEOREM I11-3.13. Jede lineare Abbildung L eines endlich dimensionalen Raumes X
in einen endlich dimensionalen Raum 'Y st stetig.

BEWEIS. Esseidim X = munddimY =n, A = (ay,...,a,) eine geordnete Basis
in X, B=(by,...,b,) eine geordnete Basis in Y und A € K™*™ die Matrixdarstellung
von L beziiglich der gewédhlten Basen in X bzw. Y. Dann gilt

L=y &  Ala=ls

Verwendet man die Isomorphismen ¢px: X — K™, ¢y : Y — K" aus Satz I11-3.10, ist
Lz = y daher gleichwertig mit (o3 Apx)z =y, d.h

L=y Apy.

Somit ist L als Verkettung stetiger Abbildungen (Satz I11-3.10 und Satz II1-2.18)
stetig. 0

4. Stetigkeit und Kompaktheit
Wir beleuchten nun das Zusammenspiel von Stetigkeit und Kompaktheit.
THEOREM I11-4.1. Das stetige Bild einer kompakten Menge ist kompakt.

BEWEIS. Es sei f: D — Y, D C X, stetig und K C D kompakt. Um die
Kompaktheit von f(K) zu zeigen, gehen wir von einer Folge von Bildern (y,), al-
so ¥y, = f(x,) mit (z,) C K aus. Da K kompakt ist, existieren eine Teilfolge
(Tpm)) C (z,) und z € K, so daB lim, o Ty = ©. Wegen der Stetigkeit von f
gilt dann lim, o f(2Zem)) = f(x), d.h. die Teilfolge (y,(m)) C (yn) konvergiert gegen
f(z) € f(K). Somit ist f(K) kompakt. O

KOROLLAR III-4.2 (Satz von Weierstral). Eine stetige, reellwertige Funktion nimmt
auf kompakten Teilmengen Maximum und Minimum an.

BEWEIS. Es sei f: D — R, D C X, stetig und K C D kompakt. Dann ist f(K)
kompakt, also abgeschlossen und beschrinkt. Somit existiert o = sup{f(x): = €
K} < 0. Es sei (x,) C K eine Folge mit lim,, . f(z,) = a. Wegen der Kompaktheit
von K existiert eine Teilfolge (v4(,)) C (2,) C K, welche gegen ein Element z € K

konvergiert. Da f stetig ist, folgert man o = lim, o f(24m) = f(z), also a €
f(K). O

KOROLLAR I11-4.3. Eine stetige Funktion f: [a,b] - R, —o0 < a < b < oo, nimmt
auf [a, b] Maximum und Minimum an.

Der Satz von Weierstraf ist falsch, wenn auf eine der drei Voraussetzungen verzich-
tet wird. Er bildet die theoretische Grundlage beispielsweise fiir die Existenz von
Losungen von zahlreichen Optimierungsproblemen.

Als weitere Anwendung von Satz I1I-4.1 kénnen wir nun die Charakterisierung kom-
pakter Mengen in endlichdimensionalen Rdumen abschlieflen.

THEOREM III-4.4. Eine Teilmenge K eines endlichdimensionalen Vektorraumes X,
1st kompakt genau dann, wenn K abgeschlossen und beschrdnkt ist.
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BEWEIS. Es sei dim X = n, ¢: X — K" der Isomorphismus aus Satz II1-3.10
(beziiglich irgendeiner Norm in X)) und K C X abgeschlossen und beschriankt. Da ¢
eine beschriankte, lineare Abbildung ist, existiert eine Konstante m > 0 mit

lp(@)lloo < mllzf, =€ X.

Dies hat die Beschrénktheit von ¢(K) C K" zur Folge. ¢(K) ist auch abgeschlossen:
es sei (&) C ¢(K) eine konvergente Folge mit Grenzwert £ € K. Wegen der Stetigkeit
von o~ ! konvergieren dann auch die Urbilder x, = ¢ 1(&,) € K gegen z = ¢ 1(£) €
X. Da K abgeschlossen ist, folgt z € K und somit £ = p(z) € p(K). Also ist
o(K) C K" abgeschlossen und beschriankt, und somit kompakt. Die Behauptung
folgt nun aus K = ¢! (p(K)) und Satz I11-4.1. O

Diese einfache Charakterisierung kompakter Mengen ist in Rdumen unendlicher Di-
mension falsch, vgl. Beispiel I11-4.6.
Ist der Definitionsbereich eine kompakte Menge K, definiert

[flloe = max{[| f()[ly: = € K}
cine Norm in C'(K,Y) (Ubung). Den normierten Raum (C(K,Y),]| - ||os) bezeichnen
wir wieder mit C'(K,Y).
THEOREM III-4.5. Es set K C X mnicht leer und kompakt und Y wvollstindig. Dann
ist C(K,Y) vollstindig.

BEWEIS. Es sei (f,,) eine Cauchy Folge in C(K,Y). Fiir ¢ > 0 existiert also ein
Index N (), so daB fur alle n, m > N(e)

[ fr = frnlloo = max{|| fu(z) — fin(2)|ly: v € K} <,

also

| fu(z) = fin(2)]ly < e, fir alle x € K

gilt. Insbesondere ist also fiir jedes © € K die Folge f,(x) eine Cauchy Folge in Y.
Wegen der Vollstandigkeit von Y existiert der Grenzwert lim,, o, f,(x), den wir mit
f(z) bezeichnen. Somit existiert eine Grenzfunktion f: K — Y. Fiihrt man fiir ein
festes © € K den Grenziibergang n — oo durch, erhélt man

(*) 1 () = fm(@)lly <€

fiir alle x € K und m > N(eg). Wir zeigen, dafl f stetig ist. Es seien also € > 0 und

zo € K beliebig gewéhlt. Da fy(.) stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so daB || fn)(z) —

Ine (@o)|ly < e fiir alle z € K(z9,0) N D gilt. Wegen der Wahl von N(¢) folgt daher

aus (x)

1f () = f@o)lly < 1f (@) = vy (@) lly + v () = vy (@o)lly + [ xe) (20) — f(2o)lly
<20f = fyells + v (@) = e (@o)lly < 3e.
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Diese Abschétzung gilt fiir alle € K(x9,0) N D, somit ist f stetig. Die Funktion

x — || f(x) = fi(2)]ly nimmt daher auf K das Maximum an und es gilt wegen ()
If = finllo < €

fiir m > N(e). Somit konvergiert die Funktionenfolge (f,,) im Sinne der Norm || - ||o

gegen die Grenzfunktion f. U

BeispieL I11-4.6. Die abgeschlossene Einheitskugel in (C(]0,1],R), || - ||s) ist nicht
kompakt. Dazu betrachten wir die Folge stetiger Funktionen

— 1, 0<z<i
fn(:rf):{ ML USES R gen
0, sonst

Natiirlich ist || f,]|cc = max{|fn(x)|: z € [0,1]} = 1. Fiir jedes = € [0, 1] existiert der
Grenzwert limy,, o, fn(z), welchen wir f(z) nennen,

(o) = {1’ .

0, sonst

Als Grenzwert der Folge (f,,) oder einer beliebigen Teilfolge kommt daher nur die
Funktion f in Frage Da f nicht stetig ist, kann die abgeschlossene Einheitskugel in
(C([0,1],R), || - ||so) nicht kompakt sein. Als Ubung iiberlege man, daB (f,) keine
Cauchyfolge sein kann.

5. Gleichmiflige Stetigkeit

Wir wenden uns nun einer wichtigen Variante des Stetigkeitsbegriffes zu. Dazu un-
tersuchen wir vorerst ein einfaches Beispiel etwas genauer:
BEISPIEL I1I-5.1. Es sei f: (0,1] — R die Abbildung = + 1, 25 € (0,1] und € > 0.
Eine einfache Rechnung ergibt
o — g
() = fa)] = =2
fir 0 < § < zp und |z — zg| < § erhélt man weiter
)
flx) = f(zo)| £ ————.
@) = flao) < s
Die Abschéatzung kann nicht verbessert werden, da fiir z = xy — d Gleichheit eintritt.
Somit gilt | f(x) — f(zo)| < € fiir |z — x| < J soferne ﬁ < e. Das Supremum aller

9, die mit dieser Ungleichung vertréglich sind, ist gegeben durch A(e, zg) = 1?583:0' Aus
inf 01 A(e, 2o) = 0 folgt, daBl es nicht moglich ist, zu e > 0 ein § = §(e) anzugeben,

welches fiir alle z € (0, 1] die ed-Charakterisierung der Stetigkeit verifiziert.

DEFINITION II1-5.2. Es sei f: D —Y, D C X und K C D nicht leer.
f heifst gletichmdfflig stetig auf K, wenn

Ve > 030 =0(e)Ve,y € K: ||z —yllx <d=||f(x) = fW)|ly <e.
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Insbesondere folgt, dafl eine auf K gleichméfig stetige Funktion an jeder Stelle y € K
stetig ist. Man beachte jedoch, daB eine fiir alle y € K giiltige passende 6 Umgebung
von y postuliert wird, welche die Erfordernisse der e)-Charakterisierung der Stetig-
keit von f in y € K erfiillt. Das vorhergehende Beispiel zeigt, dafl diese zusétzliche
Bedingung allgemein nicht erfiillbar ist. Gleichméfige Stetigkeit einer Funktion auf
K verlangt also echt mehr als die blofle Stetigkeit auf K.

BEIspiEL I11-5.3. Lipschitz stetige Funktionen sind gleichméfig stetig.

Durch Negation erhélt man leicht folgende Charakterisierung:
f ist nicht gleichméBig stetig auf K <
30 > 03wzt (n)uzs © K ¥ € N: ([, — yullx < £ AN (@a) = F@a)lly = <o
Man verifiziere diese Bedingung in Beispiel I11-5.1.

THEOREM III-5.4. Essei f: D =Y, D C X, stetig. Dann ist f auf jeder kompakten
Teilmenge K C D gleichmdfig stetig.

BEWEIS. Es sei K C D kompakt und f stetig, aber nicht gleichméfig stetig auf
K. Somit gibt es g9 > 0 und Folgen (z,,)n>1, (Yn)n>1 C K mit

1
[l = ynllx < — und [[f(za) = f(ya)lly = 0.

Da K kompakt ist, enthélt (z,) eine konvergente Teilfolge (z,(,)): Es gibt also ein
r € K mit lim, o Tym) = . Aus

1
||yso(n) - x||X < ||y<ﬂ(n) - Itp(n)HX + ||x30(n) - x||X < —+ ||x<p(n) - IHX

p(n)
folgt

iy ooy =

Aus der Abschétzung

0 < |[|f(@em) = fWem)lly < (o) = F(@)ly + [/ (@) = f(Yem)lly
folgt dann, dafl f an der Stelle x nicht stetig sein kann. O

Eine Anwendung der gleichméfiigen Stetigkeit ist die Moglichkeit der stetigen Fort-
setzung einer Funktion:

THEOREM III-5.5. Es sei f: D — Y, D C X, gleichmifig stetig und Y wvollstindig.
Dann gibt es genau eine auf der abgeschlossenen Hiille D gleichmdpig stetige Funktion
F: D =Y, welche auf D mit f iibereinstimmt.

BEWEIS. Es sei 2o € D\ D, die Folge (z,,) C D konvergiere gegen x. Wir zeigen,
daB (f(x,)) eine Cauchy Folge ist. Wir wihlen also ¢ > 0 und bestimmen dazu § > 0
geméB Definition I11-5.2. Ferner bestimmen wir einen Index N (§), so daB ||z, — x| < 2
fir alle n > N(0) zutrifft. Fir n > m > N(0) gilt dann ||z, — 2,,,|| < ¢ und somit
wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f auch || f(z,)— f(zm)|| < e. Somit ist (f(x,,))
eine Cauchy Folge und es existiert lim,_,,, f(z) (Satz III-1.12). Dann kann f stetig
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nach z, fortgesetzt werden (Satz I11-2.9). Die Funktion F': D — Y, F(x) = f(z) fiir
z € D und F(z) = lim,_,, f(y), z € D\ D, ist also stetig. Ist F eine weitere stetige
Fortsetzung, dann stimmen F' und F auf D iiberein. Da D dicht in D ist, folgt F=F,
Satz I11-2.11. Es bleibt noch zu zeigen, dafl F gleichméBig stetig auf D ist. Zu € > 0
wahlen wir 6 > 0 entsprechend der gleichmifiigen Stetigkeit von f und z € D. Fiir w,
v € K(2,2)N D folgt |ju— | < 4 und somit

1 (u) = fo)]| <e.

Fiihrt man in dieser Ungleichung den Grenziibergang v — z durch, findet man

)
| f(u) — F(2)|| <e, fur alle [|ju — 2| < 3
Es seien nun z, und y beliebige Elemente aus D mit ||z — y|| < § und u, und u,
Elemente aus D mit [Ju, — z|| < & bzw. |u, — y|| < . Dann gilt
[ = uy|| < Jlua = 2l + [l =yl + lly —uyll <9
und somit
1F(x) = F)ll < [[F(x) = Fue)|| + [[F(uz) = F(uy) || + [ F(uy) = Fy)]]
< NF (@) = f(u) | + 1 (ua) = fug)[| + [/ (uy) = F(y)ll < 3e,
somit ist F' gleichmé&fig stetig. ([l

6. Globale Stetigkeit
Wir formulieren zuerst die Stetigkeit einer Abbildung mit Hilfe von Umgebungen.

THEOREM III-6.1. Es seien (X, ||-[|x) und (Y, |- |[y) normierte Riume und f: D —
Y, D C X. Aquivalent sind folgende Aussagen:
(1) f ist stetig in xg € D.
(2) Zu jeder Umgebung V von f(xq) gibt es eine Umgebung U von xq mit f(U N
D)cV.

BewEis. Ubung. O

Die globale Stetigkeit einer Funktion kann sehr elegant mit dem Begriff der offenen
(abgeschlossenen) Mengen charakterisiert werden. Wir bendtigen dazu folgende Ver-
allgemeinerung dieser Konzepte.

DEFINITION III-6.2. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum und D C X. Eine Teil-
menge U C D heifst relativ offen (abgeschlossen) in D, wenn es eine offene
(abgeschlossene) Menge M C X gibt mit

U=DnNnM.

Man iiberzeuge sich davon, daf eine Menge U genau dann offen in D ist, wenn D\ U
abgeschlossen in D ist
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BEISPIEL II1-6.3. Es sei X = R und D = [0,1], E = (0,1). Dann ist [0, 3) relativ
offen in D und (0, %] relativ abgeschlossen in E. Natiirlich ist auch D selber relativ
offen in D.

THEOREM I11-6.4. Es seien (X, ||-||x) und (Y,||-||ly) normierte Riume und f: D —
Y, D C X. Folgende Aussagen sind dquivalent
i) f ist stetig auf D.
i) Das Urbild offener Teilmengen in'Y ist relativ offen in D.
iii) Das Urbild abgeschlossener Teilmengen in'Y ist relativ abgeschlossen in D.

BEWEIS. i) = ii) Es sei f stetig auf X und V offen in Y. Zu zeigen ist: f~1(V) =
{x € D: f(x) € V} ist offen in X. Dies ist trivial fiir f~*(V) = ). Es sei also
x € f7YV). Da f in z stetig ist, existiert eine offene Umgebung U, € Ux(x) mit
f(U,NnD)cV,dh U,ND C f~4V). Die Behauptung folgt nun aus der Darstellung

V) =UJtnDa e ;1)) = J{Uerw € FH (V)N D,

und Satz II-1.9.

ii) = iii) Es sei A C Y abgeschlossen, d.h. CA ist offen in Y. Somit ist f~(CA)
relativ offen in D, d.h es gibt eine offene Menge O C X mit f~1(CA) = OND. Wegen
f71(€A) =D\ f~'(A) folgt

J7MA) = D\(D\ [~ (4) = D\ (0N D) = DN O,

d.h. f71(A) ist relativ abgeschlossen.

iii) = i) Wir wihlen 2o € X und V' € Uy (f(x)). Dann ist V° eine offene Um-
gebung von f(xg) und somit f~(CV°) relativ abgeschlossen in D, d.h es gibt eine
abgeschlossene Menge A € X mit f~}(CV°) = AN D. Wie vorhin folgt nun

Y VoYy=D\(D\ f' (V) =D\ (AN D)= DnNCA.

Setzt man U = CA, dann ist offenbar U eine offene Umgebung von xo mit f(UND) C
VeV, d.h. fist stetig in x. 0

DEFINITION II1-6.5. Fine bijektive Abbildung f einer Teilmenge U eines normierten
Raumes (X, || - ||x) auf eine Teilmenge V' eines normierten Raumes (Y, || - ||y) heifst
Homdéomorphismus, wenn f: U — V und f~1: V. — U stetig sind. Man sagt
auch, f bildet U homdomorph auf V' ab, bzw. U ist homéomorph zu V.

BEispIEL I11-6.6 (Ebene Polarkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung
[0,00) X [—7, 7] — R?,
¢: :
(r, ) = (rcosp,rsinp).

Man nennt (r,¢) Polarkoordinaten des Punktes in R? mit den kartesischen Koordi-
naten (z,y) = (rcosp, rsinp).
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(xy)

Die Abbildung ¢ ist stetig und surjektiv. Sie ist aber nicht injektiv, denn es gilt
#(0,¢) = (0,0) fiir alle p € [—7, 7] und ¢(r,7) = ¢(r,—7) = (—r,0) fiir alle r > 0.
Offenbar bildet ¢ jedoch den halboffenen Halbstreifen (0,00) x (—m, 7| bijektiv auf
die punktierte Ebene R?\ {(0,0)} ab. Definiert man h: R — R durch

1, >0,
hy) = Y
-1, y <0,

kann man die Umkehrabbildung ¢~1: R*\ {(0,0)} — (0, 00) x (=, m| kompakt schrei-

ben in der Form
x

Va2 4 yg)'
Als Ubung beweise man die Identititen ¢ o ¢! = idge\(00) und ¢! o ¢ =

id(0,00)x (—,x)- Allerdings besitzt ¢! in keinem Punkt des Halbstrahls {(—r,0): r > 0}
einen Grenzwert: es gilt namlich

¢~ (z,y) = (Va2 + y2, h(y) arccos

1
lim ¢ ' (—r, —) =
am o (= ) = (),
1
lim ¢~ (—r,—=) = (r, —7).
Jim 7 (=, =) = (1, =)

Man iiberzeuge sich davon, da§ ¢! auf R?* \ {(—r,0): r > 0} stetig ist. ¢ bildet also
(0,00) X (—7,7) hombomorph auf die geschlitzte Ebene R? \ {(—r,0): r > 0} ab.



KAPITEL IV

Reelle Funktionen

1. Zwischenwertsatz

Im folgenden untersuchen wir die speziellen Eigenschaften von reellen Funktionen,
deren Definitionsbereich ein Intervall ist. Wir beginnen mit einer Charakterisierung
von Intervallen.

THEOREM IV-1.1. Es sei A C R und A # 0. Aquivalent sind folgende Aussagen:

a) A ist ein Intervall.
b) Mit je zwei Punkten von A liegt auch deren Verbindungsstrecke in A, d.h.
Ve,ye Arx <y=[z,y] C A.
BEWEIS. a = b trivial

b = a: Wir unterscheiden vier Fille, je nachdem ob A nach unten oder nach oben beschriankt ist oder ob dies nicht
der Fall ist.
Fall 1: A ist beschridnkt nach unten, unbeschrinkt nach oben. Wir zeigen, dafl in diesem Falle A ein Intervall des Typs
(o, 00) oder [oy, 00) ist, v = inf A. Da « eine untere Schranke von A ist, folgt A C [a, 00). Die Behauptung folgt dann
aus der Inklusion (a,c0) C A. Es sei also r € (o, c0) beliebig gewdhlt. Nach Satz II-1-6.4 (modifiziert fiir inf) gibt es
ein a € A mit a < a < r. Andererseits ist A nach oben unbeschrinkt, somit gibt es b € A mit r < b, also a < r < b.
Aus der Bedingung b) folgt [a,b] C A und somit a fortiori auch r € A.
Fall 2: A ist beschrinkt nach oben, unbeschrinkt nach unten. Dies 148t sich durch Ubergang auf die Menge -A auf
Fall 1 zuriickfiithren.
Fall 3: A ist beschriankt. Analog zum Fall 1 zeigt man, dal mit « := inf A und B := sup A die Inklusionen

(a,8) CAC[a,f]

gelten. Somit ist A eines der Intervalle (a, 8), (o, 8], [e, B) oder [a, B].
Fall 4: A ist nach oben und unten unbeschrénkt. Fiir alle r € R gibt es dann a,b € A, a < b, mit r € [a,b] C A. Somit
ist A=R. O

Wir zeigen nun, daf eine stetige, reelle Funktion, die in den Endpunkten eines abge-
schlossenen Intervalles Werte verschiedenen Vorzeichens annimmt, in diesem Intervall
mindestens eine Nullstelle besitzt.

THEOREM IV-1.2. Es sei I = [a,b], —00 < a < b < oo, f: I — R stetig und
f(a)f(b) < 0. Dann gibt es ein o € (a,b) mit f(a) = 0.

BewEIls. Wir nehmen an, es sei f(a) > 0 und f(b) < 0 (anderenfalls geht man
von f auf —f iiber). Die Menge A = {x € [a,b] : f(x) > 0} ist nicht leer (a € A) und
beschrénkt, somit existiert a = sup A. Es sei (z,,),>1 C A eine Folge mit lim,,_, x,, =
a, dann gilt o € I. Das Supremum « liegt aber sogar in A. Aus f(z,) > 0, n € N,
folgt némlich mit Satz 1I-4.4 und Satz I11-2.7

F@) = f(lim ) = lim f(z,) >0

95
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Wegen f(b) < 0 ist insbesondere a < b und f(y) < 0 fiir alle y € (a,b]. Ist daher
(Yn)n>1 C (o, b] eine Folge mit lim,, o ¥ = «, muB notwendigerweise auch f(a) =
lim f(y,) < 0, insgesamt also f(«) = 0 gelten. O

Dieses Resultat bildet die theoretische Grundlage fiir das Bisektionsverfahren zur
Berechnung der Nullstelle einer stetigen Funktion.
Wir erweitern nun die Anwendbarkeit dieses Satzes auf beliebige Intervalle.

THEOREM 1V-1.3 (Zwischenwertsatz). Es sei I C R ein Intervall und f € C(I,R).
Dann ist f(I) ein Intervall.

BEWEIS. Es sei x,y € f(I), * < y. Nach Satz IV-1.1 geniigt es, [z,y] C f(I)
nachzuweisen. Zu diesem Zweck wéhlen wir £ € R mit = < k < y. Wegen z,y € f(I)
gibt es a,b € I mit x = f(a) und y = f(b). Da x # y und f eine Funktion ist, gilt
a # b. Wir bezeichnen nun mit J das abgeschlossene Intervall mit den Endpunkten a
und b. Da [ ein Intervall ist, folgt J C I. Wir definieren nun g: J — R durch

) =R
a {x>—>f(x)—k
Da f|, stetig ist, ist auch g stetig. Dariiberhinaus erfiillt g die Bedingungen
g(a) = f(a) —k=a—k <0,
g(b) = f(b) —k=y—k>0.

Satz IV-1.2 sichert die Existenz von ¢ € J mit g(c¢) = 0. Das bedeutet aber f(c) = k,
dh. k € f(I). 0

BEMERKUNG IV-1.4. Aus dem Beweis wird klar, warum dieses Ergebnis Zwischen-
wertsatz genannt wird: Jede reelle Zahl zwischen zwei Bildern ist selbst ein Bildele-
ment.

Es ist leicht, Beispiele zu finden, die belegen, dal man beim Zwischenwertsatz weder
auf die Stetigkeit von f, noch auf die Voraussetzung, daf I ein Intervall ist, verzichten
kann.

KOROLLAR IV-1.5. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig. Fiir alle x € 1
sei f(z) # 0. Dann ist entweder f(I) C (0,00) oder f(I) C (—o0,0).

BEwEIS. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: angenommen es giabe a,b € [ mit
f(a) < 0und f(b) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz wire 0 € f(I) im Widerspruch
zu f(x) #0 fir z € I. O

2. Monotonie und Stetigkeit

DEFINITION 1V-2.1. Es sei f: D — R und D C R.
i) f heifft monoton wachsend (fallend) l():)f
&

Veye Dix<y= f(z) < fly) (f(z) = f(y))
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ii) f heifit streng (strikt) monoton wachsend (fallend) <

Def
Ve,ye Dz <y= f(x) < f(y) (f(z)>f(y)
iii) f heifit (streng) monoton D(:)f f ist (streng) monoton wachsend oder fal-

lend.

Strenge Monotonie einer Funktion ist deswegen von Bedeutung, da sie die Existenz
der Umkehrfunktion sicherstellt.

THEOREM 1V-2.2. Es sei f: D — R, D C R, streng monoton. Dann ist f injektiv,
die Umkehrfunktion existiert und ist ebenfalls streng monoton im selben Sinn wie f.

BEWEIs. Eine streng monotone Funktion ist injektiv, somit existiert die Umkehrfunktion. O.B.d.A. sei f streng
monoton wachsend (gegebenenfalls ersetze man f durch —f). Angenommen f~! wire nicht streng monoton wachsend,
d.h.

Jyi,y2 € F(D):yr <y AF M) = f 1 (2).
Da f~1(y;) € D, i = 1,2, folgt aus der strengen Monotonie von f die Beziehung y2 = f(f ' (y2)) < f(f " (y1)) = w1
im Widerspruch zu y; < y2. O

Allerdings ist die strenge Monotonie nur eine hinreichende Bedingung fiir Injektivitét:

BEISPIEL 1V-2.3. Wir definieren f: [0, 1] — [0, 1] durch

K zeQno,1]
f(m)_{l—x z€[0,1]\ Q.

Diese Funktion ist sogar bijektiv (zum Beweis betrachte man die Restriktionen
flano und f|o,1\@), aber nicht monoton: Fiir 1 < ‘/75 < 3folgt f(3) =3 > f(‘/TQ),
=1 > 108

Wir merken an, dafl die Menge der monotonen Funktionen keinen Vektorraum bilden.
Die Charakterisierung des Bildbereiches einer stetigen monotonen Funktion auf einem
Intervall ist besonders einfach.

THEOREM IV-2.4. Es sei I C R ein Intervall mit den Randpunkten a = inf I und
b=supl und f € C(I,R) monoton. Dann ist f(I) ein Intervall mit den Randpunkten
a =1inf f und 5 =sup f. Ist f sogar streng monoton wachsend, dann sind I und f(I)
Intervalle vom selben Typ, also

a€ f(l)yeael und pe f(l)ebel.

Eine analoge Aussage gilt fiir streng monoton fallende Funktionen.

BEWEIS. Da f stetig ist, ist f(I) ein Intervall (Zwischenwertsatz). Der weitere Beweis verlduft vollkommen analog
zum Beweis von Satz IV-1.1: Man weist die Inklusion (a, 8) C f(I) C [e, 8] nach (mit geeigneten Modifikationen falls
a,B € R). Es sei nun f streng monoton wachsend und f(I) links abgeschlossen, dh. a = inf f € f(I). Somit gibt es
ein a@ € I mit f(a) = . Wegen der Injektivitit von f folgt

Vyel:y#a= f(y) > f(a),
und da f~1 ebenfalls streng monoton wichst ergibt sich

Vyel:y#a=y>a, dh. a =minl.
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I ist somit links abgeschlossen. Umgekehrt setzen wir nun diese Eigenschaft fiir I voraus, dh. a = min I. Somit gilt
f(z) > f(a) fir alle z € I, dh. f(I) ist links abgeschlossen. Die Behauptung, da8 die rechten Randpunkte von f(I)
und I beide entweder zu f(I) bzw. I gehoren oder nicht, kann analog bewiesen werden. O

Satz IV-2.2 zeigt, dafl die strenge Monotonie einer Funktion hinreichend (wegen Bei-
spiel IV-2.3 aber nicht notwendig) ist fiir deren Injektivitdt. Im Raum der stetigen
Funktionen allerdings ist diese Bedingung sogar notwendig.

LEMMA IV-2.5. Es sei [ = [a,b], —00 < a < b < c0. Jede stetige, injektive Abbildung
f: I — R ist streng monoton.

BEWEIS. Wegen der Injektivitdt von f ist f(a) # f(b). Wir nehmen an, es sei f(a) < f(b) (anderenfalls ersetzt
man f durch —f).
1. Schritt: f(a) < f(x) < f(b) fiir alle z € (a,b). Angenommen, es gébe ein £ € (a,b) mit f(£) < f(a) oder f(&) > f(b).
Wir betrachten zuerst den Fall f(§) < f(a). Da f injektiv ist und £ > a, muB f(§) < f(a) gelten. Somit ist f(a) ein
Zwischenwert der stetigen Funktion f|[57b], Der Zwischenwertsatz fiir f|[5,b] sichert die Existenz von n € (&,b) mit
f(m) = f(a). Wegen a < £ < n ergibt sich ein Widerspruch zur Injektivitit von f, es muf} also f(a) < f(x) fiir alle
z € (a,b) gelten. Analog schliet man die Méglichkeit f(§) > f(b) aus.
2. Schritt: z < y = f(z) < f(y) fir alle z,y € [a, b]. Die Behauptung ist wahr fiir = a, y = b. Sie ergibt sich in den
Fillen x = a <y < b, a < z < y = b aus Schritt 1. Schliellich sei a < * < y < b. Fiir das Tripel a < y < b folgt
mit Schritt 1: f(a) < f(y) < f(b). Ersetzt man somit in Schritt 1 f durch die stetige Funktion f := flia,y) folgt aus

a < z < y die Ungleichung f(a) < f(z) < f(y), dh. f(a) < f(z) < f(y). O
Wir erweitern nun den Giiltigkeitsbereich dieses Ergebnisses auf beliebige Intervalle:

THEOREM IV-2.6. Es sei I C R ein Intervall. Jede stetige, injektive Abbildung f: I —
R st streng monoton.

BEWEIS. Es sei s € I:r < s und 0.B.d.A f(r) < f(s) und somit f nach
Lemma IV-2.5 streng monoton steigend auf [r, s]. Es sei nun z,y € I und z < y Dann
ist f auf [min{r, x}, max{s, y}] streng monoton steigend und somit f(z) < f(y). O

Im Raum der stetigen Funktionen, deren Definitionsbereich ein Intervall ist, sind
die injektiven Funktionen also genau die streng monotonen. Es ist naheliegend, die
Stetigkeit der Umkehrfunktion zu untersuchen. Es ist ein iiberraschendes Resultat,
daB in diesem Falle die Stetigkeit von f~! automatisch gesichert ist (unabhiingig
von der Stetigkeit von f). Die Grundlage ist die anschauliche Eigenschaft, daf eine
monotone Funktion stetig sein muf}, wenn ihr Bild ein Intervall ist.

THEOREM IV-2.7. Es sei f: D — R, D C R, monoton. Ist f(D) ein Intervall, dann
ist f stetig.

BEWEIS. O.B.d.A sei f monoton wachsend. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis
und nehmen daher an, dal zwar f(D) ein Intervall ist, es aber eine Stelle zq € D
gibt, an der f nicht stetig ist, dh. es gibt ein g > 0 und eine Folge (z,,) C D, welche
zwar gegen xo konvergiert, fiir deren Bilder jedoch |f(z,) — f(zo)| > €o fiir alle n € N
gilt (warum darf man ,,>* behaupten?). Es gibt also eine Teilfolge (2,(n)) C (25), die
einer der beiden Bedingungen

f(@omy) < f(wo) — 0 < f(x0) oder f(x0) < f(wo) +e0 < f(Tpm)), nEN,
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geniigt. Es sei z.B. die zweite erfiillt. Nach Voraussetzung ist f(D) ein Intervall. Daher
muB [f(x0), f(7,0))] C f(D) und daher erst recht f(xg) 4+ o € f(D) gelten. Es gibt
also & € D mit f(xo) +e0 = f(§). Aus f(xo) < f(§) < f(xpm)), n € N, folgert man
wegen der Monotonie von f, dall o < £ < z,(n), n € N, zutreffen muf, also gilt auch
zo < < lim ) = T, ein Widerspruch. O

THEOREM IV-2.8 (Satz von der Umkehrfunktion). Es sei I C R ein Intervall und
f: I — R streng monoton. Dann existiert die Umkehrfunktion f=': f(I) — I, f~!
ist streng monoton (im selben Sinne wie f) und stetig.

BEWEIS. Satz IV-2.2 und Satz IV-2.7. O

Oft findet man eine schwichere Formulierung des Umkehrsatzes.

THEOREM 1V-2.9. Es sei I C R ein Intervall und f € C(I,R) injektiv. Dann ist
f74 f(I) = T stetig.

BEWEIS. Satz IV-2.6, IV-2.8. 0

Der Satz von der Umkehrfunktion zeigt, da8 einzig der Umstand, dafl D(f) kein Inter-
vall ist, verhindern kann, dafl die Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion
stetig ist.

BEISPIEL IV-2.10.

fz) = {fx Bi)’ bild f = [0,1) U[L, 2]
1,y J=x, xe|0,1),
Jo @)= {23:, zell,2]
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Die Bedingung ,,def f ist ein Intervall® ist jedoch keineswegs notwendig fiir die Ste-
tigkeit von f~1: Wir @ndern Beispiel IV-2.10 geringfiigig ab:

f@0={% ze[0,1), f*maz{x’ ze[0,1),

1+ 3z, x€(2,4], 2z —2, z €23

Man beachte, dal f~!(z) stetig ist und streng monoton wiichst.
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3. Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir wenden uns nun einer weiteren, iiberaus flexiblen Methode zu, aus bekann-
ten Funktionen neue Funktionen aufzubauen. Es sei (f,) eine Folge von Funktio-
nen auf D. Existiert fir alle x € D der Grenzwert lim, . fu(x), wird durch
f(z) = lim, 00 fn(x), © € D, eine Abbildung auf D erkldrt. Von Interesse sind die
Eigenschaften der Grenzfunktion, insbesondere wollen wir Bedingungen finden, die
gewdhrleisten, dafl sich die Stetigkeit von f,, auf die Grenzfunktion iibertriagt. Zuerst
untersuchen wir den angedeuteten Grenzprozef3:

DEFINITION 1V-3.1. Es sei (fn)n>1 eine Folge von Funktionen f,: D —Y, D C X.

(fn) heifit punktweise konvergent gegen die Grenzfunktion
f: D_>Y7 hmn%oofn:f7 pw. <=

Def
i) Vo € D: Flim, 00 fn(2)
i) Ve € D: f(x) := lim, o fr(x)

Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes der Zahlenfolgen ( f,,(x)) ist auch die Grenz-
funktion eindeutig bestimmt. Ist Y vollstindig, folgt aus der Definition, dafl die Funk-
tionenfolge (f,) genau dann punktweise konvergiert, wenn fiir alle z € D die Folge
der Bilder (f,(z)) eine Cauchy-Folge ist. Die tiblichen Rechenregeln fiir Grenzwerte
iibertragen sich auf punktweise konvergente Funktionenfolgen.



3. FUNKTIONENFOLGEN UND FUNKTIONENREIHEN 101

BEIspIEL IV-3.2. (1) D =0,1}, fu(z) = ™. Die Grenzfunktion ist

1, z=1.

fla) = {0, z€[0,1),

Zum Beweis greift man auf Satz I1-3.3 zuriick. Man beachte, dafl f unstetig,
jedes f,, aber stetig ist. Wir merken an, daf 0 < z" < e < 1 fiir alle x € [0, 1),
und fiir alle n > [logg} + 1 =: N(e,z) gilt. N(e,z) ist optimal.

D =10,2].

ne, z € [0,1],
fn(x) =< 2 —nz, (l g]
0, z € (2,2

Es gilt: lim,, o fn, = 0. Zum Beweis fixieren wir ein beliebiges x € (0, 2] und
bestimmen N, > 92? Fiir alle n > N, ist dann f,,(x) = 0. Je kleiner x gew#hlt
wurde, desto grofler ist also V,. Man beachte, dafl in diesem Beispiel sowohl
f, als auch jede approximierende Funktion f, stetig ist.

D = R, fo(x) = f[nz], n € N (vgl. Satz 1-6.10). Wir behaupten:
lim,, .o f, = td. Fiir jedes n € N, x € R gibt es k € N mit

1
LnxJzk@kSnx<k+1¢)ﬁ§x<k+ .
n n

Somit folgt fiir z € [£, EL) ¢ > 0,

1 k 1
\x—fn(l’)l—\x—gtnle—Ix—ﬁ| <-<e

Die letzte Ungleichung gilt fiir alle n > N(g) > % In diesem Beispiel sind die
approximierenden Funktionen f, unstetig, trotzdem ist die Grenzfunktion
stetig.

D = R+7 fn(x) -

- Die Abschitzung fiir alle z € R*, ¢ > 0

1 nx 1
0< folz) <= < <e,
_f<x)_n1+nx_n c

giiltig fiir n > N(g) > L, zeigt lim,_ f, = 0. In diesem Beispiel sind alle f,
und die Grenzfunktlon f stetig.

Diese Beispiele illustrieren, dafl der punktweise Grenzwert stetiger Funktionen nicht
notwendig stetig sein mufl. Umgekehrt kann eine Folge unstetiger Funktionen einen
stetigen Grenzwert besitzen. Worauf lduft die Stetigkeit der Grenzfunktion an ei-
ner Stelle g € D eigentlich hinaus? Es sei (f,) < C(D,R), f = limf,,
(x,) C D: lim,, o @, = . Nach Satz I11-2.7 impliziert die Stetigkeit von f in xg:
f(xo) = limy_y0o f(xg), dh.

fxg) = hm flxy) = hm [lim fn(xk)} = lim [hrgofn(xk)] :nhjrolo ful(zo)-

k—oo Ln—oo n—oo Lk—
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Die Stetigkeit der Grenzfunktion wére also gewahrleistet, wenn die Vertauschung der
beiden Grenzwerte gerechtfertigt wére. Dies fiithrt zu folgendem, stérkeren Konver-
genzbegriff:

DEFINITION IV-3.3. (f.)n>1 sei eine Folge von Funktionen f,: D —Y und f: D —
Y,DcCX.

(fn) heifit gleichmdfig konvergent gegen die Grenzfunktion f, lim, .o f, = f,
glm., genau dann, wenn

Ve >03dN(e) e NVx € DVn > N(e): || fulz) — f(2)]| <e.
Wir erinnern: Punktweise Konvergenz von (f,,) gegen f bedeutet
Ve > 0Vx € DIN(e,x) Vn > N(e,x): || fu(z) — f(2)|| <e.

Man beachte die Reihenfolge der Quantoren! Die Folge (f,,) konvergiert also gleich-
méBig genau dann, wenn ein Index N(¢) unabhéngig von x € D gefunden werden
kann, soda sémtliche Funktionswerte von f,,, n > N(¢), in einem , e-Schlauch® um
f liegen.

3

fre -7

-3 . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Die Folge (f,) konvergiert demnach nicht gleichméBig gegen f genau dann, wenn

deg >0Vn e N3z, € DIk >n: || fr(z,) — f(zn)] > €0
=

(*) 320 > 03(form) C (fu)3(@n): ([ o (@n) = f2n)ll = co.

Betrachten wir die Funktionenfolgen in Beispiel 1V-3.2: Die Folgen in (3) und (4)
sind gleichméBig konvergent, jene in (1) und (2) konvergieren nicht gleichméflig: Man
verifiziere die Bedingung (x) mit folgender Wahl:
IV-32-(1): e =1, ¢(n) =n, z, =1— %, n>2
1 1 Beispiel 1I-5.4 |
n\dn) — - )'= g > -

IV-32-(2): g0 = 3, p(n) =n, z, = L, n > 11 fo(z,) = 1.

n’?
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In den folgenden Plots ist die nicht gleichméfige Konvergenz in den Beispielen (1)
und (2), bzw. die gleichméfige Konvergenz in den Beispielen (3) und (4) deutlich
erkennbar:

BEMERKUNG IV-3.4. Wir erinnern daran, dafl im Vektorraum der beschrankten
Funktionen B(D,Y") durch

[flloe = sup{[[f(2)[ly: = € D}
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eine Norm erklart wird (Beispiel 1I-1.5). Man iiberzeuge sich davon, dafl eine Folge
(fn) € B(D,Y) genau dann gegen f € B(D,Y') beziiglich der Norm || - ||o konver-
giert, wenn f, gleichméBig gegen f konvergiert. Auch in C(K,Y), K C X kompakt,
bedeutet Konvergenz einer Folge deren gleichméflige Konvergenz.

Es ist klar, daf3 als Grenzfunktion bei gleichmé&fliger Konvergenz nur jene Funkti-
on in Frage kommt, die durch die punktweise Konvergenz bestimmt wird. Wie bei
gewOhnlichen Folgen kann auch die gleichméflige Konvergenz einer Funktionenfolge
durch eine Cauchy Bedingung charakterisiert werden. Diese hat wieder den Vorteil,
daf} ihr Nachweis die Kenntnis der Grenzfunktion nicht voraussetzt.

THEOREM IV-3.5. Es sei (fn)n>1 eine Folge von Funktionen f,: D — Y, D C X
und Y wollstindig. Die Folge (f,) ist genau dann gleichmafig konvergent, wenn ( f,)
eine gleichméaflige Cauchy Folge bildet, dh.

() Ve > 03N (e) Ve € DVn,m > N(e): ||fu(z) — f(2)]| < &.
BewErs. Ubung. O

THEOREM [V-3.6. Fine Folge von Funktionen f,: D — Y, D C X, n € N, konver-
giere gleichmdjig gegen die Funktion f: D — Y. Ist jede Abbildung f, in xo € D
stetig, dann ist auch f in xy stetig. Gilt insbesondere (f,) C C(D,Y), dann ist f
stetig.

BeEwEIs. Wir schreiben f(z) — f(x) in der Form

f(x) = fxo) = (f(2) = ful2)) + (fnl2) = fu(20)) + (fnl20) — f(20)).

und argumentieren dann wie im Beweis von Satz I11-4.5. U

Dieser Satz ist auch von Nutzen beim Nachweis, dafl bestimmte Grenzwerte nicht
gleichméBig sind. Z.B. kann die Konvergenz in Beispiel 1V-3.2-(1) nicht gleichméfig
sein, da die Grenzfunktion f unstetig, die approximierenden Funktionen f, jedoch
stetig sind.

Eine teilweise Umkehrung dieses Satzes bringt folgendes Resultat, welches auf U. Dini zuriickgeht. Der Beweis erfordert
allerdings Hilfsmittel, die uns noch nicht zur Verfiigung stehen.

THEOREM IV-3.7 (Dini). Es sei I = [a,b] und (fn) C C(I,R) und (fn) konvergiere monoton gegen f, dh. f(z) =
limn—soo frn(z), und fn(x) < fonyi1(x) (bzw. fn(x) > fonyi1(x)) fir alle x € I und n € N. Ist die Grenzfunktion stetig,
dann ist die Konvergenz gleichmdfig.

Der Satz von Dini ist falsch, wenn man auch nur auf eine der Voraussetzungen verzichtet. In den folgenden Beispielen
sind jeweils alle Voraussetzungen bis auf eine einzige Ausnahme erfiillt, die Konvergenz gegen die Grenzfunktion ist
jeweils nicht gleichméBig. Wir tiberlassen diesen Nachweis dem Leser und notieren nur die Voraussetzung, die verletzt
wird:

BEispIEL 1V-3.8. (1) I =[0,1], fn(z) = 1 — z™. Die Grenzfunktion f(z) = 1 fiir z € [0,1), f(1) = 0, ist
unstetig.
(2) I =R, fo(z) = —%. Der Definitionsbereich ist kein abgeschlossenes und beschrénktes Intervall.

(3) I=10,1], fu(z) =0,0<z <L, fu(z) =1, € {0} U[L,1]. Die Funktionen f, sind unstetig.
(4) I =10,2], fa(z) =0,z € (%,2]7 fn(z) = n22% — 2nz, z € [0, %] Die Konvergenz von (fn) gegen 0 ist
nicht monoton.
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Wir betrachten nun Funktionenreihen )7 | f,,, die natiirlich aufzufassen sind als
Folgen von Partialsummen (s,)n>1, Sp = » ., fi.- Somit gibt es auch fiir Funktionen-
reihen zwei natiirliche Konvergenzbegriffe:

DEFINITION 1V-3.9. Es sei (f,)n>1 eine Folge von Funktionen f,: D — Y, D C X
und (sn)n>1 die Folge der n-ten Partialsummen s, =Y . fi.
1) Die Reihe > 7 fn konvergiert punktweise gegen f: D =Y, > % f, = f,
pw. [<):>flimnﬁoo Sn = f punktweise.
€

ii) Die Reihe > | [, konvergiert gleichméf$ig gegen f: D — Y, >  fo=f
glm. l<):>flimn_>oo s = [ gleichmdfsig.
e

iii) Die Rethe . | f, konvergiert punktweise (gleichmdfig)
[():)f 3f: D =Y, > 7| fo = [ punktweise (gleichmdifig).
€

Satz IV-3.6 148t sich auch fiir Funktionenreihen formulieren:

THEOREM IV-3.10. Es seien f,: D — Y, D C X. Die Folge der Partialsummen
($n), Sn = Y.y fi, konvergiere gleichméBig gegen f: D — Y. Sind alle Abbildungen
fn in g € D stetig, dann ist auch f = > 7 f, in xo stetig. Gilt insbesondere
(fn) € C(D,R), dann ist auch f stetig.

Wir iiberlassen es dem Leser, das Cauchy Kriterium IV-3.5 fiir Funktionenreihen an-
zugeben. Eine tiberaus niitzliche hinreichende Bedingung fiir (absolute) gleichméBige
Konvergenz ist folgende Adaptation des Vergleichskriteriums:

THEOREM IV-3.11 (Weierstrass m-Test). Es sei (f,)n>1 €ine Folge von Funktionen
fo: D =Y, DCX,undY wollstindig. Gibt es eine Folge (M,) C R*, sodaf

) > M, < oo,

i) [|fu(x)|| < M, fiir alle x € D und n € N,
dann ist die Reihe > | f, (absolut) gleichmdfig konvergent.

BEWEIS. Die Bedingungen des Satzes implizieren, dafl die Reihe >~ 7 | M, fiir alle
z € D eine konvergente Majorante fir >, || f.(z)|| darstellt. Die Behauptung folgt
nun aus Satz 11-9.5. U

Der Weierstral m-Test fiihrt notwendig auf absolute gleichméaflige Konvergenz. Wir
weisen jedoch darauf hin, daf§ die beiden Begriffe gleichméflige Konvergenz und ab-
solute gleichméflige Konvergenz voneinander unabhéngig sind. Die hinreichenden Be-
dingungen fiir bedingte Konvergenz aus Kapitel II lassen sich jedoch leicht auf Funk-
tionenreihen iibertragen:

THEOREM [V-3.12 (Leibniz). Die Funktionen (f,): D — [0,00), D C R, n € N,
erfiillen die Bedingungen

(1) Die Folge (f.(x)) ist monoton fallend fiir alle x € D.
(2) Die Funktionenfolge (f,) konvergiere gleichmdfig gegen 0.
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Dann ist die Rethe Y .~ (—1)"f, gleichmdfig konvergent.

Beweis. Die Folge (f.(z)) ist fir alle x € D konvergent. Wir bezeichnen den
punktweisen Grenzwert der Reihe mit f(z) (Leibniz-Kriterium I1-11.1). Nach Korol-
lar 11-11.2 gilt die Abschéatzung

(@) =D ful@)] < [ funa(@)].

Die Behauptung ergibt sich nun aus Bedingung (2). O

THEOREM IV-3.13 (Abel). Es seien (un), (vn) Folgen von Funktionen un, vp: D — R, D C R. Es gelte:

(1) >0, un ist gleichmifig konvergent,
(2) (vn) ist gleichméBig beschrinkt, dh.,

IM >0Vz € DVn € N: |u,(z)| < M

(3) Die Folge (vn(x))p>1 ist monoton fir alle Vo € D.
Dann ist die Reihe Yoo | unvn gleichmdfig konvergent.
THEOREM IV-3.14 (Dirichlet). Es seien (un), (vn) Folgen von Funktionen un, vp: D — R, D C R. Es gelte:

(1) Die Folge der Partialsummen (sn)p>1, Sn = _p_q Uk, ist gleichmdfig beschrankt.
(2) Die Funktionenfolge (vn) konvergiert gleichmdfig und monoton nach 0.

Dann ist die Reihe Y02 | unvn gleichmdfig konvergent.
BeispIEL IV-3.15. Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe 3-0° | (—1)"*!f, () mit D =R, fn(z) = ﬁ
1) | n+1(z)

W' = Hﬁ <1,z #0, fn(0) = 0, n € N. Das Quotientenkriterium garantiert somit die absolute, punktweise

Konvergenz der Reihe -0 | (—1)"+! f,, (z). Fiir festes z € R liegt eine geometrische Reihe vor. Eine leichte Rechnung
liefert nun die Grenzfunktion

1 x?

—1| = .
1+1+1:t2 ] 2+a?

flz) = —2*]

ii) Setzen wir up(z) = (=1)"T1, v,(z) = fu(z), © € R. Die Folge der Partialsummen (s,) = (1,0,1,0,...) ist
beschriinkt, es gilt frn4+1(z) < fn(z), z € R. Wir zeigen, daB (fn) gleichmiBig gegen die Nullfunktion konvergiert:

1
— fiir alle z € R,
n

somit konvergiert die Reihe gleichmiBig (vgl. die Sdtze IV-3.14 bzw. IV-3.12).
iii) Die Reihe ist jedoch nicht absolut gleichméBig konvergent, dh. die Reihe >, ﬁ konvergiert nicht
gleichméBig auf R. Wegen i) konvergiert diese Reihe absolut und punktweise, und zwar gegen

= 0 firz=0
f(x):{l fir x #0

Da die Grenzfunktion in « = 0 unstetig ist, alle Funktionen f,, jedoch stetig sind, kann nach Satz IV-3.10 die Reihe

2
> (H_IT)n nicht gleichmBig auf R konvergieren.
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gleichméBige Konvergenz absolute, nicht gleichméfBige Konvergenz

BEMERKUNG 1V-3.16. Abschlieend bemerken wir, daB die Kriterien von Abel und

Dirichlet auch dann gelten, wenn die Funktionen w, Werte in C annehmen (wegen der Monotonievorausset-
zung fiir (v, ) miissen die Funktionen v, natiirlich nach wie vor reelle Funktionen sein).

4. Potenzreihen

DEFINITION IV-4.1. Es sei (a,)n>0 C C und 2o € C. Die komplexe Reihe

(o)
Zan(z — 29)", z € C,
n=0

heifst Potenzrethe mit Entwicklungszentrum zy. Man nennt a,, n € Ny, den n-ten
Koeffizienten der Reihe.

Je nach Wahl von 2z € C kann eine Potenzreihe entweder konvergieren oder diver-
gieren. Trivialerweise konvergiert sie immer fiir z = z7. Allerdings sind die Punkte,
fiir welche eine Potenzreihe konvergiert, nicht regellos in der Gaufischen Zahlenebene
verteilt. Der folgende Satz zeigt namlich, dafl es zu jeder Potenzreihe einen Kreis mit

Mittelpunkt zy gibt, sodal im Inneren dieses Kreises die Potenzreihe konvergiert und
im dufleren divergiert:

THEOREM IV-4.2. Es sei > gan(z — z0)™ eine Potenzreihe und p = 1im,, 00 /] @]
Wir definieren R € R* durch

R % fiir 0 < p < oo,

oo  fir p=0.

Die Potenzreihe konvergiert absolut fir alle z € C mit |z — 29| < R und divergiert

fir alle z € C mit |z — z9| > R. Ist p = oo, konvergiert die Potenzreihe nur im
Entwicklungszentrum 2.

BEWEIS. Nach dem Wurzelkriterium II-12.2 konvergiert die Reihe Y7 a,(z —
2p)" absolut, falls (vgl. Satz 11-6.9—(iv))

lim,, 00 V] an (2 — 20)"| = limy, 00 V] an| - |2 — 20| = p- |2 — 20 < 1
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und divergiert, falls p|z — zo| > 1. Ist die Folge ({/|a,|) unbeschrinkt, d.h. p =
oo, kann somit die Potenzreihe fiir z € C mit |z — 29| > 0 nicht konvergieren, ist
andererseits p = 0, so ist die Bedingung p|z — zo| < 1 fur alle z € C erfiillt. Gilt
p € (0,00), dann konvergiert die Reihe absolut fiir alle z € C mit |z — 25| < %. O

DEFINITION 1V-4.3. Es gelten die Bezeichnungen von Satz IV-4.2. Fir R € (0,00)
nennt man K(zy, R) = {z € C: |z — 2| < R} Konvergenzkreis der Potenzreihe
und R ihren Konvergenzradius. Sind simtliche Koeffizienten der Potenzreihe reell
und ist zg € R, so heifst K(zp, R) "R = (29 — R, 20 + R) Konvergenzintervall der
(reellen) Potenzreihe.

Jede Potenzreihe Y ja,(z — zo)" mit Konvergenzkreis K (zp, R) definiert durch
z = > san(z — )" eine Abbildung f : K(z, R) — C, die eine Reihe aufler-
gewOhnlicher Eigenschaften aufweist. Die Darstellung einer Funktion f durch eine
Potenzreihe bietet eine Moglichkeit, Funktionswerte von f innerhalb des Konver-
genzkreises mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen.

Es ist nicht immer notwendig, auf Satz IV-4.2 zur Berechnung des Konvergenzradius
zuriickzugreifen. Oft ist es einfacher, das Quotientenkriterium unmittelbar auf die

Potenzreihe anzuwenden (man vergleiche in diesem Zusammenhang auch Satz II-
6.10).

BEISPIEL IV-4.4. >0 222 = 5™ .. Die Anwendung des Quotientenkriteriums
ergibt

Cnp1 (n+ 1)nTizntipl a4 1 yr
= = —_ Z’
Cn n"z"(n + 1)! n
und mit Hilfe von Beispiel 11-5.4 folgt
lim \C”H] = e|z|.

n—oo  Cp

Die Reihe konvergiert somit absolut fiir e|z| < 1, d.h. fiir |2| < 1, und divergiert fiir
|z| > L. Der Konvergenzradius ist also R = 1.

Die folgenden Beispiele zeigen, dafi das Konvergenzverhalten von Potenzreihen auf
dem Rand des Konvergenzkreises sehr unterschiedlich sein kann.

BEISPIEL IV-4.5. 1) >~ /2™, R = 1. Die Reihe divergiert in jedem Punkt mit |z| = 1,
da die notwendige Konvergenzbedingung in Korollar 11-9.3 verletzt ist.

2) >, n('ri—:-l)’ R = 1. Die Reihe konvergiert (sogar absolut) in jedem Randpunkt

von K(0,1), denn fiir |z| = 1ist Y7, -5 eine konvergente Majorante.

3) Y2, =, R =1. Von dieser Reihe kann man zeigen, daf sie in jedem Punkt mit
|z| = 1 und z # 1 bedingt konvergiert. Fiir z = —1 erhélt man die Leibniz Reihe.

4) 3> n"z", R=0.

5) > 07 %z", R = 0.
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THEOREM IV-4.6 (Eulersche Zahl e und Exponentialreihe). )e=>rom
ii) e ist irrational.
iii) Der Fehler der rationalen Approximation S, = ZZ:O%? n € N, ist be-
schrdankt durch
1

O<e—5, < —.
nln

BEWEIS. i) Wir erinnern daran, daf e in Beispiel 11I-5.4 durch

1
e= lim (14 —)" = lim a,
n—00 n n—00

definiert wurde. Nach Beispiel IV-4.5-5 existiert S = Y7 4. Mit Hilfe des binomi-
schen Lehrsatzes folgt fiir alle n > 1

n k—1 n k—1
1 1
k=1 i=0 n k=1 i=0 n
<1+ Z% <8
k=1
und daher auch
(1) e= lim a, < 5.

Zu beliebigem ¢ > 0 wahlt man p € N so, daf§

(2) S—e< S,
Fiir jedes n > p folgt aus der Monotonie der Folge (a,)
no k-1 . p k-1
e>%_1+§:q1u—%»%>1+§:qla—%»%
k=1 = k=1 =

Man beachte, da3 auf der rechten Seite dieser Abschitzung eine feste Anzahl von
Summanden steht. Man kann daher den Grenziibergang n — oo durchfithren und
erhalt

p
1
k=1
Zusammen mit (1) und (2) ergibt sich daher fiir jedes ¢ > 0

S—e<S8,<e<s,

d.h. S =e.
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iii) Der Approximationsfehler » ;2 41 % kann abgeschétzt werden durch

i = (ot 1 + : +...)
k:n+1k!_n! n+1l (n+D)n+2) m+Dn+2)(n+3)

S O )N PO LR e s g W

n! n!

Dies zeigt
1
O<e—85, < —
nln
ii) Wire e rational, d.h. e = 75’, mit p,q € N, dann miiite auch
1
0<?- Sq < —
q q'q
bzw.
1
0<plg—1!—=95,¢ <-<1
q
gelten. Dann wére p(q — 1)! = Syq! = p(¢—1)! = >"7_, Z—!! eine natiirliche Zahl, welche
in (0, 1) liegen miiBte. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 11-1-4.6. O

Approximation der Eulerschen Zahl e = 2, 718281828459...

n enzzzzoﬁ e—e, n en:(1+%)” e— e,
2 2.50000000 | 0.21828182 20 2.653 0.064
4 2.70833333 | 0.00994849 40 2.685 0.033
6 2.71805555 | 0.00022627 60 2.695 0.022
8 2.71827876 | 0.00000305 80 2.701 0.016
10 2.71828180 | 0.00000002 100 2.704 0.013

Diese Ergebnisse veranschaulichen die rasche Konvergenz der Potenzreihe und die
auBerordentlich langsame Konvergenz der Folgenglieder a, = (1 + %)™

Wir betrachten die Potenzreihe Y ;° ax(z — 20)" mit Konvergenzradius R und
bezeichnen die Summenfunktion mit f. Es ist also f: K(z9, R) — C. Man sagt
auch, f wird durch die Potenzreihe dargestellt, bzw. f besitzt die Reihenentwicklung
> reo ak(z — 20)F um 2g. Im folgenden wollen wir stets R > 0 voraussetzen.

Es sei g(z) = 332, be(z — 20)* eine weitere Potenzreihe mit Konvergenzradius R
und 7 = min{R, R}. Wegen der absoluten Konvergenz der Reihen f und g konver-
gieren auch die Reihen f 4+ g und f - ¢g. Insbesondere ist die Summe der Produkt-
reihe unabhiingig von der speziellen Reihenfolge in der die Produkte ayb;(z — o)+
aufsummiert werden. Berechnen wir fg iiber das Cauchy Produkt (Korollar ?7),
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dann ist auch die Produktreihe eine Potenzreihe. Zusammenfassend gilt also fiir

|2 — 2| < =min{R, R}:

Z ap &+ b)) (z — 20)F,
k=0

[e's) k
= E ck(z — ZO , = g a;bp_i, k € Nj.
k=0 i=0

Der Einfachheit halber wollen wir in diesem Abschnitt 0.B.d.A z; = 0 voraussetzen.

THEOREM [V-4.7. Wir betrachten die durch die Potenzreihe Y - arz® im Kon-
vergenzkreis K (0, R) dargestellte Funktion f. Es bezeichne R,(z) den Reihenrest
> e, arz®. Dann gilt
i) f ist stetig auf K(0, R),
ii) f ist beschrinkt auf K(0,6), 0 <d < R,
iii) Vn € N3IM,, > 0Vz € K(0,0): |Ra(2)| < M,|z|"

BEWEIS. Fiir alle z aus der abgeschlossenen Kreisscheibe K (0,6), 6 < R, gilt die
Abschétzung:

o0 x [oe)
=13t <3 Janllol < 3 Janld* = M < o0
k=0 k=0 k=0

(wegen & < R konvergiert die Reihe Y ;7 |ag|6¥). Dies zeigt ii), aber auch i). Nach
dem m-Test von Weierstraf} ist die Reihe > p-, ax2* auf K(0,d) némlich gleichmiBig
konvergent und die Grenzfunktion f|z s somit nach Satz IV-3.10 stetig. Also ist f
auch in jedem z € K(0, R) stetig (man beachte z € K(0,dy), etwa fiir 6y = $(R+z|)).
Die Abschéitzung des Reihenrestes folgt aus

(o] o0
SIES I ELEE S
k=n k=0

und der Beobachtung, dafi die Potenzreihen Y, arz® und >3 anikz®, n € N,
denselben Konvergenzradius besitzen. 0

Dieser Satz garantiert zwar die Stetigkeit einer durch eine Potenzreihe dargestellten
Funktion auf K (0, R), es wird aber nichts ausgesagt iiber das Verhalten dieser Funk-
tion in den Randpunkten von K (0, R). Eine teilweise Losung dieses Problems bringt
der folgende Satz:

THEOREM [V-4.8 (Grenzwertsatz von Abel). Es sei (an)n>0 C C und es konvergiere
die Reihe Y, a,. Dann konvergiert die Potenzreihe

oo
E a, ", xR,
n=0
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gleichmafig auf [0, 1] und stellt auf [0,1] eine stetige Funktion f dar, dh. es gilt

lim E ax” = lim f(z E Q-
r—1— r—1—

BewEIS. Wir verwenden das Kriterium von Abel mit w,, = a,, v,(z) = 2™, © €
D = [0,1] und zeigen damit die gleichméBige Konvergenz von >~ a,z™ auf [0,1].
Nach Satz IV-3.10 ist somit die Summenfunktion f stetig auf [0, 1]. O

Die Stetigkeit von f in # = 1 ist natiirlich als linksseitige Stetigkeit aufzufassen.
Konvergiert die Reihe Y 7 (—1)"a,, folgt die gleichméBige Konvergenz der Potenz-
reihe auf [—1,0] und insbesondere die Stetigkeit von f auf [—1,0].

KOROLLAR IV-4.9. Die Potenzreihe 7 ; a,2™ habe den Konvergenzradius 0 < R <
oo. Konvergiert die Potenzreihe auch in = R, dann konvergiert die Potenzreihe

o0

f(z) = Zanx”, z € R,
n=0
fir alle 0 < 0 < R gleichmiBig auf [—0, R] und f ist stetig auf (—R, R]. Ein analoges
Resultat gilt auch wenn die Potenzreihe in x = — R konvergiert.

BEWEIS. Wir bezeichnen mit § = % und betrachten die Potenzreihe f) =
f(RE) =>"07 a, R"E"™. Aus

lim{/|a,|R® = Rlim{/|a,| = 1

folgt, daB die Potenzreihe f den Konvergenzradius R = 1 besitzt. Die Voraussetzung
des Satzes bedeutet demnach, dafl Y 72 ja,R"™ gegen f(1) konvergiert. Die Behaup-
tung folgt nun aus Satz IV-4.8. O

BEISPIEL IV-4.10. Vorerst ohne Beweis erwidhnen wir die Entwicklung
In(1 = —1)1 =, <1.
a2 = 30T e
Die Potenzreihe konvergiert auch in z = 1 (vgl.Satz II-11.1). Aus dem Abel’schen

Grenzwertsatz folgt daher

Z(—n“% = In2.

i=1
Wir kennen somit die Summe der alternierenden harmonischen Reihe.

BEMERKUNG IV-4.11. Die Grenzwerte lim, ;- > - a,z™ = lim, ,;- f(z) konnen

auch existieren, ohne dafi die Reihe )~ a, konvergent ist. Es sei zum Beispiel
a, = (—1)" und

fl@) =D (-1 = el <1
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Es existiert zwar
oo 1
im f(x) im g (—1)"x im 5

r—1— r—1— z—=1— 1 +x
n=0

aber die Reihe ) > ,(—1)" ist divergent.

Das néchste Resultat deckt eine sehr starke Bindung zwischen den Funktionswerten
einer durch eine Potenzreihe dargestellten Funktion auf:

THEOREM [V-4.12 (Identitétssatz). Die Potenzreihen f(z) = > oo, arz” und g(z) =
Yoo biz* mdgen zumindest auf K(0,7) fiir ein v > 0 konvergieren. Gibt es auch nur
eine einzige Folge (z,)n>1 C K(0,7)\ {0}, sodafs

i) lim, o0 2, = 0,

i) f(zn) = g(z,) fir allen € N
gilt, dann ist a, = b, fir alle n € Ny, dh. die Potenzreihen sind identisch.

BEWEIS. Angenommen die Behauptung wére falsch, dh. es gibt ein ky € N mit
ax, # br,. Wir nehmen an, ko ist der kleinste derartige Index, dh. a; = by, k =
0,...,ko— 1 falls kg > 1, bzw. ag # by falls kg = 0. Somit gilt

(f = 9)(2) =D (ai—b;)z" und (f — g)(2,) =0, n € N,
i=ko
Wir wenden nun die Abschétzung in Satz IV-4.7-iii) folgendermafien an: Zu 0 < 0 <r
gibt es My, +1 > 0, soda$ fur alle z € K(0, 9)

|(f = 9)(2) = (ary = big)2™| = [Rig41(2)| < Miggpa|2|*
zutrifft. Fir z = 2z, (n so groB, da8 |z,| < J) folgt also
|ake = iol - [20]™ < Migga |20 *!

und daraus
|a1€0 - bkol < Mko+1|zn|'

lim,, o0 2, = 0 fithrt auf ay, = by, im Widerspruch zur Wahl von k. O

Eine iiberraschende Konsequenz des Identitatssatzes ist, daf§ eine durch eine Potenz-
reihe darstellbare Funktion durch die Werte auf einer gegen das Entwicklungszentrum
konvergenten Folge (z,,) bereits im gesamten Inneren des Konvergenzkreises eindeutig
bestimmt ist. Weiters sind die Koeffizienten der Entwicklung einer Funktion in eine
Potenzreihe um z, eindeutig bestimmt. Als Ubung beweise man weiters, da$ in der
Potenzreihe einer geraden (ungeraden) Funktion nur gerade (ungerade) Potenzen
auftreten.

Der Giiltigkeitsbereich der Reihenentwicklung » .2 ) ax(z— 20)" einer gegebenen Funk-
tion f ist auf den Konvergenzkreis K(zp, R) der Reihe beschriankt. Die Funktion f
selbst kann ohne weiteres auflerhalb von K(z, R) definiert sein. Natiirlich kann sie
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dort nicht durch die Reihe Y -, ax(z—20)" dargestellt werden. Oft kann man durch ei-
ne geeignete Wahl des Entwicklungszentrums eine Reihenentwicklung >~ by (z—21)*
mit Konvergenzkreis K (21, R;) finden, sodal K (z1, R;) NCK (2, R) # ). Die Grund-
lage hiefiir ist der folgende Satz:

THEOREM IV-4.13 (Transformationssatz). Die Potenzreihe f(z) = > ooy ar(z — z0)*
konvergiere in K (29, R). Es sei zy € K(zo,R) und p := R — |2y — 29| > 0. Fiir alle
z € K(z1,p) gilt dann die Identitdt

F) =Stz =) = 3 bz — =)t
k=0 k=0
mit
- n n—=k
bk:Z I an(z1 — 20)" %, k€ Ny.
n=~k
BEWEIS. Setzt man die Identitat
" /n
= =l =)+ = 20" = 3 (1) (= e = 20

k=0
in die Potenzreihe um zj ein, ergibt eine formale Rechnung (wir setzen dabei (Z) =0
fir k > n)

ian(z ~ )= ia” [i <Z> (2 = 21)"(21 = zo)"k]

gt R s
_ nf: Li:; (Z) an(z1 — 20)" (2 — zl)k]
_) g [g <Z> an(z1 — ZO)”—k] (z—2)F
_ :0 [é (Z) a1 — zo)"k] (2= ) = ; bz — z1)*

Einzig der mit *) markierte Schritt, in dem die Summationsreihenfolge vertauscht
wird, ist noch zu rechtfertigen. Die Vertauschung ist nach dem Doppelreihensatz 77
zuléssig, falls die absolute Konvergenz einer der iterierten Reihen nachgewiesen wer-
den kann, da diese die Summierbarkeit der Doppelreihe zur Folge hat:

o0 o0 n
55 () laal o1 sz =t =

n=0 k=0
oo

o0 n

n _ 11-1-4.22
> lanl D (k)|21—20|n o= al" T=T 3 lanl [l — 20l + 2 = )" < oo,
n=0 k=0

n=0
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% e

R

zum Transformationssatz

Die Konvergenz der letzten Reihe ergibt sich aus der Wahl von p (2 € K(z1,p) =
|z — 21| + |21 — 20| < R), und der absoluten Konvergenz der Reihe Y, ax(z — 20)*
auf K (2o, R). O

Hat man also eine gegebene Funktion in eine Potenzreihe um z; mit Konvergenz-
radius R entwickelt, dann kann man jeden Punkt z; von K(zy, R) als neues Ent-
wicklungszentrum wéahlen, und der Transformationssatz garantiert die Konvergenz
der neuen Entwicklung um z; zumindest auf dem grofiten Kreis mit Mittelpunkt zq,
der noch vollsténdig in K (zp, R) enthalten ist. Oft ist der Konvergenzradius der neuen
Reihe jedoch bedeutend grofier.

BEIsPIEL 1V-4.14. Wir betrachten die Entwicklung

1 =L
z) = = 2*, z| < 1.
RS =D SN
Nach dem Transformationssatz 148t sich f auch um z; = —% in eine Potenzreihe

entwickeln, die zumindest fiir |z + %| < % konvergiert. Wir erhalten die Entwicklung

(%) 1 i ST kz_obk(z + %)k, b = Z <;) (—%)ik, k € Ny.

i=k

Die Schwierigkeit bei der Anwendung des Transformationssatzes ist die Berechnung
der neuen Koeffizienten b,. Oft ist es zielfithrender, auf bereits bekannte Entwick-
lungen zuriickzugreifen: Da wir f um z; = —% entwickeln wollen, liegt folgende Vor-
gangsweise nahe:

1 1 2 1 0 2. 1,
f(z)zl—zzl—(z+§)+§251—§(z+§):§z(§> (2 43)"

Diese Reihe konvergiert fiir |z + 1| < 2 und stimmt auf |z + 3| < 1 mit (¥) iiberein.

Nach dem Identitétssatz muB also by = > (;)(—2)"F = (3)¥1, k € Ny, gelten. Die

i=

Koeffizienten b, kionnen iibrigens auch unabhiingig von dieser Uberlegung iiber die
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Entwicklung

o0

1 n+k\ ,
ez P) G ER S

n=0

berechnet werden (Ubung).

OO

THEOREM IV-4.15 (Divisionssatz). Die Potenzreihe f(z) = > anz™ konvergiere fir |z| < R und es sei f(0) # 0
n=0

Dann lafst sich % in einer hinreichend kleinen p—Umgebung von 0 ebenfalls in eine Potenzreihe entwickeln:

o0
= Z b2k, |z < p.
k=0

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir ag = f(0) = 1 annehmen. Wegen der Stetigkeit von f(z) = 352 apz® und
£(0) =0 gibt es ein ¢ € (0, R), sodaB fiir |z| < § stets | f(z)| < 1 bleibt. Fiir |z| < § gilt also

]’:

Wegen der absoluten Konvergenz von f kann man fj z.B. mit der Methode von Cauchy berechnen und erhilt mit
geeigneten Koeffizienten ajy, j,k € No,

(—f(2))? =D apz*, jeNo.
k=0

Dies ergibt

S [E ] 5 S| - St

Der Beweis ist vollstindig, wenn die in *) durchgefithrte Vertauschung der Summationsreihenfolge gerechtfertigt
werden kann. Nach dem Doppelreihensatz geniigt es, die Konvergenz von z;‘io [Ziio |aijz|k] nachzuweisen: Es ist

2)| < Z\GZIIZV =9(2).

Wie fiir f gibt es 0 < p < §, sodaf g(z) < 1 fiir alle z € K(0, p) gilt. Auch g7 a8t sich mit geeigneten Koeffizienten
djk, j, k € No, als Potenzreihe darstellen,

oo
2= S, e
=
Es konvergiert also fiir |z| < p auch die Reihe
oo oo oo
>y = 3 Skt
Aus der Definition von g ergibt sich

1) lajk| < djr, 4,k € No,

und daraus mit dem Majorantenkriterium die Konvergenz von 3772 o 372 o lajx||z|¥]. Die Giiltigkeit von (1) fiir j = 2
ergibt sich aus der Definition des Cauchy-Produktes: demnach ist ag = Zfzo ap—ja; und doj = Ef:o lak—t||la;| und

somit folgt |agk| < Zf:o |ak—i|la;| = dok. Mit vollstdndiger Induktion kann man nun die Giiltigkeit von (1) fiir j > 2
nachweisen. O

Die praktische Berechnung der ( oder einiger) Koeffizienten von % beruht meist auf der Methode des Koeffizienten-
vergleichs, die wir an einem einfachen Beispiel demonstrieren.
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BEISPIEL IV-4.16. Es sei f(z) = 1 — z. Wegen f(0) = 1 148t sich nach Satz IV-4.15 % in eine Reihe > 7°  byz"
entwickeln, welche auf K(0, p), p > 0 hinreichend klein, konvergiert. Fiir |z| < p ergibt sich die Identitét

o0 o) oo
1= (Z bk2k> (1 — Z) = Z bkzk — Z bk,lzk
k=0 k=0 k=1

=bo+ Y (bp — br_1)z"
k=1

Wegen des Identitdtssatzes IV-4.12 mufl demnach
bp=1 und by —br_1 =0, keN,
gelten. Daraus folgt b, = 1, k € Np.

Der Divisionssatz ist ein Spezialfall eines weitaus allgemeineren Resultates, das analog bewiesen werden kann.

OO OO0
THEOREM IV-4.17 (Einsetzungssatz). Die Konvergenzradien der Potenzreihen f(z) = . fr2* und g(z) = 3 grp2”
k=0 k=0

seien Ry bzw. Ry, ferner gelte |fo| < Ry. Es gibt dann ein § < Ry, sodaff go f auf Ii(([)7 8) definiert und in eine
Potenzreihe entwickelbar ist:

(go )(2) =D ez® 2] <.
k=0

5. Elementare Funktionen

Die Untersuchung der Eigenschaften von Funktionen kann oft erheblich vereinfacht
werden, wenn die Funktionen gewisse Symmetrien aufweisen.

DEFINITION IV-5.1. D sei eine symmetrische Teilmenge von K, d.h.

VieK:zeD&s —xeD,
und fe: D — K.
i) f heifit gerade §>fo eD: f(—z) = f(x),
€

ii) f heifft ungerade I<D:>fo €D: f(—z)=—f(x).

Eine ungerade Funktion nimmt an der Stelle x = 0 den Wert 0 an. Die Umkehrfunk-
tion einer ungeraden Funktion (falls sie existiert) ist ebenfalls ungerade. Der Graph
einer geraden Funktion ist symmetrisch zur y-Achse, der Graph einer ungeraden Funk-
tion ist symmetrisch zum Ursprung.

5.1. Potenzfunktion, Wurzelfunktion.
Wir haben bereits Potenzen mit rationalem Exponenten erkldrt und betrachten nun
diese Operation unter einem abbildungstheoretischen Blickwinkel. Wir beschrénken
uns vorerst auf Exponenten aus N.

THEOREM IV-5.2 (Potenzfunktion). Fiirn € N hat die Potenzfunktion p,,
erklart durch
R—R
Pn .
T

folgende Figenschaften.
Fall 1. n st gerade:
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i) p, ist eine gerade Funktion,
i) pn|r+ ist streng monoton wachsend, p,|r- ist streng monoton fallend,
iii) p,(R) =R*.
Fall 2. n st ungerade:
i) py, ist eine ungerade Funktion,
ii) p, ist streng monoton wachsend,
iii) pn(R) =R.
Weiters gilt: Die Potenzfunktionen p,, n € N sind stetig.

BEWEIS. Die Beziehung p,(—z) = (—1)"2" = (—1)"p,(z) (vgl. Satz I-4.17) zeigt,
daf p,, eine gerade Funktion ist fiir n gerade und eine ungerade Funktion fiir n unge-
rade. Wegen Satz 1-4.17-d ist p,|g+ fiir jedes n € N streng monton wachsend. Es sei
nun z < y < 0, d.h. 0 < —y < —z. Somit folgt p,(—y) < pn(—2x), also gilt

(4) Pn(y) < pn(x) falls n gerade ist und
—pn(y) < —pu(z), d.h. p,(z) < pn(y), falls n ungerade ist.

Die Charakterisierung des Bildes von p, folgt aus Satz IV-2.4, die Stetigkeit aus
Satz I11-1.16. O

Wir veranschaulichen die Potenzfunktion, indem wir die Graphen von p,,, n = 2,3,4,5
skizzieren.

16

141

12r

10

I I I I I I 8 I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 2 -5 - A8 0 05 1 15 2

gerade Potenzen ungerade Potenzen

Es sei n gerade und g, = p,|r+. Aus dem eben Bewiesenen folgt, dafl g,, eine Bijektion
ist. Somit existiert die Umkehrfunktion g !': R™ — RT. Fiir alle y € RT ist die
Beziehung © = g, '(y) gleichwertig mit y = g,(z) = 2™, mit Satz 1-7.3 folgt also
9, (y) = /y. Es gilt g,'(R") = D(g,) = R* und da g, streng monoton wichst, ist
auch ¢! streng monoton wachsend (Satz IV-2.2). Eine analoge Betrachtung gilt fiir
n ungerade und R anstelle von R*. Wir fassen diese Diskussion zusammen in
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THEOREM IV-5.3 (Wurzelfunktion). Firn € N, n > 2 wird die Wurzelfunktion
wy,, erkldart durch

Rt — R*, n gerade,
Wy, { R— R, n ungerade,
Sie hat folgende Eigenschaften:

i) w, ist streng monoton wachsend,
ii) w,(RT) =R" fiir n gerade und w,(R) =R fiir n ungerade.
iii) Die Wurzelfunktionen w,, sind stetig.

BEWEIS. iii) Satz IV-2.8.

Wir skizzieren den Graph der Wurzelfunktionen ws, ws auf RT.

35

3t

25F

21

15r

1t

0.5F

()

. . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wurzelfunktion

5.2. Die Exponentialfunktion. Wir erinnern daran, daf die Reihe ) ;- %’? fiir
alle z € C konvergiert (Beispiel-IV-4.5-5)). Dies rechtfertigt folgende Definition.

DEFINITION 1V-5.4. Die Exponentialfunktion exp ist definiert durch
C—C

o k

4

ZHZH
k=0

(Wir vereinbaren fiir diese Definition 0° = 1.)

exp:

THEOREM IV-5.5. FEigenschaften der Exponentialfunktion in C.
i) Vz,w € C: exp(z) exp(w) = exp(z + w),

i) exp(0) = 1, exp(1) =
iii) Vz € C: exp( ) # 0, exp(—z) = —
)

exp(z)’
iv) exp € C(C,C).
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Beweis. i) Die Koeflizienten ¢, des Cauchy Produktes der beiden Reihen

ok ko
exp(z) = > _;_, 57 und exp(w) = > %7 sind
k=0

—1

_kziwk _kkikﬂ-l_l k
Ck_;ﬁ(k;—i)!_z P EAC H_H<Z+w)'

=0

Daraus folgt die Behauptung.

ii) Satz [V-4.6.

iii) folgt aus i) und ii): exp(0) = 1 = exp(z) exp(—=2).

iv) Satz Satz IV-4.7. O

Wir werden die Exponentialfunktion auf C hier nicht weiter untersuchen und be-
schranken uns im folgenden auf reelle Argumente. Wir bezeichnen auch die Ein-
schriankung der Exponentialfunktion auf R mit exp.

THEOREM IV-5.6. Weitere Figenschaften der Exponentialfunktion in R:

i) Vx € R: exp(z) >0,

ii) exp ist streng monoton wachsend auf R,

i) lim, . exp(x) = oo, lim,_,_ exp(x) =0,

iv) exp(R) = (0, 00),

v) Es gilt lim, o 7" expz = 00 und lim,_,., " exp(—x) = 0 fiir alle n € N.

BEWEIS. i) Aus der Reihendarstellung folgt exp(R) C R und
(%) Ve >0: exp(z) > 142z > 1.
Somit gilt fiir alle z € RT: exp(x) > 1 > 0. 1) folgt nun aus
exp(—z) = (exp(z))~* > 0.
ii) Es sei x < y, also y — 2z > 0. Aus (*) folgt 1 < exp(y — ) = exp(y) exp(—z) =
exp(y)(exp(z))~".
iii) lim, . exp(z) = oo folgt aus (*), dies zusammen mit Satz IV-5.5-iii) impliziert
lim,_,_ exp(z) = 0.
iv) Ergibt sich aus ii), iii) und Satz IV-2.4.
v) Fiir festes n € N und « > 0 erhélt man aus der Reihendarstellung die Abschiatzung
exp(x) A W

" (n+Dlzn  (n+1)!

und somit lim, ., ex;’# > lim, o ﬁ = 00. 0

Der letzte Punkt des Satzes zeigt, dafi die Exponentialfunktion stéarker wéchst als
jede noch so hohe Potenz von .

Rationale Potenzen einer positiven reellen Zahl wurden bereits in Definition 1-7.8
eingefiihrt. Dies fithrt zu keinem Konflikt mit den entsprechenden Werten der Expo-
nentialfunktion: Wegen Satz IV-5.5-ii) gilt namlich exp(1) = e, also auch exp(n) = e”,
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n € N (Satz IV-5.5-1). Auf analoge Weise findet man e = exp(% - n) = (exp(£))", dh.
exp(%) = en. Somit ergibt sich fiir r = § €eQ,peNy,qgeN

p 1 1 v
exp(r) = eXp(g) = (exp(g))p = (ed)P =€
Fir » < 0 verwenden wir die Identitat
1 1
exp(r) = ——— = =e'.

exp(—r) e
Somit stimmen die Funktionen exp und r +— e” auf Q iiberein. Wegen der Stetigkeit
der Exponentialfunktion kann exp als stetige Fortsetzung der Funktion x — e* von
von Q auf R aufgefaflit werden. Da Q dicht in R liegt, ist diese stetige Fortsetzung
eindeutig bestimmt. Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung Exponentialfunktion fiir
exp.
DEFINITION IV-5.7. Fiir alle x € R setzen wir e* = exp(x).

Im Folgenden verzichten wir auf die Unterscheidung zwischen x — exp(z) und
xr — €. Nach Satz IV-5.6 besitzt die Exponentialfunktion eine Umkehrfunktion,
den natiirlichen Logarithmus.

DEFINITION IV-5.8 (Logarithmusfunktion). Die Umkehrfunktion der Exponential-
funktion x — €*, heifst natiirliche Logarithmusfunktion, In:

I (0,00) - R
|y = In(y).

Den Wert In(y) der Logarithmusfunktion an der Stelle y nennt man natiirlicher
Logarithmus von y. Er ist bestimmt durch die Beziehung

r=Ihysy=ce"
THEOREM IV-5.9. Die Logarithmusfunktion ist stetig und hat folgende Eigenschaften:
i) Vo,y € (0,00): In(zy) =Ilnz+1Iny,
ii) Vo € (0,00)Vp € Q: Ina” =p Inzx,
iii) In1 =0, Ine =1,
iv) bild(ln) = R,
v) In ist streng monoton steigend.
vi) lim, o Inz = 00, lim, o+ Inz = —o0.
BEWEIS. Die Stetigkeit ergibt sich aus Satz IV-2.8. Ausgehend von der Identitét
Vz € (0,00): = €™ schlieBt man

eln;ty =gy = elnxelny — elnx«Hny’

e1n:z:/’ — P = (6lnr)p — P ].1’1$.
Wegen der Injektivitdt der Exponentialfunktion folgen die Behauptungen i) und ii),

iii) ergibt sich aus Satz IV-5.5-ii), iv) gilt, weil jede Exponentialfunktion auf R defi-
niert ist und v) ist eine Konsequenz aus Satz [V-2.2. O
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Die Giiltigkeit der Potenzregel wird spéter auf beliebige reelle Exponenten ausge-
dehnt.

5.3. Potenzen mit Reellen Exponenten.
Im vorigen Abschnitt wurden reelle Potenzen der Basis e eingefiihrt. Es sei nun a > 0.
Ausgehend von der Identitéit a = e™¢ findet man fiir r € Q

T eln(ar) — rlna'

a e

Approximiert man x € R durch eine Folge rationaler Zahlen (r,,) C Q, lim,,_,o, 7, = x,
folgt aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion die Existenz des Grenzwertes

rplna __ 6limnﬁoo rpnlna __ _xzlna

lim ¢™ = lim e e

n—oo n—oo

Dieser Grenzwert hdngt nur von a und z ab. Ist = selbst rational, ergibt sich

. xr
lim a™ = e:clna _ eln(a ) — a®.
n—00

Diese Uberlegungen motivieren folgende Definition.

DEFINITION 1V-5.10. Fir a > 0 und x € R definieren wir die allgemeine Potenz

ar — emlna’

fiir x > 0 setzen wir ferner
0" =0.
Aus der Definition des natiirlichen Logarithmus folgt dann die Identitét
In(a”) =zlna

(man beachte: a® > 0 fiir x € R).
Potenzen mit reellen Exponenten erfiillen die iiblichen Eigenschaften von Potenzen:

THEOREM IV-5.11 (Reelle Potenzen). Es seien a, b > 0 und z,y € R. Dann gilt:

(1) @ = a*ar,

a.IC

0<a®<b® fird<a<bundx >0,
0<b*<a® fiir0<a<bundzx <0,
(6) a® < a¥ firx <y und a > 1,

(7) a¥ < a® firx <y und0<a<]l.

(2) (ab)* = a™b",

(3) (a®)¥ = a™,

(4) a” >0unda‘c:1:(1)x
(5)

BEWEIS. Wir zeigen (a*)? = ™. Dies folgt aus

x
(ax)y — eyln(a ) — ezylna — q™

Der Nachweis der anderen Regeln sei dem Leser als Ubung iiberlassen. OJ
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THEOREM IV-5.12 (Potenzfunktion). Fir p € R hat die Potenzfunktion p,, definiert
durch

T xP

" {(O,oo)—>R

folgende Figenschaften:

(1) p, ist stetig.

(2) bildp, = (0, 00) fiir p # 0.

(3) p, ist streng monoton wachsend fiir p > 0 und streng monoton fallend fiir
p <0.

(4) lim, o+ py(z) =0, limy oo py(x) = 00 fiir p > 1.

(5) Fiir p=0 ist p, = 1.

BEWEIS. Die Gleichung z# = y besitzt fiir jedes y > 0 die eindeutige Losung x =
y% Somit ist (0,00) C bildp, C (0,00). Die Monotonieeigenschaft fiir p > 0 wurde
bereits in Satz IV-5.11-(5) festgestellt. Fiir den Fall p < 0 beachte man z# = (1)ll.
Die Grenzwerte in iii) folgen aus Satz IV-5.6. U

BEMERKUNG IV-5.13. Fiir nicht negative Exponenten p wird die Potenzfunktion
stetig nach 0 fortgesetzt, wenn man p,(0) = 0 vereinbart.

5.4. Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion.

THEOREM IV-5.14 (Exponentialfunktion). Fir a > 0 ist die Exponentialfunktion
zur Basis a, definiert durch

R—R

T = a®

stetig und besitzt folgende Eigenschaften:

i) Vo,y € R: a* = a*a?,
ii) a® =1, a' = a,
iii) Vo € R: a” > 0 und o = 1,
iv) © — a® ist streng monoton wachsend fir a > 1 und streng monoton fallend
fira <1,
v) der Wertebereich der Exponentialfunktion ist (0,00) fir a # 1.

BEWEIS. Die Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt aus Satz IV-5.5 und
Satz III-2.15. Die Aussagen i) — iv) folgen aus Satz IV-5.11. Die Behauptung v)
fir @ > 1 ergibt sich aus Satz IV-2.4 und sup,p a® = oo, inf,cg a” = 0. 0
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25 T T T T T T T 2

20 1 16

15 1 1.2

a=e
101 1 0.81 a=0.8

L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

r—a*,a>1 r—at,a<l

Jede Exponentialfunktion mit a # 1 ist also injektiv und besitzt daher eine Umkehr-
funktion.

THEOREM IV-5.15 (Logarithmusfunktion). Die Umkehrfunktion der Exponential-
funktion
x—a*, a>0, a#1, heifst Logarithmusfunktion zur Basis a, log,:

(0,00) = R
log,,:
y = log,(y).

Den Wert der Logarithmusfunktion an der Stelle y, log,(y), nennt man Logarithmus
von y zur Basis a. Fr ist bestimmt durch die Beziehung

x=log,y & y=a".
Die Logarithmusfunktionen sind stetig und haben folgende Figenschaften:
i) Vz,y € (0,00): log,(zy) = log, z +log, y,
ii) Vo € (0,00)Vp € R: log, z” = p log, ,
ili) Va € (0,00) \ {1}: log,1 =0, log,a =1,
iv) bild(log,) = R,
v) log, ist streng monoton steigend fir a > 1 und streng monoton fallend fir
0<a<l.

BEWEIS. Die Behauptungen i) und ii) beweist man wie in Satz IV-5.9, iii) ergibt
sich aus Satz IV-5.14-ii), iv) gilt, weil jede Exponentialfunktion auf R definiert ist
und v) ist eine Konsequenz aus Satz IV-2.2. U

Die eindeutige Losung dr Gleichung y = a” ist also x = log, y. Aus der Identitat

zlna

y = ax — A
folgt Iny = xlna = log, yIna, also

Iny

log, y = na
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Das rasche Wachstum der Exponentialfunktion (mit einer Basis a > 1), spiegelt sich
im extrem langsamen Wachsen der Logarithmen wieder. Analog zu Satz IV-5.6 gilt
namlich:

THEOREM IV-5.16. Fliir jedes o > 0 gilt
lim — =0, lim z%Inx = 0.
z—00 L z—0+

BEWEIS. Es geniigt (warum) den ersten Grenzwert nachzuweisen: dieser folgt aus
der Abschitzung

Inz Inx 2lnz 2
ro  eolnz = o2(lnz)2  o2lna’
fir x > 1 und Satz IV-5.9. ]

Der (natiirliche) Logarithmus wéchst somit schwécher, als jede noch so kleine positive
Potenz von x. Satz IV-5.16 148t sich leicht auf Logarithmen mit beliebiger Basis a > 1
iibertragen.

5.5. Trigonometrische Funktionen. Wir definieren die trigonometrischen
Funktionen durch Potenzreihen in C und zeigen, dafl diese Funktionen eingeschrankt
auf R tatséchlich die bekannten Eigenschaften besitzen. Wir schreiben e* anstelle von

exp(z).
DEFINITION IV-5.17. Die Sinus-Funktion sin und die Costnus-Funktion cos sind
definiert durch (0° := 1)

C—-C C— (C

0 .
NN _1\n 22"l , COsZz:
2, (1)

@nt1)! Z= Z< "5 (2n
Man kann leicht verifizieren, daf3 die Potenzreihen fiir sin z und cos z fiir alle z € C
konvergieren.
THEOREM IV-5.18.

(1) sin und cos sind stetig auf C.
(2) EULERsche Formeln. Fir alle z € C gilt:

sin z:

i) €*=cosz+isinz, i) sinz= [ — e,
it) e =cosz—isinz, iv) cosz= [+ e .
BEWEIS. Es geniigt, i) und ii) von (2) zu beweisen. Wegen (—1)"z?" = (iz)*" und

2n+1

+ Z 2n+1)

0 2n+l o (’LZ)”

+Z 2n—|— ; n! = e”.

n=

i(—1)"2? = (i2)* T n € Ny, folgt i) aus
z2n

o
cosz +isinz = E (="
n=0

:Z:UZ
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ii) folgt aus i) indem man z durch —z ersetzt.

THEOREM IV-5.19 (Trigonometrische Identitaten). Fir alle z,w € C gilt
i) sin(—z) = —sin z, dh. sin ist ungerade,

it) cos(—z) = cos z, dh. cos ist gerade,

i) sin® z 4+ cos? z = 1,

iv) sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw,

v) cos(z + w) = cos zcosw — sin z sin w,

vi) sin z — sinw = 2 cos Z% sin 5%,
vii) cos z — cosw = —2sin F¥ sin 25

BEWEIS. i), ii) sind klar.

iii) folgt aus 1 = ee™"* = (cos z + isin z)(cos z — isin 2) (vgl.Satz TV-5.18-i,ii)).

iv) Aus Satz IV-5.18-iii) ergibt sich
disin(z 4+ w) = 2('ETW) — 7i=tw))
— piletw) | pile—w) _ mie—w) _ o=ilew)
L eilztw) _ ila—w) 4 gilz—w) _ —i(etw)
— (€% — 7B (e 4 =) 4 (& 4 e #) (e — i)
= 4i(sin z cos w + cos zsin w).

v) analog.
vi) und vii) folgen aus iv) und v).

KOROLLAR IV-5.20. Fiir alle z € R gilt |e™*| = 1.
BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Satz IV-5.19-iii) und der Identitét

e =cosx +isinz.

[l

Wir wenden uns nun den Eigenschaften von sin |g und cos |g zu: Zuerst demonstrieren
wir die Approximation des Sinus auf [0,6] durch die ersten 5 Partialsummen seiner

Potenzreihendarstellung (Abbildung 5.5)

THEOREM IV-5.21 (Die Zahl ). Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl m mit folgen-

den FEigenschaften
i) 0 <7 <4,
ii) cos 5 =0,

iil) es ist cosx > 0 fir alle x € [0, 7).

Die Zahl % st also die kleinste positive Nullstelle des Cosinus.

BEWEIS. Angenommen es gibe zwei Zahlen 7 und 7/, etwa 7 < 7/, mit den
Eigenschaften i) — iii). Wegen i) folgt 0 < £ < Z und aus iii) cosz > 0 fiir z € [0, %),

dh. cos § > 0. Es kann somit hochstens eine derartige Zahl existieren.
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ABBILDUNG 1. Approximation des Sinus

Aus Korollar TV-11-11.2 folgt

C082<1—2—2—|—2—4:—1<0.
- 21 4l 3
Da cos0 =1 > 0 und cos stetig ist, mufl nach dem Zwischenwertsatz IV-1.1 in (0, 2)
mindestens eine Nullstelle des Cosinus liegen, dh.

N={z€]0,2]: cosz =0} # 0.

Wir setzen 5 := inf N. Wegen der Stetigkeit von cos gilt § € N. Aus cos0 = 1
folgt dann 7 > 0, dh. 7 erfiillt i) und ii). Wegen der Minimaleigenschaft von 7 und
cos 0 = 1 muf dann aber auch iii) erfiillt sein: Ware cos § < 0 fiir ein £ € (0, §), miiite
es in (0,&) nach dem Zwischenwertsatz eine weitere Nullstelle n < 7 geben. O
Es ist derzeit natiirlich nicht einsichtig, dafl die eben definierte Zahl 7 in irgendeinem
Zusammenhang mit dem Umfang oder Flacheninhalt eines Kreises steht. Wir konnen
diese Frage erst dann befriedigend kléren, wenn wir uns mit dem Problem der Langen—

und Flachenmessung auseinandergesetzt haben.

LEMMA IV-5.22.

Vr €0,2]: sinz >

wl s

Insbesondere ist sinx > 0 fir x € (0, 2].

BEWEIS. Aus der Reihe fiir sin und Korollar IV-11-11.2 folgt

3 .Z’2

. € X
smex—gzx(l—E)Zg, z € 0,2].

O

THEOREM [V-5.23. sin ist streng monoton wachsend und cos streng monoton fallend
auf [0, 7].
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BEWEIS. Es sei 0 < 2z < y < %,also()<x—;”’ < gund 0 < 455 < 5. Aus
Satz 1V-5.19-vi,vii, i, ii, Lemma IV-5.22, Satz IV-5.21, folgt nun

. . rT+y . T — r+y . y—=x
sinz — siny = 2 cos 5 ysm 5 J_ —2cos 5 ysmy 5 <0
COST — COSY = —QSinx+ysinx_y :QSinJE—{_ysiny_m > 0.
2 2 2 2
0
Wir komplettieren nun das Bild der Graphen von Sinus und Cosinus:
THEOREM 1V-5.24. i) sin ist streng monoton wachsend auf [—%, 5] und streng

monoton fallend auf [—m, =% und auf |5, 7).

ii) cos ist streng monoton fallend auf [0, 7] und streng monoton wachsend auf
[, 0].

iii) sin(—7) =sin0 =sin7 = 0, sin(—%) = —1, sin § = 1.

iv) cos(—5) =cos§ =0, cos(—m) = cosm = —1, cos0 = 1.

V) ‘v’xGR sm(x—l— 5) = cosw, cos(x + §) = —sinz.

vi) Vo € R: sin(z + 27?) =sinx, cos(z + 27r) = Ccos .

vil) Vo € R: |sinz| < 1, |cosz| < 1.

—e

BEWEIS. Wegen cos 7 = 0 mufl nach Satz IV-5.19-iii) sin § = %1 sein, wegen

Lemma IV-5.22 folgt sin 7 = 1 und da sin ungerade ist, auch sin(—7%) = —1. Fiir
—5<wr<y<0,also0 < -y <—x <7, finden wir

[

—siny = sin(—y) < sin(—z) = —sinz  d.h. sinz <siny.
Also ist sin streng monoton wachsend auf [—7,7]. Aus dem Additionstheorem
Satz IV-5.19-iv) folgt nun sin(z 4+ §) = cosz und cos(z + §) = —sinz, 2 € R.

Nach Satz IV-5.23 ist also sin streng monoton fallend auf [7, 7] und damit aus Sym-
metriegriinden auch auf [—7, —7]. Dariiber hinaus gilt sinm = cos § = 0 = sin(—).
Somit sind i), iii) und v) bewiesen. Aus v) folgt fiir x € R

3
sin(x + 27) = cos(x + §> = —sin(z + 7) = — cos(x + g) =sinz

und analog fiir cos. Dies zeigt vi). Die Eigenschaften des Cosinus kénnen nun aus

denen des Sinus abgelesen werden: cos(—m) = sin(—m + §) = sin(—%) = —1. Fiir
x € [-m,0]ist 2+ 5 € [-F, 5] und daher cosx = sin(x + §) streng monoton wachsend
auf [—m, 0] und aus Symmetriegriinden streng monoton fallend auf [0, 7r]. vii) ist eine
einfache Konsequenz aus Satz IV-5.19-iii). O

BEMERKUNG [V-5.25. 1) Zusammen mit den Eulerschen Formeln erhalten wir nun
die iiberraschende Beziehung ™ = —1.

2) Die Eigenschaft vi) bedeutet, dafl sin und cos periodische Funktionen mit Pe-
riode 27 sind. Man nennt eine Funktion f: R — R periodisch mit Periode p, wenn
f(x+p) = f(x) fiir alle x € R gilt.
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LEMMA 1V-5.26. Die Menge der Nullstellen des Cosinus ist {(k + im: k € Z}, die
Menge der Nullstellen des Sinus ist {km: k € Z}.

BEWEIS. Die einzige Nullstelle des Cosinus in (-7, 5] ist 5. Wegen cos(z + ) =
—cosz sind also Z und 2F die einzigen Nullstellen in (—%, 2%]. Dieses Intervall hat
die Lange 2m. Wegen der Periodizitdt des Cosinus ergeben sich alle anderen Null-
stellen durch Addition von 27k, k € Z. Die Nullstellen des Sinus erhélt man wegen
cos(x + 5) = —sinz aus den Nullstellen des Cosinus durch eine Verschiebung um

2- =

KOROLLAR IV-5.27. 27 ist die kleinste positive Periode von Cosinus und Sinus.

BEWEIS. Angenommen p mit 0 < p < 27 wére eine weitere Periode des Sinus.
Mit Lemma IV-5.26 folgt aus sin0 = sin(0 + p) = 0 notwendigerweise p = 7. Wegen
sin(—%) = —1 und sin(—75 + 7) = 1 kann 7 keine Periode sein. O

THEOREM 1V-5.28. 1) Die Gleichung ¢ = 1 hat in C nur die Lésungen z = 2kmi,
keZ.
2) Die Gleichung e = —1 hat in C nur die Losungen z = (2k + 1)mi, k € Z.

BEWEIS. 1) Wegen e*™ = cos2km + isin2km = 1 sind die Zahlen z = 2kmi
Losungen. Wir zeigen dafl es keine weiteren Losungen geben kann. Es sei z = x + iy.
Aus Korollar IV-5.20 ergibt sich

le*| = e*|e¥| = e = 1.

Daraus folgt z = 0. Es ist also €% = cosy+isiny = 1, dh. cosy = 1 und siny = 0. Dies
hat y = km, k € Z zur Folge, ungerade k = 2(+1, ¢ € Z, sind wegen cos(2(+1)r = —1
jedoch nicht zuldssig. Der Beweis von 2) wird analog gefiihrt. U

KOROLLAR IV-5.29. Cosinus und Sinus haben auch in C nur die Nullstellen (k+ 1)
bzw. kn, k € Z.

Wir kénnen nun die Tangens- bzw. Cotangens-Funktion dort definieren, wo Cosinus
bzw. Sinus keine Nullstellen haben.

DEFINITION IV-5.30. Der Tangens bzw. Cotangens sind folgendermaflen definiert:

Ly .
s {R\{gﬁjz)w. kez}oR {R\{EZZ. keZ} —R
X — X —

cosx sinx

Wir fithren einige Eigenschaften dieser beiden Funktionen an:

THEOREM [V-5.31. i) tan und cot sind m-periodisch.
ii) tan dst streng monoton wachsend auf (=3, %),

iii) cot ist streng monoton fallend auf (0, 7).
iv) tan(z + §) = —cotx fir alle v € R\ {(k7: k € Z},
v) es gilt lim, _, = - tan(z) = oo und lim, , =+ tan(z) = —oo.
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BEWEIS. Wir zeigen nur ii). Es sei -3 <z <y < 7, also 0 <y — 2 < 7. Die
Behauptung folgt aus

0 <sin(y —z) =sinycosx — cosysinx < tanx < tany

(man beachte: cosx > 0, cosy > 0). O

Die Einschrankungen von sin auf [—7, 7], cos auf [0, 7], tan auf (=3, §) und cot auf
(0,7) sind streng monoton. Somit besitzen sie Umkehrfunktionen, die sogenannten
Arcus-Funktionen:

DEFINITION 1V-5.32 (Arcusfunktionen).

Funktion Umkehrfunktion
cos: [0,7] — [—1,1] |arccos: [—1,1] — [0, 7]
sin: [-5,5] — [~1,1] | arcsin: [-1,1] = [-F, F]
tan: (—=3,5) =+ R arctan: R — (=75, %)
cot: (0,7) - R arccot : R — (0, )

15[ T T T T T T T | [ T

arcsin

\
\ arccos
N

05

-0.5[

-15f . |

L L L L L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -15 -1 -0.5

Sinus und Arcussinus Cosinus und Arcuscosinus
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tan A N
1 arccot R

arctan

-2t

-3t

4k

R R W s 2 a0 1 2 s
Tangens und Arcustangens Cotangens und Arcuscotangens

5.6. Hyperbelfunktionen. Bestimmte Linearkombinationen von Exponential-
funktionen treten in Anwendungen so haufig auf, dal man ihnen eigene Namen gege-
ben hat.

DEFINITION 1V-5.33. Die Hyperbelfunktionen sind folgendermafen definiert:
i) sinus hyperbolicus, sinh

R—=R
sinh: { —

T %(ex —e™7)

ii) cosinus hyperbolicus, cosh

R—R
cosh: e
T (e +e)

iii) tangens (cotangens) hyperbolicus

tanh: {R%E};hx coth: {R\{?O}Sth
= cosh x = sinh x

Der hyperbolische Cosinus beschreibt die Form eines Seiles, welches zwi-
schen zwei Befestigungspunkten frei durchhédngt. Zeichnet man die Punktmenge
{(cosht,sinht): t € R} C R? erhilt man den rechten Zweig der Hyperbel 22 —y? = 1.
Dies erklart den Zusatz ,hyperbolicus® in der Namensgebung. Es besteht aber auch
ein enger Zusammenhang mit den trigonometrischen Funktionen:

Vr € R: sinhx = —isinix, coshx = cosix.

Damit lassen sich nun leicht trigonometrische Identitdten auf Hyperbelfunktionen
iibertragen:



132 IV. REELLE FUNKTIONEN

THEOREM 1V-5.34. Fiir alle z,y € R gilt

i) cosh?z — sinh?z = 1,

)
ii) sinh(x + y) = sinh coshy + cosh z sinh y,
iii) cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y,
iv) sinhz — sinhy = 2 cosh ¥ sinh 27¥,

)

iv
v) coshz — coshy = 2sinh xTer sinh *52.
BEWEIS. iibung. 0

THEOREM [V-5.35. (1) Eigenschaften des sinh:
i) sinh ist ungerade,
ii) sinh ist streng monoton wachsend,
iii) sinh 0 = 0, lim,_,,, sinhx = oo,
iv) bild sinh = R.
(2) Eigenschaften des cosh:
i) cosh ist gerade,
ii) cosh |g+ ist streng monoton wachsend,
iii) cosh0 =1, lim,_, coshz = oo,
iv) bild cosh = [1, 00).
(3) Eigenschaften des tanh:
i) tanh ist ungerade,
ii) tanh ist streng monoton wachsend,
iii) tanh0 = 0, lim, , tanhz =1, lim, , . tanh = —1,
iv) bild tanh = (—1,1).
(4) Eigenschaften des coth:
i) coth ist ungerade,
ii) coth|(_se,0) und coth | ) sind streng monoton fallend,
iii) lim, o cothx = 1, lim,, o cothz = —1, lim, ,o+ cothz = oo,
lim,_,o- cothx = —o0,

iv) bildcoth = R\ [-1,1].

BEWEIS. iibung. 0

Der hyperbolische Sinus, Tangens und Cotangens und die Restriktion von cosh auf R*
sind injektiv. Thre Umkehrfunktionen sind die Areafunktionen, die wir im folgenden
tabellarisch zusammenfassen. Wegen des engen Zusammenhanges der Hyperbelfunk-
tionen mit der Exponentialfunktion, ist es nicht iiberraschend, dafl die Areafunktionen
sich durch den natiirlichen Logarithmus darstellen lassen.
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DEFINITION IV-5.36.

Funktion

133

Umkehrfunktion

cosh: [0,00) — [1,00)

sinh: R - R

tanh: R — (—1,1)

coth: R\ {0} = R\ [-1,1]

Arcosh: {[l,oo) — [0,00)

y=In(y++y*—1)

In den folgenden Plots stellen die durchgezogenen Kurven den invertierbaren Zweig
der hyperbolischen Funktionen dar. Die Areafunktionen werden strichliert dargestellt:

6

Arsinh

.
-4

L L L L L
2 0 2 4 6

sinh und Arsinh

cosh

arcosh

cosh und Arcosh
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KAPITEL V

Differenzierbare Funktionen

1. Differenzierbarkeit

Die Stetigkeit einer Abbildung f an einer Stelle xy bedeutet, dafl man lokal, dh. in
einer Umgebung V' von zy, f(x) durch f(zo) approximieren kann. Natiirlich bringt dies
i.a. nur eine sehr grobe Ndherung an den tatsdchlichen Funktionsverlauf. Bedeutend
besser kann man den Graph von f durch eine affine Funktion ¢;(z) = f(zo)+a(x—x0)
approximieren. Die Forderung, der Approximationsfehler r(z) = f(z) — ¢1(z) moge
in einer Umgebung von x klein sein, liefert jedoch allein keine Bedingung fiir . Es
ist also notwendig, die Anforderungen an die Approximationsgiite zu erhchen:

DEFINITION V-1.1. Es set f: D — K, D C K und ¢y € D ein Haufungspunkt von
D.

(1) f heifit differenzierbar an der Stelle xo € D ﬁf
€

Es gibt « € K und r: D — {zo} — K, sodaff
i) Vo e D: f(z) = f(zo) + oz — z9) + 1(x — 20),
i) limg ., r(f ;00) =0.
(2) Die Zahl o heifit Ableitung von f an der Stelle xo.
Schreibweise: o = f'(xg) = f(xo)

(3) [ heifit differenzierbar ﬁf f ist an jeder Stelle xo € D differenzierbar.
e
Die Abbildung f': D — K, x — f'(z) heifst Ableitung von f.

Wir zeigen zuerst, dafl diese Definition sinnvoll ist, dh. da} durch die beiden Bedin-
gungen i) und ii) a und r eindeutig festgelegt sind: Angenommen es gébe ein weiteres
Paar (&,7), @ € Kj7: D — {zo} — K mit den geforderten Eigenschaften. Fiir alle
x € D miifite dann

f(z) = f(x0) + a(z — z9) + r(z — z0)
= f(xo) + &z — o) + 7(z — o)

also insbesondere fiir  # x( auch
r(z—xy) .

a+—F =a+
r — g r — T

7(x — x0)

gelten. Aus der Bedingung ii) folgt dann o = & und daraus r = 7. Somit ist es
gerechtfertigt von der Ableitung von f an der Stelle z( zu sprechen.

135
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f(x)

X
o X

Durch die Bedingungen i) und ii) wird also eine eindeutige affine Approximation
ti(z) = f(xo) + f'(x0)(z — x0) an f bestimmt. Fiir K = R ist der Graph von ¢; eine
Gerade durch den Punkt (xg, f(x¢)) mit Anstieg f'(xo). Man nennt sie Tangente an
(den Graph von) f in .

THEOREM V-1.2. Es sei f: D — K,D C K und xy € D ein Hiufungspunkt von D.
Aquivalent sind

i) f ist differenzierbar in x,
f@)=f(zo)

ii) es emistiert limg ., ==

BEWEIS. ,i) = ii)“ Fiir x # x¢, € D, folgt mit a = f'(zy)

F@) = fan) s =m0
T — X9 T — X9
Fiihrt man den Grenziibergang x — xy durch, ergibt sich wegen 1-ii) in Definition V-
1.1
T—T0 T — X
f(@)=f(xo)

Lii) <= 1) Es sel av = lim, 4, . Definieren wir

T—xQ

0 T = Zo,
i) = {f(x)—f(rt))—“(x_“”“) x € D\ {zo},

xr—x0
dann ist die Voraussetzung dquivalent zu

(%) lim R(z) =0 = R(xo),

Tr—xQ

dh. R ist stetig in xg. Somit gilt auch die Gleichung
f(z) = f(20) + oz — mg) + R(x)(x — 20).

Setzt man r(z — zg) := R(z)(x — x¢), so erfiillt das Paar («,r) die Bedingungen von
Definition V-1.1, dh. f ist in zq differenzierbar und es gilt o = f'(xo). O
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Der Beweis enthélt eine weitere Charakterisierung der Differenzierbarkeit:

THEOREM V-1.3. Aquivalent sind

i) f ist differenzierbar in x,

ii) es gibt F': D — K mit folgenden Eigenschaften:
a) Vo € D: f(x) = f(zo) + F(2)(z — x0),
b) F ist stetig in xg.

Es gilt F(xo) = f'(x).
BEWEIS. Man setzt F'(z) = a + R(z), R wie im Beweis von Satz V-1.2. O

Es ist nun unmittelbar ersichtlich, daf3 die Differenzierbarkeit von f an einer Stelle
xo eine stirkere Eigenschaft ist als die Stetigkeit von f an der Stelle z.

KOROLLAR V-1.4. Essei f: D — K) und zg € D ein Haufungspunkt von D.
Ist f differenzierbar an der Stelle zy € D, dann ist f auch stetig in xg.

BEWEIS. Wegen der Darstellung in Satz V-1.3,
f(@) = flzo) + F(x)(x — 20),

ist f als Summe stetiger Funktionen selbst stetig in xg. O

BEMERKUNG V-1.5. 1) Anschaulich bedeutet die Definition der Differenzierbarkeit
einer Funktion f an einer Stelle z(, daf§ es moglich ist, f in einer Umgebung von xg so
durch eine affine Funktion zu approximieren, dafl der Approximationsfehler r(z — zy)
rascher als © — xy nach Null strebt. Der Vorteil dieses Zugangs ist, dafl sich Definiti-
on V-1.1 leicht auf allgemeinere Situationen iibertragen liit (etwa auf Funktionen in
mehreren Verénderlichen).

2) Den Quotient %ﬁxo) bezeichnet man als Differenzenquotient. Geometrisch
gesehen stellt er den Anstieg der Sekante durch die Punkte (zo, f(z0)) und (z, f(z))
dar. Satz V-1.2 bedeutet somit, dafy Differenzierbarkeit von f in xy auch dadurch cha-
rakterisiert werden kann, dafl die Anstiege der Sekanten einen eindeutig bestimmten
Grenzwert besitzen, wenn man x gegen x, streben 1a8t. Es ist somit gerechtfertigt,
diesen Grenzwert als Anstieg von f (bzw. des Graph von f) zu betrachten.

I £ - f(x,)

X X
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3) Ist D ein Intervall und xzy € D ein Randpunkt des Intervalls (dies ist einer
der Griinde, in Definition V-1.1 einen Hdaufungspunkt xy des Definitionsbereiches zu
betrachten), dann sind in Definition V-1.1 und Satz V-1.2 natiirlich nur einseitige
Annéherungen an xy moglich. Dies fithrt nun zwangslaufig auf das Konzept der ein-
seitigen Ableitungen. Dabei konnen die Funktionswerte von f ohne weiteres komplex
seinj.

DEFINITION V-1.6. Es sei f: D — K, D C R und ¢y € D ein Hiufungspunkt von
D.

i) f heifit in xo € D linksseitig (rechtsseitig) differenzierbar

f?fﬂDﬂ(—oo,xo} (f|Dm[$07oo)) st in xo differenzierbar.
(&

ii) Die Ableitung von f|pn(-comze) (flDNmooc)) heift linksseitige Ableitung,
[ (o), (rechtsseitige Ableitung, f' (zo)) von f an der Stelle x.

Eine Abbildung f: [a,b] — R nennt man differenzierbar, wenn f fiir alle x € (a,b)
differenzierbar ist und in den Randpunkten von [a,b] die entsprechenden einseitigen

Ableitungen existieren.
Aus Lemma II1-1.18, Korollar V-1.4 und Satz V-1.2 folgt unmittelbar

THEOREM V-1.7. Es sei f: D — R, D C R, zg € D ein Hdiufungspunkt von D.
Aquivalent sind

(1) f ist differenzierbar an der Stelle xy,
(2) f ist stetig in xo, es existieren die links- und rechtsseitige Ableitung von f
an der Stelle xo und sind gleich: f’ (xo) = f(2o).

Rechnet man die Differenzierbarkeit von f an einer Stelle zg gemifl Definition V-1.1 oder Satz V-1.2 nach, ist es

zweckmiBig, die Nachbarstelle  in der Form xzo+h zu schreiben. Somit ist entweder fiir die Funktion r(h) = f(zo+h)—

f(zo) — ah die Existenz des Grenzwertes limy,_, ¢ L:) = 0 nachzuweisen oder der Grenzwert des Differenzenquotienten

(7o + R) = f(w0))

zu untersuchen:

BEISPIEL V-1.8. 1) D = C, f(z) = 2™. Es gilt f'(z0) = nal ! fiir alle zg € D.
a) iiber Definition V-1.1:
Wir versuchen, in der Differenz f(zo + h) — f(z0) den linearen Anteil ah zu isolieren:

n
— n
F(@o+h) = f(wo) = (@o+h)" —af = hag= () —ap
k=0
_ n—lh = n hk: n—k
= nx, + Z (k) Ty .
k=2

) (Z)hkngk ist 2, somit folgt limy,_,q %r(h) =0, dh. f'(z0) = n:r:gfl.

Der kleinste Exponent von h in r(h) :=

n
k=
b) iiber Satz V-1.2: Aus

n—1
(o +h) = f(z0)) = (@0 + h)" — o§) = 3 (wo + h)izf 1~
i=0
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folgt

n—1

1
Aigbﬁ(f(xo—o—h)—f( Z hrn (zo + )izl 1" Zxom" == gt

2) D =R, f(z) = |z|.
i) 2o < 0, f(zo) = —xo. Fiir alle h € R mit h < |zg] folgt g + h < 0 und somit

lzo + k| = —z0 — h = f(x0) —

Dies legt nahe, r(h) := |zo + h| + zo + h zu setzen. Fiir h < |xo| gilt dann 7(h) = 0 und daher auch limy, o = ( ) = .
Daraus folgt f/(zo) = —1.

ii) Analog zeigt man f/(xzo) = 1 fiir z¢p > 0. Einfacher 148t sich dies iiber den Differenzenquotienten berechnen.

ili) o = 0. Wir zeigen f/ (0) = 1 und f’ (0) = —1. Somit ist f in 2o = 0 nicht differenzierbar:

J0) = lim S (f(h) — f(0)) = lim_ bl =1,

h—0t

/ s o 1 _
JLO) = Tim = (f() — fO) = Tim ] = -

h—0— h—0—

3) D =[-2,1] und

|
[\]
|
—
[aw]
[
o+
]

i) zo € (—1,1), f'(z0) = — . Wir wéhlen hg > 0 mit |zg + ho| < 1. Fiir |h| < hg folgt dann

lzo

(P o +B) = (o)) = 2 (1~ (o + W2 = /1= 2d)

h
_ —2xoh — h?
h\/lf(ngrh) +4/1— a2
2x9 + h

Ve e RN ey

Daraus ergibt sich die Behauptung wegen der Stetigkeit der Wurzel.
ii) zo € [-2,—1), f'(z0) =0,
iii) zp = —1, f’ (z0) = 0. Die rechtsseitige Ableitung existiert nicht (in R), denn es ist fiir 0 < h < hg

(f( 14+ h)— \/Qh hQ—— 2—h — oo.
h—0t

iv) zo = 1, f’ (zo) existiert nicht.

2. Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

In diesem Abschnitt entwickeln wir einige Regeln, die es erlauben, die Ableitung
komplizierterer Funktionen mit Hilfe der bekannten Ableitung einfacherer Funktionen
zu berechnen.

THEOREM V-2.1. Es seien f,g: D — K, D C K, differenzierbar in einem
Hdaufungspunkt xo € D und A € K. Dann sind auch f+g, \f, fg und, falls f(xq) # 0
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ist, auch % an der Stelle xq differenzierbar und es gilt

(f +9)'(x0) = f'(z0) + g'(x0)

(Af) (o) = Af'(20)

(f9)'(z0) = f'(w0)g(x0) + f(20)g'(x)) PRODUKTREGEL
(%) (zo) = % REZIPROKREGEL
(

)
) () = Lz0)f (fg(;f)()w)f (o) QUOTIENTENREGEL

sl ==

BEWEIs. Die Differenzierbarkeit von f und g an der Stelle xy bedeutet nach
Satz V-1.3 die Existenz in x stetiger Funktionen F' und G mit F(zo) = f'(z0),
G(zo) = ¢'(z9) und

f(z) = f(zo) + F(z)(z — z0),

9(x) = g(zo) + G(z)(z — 20),
Die Differenzierbarkeit von f + ¢ und Af in z( ist nun unmittelbar ersichtlich. Die
Produktregel ergibt sich durch Ausmultiplizieren

(f9)(x) = f(x)g(x) = f(z0)g(x0)

+ (F(2)g(w0) + F(20)Glz) + P@)G(x) (& — x0)) (& — 7o),
und der Stetigkeit von H(z) = F(x)g(zo) + f(z0)G(z) + F(2)G(z)(x — xp). Nach
Satz V-1.3 existiert (fg)'(zo) und ist bestimmt durch

H(zxo) = F(0)g(z0) + f(20)G(w0) = f'(z0)g(x0) + f(z0)g' (20).

Wir betrachten nun

1 1 L1 f(a) - ()

z e D.

PP =50 " Fa) ~ 7 F@f )
F(x) _
Man beachte nun die Stetigkeit von K in xy und K (xq) = }C(i )) Die Quotientenregel
ergibt sich nun als Kombination der Produkt- und Reziprokregel:
() (o) = o (o) () (a0) + 9(a0) () (a0}

O

Insbesondere folgt, dal die Menge aller in xy differenzierbaren Abbildungen einen
Vektorraum bildet. Besonders niitzlich fiir die praktische Rechnung ist:

THEOREM V-2.2 (Kettenregel). Es seien mit f: D - K, g: V — K und f(D) C V.
f seiin xg € D und g in f(xg) € V differenzierbar. Dann ist go f: D — K in z,
differenzierbar und es gilt

(go f)/(xo) = 9/<f(350>>f/($0)-
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BEWEIS. Es seien F' und G wie im Beweis von Satz V-2.1, dh.
f(z) = f(xg) + F(x)(z — ), x€eD
9() = 9(f(20)) + Gy)(y — f(x0)), yeV
und F(xo) = f'(x0), G(f(z0)) = ¢'(f(x0)). Somit folgt
(g0 f)(z) = g(f(z)) = g(f(x0) + F(z)(z — z0))
(f(x0)) + G(f (o) + F(2)(x — x0)) F(x)(x — o)
(f(z0)) + H(2)(z — o).

Wiederum ist H(z) = G(f(xo) + F(z)(x — zo))F(x) stetig in x¢ und es ist H(zg) =
G(f(zo))F(x0) = ¢'(f(x0))f (x0). Die Behauptung folgt nun mit Satz V-1.3 O

Wir demonstrieren die Anwendung der Kettenregel an folgendem Beispiel, das man
sich als niitzliche Heuristik einprégen sollte:

g
g
g

G

BEISPIEL V-2.3. f: D — K, D C K sei injektiv. Ferner seien f in g € D und f~!
in f(xg) differenzierbar. Falls f'(zo) # 0, gilt
1

—1y/
x9)) = ———.
Dies folgt unmittelbar durch Anwenden der Kettenregel auf die Identitét

fof=idp:

(F7H(f (o)) f' (o) = 1.
Die Schwachstelle bei dieser Argumentation ist natiirlich, daf§ die Differenzierbarkeit
der Umkehrfunktion bereits gesichert sein mufl. Oft weifl man zu wenig iiber die
Umbkehrfunktion, um einen direkten Nachweis der Differenzierbarkeit zu fithren (man
denke etwa an die Arcus Funktionen). Fiir die Umkehrfunktion folgt allerdings bereits
aus der Stetigkeit von f~! deren Differenzierbarkeit!

THEOREM V-2.4. FEs sei I ein Intervall und f: I — R streng monoton. Ist f inxg € 1
differenzierbar mit f'(xo) # 0, dann ist f~1 in yo = f(xo) differenzierbar und es gilt

1 1

(f” )/(f(ﬂﬁo)):m baw.  (f71)(yo) = W

BEWwWEIS. Nach Satz V-1.3 gibt es eine in x( stetige Abbildung F': [ — R mit
f(z) = f(zo) = F(z)(x — o).
Wegen y = f(z), also z = f~1(y), liit sich dies schreiben in der Form

y—yo=F ) () = f (W)
Da I ein Intervall ist, ist f~! stetig, Satz IV-2.8. Auf Grund der Voraussetzung ist
auch F o f=1 stetig in yo und wegen (F o f~Y)(yo) = F(x9) = f'(x¢) # 0 ist auch
# stetig in 3. Aus

N | 1 _
() =f"(w)+ Folf D) (¥ — wo)
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folgt nun mit Satz V-1.3 die Differenzierbarkeit von f~! in y, und

1y B 1 B 1
U 0) = s 7yt ~ Fleo)

O

BEMERKUNG V-2.5. An Stellen yo = f(x) mit f'(xq) ist die Umkehrfunktion f~!
nicht differenzierbar. Wire f~! in f(zo) differenzierbar, miifite nach Beispiel V-2.3

0= ("1 (fxo)f'(zo) =1

gelten.

Wir demonstrieren die Anwendung dieser Regeln bei der Berechnung der Ableitung
der elementaren Funktionen:

3. Ableitung der elementaren Funktionen

Potenzfunktion: p,(x) = 2", n € N. Wir haben die Differenzierbarkeit von p,
zwar bereits in Beispiel V-1.8 untersucht, konnen nun aber einen einfacheren Beweis
fithren, der nur die Differenzierbarkeit von p; verwendet. Es sei zy € R beliebig.
Wir behaupten: p/,(zo) = nzj~', n € N, (wir vereinbaren hier, 0° = 1 zu setzen)
und fithren einen Induktionsbeweis. Es gilt p/(xo) = 1. Als Induktionsvoraussetzung
verwenden wir: p,, ist differenzierbar in zy und p/,(v¢) = nzy~'. Wegen p,1 = pup1

ist dann nach Satz V-2.1 auch p,.; an der Stelle xy differenzierbar und es gilt:
Prs1(0) = P (z0)p1(20) + pn(wo)p (o)
=nap twg + 2 = (n+ Daf.
Aus der Reziprokregel folgt nun fiir xq # 0:

T VRN U ) B R—
)(330) - _(pn<x0)>2 - LU%” = —nx, .

Wurzelfunktion: w,(z) = /z, x > 0, n € N. Wir konnen die Regel fiir die Dif-
ferentiation der Umkehrfunktion verwenden: diese garantiert einerseits die Differen-
zierbarkeit von w, fiir alle ¢y > 0, andererseits gilt

1 1

i

w (zo) = =
(w0) = @)~ nlwnlag))
1 1 1 14
=T = %y -
nxon n

Exponentialfunktion: exp(z), z € C. Dies bedarf etwas mehr Aufwand. Wir zeigen
zunéchst einen niitzlichen Grenzwert:

LEMMA V-3.1.

N P
llg(l);(e -1)=1



3. ABLEITUNG DER ELEMENTAREN FUNKTIONEN 143

BEWEIS. Aus der Potenzreihe fiir e* folgt

Lk

k=1
ez—lzzz o 2f(2).
k=1

Der Konvergenzradius von f ist ebenfalls co. Somit ist f stetig auf C und es gilt

lim < (e — 1) = lim £(2) = £(0) = 1.

z—0 2 z—0

O

Eine iiberraschende Folgerung ergibt sich, wenn wir z = iz setzen. Wir erinnern daran,
daB eine Folge (z,) C C genau dann konvergent ist, wenn (Re z,) C R, (Im z,) C R
konvergieren: Wegen e = cosx + isinx ergeben sich durch Vergleich der Real- und
Imaginirteile die niitzlichen reellen Grenzwerte:

KOROLLAR V-3.2.

lim Sinle’ inflcosx—l _o
z—0 X z—0 X
Es sei nun zp € C fest und h € C. Aus
1 1
E(ez‘)*h — %) = Eezo(eh —1)
ergibt sich mit Lemma V-3.1
de® | o
dz ==

Wir beniitzen die Schreibweise: f’(2)].—., := f'(20). Dies hilft Mehrdeutigkeiten zu
vermeiden bei Funktionen, bei denen man traditionell Funktion und Funktionswert
an einer Stelle x gleich anschreibt (etwa die Funktion e”, sinz, ... ).

Die Exponentialfunktion hat also die erstaunliche Eigenschaft

Vz e C: diiez = e°.
Wir werden spéter nachweisen, daf§ die Abbildungen z — Xe*, A € C, die einzigen
Funktionen mit dieser Eigenschaft sind.
Logarithmus: x — Inx, x > 0. Die Differenzierbarkeit des Logarithmus folgt wieder
aus Satz V-2.4. Weiters gilt

d 1
- Il$| =
T=x0 i x ’
dx <dm€ ) z=In g

1 1 1

o 6ln:vo o x_O

Trigonometrische Funktionen: Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen
an einer Stelle xg € R ergeben sich aus der Ableitung der Exponentialfunktion: Wegen
Satz IV-5.18 gilt die Darstellung

: 1 T —iT
sinx = 2—2,(6 e ")
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und somit folgt mit Hilfe der Kettenregel

d “in 1 ( d | d(iz) d | d(—ix) ‘z:%)

E zZ=1ixg dl’ }JU:IO_E Z=—1xQ dI

€T ;
dx r=zo 24

1, . , 1 . 4
= 2—2,(6”6% —e 0 (—i)) = 5(6”0 + e ) = cos z.

Die Rechnung fiir den Kosinus verlduft analog. Man kann aber auch von der Identitét

cosx = sin(z + g), r €R,

ausgehen und erhélt wieder mit Hilfe der Kettenregel

— oS = —sin(x + = = —sinz 2"
dx T=r0 27 le=z0 g r=rot3 (g ’
m .
= cos(zg + 5) = — sin .

Ein alternativer Beweis verwendet die Grenzwerte in Korollar V-3.2 Die Ableitung
des Tangens und Kotangens ergibt sich aus der Quotientenregel

na,_esingl,ponry sk cons
- _ d sina | g sinz| _ coszg —sinwogcosw|, o
dx =0  (x cosx 'T=T0 cos? xg
sin? zy + cos® zg 1 T T
_ i - me(-LD,
COS? T COS? T 22
analog
— Ot Ty = ——5—, ¥o € (0, 7).
dx sin“ xg

Arcus Funktionen: Die Differenzierbarkeit der Arcusfunktionen als Umkehrfunk-
tionen der (Einschrankungen von) trigonometrischen Funktionen folgt aus Satz V-2.4.
Weiters ergibt sich

— arcsin x| = 1 = 1
y —

r=x d & o ;
x o Lging| cos(arcsin xg)

xr=arcsin xg

1 1
— e ,CL'O E (—1,1)

V1 —sin®(arcsinzg) /1 — a2

Im vorletzten Schritt ist das positive Vorzeichen bei der Wurzel zu wéhlen, da

arcsin zy € (—%, 5) und somit cos(arcsinzg) > 0 ist. Auf gleiche Weise folgt

d
— arccos l" = —
T=x0

dx

1

To € (—1, 1)
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arcsin und arccos sind in x = +1 wegen Bemerkung V-2.5 nicht differenzierbar.
Ahnlich findet man fiir x € R

d 1 9
——arctanzx| _ = — = cos”(arctan )
dx v=20 A tan g

x=arctan xg

1 1
1+ tan®(arctanzy) 1+ 22’

und

1

— arccot x -——.
1+ 3

dl’ |m:m0

Allgemeine Potenzfunktion: p,(z) = 2”, x > 0, p # 0. Ausgehend von der Iden-
titat

Pp(x) = exp(plnz),
findet man mit Hilfe der Kettenregel (zq > 0)

d

ey (P s,

d

plp(ﬂfo) = %6

’ ‘

1
_ plnzg _ o .p1
=e p— = pry .
Zo

Exponentialfunktion zur Basis a: x — a”. Ausgehend von der Identitéat
a® = exp(zlna)

findet man fiir zy € R mit Hilfe der Kettenregel

d . d
T=x0 - %6 ’x:axolna%(‘r In CL)l

= (Ina)e™™* = (Ina)a®™.

T=x0

Wir fassen die Ergebnisse tabellarisch zusammen:
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Funktion f(z) Ableitung f'(x)

x", reR,neN nx" 1

", r#0,n€Z na™ 1

x?, x>0,peR prPt

e’, relR e’

a®, reRa>0 (Ina)a®

sin x, x € R, cos x

cos T, xr € R, —sinx

tan x, r e R, COS12:C =1+tan’x
cot x, r e R, —Sinl% = —1—cot’x
arcsin , re(-1,1) —

arccos , re(-1,1) ——

arctan x, reR Hle

arccot x, reR H%

Wir betrachten nun eine Abbildung f: D — K, welche in jedem Punkt x € D
differenzierbar ist. Dann existiert die Abbildung f’: z +— f'(z). Ist f’ selbst wieder an
einer Stelle xy € D differenzierbar, nennt man die Ableitung von f’ die 2. Ableitung
von f an der Stelle zyp und bezeichnet sie mit f”(xy) oder auch 327’;(:50). Es gilt
also f"(zo) = (f')(z). Es sind auch die Bezeichnungen f© = f f1 = f und
f@® = f" . . usw. iiblich. Allgemein definiert man nun héhere Ableitungen rekursiv.

Wenn fiir n € N die (n—1)-te Ableitung f™~Y existiert und in 2y € D differenzierbar
ist, setzt man

F (we) = (f77) (o).
Man nennt £ (z4) auch Ableitung n-ter Ordnung an der Stelle x¢. Besitzt f an jeder
Stelle x € D Ableitungen n-ter Ordnung, heifit f n-mal differenzierbar. Existieren an
einer Stelle o sémtliche Ableitungen £ (x) fiir alle n € N, sagt man f ist unendlich
oft differenzierbar in xg. Ist f an jeder Stelle x € D unendlich oft differenzierbar,
nennt man f unendlich oft differenzierbar, kurz, f ist eine C*°-Funktion. Wir
kénnen nun folgende Unterrdume von C(D, K) betrachten:

DEFINITION V-3.3.
C°D,K) = C(D,K)
C"(D,K) = {feC(D,K): f ist n-mal differenzierbar, f™ € C(D,K) }
C*(D,K) = {feC(D,K): f ist unendlich oft differenzierbar}
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Die folgende Kette von Inklusionen ergibt sich unmittelbar aus der Definition:
C*(D,K) & -+ & C"Y(D,K) & C"(D,K) & C(D,K).

Polynome, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen sind Beispiele fiir
C>-Funktionen. Als weiteres Beispiel betrachten wir f: x — [z]3, z € R. Wir
iiberlassen es dem Leser, folgende Fakten zu verifizieren:

322 x>0 6x x>0
/ o = 1 _ =
f(x)—{_ng x <0 /() {—Gx x <0
6 0
" (x) = { 6 o z 0 1"(0) existiert nicht.
-6

Es gilt also f € C%(R) \ C3(R).
BEISPIEL V-3.4. Wir betrachten die Abbildung f: R — R,

w?sint, 2 #£0,
J(x) = {O, xz = 0.

Mit Hilfe der Regeln von Satz V-2.1, V-2.2 berechnet man leicht

f(x) = 2xsin . cos = fur z # 0.
x x
Man beachte: #lim,_,q f'(x). Existierte lim,_ f'(z), wire f automatisch in z, =
0 differenzierbar (Beweis mit Mittelwertsatz, Ubung) und f € C*(R,R). Fiir den
Nachweis der Differenzierbarkeit von f in zy = 0 gehen wir daher auf die Definition
zuriick und betrachten

l(f(h) — f(0)) = %h2 Sin% = hsin%.

Wegen |sinz| < 1, z € R, folgt daraus f’(0) = 0.

Dieses Beispiel zeigt, dafl es Funktionen gibt, die zwar iiberall differenzierbar, aber
nicht stetig differenzierbar sind.
Auch fiir hohere Ableitungen gelten die iiblichen Rechenregeln:

LEMMA V-3.5. Es seten f,g: D — K, D C K, n-mal differenzierbar in xq € D und
A € K. Dann sind auch \f, f+ g und fg n-mal differenzierbar und es gilt

i) (AS)™ (x0) = Af0) (20)
i) (f 4 9)"™(z0) = f™(x0) + 9" (20)

i) (£9) (@) = 3 (1)1 (z0)g® (a0) (LEiBN1Z REGEL)

k=0

BEWEIS. Den Nachweis von i) und ii) iiberlassen wir dem Leser als Ubung und
fiihren einen Induktionsbeweis zu iii). Fiir n = 1 ergibt sich die Produktregel aus
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Satz V-2.1. Wir nehmen nun an, die Behauptung iii) sei fir ein n—1 € N erfiillt. Aus
der rekursiven Definition der n-ten Ableitung an der Stelle z ergibt sich (Ubung)

(*) FO (@o) = (f)" V() und g™ (z0) = (¢')" Y (0),

d.h. die Ableitungen f’ und ¢’, die zumindest in einer Umgebung von x, existieren
miissen, sind an der Stelle 2 (n — 1)-mal differenzierbar. Wegen der Induktionsvor-
aussetzung besitzen dann auch f’g und ¢’'f Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung an der
Stelle 2o und es gilt nach ii)

(F9)" D (zo) + (¢ N wo) = (F'g+g )" V(o)
= ((f9) " Do) 2 (£9)") (o),

d.h. fg ist n-mal differenzierbar an der Stelle x5. Wegen der Induktionsvoraussetzung
gilt weiter

(f9)" (o) = (f'9)" V(o) + (' /)" (o)

- Z(”k ) - k><xo>g<><xo>+:§_;:(”k1)f<” 15 (20) () 0)
- Z(” Do $0)9()($0)+2_: ") e
= :O (k> FOR (o) g™ (o)

Das letzte Gleichheitszeichen kann genauso wie im Beweis des binomischen Lehrsat-
zes 1-4.22 gerechtfertigt werden. U

LEMMA V-3.6. Es seien D,V C K, f: D - K, g: V — K und f(D) C V. f seiin
xg € D und g sei in f(xg) € V n-mal differenzierbar. Dann ist auch g o f an der
Stelle xq n-mal differenzierbar.

BEWwEIs. Wir fithren wieder einen Induktionsbeweis: Fiir n = 1 folgt die Behaup-
tung aus der Kettenregel. Wir nehmen nun an, die Behauptung sei richtig fiir ein
n —1 € N. Es gilt (in einer Umgebung von x):

(go f)(x) = (g o N)x)f'(z).

¢ und f sind in zy n — 1 mal differenzierbar, wegen der Induktionsvoraussetzung
besitzt auch ¢’ o f Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung in zo. Nach Lemma V-3.5 ist
auch (¢'o f)f und somit auch (go f)" (n—1)-mal differenzierbar an der Stelle z,. O

Die bisherigen Beispiele konnten den Eindruck vermitteln, dafl stetige Funktionen an allen Stellen differenzierbar
sind, ausgenommen an vereinzelten Stellen, in denen ,,Ecken“ oder ,,Spitzen“ auftreten. Dies ist nicht der Fall. Wir
beenden diesen Abschnitt mit einem Beispiel einer stetigen, aber nirgends differenzierbaren Funktion. Dies zeigt auch
CYI,R) ¢ C(I,R).
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BEISPIEL V-3.7. Wir definieren die Abbildung ¢ auf [—1, 1] durch = — |z| und setzen ¢ periodisch auf R fort, d.h. wir
setzen

Vz € R: p(xz 4+ 2) = p(x).
Insbesondere gilt also

Ve € RVL € Z: p(z + 20) = p(x).

¢ ist Lipschitz stetig: Ist |z — y| > 2, so gilt |p(z) — p(v)]| < |p(@)|+ |p(y)| < 2 < |z —yl. Ist |z — y| < 2, existiert eine
eindeutig bestimmte Zahl I € Z, soda8 entweder z — 2l, y — 21 € [—1,1] oder  — 21, y — 2l € [0, 2]. Im ersten Fall gilt

lo(z) = o) = ol —20) — oy — 20)| = ||z — 21 = |y — 21|
<@ —12) = (y—20)| = |z —yl,

wahrend im zweiten Fall die Abschitzung

lo(a) — ()] = lp(z —21) — py —20)| = |1 = [o — 20 — 1| — (1 — |y — 20 — 1])|
=lle—2-1—-|y—2—1|| < |z -y

die Lipschitz-Stetigkeit von ¢ zeigt.
Fiir n € Ng definieren wir f,,: R — R durch fn(z) = (%)"@(4”@ und setzen

f= Z fn-
n=0

Wegen 0 < ¢(z) < 1, € R, ist die Reihe gleichméBig konvergent auf R und da jedes fn auf R stetig ist, folgt mit
Satz V-IV-3.10 die Stetigkeit von f auf R. Wir zeigen nun, dafl f in keinem Punkt eine endliche Ableitung besitzt. Es
sei also xg € R beliebig gewahlt. Fiir jedes m € N setzen wir

A la=m falls 0 < 4w — [A™ag] < 4
T L4 falls L < amag — [4Mag) < 1.

Firn > m ist 4"hy, = :I:%4"*m eine gerade ganze Zahl; somit folgt

F(o + ) = fulw0) = () (94720 + 47 hin) — 9(4"20)) = 0, > m.

Wegen der Wahl von hy, liegt keine ganze Zahl zwischen 4™xzg und 4™ (2o + hm) und somit gilt (4™ zg + 4™ hy, ) —
p(4™xz0) = 4™ hy,. Man erhiilt daher fiir n =m

3
fm (20 + hm) = fm (0)] = (7)™ (4™ 20 + 4™ ham) — (4™ z0)| = 3™ |hm|,
fiir 0 <n < m — 1 ergibt sich mit (*) die Abschétzung
[fr(zo + hm) — fr(zo)| < 3" - [hm].

Der Differenzenquotient von f kann nun folgendermafien abgeschétzt werden

[ (o ) = f(z0) = |2 3 (fa(e0 + hin) = Fa(z0))
™ n=0

m—1
> 2 (im0 + o) = Fn(2))] = [ 3 (0 + ) = i 20)]
m ™ n=0
m—1 1
>3m— 3 3" =—(3"+1).
n=0 2

Da (hm) eine Nullfolge ist, kann f an der Stelle zo nicht differenzierbar sein.
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Es ist verbliiffend, daf3 eine bereits geringfiigige Modifikation dieses Beispieles dazu fiihrt, dafl die Oszillationen von
f makroskopisch nicht mehr sichtbar sind. Dazu ersetzt man ¢ durch

11
p = ) S T e alr
#(a) = lal, o €l-5,3]
setzt ¢ periodisch auf R fort und definiert fn durch
fa(@) = $(4"z), zER,n €N,

Ahnlich wie vorher kann man dann zeigen, da8 f =>", fn ebenfalls nirgends differenzierbar ist. Allerdings 148t

sich dies nicht mehr aus dem nun glatt erscheinenden Graph von f ablesen (TacAKI Funktion).
0.07

4. Lokale Extrema, Mittelwertsatz

Nach dem Satz von Weierstrafl (Korollar 111-4.2) nimmt eine stetige Funktion f auf
einem abgeschlossenen und beschrénkten Intervall I Maximum und Minimum an. Im
Fall des Maximums bedeutet dies: Jzg € IV € I: f(z) < f(x¢). Dieser Satz bringt
eine globale Eigenschaft stetiger Funktionen zum Ausdruck, da sdmtliche Funktions-
werte zum Vergleich zugelassen sind. Er gibt aber keinerlei Hinweis darauf, wo ein
globales Extremum liegt. Bei differenzierbaren Funktionen ist es jedoch moglich, aus
dem [lokalen Verhalten der Funktion, d.h. dem Verhalten in einer Umgebung einer
Stelle x¢, auf das Vorliegen eines Extremums (relativ zur Umgebung) in zg zu schlie-
Ben.

DEFINITION V-4.1. Essei f: D - R, D C K und ¢y € D.
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i) f besitzt in xy ein lokales Maximum (Minimum) D(:)f es gibt eine Umge-
&

bung U von xq mit der Eigenschaft
Ve e UND: f(z) < fla) (f(x) > f(xo)

ii) f besitzt in xg € D ein lokales Extremum 1<):>f f besitzt in xo ein lokales
€

Mazximum oder lokales Minimum.

THEOREM V-4.2. FEs sei I ein offenes Intervall, f: I — R und xo € I. Ist f differen-
zierbar in xy und besitzt f in xo ein lokales Extremum, dann gilt f'(xq) = 0.

BeEwEIs. O.B.d.A. besitze f in z( ein lokales Maximum (anderenfalls betrachte
man — f). Nach Definition V-4.1 gibt es ein § > 0 mit (xg — 0,29 + ) C I und

flz) = f(zg) | >0 fiir kg — 6 < & < 29
T — Zo <0 firzg <x<zp+0.

Fiihrt man den Grenziibergang © — z durch, ergibt sich f'(zg) = 0. O

BEMERKUNG V-4.3. (1) Die notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines lokalen
Extremums gilt nur in inneren Punkten des Definitionsbereiches von f (wir haben
dies erzwungen, indem wir als Definitionsbereich ein offenes Intervall wihlten). Der
Satz gilt nicht in den Randpunkten von I: Als Beispiel betrachte man f = id|p. f
besitzt ein lokales Minimum in z = 0 und ein lokales Maximum in x = 1, aber es ist
71(0) = (1) £ 0.

(2) Die Bedingung f’(zo) = 0 ist nicht hinreichend: Fiir f(z) = 2%, x € [-1,1] gilt
f(0) =0, aber f besitzt in # = 0 kein lokales Extremum.

(3) Es gibt auch innere lokale Extrema, die durch Satz V-4.2 nicht erfa8t werden:
f(z) = |z|, € [-1, 1], besitzt in x = 0 ein lokales Minimum und ist an dieser Stelle
nicht differenzierbar.

(4) Als Kandidaten fiir lokale Extremstellen einer Abbildung f: [a,b] — R kommen
also in Frage

a) die Randpunkte a und b,
b) die Nullstellen von f,
¢) jene Stellen, in denen f nicht differenzierbar ist.

Die néchste Satzgruppe erscheint trivial, trotzdem gehoren diese Sédtze zu den
niitzlichsten Hilfsmitteln der Analysis:

THEOREM V-4.4 (Satz von Rolle). Es sei f: [a,b] — R stetig, f(a) = f(b), und f sei
differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es eine Zwischenstelle & € (a,b) mit f'(§) = 0.

BeEWEIs. Ist f konstant, dann gilt f'(£) = 0 fiir alle £ € (a,b). Andernfalls nimmt
f als stetige Funktion auf [a, b] nach Korollar 111-4.2 ein Maximum und Minimum an.
Mindestens einer der Extremwerte ist von f(a) = f(b) verschieden. Somit wird ein
Extremum an einer Stelle £ € (a,b) angenommen. Nach Satz V-4.2 ist f'(§) =0. O
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Satz von Rolle Mittelwertsatz

THEOREM V-4.5 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz, Cauchy). Die Funktionen f,
g: [a,b] — R seien stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es ei-
ne Zwischenstelle £ € (a,b) mit

(f(b) = f(a))g'(€) = (9(b) — g(a)) f(£).
BEWEIS. Wir definieren die Abbildung ¢ € C(]a,b],R) durch
p(x) = (f(b) = fla))g(x) — (9(b) — g(a))f(x).
Man iiberpriife, dafl ¢ die Voraussetzungen des Satzes von Rolle erfiillt. Somit gibt
es ein ¢ € (a,b) mit '(§) = (f(b) — f(a))g'(§) — (9(b) — g(a))f'(§) = 0. [

KOROLLAR V-4.6 (Mittelwertsatz, Lagrange). Es sei f: [a,b] — R stetig auf [a, b]
und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es eine Zwischenstelle £ € (a, b) mit

f() = fa) = F(E)(b—a).
BEWEIS. Setze g = id in Satz V-4.5 0J

Oft formuliert man den Mittelwertsatz folgendermaflen: Es gibt eine Zahl ¥ € (0,1)
mit

f(b) = f(a) + f'(a+9(b—a)(b—a).
Als unmittelbare Anwendung des Mittelwertsatzes ergeben sich folgende Fakten:
KOROLLAR V-4.7. Es sei f € C(]a,b],R) differenzierbar auf (a,b). Es gilt:

i) f konstant auf [a, b] genau dann wenn f’(z) = 0 fiir alle x € (a, b).
ii) f monoton wachsend (fallend) auf [a, b genau dann, wenn f'(z) > 0 (f'(z) <
0) fiir alle z € (a,b).
i) Gilt f'(z) > 0 (f'(x) < 0) fiir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton
wachsend (fallend) auf [a, b].

BEWEIS. Es sei z,y € [a,b] und x < y. Wir wenden den MWS auf f|f,,; an und

erhalten:
fly) = flx) = )y —x)
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fiir ein £ € (z,y). Aus dieser Darstellung liest man alle Behauptungen ab. 0

BEMERKUNG V-4.8. Auf die Voraussetzung, dafl der Definitionsbereich ein Intervall
ist, kann nicht verzichtet werden: Es sei etwa f: D — R, D = [0,1] U [2,3] und
f(x) =1,z €[0,1] und f(x) =2, x € [2,3]. Esist f/ =0, aber f ist nicht konstant.
Das Beispiel f(z) = |z|, € [-1, 1], zeigt, daB8 die Behauptung des Satzes von Rolle
nicht zutreffen mufl, wenn die Funktion auch nur an einer einzigen Stelle x € (a, b)
nicht differenzierbar ist.

Wir sind nun auch in der Lage, eine hinreichende Bedingung fiir das Auftreten lokaler
Extrema zu formulieren.

THEOREM V-4.9. Es sei f: (a,b) — R differenzierbar auf einer Umgebung (xy —
d, 20+ 0) von xg € (a,b). Ist f'(xo) =0, so hat [ in xg
a) ein lokales Mazimum, falls f'(x) > 0 fir alle x € (xg — 0,x0) und f'(z) <0
fir alle x € (xg, 20 + 0),
b) ein lokales Minimum, falls f'(x) <0 fir alle x € (o — §,z0) und f'(x) >0
fiir alle x € (xg, 20 + 0).

BEWEIS. zu a): Nach Korollar V-4.7 ist f monoton wachsend auf (zg — d, zo] und
monoton fallend auf [zg, xo+0), d.h. fir alle x € (zg—§,z0+0) gilt f(x) < f(zg). O

KOROLLAR V-4.10. Es sei f: (a,b) — R differenzierbar auf einer §j-Umgebung von
xo € (a,b). Ist f'(x¢) = 0 und existiert f”(xg), so hat f in g

a) ein lokales Maximum, falls f”(z¢) < 0,

b) ein lokales Minimum, falls f”(z() > 0.

BEWEIS. zu a) Es sei f”(x¢) < 0. Aus

/ o /
T—rx0 T — 1‘0 T—xr0 T — ‘,'UO
schliefen wir auf die Existenz von o > 0, sodaf
!
VeeR:0< |z —zo| <0 = J'@) <0

r — Xy
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zutrifft. In einer o-Umgebung von xq ist also
fl(z) >0 fir z<umx
f'(z) <0 fiir x> o,
nach Satz V-4.9 liegt somit in z( ein lokales Maximum vor. U

Der néchste Satz zeigt, dafl nicht jede Funktion eine Ableitung sein kann:

THEOREM V-4.11 (Zwischenwertsatz). Es sei f € C([a,b],R) differenzierbar auf |a, b]
und f'(a) # f'(b). Dann nimmt f" in (a,b) jeden Wert zwischen f'(a) und f'(b) an.

BeEWwEIs. Es sei 0.B.d.A. f'(a) < X\ < f/'(b). Wir setzen g(z) = f(x) — Ax. Wegen
g'(a) < 0 und ¢'(b) > 0 gibt es Konstante dy, §; > 0, sodal g(z) < g(a) fiir alle
x € (a,a+ &) und g(z) < g(b) fiir alle z € (b — 6;1,b) gilt. Da g stetig ist, nimmt g
auf [a,b] das Minimum an. Die vorausgehende Uberlegung zeigt, daB das Minimum
nicht in den Randpunkten a und b angenommen werden kann. Nach Satz V-4.2 gibt
es daher eine Stelle zg € (a,b) mit ¢'(x¢) = f'(x9) — A = 0. O

KOROLLAR V-4.12. Es sei f € C([a,b],R) differenzierbar auf [a,b]. Dann kann f’
keine Unstetigkeiten 1. Art auf [a, b] haben.

BewEes. Ubung (Man beachte, da die Ableitung einer auf [a, b] differenzierbaren
Funktion keine hebbaren Unstetigkeiten aufweisen kann). O

5. Regel von de L’Hospital

Wir wenden uns nun Grenzwerten zu, die auf sogenannte unbestimmte Formen
fithren: 2,22 00 — 00,00",0% 0 - co. Es geniigt, die unbestimmten Formen 2 bzw.
> zu betrachten, da sich die anderen unbestimmten Formen durch geeignete
Transformationen auf diese beiden Moglichkeiten zuriickfiihren lassen.

Wir gehen von folgender Beobachtung aus: Zu berechnen ist lim,_,,, % und es sei
lim, ., f(x) = lim, ., g(z) = 0. Dieser Grenzwert l&8t sich miihelos bestimmen,
falls f und g in z( differenzierbar sind und ¢'(xg) # 0 ist: da in diesem Falle f und g
in z stetig sind, gilt f(zo) = g(x¢) = 0 und es folgt

B f@ @)

T—T0 g(x) r—x0 g(:p) — g(xo) o z—xo 9(@)—g(x0) g’(l’o).

T—x0

Diese Vorgangsweise 148t sich erheblich verallgemeinern. Insbesondere kann auf die
Differenzierbarkeit von f und g in xy verzichtet werden, mehr noch, f und g miissen in
xo nicht einmal definiert sein. Im folgenden sind die auftretenden Grenzwerte entweder
im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne zu verstehen:

THEOREM V-5.1 (Regel von de L’Hospital). Es seien f,g: (a,b) - R, —oo < a <
b < oo, f, g differenzierbar auf (a,b) und es sei ¢'(x) # 0 fir alle v € (a,b). Es
f'(z)

existiere lim,_, ,+ o) in R. In jeder der beiden Situationen
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a) lim, .+ f(z) = lim, ,.+ g(z) =0,
b) lim, .+ g(z) = 00
existiert dann auch lim,_,,+ % und es st
/
@) )

lim —= = .
xirflzl"" g(.ﬁlﬁ) r—at g/(.ZT)

(Eine analoge Aussage gilt auch fir x — b~ bzw. g(x) — —o0.)

BeEwers. Fall 1: L = lim_, + % € [—o00,00). Wir wihlen ¢ € R mit L < ¢ und anschlieBend » € R mit
L <r < gq.Zur gibt es ein & € R, soda3
(@)
Vx S ((l, 67‘) N ’ <r
g'(z)

zutrifft. Es sei nun a < z < y < &-. Wegen ¢'(z) # 0 auf (a,b) gilt nach Satz V-4.11 entweder g’(x) > 0 oder ¢’(z) < 0
auf (a,b). Daher ist g strikt monoton, insbesondere gilt g(z) — g(y) # 0. Nach Satz V-4.5 gibt es eine Zwischenstelle
T € (z,y), sodaB

f@) ~ f) _ f(7)

©) <r.
9(z) —g(y)  g'(7)
Es sei a) erfiillt. Li8t man = gegen a riicken, folgt daher
W) <r < g fiir alle y € (a,&).
9(v)

(Man beachte, da§ die Zwischenstelle 7 von z und y abhéngig ist.) Es sei nun b) erfiillt. Wir halten wieder y fest und
bestimmen &, € (a,y) so, dal
g(z) > max{0,g(y)} fiir alle z € (a, &y)

zutrifft. Es ist also (g(x) — g(y))/g(x) positiv. Multipliziert man (*) mit diesem Bruch ergibt sich fiir alle = € (a, &)
f(@) — Fy) 9(y)

@ 7 g@)
(@) O]

L r+ == —r .
9(z) g()  g(@)
Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir x — a nach r. Daraus 148t sich jedoch nicht ableiten, dafl auch

ggz; < r fir alle © € (a, &) zutrifft. Wohl aber kann man auf die Existenz von o € (a, &) schlieBen, sodafl
@ _,
9(z)

zutrifft (erst an dieser Stelle des Beweises machen wir von ¢ Gebrauch). Fiir beide Situationen a) und b) wurde also
bisher folgendes gezeigt:

fiir alle z € (a,0)

(1) Vg > L3z, € (a,b)Vz € (a,z1): @<q.

g(x)
Fall 2: L = lim,_, .+ % € (—o00,0]. Analog wie im ersten Fall kann gezeigt werden:
(2) Vp < L3z € (a,b)Vz € (a,z2): % > p.

gz

Die Behauptung folgt nun leicht aus (1) und (2): Gilt L = —oco bzw. L = oo, ist die Behauptung durch (1) bzw. (2)
bereits bewiesen. Es sei L € R. Zu € > 0 wihlen wir ¢ = L+¢ in (1), bzw. p = L—¢ in (2) und setzen & = min{z,z2}.

Fiir z € (a,Z) gilt dann \égz; —L|<e. O

Wir haben die Regel von de L’Hospital fiir Randpunkte des Definitionsbereiches for-
muliert. Dies bedeutet jedoch keine Einschréinkung, da man immer auf einseitige
Limiten geeigneter Einschrankungen zuriickgehen kann.
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BEISPIEL V-5.2. Man verifiziere in den folgenden Beispielen die Voraussetzungen von
Satz V-5.1:

(1) limgo Si‘;w = lim, ,gcosz = 1. (Form: 8)

(2) Vao > 0: limy 00 % = 00. (Form: 22)
1

(3) lim, o x Inz = lim, g bz — limg o ﬁ = —lim, oz =0. (Form: 0 - 00)

(4) lim, o+ 2* =1 (Form: 0°)

Wir verwenden die Identitit 2% = e*% Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunk-
tion geniigt es vorerst lim, ,o+  Inz zu untersuchen. Nach (3) gilt lim, o+ zlnz =0
und daher lim,_o+ 2% = lim,_,o+ €% = exp(lim,_o+ zInx) = 1.

(5) limyoo (€ 4 7)5 = €. (Form: oc?)
Es gilt (¢* + z)7 = exp(In(e” +x)). Aus
In(e” T+1
fi 2Dy, L
T—>00 T z—o0 e + x

folgt wie in Beispiel 4 die Behauptung.
1

(6) limg_; (ﬁ — ﬁ) = 3. (Form: oo — 00)
1 Inx — 1
fim (T ) — gy PRI (Form: 9)
a1 \x—1 Inz =1 (z—1)Inz 0
Inz+1-1 . Inz 0
=lim ———— = lim ——— (Form:—)
e=>llnr+1—+  2=llnz+1-— 0
g 1
= hm ﬁ = —.

Dieses Beispiel zeigt, dafl es in manchen Fillen notwendig ist, die Regel von de
L’Hospital mehrfach anzuwenden. Da der Rechenaufwand rasch anwéchst, sei vor
einer reflexartigen Anwendung dieser Regel gewarnt. Viele Grenzwerte lassen sich
durch einen Potenzreihenansatz bedeutend einfacher berechnen.

(7) lim, 00 Zijr—:i:i = 1. (Form: £2)
Eine blinde Anwendung von Satz V-5.1 ergibt
et —e”* . et +e” . ef—e®
lim = lim — = lim —— = ...,

also eine endlose Schleife, wéhrend eine einfache Umformung sofort auf den
gewiinschten Grenzwert fiihrt:
et —e™® 1—e 2
lim ——— = lim ——— =
z—00 €2 4 7% zmoo 1 4 e722

Zuletzt zeigen wir noch, daf§ Satz V-5.1 sich nicht (ohne Zusatzvoraussetzungen) auf komplexwertige Funktionen
iibertragen laf3t:

BEISPIEL V-5.3. g, f: (0,1) — C seien definiert durch g(z) = « —i—:vzewi2 und f(z) = z. Wegen |ew%| =1 fiirz € (0,1)
folgt
f(z)

m
z—0 g(x)
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Satz V-5.1 fiihrt auf
!
1
f,(x) = lim —
z—0 g/ (x) z—0 (1+ (22 — %)eﬁ)

Wegen

21 2
lg' (@) > 22 — = —1> = —1
T xT

und somit

erhdlt man
/
@
z—0 g’ (z)
Da ¢'(z) # 0 wiirde Satz V-5.1 zu dem falschen Ergebnis
f(z)

lim =-2 =0
zlino g(z)

—_
=

fithren.

6. Differenzierbarkeit und gleichmiflige Konvergenz

Wir haben bereits in Abschnitt IV-5 gesehen, dafl Funktionenfolgen bzw. Funktionen-
reihen ein sehr niitzliches Instrument zur Darstellung stetiger Funktionen sind. Wir
wenden uns nun der Differenzierbarkeit der Grenzfunktion zu.

BEISPIEL V-6.1. Wir betrachten die Funktionenfolge (f,,)n>1, fn(z) = \/Lﬁ sinnx, x €

R. Die Abschétzung || fullee < \/Lﬁ zeigt, daB f, gleichmafig auf R gegen f = 0

konvergiert. Es gilt f/(x) = y/ncosnz und f'(x) = 0. Wir behaupten, daB fiir jedes
x € R die Folge (f/(x)),>1 unbeschriankt ist und daher insbesondere nicht gegen
f'(x) konvergieren kann. Wir wihlen also ein beliebiges + € R. Wenn n € N und
| cosnz| < 3 ist, dann folgt

| cos 2nx| = |2 cos?(nx) — 1| > 7

Fiir jedes n € N gilt daher entweder

N | —

1
| cosnz| > 5 oder |cos2nx| >

und daher auch
sup{|f4(2)|: n € N} = oc.

Dieses Beispiel zeigt, daB es moglich ist, daB eine Folge (f,) (sogar beliebig oft)
differenzierbarer Funktionen gleichméBig konvergiert, aber die Ableitungsfolge (f))
sogar nirgends konvergiert. Das Beispiel zeigt auch auf, dafl man den Hebel bei der
Folge der Ableitungen ansetzen muf3:

THEOREM V-6.2. FEs sei (fu)n>1 C C([a,b],R), a < b, eine Folge differenzierbarer
Funktionen. Es gelte

(1) (f) ist gleichmdfig konvergent, d.h. 3g: [a,b] — R, lim, o f, =g, glm.,
(2) Jzo € [a,b]: (fu(z0))n>1 ist konvergent.
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Dann konvergiert die Folge (f,) gleichmdjf$ig gegen eine differenzierbare Funktion f €
C([a,b],R) und es gilt
fr=g=lim f.
n—oo
BEWEIS. 1. Schritt: Wir zeigen zuerst die gleichméfiige Konvergenz von (f,,) und
schitzen dazu ab:

[fn(@) = (@) < |fu2) = fin (@) = (fa(@0) = fn(20))] + [ fn(20) = fin(0)].

Auf die Abbildung f, — f,. wenden wir den Mittelwertsatz an und erhalten mit &
zwischen x und xg:

) (@) = fm (@) = [ £3(6) = [ (Ol — w0l + [ fnlzo) = fm (o)l
< 1 = fullso(b = @) + [ fn(@o) = fm (o)l

Wegen der gleichméfigen Konvergenz von (f)) existiert nach Satz IV-3.5 zu ¢ > 0
ein N(e) € N so, daB fiir alle n,m > N(¢)
€
/ !/
- o < 5
1= Fal < 55—
wegen der Konvergenz von (f,(xg))n,>1, kann man dariiber hinaus N(g) so grof
wihlen, daf fiir alle n,m > N(e) auch

| fn(@0) = fm(0)] <
zutrifft. Somit gilt fiir alle n,m > N(e) wegen (x)

||fn - fm“oo < g,

d.h. (f,) ist eine gleichméfBige Cauchyfolge und daher nach Satz IV-3.5 gleichméfig
konvergent. Die Grenzfunktion f ist wegen der Stetigkeit der f, nach Satz IV-3.6
selbst stetig.

2. Schritt: f ist an jeder Stelle £ € [a,b] differenzierbar mit f'(§) = lim, s £/ ().
Jede Abbildung f, ist an der Stelle ¢ differenzierbar, d.h. es gibt eine in £ stetige
Funktion R, : [a,b] — R, sodafl

Vo € [a,b]: fu(x) = ful€) + [L(&)(x = &) + Ru(z)(z = §)
R, (&) =0.

Wenn wir nun zeigen kénnen, daf§ die Funktionenfolge (R,,) gleichméBig konvergiert,
erhalten wir mit R(z) = lim, o R, (x) durch Grenziibergang

f(x) = f(&) + 9(§)(x — &) + R(z)(z — &)
R(§) =0, R stetigin &,

d.h. f ist an der Stelle ¢ differenzierbar und es ist f'(§) = lim, . f/ (&) = g(§). Fiir
x # £ erhalten wir

DO | ™

r—§

R, (z) — R,(x) =
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Wie im ersten Schritt ergibt eine Anwendung des Mittelwertsatzes

| B (2) = Bu(2)| < 201f5 = frullee, = #E,
somit wegen R,,(§) — R,(§) = 0 auch
B = Ball < 201f, = frulloo-

Die Folge (R,,) ist also eine gleichméBige Cauchy Folge. Nach Satz IV-3.5 ist die Folge
(R,) gleichméBig konvergent und da R,, n € N, an der Stelle 0 stetig ist, mufl auch
R an der Stelle 0 stetig sein. 0

Wenden wir diesen Satz auf gleichméflig konvergente Reihen differenzierbarer Funk-
tionen an, erhalten wir

KOROLLAR V-6.3. Es sei (f,,) C C(a,b],R) eine Folge differenzierbarer Funktionen.
Es gelte
i) > fl ist gleichméBig konvergent,

n=1
ii) Jzg € [a,b]: > fu(xo) ist konvergent.

n=1

Dann konvergiert die Reihe > f,, gleichméBig gegen eine differenzierbare Funktion
n=1

f € C([a,b],R) und es gilt

Vz € [a,b]: (an ) :foz(x)

Satz V-6.2 bzw. Korollar V-6.3 geben hinreichende Bedingungen an, die die Ver-
tauschbarkeit von Limes und Ableitung gewéhrleisten. Unter diesen Voraussetzungen
darf man also gliedweise differenzieren.

KOROLLAR V-6.4. Eine Potenzreihe > a,(z — x¢)", (an)n>1 C R, stellt im Inneren
n=0
des Konvergenzintervalles (o — R, o + R) eine beliebig oft differenzierbare Funktion

f dar, d.h. f € C®((zg — R,z0 + R),R). Es gilt
oo k-1

V& € (zo— R,xo+ R): f®(x ZHn—jana:—xo) -k,

n=k j=0

BEWEIS. Die gliedweise differenzierte Potenzreihe

[ee]
= Z ann(x — x9)"
n=1

besitzt ebenfalls den Konvergenzradius R (Ubung). Die Potenzreihe h konvergiert
daher gleichméflig auf jedem abgeschlossenen und beschrinkten Teilintervall von
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(xo — R, o + R). Mit Korollar V-6.3 folgt daher h(z) = f'(z), v € (xo — R, ¢ + R).
Die Behauptung folgt nun mit vollstdndiger Induktion. U

7. Taylorpolynome und Taylorreihen

Der Differenzierbarkeitsbegriff wurde in Abschnitt 6.1 mit dem Bestreben motiviert,
eine Funktion f lokal durch eine mo6glichst einfache Funktion, z.B. ein Polynom ersten
Grades Ty(z) = ag + (z — xo)ay, zu approximieren. Die Forderung Ti(z¢) = f(xo)
ergab ag = f(xg). Weiters sollte der Approximationsfehler r(z — x¢) = f(x) — T1(z)
hinreichend rasch abklingen: lim,_,,, T(f__;“) = 0. Diese Bedingung legt nicht nur den
Wert von a; fest, sie sichert auch die Eindeutigkeit der Approximation. Es ist intuitiv
klar, daf eine Verbesserung der Approximationsgiite zu erwarten ist, wenn Polynome

n-ten Grades zur Approximation verwendet werden.

THEOREM VI-7.1. Es sei f: [ - R, I CR ein Intervall, n-mal an der Stelle xq € 1
differenzierbar. Das Polynom

Tofa) = 32 219 (@) @ — o)

ist das eindeutig bestimmte Polynom n-ten Grades mit
T (20) = f®B(x0), k=0,...,n.
T, heifit n-tes Taylorpolynom von f um die Entwicklungsstelle x.

BEWEIS. Wir setzen T, in der Form

n

Tn(x):Zai(x—xo)i, a; €R, i=0,...,n,

i=0
an. Aus Korollar V-6.4 folgt

n k—1
T () =Y TG = d)ai(z — zo)*
i=k j=0
und insbesondere
k-1
TW (z0) = H(k‘ — jar = Klag.
=0
Die Bedingung 7"’ (z0) = f®)(z0) ergibt dann
1
=1 (k)(mo), k=0,...,n.

Da Polynome n-ten Grades durch Angabe der n+ 1 Koeffizienten eindeutig bestimmt
sind, folgt, dal T}, das einzige Polynom mit den geforderten Eigenschaften ist. ([l
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LEMMA VI-7.2. Es sei f: I — R, I C R ein Intervall, n-mal an der Stelle xog € I differenzierbar. Ty, bezeichne das
n-te Taylorpolynom von f an der Stelle xo. Dann gilt

I f(x) — Tn(x) _

im ——— = =0.

z—zo  (z — x0)™

BEWEIS. Die Abbildung Ry, (z) := f(z) — Tn(z), z € I, ist n mal differenzierbar an der Stelle zg und erfiillt
R (zo)=0, k=0,... n

Wenden wir die Regel von de L’Hospital n — 1 mal an erhalten wir

(n—1)
m —@ Lo, Bn (@)
z—zo (x — z0)" nlz—z0  x — x0
(n—1) _ p(n=1)
_ 1 SV @ =T V@)
n! z—zq T — x0
_L F=D(z) — f=D(z0) — ™) (z0)(x — o) _o.
n! z—zo T — x0

Die letzte Gleichung folgt aus der Existenz der n-ten Ableitung von f an der Stelle xg. Wir bemerken, daf eine
unmittelbare n-fache Anwendung der Regel von de L’Hospital nicht méglich ist, da f(™ (z) fiir # # x¢ nicht zu
existieren braucht. O

Dieses Lemma rechtfertigt zwar, ein Taylorpolynom als lokale Approximation von
f zu betrachten, gibt aber keine Information iiber die Grofle des Approximations-
fehlers. Dies erfordert zusétzliche Glattheit von f (d.h. bessere Differenzierbarkeits-
eigenschaften):

THEOREM VI-7.3 (Satz von Taylor). Es sei f € C™"(|zxo,2z],R), o < x, und es exi-
stiere f"TV zumindest auf (xo,x). Dann gibt es fiir alle s > 0 eine Zwischenstelle
€ € (xg,x) mit

n (n+1) r— n—s+1
f(z) = Z %f(k) (z0)(z — 20)* + ) ( 3 ) (z — x0)".

sn! T — Tg

Der letzte Summand heifit Restglied nach Schlémilch. Eine analoge Aussage gilt
auch fir r < x.

BEWEIS. Wir gehen aus von der Darstellung
1
@) =2 P o) (@ = 20) + Ra(2),
k=0

mit einem noch zu bestimmenden Restglied R, (z). Wir betrachten die Abbildung
F € C([zo, z],R) definiert durch

(die Summe ist nichts anderes, als das n-te Taylorpolynom von f um die Entwick-
lungsstelle t). Es gilt

(%) F(x) =0, F(x9)= Rp(x).
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F ist auf (xg, z) differenzierbar und es ist

£
/ o _\n
F'(t)=— o (x —t)".
Dies sieht man folgendermafien ein: Die Produktregel ergibt
n 1 -
Fiit) = =f' ()= o [FED @) (@ = ) = kfP () (@ = )]

k=1
n—1 .
— _Z%f(kﬂ)(t)(w—t) £t +1)(?f) (z —t)" +Z f(y+1 -
k=0

Es sei nun ¢ € C([zg, z],R) eine beliebige, streng monotone Abbildung, differenzier-
bar auf (zg,z) mit ¢'(§) # 0 fir £ € (zg, ). Wir wenden nun den verallgemeinerten
Mittelwertsatz V-4.5 auf die Funktionen F' und 1 an und erhalten

P@) = Fla) _ F(€)
() —1p(zo) ()
Aus (x) folgt somit

fiir ein & € (29, x).

Ru(a) = Flan) = =5 =T 0(a) = (o)
! z) — (xg) fO D
— —(0le) ~ b))y = P B o

Wiéhlt man speziell 1(t) = (z —t)®, s > 0, erhdlt man die Schlomilchsche Form des
Restgliedes

F0(E)

sn!

gpse = L€ ( r—¢ >+ &~z

sn! T — To

Ry(z) = (x — 20)° (z —
OJ
Ohne Schwierigkeit ergeben sich nun leichter handhabbare Formen des Restgliedes:

KOROLLAR VI-7.4. f sei wie in Satz VI-7.3 und f(x) = T,,(z) + R.(z). Es gibt eine
Zwischenstelle & € (zg, ) (€ € (z,20)) so, daB R,, folgende Darstellungen besitzt:

i) Ry(z) =1 ((7;:11))(,5) (x — xo)n"“. (Restglied nach Lagrange)
i) R,(x) = % (%) (x — xo)" . (Restglied nach Cauchy)
BEWEIS. Setze s =n+1 bzw. s =1 in VI-7.3. O

Wir weisen darauf hin, dafl die Zwischenstelle £ von xg,z,n und s abhéngt. Da
der Satz von Taylor keine Information liefert, wo die Zwischenstelle liegt, ist man
auf Abschitzungen von |R,(x)| angewiesen, um beurteilen zu konnen, wie gut
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T, (x) den Funktionswert f(z) approximiert. Oft ist es bei derartigen Abschitzungen
zweckmifBig, die Zwischenstelle £ in der Form
E=z9+J(x— 1), U€(0,1),

zu schreiben. Setzt man noch h = z — zo und R (h) = RX(z) = R (z¢ + h), nimmt
der Satz von Taylor folgende Form an:

"1
fleo+h) =D fO@)ht + BY(h), X =S8,L.C,
k=0

mit

(n+1) 9h

RS(h) = / (x0‘+ )(1 — )" sHpML SCHLOMILCH,

Sn.

(n+1)

RE(R) = S wo + 9h) Rt LAGRANGE,

(n+1)!

(n+1)

RY(h) = / <Z? +0h) (1 —9)"h" 1 CAUCHY.

BEISPIEL VI-7.5. Als Beispiel betrachten wir die Logarithmusfunktion f(z) = In(1 + z) in einer Umgebung von zg = 0.
Man verifiziert induktiv

Vk e N: fF)(2) = (=1)* (k- 1)!(1 +2)~* und somit
VE e N: f(0) = (=1)F 1 (k — 1)L
Es gilt daher fiir alle h > —1 die Darstellung

In(14h) = (=1)""'— + R} ().
i=1 v
Der Approximationsfehler ist nach Korollar VI-7.4 gegeben durch
1 At
RLE(h)y=(-1)" ————— ———.
n(h)=(=1) (1+9h)"+ln 41

Fiir h > 0 folgt

hn+1

n+1’

da 1+ 9h > 1 gilt (eine bessere Abschitzung ist nicht méglich, da 9 beliebig nahe bei 0 liegen kann). Fiir h € (—1,0)
ergibt sich

|Ry; (R)] <

1 ‘h‘n+1
n—+1(1—|h))+t
Diese Abschiitzung fiir |RL| kann sehr schlecht sein, z.B. ergibt sich fiir h = 7%

|Ry; (R)] <

2 antl
RE(-2) < ,
| B ( 3)\,7”1

also etwa |Ré(*§)| < %- Verwenden wir jedoch die Cauchysche Form des Restgliedes, erhalten wir

1-9
1+9h

RC(h) = (-1)" < )n (1+9n) " A"t 9 e (0,1).

Fiir h € (—1,0) folgt nun wegen

1-9
1+9h>1—9 also 0<

1
1+ 9h <

die Abschéitzung

(%) |RS (h)| < |R|" T

1—|h|
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Fir h = ,% ergibt sich nun die bedeutend bessere Fehlerabschitzung
2 2
RS (—2)] < 3(5)n+Y,
RS (-2) <3(2)

2.B. |R§(—2)| < 0,053.

BEISPIEL VI-7.6. Wir entwickeln nun die Potenzfunktion f(z) = z®, o € R, in einer Umgebung von zg = 1. Fiir alle
h > —1 gilt mit dem Restglied nach Lagrange die Darstellung

N a _ (O Lk o a—n—1pn+l
(%) (14 h) I;)(k)h +(n+1>(1+19h) Rt

in der wir die Definition der Binomialkoeffizienten in naheliegender Weise erweitert haben:

n—1
(3) =1, Vn € N: (a) ::%jl:[o(oa—j).

n

Induktiv bestétigt man

k—1
vk e N: f0)(z) = jl;[o(a — ek = k!(:)xo‘fk, also

k
vk eN: f®(1) = [[(a—4) :k!(:),

<
Il
o

dies impliziert (*). Als Ndherung fiir (1 4+ h)® verwendet man oft das 1. Taylorpolynom
(1+h)*~1+ha, REH) = (‘;) (1 + 9h)*~2h2

(das Symbol ,,~“ bedeutet ungefihr gleich), insbesondere ergibt sich
h 1 h

1+h=1+ —, ~1—— h| klein ).
2° Vi+h 2 (1A )
Damit der Fehler klein ist, sollte also |h| klein sein. Will man etwa /2 berechnen, kann man z.B. von 2 = z%:z:?’,

x > 0, ausgehen. Wir erhalten dann

%:x?/1+(% —1).

Damit h klein ist wihlen wir z so, daf§ x% — 1 klein ist, z.B. z = % Wir erhalten dann
3 54 3 5 1 L, 3
2=-}{/1+ —=-(14 —+ R{(—)).
V2 2V g = g g5 T RU(5)
1
Da RlL (h) fiir |h| < 1 negativ ist ((g) = —é), ergibt die Abschéitzung
3 1,3
RE(2 )| < 2(2)2
1By ()1 < 5(355)
die Ungleichungen
5 1 5 1 3 5 1
S <V2<+—,
4 + 100 4 (125)2 4 + 100

d.h.
1,25992 < V2 < 1,26.

Die Dezimalentwicklung von /2 beginnt also mit 1,2599. ..

Als weitere Anwendung des Satzes von Taylor konnen wir nun die hinreichende Be-
dingung aus Satz V-4.9 fiir das Auftreten innerer, lokaler Extrema erweitern.

THEOREM VI-7.7. Es sei I C R ein offenes Intervall und f € C™(I,R). An der Stelle
xg € I gelte

fO(x)=0, k=1,....n—1 und f™(zq)#0.
Dann gilt:
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(1) Ist n ungerade, dann liegt in xo kein lokales Extremum vor.
(2) Ist n gerade, dann liegt in xo ein lokales Minimum vor falls f™(zo) > 0,
und ein lokales Mazimum, falls f™(z4) < 0.

BEWwEIS. Unter den Voraussetzungen des Satzes liefert die Taylorsche Formel mit
dem Restglied nach Lagrange die Entwicklung

J (o + Vh)

n!

f(xo+h) = f(xo) + h*, 9 €(0,1),

aus der man die Behauptung ablesen kann: Wegen der Stetigkeit von £ stimmt
das Vorzeichen von f(zy + 9h) fiir |h| hinreichend klein mit dem Vorzeichen von
™ (z4) # 0 iiberein. Ist n ungerade, sndert das Restglied sein Vorzeichen, wenn man
h durch —h ersetzt. Es kann an der Stelle 3 daher kein lokales Extremum vorliegen.
Ist hingegen n gerade, dann wird das Vorzeichen des Restgliedes in einer hinreichend
kleinen Umgebung von x, durch das Vorzeichen von f((zy) bestimmt. Auf dieser
Umgebung gilt dann

fleo+h) > f(zo)  falls f7(z) >0
bzw.

flzo+h) < f(xo) falls f(”)(:r;o) <0,
was zu beweisen war. O

Die Restgliedabschétzung in Beispiel VI-7.5 143t vermuten, dafl der Approximations-
fehler mit wachsendem Grad n des Taylorpolynoms auf einer immer grofler werdenden
Umgebung von o immer kleiner wird. Ist f € C'°, ist es naheliegend, die Potenzreihe

> o)~ o)
n=0

zu betrachten.

DEFINITION VI-7.8. Es sei I C R ein Intervall, o € I und f € C*(I,R). Die

Potenzreihe
o

1
Z — ") (x0)(x — x0)"
n!
n=0
heifst Taylorreithe von f um xq. (Im Falle xo = 0 ist auch die Bezeichnung Mac-
laurin Reihe iblich.)

Die Taylorreihe kann zwar fiir jedes f € C* angeschrieben werden, es ergeben sich
aber sofort zwei Fragen:

e Fiir welche x konvergiert die Taylorreihe?
e Stimmt die Summenfunktion der Taylorreihe mit f iiberein?
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Da die Taylorreihe eine Potenzreihe ist, kann die Konvergenzfrage mit den Methoden
aus Abschnitt IV-11 vollstandig beantwortet werden. Die zweite Frage wird durch
folgenden Satz geklart.

THEOREM VI-7.9. Es set I C R ein Intervall, J C I ein Teilintervall, xo € J und
f e Ce(,R). f wird genau dann auf J durch seine Taylorreihe um xo dargestellt,
d.h. es gilt

Vee J: f(x Z f 0)(x — z0)",

wenn fir das Restglied R, (x) in der Ta,ylorschen Formel fiir alle x € J
g Fale) =0
gilt. Insbesondere ist dies der Fall, wenn es positive Konstanten o und M gibt mit
Ve € JVn e Ny: |[f™(z)] < aM™

BEWEIS. Bezeichnen wir mit 7),(z) das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle
xo, dann folgt aus Korollar VI-7.4

R, (z) = f(z) — Tu().
Gilt also lim,, o R,(x) = 0, folgt
0= f(z) = lim T,(x Z f”):vo )(z — )",

n—o0

d.h. f wird durch seine Taylorreihe dargestellt und umgekehrt bedeutet dieses Faktum
0= f(z) = limy oo Tp(x) = limy, oo (f(z) — Tp(x)) = lim,,_,oo Rp(z). Geniigt f™ der
angegebenen Abschétzung, ergibt sich

M|z — zo|)" ™!

Ri(2)] < o :

RE)] < =

Die rechte Seite ist das (n+ 1)-te Glied der Exponentialreihe fiir ae*=2l und strebt
daher fiir n — oo nach 0. O

Dieser Satz ist nicht trivial: Es gibt C'"*°-Funktionen, die nicht durch ihre Taylorreihe
dargestellt werden:

BEispieL VI-7.10. Wir betrachten die Abbildung f: R — R,
0 <0
flz) = { _1

ez x>0.

Da z +— L und o — e® beide C*°-Funktionen auf R, \ {0} sind, folgt mit Satz V-2.2
f e COO(R \ {0}, R). f besitzt aber auch an der Stelle z = 0 Ableitungen beliebig
hoher Ordnung: Fiir = > 0 gilt ndmlich

1 2
fl(x) = 2¢
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Mit Hilfe der Abschétzung
(%) e x < klz®  fiir 2 > 0 und beliebiges £ € N

folgt
lim f(z) =0und lim f(z)=0= f(0),

z—0t z—0t
daher existiert f} (0) und es gilt % (0) = f".(0) = 0. f ist also in 2y = 0 differenzierbar
und es gilt f/(0) = 0. Induktiv zeigen wir nun: Es gibt Polynome p,, grad p, = 2n,

sodaf
1y — 1
J) {0, xz < 0.

Die Behauptung stimmt fiir n = 1. f besitze nun die angegebene Form. Fiir 2 > 0
ist " differenzierbar mit

P = (o) + ) ) e

Ly, (L) i t eln Polynom in 1 vom Grade 2n + 1. Aus grad(p,(1)= ) = 2n + 2 folgt

grad (Lp,(1) + pa(2)L) = 2(n+1). Dies beweist die Struktur von f(z) fiir z > 0.
Mit () fur k> 2n folgt aber

1 0

zigﬁ'f ( ) ’

und daraus wie bei f’ auch £ (0) = 0. Alle Koeffizienten der Taylorreihe von f um 0
sind daher Null. Trivialerweise konvergiert diese Reihe auf ganz R. Da f(z) fiir x > 0
positiv ist, kann die Taylorreihe f an keiner Stelle x > 0 darstellen.

[&.°]

BEISPIEL VI-7.11. Es sei f die Summenfunktion einer Potenzreihe > ay(z — x0)"

k=0
mit Konvergenzradius R > 0. Nach Korollar V-6.4 ist f € C*((z¢g — R, z¢ + R),R)
und
VEk € No: f®)(20) = klag.

Die Taylorreihe einer durch eine Potenzreihe mit Entwicklungszentrum x, dargestellen
Funktion um xy stimmt demnach mit der Potenzreihe {iberein. Dies ist natiirlich nicht
mehr der Fall, wenn man die Taylorreihe um eine andere Stelle als xy betrachtet.

BeispiEL VI-7.12. Wir fithren nun die Diskussion der Taylorreihe der Logarithmus-
funktion In(1 + x), x > —1, (vgl. Beispiel VI-7.5)

o0 k
-1 k=17
Z( ) k Y
k=1
zu Ende. Fiir x > 0 ergibt sich fiir das Restglied nach Lagrange
1 xn+1

—1)" .
( )(1+19x)"+1 n+1’

RE(z) = Ve (0,1), neN,
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wegen 1+ Jz > 1 die Abschétzung

|y ()] <

Fir x € [0, 1] gilt daher
lim R:(x) = 0.

n— oo

Fir z < 0 konnte 1 + Yz beliebig klein sein. Daher ist es vorteilhaft, in diesem
Falle die Cauchysche Form des Restgliedes zu verwenden. Aus der Abschétzung (x)
in Beispiel VI-7.5 erhilt man unmittelbar fiir |z| < 1

lim RS (z) = 0.

n—o0

Nach Satz VI-7.9 ist die Darstellung
(+) a(14a) = 3 (-1t
k=1

fur alle z € (—1,1] giltig. Fiir x = —1 ist In(1 4+ «) nicht definiert, entsprechend
divergiert die Taylorreihe. Fiir |x| > 1 ist die Taylorreihe divergent.

BEISpIEL VI-7.13 (Binomialreihe). Als weiteres Beispiel betrachten wir die Taylor-
reihe von f(z) = (1+ )%, a € R, def f = (—1,00), in 29 = 0,

k=0

vgl. Beispiel VI-7.6. Das Restglied nach Cauchy ist fiir alle x > —1 gegeben durch

1 = L 1=9\" ol om
Rg(x):an(a—j)<1+ﬁx) (1 + Jz) 1,n+l

1—9\" aln a
—om:( 191:) (1+ ) Jl:[l 7 1)x].

mit ¥ = J(n,z) € (0,1). Wir fixieren nun z, § so, daf

O<lz|<p<1

gilt und wéhlen N(5) € N derart, daf fiir alle j > N ()

|<§—1>x| <8
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zutrifft. Wir kénnen nun das mdogliche Anwachsen von | [] (o — j)| folgendermafien
=0
ausgleichen: fir n > N(f) gilt namlich

TIG -0l = TG -0el-| TT G-

j=N(B)+1
< (o] + DYNBOBNE) . gn=NB) — (|| + 1)V gn.

<. Q

Zusammen mit den (beziiglich n gleichméBigen) Abschétzungen

1—9
‘1+19x’<1

und
a1 falls « > 1

0 < (1+d2)* " < M=
(1+02)" < {(1—5)&1 falls o < 1,

erhalten wir endlich
Ry (2)] < Mlal(la] + 1)@ - grtt
also lim,, o, RS (x) = 0 fiir |z| < 1. Nach Satz VI-7.9 gilt daher die Darstellung

o0

I+a)* =) (Z) 2" (BINOMIALREIHE)

n=0

fir alle z € (—1,1). Als Spezialfall erhélt man fir « € N den binomischen Lehrsatz.
Die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Binomialreihe in den Randpunkten
des Konvergenzintervalles erfordert Hilfsmittel, die wir nicht entwickelt haben.

Wir betonen noch einmal: Die Bestimmung des Konvergenzradius einer Taylorreihe
gibt allgemein keinen Aufschlu dariiber, ob eine Funktion durch ihre Taylorreihe
tatsdchlich dargestellt wird. Die meist erheblich kompliziertere Diskussion des Rest-
gliedes erledigt beide Fragen gleichzeitig. Oft kann diese Diskussion nur auf einer
echten Teilmenge J des Konvergenzintervalles K der Taylorreihe durchgefiihrt wer-
den und es bleibt die Frage offen, ob die Taylorreihe auch auf K \ J die Funktion f
darstellt. Die Entscheidung, ob dies tatsdchlich der Fall ist, erfordert tiefer reichende
Methoden der komplexen Analysis.

Die komplizierte Restglieddiskussion kann man manchmal durch eine andere Methode
ersetzen:

BEeIspIEL VI-7.14. Wir betrachten wieder die Taylorreihe von f(z) = In(1 4+ z) um
xo = 0, also die Reihe

glr) =S (-1

n=1
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und weisen die Giiltigkeit von f(x) = g(z) fiir || < 1 nach. Die Reihe konvergiert
fir |z] < 1, somit ist g € C*°((—1,1),R) und es ist (vgl. Korollar V-6.4)

o . 00 1
g(x) =) (-t =) (-1)fak = o el <L
+x
n=1 k=0
Fiir |z] < 1 gilt also
f'(x) —g'(x) =0,

nach Korollar V-4.7 gibt es also eine Konstante a mit
Ve e (—=1,1): f(z) —g(z) = a.
Aus f(0) = g(0) = 0 folgt & = 0 und damit auch die Darstellung

In(1+ ) = Z(—m—l% fir z € (—1,1).
n=1

Wir demonstrieren diese Methode noch einmal am Beispiel der Binomialreihe:
BeispieL VI-7.15. Die Taylorreihe von f(z) = (z+ 1)*, a € R, 2 > —1,
oo «a .

@ =3 ()

konvergiert fiir |x| < 1 und kann dort gliedweise differenziert werden:
’ o . « n—1 _ C a—1 n
g(x)—nz:;(n>nx —anZ:O< . )x

(wir verwenden n(%) = a(®})). Multipliziert man mit (1 + z), erhélt man

(1+a)g(@) - ag(agl)xuaf:(“;l)xnﬂ

n=0

- e [0 CE)l -2 ()

n=0
= ag(z).

(vgl. 1I-1-4.21). Wir betrachten nun auf (—1, 1) die differenzierbare Abbildung h =

(man beachte f(x) # 0 fiir z > —1). Es folgt

oy 9=l _ @+l +a)lg—alz+1)"lg
W) = =) o) 0,

also ist h konstant. Aus h(0) =1 folgt dann f = g, d.h.

(1+2)*= Z (z)x” fur |z < 1.

n=0

g
f
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Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Beispiel einer C'**°-Funktion, deren Taylorreihe
nur an der Entwicklungsstelle konvergiert:

BEISPIEL VI-7.16. Die Funktion f sei definiert durch

o

1
f(z) = ZQ—ncoanx, z e R.

n=1

Diese Reihe konvergiert gleichméfliig auf R, somit ist f stetig auf R. Die Reihe der

Ableitungen
0 2
n . 2
— Z o ST
n=1

ist ebenfalls gleichméfig konvergent auf R, da die Majorante | ’;—i konvergiert.
Nach Korollar V-6.3 ist f differenzierbar und es gilt

0 2

f(x)=— Z Z—n sinn’z.

n=1

Ahnlich zeigt man, da auch siamtliche héheren Ableitungen existieren,

0k
() = (=1)* Z o €08 n?x,
n=1

o0 n4k’+2
f(2k+1) (x) — (_1)k+1 Z 2_n sin 712557 k € No.
n=1

Wegen f*1(0) = 0, k € Ny, lautet die Taylorreihe von f um x4 = 0

— 1w %
me( )(0)22".

k=0
Fiir alle n, k € N gilt

FEIOTEE S M
2 2n
j=1
und somit
1 (n?]a)**
(2k) (). 2k
! O > S
Speziell fiir n = 2k ergibt sich die Abschétzung
1 1 (2k)2*
\mf(%)(o)x%’ > ﬁ(%!m\)% k)] > (kla)*,

sodafl die Taylorreihe von f fiir = # 0 nicht konvergieren kann.
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8. Konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen sind u.a. in der Optimierung von grofler Bedeutung. Auflerdem
verkniipfen sie die zweite Ableitung mindestens zweimal differenzierbarer Funktionen
mit einer globalen Eigenschaft dieser Funktion, dhnlich, wie die erste Ableitung einer
Funktion Monotonieeigenschaften zum Ausdruck bringt.

DEFINITION VI-8.1. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R.

i) f heifit konvex (auf I) [<):>fo,3/ el,vAel0,1]:
€

fOz + (1= Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)
ii) f heifit konkav (aufI) B:)f —f ist konvex auf I.

BEMERKUNG VI-8.2. Die Konvexitédtsbedingung besitzt eine einfache geometrische
Veranschaulichung: Es sei zy = Az + (1 — Ay, z,y, A wie in Definition VI-8.1 und
x < y. Man verifiziert leicht 2z, € [z,y]. Umgekehrt 148t sich jeder Zwischenpunkt
z € [z,y] in der Form

—Z z—XT
=Y x+ y=Xx+(1-N)y

y—z y—z

S~—~— S~

A 1-X

darstellen. Die Konvexitéatsbedingung ist daher gleichwertig mit

flea) < @)+ D)
fly) = f(x)

= y_—x(zx — )+ f(z),
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d.h. f ist konvex genau dann, wenn der Graph von f stets unterhalb der Verbin-
dungsstrecke zweier beliebiger Punkte (z, f(z)) und (y, f(y)) liegt.

Konvexitit einer Funktion hat bereits iiberraschende Differenzierbarkeitseigenschaf-
ten zur Folge:

LEMMA VI-8.3. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R konvex. Fir alle a,b,c € 1
mit a < b < c gilt

f(b) = f(a)

b—a c—a c—b

BEWEIS. Mit A = 22 € (0,1) gilt

b b—
(%) b="""a+ ac:(l—)\)a—l—)\c.
c—a c—a

Da f konvex ist, folgt
fb) < (I=X)f(a)+Af(c)
= A

Dies impliziert

fb) = fla) _ () — fla)
b—a ~— c¢c—a
Ersetzt man A in () durch =1 — A = <2 erhélt man

f(0) < pfla) + (1 —p)f(c)
und daraus folgt wie vorhin die zweite Ungleichung. O

Im Folgenden benétigen wir eine wichtige Eigenschaft monotoner Funktionen:
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THEOREM VI-8.4. FEs sei I C R ein Intervall und f: I — R monoton. Dann ist f
stetig auf I mit Ausnahme von héchstens abzihlbar vielen Sprungstellen.

BEWEIS. Nach Satz V-77 existieren an jeder Stelle x des Definitionsbereiches die
einseitigen Grenzwerte f(z™) und f(z~). Wegen der Monotonie kann f keine hebbare
Unstetigkeit aufweisen. Eine monotone Funktion ist also in x € I genau dann unstetig,
wenn in x eine Sprungstelle vorliegt. Wir nehmen nun an, f sei monoton wachsend und
betrachten in jeder Sprungstelle x das Intervall S, := [f(z7), f(z1)]. Da f monoton
wichst, folgt S, NS, = 0 falls < y. In einer Sprungstelle gilt f(z~) < f(z™), also gibt
es in S, eine rationale Zahl r,. Ordnet man jeder Sprungstelle z genau eine derartige
rationale Zahl r, zu, ergibt sich die Abzéhlbarkeit der Menge der Unstetigkeitstellen
von f. 0

THEOREM VI-8.5. Es sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R konvex. Dann
qgilt

i 1st rechts- und linksseitig differenzierbar.

ii und f' sind monoton wachsend auf I.

) f
) £
i) Yo e 1: ' (2) < fL(2).
)/
I.
/

iv) f ist differenzierbar ausgenommen in hdchstens abzdhlbar vielen Punkten von

v)

i3 it Lipschitz stetig, d.h.

Vr,y € [o, B]: [f(2) = f(y)] < Mz —y],

wobei (o, B] C I und M := max{|f (a)|,|f_(B)|} gesetzt wurde.
vi) f st stetig.

BEwEls. Wir wahlen zy € I beliebig und bestimmen hy > 0 so, daf
[zo — ho, o + ho] C I (dies ist moglich, da I ein offenes Intervall ist). Die Abbildung
©: [=ho, ho] \ {0} — R, definiert durch

1

E(f(xo +h) = f(x0)),

ist nach Lemma VI-8.3 monoton wachsend und beschréankt: Fiir 0 < k < h < hq gilt
namlich

f(l'o—ho)—f(l’o)<f(900—h)—f(330) f(xo — k) — f(mo)
—hg - —h —k
<f($o+k)—f($o) f($0+h)—f($o)<f($o+ho)—f(x0)
- k h - ho ’

h — ¢(h) =

IN

IN

d.h.
©(—ho) < p(=h) < (=k) < (k) < p(h) < p(ho).

Aus Satz V-?77 folgt daher die Existenz der einseitigen Grenzwerte ¢(0%) =
inf{o(h): 0 < h < ho} und ¢(07) = sup{p(h): — hy < h < 0}. Insbesondere
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gilt
(%) Jo(wo) = @(07) = lim (h) = sup{p(h): h <0}
< inf{p(h): h >0} = lim o(h) = @(0) = f(wo).

Dies beweist i) und iii).
Wir zeigen nun die Monotonie von f%: Es sei a,b € I und a < b. Fiir alle ¢ > b, ¢ € 1,
und zy = a folgt

- VI-8.3 —
(1) fi(a) = inf{o(h): 0 < h < ho} < —f(bg - 5(“) < —f(ci - z(b).
Durch Grenziibergang c | b ergibt sich f’ (a) < f% (b). Analog zeigt man die Monoto-
nie von f’ .
Es bezeichne 8 die Menge der Sprungstellen von f| und f”. Nach Satz VI-8.4 sind f
und f” stetig auf I\S. Esseinuna € I'\8, b,c € [ und a < b < c¢. Fiihrt man in Lem-
ma VI-8.3 einerseits den Grenziibergang b | a und andererseits den Grenziibergang
b1 ¢ durch, erhélt man fiir alle ¢ > a

fi(a) < M

c—a
und da f” in a stetig ist, ergibt sich
fl(a) < fila) < lim f2(e) = f(a),
d.h.
f(a) = fi(a).

Somit ist iv) bewiesen.
Es sei nun [o, 8] C I, M = max{|f' ()], [f_(5)|} und o <z <y < . Es folgt
)

(i) (1 — flx
i) S w2 I <y < <
Diese Ungleichung zeigt v) und daraus folgt die Stetigkeit von f auf dem offenen
Intervall 1. U

Das Beispiel f: [0,1) — R, x — —y/x zeigt, daf} einige Behauptungen des Satzes
nicht zutreffen, wenn als Definitionsbereich von f ein halboffenes (oder abgeschlosse-
nes) Intervall zugelassen wird.

Aus Satz VI-8.5 ergibt sich eine niitzliche Charakterisierung konvexer differenzierbarer
Funktionen:

THEOREM VI-8.6. Es sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar
auf I. Gleichwertig sind

(1) f ist konvex,
(2) f'" ist monoton wachsend.
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BEWwEIS. (1) = (2) Dies folgt aus Satz VI-8.5-ii) und f'(z) = fl(z) = f_(x),
r el
(2) = (1) Wir zeigen diese Implikation durch Kontraposition und nehmen an, f
sei nicht konvex. Nach Bemerkung VI-8.2 ist dies gleichwertig mit der Existenz von
a,b,x € I und a < z < b und

b—x r—a
f(a:)>b_ f(a) b_ f(b).
Daraus folgt mit 1211;:—”2"‘%
(F@) = @) =2 > (70) — f () 2=
bzw.
f(x) — f(a) - f() — f(z)
r—a b—x

Wir wenden nun den Mittelwertsatz auf jedes der Intervalle [a,x] und [z,b] an und
schliefen auf die Existenz von Zwischenstellen & € (a,z) und n € (z,b), also & < 7,
mit

F&) > f'(n),

d.h. f’ ist nicht monoton wachsend. OJ

KoOROLLAR VI-8.7. Es sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R zweimal diffe-
renzierbar auf I. Gleichwertig sind

(1) f ist konvex,
(2) Ve e I: f"(x) > 0.

Mit Hilfe dieses Kriteriums ergibt sich nun leicht, dafl z.B. die Abbildungen
r—=e’, x—e” reR,
=zt a>1, r €RT,
konvex sind, und die Abbildung
r+—Inx, x>0,
konkav ist.
Wir koénnen nun auch die geometrische Anschauung untermauern, dafl der Graph

einer konvexen Funktion immer oberhalb der Tangente liegt:

THEOREM VI-8.8. Es sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R konvex. Ferner
sei xg € I und m € [f (xo), fi(20)]. Dann gilt

f(x) = m(z — z) + f(z0)
fiir alle x € I.
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Den Graph der affinlinearen Funktion auf der rechten Seite in der letzten Ungleich-
ung nennt man Stiitzgerade von f. Ist f an der Stelle x( differenzierbar, ist die
Stiitzgerade eindeutig bestimmt und féllt mit der Tangente in xy an den Graph von
f zusammen.

BEWEIS. Aus Lemma VI-8.3 folgt fiir x > xg

1050, 1
und fiir z < xg
W < f' (o) < m.

O

THEOREM VI-8.9 (Jensensche Ungleichung). Es sei I C R ein offenes Intervall und
f: I — R konvex. Ferner sei {x;: j=1,...,n} CI,{\j:j=1,...,n} C[0,1] und

Y- A;j =1. Dann gilt

j=1
FO o Nz) <N f (=)
P =1

BEwEIS. Wir nehmen an, es gelte
1 <1< <11y
n
und setzen xg = Y Nz;. Es gilt 1 < 29 < z,. Es sei m wie in Satz VI-8.8; mit
i=1
x = xg, folgt aus Satz VI-8.8

(%) f(z;) > m(z; — o) + f(xo), j=1,...,n.
Multipliziert man diese Ungleichungen mit A\; und addiert, erhélt man die gewiinschte
Ungleichung

Z Aif(xg) > mz Ajx; —mzo + f(x0) = f(20).
7j=1 7j=1

=0

Wiéhlt man z.B. f(x) = e”, erhdlt man die Ungleichung

exp(i Nix;i) < i \;err.
i=1 i=1

Setzt man y; = e”, ergibt sich

H ?J;\ < Z Aili
=1 i—1
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Fiir \; = %, 1 =1,...,n, erhdlt man daraus die Ungleichung zwischen arithmetischem

und geometrischem Mittel:

nyl...yngézlyi.

9. Das Newton Verfahren

Sehr viele Problemstellungen fithren letztendlich auf die Aufgabe, eine Nullstelle einer
nichtlinearen Funktion f zu bestimmen, also die Gleichung

flx)=0

nach x aufzulésen. Wir wenden uns dem einfachsten Fall, I C R und f € C*(I,R), zu.
Die Idee des Newton Verfahrens ist denkbar einfach: Gesucht ist der Schnittpunkt &
des Graphen G(f) mit der z-Achse. Kennt man bereits irgendeinen Naherungswert x
fiir £, ersetzt man f lokal durch die Tangente im Punkt (¢, f(x)) und bestimmt den
Schnittpunkt z; der Tangente mit der xz-Achse. Unter bestimmten Voraussetzungen
liegt 1 néher bei £ als xy und Iteration dieses Verfahrens liefert eine Folge (z,,), die
gegen die gesuchte Nullstelle ¢ konvergiert.

Z2 / T Zo

Newton Verfahren
Die Tangente an den Graph von f im Punkt (xg, f(x)) besitzt die Gleichung T} (x) =
f(xo) + f'(x0)(z — xp) und schneidet daher die z-Achse an der Stelle
[ (o)
f'(@o)
Eine analoge Formel gilt auch fiir den allgemeinen Schritt z, — z,;. Das Newton
Verfahren wird also durch folgende Iteration beschrieben:

1 = Ty —

Algorithmus:
Schritt 0: Wahl des Startwertes x, hinreichend nahe bei &,
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Schritt n: Korrektur von x,,:

Tyt = Ty — f(xn)
Man beendet die Iteration, wenn eine bestimmte Abbruchbedingung erfiillt ist, etwa
wenn fiir eine vorgegebene Toleranz tol

|Tpa1 — x| < tol

erreicht wird.

Dieses Verfahren bzw. Varianten davon funktioniert so gut und ist so effizient, daf3
es zum Standardwerkzeug der numerischen Mathematik zéhlt. Wir geben nun Bedin-
gungen an, die sicherstellen, dafl der Startwert xy hinreichend nahe bei ¢ liegt, sodafl
die Iterationsfolge (z,) tatséchlich gegen die gesuchte Nullstelle £ konvergiert. In der
Praxis wendet man das Newton Verfahren jedoch oft an, ohne die Voraussetzungen
zu verifizieren.

THEOREM VI-9.1. Es sei [ = [a,b] und f € C?([a,b],R). Es gelte
i) fa)f(b) <0,
i) Ve e I: f'(z) #0,
iii) f ist konvex oder konkav,
iv) die Iterationswerte x1 zu xo = a und zu xo = b liegen in [a,b].
Dann gilt
a) f besitzt in (a,b) genau eine Nullstelle .
b) Fir jeden Startwert xy € [a,b] ist die Folge der Iterationen (x,)n,>1 eine
Teilmenge von I und konvergiert monoton gegen &.
c¢) Die Konvergenz ist quadratisch, d.h. es gibt eine Konstante M > 0 mit

Vn € N: |z, — & < M|z, — 21
BEWwEIS. Die Behauptung a) ist eine Folge des Zwischenwertsatzes und der stren-
gen Monotonie von f. Wir nehmen nun an, f sei streng monoton wachsend und
konvex, d.h.
Veel: f() >0 und f"(z) >0
(der Beweis fiir die anderen drei Moglichkeiten verlduft analog). Wir sammeln die
Eigenschaften der Iterationsvorschrift

(1) J(m)::x——x xr €l

Es folgt
/ f@)f"(x) J<0, € ag]
()= —5—~— .
fPx) =20, (S0
Nach Korollar V-4.7 nimmt J an der Stelle ¢ das (globale) Minimum an, d.h.
Ve el:I(x)>I(E) =¢.
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Wegen iv) gilt daher auch

(2) I(I) C [¢,0].
Fir xz € [€,b] ist f(x) > 0, aus (1) folgt daher
(3) J(z) <z firze gD

Wir untersuchen nun die Iterationsfolge (x,)n>o mit
Vn € No: 241 = I(xy)

zu einem beliebigen Startwert zo € [a,b]. Wegen (2) gilt z; € [£,b] und wegen (3)
auch zy = J(x1) < x1. Eine einfache Induktion zeigt nun

VneN: £ <xppq < 2.

Die Iterationsfolge ist also ab dem Index 1 monoton fallend und nach unten be-
schrinkt, somit konvergent nach Satz II-1-3.2. Es sei 7 = lim,,_,+ x,. Fiithrt man in
der Iterationsvorschrift

f(@n)
ni1 =Jd(x,) dh. xp =2, —
=) b =)
den Grenziibergang n — oo durch, erhélt man
f(7)
T=T—‘"—%,
f'(7)

also f(7) = 0. Wegen der Eindeutigkeit der Nullstelle von f mufl 7 = £ gelten, womit
b) bewiesen ist.
Nach dem MWS V-4.6 gilt fiir alle z,, # &

\—f(xgj = §<§>\ > min |f/(7)| =:m >0,
also
n 1o — € < |22

Um |f(z,)| abzuschitzen, verwenden wir die Taylorsche Formel fiir f um z,_;:

1
f(xn) = f(xn—l) + f,(xn—l)(xn - xn—l) + éf”(xn—l + 9<$n - CUn—l))(xn - xn—1>2
fiir ein 6 € (0,1). Beriicksichtigt man die Rekursionsvorschrift in der Form

(Tn — 1) f (1) = = f(201)

erhalt man

1
) F(a)] < 5 mae | () (0 — 200)”
Kombiniert man (4) und (5), ergibt sich die gesuchte Fehlerabschétzung mit M =
o Maxeer | (7). O
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Wir erwidhnen, dafl die Voraussetzung iv) in der im Beweis vorliegenden Situation
f'(x) >0, f"(z) > 0, x € I, fur den Startwert zo = b automatisch erfiillt ist (vgl.
(1)). o = b ist daher eine gute Wahl fiir den Startwert falls weitere Informationen
fehlen. In den folgenden Abbildungen deuten wir eine Heuristik fiir die Wahl des

Startwertes an.

W A
co

n v
co

BEISPIEL VI-9.2. Gesucht ist die Losung der transzendenten Gleichung
flz)y=e*—2=0.

Wegen f'(z) = —e* —1< 0,z € R, ist f streng monoton fallend auf R. Somit kann
f hochstens eine Nullstelle besitzen. Aus f(0) = 1 und f(1) = e™' — 1 < 0 ergibt
sich, da in [0, 1] eine Nullstelle von f liegt. Ferner gilt f”(z) = e=® > 0, also ist f
konvex. In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse fiir die ersten 5 Iterationen zum
Startwert xq = 1 zusammengestellt:

T — Tg—1

f(xx)

Tk

1.00000000000000
0.53788284273999
0.56698699140541
0.56714328598912
0.56714329040978
0.56714329040978

-0.63212055882856
0.04610048629169
0.00024494986384
0.00000000692781

0
0

-0,46211715726001
0.02910414866542
0.00015629458371
0.00000000442066

0
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10. Kurvendiskussion

Unsere bisher erzielten Ergebnisse ermoglichen es, weitgehende qualitative Aussagen
iiber den Verlauf einer Funktion f und die Gestalt ihres Graphen zu treffen. Wir
ergénzen die Diskussion mit einem weiteren Begriff:

DEFINITION VI-10.1. Es sei I C R ein Intervall, xog € I und f: I — R.
xg € I heifst Wendepunkt von f ﬁf
e

Ja,B€l,a <x9 < B fliam ist konvexr und f|,,p) ist konkav oder umgekehrt.

konkav konkav

konvex

0 o)

Fiir f € C?(I,R) ist ein Wendepunkt o dadurch charakterisiert, dafi f” in zy sein
Vorzeichen wechselt. Es gilt also

f"(z) >0 firz € (o, o),
f(x) <0 fiir z € (xg, 8),

oder umgekehrt. In einem Wendepunkt z( gilt also

f// (Io) =0.
Eine systematische Kurvendiskussion sollte folgende Aspekte behandeln:

e Bestimmung des maximalen Definitionsbereiches

e Symmetrieeigenschaften (gerade, ungerade)

e Nullstellen von f, f’, f”: Dies ist in den meisten praktischen Fillen nur

naherungsweise moglich, etwa mit dem Newton-Verfahren

e Monotonieeigenschaften und lokale Extrema

e Teilmengen von def f, auf welchen f konvex bzw. konkav ist, Wendepunkte

e Verhalten von f in Randpunkten des Definitionsbereiches

e lim, , .., f(z) soferne die Limiten existieren, Asymptoten

e Skizze
Eine Asymptote ist eine, Gerade, beschrieben durch die Gleichung a(z) = kx + d,
k,d € R, mit der Eigenschaft

xlg&(f(a:) —a(x)) =0, oder lim (f(xz) —a(z)) =0.

T—r—00

Wir bemerken, daf§ im allgemeinen das asymptotische Verhalten einer Funktion fiir
xr — oo und r — —oo getrennt zu untersuchen ist. Die Unbekannten k, d erhilt
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man durch folgende Uberlegung: Angenommen wir hiitten bereits eine Asymptote
bestimmt. Dann gilt auch
f@) =) S0 )

0= lim
Tr—r00 T T—00 T X Tr—r00 xr

Der Anstieg der Asymptote ist demnach festgelegt durch
G

)
r—oo I

der Wert von d = a(0) ergibt sich anschlieffend aus dem Grenzwert
d= lim (f(x) — kx).
T—00
Analoge Formeln gelten fiir das asymptotische Verhalten z — —o0.

BEeispIEL VI-10.2. Man diskutiere die Abbildung = — f(z) = ,/%.

Die Forderung % > 0 ergibt den maximalen Definitionsbereich def f = (—o0, 0] U
(1,00). Die Abbildung besitzt genau eine Nullstelle und zwar in = = 0, sie ist auf dem
gesamten Definitionsbereich stetig und auf (—oo,0) U (1, 00) beliebig oft differenzier-
bar. Eine etwas langere Rechnung ergibt

1 1 2x—3
flz) = s =577,
W@ w1y
3 1 x
=2
4 f(w) (& —1)¥
fir x € (—00,0) U (1,00). Es gilt lim, ,1+ f(z) = oo, die Umformung f(x) = \/|1$|__1
zeigt lim, o f(z) = oo und lim,, o f(x) = oco. Wegen lim,_,q- % = 0 folgt

lim, ,o- f/(x) = 0, somit ist f auch in & = 0 (linksseitig) differenzierbar und es
gilt f/(07) = 0. Die 1. Ableitung besitzt daher in x = 0 und in x = % eine Nullstelle.
Aus den Ungleichungen

3

f'(r) <0, x€(—o00,0)U(l, 5),

liest man ab, dafl f auf (—oo, 0]U(1, %] streng monoton féllt, auf [%, 00) streng monoton
steigt. Insbesondere nimmt f in x = % ein lokales Minimum an. Wegen f > 0 wird das
globale Minimum in = 0 angenommen. Die Ungleichung f” > 0 auf (—oo, 0)U(1, 00)
(man beachte, dafif”(07) nicht existiert) zeigt, dafi die Einschrankungen von f auf
die Intervalle (—oo, 0] und (1, 00) strikt konvex sind. SchlieBlich diskutieren wir noch
das asymptotische Verhalten von f und untersuchen die Existenz von Asymptoten.
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Dazu betrachten wir die Grenzwerte

3 T 1
JYim (f(@) — @) = JE&(\/ e x) = Jﬂlsoﬁ =3

Die Gerade y = = + % beschreibt also das asymptotische Verhalten von f fiir x — oo.
Eine dhnliche Rechnung ergibt

lim —* =-1
T—r—00 i
1

lim (f(z) ) = —

T——00 9’

die Asymptote ist gegeben durch y = —x — % Das qualitative Verhalten von f wird
in der folgenden Graphik zusammengefafit.

5

Toy=x+12

y=-x-1/2

BEISPIEL VI-10.3. f(z) = 2% = ¢*In®,

Es ist def f = R* \ {0} und daher bild f C R* \ {0}. Ferner gilt
F(z) = (1 + Ina),
f'(x) ="'+ 2°(1 +Inz)* > 0.

f" zeigt, dafl f konvex auf def f ist. f’ besitzt die einzige Nullstelle x; = % und ist

negativ auf (0, %) und positiv auf (%, o0). Es liegt also in 27 ein Minimum vor mit
(1) = 0.69. Ferner gilt

e

li =1 li "(z) = —
lim f(z) =1, lim f(z) = —oo,
lim f(z) = oo, lim f'(z) = oco.
T—00 T—00

Es gibt keine Asymptote.
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KAPITEL VII

Integralrechnung

Historisch wurzelt der Integralbegriff in der Ermittelung von Flacheninhalten. Aber
auch physikalische Problemstellungen fiihren auf Probleme der Integralrechnung: Et-
wa die Berechnung des zuriickgelegten Weges wihrend einer Zeitspanne [a, b], wenn
man die Geschwindigkeit v als Funktion der Zeit kennt. Besonders einfach ist die
Losung dieses Problems, wenn die Geschwindigkeit auf jedem Intervall [t;_q,t;],
tr=a<t1 < ---<ti_1<t;<---<t, =0, einen konstanten Wert v;, 1 =1,...,n
annimmt. Da der bei konstanter Geschwindigkeit v; wihrend der Zeitspanne ¢; —¢;_;
zuriickgelegte Weg durch v;(t; — t;_1) gegeben ist, ergibt sich fiir den gesamten Weg
der Ausdruck Y, v;(t; — t;_1). Dies ist ein Beispiel eines besonders einfachen Inte-
grals. Selbstverstindlich geniigt es nicht, sich auf einen derart engen Integralbegriff
zu beschranken. Wir zeigen im folgenden, wie man das Integral von stiickweise kon-
stanten Funktionen wie oben auf eine fiir die Praxis ausreichend reichhaltige Klasse
von Funktionen systematisch ausdehnen kann.

Notation: In diesem Kapitel bezeichnet I stets das abgeschlossene, beschriankte In-
tervall [a, b] C R. Diese Voraussetzung wird im Folgenden daher nicht mehr gesondert
ausgewiesen. Wir erinnern an die Norm von f € B(1,K)

Al = sup{[f(z)]: = € I},

das ist die Norm von f. Die gleichméfige Konvergenz einer Folge von Funktionen
(fn) gegen f werden wir durch f,, = f andeuten. Mit K bezeichnen wir den Korper
der reellen oder komplexen Zahlen.

1. Treppenfunktionen, Regelfunktionen

Wir prézisieren vorerst die Klasse der stiickweise konstanten Funktionen, welchen auf
anschauliche Weise ein Integralwert zugeordnet werden kann.

DEerFINITION VII-1.1. Es sei f: I — K und n € N.
i) Z ={xo,x1,...,2,} heifit Zerlegung von I B:)fa =rp <1 << T, =>.
€

|1Z| == max{z; —x;_1 1 x; € Z,i = 1,...,n} heifit Feinheitsmaf der
Zerlegung Z.
ii) f heifst Treppenfunktion ﬁf es gibt eine Zerlegung Z2 = {xo,x1,..., 25}
€

von I und Zahlen c;, i =1,...,n, derart, dafy f|z,_, 2,) = G,
iii) T(I,K) :={f: I — K ist eine Treppenfunktion}.

187
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Eine Treppenfunktion nimmt nur endlich viele Werte an, somit gilt trivialerweise
T(I,K) C B(I,K).

Da f auf I definiert ist, sind natiirlich auch die Funktionswerte von f(z;),7 =0,...,n,
festgelegt. Sie sind aber im Folgenden ohne Bedeutung. Verschiedene Zerlegungen Z
von [ konnen zur gleichen Treppenfunktion f fithren, z.B. wenn man noch weitere
Teilpunkte in eine Zerlegung einfiigt. Dies ist zweckméBig etwa beim Nachweis, daf3
fir f,g € T(I,K) auch f + g € T(I,K) gilt. Bezeichnet man mit Z; bzw. Z, den
Treppenfunktionen f bzw. g zugrundeliegenden Zerlegungen von I, und mit Z jene
Zerlegung, in der sdmtliche Teilpunkte von Z; und Z, vorkommen, d.h. Z ist eine
Verfeinerung von Z; und Z,, dann sind sowohl f als auch g und damit auch f +g
(aber auch fg) auf den Teilintervallen von Z konstant. Da natiirlich Af € T(/, K) fiir
f € T(,K) und A € K gilt, ergibt sich, dafl T(/,KK) ein (komplexer) Vektorraum ist.
Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dafl man auf J(/,K) in naheliegender
Weise einen Integralbegriff erklaren kann. Um zu verstehen, auf welche Funktionen
sich dieser Integralbegriff erweitern 148t, ist es notwendig zu untersuchen, welche
Funktionen als gleichmdfige Grenzwerte von Treppenfunktionen darstellbar sind. Dies
trifft beispielsweise fiir stetige Funktionen zu.

THEOREM VII-1.2. Es sei f € C(I,K). Dann gibt es eine Folge (t,) C T(I,K), die
gleichmapig gegen f konvergiert: lim, o || f — t.|| = 0.

BEWEIS. Wegen der Kompaktheit von [ ist f gleichmifBig stetig, d.h.
() Ve > 030 =d(e)Va,yel: |z —y|<d=|f(x)— fly)| <e.

Esseie > 0 und 6 durch (%) gegeben. Wir withlen eine Zerlegung Z = {xo, ..., x,} mit
Feinheitsmaf | Z] < 6 und definieren eine Treppenfunktion ¢., indem wir §; € [x;_1, ;)
beliebig wéhlen und

) = f(fl), S [l’i,1,$i), 1= 1,...,7’L,
te(z) {f(b)’ L

festsetzen. Da jedes x € I in genau einem der Intervalle [x; 1,2;), i = 1,...,n, liegt
(oder x = b gilt), folgt mit |§; — x| < & aus (x) fiir z # b

[f () = t=(2)] = [f(x) = f(&)] <&,
(fiir x = b erhélt man |f(b) — t.(b)| = 0) also
If =t <e

LBt man nun ¢ eine Nullfolge durchlaufen, etwa (+), erhélt man eine Folge (t,) C
T(I,K) mit

1
||f_tn|| < )
n

d.h. (¢,) konvergiert gleichméfig gegen f. O
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Auf die Kompaktheit von I kann nicht verzichtet werden: es ist nicht moglich, die
stetige Funktion z — % auf (0, 1) gleichméfig durch eine Folge von Treppenfunktionen
7ZU approximieren.

Der Beweis zeigt, wie man vorgehen muf}, wenn man zu einer gegebenen stetigen
Funktion f eine approximierende Folge von Treppenfunktionen (¢,) konstruieren soll.
Aus der Definition VII-1.1 geht hervor, dal Treppenfunktionen alle sinnvollen links-
und rechtsseitigen Grenzwerte besitzen. Diese Eigenschaft iibertriagt sich auch auf die
gleichméfligen Grenzwerte von Treppenfunktionen.

THEOREM VII-1.3. Die Abbildung f: I — K werde gleichmdiflig durch eine Folge
(tn) C T(I,K) approzimiert. Dann besitzt f an jeder Stelle — wo dies mdéglich ist —
sowohl den rechtsseitigen als auch den linksseitigen Grenzwert.

BEWEIS. Zu zeigen ist
Vz € [a,b)3f (") und Vz € (a,b]3f(z7).

Wir zeigen nur die Existenz von f(2") und iiberlassen den entsprechenden Nachweis
fir f(x7) dem interessierten Leser. Zu € > 0 wihlen wir einen festen Index N; so ,

daf3
[f(2) —tn. (@) < |If —tn][ <e
fiir alle = € [a, b] gilt. Es sei & € I. Die Treppenfunktion ¢y, besitzt den rechtsseitigen
Grenzwert in &, d.h. zu € > 0 existiert 0 = (&, €), sodaB fiir alle z,y € (£,£ + 0)
|z =yl <6 =lin.(z) —tn.(y)| <e
zutrifft. Insgesamt ergibt sich fiir solche z,y

() 1f(@) = f < |f(2) = tn (@) + [tn (2) = tn. ()] + [En (y) — F(Y)] < 3e.

Die Behauptung folgt nun mit Hilfe des Cauchy Kriteriums: es sei (an) eine beliebige
Folge mit x, | £ Es sei nun N(e) so gewdhlt, daB mz, fir n > N(e) im Intervall
(&, +9) liegt. Fiir n, m > N(e) gilt dann wegen (x)

Somit ist (f(z,)) eine Cauchyfolge und besitzt wegen der Vollstandigkeit von K einen
Grenzwert L. Man iiberzeuge sich, da3 L unabhéngig von der Wahl der approximie-
renden Folge (z,,) ist. Es folgt L = f(£7). O

DEeFINITION VII-1.4. Es sei f: 1 — K.
i) f heifst Regelfunktion ﬁfﬂ(tn) CT(U,K): limy, ooty = f, glm.
€

i) R(1,K) :={f: I - K, f ist Regelfunktion }.

Satz VII-1.3 zeigt, dal eine Regelfunktion nur Unstetigkeiten 1. Art aufweisen kann.
Diese fiir Regelfunktionen notwendige Bedingung ist auch hinreichend.

THEOREM VII-1.5. Besitzt f: I — K diberall den links- und rechtsseitigen Grenzwert
(wo dies mdglich ist), dann ist f eine Regelfunktion.
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BEWEIS. Es sei ¢ > 0 gegeben. Fiir alle £ € [a, b] gibt es nach Voraussetzung eine
Umgebung K (€, d¢), ¢ > 0, mit folgender Eigenschaft:

() Va,y € K(§0)N1: (x =&y —&) >0=|f(z) - fly) <e.

(Die Bedingung (x — &)(y — &) > 0 bedeutet, daBl entweder z,y < £ oder x,y > ¢
zutrifft). Die Familie {K(&,6): & € I} bildet eine offene Uberdeckung von I. Da
I kompakt ist, geniigen bereits endlich viele dieser Umgebungen, etwa K (&;,0;), i =
1,...,k,um I zu iiberdecken. Die Punkte & und die Endpunkte der Intervalle K (§;, 9;)
denken wir uns der Gréfle nach geordnet und erhalten dadurch eine Zerlegung Z:

a=xg <11 <--<x) =0

Aus jedem offenen Intervall (x;_1, z;) wihlen wir einen Punkt z; und definieren t. €

T(I,K) durch
t5<.’jj) = {f(ZZ), RS (Ii—laxi)a 1=1,...,n,

fx:), x=u 1=0,...,n.

Fiir alle x € I gilt dann

f(z) —t(2)] <e.
Dies ist trivialerweise richtig fiir + = z;. Zu jedem anderen z gibt es genau einen
Index j und mindestens einen Index 1 < ¢ < k mit = € (z;_1,2;) C K(&,d;). Dies
ist trivial, falls x;_; oder z; mit einem der Mittelpunkte &, iibereinstimmt. Im Fall
i1 = & — 0y oder x; = &+ 0y folgt zwangslaufig o, > x; bzw. 6y < ;1. Andere Fille
kann man analog behandeln, problematisch ist lediglich die Situation x; 1 = &, + .
und z; = & — s mit 1 < r;s < k. Dann muf} es ein weiteres Intervall K (&, dy) mit
(xi—1,2;) C K(&, ) geben, da andernfalls I C Ullle K(&,,0,) verletzt wére.
Da somit (z;_1,x;) entweder links oder rechts von & liegt, folgt aus (x)

|f(z) —t(x)] = [f(z) — f(2)] <e.
L&Bt man € eine Nullfolge durchlaufen, erhélt man eine Folge (t,,) mit lim,, o t, = f,

glm. 0

Kombiniert man die Séatze VII-1.5 und VII-1.3, ergibt sich folgende Charakterisierung
von Regelfunktionen.

THEOREM VII-1.6. Es sei f: I — K. Aquivalent sind
(1) f ist eine Regelfunktion,
(2) f besitzt dberall den links- und rechtsseitigen Grenzwert (wo dies maglich
ist).

Ist f: [a,b] — R monoton, dann existiert fiir alle € (a,b] der rechtsseitige Grenz-
wert, fiir alle x € [a,b) der linksseitige Grenzwert und es gilt
f@™)=inf f(s),  bzw. f(z7) = sup f(s).
s>x s<x

Monotone Funktionen sind also Regelfunktionen.
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Sind f, g Regelfunktionen, folgt aus Satz VII-1.6, dafl auch f + g bzw. A\f fiir A € K
Regelfunktionen sind. R(1,K) ist somit ein Vektorraum. Es gilt

R(I,K) C B(I,K).

AbschlieBend zeigen wir, dal R(I,K) gegeniiber der Bildung gleichméBiger Grenz-
werte abgeschlossen ist:

THEOREM VII-1.7. Es sei (fn)n>1 C R(I,K) und f, = f. Dann ist f eine Regel-
funktion.

BEWEIS. Es sei € > 0 gegeben. Zu jedem f,, existiert ¢, € T(I,K) mit

1
[fr = tall < —
n

Zu e > 0 gibt es nach Voraussetzung einen Index N(e) mit || f — f,|| < e und = <e
fur alle n > N(g). Somit folgt fiir alle n > N(¢)

||f_tn|| < Hf - fn” + an _tn” < 2e.

Somit kann auch f durch eine Folge von Treppenfunktionen gleichmifig approximiert
werden und ist daher selbst eine Regelfunktion. 0

2. Das Cauchy Integral

Esseit € T(I,K)und Z = {xo, 21, ..., x,} eine zu t passende Zerlegung von /. Ferner
bezeichnen wir mit ¢; den Wert von t auf (x;_1,x;), i = 1,...,n. Wir definieren die
Abbildung J: T(/,K) — C durch

n

j(t) = ch('xk — .Z‘k_1>.

k=1

Der Wert von J(t) konnte moglicherweise nicht nur von ¢, sondern auch von der jewei-
ligen Zerlegung Z abhédngen. Tatséchlich ist dies aber nicht der Fall: Man iiberzeugt
sich davon, indem man sich vorerst iiberlegt, dafl sich J(¢) nicht &ndert, wenn man
einen Teilpunkt in Z einfiigt, oder einen (redundanten) Teilpunkt von Z, in dem ¢
stetig ist, weglafit. Es seien nun t eine Treppenfunktion und Z;, i = 1,2, zwei nach
Definition VII-1.1 zugeordnete Zerlegungen von [. Wir bilden die Zerlegung 2, in
welcher sdmtliche Teilpunkte von Z; und Z5 nach der Grofle geordnet auftreten.
Ferner sei J;(t) der Wert der Summe, wenn man der Berechnung die Zerlegung Z;
zugrundelegt, ¢ = 1,2, 12. Man kann nun der Zerlegung Z; bzw. Z, schrittweise einen
Teilpunkt hinzufiigen, ohne daf sich der Wert von J;(t), i = 1,2 verdndert. Nach end-
lich vielen Schritten ist man schliellich bei der Zerlegung Z;5 angelangt und erhélt

Jl(t) = jlg(t) = jg(t)

Somit ist folgende Definition sinnvoll:
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DEFINITION VII-2.1. Es sei t € T(I,K) und Z = {xy,...,x,} eine Zerlegung von I.

Ferner seien ¢; € K, i =1,...,n, die Werte von t auf (x;_1,x;).
n
I(t) == ch(xk — Tp_ 1)
k=1

heifit (bestimmites) Integral von t. Man schreibt auch
b b
I(t) = /t: /t(x)dx

und nennt t Integrand, a die untere und b die obere Integrationsgrenze.

BEeispiEL VII-2.2. Wir betrachten die Abbildung (fiir festes n € N)

1
t(x) = —[nx], x€]0,1].

n

(vgl. Beispiel IV-3.2). ¢ nimmt auf [£, ) den Wert ¢, = £ an, k = 0,...,n — 1.
Eine zu t passende Zerlegung von [0, 1] ist die dquidistante Einteilung

1 k n—1
. — < e <
n n n
d.h. x; = %, i=0,...,n,und ¢; = =L i =1,... n. Somit folgt

<1,

n . n—1

i—1 1 1 1 nn—1) 1n-1
e N N T

i=1 1=0

Wir zeigen nun, daf§ J: T(I,K) — K eine lineare Abbildung ist:

THEOREM VII-2.3. Fir alle f,g € T(1,K), I = [a,b], und fir alle A € K gilt

(1) I(f +9) =3(f) +3(g),
(2) IAf) = AI(f).

BeEweis. Fiir den Beweis von (1) bildet man die Zerlegung Z, in der alle Teil-
punkte der zu f und zu g gehérenden Zerlegungen auftreten. Dann sind sowohl f als
auch ¢ konstant auf den Teilintervallen von Z. Die Behauptung (1) ist nun evident.
Die Behauptung (2) folgt unmittelbar aus der Definition von J. O

THEOREM VII-24. 1. Es sei f € T(I,R) und f(z) > 0 fir alle x € I. Dann ist
I(f) >0 (d.h. I ist eine positive lineare Abbildung).

2. Es seien f,g € T(I,R) und f(x) > g(x) fir alle x € 1. Dann ist I(f) > I(g) (d.h.
J ist eine monotone lineare Abbildung).

3. Fir alle f € T(1,K) gilt

IOI<IADE und  JII<(IfII(0 = a).
Somit folgt I € L(T(I,K), K).
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BEWEIS. Die Aussage 1. liest man unmittelbar aus der Definition ab und 2. folgt
aus 1.

ad 3. Es sei Z = {xy,...,2,} eine zu f gehorige Zerlegung von I und ¢; der Wert von
f auf (z;_1,2;). Aus

lci| <sup{|f(z)|:z eI} =|fl, i=1,....n,
folgt

’<Z‘Cl zi — xi1) < || f[(b—a).

U

Neben der Additivitat beziiglich des Integranden hat das Integral auch eine Addi-
tivitatseigenschaft beziiglich des Integrationsintervalls: Dazu bemerken wir, dafl die
Einschrankung einer Treppenfunktion f € T(/,K) auf ein beliebiges Teilintervall
J C I wieder eine Treppenfunktion ist, die wir der Einfachheit halber wieder mit f
bezeichnen:

THEOREM VII-2.5. Es sei f € T(I,K) und c € I. Dann gilt

/cf(x)dx—i—/bf(x)dx:/bf(x)dx

BEWEIS. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar indem man den Punkt ¢ in die
Zerlegung aufnimmt, welche fiir die Berechnung von fab f(x)dx verwendet wird. [

Die Beschrianktheit von J ermoglicht es, die Definition des Integrals von T(7,K) auf
R(I,K) zu erweitern: Dazu betrachten wir eine Regelfunktion f und eine Folge von
Treppenfunktionen (t,), welche gleichméfig gegen f konvergiert. Es folgt

[9(tn) = I(tm)| < (b= a)ltn = tm]-
Wegen der GleichméBigkeit der Konvergenz von (t,,) ist fiir alle x € I die Folge (¢, (z))
eine (gleichméBige) Cauchy Folge, d.h. es existiert ein N(¢) € N derart, daf fiir alle
n,m > N(e)
€

th — | <
It = tll < 1=

zutrifft. Dies zeigt fiir n,m > N(e)

I(tn) = I(tm)| <e,

d.h. (3(t,))n>1 ist eine Cauchy Folge in K und somit konvergent. Es liegt nahe
I(f) :== lim I(t,)
n—0o0

zu setzen. Diese Definition ist sinnvoll, soferne gezeigt werden kann, daf lim,, . J(¢,)
unabhéngig ist von der jeweiligen Folge (t,), welche gegen f konvergiert: Es gelte
also fiir zwei Folgen von Treppenfunktionen ¢, = f und s, = f. Zu zeigen ist:
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lim,, oo I(t,) = lim, 00 I(S,) bzw. lim, oo I(t, — s,) = 0. Letzteres ist aber eine
unmittelbare Folge der Beschréanktheit von J
I(tn = sn)| < (b—a)[ltn — sall
und des Faktums limy, o ||tn — Su|| < limyo0 |80 — f] + im0 || f — snl| = 0.
Es ist daher sinnvoll, folgende Definition zu vereinbaren:

DEFINITION VII-2.6. Es sei f € R(I,K) und (t,,) C T(I,K) mit t,, = h.
I(f) := lim I(t,) heifst Integral der Regelfunktion f.
n—oo

Fiir das Integral J(f) schreibt man auch

I(f) = /b f= /b f(z)da.

Wegen T(/,K) C R(I,K) kann man fiir f € T(/, K) die konstante Folge ¢, = f,n € N,
zur Approximation verwenden. Da der Grenzwert J(f) unabhéngig von der approxi-
mierenden Folge von Treppenfunktionen ist, ergibt sich, dal das Integral gemafl De-
finition VII-2.6 auf T(7, K) mit dem Integral geméf Definition VII-2.1 {ibereinstimmt.
Durch Definition VII-2.6 wird also der Integralbegriff aus Definition VII-2.1 von
T(I,K) auf R(I,K) fortgesetzt. Satz VII-1.6 kann nun als notwendige und hinrei-
chende Integrabilitdtsbedingung betrachtet werden: Die Klasse der integrierbaren
Funktionen ist der Vektorraum der Funktionen, fiir welche iiberall (soferne sinnvoll)
rechts- und linksseitige Grenzwerte existieren.

Wir veranschaulichen die Handhabung der Definition an einigen Beispielen:

BeispiEL VII-2.7. 1) Wir betrachten f(x) = x, x € [0,1]. Da f stetig ist, ist f
eine Regelfunktion. Als approximierende Folge von Treppenfunktionen kénnen wir
tn(z) = £[na], n € N, verwenden (vgl. IV-3.2). Nach Beispiel VII-2.2 gilt

und daher
I(f) = /f(x)das — lim 9(t,) = %

2) Fiir f(x) = €*, x € [a,b], zeigen wir nun

I(f) = /bf(x)dx =eb — e

Auch in diesem Falle kénnen wir eine dquidistante Zerlegung Z,, von I verwenden:

_b—a

a=ro<r1<--<x,=0b, x; t+a, 1=0,...,n.

n
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Wir setzen

th(z) =

eti-t x € [y, 1), 1=1,...,n,
et r=b.

Auf Grund des Beweises von Satz VII-1.2 wissen wir zwar bereits, dafl wegen
lim, o |Z,] = 0 auch t, = f gelten mufl. Wir wollen uns von der gleichméBigen
Konvergenz der Folge (¢,) jedoch direkt iiberzeugen: Jedes = # b liegt in einem ein-
deutig bestimmten Intervall [z;_1, z;). Es folgt also mit Hilfe des Mittelwertsatzes die
Existenz von §; € (z;_1,x;) mit
(@) = tal@)] = ¢ = 5] < 8o — 2| < o — wi1] < |2,
Fiir x = b ist diese Abschéatzung trivialerweise efiillt. Daraus folgt
1f = tall < €%12al.

Als néchstes berechnen wir J(¢,,):

h—
Zexp a+—(b—a)) ¢
n
b—a b—aan b—a
D=l oY)
k=1
b— b—a)—1 bea
= aeanp( - %) = o (" —e") — e —e
n exp=—* —1 exp—* —1 n—00
wobei lim, g %5 = 1 verwendet wurde.

THEOREM VII-2.8. Fir alle f,g € R(I,K) und alle A € K gilt

(1) I(f +9) =3(f) +I(g),
(2) I(Nf) = AI(f).

Beweis. Es seien (t,), (s,) C T(/,K) mit
th = f, Sn =2 g.
Dann gilt ¢, + s, € T(I,K) und
th+ 5, =2 f+g.
Auf T(1,K) ist J linear, also gilt
Ity + sn) = I(tn) + I(sn)-
Durch Grenziibergang erhélt man
Wf+g) = nh_r)g@f](tn +5,) = nh_)rgoj(tn) + lim I(s,) = I(f) + I(g).

n—oo
Analog ergibt sich (2). O
THEOREM VII-2.9. Fir alle f € R(I,K) gilt

POF<IALD - und I < (0= a)llfl
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BEWEIS. Bezeichnet man mit (¢,) eine Folge von Treppenfunktionen, welche
gleichméBig gegen f konvergiert, folgt die Behauptung aus der Abschéitzung

[I(tn)l < (b= a)lftal] < (b —=a)([[tn = FII+F1D)-
O

Die Satze VII-2.8, VII-2.9 zeigen, dafl die Erweiterung von J eine lineare und stetige
Abbildung R(I,K) — K darstellt. Wir weisen nun nach, daf§ auch die Positivitét
erhalten bleibt.

THEOREM VII-2.10. 1) Es sei f € R(I,R) und f(x) > 0 fir alle x € 1. Dann gilt
I(f) > 0.

2) Es sei f € C(I,R) und f(x) >0 fir alle x € 1. Ist f(xo) > 0 fir ein xy € I, dann
ist I(f) > 0.

BeEwEIs. 1) Es sei (¢,) € T(I,R) eine f approximierende Folge von Treppenfunk-
tionen, d.h. lim,,_, ||f — .|| = 0, und € > 0. Es gibt also ein N(g) € N, sodaf fiir
alle n > N(e) und fiir alle x € [

to(z) > f(z) —e > —¢

zutrifft. Nach Satz VII-2.4-2) gilt

I(t,) > —e(b—a)
und daher auch I(f) = lim, o, I(t,) > —e(b—a). Da € > 0 beliebig gew&hlt war, gilt
die Behauptung.
2) O.B.d.A kénnen wir zg € (a,b) annehmen. Es sei 6 > 0 so gewéhlt, daB fiir alle
x € (xg—d,z0+0) C 1,

1

F(a) > 5 f(a) >0

Wir definieren nun die Treppenfunktion
ww:{y@@,xegwwwww%

0, sonst,

soda f(z) > t(x) fur alle z € I gilt. Wegen 1) folgt

1
I(f) > I) = §f(x0)25 > 0.
OJ
Eine unmittelbar Folge der Linearitdt und Positivitat ist wieder die Monotonie:

KOROLLAR VII-2.11. Es seien f,g € R(I,R) und f(z) > g(z) fur alle x € I. Dann
gilt

I(f) = 9(g)-
Sind dariiber hinaus f und g stetig und gilt an mindestens einer Stelle zq € I f(zo) >
g(xp), dann gilt

I(f) > I(g)-
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BEMERKUNG VII-2.12. Geht man den beschriebenen Fortsetzungsprozefl von J und
den Beweis der Satze VII-2.8 und VII-2.10 noch einmal durch, erkennt man, dafl
weder die spezielle Bedeutung von J — das Integral von Treppenfunktionen — noch
spezielle Eigenschaften von K verwendet wurden. Die Beweise beruhen lediglich auf
den strukturellen Eigenschaften Linearitit und Beschrankheit (also Stetigkeit) und der
Vollsténdigkeit K. Die Konstruktion des Cauchy Integrals kann daher auf Funktionen
f: I — X, X ein Banachraum iibertragen werden.

THEOREM VII-2.13. Es sei f € R(I,K) und c € I. Dann gilt

/bf(x)dx:jf(x)dx+/bf(x)dx.

BEWEIS. Zunéchst iiberlegen wir, dafl die Restriktion einer
Regelfunktion auf ein Teilintervall von I wieder eine Regelfunktion ist. Dies folgt
unmittelbar aus der Charakterisierung in Satz VII-1.6. Es sei nun (¢,) C T(/,K) eine
approximierende Folge von Treppenfunktionen. Fiir jedes n € N gilt nach Satz VII-2.5

b c b

/tn(x)dac = /tn(:v)d:v—l-/tn(:v)dx.

a a C

Da natiirlich (,|(,q) gleichméBig gegen f|[4, konvergiert (und analog fiir [c, b]), ergibt
sich die Behauptung aus der Definition des Integrals. 0

Es ist zweckméfig, auf die Voraussetzung a < b zu verzichten und fiir a > b zu

definieren
b a
flz)dz = — | f(x)dx.
[y~

Es seien nun a, b und ¢ beliebige reelle Zahlen und f: [min(a, b, ¢), max(a,b, c)] - K
eine Regelfunktion. Mit Hilfe dieser erweiterten Integraldefinition gilt kann man sich
von der Giiltigkeit folgender Gleichheit iiberzeugen

]f(m)dx+/bf(x)dx—]”f(x)dx.

THEOREM VII-2.14. [2. Mittelwertsatz der Integralrechnung] Es sei f € C(I,R),
g € R(I,R) und g(x) > 0 fiir alle x € I. Dann gibt es eine Zwischenstelle § € I mit

[ t@gtarde = 16 / g(x)dz.

a
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BEwWEIS. Wegen der Kompaktheit von I nimmt f nach Korollar IT1I-4.3 Maximum
und Minimum an, d.h. es existieren

m =min{f(z): x € I} und M = max{f(x): z € I}.
Somit gilt fiir alle x € 1

mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z),

und wegen der Monotonie und Linearitéit des Integrals auch

/‘ m</f ®<M/

b
Falls [ g(z)dx = 0, muB auch ff(m)g(:r:) dz = 0 gelten und die Behauptung des

b
b [ f(@)g(z)d=x
Satzes ist richtig. Es sei nun [ g(z) dz # 0. Dann folgt k = = € [m, M]. Aus
a fg x)dz
dem Zwischenwertsatz IV-1.3 folgt nun die Existenz einer Zwischenstelle £ € I mit
k= f(&) O

Eine eingehende Analyse wiirde zeigen, dafi £ sogar in (a, b) gewdhlt werden kann.
Fiir g = 1 ergibt sich als Spezialfall:

KoroLLAR VII-2.15 (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f € C(I,R).

Dann gibt es ein £ € I mit
b
[ f@de = 1) - a).

b
Deutet man [ f(z)dz (mit f > 0 auf I) als die Fliche zwischen dem Graph von f

und der QZ—AC(flSG, dann ist nach dem 1. Mittelwertsatz diese gleich dem Flacheninhalt
eines Rechteckes mit den Seitenldngen b — a und f(§):

(&)
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3. Stammfunktion

Viele Probleme in Naturwissenschaft und Technik fithren auf die Aufgabe, den Dif-
ferentiationsprozefi umzukehren, d.h. zu einer gegebenen Funktion f: I — K eine

Funktion F': I — K so zu bestimmen, da F’ = f gilt.

DEFINITION VII-3.1. Essei f: [ — K. F': [ — K heifst Stammfunktion von f <

(1) F ist stetig.

(2) Es gibt eine hochstens abzihlbare Teilmenge A C I so, daff F auf I\ A

differenzierbar ist mit

BEISPIEL VII-3.2. Zu jeder Ableitung gibt es eine Stammfunktion (wir lassen in der
folgenden Tabelle die jeweiligen Definitionsbereiche weg):

F'(z) = f(x),

rell\A

Funktion f Stammfunktion F' || Funktion f | Stammfunktion F'
f(z) F(x) f(z) F(x)
1 1
¢ —1 et t
¥ (7 -1 cr1” cos? o
1 1
— Inz —5 —cotx
x sin”
C @A) |t 1 ‘
— — resin
a® (a o i arcsin
(a£0)| 2 : ¢
expar (a exp ax 22 arctan x
: : . f'(x)

expix —1 - expir In|f(x

i ()

. f'(x)

cos T sin ——~— larctan f(x

T+ (f)P @
sinx —Ccosx kz_; akxk ; k:C—Lf lka

Die meisten Lehrbiicher verlangen fiir eine Stammfunktion F' die Differenzierbarkeit
und Identitit F' = f auf ganz I. Bereits einfache Anwendungen in der Technik
erfordern aber einen allgemeineren und flexibleren Begriff der Stammfunktion.

BEISPIEL VII-3.3. Es sei f: R — R gegeben durch
L

2n <z < 2n+1,

sonst.

n € 7,
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Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

€ Z.

T —2n, n<zr<2n+1,
F(z) = n
—rx+2n+2 2n+1<z<2n+2

F()

i 1 T 1 ir
I I I
I I I
05 ! ! ! 05
I I I
I I I
I I I
ot I I of
I I
I I

2 L L L L L L L L L . 2 L L L L L L L L L ,
-25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25

Wegen der Linearitédt der Differentiation ist klar, daB mit zwei Stammfunktionen F'
und G fiir f bzw.g auch aF'+ 3G, «a, 5 € K, Stammfunktionen von o f + ¢ sind (dabei
wird auch verwendet, dafl die Vereinigung von zwei abzdhlbaren Mengen abzéhlbar
ist. Trivialerweise ist mit F' natiirlich auch F' 4 «, a € K, eine Stammfunktion von f.
Wir zeigen nun, dafl sich umgekehrt je zwei Stammfunktionen von f hochstens um
eine additive Konstante unterscheiden kénnen. Dieses Resultat ist eine unmittelbare
Konsequenz von Korallar V-4.7 falls A = (). Der allgemeinere Fall folgt aus

THEOREM VII-3.4. Es sei f € C(I,K). Ferner gebe es eine abzihlbare Teilmenge
A C I und eine Konstante L > 0 derart, daf gilt

(1) f ist rechtsseitig differenzierbar auf I\ A,
(2) Ve eI\ A:|f.(z)] < L.

Fiir alle x,y € I gilt dann
[f(z) = f(y)| < Llz =yl
d.h. f ist Lipschitz-stetig.

BEWEIS. Es sei x < y. Fiir beliebiges € > 0 definieren wir F.: [z,y] — R,

Fe(§> = |f(§)—f(l’)|—([/+€)(f—l’>, §€[I7y]7

und zeigen F.(y) < 0. Daraus folgt fiir ¢ — 0 die Behauptung. Angenommen es wire
F.(y) > 0. Da F.(A) abzéhlbar, [0, F.(y)] aber iiberabzahlbar ist, muf es ein v € R
geben mit

0= F.(z) <7< F.y) und v & F.(A).
Nach dem Zwischenwertsatz IV-1.3 gibt es eine Zwischenstelle £* € (x,y) mit F.(£*) =
7. Dies 148t sich so einrichten (vgl. den Beweis zu 1V-1.2), da8 fiir alle £ € (£*,y)

F.(§) >~
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zutrifft. Dann gilt einerseits
) _E(© - )
(%) p(£) : ¢
andererseits wegen der Definition von F;
0(6) = (€ =€) IFE) — f@)| = 1£(€) = f(@)| = (L+e) (€~ 2~ (§ —2))]
= (€=&)7HfE) — f@)] = (€)= f@)]) = (L +¢)
SO - €N,
=T e
Nunist &* ¢ A, day & F.(A). f besitzt also in £* eine rechtsseitige Ableitung. Wegen
| f4.(€%)] < L gibt es also eine rechtsseitige Umgebung (£*,£* + ), > 0, so, daB

> 0 fiir alle € € (£, y],

—|f<££> : g*(g ) < L+¢e/2 furalleé e (£,6"+9)
zutrifft. Dies hat jedoch
£
p(§) < B <0
fiir alle £ € (£%,&* 4 0) zur Folge, ein Widerspruch zu (x). O

KoroLLAR VII-3.5. Es sei f € C(I,K), und A C I abziéhlbar. Auf I\ A sei f
rechtsseitig differenzierbar mit f’ () =0, z € I \ A. Dann ist f konstant.

BEWEIS. Setze L = 0 in Satz VII-3.4. O
Fiir Stammfunktionen bedeutet Korollar VII-3.5:

THEOREM VII-3.6. Es seien f: [ — K und F,G € C(I,K) Stammfunktionen von f.
Dann st F — G konstant.

4. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl die Integration in gewisser Weise die Umkehr-
operation zur Differentiation ist. Wir beginnen mit einer Eigenschaft von Regelfunk-
tionen:

THEOREM VII-4.1. Jede Regelfunktion f: I = |a,b] — K besitzt hochstens abzihlbar
viele Unstetigkeiten.

BEWEIS. Es sei (t,) C T(I,K) eine approximierende Folge von Treppenfunktio-
nen, d.h. es gilt f = lim,, . ¢, glm. auf /. Jede Treppenfunktion ¢, ist stetig, aus-
genommen auf einer héchstens endlichen Menge A,, C I. Somit ist ist A := Uzozl A,
abzahlbar. Da jede Treppenfunktion ¢, auf I\ A stetig ist, folgt aus Satz IV-3.6, daf§
auch f auf I\ A stetig ist. |
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THEOREM VII-4.2. Es sei f € R(1,K) und F: I — K die Abbildung

x— F(x /f xel.

Dann folgt:

(1) F ist Lipschitz stetig auf I,
(2) F ist auf [a,b) rechtsseitig differenzierbar und auf (a,b] linksseitig differen-
zierbar und es gilt

Va € [a,b): F|(z) = f(z™),
Vi € (a,b]: F' (z) = f(z7).

BEWEIS. 1) Da f|(,,] eine Regelfunktion ist, ist /" sinnvoll definiert. Aus Satz VII-
2.13 ergibt sich fiir x,y € I, x < y, die Abschitzung

|F(z) = F(y)| = I]f(t)dt—/yf(t)dtl = I]f(t)dt—]f(t)dt—/yf(t)dtl

=1 [ 10t < 1111y ol

2) Wir fithren den Beweis nur fiir die rechtsseitige Ableitung an x € [a,b). Fiir h > 0
(h so klein, daBB = 4+ h € I) ergibt sich fiir den rechtsseitigen Differenzenquotienten
von F

%(F(m+h) 7hf dt—/f t) dt) 7hf

Zu ¢ > 0 wéhlen wir nun § > 0 so, daf§ |f(t) — f(zT)| < ¢ fur alle t € (z,z + 9)
zutrifft. Damit folgt fiir 0 < h < ¢ mit Satz VII-2.9

1 z+h z+h

5 (Fla 4+ h) — F(a)) ~ ()] = /f ) dt — - _y/ Fla)) di]
z+h ] z+h
/ | f(t) |t < 7 / te(sxligrh) |f(t) — f(aT)|dt < e.

xT

THEOREM VII-4.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
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1) Fiir jedes f € R(1,K), I = [a,b], ist die Abbildung f: I — K,

F@%i/ﬂwﬁ,xeL

eine Stammfunktion von f. Insbesondere ist F' in den Stetigkeitsstellen von f diffe-
renzierbar und es gilt dort

F'(x) = f().
2) Mit einer beliebigen Stammfunktion ® von f gilt

/ﬂﬂﬁz@@—@@)

Fiir die Differenz ®(b) — ®(a) schreibt man auch ®[°.

BEWEISs. 1) Nach Satz VII-4.2 ist F' auf I stetig und in allen Stetigkeitsstellen

von f gilt
Fi(x) = f(z") = f(x) = f(z7) = F.(),
also
Fi(x) = f(x),

d.h. F' ist dort differenzierbar (in den Randpunkten von [ natiirlich nur rechts- bzw.
linksseitig). Da nach Satz VII-4.1 f nur abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt,
ist F' eine Stammfunktion von f im Sinne von Definition VII-3.1.

2) Die Behauptung ist trivial fiir F. Fiir jede weitere Stammfunktion gilt nach
Satz VII-3.6 F(z) — ®(x) = ¢, x € I, fur ein geeignetes ¢ € K. Es folgt somit

/f(t) dt = F(b) — F(a) = (®(b) + ¢) — (®(a) + ¢) = ®(b) — O(a).

KOROLLAR VII-4.4. Fiir jedes F' € C1(I,K), gilt fiir alle z € [

xT

/F@ﬁ:ﬂ@—ﬂm

a

BEMERKUNG VII-4.5. 1) Der Hauptsatz beinhaltet die theoretisch sehr zufrieden-
stellende Erkenntnis, daf zumindest jede integrierbare Funktion (Regelfunktion) eine
Stammfunktion besitzt. Diese ist in der Form eines Integrals mit fester unterer und
variabler oberer Grenze gegeben. Dieser Zusammenhang zwischen Integration und
Differentiation ist umso bemerkenswerter, wenn man sich die hochst unterschiedlichen

Ausgangspositionen fiir den Begriff der Stammfunktion und des Integrals vor Augen
halt.
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2) Fiir die Menge aller Stammfunktionen einer Regelfunktion f,

{xH@(m):/f(t)dt—i-c:ceK}

/ f(x) dz oder / J da oder / f

gebrauchlich, welches man unbestimmtes Integral von f nennt. Der Einfach-
heit halber wird dasselbe Symbol auch zur Bezeichnung irgendeiner Stammfunktion
beniitzt, wie etwa in

1
/sinmdw = —cosz, /em dr = —e*, a#0.
!

ist auch das Symbol

Diese Bezeichnung fiihrt zu keinen Miiverstandnissen, wenn man beriicksichtigt, dafl
mit [ f(z)dx = F auch [ f(z)dz = F +¢, ¢ € K, gilt. Hat man auf einem Intervall
I die Beziehungen [ fdx = F und [ fdx = G gefunden, so ist es nicht zuldssig, auf
F' = G zu schlielen. Vielmehr gilt dann F' — G = ¢ fiir ein ¢ € K.

3) Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion F': I — K muf keine Regelfunktion
sein. Als Beispiel betrachte man F': [-1, 1] — R, gegeben durch

2w 1
Fla) = resine, x#0,
0, xz=0.

F ist iiberall differenzierbar, aber in & = 0 besitzt F’ weder einen rechts-, noch eine
linksseitigen Grenzwert. F” ist also keine Regelfunktion auf /. Insbesondere kann da-
her eine Stammfunktion von F’ nicht durch eine Integration (nach Cauchy) gefunden
werden.

4) Mit dem Hauptsatz &8t sich die oft mithsame Berechnung eines unbestimmten
Integrals iiber die Definition zuriickfithren auf das Auffinden einer Stammfunktion.
Der Hauptsatz ermoglicht es auch, die Produktregel und die Kettenregel aus der
Differentialrechnung in héufig benutzte Integrationsregeln umzusetzen. Um die Be-
ziehung [ u'dz = u zu haben, formulieren wir diese Regeln fiir stetig differenzierbare
Funktionen:

4.1. Partielle Integration.

THEOREM VII-4.6. Es sei f € C(I,K), g € CY(I,K) und F eine Stammfunktion von
f. Dann gilt

b
/f(x)g(x) dzx = F(:v)g(a:)‘z - /F(x)g'(x) dx (partielle Integration).
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BEWEIS. Es gilt F' € C*(I,K) und somit Fg € C'(I,K). Nach der Produktregel
gilt
(Fg)'=Fg+Fg =fg+Fyg.
Somit ist F'g eine Stammfunktion von fg 4+ F¢' und es folgt
b b
(Fg)(b) — (Fg)(a) = /f(l‘)g(x) dax + /F(ﬂf)g'(x) d.

Dies ist dquivalent zur Behauptung. 0]

Héaufig wird die Regel fiir die partielle Integration in der einpridgsameren Form
b b
/u/v dx = uv|’ — /uv’ dx

bzw. als unbestimmtes Integral

/u’vd:c:uv—/uv'd:c

za+1

BEISPIEL VII-4.7. 1) [2*Inxdr = (G Dlnz —1), a # —1.
Wir definieren

formuliert.

f@) =2 gx)=Tnz
(bzw. u/(x) = 2%, v = Inz, fiir z > 0). Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch
F(z) = £ Wir erhalten somit

a+1 a+1 1
/xalnxdx: z lnx—/ * - —dx
a+1 a+1 =x

xa+1 xa+1
ny — —.
v (o +1)2

a+1 "’

a+1 "
2) [V1—2a2de = i(2vV1 —2? +arcsinz), z € [—1,1].
Fiir |z] <1—¢,0 < e < 1 setzen wir
fl@)=1,  glz)=V1-2a?
(bzw. u/(z) = 1, v(z) = V1 — 22), und erhalten
1-\/1—m2dx:x\/1—x2—/x-ﬂdx
/ V1—2a?
—xx/l—:r?—/—l_xg_ld:r
i
=zV1—22+

dx
— — | V1 —22%2dx
V1—22 / ’
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d.h.
mdx:xm+/
/ \/1—x2

Nach Beispiel VII-3.2 ist arcsin z eine Stammfunktion von \/1+7 auf (—1,1). Daraus

folgt die behauptete Formel zundchst auf (—1,1). Da f: x — /1 — 22 stetig auf
[—1,1] ist, besitzt f eine Stammfunktion auf /. Die Abbildung z — %(1:\/1 — 22+
arcsinz) ist auf [—1, 1] stetig und stellt daher auch auf [—1,1] eine Stammfunktion

dar.

Als Anwendung der partiellen Integration beweisen wir folgende niitzliche Variante
des Satzes von Taylor:

THEOREM VII-4.8. Es sei f € C""(I,K) und o € I. Dann gilt fiir alle x € I

=y L [E D e
k=0 ) )

Zo

BEWEIS. Wir fiihren den Beweis mit vollstéindiger Induktion. Fiir f € C'(I,K)
ergibt der Hauptsatz VII-4.3 die Identitéat

f(2) = f(xo) + / fitydt, wel

Dies ist gerade die Behauptung fiir n = 0. Die Behauptung gelte nun fiir alle C"-
Funktionen und es sei f € C"*1(I, K). Insbesondere gilt also f € C"(I,K) und daher

auch
x

LR (4 i r—
f(z) = A )(:c—xo)+/((n_t)1) fo@ydt, xel.

o

f € CY(I,K), somit kénnen wir partiell integrieren und erhalten

SPAED @=0" e o [ @D
1) = S e et - T+ [ ST e
L f(k)(x‘))(x—x)’“r/x(x_t) 04 (4) i,
pr k! 0 n!

o

O

4.2. Integration durch Substitution. Die Kettenregel der Differentialrech-
nung ermoglicht die Integration durch Substitution. Diese Technik kann in zwei un-
terschiedlichen Situationen eingesetzt werden:
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Fall 1: Der Integrand besitzt die Form f(g(t))g'(t): Als Beispiel betrachte man den
Integranden

h(t) = (sin®t + ") cost,
welcher offensichtlich die Ableitung von

1 .
H(t) = 1 sin ¢ 4 ¢!

ist. H ist also Stammfunktion von h. Der folgende Satz beschreibt die allgemeine
Situation.

THEOREM VII-4.9 (1. Substitutionsregel). Es sei f € C(I,K), g € CYJ,R), I =
la,b], J = |o, B] und g(J) C 1. Dann gilt fir alle z,y € J

y 9(y)
/&wmﬂww:/fww
x g(x)

und
[ taorg @it = [

Dabei bedeutet ff(u)du|u:g(t) die Auswertung einer Stammfunktion von f an der
Stelle g(t).

BEWEIS. Da f stetig ist, besitzt f eine Stammfunktion F € C'(I,K). Wegen
g(J) C def F ist die Komposition F' o g moglich. Wir zeigen, dal F o g eine Stamm-
funktion von (f o g)¢’ ist: Nach der Kettenregel V-2.2 gilt fiir alle t € J

(Fog)(t)=F'(g(t)g'(t) = f(g(t)g'(t)
(die letzte Gleichheit gilt iiberall, weil F' eine Stammfunktion von f ist und f stetig
ist). Damit folgt

B 9(B)
/ﬂﬂMﬂwwzwwmwwawmm:Fww»—mﬂwﬁﬂﬁf/ﬂmm'
o g(a)

O

BEISPIEL VII-4.10. 1) J = [(cost + cos®t) dt.
Um den Satz anwenden zu koénnen, schreiben wir das Integral in der Form

J = /(1 + cos?t) cost dt = /(2 — sin®t) cost dt.

1. Schritt: formale Substitution: ¢(t) = u, ¢'(t) dt = du,
hier: ¢(t) = sint = u, costdt = du,

5, — /(2 ).
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2. Schritt: unbestimmte Integration nach wu:
1
I, = 2u — —u’.
3

3. Schritt: Riicksubstitution u = g(t):
1
J; =2sint — 3 sin® ¢.
Diese formale Vorgangsweise spiegelt die Anwendung der Substitutionsregel folgender-
maflen wieder: Es ist f(g(t))g'(t) = (2—sin®t) cost mit g(t) = sint und f(u) = 2 —u?.

Geméaf der Substitutionsregel hat man die Stammfunktion von f an der Stelle
u = sint auszuwerten.

2)
2 2

1
J = /etztdt: §/et22tdt.

0 0
1. Schritt: formale Substitution ¢? = u, 2t dt = du.
2. Schritt: Transformation der Grenzen: t =0=u=0,1t=2 = u = 4.

4
3. Schritt: Integration: J = [ e"du = e* — e’ = e* — 1.

0
Fall 2: Einsetzen einer beliebigen Substitutionsfunktion g. Dies ist der eigentliche

Anwendungsbereich der Substitutionsregel. Man fiihrt ein Integral [ f(z)dz durch
geschickte Wahl einer Substitutionsfunktion ¢ in die Form

[ Haong @
iiber, in der Hoffnung, daf letzteres Integral einfacher als das Ausgangsintegral ist.

THEOREM VII-4.11 (2. Substitutionsregel). Es sei f € C(I,K), g € CY(J,R), J =
[, B] und g(J) C I. Ferner sei g injektiv. Dann gilt fir alle u,v € g(J)

v gfl(v)
/fuwm: / F(g(t))g/(t) dt
u g7 (w)
bzw.

/f@sz/f@@Mﬁmmq%w

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz VII-4.9 sieht man, daf§ F'og eine Stammfunktion
von (fog)g ist, falls F' eine Stammfunktion von f ist. Fiir die linke Seite erhdlt man
daher

/#quzﬂw—Fw»
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fiir die rechte
g1 (v)

flg()g'(t)dt = (Fog)(g ' (v)) = (Fog)g ' (u) = F(v) — F(u).

g ()

BEISPIEL VII-4.12. 1) [ £ = In|tan %|.
Ist der Integrand eine rationale Funktion in sin und cos, R(sinz, cos z), kann man im-
mer — soferne sich nicht andere, einfachere Methoden anbieten — folgende Substitution
ansetzen:

r = g(u) =2arctanu bzw u = tan z

2
Ersetzt man in den Identitaten
1 — tan? z ) 2tan z
cos2z=_————, sin2z=_——-—
1+ tan~ z 1+ tan® z
z durch arctan u, erhélt man
1 — u? i 2u
cos(g(u)) = 112 sin(g(u)) = 1w

Wegen Satz VII-4.11 gilt die Identitét

/R(sin:v,cosx) dr = /R(sin(g(u)),cosg(u))g’(u)du’ugl(x)

2u 1 —u? 2
- [R d
/ e T 15 it

Umgelegt auf das konkrete Beispiel bedeutet dies

d 1 292 d
/ a :/ tu du:/—u:1n|u|| I:1n|tanz|.
sin 2u 1+ u? U u=tan 5 2

1
2)I= [V1I—22dx=1Z.
-1

Dieses Integral stellt somit eine erste Verbindung zwischen der Zahl 7 und dem Ein-
heitskreis her: Interpretiert man das Integral als Flicheninhalt, ergibt sich, daf§ 5 —
die kleinste positive Nullstelle des Kosinus — den Flacheninhalt eines Halbkreises mit
Radius 1 angibt.

1. Schritt: Wahl der Substitutionsfunktion. Zu f(z) = +/1 — 2? kann man, um die
Wurzel zu eliminieren, als Substitutionsfunktion g wéhlen:

g(t) =cost, tel0,x].

Man beachte, da8 g auf [0, ] streng monoton ist und g([0, 7]) = [—1, 1] gilt. Natiirlich
ist g stetig differenzierbar.
2. Schritt: formale Substitution: Auf [0, 7] gilt

f(g(t)) =V1—cos?t =sint, ¢ (t)= —sint.
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Wir erhalten also das unbestimmte Integral
/\/1 —x?dr = —/sithdt.

3. Schritt: Transformation der Grenzen: x = —1 = t = arccos(—1) =m, z=1=1t =
arccos 1 =0
4. Schritt: Integration durch Auswertung der Stammfunktion von f(g(t))g'(¢) int =0
und t = 7.
Zur Bestimmung der Stammfunktion F o g von ¢ — —sin®t verwenden wir die Um-
formung

sin?t = 1 — —cos2t

2 2 ’

und erhalten somit unmittelbar

1 1
(F o g)(t) = —§t + Z sin 2t

Nach Satz VII-4.12 erhalten wir

1
- 1 1
/\/1 —a¥de = (Fog)(t)|,Z, = 5(~t|, + 5sin2t]}) = g
-1
4.3. Partialbruchzerlegung. Ausgangspunkt ist folgende kanonische Pro-
duktdarstellung fiir Polynome, welche wir ohne Beweis mitteilen.

THEOREM VII-4.13. Jedes Polynom p mit gradp = n > 1 ldfit sich mit Hilfe seiner
paarweise verschiedenen Nullstellen z; € C, i =1,...,m, in der Form
p(z) =a, [J(z = 2)"
i=1
darstellen, wobei a,, € C, a, # 0. Die Zahlen v; € N, i = 1,...,m, sind eindeutig

bestimmt und erfiillen

E V; = n.

=1

Man nennt v; die Vielfachheit (Multiplizitdt) der Nullstelle z;.

BewEis. Ubung. O
Sind alle Koeffizienten des Polynoms p(z) = 3 azz* reell und ist p(¢) = 0, so gilt
k=0
wegen ap = ax, k=1,...,n,

p(&) = Z@k@k = Zakﬁ_’“ =) apgF =) g =p&) =0.

k=0 k=0 k=0 k=0
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Mit ¢ € C ist also auch & € C eine Nullstelle von p. Besitzt € die Vielfachheit p, d.h.
gilt
p(z) = (z=&"q(2), q(€) #0, z€C,

dann folgt mit einer dhnlichen Rechnung wie vorhin
p(2) =p(z) = (2 - €)"q(2), ZeC.
Schreibt man fiir zZ wieder z, erhélt man
p(z) = (2 = &)"q(2),
also ist ¢ eine Nullstelle von p (dies wissen wir bereits) mit der Vielfachheit p/ > . Die
erste Uberlegung zeigt auch q(€) = q(&) # 0. Somit gilt 4 = p/ und die Vielfachheiten

der Nullstellen £ und ¢ stimmen also iiberein.
Wir betrachten nun den Fall £ = o + i3, § # 0. Fiir jedes reelle x gilt dann

(z =& =& =(z—(a+if))(x — (a—if)) = (x —a)* + 5
=22+ Az + B,
mit
A=—2a, B=oao>+7p
Das quadratische Polynom 2% + Az + B besitzt also keine reellen Nullstellen. Zu-
sammen mit Satz VII-4.13 erhalten wir die reelle kanonische Produktdarstellung von
p:

n

THEOREM VII-4.14. Es seip(z) = > apz® ein Polynom mit reellen Koeffizienten ay,
k=0
k=20,...,n. Dann gilt
(1) Komplexe Nullstellen § mit Im§ # 0 treten in konjugierten Paaren auf: Mit
& ast auch & eine Nullstelle gleicher Multiplizitdt wie €.

(2) Sind x1,...,x, alle verschiedenen reellen Nullstellen von p mit der Multipli-
zitit p;, 1 =1,...,r, gilt die Darstellung
p(x) = a, [[(z —z)" [[(2* + Ajz + B))”, z€R.
i=1 j=1

Die Polynome 2> + Ajx + B;, A;,B; € R, j = 1,...,s, sind paarweise
verschieden und besitzen keine reellen Nullstellen. Die natiirlichen Zahlen p;,
i=1,...,r,und oj, j=1,...,s, erfiillen

i=1 j=1

THEOREM VII-4.15 (Partialbruchzerlegung). Es seir = § eine rationale Funktion mit
grad p < grad ¢ = n. Das Nennerpolynom habe die kanonische Produktdarstellung

m

q(2) = an H(z —z;), z€eC,

j=1



212 VII. INTEGRALRECHNUNG

mit z; # 2z, fiir j # k. Dann besitzt r eine eindeutig bestimmte Summendarstellung
(Partialbruchzerlegung) der Form

r(z)zzzzﬁ, z€C\{z1,. .., 2m},

i=1 j=1
mit komplexen Zahlen a;.

BEWwEIS. 1. Existenz: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach grad g = n.
Im Fall n =1 gilt gradp < 1, d.h. p ist eine Konstante ¢ € C. Es gilt also

( ) c ai1 it C
r(z) = = mit a;; = —.
a(z—2z) z—2 H a;

Induktionsschritt: Es sei n > 1. Wir nehmen an, der Satz sei fiir alle rationalen

Funktionen g mit grad P < grad Q < n — 1 bewiesen. Wir schreiben ¢ in der Form

q(z) = (z — 21)"s(z) mit s(z) =a, H(Z — z;)".

=2
Wegen z; # z;, 1 =2,...,n, ist s(z1) # 0. Fiir a € C berechnen wir
p(2) a _ p(z)—as(z)

a(z2) -2 (z—z)ns(z)

p(z1)
s(z1)

Wahlt man speziell a = , gilt p(z1) — as(z1) = 0. Gilt sogar
p(z) —as(z) =0 fiir alle z € C,

folgt
a
T(Z> - (Z _ Zl),jl

und wir sind fertig. Ist jedoch p—as nicht das Nullpolynom, kann man nach Satz VII-
4.13 den Linearfaktor z — z; abspalten, d.h. es gibt ein Polynom P mit

p(z) —as(z) = (z2 — 21) P(2)
grad P < max{gradp,grads} —1 <n —2.
Somit folgt

B a P(2)
"= o
mit
Q) = (2 = 20)" 's(2) = (2 — 21)" lay H(Z — z)",
also
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Nach Induktionsvoraussetzung besitzt g eine Partialbruchzerlegung

P) RR_ay xRN~ oy
Q(Z)_Z(Z_Zl)j+zz(z—zi)j’

j=1 i=2 j=1

und daher mit a;,, = a

r(z) = —
i=1 j=1
2. Eindeutigkeit. Es geniigt zu zeigen, dafl simtliche Koeffizienten der Zerlegung von
ro(2) = 0 verschwinden. Angenommen es ist

(+) WA= =0, e C\ Lok

Wir betrachten eine feste Nullstelle z;, und wéhlen 1 < j5 < v, so, dafl a;,; = 0 fiir
J > jo zutrifft. Multipliziert man (x) mit (z — z;,)’°, erhdlt man

0= (Z Z (zi—]z)ﬂ) (2 =z} + i@ — )" ;.

Jj=1

Durch Grenziibergang z — z;, erhélt man a;,;, = 0. Schrittweise ergibt sich auf diese
Weise fiir sdmtliche Koeffizienten a;; = 0. [

Fiir die praktische Berechnung der Partialbruchzerlegung gibt es mehrere
Moglichkeiten:

1. Koeffizientenvergleich: Multipliziert man die Darstellung von r = %’ mit g, erhalt
man

p(z) = zmj (i (Zi—;)J) an ﬁ(z — )

i=1 Nj=1 k=1
m v m

=a, E E a;j(z — z)" H(z —z)"*, z€C
i=1 j=1 k=1
ki

Der Identitétssatz 1V-4.12 ist nun die Grundlage fiir den Koeffizientenvergleich, bei
dem man die Koeffizienten gleicher Potenzen von z* in p und im Polynom auf der
rechten Seite gleichsetzt. Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten a;;, welches wegen der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage in Satz VII-4.15
genau eine Losung besitzen mufs.

2. Substitutionsmethode: Ein anderes lineares Gleichungssystem fiir a;; 148t sich
gewinnen, wenn man fiir z nacheinander n verschiedene und moglichst zweckméfig
gewihlte Werte &1, ..., &, einsetzt.
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3. Grenzwertmethode: Die ,,héchsten® Koeffizienten a;,, erhdlt man besonders ein-
fach, indem man die Darstellung fiir 7(2z) mit (z — z;)** multipliziert und den Grenz-
wert z — z; betrachtet (in der Praxis bedeutet dies natiirlich, daf man nach der
Multiplikation den gekiirzten Ausdruck in z = z; auswertet). Hat man a;,, berechnet,
kann man den Term (zii:;)w auf die linke Seite bringen und das Verfahren mit dem
ndchstniedrigeren Koeffizienten a;,,_; wiederholen.

BEISPIEL VII-4.16. 1) 7(2) = W_ﬂ)(zﬂ)

Da sdmtliche Nullstellen des Nennerpolynoms Vielfachheit 1 haben, fithrt folgender
Ansatz zum Ziel (a1 = A, asy = B, ag1 = C, ay; = D):

A B C D
(*) r@) =T oyt ot

2z z—1 z—i z+41i

a) Koeffizientenvergleich:
Wir multiplizieren (x) mit z(z — 1)(z — i)(z + 4) und erhalten die Identitét

24+ 1=Az-1)(22+ 1)+ Bz(2*+ 1) + Cz(z — 1)(z +1) + Dz(z — 1)(z — i)
=AP -2+ 2D+ B +2)+CE+ (i —1)22 —iz)
+ D(2% — (141)2* +i2)
=(A+B+C+D)2*+(—A+ (i—1)C — (1+1i)D)z?
+(A+ B—iC+iD)z — A.

Vergleicht man die Koeffizienten gleicher Potenzen, erhéalt man das Gleichungssystem

A +B +C +D = 0
—A +i@—-1)C —(1+4)D = 0
A +B —iC +iD = 1
—A =1
b) Substitutionsmethode:
Setzt man nacheinander in (%) etwa z = —1,—2,2,3 ein, erhélt man das Gleich-
ungssystem
z= —-1: 0 = —-A —-iB —%HC —i—ﬁD
.-l _ 1 1 1 1
z= =20 5 = —3A =3B =550 455D
z= 20 % = $A 4B +5;5C 435D
2= 31 & = A +3B +35C +55D.

¢) Grenzwertmethode:
Wir multiplizieren (x) mit z. Dies ergibt

z+1 A4 B n C i D
N I R CE T Ry
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Fiir z = 0 erhélt man A = —1. Multipliziert man mit z — 1, folgt

z+1 1 C D
2(z —1)(z +1) =B+(-1) (_;+z—i+z+i)’

D = —% und

fiir z = 1 ergibt sich B = 1. Ganz entsprechend findet man C = %, 5

damit die Partialbruchzerlegung
z+1 1 1 1 4 I

C-DG—0G+i) : z-1T2:-i 2i44
22
2)r(z) = ﬁ
1 ist eine zweifache Nullstelle des Nennerpolynoms, somit ist (a1 = A, as = B,

9o = C)

()_A+ B N C
A (z—1)2

anzusetzen. Multipliziert man mit z und wertet in z = 0 aus, erhdlt man A = 1.
Multiplikation mit (z — 1)? liefert

2Z24+1  (2—-1)7
z oz

+B(z—1)+C.

Fiir 2z = 1 erhélt man also C = 2. Setzt man nun in
2 +1 1 B 2

r(z):Z——

(z—1)2_;+z—1+(z—1)2

z = 2 ein, erhélt man

5 1
—=—-—+4+B+2
5~ 3 + b+ 2,
also B = 0. Die gesuchte Partialbruchzerlegung lautet somit
1 2

r(z) = ;+(Z——1)2

Das Beispiel zeigt, dafl es vorteilhaft sein kann, verschiedene Methoden zur Berech-
nung der Partialbruchzerlegungen zu kombinieren.

Ist die rationale Funktion reell, d.h. sind alle Koeffizienten der Polynome p und ¢
reell, ist es z.B. fiir Anwendungen in der Integralrechnung oft zweckméfig, eine reelle
Partialbruchzerlegung zur Verfiigung zu haben.

THEOREM VII-4.17. Es sei r = § eine rationale Funktion mit gradp < gradq = n.

Sdamtliche Koeffizienten der Polynome p und q seien reell. Das Nennerpolynom besitze
die reelle kanonische Produktdarstellung

s S

q(z) = ay, H(x — ;)" 1_[(:102 + Az + B;)”, xze€R

i=1 j=1
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(vgl. Satz VII-4.14). Dann besitzt v eine eindeutig bestimmte Partialbruchzerlegung

der Form
T S

5T + Bij
ZZ (x — ;) +ZZ x2j-]flix+JBi)j’ zeR,

=1 j=1 =1 j=1

wobei die Koeffizienten a;j, oy, B;j reelle Zahlen sind.

BEeispieL VII-4.18. 7”(.’13') = WM’ zeR \ {O, 1}

Die einzigen reellen Nullstellen von ¢(x) = z(z — 1)(z* + 2+ 1), z = 0 und x = 1,

besitzen Multiplizitdt 1. Somit lautet der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung
B Cx+ D

r—1 + 2+r+1

Die Koeffizienten A und B erhélt man leicht mit Hilfe der Grenzwertmethode. Man

findet

r(z) :§+

Es ist also
r+1 1 21 Cx+ D

v(z— D@2 +x+1) _E+§x—1 i ?+x+1
Setzt man die Werte x = —1 und x = 2 ein, erhélt man das Gleichungssystem

1
3 1 2 2 1
VI R

woraus C' = 3 und D=—3 folgt Insgesamt gilt also die Darstellung

1 2 1 1 z-1

f(x):_5+§x—l+§x2+x+l'

Die reelle bzw. komplexe Partialbruchzerlegung ermoglicht die systematische, ge-
schlossene Integration rationaler Funktionen r(x) = %. Im Falle gradp > gradq

ist vorerst der polynomiale Anteil in  durch Division von p durch ¢ abzuspalten. Wir
demonstrieren die Methode an einigen einfachen Beispielen:

BeispieL VII-4.19. 1) Mit Hilfe von Beispiel VII-4.16-1) finden wir

/:U(w(—l) /dx /w—l /<x1—2_1’—1ﬂ> e

i
=—1 Injzr—1 d
nlz|+Injz—1]+ = /x2+1 x
=—In|z|+In|x— 1| — arctan .
(Wir haben % — durch 2 - ersetzt, da wir den natiirlichen Logarithmus vorerst

nur fiir reelle Argumente deﬁnlert haben).
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2) Aus Beispiel VII-4.16-2) folgt

vz —-12" ) o (x—1)2 r—1
3) Wir beniitzen Beispiel VII-4.18 in

r+1 dr 2 dx 1 x—1
de=— [ —+ = +- | ———dx
z(z—1)(22 +x+1) xr 3J) -1 3) 224z+1

Lediglich das letzte Integral erfordert etwas Aufwand:

Tz —1 d _1 20 +1 d 3 dx
24+ rx+1 x—2 2+rx+1 v 2 ) 22+x+1
1 3 dz

= —In(z? -z | ———
2n($ +z+1) 2/3:2—1—:5—1—1

(man beachte 2 +z + 1 > 0 fiir x € R). Den Integranden im letzten Integral formt
man um zu

1 3 3, 2 1
2 l=(z+2)2+2=2((“=(z 4+ 2))2+1).
PHrl= (et )+ 4((\/§(m+2)) +1)
Substituiert man g(z) = 2= (z + 3), erhiilt man

V3
/ dz 2 ) (2( +1>)
———— = —arctan(—=(z + =)).
?24+rx+1 /3 V3 2
Insgesamt ergibt sich also
r+1 2 1
de =—1 Sz — 1] + = In(2? 1
/x(a:—l)(a;2+:1:'+1) ’ n\xH—B nle ‘+6 n(@” +o+1)

2 1
— v 3arctan(—=(z + =<)).
(Z5+3)
BEMERKUNG VII-4.20. Im Prinzip ist es nicht notwendig, fiir die Integration einer
reellen rationalen Funktion, die reelle Partialbruchzerlegung aus Satz VII-4.17 zu ver-
wenden. Man kann natiirlich auch die komplexe Partialbruchzerlegung zur Integration
heranziehen und erhélt

/r(m)dx:ii/ﬁdx

k=1 j=1
m Vi

SN ECE SE TR
— T — 2z = j—1

Problematisch ist nur die Berechnung der Stammfunktion von (z—z;) ™" fiir 2;, € C\R,
da die Logarithmen nur fiir reelle Argumente definiert wurden. Es sei zp = ay + 5k,
Br # 0. Mit der Umformung

1 . l‘—Ozk+in
r—z  (z—ag)?+ B}
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erhalten wir

dr T — , dzx
/x—ﬁk‘/km—%V+ﬁ?”+”%/km—%v+ﬂz

1 2(x — ay,) _ dx
—2/@—ak)uﬁgd‘”“ﬁ’“/(:c—ak)uﬁ,z
1 T — Qg

=5 In((z — ay)? + B7) + i arctan
k

Der gesamte Ausdruck fiir [r(z)dz ist natiirlich wieder reell. Allgemein sind je-
doch die reellen Gleichungssysteme, auf welche die reelle Partialbruchzerlegung fiihrt,
héndisch leichter zu losen, als Gleichungssysteme mit komplexen Koeffizienten.

5. Integration und Grenziibergang

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Vertauschbarkeit von Limes und Integral.
Diese ist im allgemeinen nicht gegeben:

n xe[%,%] .
0 z€l0,1]\ [,

2n’ n

BeispieL VII-5.1. f,(x) = {
Es gilt lim f,(z) = f(x) = 0 fiir alle € [0,1] und fol fa(z)dz = 1, n € N, und
fol f(z)dz = 0. Man beachte, daf in diesem Beispiel die Folge (f,,) nur punktweise
gegen f konvergiert und dariiber hinaus {||f,||: » € N} unbeschrénkt ist.

In Hinblick auf die Definition des Cauchy Integrals ist es jedoch nicht weiter
iiberraschend, dafl die Integrale einer gleichméfig konvergenten Folge von Regelfunk-
tionen gegen das Integral der Grenzfunktion konvergieren (diese Eigenschaft ist ge-
wissermaflen von Haus aus in das Integral eingebaut):

THEOREM VII-5.2. Es sei (fu)n>1 C R(L,K), f: I — K, und f, = f. Dann ist f
eine Regelfunktion, die Folge der Integrale (J(f,)) ist konvergent und es gilt
b b b

ILm fu(2) d:zc:/ li_>m fn(2) dx:/f(x) dx.

a a

BEwEIS. Wegen Satz VII-1.7 gilt f € R(I,K). Aus der Beschrianktheit des Inte-
grals Satz VII-2.9 folgt

[9(fn) =IO =P = NI < b =a)llfu = fl-
0

KOROLLAR VII-5.3. Es sei (f,,) C R(I,K) und die Reihe > f,, gleichméBig kon-
vergent. Dann gilt

gihmﬂzigﬁ@m.
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Dieses Ergebnis eroffnet eine weitere Moglichkeit, Potenzreihenentwicklungen zu be-
rechnen:

BEISPIEL VII-5.4. Aus der Binomialreihe (Beispiel VI-7.13) ergibt sich fiir |[¢| < 1 die

Reihenentwicklung
%0 1
21 _ Ef 732\ 2k
(1—15)2—%(—1) (k:2>t :

Auf kompakten Teilintervallen von (—1, 1) ist die Potenzreihe gleichméfig konvergent.
Auf [0, z] bzw. [z, 0], |z| < 1, kann nach Korollar VII-5.3 die Reihe gliedweise integriert
werden: Es gilt somit

/ vi-e Z <)/ £ dt = f?(—w(;%);%

k=0

Die Stammfunktion auf der linken Seite ist arcsin z. Die rechte Seite ergibt mit (k > 1)

) k-1
(%) - & H ) = (-1 [0 +2)

die Reihenentwicklung

T
L

°°11

- 1 2 2k+1

arcsinx = x +

Q
O

die zumindest fiir || < 1 konvergiert. Tatséchlich 1a8t sich zeigen, dafi diese Darstel-
lung sogar fiir |z| < 1 giiltig ist.

Unser néchstes Ziel ist es, Satz VII-5.2 erheblich zu verallgemeinern. Dazu benétigen
wir zwei technische Resultate. Im folgenden wollen wir unter einer Elementarmenge
eine endliche Vereinigung von disjunkten, beschréankten Intervallen verstehen. Ist £ C

R eine Elementarmenge, d.h. ist
n

E=|]JJ
i=1
J; C R beschrianktes Intervall, @ = 1,...,n, und bezeichnet A(J) die Lénge eines
Intervalls J, dann nennen wir

n

:Z/\(J)

Liange von E. Wir {ibergehen hier den Nachweis, dal A(F) unabhéngig ist von der
speziellen Darstellung i, J; von E. Ohne Beweis zitieren wir folgendes Resultat:
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LEMMA VII-5.5. Es sei (Ey,)n>1 eine Folge von Elementarmengen mit E, C I = [a,b],
n € N, und es existiere ¢ > 0 so, dafs

Vn e N: A(E,) > ¢ > 0.
Dann gibt es ein Element xq € I, das zu unendlich vielen Elementarmengen gehdrt.

LEMMA VII-5.6. Es seit € T(I,K), I = [a,b]. Gilt fir eine >0

b
\/t(aﬁ) dx| > e,

dann ist die Menge

€
E= el:|t >
r el )] 2 5570
eine Elementarmenge, fir deren Ldnge die Abschitzung
€
ME) = 5o
2]¢]
zutrifft.
BEWEIS. Es sei Z:a = 29 < --- < x; < .-+ < x, = b eine zu t gehorende

Zerlegung von I und es sei ¢; der Wert von ¢t auf J; = (x;_1, ;). Dann ist klar, daf§
E eine endliche Vereinigung von disjunkten Intervallen ist (es konnen nur Intervalle
des Typs J; oder [z;, ;] auftreten). Es gilt

b
n n

a

Wir spalten nun die Summe folgendermaflen auf:

Zci)\(Ji)— Z eAT;) + Z cA(T;).

leil> 50y leil<sm=ay

2(b a) 2(b a)

Dies ergibt die Abschéitzung

c<| / )da < G+ S TaA)

‘Cl|>2(b ) leil <sp=ay

£
< |lt]| - AME) 4+ ——— - (b—
<11t AE) + 55 - (0= )
und somit (man beachte ¢t # 0 und daher auch ||| > 0)

g
ME) > —.
( 2]|¢]

THEOREM VII-5.7. Es sei (t,)n>1 C T(I,K) mit
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1) limy, o0 tn(2) = 0 fiir alle x € I (t,, konvergiert punktweise gegen 0),
ii) dc > 0Vn € N: ||t,|| < ¢ ((t,) ist beschrankt).

Dann gilt
b

lim [ t,(z)dx =0.

n—oo
BEWEIS. Angenommen, die Folge (I(t,)) wire keine Nullfolge, dann gébe es ein
go > 0 und eine Teilfolge (I(ty(m))) mit [I(tymy)| > €0, n € N. Wir bezeichnen der
Einfachheit halber nun diese Teilfolge wieder mit J(¢,,) und gehen daher von der
Annahme aus:

Vn € N: |3(t,)| > eo.
Nach Lemma VII-5.6 besitzt fiir jedes ¢,, die Elementarmenge

€0
E, = I:1t, > )
o € 1 iala)] = g5
die Lange
€0
MNE,) > —-.
2[¢n|]

Wegen ||t,]| < ¢, n €N, gilt daher
€0
ANE,) > 22 N.
(Bn) 25, né

Nach Lemma VII-5.5 gibt es daher eine Stelle zy € I, welche in unendlich vielen
Elementarmengen F,, liegt. Fiir unendlich viele n € N gilt also

€o
ln >
im Widerspruch zur Voraussetzung lim,, . t,(zo) = 0. O

THEOREM VII-5.8 (Arzela-Osgood). Die Folge (f,) C R(I,K) konvergiere punktweise
gegen die Regelfunktion f. Ferner sei {||f.||: n € N} beschrinkt. Dann gilt

b

lim /b Fo(x) dz = /b f(z) de = / lim £, (z) dz.

n—oo n—oo
a

Wir bemerken, daf§ aus der punktweisen Konvergenz von f, gegen eine Funktion f
nicht gefolgert werden kann, dal f eine Regelfunktion ist. Es ist daher notwendig,
[ € R(1,K) vorauszusetzen.

BEwEIS. Da f nach Voraussetzung eine Regelfunktion ist, gilt auch f, — f €
R(I,K). Da (f — f,) eine Nullfolge und (||f — f.||) beschrankt ist, geniigt es wegen
der Linearitdt des Integrals den Satz fiir den Spezialfall

(%) lim f,(x)=0, ze€l,
n—oo
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zu beweisen. Zu jeder Regelfunktion f,, wéhlen wir — wie im Beweis von Satz VII-1.7
— eine Treppenfunktion ¢, € T(/, K) mit

1

—, neN.
n

[tn = full <

Daraus folgt die Abschéatzung

1
all < W full + 110 = tall < 1 fall + -

aus welcher wir die Beschrénktheit von (||¢,]|) ablesen. Insbesondere folgt aber auch
fiir jedes x €

()] < [fn(2) = tu(2)] + | ful2)] < %Jr [fn(2)]-

Somit konvergiert auch die Folge von Treppenfunktionen (¢,) punktweise gegen die

Nullfunktion. Aus Satz VII-5.7 folgt daher
lim J(¢,) = 0.

n—oo
Zusammen mit der Beschrinktheit des Integrals ergibt sich daraus die Behauptung
Il < )+ 13 = fo)l < [I(E)] + (b= a)l[tn — fall
1
< |I(tn)| + =(b—a).

n

Wir formulieren den Satz von Arzela-Osgood auch fiir Funktionenreihen:

KoOROLLAR VII-5.9. Es sei (f,) C R(I,K). Die Reihe ) ;- f konvergiere punkt-
weise gegen eine Regelfunktion. Ferner sei die Folge der Partialsummen gleichméfig

beschrankt, d.h.

de>0Ve € IVn € N: \ka(x)lgc.

k=1

Dann gilt
b

i:: /bfk(l")diﬂ :/(00 fk(x)> dz.

a

6. Parameterabhingige Integrale

Wir gehen von einer Funktion f: I x D — K, D C K, mit folgender Eigenschaft aus:

Vt e D: x — f(x,t) ist eine Regelfunktion.
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(Die Abbildung = + f(z,t) bezeichnen wir mit f(-,¢)). Man bezeichnet ¢ in diesem
Zusammenhang oft als Parameter. Definiert man

D — K
b
tr—>ff(x,t)dx,

sagt man, F' sei durch ein parameterabhingiges Integral gegeben. Wir untersu-
chen nun die Eigenschaften von F'.
THEOREM VII-6.1. f € B(I x D,K), D C K, habe folgende Eigenschaften:

i) Vte D: f(-,t) € R(1,K),
i) Ve e I: f(z,-) € C(D,K).

Dann ist die Abbildung F: D — K,
b

F(t) = /f(:mt) dx

a

stetig auf D.

BEWEIS. Es seity € D ein Haufungspunkt von D und (¢,) C D konvergiere gegen
to. Wir betrachten nun die Folge von Regelfunktionen (g,),

gn(z) = f(2,t,), z€l,neN.
Aus ii) folgt fiir alle x € T

lim g,(x) = lim f(z,1,) = f(z.t0).

n—oo

Es gilt f(-,t0) € R(I,K) und wegen f € B(I x D,K) ist die Folge (||gnl|), d.h.
(IIf(-,t,)]|) beschrénkt. Nach dem Satz von Arzela-Osgood VII-5.8 folgt daher

b b b
lim F(t,) = lim [ f(z,t,)dx = lim [ g,(x)dz :/ lim g, (z)dx

n—0o0 n—oo n—oo n—oo
a a a

b

— /f(x,to) dx = F(ty).

a

O

Der Beweis zeigt, daf3 die Forderung der globalen Beschréanktheit von f abgeschwécht
werden kann zu

Vt € DU € U(t): f ist beschrankt auf I x (U N D).
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BEISPIEL VII-6.2. 1) Es sei [ =[a,b],0 < a <b, D =R, und f(z,t) = 2'. Aus dem

Satz folgt, daf3
pt+1_gt+1
t#—1
F(t) = 1 ’
(t) {ln g, t=—1,

auf beliebigen kompakten Intervallen von R und damit auf R selbst stetig ist. Insbe-

sondere folgt
Pl _ gt b
lim ~— & = F(-1)=In-.
t——1 t+1 a
2) Es sei [ = [a,b] C R, D = (0,00) und f(z,t) = t*. Mit Hilfe von Satz VII-6.1
schlieffen wir auf die Stetigkeit von

P(t) = {m(tb ), te 0,00\ {1},

b—a, t=1,
b
und insbesondere F(1) = [1dz =b— a = lim,,y o (8" — ).

Das folgende Resultat benottigt den Begriff der partiellen Ableitungen, der im Ab-
schnitt iiber die Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Verdnderlichen dis-
kutiert wird.

THEOREM VII-6.3 (Vertauschung von Integration und Differentiation). Es sei
f:IxD—=K, und D C K. f besitze folgende Figenschaften:

i) Vt € D: f(-,t) € R({,K),
i) Vo € I: emsmere die partielle Ableitung %L 5oL x D =K,
ili) vVt € D: ( t) € R(I,K),
) U e 3([ x D,K), d.h. 3¢ > 0V(z,t) € I x D: |%(2,t)| < c.
Dann ist die Abbildung F: D — K, definiert durch

- /b f(z,t) do

auf D differenzierbar und es gz’lt

af
ot

a

BEWEIS. Es sei t € D und (¢,) C D mit lim,, .o t, = t und ¢, # t, n € N. Wir
betrachten den Differenzenquotient von £

b
F(t tn) t)
/fx /(. /gn n € N.
t—t t, —t

)= | L, t)de.
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Wegen i) gilt (¢g,) C R(I,K) und aus ii) folgt fiir alle x € I

. 0
lim g, (x) = @—{(x,t)‘

Nach iii) ist %, also der punktweise Grenzwert der Folge (g,), eine Regelfunktion.

Wir zeigen nun die Beschrénktheit von (||g,||): Der Mittelwertsatz V-4.6 zeigt

gn(z) = L (x’t:j - tf (@,8) _ %(m,t*(x)), £*(x) € (min{t, £}, max{t, t,})

und iv) ergibt
Vo € IVn € N: |g,(2)] < c.
Aus dem Satz von Arzela-Osgood VII-5.8 folgt somit
b

F - F
F'(t) = lim Fltn) = F(H) = lim [ g,(x)dx
b b 5
= / lim g,(z)dr = —f(m,t) dx.

O

Man beachte, dafl in Satz VII-6.3 nicht die Beschranktheit von f, sondern jene von
% gefordert wird.

BeispiEL VII-6.4 (Gaufisches Fehlerintegral). Wir betrachten das parameter-

abhéngige Integral
1 6—(1+:c2)t2
Fit)= | ————d
(*) / 1+ 22 o
0
fiir t € R. Wir setzen also I = [0, 1] und
0,1] xR = R,
f=

—(14a2)e2
(2,1) =

Wir verifizieren die Voraussetzungen von Satz VII-6.3: Fiir jedes t € R ist die Abbil-
dung x — f(x,t) stetig, also eine Regelfunktion und fiir jedes z € [0, 1] ist ¢ — f(x,t)
differenzierbar. Es gilt

a 2\42
a—{(m,t) = —2te~(1Ha)t
somit ist g—{(~,t) € R(I,R) fiir alle t € R. Ferner gilt fiir alle (z,t) € I x R

2l <2 H<lazel,

af 1 2\42
| = (2,t)] = 2[t|e” 1+ < 2)1] 9
ot A+ a2)2 S\t_|§2 |t|21,1’€],
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also ist % € B(I x R,R). Nach Satz VII-6.3 ist ' auf R differenzierbar und es gilt
1
F'(t) = —2¢" /e‘thzt dr.
0

Substituiert man fiir festes ¢ im Integral g(z) = xt, also g(0) = 0 und g(1) = t, erhélt
man mit Hilfe von Satz VII-4.9
t

F'(t) = —2¢" /e_uzdu.
0

Beschrianken wir uns voriibergehend auf ein kompaktes ¢t-Intervall, folgt wegen der
Stetigkeit von u — e** aus dem Hauptsatz VII-4.3 die Beziehung

t t
d
%(/ e du)? = 2/6_“2du et
0 0

Wir erhalten also
d.h.

Die Konstante c ist festgelegt durch

1

dx 1 ™
c:F(O):/lerz :arctanxozz.
0

Wir erhalten daraus fiir alle t € R
. 2

2 T
—d =— — F(¢t).
/e U 1 (1)

0

Wir betrachten nun eine beliebige Folge (¢,,) mit lim,,_, ¢, = co. Fiir alle n € N und
x € I gilt dann

lim f(z,t,) =0

n—oo

und
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Aus dem Satz von Arzela-Osgood folgt daher
1 1

lim F(t,) = lim [ f(z,t,)dx = / lim f(z,t,)dx =0,
n—00 n—00 n—00
0 0

und folglich

t
T
lim [ e du= \/—_
t—o0 2
0
Vorausgreifend bemerken wir, dafl man den Grenzwert auf der linken Seite mit dem

Symbol fooo e~"* du bezeichnet. Somit wurde gezeigt

o0

/e“Qdu = ﬁ
2
0

Schlieflich betrachten wir noch die Integration einer durch ein parameterabhéngiges
Integral definierten Funktion F. Unter den Voraussetzungen von Satz VII-6.1 ist
F' stetig und somit auf kompakten Teilintervallen von D integrierbar. Es sei etwa
la, ] € D, dann gilt

Die Frage liegt nahe, ob die Gleichung

j[jf(x,t)dx} dt:j[jf(x,t)dt] dz

gilt, d.h. ob es zuléssig ist, die Integrationsreihenfolge zu vertauschen. Da die Varia-
blen x und t bei dieser Problemstellung gleichberechtigt auftreten, fordern wir, dafl
f(-,t) € C(1,K) fiir alle t € D ist.

THEOREM VII-6.5 (Vertauschung der Integrationsreihenfolge). Es sei
f € B([a,b] x o, B],K) und es gelte

i) Vo € [av b] f(ZE, ) S C’([a,ﬁ],K),
i) Vt € [a, B]: f(+, 1) € C(a, b],K).

Dann gilt
B b b B
/[/f(x,t)dx} dt:/[/f(m)dﬂ .

Es ist klar, daB f € C([a,b] X [a, 5], K) eine hinreichende Bedingung fiir i) und ii)
darstellt.
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BEWEIS. Nach Satz VII-6.1 ist die Abbildung F': [a, ] — K

F(t) = / Fo. 1) da

stetig auf [, 8] und somit integrierbar. Wir definieren die Abbildung H: [o, ] — K
durch

Y

H(y) = / Ftydt, y e [o 6]

«

Nach dem Hauptsatz VII-4.3 gilt fir alle y € [a, ]

H'(y) = F(y) = /f(l“,y) da.

Wir untersuchen nun die Abbildung ¢: [a,b] X [a, 8] — K, welche gegeben ist durch

o(z,y) = / fa.t) dt,

und verifizieren die Voraussetzungen von Satz VII-6.3. Fiir jedes y € [, ] ist g(+,y) €
C(la, b],K) nach Satz VII-6.1 (mit y als Parameter). Fiir jedes = € [a,b] ist g(z,-)
nach dem Hauptsatz VII-4.3 wegen der Stetigkeit von f(x,-) stetig differenzierbar auf
[, B] und es gilt fur alle y € [a, f], = € [a, b]

g—Z(fuy) = f(z,y).

Es ist also auch %(-, y) € C(la,b],K) und % € B(la, b] x [a, ], K). Nach Satz VII-6.3
Y Y
ist die Abbildung G: [a, f] — K, definiert durch

Gy) = /9(907 y) dz,

auf [, f] differenzierbar mit

Somit folgt fiir alle y € [, f]
H'(y) = G'(y).
Es gibt daher eine Konstante ¢ € K mit

H(y) =G(y)+c, ye€|nfl
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Wegen H(a) = G(a) =0 (g(x, ) = 0 fiir alle = € [a,b]) folgt sogar H = G, d.h. es

1st
Yy b by
/[/f(x,t)dw] dt—/[/f(a:,t)dt] dzx, y € lo,p].
Fiir y = 8 ergibt sich die Behauptung. O

7. Uneigentliche Integrale

Die bisher entwickelte Integrationstheorie bezog sich auf Funktionen, deren Defini-
tionsbereich ein kompaktes Intervall in R ist. Dies hat zwei starke Einschréankung-
en der Anwendbarkeit der Theorie zur Folge: Einerseits mufl der Integrationsbe-
reich beschrinkt sein, andererseits sind integrierbare Funktionen notwendigerweise
beschrinkt. Wir zeigen nun, wie man Funktionen, die diesen Anforderungen nicht
geniigen, unter bestimmten Umstédnden einen sinnvollen Wert des Integrals zuordnen
kann.

DEFINITION VII-7.1. Es sei I = [a,b] CR, —co <a<b<oound f: INR — K.

b
Wir definieren folgende uneigentliche Integrale [ f(z)dz:

(1) Bs sei a € R und flug € R(la,p],K) fir alle 3 € la,b). Ewxistiert

B
%Iél/f(]?) dx, so definiert man

pro

b 5
/f(f)?) dr = lim/f(:v) da.

(2) Eine analoge Definition gilt, falls b € R fir a | a.
(3) Es sei —oo < a < b < oo. Existieren fir ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen

c b
Integrale [ f(z)dz und [ f(x)dx, definieren wir

/bf(x) dx ::/Cf(x) dx—i—/bf(m) dz.
b

(4) Das uneigentliche Integral [ f(x)dxz heift divergent, wenn der entsprechen-

de Grenzwert nicht existiert.

Die Unabhéngigkeit des uneigentlichen Integrals in (3) von der Wahl der Zwischen-
stelle wird spéter behandelt. Ist [ = [a,b] C R und f € R([,K), so stimmt das



230 VII. INTEGRALRECHNUNG

uneigentliche Integral mit dem Integral geméaf Definition VII-2.1 iiberein. Wegen der
stetigen Abhéngigkeit etwa von der oberen Grenze gilt namlich

b

/f(x) dr = lﬁi%l/ﬂf(x) da.

a

(Beweis: Ubung).
Diese Definition erfafit die fiir die Praxis relevanten Typen von uneigentlichen Inte-
gralen:

BEISPIEL VII-7.2. 1) [ 275 dx.
1

(Typ 1: @ € R, b = 0o, unbeschriankter Integrationsbereich). Der Integrand ist stetig
auf [1, f] fiir g € [1,00). Man erhélt

B
1 (1 pl-s
/wsdaj: =87, s 7L
In 3, s=1.
1

B
Somit existiert limg_,o [ 7% dz genau dann, wenn s > 1 gilt. Sein Wert ist
1

[e.9]

1
/x_sda: = lim [ 27 °%ds =

B—o0 s—1 '
1 1
1
2) [z5dux.
0
(Typ 2: a, b € R, Integrand unbeschrinkt am Rand des Integrationsbereiches). Der
Integrand ist stetig auf [«, 1] fiir alle a € (0,1]. Man erhélt
1

—Ina, s =1.

(67

Das uneigentliche Integral fol x~*dx existiert also genau fiir s < 1. Es hat den Wert

1 1

1
/a:_sda: =lim [ 27 %z = .
al0 1—s

0 o

o
3) f 146:;2 = 7.
—0oQ
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(Typ 3: a = —o0,b = 00, ¢ = 0). Wie vorhin untersuchen wir die beiden uneigentlichen
Integrale

00 B
d d
/ Y — lim Y lim arctan f = g
0
0

1+ T2 B—r00 1+ T2 B—r00
0

0

/ dx . / dz I ¢ ™
= 1m = — 1l1Im arctano« = —.
1+ 2 a——o0 1+ 22 a——00 2

—00 «

Beide zusammen ergeben die Behauptung. Aus Symmetriegriinden kénnte man sich
0

in diesem Beispiel die Berechnung von [ lfr% ersparen.

4)_{%:4.

(Typ 4: a, b € R, a < b, ¢ = 0, Integrand unbeschrankt im Inneren des Integrations-
bereiches). Nach Beispiel 2) existieren die beiden uneigentlichen Integrale

1 0
dx dx

CaV AN

Daraus folgt die Behauptung.
Wir weisen darauf hin, daf§ bei uneigentlichen Integralen vom Typ 3) und 4) die

c b
Grenzwerte in den beiden uneigentlichen Integralen [ f(z)dz und [ f(z)dz vonein-

a (&
ander unabhdngig durchzufiihren sind. Durch eine geeignete Koppelung der beiden
Grenzwerte kann man manchmal die Existenz des Grenzwertes erzwingen: Als Bei-
spiel betrachte man das uneigentliche Integral

b

1
/—dac, a<0<hb.
x

Dieses existiert nicht, da die beiden uneigentlichen Integrale fao % dx und fob i dx nicht

b
existieren. Koppelt man jedoch die beiden Grenzwerte limgyg [ 1 dz und lim, o [ £ da
a «

in der Form

—€ b
1 1 b
lim /—dm—i—/—dx =lim(In| —¢| —Inja| +Inb —Ine) = In —,
xT X el0

el0 |a’
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existiert der Grenzwert. Man nennt diesen speziellen Grenzwert Cauchyscher
Hauptwert des divergenten uneigentlichen Integrals und schreibt
b

1 b

Existiert das uneigentliche Integral [ f(z)dz fiir ein a € R, dann existiert auch das

uneigentliche Integral f:o f(z) dzx fir alle @ > a und sein Wert ist

7Of(x)dx:]of(x)dx—/af(x)dx.

So selbstverstindlich dies erscheinen mag, bedarf es trotzdem einer Rechtfertigung.
Die Existenz von [ f(x) dz bedeutet

) B
(%) Ve >03E>aVp >E&: ‘/f(w)dm—/f(m)dx|<e

Es sei nun o > @ und € > 0 beliebig und & entsprechend () gewéahlt (O.B.d.A. kénnen
wir £ > « annehmen). Fiir 5 > « gilt dann

!(7f(x)d$—/af($)dw)—if(w)dxl=|7f(x)dfc—/ﬁf($)dw\ <e,
h

d.h.

ﬁlingo/ﬁf(x)dx:7f(x)dx—/af(x)dx.

Auch uneigentliche Integrale sind also additiv in Bezug auf das Integrationsintervall
und verhalten sich in dieser Hinsicht wie das Cauchy Integral. Insbesondere gilt auch

fiir alle a < 8
B (e 9] oo
/f(x)d$:/f($)diﬁ—/f($)dl‘
[ o B

soferne die uneigentlichen Integrale existieren. Tatséchlich gilt diese Formel fiir alle
a, > a.

Ahnlich der Situation bei Reihen ist es meist nicht méglich, uneigentliche Integrale
zu berechnen, sodafl man sich mit der blofen Existenz (man sagt auch Konvergenz)
der uneigentlichen Integrale bescheiden muf}. Hiefiir gibt es verschiedene Kriterien,
welche wir nur fiir den Typ [ f(x) da formulieren. Die Modifikation fiir die anderen
Moéglichkeiten sind evident. Universell einsetzbar ist das Cauchy-Kriterium:
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THEOREM VII-7.3 (Cauchy-Kriterium). Es sei f: [a,00) — K und fl.g5 €
R(la, B],K) fir alle § > a. Das uneigentliche Integral [ f(x)dx existiert genau

dann, wenn gilt:
B

Ve > 03¢ > aVa, 5> ¢: \/f(x)dx| <e.
B
BEWEIS. Man betrachte limg_,o, F'(3) fiix F(8) = [ f(x)dz, B > a. O

a

BEISPIEL VII-7.4. [ 222 dz.
Wir definieren die Funktion f: [0, 00) — R durch

1, =0,
f(x>_{sinx I>O,

x )

und bemerken, daf f auf [0,00) stetig ist. Insbesondere ist f integrierbar auf [0, a]
und auf [a, f] fiir beliebige 0 < a < < co. Spalten wir daher foﬁ f(z) dx auf in

/Bf(flf)dﬂi:/af(ﬁ)dwr/ﬁf(x)dw,

B
geniigt es, die Existenz von limg_,« [ f(2) dz nachzuweisen. Dazu formen wir vorerst

a
das Integral mit partieller Integration um:

61 1 ; 1
/—sin:vdx:——cosx‘ﬁ—/—Qcosxdx.
x T a X

a

a

Der erste Term auf der rechten Seite besitzt einen Grenzwert fiir § — oo. Auf das
Integral wenden wir das Cauchy-Kriterium an und erhalten fir a <u < v

Wiihlt man € > 0 und setzt £(¢) = 1, erhélt man fiir £(¢) < u < v

(2

)/C‘;m de < ¢,

u

. . o . . . O gj
und damit die Konvergenz von fa 5% dx. Somit existiert auch fo L d.
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DEFINITION VII-7.5. Es sei f: [a,00) — K und fln.g € R(a,B],K) fir alle
B € [a,00). Das uneigentliche Integral [ f(x)dx heifit absolut konvergent, wenn
L2\ f ()] da existiert.

Aus der absoluten Konvergenz eines uneigentlichen Integrals folgt dessen Konvergenz
(Existenz). Dies ergibt sich mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums aus der Ungleichung

(u <w) U v
|/f<x>d$| S/\f(%)|d56-

Die Umkehrung ist — wie bei Reihen — nicht richtig: Aus der blolen Existenz eines un-
eigentlichen Integrals folgt nicht dessen absolute Konvergenz. Als Beispiel betrachten
wir das konvergente Integral fooo =22 dz. Die Abbildung F': [0,00) — R sei gegeben
durch

X

F(B) = /}Si”\dx.

Fiir g = nn erhalten wir

F(nm) = 7|

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe kann also limg_, F'() nicht existieren.

T T

sizx‘dxzz / |Sjnx|édx2;% / |sinx|dx=%;%

=6 e (i-D)=

THEOREM VII-7.6 (Vergleichskriterium). Es sei f: [a,00) — R, g: ([a,00) — R})
und fla,g € R([a, B, R), glug € R([a, B, Ry) fir alle B > a. Gilt |f(t)] < g(t) fir
alle t € [a,00) und existiert [ g(t)dt, dann ist [~ f(t) dt absolut konvergent.
Umgekehrt: Gilt f(t) > g(t) > 0 fir alle t (notwendigerweise ist bild f C R) und ist
[ g(t)dt divergent, dann divergiert auch das uneigentliche Integral [ f(t)dt.

BEWEIS. Die erste Behauptung ergibt sich aus der Abschéitzung

| / f(2) da| < / ()] d < / oz) do

fiir @ < u < v und dem Cauchy-Kriterium VII-7.3. Die zweite Behauptung folgt aus

B B
/g(a:)dazg/f(x)da:

g
fiir 8 € [a,00) und der Unbeschrinktheit von { [ g(x) dx: § € [a,0)}. O
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KOROLLAR VII-7.7. Es sei f: [a,00) = R, a > 0, und f|, 5 € R([a, 8],R) fiir alle
B € [a,00). Gilt
1
|f(z)] < —, fireins>1
xs

fiir alle © > 29 > a, dann ist [ f(z) dz absolut konvergent. Ist bild f C R und gilt
1
0<— < f(z), fireins<l1
xS
fiir alle > xg > a, dann ist faoo f(z) dx divergent.

Die manchmal recht mithsamen Abschétzungen bei der Anwendung des Vergleichs-
kriteriums kann man u.U. auch umgehen:

THEOREM VII-7.8 (Grenzwertkriterium). Es seien f,g: [a,00),R und f|.g), 90,3 €
R([a, 5]),R) fiir alle p > a. Dariiber hinaus gelte f(z) > 0 und g(z) > 0 fir alle

x € [a,00). Es existiere

i) Gilt p € (0,00), dann sind [ f(z)dx und [ g(x)dz beide konvergent oder
beide divergent.

ii) Gilt p=0 und existiert [ g(x)dx, dann existiert auch [ f(x)dx.

ii) Gilt p= oo und divergiert [ g(x)dx, dann divergiert auch [~ f(x)dx.

BEWEIS. i) Es gibt ein £ > a so, daB fiir alle x > ¢ die Abschétzung

Lo(a) < J(@) < Lolw)

gilt. Die Behauptung folgt nun aus dem Vergleichskriterium.
ii) Es gibt ein £ > a so, daf fiir alle x > £ die Abschitzung
0< fz) < g(x)
zutrifft.
iii) In diesem Falle gilt fiir alle hinreichend grofien = die Abschitzung

1 <g(z) < f(z).
O
Ersetzt man im Grenzwertkriterium f durch |f|, erhdlt man natiirlich ein Kriterium
fiir die absolute Konvergenz des uneigentlichen Integrals. Wir betonen noch einmal,

dafl analoge Kriterien auch fiir die {ibrigen Typen von uneigentlichen Integralen gel-
ten.

BeispieEL VII-7.9 (Eulersches I'-Integral).

o0

['(s) = /$81€I dx, s>0.
0
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Da beide Grenzen kritisch sind, spalten wir das Integral auf in

1 o)
[(s) = /xSIe“” da:—l—/xSlex dx.
0 1

Fiir das erste Integral verwenden wir die Vergleichsfunktion g(x) = 2°~!. Nach Bei-
spiel VII-7.2 existiert fol 2*~ 1 dz genau fiir s > 0. Mit f(z) = 25" te™® ergibt sich

Nach dem Grenzwertkriterium existiert fol 5 te™® dx genau fiir s > 0. Fiir das zweite

Integral verwenden wir die Vergleichsfunktion g(x) = e~2 (um das mégliche Anwach-
sen von z + r*! zu kompensieren). Wir erhalten nun

s—1_—x
p = lim @ = lim roe o lim 25 'e™2 = 0.
T—00 g(x) T—00 €7$/2 T—00

Aus der Konvergenz von floo e~ 2 dx folgt daher mit Satz VII-7.8 die Existenz von

[z~ le ™ da (sogar fiir alle s € R). Somit existiert I'(s) genau fiir s > 0. Als Ubung

beweise man
o

Vn e N: T'(n) = /:E”_le_x dx = (n— 1)
0

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale 148t sich in manchen Féllen bequem die Konvergenz
unendlicher Reihen nachweisen:

THEOREM VII-7.10 (Integralkriterium). Es sei f: [1,00) — R monoton fallend und
f(z) > 0 fiir alle x € [1,00). Die unendliche Reihe

> fn)

konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral
[t
1

BEWEIS. Da f monoton fallt, ist f|n g € R([1,5],R) fiir alle 5 > 1. Ferner gilt
fiir alle k£ € N die Abschétzung

existiert.

k+1

fl+1) < / fla)dr < F(k).

k
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Durch Addition folgt

n n—1

Zf(k)é/f@c)d:cs f(k), neN.

k=2 1 k=1

Bezeichnet S, die n-te Partialsumme der Reihe Y., f(k) erhélt man

sa—ﬂns/VWst&q,
E%/S Sh+h n € N.

Existiert [ f(z)dx, ergibt sich aus
1

S, < f(1 /f Ydr < f(1 /f

die Konvergenz der Folge (S,) aus dem Monotoniekriterium. Divergiert hingegen
f1 x)dz, ist wegen

/nf(x) de < S,_1

auch die Reihe Y o | f(k) divergent. O

BEISPIEL VII-7.11. ">, m konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.
Die Abbildung z — f(z) = L(Inz)™* erfiillt fir # > 2 die Voraussetzungen des
Integralkriteriums. Substitutiert man g(z) = Inz, erhilt man

n Inn
dz dt 1
= [ - = Inn)' = — (In2)"~* 1.
il e I R U R
2 In2
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Fiir s > 1 folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals

70 dz
x(lnx)s’
2

fiir s < 1 dessen Divergenz. Fiir s = 1 ergibt sich wegen

n Inn

/ de [ dt_ In(lnn) — In(In 3)

zlnx t
3 In3

ebenfalls die Divergenz des uneigentlichen Integrals. Dies zeigt die Behauptung.

Da uneigentliche Integrale durch einen Grenziibergang definiert sind, bleiben Line-
aritét, Positivitdt und Monotonie erhalten. Der Betrag des Integrals kann aber nicht
mehr gegen die Intervallinge und || f|| abgeschétzt werden. Dies wurde jedoch wesent-
lich im Beweis des Satzes von Arzela-Osgood verwendet. Wir zeigen nun, dafl dieser
Satz fiir uneigentliche Integrale nicht mehr gilt:

BeispiEL VII-7.12. Es sei (f,) C C(R) gegeben durch
n
fult) = 55 wE€RneEN

Es gilt lim, ., f, = 0 gleichméaflig auf R. Fiir jedes f, existiert das uneigentliche
Integral

oo o0

/ / dt oo
n+x2 1+ 2

0 0

Es gilt also nicht lim,,_, f fo(z)de = f lim,, o0 fn(x) dx

8. Parameterabhingige uneigentliche Integrale

Wie bei Funktionenreihen spielt bei parameterabhéngigen uneigentlichen Integralen
die GleichméBigkeit der Konvergenz eine wesentliche Rolle:

DEFINITION VII-8.1. Es sei f: I x D - K, I = [a,00), D C R. Fliir alle 8 € [a,o0)
und fiir alle t € D sei flg(-,t) € R([a, B],K).

[ f(z,t) dv heifit gleichmifig konvergent (auf D) /(D:)f
B
Ve > 03¢ € [a,00) Vo, > EVE € D: | [ f(x,t)dz| < e.

Eine offensichtlich hinreichende Bedingung fiir gleichméflige Konvergenz des un-
eigentlichen Integrals ist die Existenz einer beziiglich ¢ gleichméfBigen Majorante
g: la,00) — R. Gilt also fiir alle = € [a,00) und fiir alle t € D

[f(z,t)] < g(x),
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und existiert faoo g(x)dz, dann ist faoo f(z,t) dx gleichméBig konvergent. Dies folgt
unmittelbar aus der Abschitzung (o < f)

B B
’/f(l’,t)dl’! S/g(:z;)dyc

BEISPIEL VII-8.2. [* Lexp((—t+i)z)dx, a > 0,t > 0. Fiir ¢ > ¢ > 0 ergibt sich
aus |1 exp((—t+i)z)| < 2% die gleichméBige Konvergenz auf [¢, 00). Wir dehnen nun
die GleichméBigkeit der Konvergenz auf ¢ > 0 aus. Durch partielle Integration erhélt
man fira <u <o

/ 1 ( t+i)x dr = 1 1 6(7t+i)x|” + i 1 6(7t+i)x dr.
x r —t+1 u x2 —t+i

u u

(=07 — ¢=t < 1 fiir ¢ > 0, ergibt sich die Abschitzung

Wegen || <1 und |e

\/ie(m)xdw\ <= 4-= —l—/—dx—

und damit die gleichméflige Konvergenz fiir ¢ > 0. Durch Zerlegung in Real- und
Imaginérteil folgt dann die gleichméfiige Konvergenz der reellen Integrale

[e.9] o0

coszT _ sinx _
/ e dx und/ e dr, a>0,

T T
a a

auf t > 0. Da z — % stetig nach 0 fortgesetzt werden kann, ist sogar
sin x

/ —tx dI

0

THEOREM VII-8.3. Fir f € B(I x D,K), I =[a,0), D = [c,d] C R, gelte

i) faoo f(z,t)dz sei gleichmdfig konvergent auf D,
i) Ve e I: f(z,-) € C(D,K).
Dann ist die Abbildung F: D — K, definiert durch

= 7f(x,t) dx

gleichméBig konvergent auf [0, 0o).

stetig auf D.
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BEWEIS. Es sei typ € D. Fiir a € [a, 00) betrachten wir

|F(t) = F(to)| = I]of(fﬂ,t)dfﬂ—]of(ﬂf,to)dxl
< \/af(ﬂfat)dﬂi—/af(x,to)dﬂ+|7f(x7t)d$|+|7f(x,to)df€!-

Wegen der gleichméfligen Konvergenz von faoo f(z,t)dx fir t € D gibt es zu e > 0
ein £ > a derart, daf fiir alle £ < o < oo und fiir alle t € D

|/f(ac,t) de| < .

Wir fixieren nun ein derartiges «. Auf [a,a] erfiillt f die Voraussetzungen von
Satz VII-6.1. Also gibt es ein § > 0 so, daB |t —tp| < d und t € D

|/f(x,t) dx—/f(a:,to)d:c| <

nach sich zieht. Insgesamt erhélt man daher fur [t — ¢y] < d und t € D
|F(t) — F(to)| < 3e.

THEOREM VII-8.4. Fiir f € B(I x D,K), I =[a,0), D = |, 5] C R, gelte

) faoo f(z,t)dx sei gleichmdfig konvergent auf D,
i) Vt e D: f(-,t) € C(I,K),
iii) Ve € I: f(x,-) € C(D,K).

oo B
Dann konvergiert das uneigentliche Integral f [ f(x,t)dt] dz und es gilt

//fxtdxdt //fxtdt

BEWEIS. Nach Satz VII-8.3 ist ¢t — [ f(x,t)dx stetig auf D. Somit existiert

B oo
das iterierte Integral [[[ f(z,¢)dxz]dt. Es sei ¢ > 0 beliebig gewihlt. Wegen der

gleichméBigen Konvergenz von [ f(x,t) dz gibt es ein £ > a, so daB fiir alle u > ¢
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und ¢t € D die Abschétzung

’/f(llf,t)dm—/f(as,t)dx|<€

zutrifft. Damit ergibt sich die Ungleichung

|/ﬁ[]of(%t)dm]dt—i[if(x,t)dm]dﬂ
S/B\]Of(x,t)dx—/uf(:c,t)dx\dtgg(ﬁ_a)_

Auf Grund der Voraussetzungen an f kann man in ff L[ f(z,t) dz] dt nach Satz VII-
6.5 die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhélt fiir alle v > &

}//fxtdxdt //fxtdtdx|<5 — ).

Daraus folgt die Behauptung. 0

THEOREM VII-8.5. Fiir f: I x D - K, I = [a,00), D = [a, ] C R, gelte:
i) Es existiere foof z,a)d,
ii) Es existiere 2 (% I xD—K,
) % € B(I x D,K),
iv) Vt € D: %L(-,t) € C(I,K),
) Vo eI af( ) € C(D,K),
vi) [ 8f(:lc t)dz sei gleichmdflig konvergent auf D.

- 7 Fla,t) do

fiir allet € D, F ist differenzierbar auf D und es gilt

Dann konvergiert

F(t) = / g{ (z,t) da.

a

BEWEIS. %{ erfiillt die Voraussetzungen von Satz VII-8.4 auf I x [a, y] fiir alle y €

D. Somit konvergiert fiir alle y € D das uneigentliche Integral [ Zj%’: (x,t)dt] dx
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und es gilt

(%) /‘/ (a,t) da] dt = / /

Fiir festes € I ist %(z, ) € C(D,K). Nach dem Hauptsatz VII-4.3 folgt daher fiir
alle y € D

yaf

E(mvt) dt = f(a:,y) - f(I,Oé).

o

Wegen der Konvergenz von faoo f(z, @) dx ergibt sich damit aus (%) die Konvergenz

von [ f(x,y)dz und

:7f(x,y)dx:7Of(x,a)dx+/y[7€;—{(x,t)dx} dt, yeD.

erfullt auch die Voraussetzungen von Satz VII-8.3. Also ist ¢ +— f (x,t) dx stetig
auf D. Der Hauptsatz VII-4.3 sichert daher die leferenmerbarkelt von F auf D und

F@:/Z(wm.

a

BEeispiEL VII-8.6. 1) Wir betrachten das komplexe uneigentliche Integral

/e(_1+“)x dr = —;,, teR.
-1+t
0
Dies folgt aus
B
. —B itp
/e(—l—‘rzt):pdl,: e ¢ __ 1 _
-1+ -1+t

0
Durch Aufspalten in Real- und Imaginérteil ergibt sich

o0 [e.9] [e.o]

4 14t
/e(lﬂt)m dr = /e”” costx dr + i/em sintr dr = i,
1+ ¢2
0 0 0
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und damit die reellen uneigentlichen Integrale

o)

B 1
/e Tcostx dr =
1+ t2

(%)

0 , teR.
t
e *sintr de = ——
1+ ¢2
0

Aus [e(71F2) < e7® (t,z) € [0,00) x R, folgt die gleichmiBige Konvergenz der
uneigentlichen Integrale. Wir schranken nun ¢ auf D = [0, 1] ein. Die Abbildung
f:[0,00)x D — R, f(x,t) = e " costa, erfiillt die Voraussetzungen von Satz VII-8.4.

Somit existiert )~ fol e % costx dt] dr und es gilt

1 o) 0 1
/ [/e‘x costx dm} dt = / [/6_”’ costx dt} dx.
0 0 0 0

Auf der linken Seite erhélt man mit (x)
1

/ dt tan 1 tan0 = ~
— arctan 1 — arctan = —
1+1¢2 4’

0
auf der rechten Seite kann man das innere Integral ausfiihren:

fe’e) 1 o)

/[/e‘x costx dt} dr = /e_xsmxdﬂ
T

0 0 0

(Man beachte, dafl der Integrand stetig nach x = 0 fortgesetzt werden kann). Insge-
samt wurde also gezeigt

[e.9]

sinx T
- dr = —.
/ ¢ T o 4
0
2) Fiir t > 0 definieren wir die Abbildung F' durch

F(t) = /emsmx dx.

T
0

Die Existenz von F'(0) wurde in Beispiel VII-7.4 nachgewiesen, fiir ¢ > 0 kann man
wie in Beispiel 1) argumentieren. Dort wurde auch

gezeigt. Wir setzen f: [0,00) x [0, 1] — R fest durch

e Sinw

[z ) =e ,

X
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und erhalten

of

—(z,t) = —e “sinz.

ot
Fiir jedes t > 0 ergibt eine einfache Rechnung wie in 1)(x) das uneigentliche Integral

[e.o] [e.o]

af _ —tx _: _ _1
/E(ﬂ%t)dx——/e sinxdr = T

0 0

welches gleichméBig fiir ¢ € [a, 1], a € (0,1] konvergiert. Somit erfiillt f sdmtliche
Voraussetzungen von Satz VII-8.5 auf [0, 00) X [«, ] fiir alle a € (0, 1]. Daher ist F
auf (0, 1] differenzierbar und es gilt

Folglich ist mit einer Konstanten ¢ € R
F(t) = —arctant + c.

Der Wert von ¢ ergibt sich aus

zu

Fiir alle ¢ € (0, 1] gilt daher
F(t) = g — arctant.

Nach Satz VII-8.3 ist F stetig auf [0,1], soferne [ f(x,t) dz gleichméBig auf [0, 1]
konvergiert. Nehmen wir dies vorerst an, kann man auf F'(0) = 7 schlieflen. Also gilt

o0
sinx T
der = —.
T 2
0

Fiir den Nachweis der gleichméffigen Konvergenz von fooo f(z,t)dzx fir t € [0,1] be-
merken wir, daf es geniigt, die uneigentlichen Integrale [ f(z,t) dz zu betrachten.
Integrieren wir partiell und beachten

1
-tz L3 : —tx
e sinxdr = ———|tsinx 4 cosx|e ",
/ 1+t2[ ]
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erhalten wir

B
. 1 —tx 1 1

/e_msﬁxdm:—gle_i_ " [tsinx+cosx]’f_ 1+t2/;6_m[tsinx—l—cosx] dx
/ 1

1 e et :

:_Bm[tsmﬁ—i—cosﬁ]—i—m[tsml—l—cosl]
B
1 / 1 ~t5ft sin gz + 1d
- —e sinz + cos x| dx.
1+1¢2 ) 22

1

Der erste Term auf der rechten Seite kann gleichméBig in ¢ € [0, 1] durch % abgeschétzt

B
werden. Ebenso kann das Integral durch 2 [ I% dx beschréankt werden. Daraus folgt
1

die gleichméfiige Konvergenz von floo e‘t“i% dx fir t € [0, 1].



