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KAPITEL VII

Integralrechnung

Historisch wurzelt der Integralbegriff in der Ermittelung von Flacheninhalten. Aber
auch physikalische Problemstellungen fiihren auf Probleme der Integralrechnung: Et-
wa die Berechnung des zuriickgelegten Weges wihrend einer Zeitspanne [a, b], wenn
man die Geschwindigkeit v als Funktion der Zeit kennt. Besonders einfach ist die
Losung dieses Problems, wenn die Geschwindigkeit auf jedem Intervall [t;_q,t;],
tr=a<t1 < ---<ti_1<t;<---<t, =0, einen konstanten Wert v;, 1 =1,...,n
annimmt. Da der bei konstanter Geschwindigkeit v; wihrend der Zeitspanne ¢; —¢;_;
zuriickgelegte Weg durch v;(t; — t;_1) gegeben ist, ergibt sich fiir den gesamten Weg
der Ausdruck Y, v;(t; — t;_1). Dies ist ein Beispiel eines besonders einfachen Inte-
grals. Selbstverstindlich geniigt es nicht, sich auf einen derart engen Integralbegriff
zu beschranken. Wir zeigen im folgenden, wie man das Integral von stiickweise kon-
stanten Funktionen wie oben auf eine fiir die Praxis ausreichend reichhaltige Klasse
von Funktionen systematisch ausdehnen kann.

Notation: In diesem Kapitel bezeichnet I stets das abgeschlossene, beschriankte In-
tervall [a, b] C R. Diese Voraussetzung wird im Folgenden daher nicht mehr gesondert
ausgewiesen. Wir erinnern an die Norm von f € B(1,K)

Al = sup{[f(z)]: = € I},

das ist die Norm von f. Die gleichméfige Konvergenz einer Folge von Funktionen
(fn) gegen f werden wir durch f,, = f andeuten. Mit K bezeichnen wir den Korper
der reellen oder komplexen Zahlen.

1. Treppenfunktionen, Regelfunktionen

Wir prézisieren vorerst die Klasse der stiickweise konstanten Funktionen, welchen auf
anschauliche Weise ein Integralwert zugeordnet werden kann.

DEerFINITION VII-1.1. Es sei f: I — K und n € N.
i) Z ={xo,x1,...,2,} heifit Zerlegung von I B:)fa =rp <1 << T, =>.
€

|1Z| == max{z; —x;_1 1 x; € Z,i = 1,...,n} heifit Feinheitsmaf der
Zerlegung Z.
ii) f heifst Treppenfunktion ﬁf es gibt eine Zerlegung Z2 = {xo,x1,..., 25}
€

von I und Zahlen c;, i =1,...,n, derart, dafy f|z,_, 2,) = G,
iii) T(I,K) :={f: I — K ist eine Treppenfunktion}.
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188 VII. INTEGRALRECHNUNG

Eine Treppenfunktion nimmt nur endlich viele Werte an, somit gilt trivialerweise
T(I,K) C B(I,K).

Da f auf I definiert ist, sind natiirlich auch die Funktionswerte von f(z;),7 =0,...,n,
festgelegt. Sie sind aber im Folgenden ohne Bedeutung. Verschiedene Zerlegungen Z
von [ konnen zur gleichen Treppenfunktion f fithren, z.B. wenn man noch weitere
Teilpunkte in eine Zerlegung einfiigt. Dies ist zweckméBig etwa beim Nachweis, daf3
fir f,g € T(I,K) auch f + g € T(I,K) gilt. Bezeichnet man mit Z; bzw. Z, den
Treppenfunktionen f bzw. g zugrundeliegenden Zerlegungen von I, und mit Z jene
Zerlegung, in der sdmtliche Teilpunkte von Z; und Z, vorkommen, d.h. Z ist eine
Verfeinerung von Z; und Z,, dann sind sowohl f als auch g und damit auch f +g
(aber auch fg) auf den Teilintervallen von Z konstant. Da natiirlich Af € T(/, K) fiir
f € T(,K) und A € K gilt, ergibt sich, dafl T(/,KK) ein (komplexer) Vektorraum ist.
Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dafl man auf J(/,K) in naheliegender
Weise einen Integralbegriff erklaren kann. Um zu verstehen, auf welche Funktionen
sich dieser Integralbegriff erweitern 148t, ist es notwendig zu untersuchen, welche
Funktionen als gleichmdfige Grenzwerte von Treppenfunktionen darstellbar sind. Dies
trifft beispielsweise fiir stetige Funktionen zu.

THEOREM VII-1.2. Es sei f € C(I,K). Dann gibt es eine Folge (t,) C T(I,K), die
gleichmapig gegen f konvergiert: lim, o || f — t.|| = 0.

BEWEIS. Wegen der Kompaktheit von [ ist f gleichmifBig stetig, d.h.
() Ve > 030 =d(e)Va,yel: |z —y|<d=|f(x)— fly)| <e.

Esseie > 0 und 6 durch (%) gegeben. Wir withlen eine Zerlegung Z = {xo, ..., x,} mit
Feinheitsmaf | Z] < 6 und definieren eine Treppenfunktion ¢., indem wir §; € [x;_1, ;)
beliebig wéhlen und

) = f(fl), S [l’i,1,$i), 1= 1,...,7’L,
te(z) {f(b)’ L

festsetzen. Da jedes x € I in genau einem der Intervalle [x; 1,2;), i = 1,...,n, liegt
(oder x = b gilt), folgt mit |§; — x| < & aus (x) fiir z # b

[f () = t=(2)] = [f(x) = f(&)] <&,
(fiir x = b erhélt man |f(b) — t.(b)| = 0) also
If =t <e

LBt man nun ¢ eine Nullfolge durchlaufen, etwa (+), erhélt man eine Folge (t,) C
T(I,K) mit

1
||f_tn|| < )
n

d.h. (¢,) konvergiert gleichméfig gegen f. O
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Auf die Kompaktheit von I kann nicht verzichtet werden: es ist nicht moglich, die
stetige Funktion z — % auf (0, 1) gleichméfig durch eine Folge von Treppenfunktionen
7ZU approximieren.

Der Beweis zeigt, wie man vorgehen muf}, wenn man zu einer gegebenen stetigen
Funktion f eine approximierende Folge von Treppenfunktionen (¢,) konstruieren soll.
Aus der Definition VII-1.1 geht hervor, dal Treppenfunktionen alle sinnvollen links-
und rechtsseitigen Grenzwerte besitzen. Diese Eigenschaft iibertriagt sich auch auf die
gleichméfligen Grenzwerte von Treppenfunktionen.

THEOREM VII-1.3. Die Abbildung f: I — K werde gleichmdifig durch eine Folge
(tn) C T(I,K) approximiert. Dann besitzt f an jeder Stelle — wo dies mdaglich ist —
sowohl den rechtsseitigen als auch den linksseitigen Grenzwert.

BEWEIS. Wir zeigen nur die Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes f(z™) fiir
x € [a,b) und iiberlassen den entsprechenden Nachweis fiir f(z~) dem interessierten
Leser. Dazu betrachten wir eine beliebige Folge (z,) mit z, > £ und lim,,_,, =, = £.
Es geniigt zu zeigen, daf3 ( f (:vn)) eine Cauchyfolge ist. Wir wéhlen ¢ > 0. Nach
Voraussetzung gibt es einen Index V. und eine Treppenfunktion ¢y, mit || f—tn.|| < €.
Somit gilt

|f(z) —tn.(2)| <e, fiir alle x € I.
Die Treppenfunktion ¢y, besitzt den rechtsseitigen Grenzwert in z = £. Folglich exi-
stiert d = (e, &) > 0 mit
ltn. (2) — tn.(y)] <€, fur alle z,y € (£, +9).

Insgesamt ergibt sich daher fiir solche x,y

() f@) = fW)l < [f(@) = in.(@)] + [tn. (2) — tn. (W) + [in.(y) — f(y)] < 3e.
Da (z,) gegen & konvergiert, gibt es einen Index N(e), sodaB z,, € (&, + ) fiir alle
n > N(e) zutrifft. Fiir n, m > N(e) gilt dann wegen (x)

[f(2n) = fam)| < 3¢

Somit ist ( f (ZEn)> eine Cauchyfolge und besitzt wegen der Vollstandigkeit von K einen
Grenzwert L. Man iiberzeuge sich, daf§ L unabhéngig von der Wahl der approximie-
renden Folge (z,,) ist. Es folgt L = f(£1). O

DEeFINITION VII-1.4. Es sei f: 1 — K.
i) f heifft Regelfunktion ﬁle(t”) C J(I,K): lim, oo t, = f, glm.
€

i) R(L,K) :={f: I = K, f ist Regelfunktion }.

Satz VII-1.3 zeigt, daf eine Regelfunktion nur Unstetigkeiten 1. Art aufweisen kann.
Diese fiir Regelfunktionen notwendige Bedingung ist auch hinreichend.

THEOREM VII-1.5. Besitzt f: I — K diberall den links- und rechtsseitigen Grenzwert
(wo dies mdglich ist), dann ist f eine Regelfunktion.
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BEWEIS. Es sei ¢ > 0 gegeben. Fiir alle £ € [a, b] gibt es nach Voraussetzung eine
Umgebung K (€, d¢), ¢ > 0, mit folgender Eigenschaft:

(x)  Veyel:(zye(&E+8)Vaye(—0:,8)=|f(x)— fly)<e

Die Familie {K(£,0¢): ¢ € I} bildet eine offene Uberdeckung von I. Da I kompakt
ist, geniigen bereits endlich viele dieser Umgebungen, etwa K (&;,0;), i =1,...,k, um
I zu iiberdecken. Die Punkte & und die Endpunkte der Intervalle K(¢;,d;) denken
wir uns der Grofle nach geordnet und erhalten dadurch eine Zerlegung Z:

a=To <21 < <z, =0

Aus jedem offenen Intervall (x;_1,z;) wihlen wir einen Punkt z; und definieren t. €
T(I,K) durch

flx;), x=ua 1=20,...,n.

ts(x> - {f(ZZ), "e (:Ciiljxi)’ L= 1’ - n,

Fiir alle x € I gilt dann

f(z) —t(2)] <e.
Dies ist trivialerweise richtig fiir + = z;. Zu jedem anderen z gibt es genau einen
Index j und mindestens einen Index 1 < ¢ < k mit = € (z;_1,x;) C K(&,d). Dies
ist trivial, falls 2;_; oder z; mit einem der Mittelpunkte & iibereinstimmt. Im Fall
xj_1 = & — 0y oder x; = &+ 0, folgt zwangslaufig § > x; bzw. § < z;_;. Andere Fille
kann man analog behandeln, problematisch ist lediglich die Situation x;_; = &, + d,
und z; = & — 9, mit 1 < r,s < k. Dann muf es ein weiteres Intervall K (&, d,) mit
(zj_1,2;) C K(&,0) geben, da andernfalls I | J*_, K(&,,0,) verletzt wiire.
Da somit (z;_1,z;) entweder links oder rechts von & liegt, folgt aus (x)

|f(z) —te(z)| = [f(z) — fz))| <e.
L#aBt man ¢ eine Nullfolge durchlaufen, erhélt man eine Folge (t,,) mit lim,,_, ¢, = f,
glm. 0

Kombiniert man die Séatze VII-1.5 und VII-1.3, ergibt sich folgende Charakterisierung
von Regelfunktionen.

THEOREM VII-1.6. Es sei f: I — K. Aquivalent sind
(1) f ist eine Regelfunktion,
(2) f besitzt dberall den links- und rechtsseitigen Grenzwert (wo dies moglich
ist).

Ist f: [a,b] — R monoton, dann existiert fir alle x € (a,b] der rechtsseitige Grenz-
wert, fiir alle x € [a,b) der linksseitige Grenzwert und es gilt fiir monoton fallende
Funktionen

f(x™) = inf f(s), bzw. f(x7) = sup f(s).

§>T s<x

Monotone Funktionen sind also Regelfunktionen.
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Sind f, g Regelfunktionen, folgt aus Satz VII-1.6, dafl auch f + g bzw. A\f fiir A € K
Regelfunktionen sind. R(1,K) ist somit ein Vektorraum. Es gilt

R(I,K) € B(I,K).

THEOREM VII-1.7. Jede Regelfunktion f: I = |a,b] — K besitzt hichstens abzihlbar
wiele Unstetigkeiten.

BEWEIS. Es sei (t,) C T(I,K) eine approximierende Folge von Treppenfunktio-
nen, d.h. es gilt f = lim, .. t, glm. auf /. Jede Treppenfunktion ¢, ist stetig, aus-
genommen auf einer héchstens endlichen Menge A,, C I. Somit ist ist A := )~ A,
abzihlbar. Da jede Treppenfunktion ¢, auf I\ A stetig ist, folgt aus Satz IV-3.6, daf§
auch f auf I\ A stetig ist. O

Abschlieflend zeigen wir, dafl R(I,K) gegeniiber der Bildung gleichméfiger Grenz-
werte abgeschlossen ist:

THEOREM VII-1.8. Es sei (fn)n>1 C R(I,K) und f, = f. Dann ist f eine Regel-
funktion.

BEWEIS. Es sei € > 0 gegeben. Zu jedem f,, existiert t,. € T(I,K) mit
5

n—tn | < =.

1 =t ]l < 5

Zu ¢ > 0 gibt es nach Voraussetzung einen Index N(e) mit || f — fu| < § fiir alle
n > N(g). Somit folgt fiir alle n > N(¢)

1f = ol < A1 = full + 1S = tncll < e

Somit kann auch f durch eine Folge von Treppenfunktionen gleichméfig approximiert
werden und ist daher selbst eine Regelfunktion. U

2. Das Cauchy Integral

Esseit € T(I,K) und Z = {xg, 21, ..., x,} eine zu ¢ passende Zerlegung von /. Ferner
bezeichnen wir mit ¢; den Wert von ¢ auf (x;_1,x;), i = 1,...,n. Wir definieren die
Abbildung J: T(/,K) — C durch

I(t) = crlwe — zp).

Der Wert von J(¢) konnte moglicherweise nicht nur von ¢, sondern auch von der jewei-
ligen Zerlegung Z abhédngen. Tatséchlich ist dies aber nicht der Fall: Man iiberzeugt
sich davon, indem man sich vorerst iiberlegt, dal sich J(¢) nicht &ndert, wenn man
einen Teilpunkt in Z einfiigt, oder einen (redundanten) Teilpunkt von Z, in dem ¢
stetig ist, weglafit. Es seien nun ¢ eine Treppenfunktion und Z;, i = 1,2, zwei nach
Definition VII-1.1 zugeordnete Zerlegungen von I. Wir bilden die Zerlegung Z5, in
welcher sdmtliche Teilpunkte von Z; und Z5 nach der Grofle geordnet auftreten.
Ferner sei J;(t) der Wert der Summe, wenn man der Berechnung die Zerlegung Z;
zugrundelegt, ¢ = 1,2, 12. Man kann nun der Zerlegung Z; bzw. Z5 schrittweise einen
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Teilpunkt hinzufiigen, ohne dafl sich der Wert von J;(t), i = 1, 2 verdndert. Nach end-
lich vielen Schritten ist man schliellich bei der Zerlegung Z;5 angelangt und erhélt

jl(t) = jlg(t) = jQ(t)
Somit ist folgende Definition sinnvoll:

DEFINITION VII-2.1. Es seit € T(I,K) und Z = {xo,...,x,} eine Zerlegung von I.

Ferner seien ¢; € K, i =1,...,n, die Werte von t auf (z;_1,x;).
I(t) = ch(xk — Tp_1)
k=1

heifit (bestimmites) Integral von t. Man schreibt auch

I(t) = /bt: /bt(:c)d:c

und nennt t Integrand, a die untere und b die obere Integrationsgrenze.
BEISPIEL VII-2.2. Wir betrachten die Abbildung (fiir festes n € N)
1
t(x) = =[nx], z€][0,1].
n

(vgl. Beispiel IV-3.2). ¢ nimmt auf [£, %) den Wert ¢ = £ an, k = 0,...,n — 1.
Eine zu t passende Zerlegung von [0, 1] ist die dquidistante Einteilung

n—1

k
I<—< "< =<+ < <1,
n n n
d.h.:1:1-:%,i:O,...,n,undci:%,izl,...,n.Somitfolgt
n . n n—1
Zz—l 1 1 , 12, nn—1) 1n-1
jt: ¢ — = — —1 = — = — = — .
*) ~ n n n? z‘1(l ) n? i:oZ n2-2 2 n

Wir zeigen nun, daf§ J: T(/,K) — K eine lineare Abbildung ist:

THEOREM VII-2.3. Fir alle f,g € T(1,K), I = [a,b], und fir alle A € K gilt

(1) I(f +9) =3(f) +I(g),
(2) I(Nf) = AI(f).

BEWEIS. Fiir den Beweis von (1) bildet man die Zerlegung Z, in der alle Teil-
punkte der zu f und zu g gehérenden Zerlegungen auftreten. Dann sind sowohl f als
auch g konstant auf den Teilintervallen von Z. Die Behauptung (1) ist nun evident.
Die Behauptung (2) folgt unmittelbar aus der Definition von J. O

THEOREM VII-2.4. 1. Es sei f € T(I,R) und f(x) > 0 fir alle x € 1. Dann ist
I(f) >0 (d.h. I ist eine positive lineare Abbildung).

2. Es seien f,g € T(I,R) und f(zx) > g(x) fir alle x € 1. Dann ist I(f) > I(g) (d.h.
J ist eine monotone lineare Abbildung).
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3. Fiir alle f € T(I,K) gilt

PIHI<IADE und IO < £ = a).
Somit folgt I € L(T(I,K),K).

BEWEIS. Die Aussage 1. liest man unmittelbar aus der Definition ab und 2. folgt
aus 1.
ad 3. Es sei Z = {xy,...,2,} eine zu f gehorige Zerlegung von I und ¢; der Wert von
f auf (x;_1,2;). Aus

il <sup{|f(2)]: z eI} =]fl, i=1,...,n,
folgt

’<Z|Cz Ty — Tj—1 <||f||(b—a)

O

Neben der Additivitat beziiglich des Integranden hat das Integral auch eine Addi-
tivitdatseigenschaft beziiglich des Integrationsintervalls: Dazu bemerken wir, dafl die
Einschrankung einer Treppenfunktion f € T(I,K) auf ein beliebiges Teilintervall
J C I wieder eine Treppenfunktion ist, die wir der Einfachheit halber wieder mit f
bezeichnen:

THEOREM VII-2.5. Es sei f € T(I,K) und c € I. Dann gilt

/Cf(x)dx+/bf(m)dx:/bf(x)dx

BEWwWEIS. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar indem man den Punkt ¢ in die
Zerlegung aufnimmt, welche fiir die Berechnung von fab f(x)dx verwendet wird. [

Die Beschrianktheit von J ermoglicht es, die Definition des Integrals von T(1,K) auf
R(I,K) zu erweitern: Dazu betrachten wir eine Regelfunktion f und eine Folge von
Treppenfunktionen (t,), welche gleichméfig gegen f konvergiert. Es folgt

[9(tn) = I(tm)| < (0= a)ltn = tm]-
Wegen der GleichméBigkeit der Konvergenz von (t,,) ist fiir alle x € I die Folge (t,,(z))
eine (gleichméBige) Cauchy Folge, d.h. es existiert ein N(¢) € N derart, daf fiir alle
n,m > N(e)

9
tn — | <
It = tmll < 1=

zutrifft. Dies zeigt fiir n,m > N(e¢)

I(tn) = I(tm)| <,

d.h. (I(t,))n>1 ist eine Cauchy Folge in K und somit konvergent. Es liegt nahe
I(f) = lim I(t,)
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zu setzen. Diese Definition ist sinnvoll, soferne gezeigt werden kann, dafi lim,, . I(¢,,)
unabhéngig ist von der jeweiligen Folge (¢,), welche gegen f konvergiert: Es gelte
also fiir zwei Folgen von Treppenfunktionen ¢, = f und s, = f. Zu zeigen ist:
limy, oo I(tn) = limy, 0o I(s,) bzw. lim, o I(t, — s,) = 0. Letzteres ist aber eine
unmittelbare Folge der Beschrénktheit von J

1I(tn — s0)| < (b— a)th - Sn”

und des Faktums lim,, o ||t, — Su|| < limy, oo ||En — f] + limy o0 || f — snl| = 0.
Es ist daher sinnvoll, folgende Definition zu vereinbaren:

DEFINITION VII-2.6. Es sei f € R(I,K) und (t,) C T(I,K) mit t,, = h.
I(f) := lim I(t,) heifst Integral der Regelfunktion f.
n—oo

Fiir das Integral I(f) schreibt man auch

I(f) = /b f= /b f(z)da.

Wegen T(I,K) C R(I,K) kann man fiir f € T(/, K) die konstante Folge t,, = f,n € N,
zur Approximation verwenden. Da der Grenzwert J(f) unabhéngig von der approxi-
mierenden Folge von Treppenfunktionen ist, ergibt sich, dal das Integral gemafl De-
finition VII-2.6 auf T(/, K) mit dem Integral gem#f Definition VII-2.1 iibereinstimmt.
Durch Definition VII-2.6 wird also der Integralbegriff aus Definition VII-2.1 von
T(1,K) auf R(I,K) fortgesetzt. Satz VII-1.6 kann nun als notwendige und hinrei-
chende Integrabilitdtsbedingung betrachtet werden: Die Klasse der integrierbaren
Funktionen ist der Vektorraum der Funktionen, fiir welche iiberall (soferne sinnvoll)
rechts- und linksseitige Grenzwerte existieren.

Wir veranschaulichen die Handhabung der Definition an einigen Beispielen:

BEISPIEL VII-2.7. 1) Wir betrachten f(x) = z, z € [0,1]. Da [ stetig ist, ist f
eine Regelfunktion. Als approximierende Folge von Treppenfunktionen kénnen wir
tn(z) = L[nz], n € N, verwenden (vgl. IV-3.2). Nach Beispiel VII-2.2 gilt

und daher
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Auch in diesem Falle konnen wir eine dquidistante Zerlegung Z,, von I verwenden:

_b—a

a=rg<r1<--<x,=0b, x; t+a, 1=0,...,n.

n
Wir setzen

b

eVt relrq,x), t=1,...,n,
tnm:{e o€ ooz

Auf Grund des Beweises von Satz VII-1.2 wissen wir zwar bereits, dafl wegen
lim, o |Z,| = 0 auch ¢, = f gelten mufl. Wir wollen uns von der gleichméBigen
Konvergenz der Folge (t,) jedoch direkt iiberzeugen: Jedes = # b liegt in einem ein-
deutig bestimmten Intervall [x;_y, z;). Es folgt also mit Hilfe des Mittelwertsatzes die
Existenz von §; € (x;_1,x;) mit

f(z) = tu(2)] = " — e[ < e
Fiir x = b ist diese Abschitzung trivialerweise efiillt. Daraus folgt

1f = tall < €%12l.

Als néchstes berechnen wir J(¢,,):

3(t2) = S expla+ 2 (b~ a)

k=1

r— x| < lr— x| < 2.

b—a

n

n n n
k=1 k=1
b—a
_b—CL exp(b—a)—lz n_ (eb_ea) el — et
n exp I”Ta -1 exp b;—a — n—00 ’

wobei lim, o %5 = 1 verwendet wurde.

THEOREM VII-2.8. Fiir alle f,g € R(I,K) und alle A € K gilt

(1) I(f +9) = I(f) +I(9),

(2) I(Af) = AI(f).-

BEWEIS. Es seien (t,), (s,) C T(I,K) mit
t, = f, Spn =2 9.
Dann gilt ¢, + s, € T(I,K) und
tw+s, =2 f+g.
Auf T(I,K) ist J linear, also gilt
Ity + sn) = I(tn) + I(sn)-
Durch Grenziibergang erhélt man
If+g) = T}Lrgoj(tn +8,) = T}Lrgloj(tn) + lim I(s,) =I(f) + I(g).

n—oo

Analog ergibt sich (2). O
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THEOREM VII-2.9. Fir alle f € R(I,K) gilt
PHI<IAFD - wnd 3] < (0= a)ll ]l

BEWEIS. Bezeichnet man mit (¢,) eine Folge von Treppenfunktionen, welche
gleichméBig gegen f konvergiert, folgt die Behauptung aus der Abschétzung

[9(tn)| < (b= a)|[tal] < (b= a)([[tn = fII + [I£1])-
O

Die Satze VII-2.8, VII-2.9 zeigen, dafl die Erweiterung von J eine lineare und stetige
Abbildung R(1,K) — K darstellt. Wir weisen nun nach, daf§ auch die Positivitét
erhalten bleibt.

THEOREM VII-2.10. 1) Es sei f € R(I,R) und f(x) > 0 fir alle x € I. Dann gilt

I(f) > 0.
2) Es sei f € C(I,R) und f(x) >0 fir alle x € I. Ist f(xo) > 0 fir ein 9 € I, dann
ist I(f) > 0.

BeEWwEIs. 1) Es sei (¢,) € T(I,R) eine f approximierende Folge von Treppenfunk-
tionen, d.h. lim, o ||f — .|| = 0, und € > 0. Es gibt also ein N(g) € N, sodaf fiir
alle n > N(e) und fiir alle z € [

to(z) > f(x) —e > —¢
zutrifft. Nach Satz VII-2.4-2) gilt
I(t,) > —e(b—a)

und daher auch I(f) = lim, o, I(t,) > —e(b—a). Da € > 0 beliebig gew&hlt war, gilt
die Behauptung.

2) O.B.d.A kénnen wir zg € (a,b) annehmen. Es sei 6 > 0 so gewdhlt, daB fiir alle
x € (xg—d,z0+0) C 1,

£(2) > 5 () >0

Wir definieren nun die Treppenfunktion

t(x) = {af(%)’ v € (20 — 0,20 +9),

0, sonst,

sodal f(z) > t(x) fur alle z € I gilt. Wegen 1) folgt

1(f) 2 9(0) = 5 F(20)25 > 0.

Eine unmittelbar Folge der Linearitdt und Positivitat ist wieder die Monotonie:
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KOROLLAR VII-2.11. Es seien f,g € R(I,R) und f(z) > g(x) fiir alle z € I. Dann
gilt

I(f) = (g)-
Sind dariiber hinaus f und g stetig und gilt an mindestens einer Stelle xy € I f(z() >
g(xp), dann gilt

I(f) > I(g)-

BEMERKUNG VII-2.12. Geht man den beschriebenen Fortsetzungsprozefl von J und
den Beweis der Sétze VII-2.8 und VII-2.10 noch einmal durch, erkennt man, dafl
weder die spezielle Bedeutung von J — das Integral von Treppenfunktionen — noch
spezielle Eigenschaften von K verwendet wurden. Die Beweise beruhen lediglich auf
den strukturellen Eigenschaften Linearitidt und Beschréankheit (also Stetigkeit) und der
Vollstandigkeit K. Die Konstruktion des Cauchy Integrals kann daher auf Funktionen
f: I — X, X ein Banachraum {ibertragen werden.

THEOREM VII-2.13. Es sei f € R(I,K) und ¢ € I. Dann gilt

/bf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx.

BEWEIS. Zunéchst iiberlegen wir, dafl die Restriktion einer
Regelfunktion auf ein Teilintervall von I wieder eine Regelfunktion ist. Dies folgt
unmittelbar aus der Charakterisierung in Satz VII-1.6. Es sei nun (¢,) C T(/,K) eine
approximierende Folge von Treppenfunktionen. Fiir jedes n € N gilt nach Satz VII-2.5

b c b

/ to(x)dz = / t(z)dx + / t,(z)dz.

a a C

Da natiirlich (t,|(,q) gleichméBig gegen f/},, konvergiert (und analog fiir [c, b]), ergibt
sich die Behauptung aus der Definition des Integrals. O

Es ist zweckmaflig, auf die Voraussetzung a < b zu verzichten und fir a > b zu

definieren
b a
f(x)dx = — [ f(x)dx.
J o]

Es seien nun a, b und ¢ beliebige reelle Zahlen und f: [min(a, b, ¢), max(a, b, c)] - K
eine Regelfunktion. Mit Hilfe dieser erweiterten Integraldefinition gilt kann man sich
von der Giiltigkeit folgender Gleichheit iiberzeugen

/Cf(x) d:er/bf(x) dx:/f(x) .

a
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THEOREM VII-2.14. [2. Mittelwertsatz der Integralrechnung] Es sei f € C(I,R),
g € R(I,R) und g(x) > 0 fiir alle x € I. Dann gibt es eine Zwischenstelle £ € I mit

jf@mme:ﬂaijwx

a

BEWEIS. Wegen der Kompaktheit von I nimmt f nach Korollar ITI-4.3 Maximum
und Minimum an, d.h. es existieren

m=min{f(z): x € [} und M = max{f(z): x € I}.
Somit gilt fiir alle z € T

mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z),

und wegen der Monotonie und Linearitdt des Integrals auch

/‘ m</f M<M/

b b
Falls [g(z)dx = 0, muB auch [ f(z)g(x)dx = 0 gelten und die Behauptung des

b
b [ f(@)g(z)dx
Satzes ist richtig. Es sei nun [ g(z) dz # 0. Dann folgt k = © € [m, M]. Aus
a fg(:v)dx
dem Zwischenwertsatz IV-1.3 folgt nun die Existenz einer Zwischenstelle ¢ € I mit
k= f() 0

Eine eingehende Analyse wiirde zeigen, dafi £ sogar in (a, b) gewahlt werden kann.
Fiir g = 1 ergibt sich als Spezialfall:

KoOROLLAR VII-2.15 (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f € C(I,R).

Dann gibt es ein £ € I mit
b
JEC RG]

b
Deutet man [ f(z)dz (mit f > 0 auf I) als die Fliche zwischen dem Graph von f

und der x—AciLlse, dann ist nach dem 1. Mittelwertsatz diese gleich dem Flacheninhalt
eines Rechteckes mit den Seitenlidngen b — a und f(§):
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1€

3. Stammfunktion

Viele Probleme in Naturwissenschaft und Technik fithren auf die Aufgabe, den Dif-
ferentiationsprozel umzukehren, d.h. zu einer gegebenen Funktion f: I — K eine
Funktion F': I — K so zu bestimmen, daf§ F’ = f gilt.
DEFINITION VII-3.1. Es sei f: I — K. F: I — K heifst Stammjfunktion von f l()z)f
€
(1) F ist stetig.
(2) Es gibt eine hochstens abzihlbare Teilmenge A C I so, daff F auf I\ A
differenzierbar ist mit

F'(x) = f(z), xzel\A

BEeIsSPIEL VII-3.2. Zu jeder Ableitung gibt es eine Stammfunktion (wir lassen in der
folgenden Tabelle die jeweiligen Definitionsbereiche weg):

Funktion f Stammfunktion F' || Funktion f | Stammfunktion F'
f(x) F(x) f(x) F(x)
1 1
¢ -1 etl t
v (e7 =) c+1 cos? x e
1 1
- Inz —5 —cotx
x sin”
T @A) |t 1 ‘
a® (a — — arcsin x
Ina V1 — 22
1 1
expar (a#0)|—-expax T2 arctan
: : . f'(x)
exp ix —1 - expir —= In|f(x
o ()
. f'(x)
cos x sinz ———— larctan f(x
T+ (f@) @
. B = k — k+1
sin cos ;akx kz:%k—le
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Die meisten Lehrbiicher verlangen fiir eine Stammfunktion F' die Differenzierbarkeit
und Identitit F' = f auf ganz I. Bereits einfache Anwendungen in der Technik
erfordern aber einen allgemeineren und flexibleren Begriff der Stammfunktion.

BEeispiEL VII-3.3. Es sei f: R — R gegeben durch

1, 2n<x<2n+1, neZ,

fy =140
—1 sonst.

Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

T —2n, n<zr<2n+1,

F(z) = n € 7.
—rx+2n+2 2n+1<z<2n+2

F(x)

B I I I i
I I I
I I I
051 ! ! ! 051
I I I
I I I
I I I
o | oF
I
I

Wegen der Linearitéit der Differentiation ist klar, daB mit zwei Stammfunktionen F'
und G fiir f bzw.g auch aF'+ 3G, «a, 5 € K, Stammfunktionen von o f + ¢ sind (dabei
wird auch verwendet, daf§ die Vereinigung von zwei abzdhlbaren Mengen abzéhlbar
ist. Trivialerweise ist mit F' natiirlich auch F' 4 «, a € K, eine Stammfunktion von f.
Wir zeigen nun, dafl sich umgekehrt je zwei Stammfunktionen von f hochstens um
eine additive Konstante unterscheiden konnen. Dieses Resultat ist eine unmittelbare
Konsequenz von Korallar V-4.7 falls A = (). Der allgemeinere Fall folgt aus

THEOREM VII-3.4. Es sei f € C(I,K). Ferner gebe es eine abzihlbare Teilmenge
A C I und eine Konstante L > 0 derart, daf gilt

(1) f ist rechtsseitig differenzierbar auf I\ A,
(2) Ve e I\ A: |fl.(z)] < L.

Fiir alle x,y € I gilt dann

|f(x) = f(y)| < Llz —yl,
d.h. f ist Lipschitz-stetig.

BEWEIS. Es sei z < y. Fiir beliebiges € > 0 definieren wir F.: [z,y] — R,

Fe(§) = f(&) = f@)| = (L+e)(§ —x), E€lry],
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und zeigen F.(y) < 0. Daraus folgt fiir ¢ — 0 die Behauptung. Angenommen es wire
F.(y) > 0. Da F.(A) abzéhlbar, [0, F.(y)] aber iiberabzéhlbar ist, mufl es ein v € R
geben mit

0=F.(z) <v < Fe(y) und vy & F.(A).

Nach dem Zwischenwertsatz IV-1.3 gibt es eine Zwischenstelle §, € (z,y) mit
F.(&,) = 7. Somit ist F'({~}) # 0. Wegen der Stetigkeit von F. ist F-'({v}) N[z, y]
abgeschlossen und besitzt ein maximales Element £*. Fiir alle £ € (£*,y) gilt daher

Fe(€) > .
Dann gilt einerseits
Fe(§) — F (&)
£—¢&
andererseits wegen der Definition von F;
p(&) = (€= &)TIFE) = f@) = [fE) = f@)] = (L+e)(€ —x— (£ —2))]
= (€ =&)7HfE) — f@)] = (€)= f@)]) = (L +e)
_ O - 1)
S
Aus v ¢ F.(A) folgt & & A. f besitzt also in £ eine rechtsseitige Ableitung. Wegen
| f2(€*)] < L gibt es also eine rechtsseitige Umgebung (£*,&* + ), § > 0, so, daB

(%) p(§) =

> 0 fiir alle € € (£, ],

S -

|£(§) — (&)l
£—¢&
zutrifft. Dies hat jedoch

< L+¢/2 firallefe (£, +0)

5
p§) < —5 <0
fiir alle & € (¢*,£* 4 §) zur Folge, ein Widerspruch zu (x). O

KoroLLAR VII-3.5. Es sei f € C(I,K), und A C I abzéhlbar. Auf I\ A sei f
rechtsseitig differenzierbar mit f’ () =0, z € I \ A. Dann ist f konstant.

BEWEIS. Setze L = 0 in Satz VII-3.4. [l
Fir Stammfunktionen bedeutet Korollar VII-3.5:

THEOREM VII-3.6. Es seien f: I — K und F,G € C(I,K) Stammfunktionen von f.
Dann ist F' — G konstant.

4. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

In diesem Abschnitt zeigen wir, daf§ die Integration in gewisser Weise die Umkehr-
operation zur Differentiation ist.
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THEOREM VII-4.1. Es sei f € R(I,K) und F: I — K die Abbildung

x— F(x /f xel.

Dann folgt:

(1) F ist Lipschitz stetig auf I,
(2) F ist auf [a,b) rechtsseitig differenzierbar und auf (a,b] linksseitig differen-
zierbar und es gilt

Va € [a,b): F|(z) = f(z™),
Vi € (a,b]: F' (z) = f(z7).

BEWEIS. 1) Da f|(,,] eine Regelfunktion ist, ist /" sinnvoll definiert. Aus Satz VII-
2.13 ergibt sich fiir x,y € I, x < y, die Abschitzung

|F(z) = F(y)| = I]f(t)dt—/yf(t)dtl = I]f(t)dt—]f(t)dt—/yf(t)dtl

=1 [ 10t < 1111y ol

2) Wir fithren den Beweis nur fiir die rechtsseitige Ableitung an x € [a,b). Fiir h > 0
(h so klein, daBB = 4+ h € I) ergibt sich fiir den rechtsseitigen Differenzenquotienten
von F

%(F(m+h) 7hf dt—/f t) dt) 7hf

Zu ¢ > 0 wéhlen wir nun § > 0 so, daf§ |f(t) — f(zT)| < ¢ fur alle t € (z,z + 9)
zutrifft. Damit folgt fiir 0 < h < ¢ mit Satz VII-2.9

1 z+h z+h

5 (Fla 4+ h) — F(a)) ~ ()] = /f ) dt — - _y/ Fla)) di]
z+h ] z+h
/ | f(t) |t < 7 / te(sxligrh) |f(t) — f(aT)|dt < e.

xT

THEOREM VII-4.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
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1) Fiir jedes f € R(1,K), I = [a,b], ist die Abbildung f: I — K,

F@%i/ﬂwﬁ,xeL

eine Stammfunktion von f. Insbesondere ist F' in den Stetigkeitsstellen von f diffe-
renzierbar und es gilt dort

F'(x) = f().
2) Mit einer beliebigen Stammfunktion ® von f gilt

/ﬂﬂﬁz@@—@@)

Fiir die Differenz ®(b) — ®(a) schreibt man auch ®[°.

BEWEISs. 1) Nach Satz VII-4.1 ist F' auf I stetig und in allen Stetigkeitsstellen

von f gilt
Fi(x) = f(z") = f(x) = f(z7) = F.(),
also
Fi(x) = f(x),

d.h. F' ist dort differenzierbar (in den Randpunkten von [ natiirlich nur rechts- bzw.
linksseitig). Da nach Satz VII-1.7 f nur abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt,
ist F' eine Stammfunktion von f im Sinne von Definition VII-3.1.

2) Die Behauptung ist trivial fiir F. Fiir jede weitere Stammfunktion gilt nach
Satz VII-3.6 F(z) — ®(x) = ¢, x € I, fur ein geeignetes ¢ € K. Es folgt somit

/f(t) dt = F(b) — F(a) = (®(b) + ¢) — (®(a) + ¢) = ®(b) — O(a).

KOROLLAR VII-4.3. Fiir jedes F' € C'(I,K), gilt fiir alle z € [

xT

/F@ﬁ:ﬂ@—ﬂm

a

BEMERKUNG VII-4.4. 1) Der Hauptsatz beinhaltet die theoretisch sehr zufrieden-
stellende Erkenntnis, daf zumindest jede integrierbare Funktion (Regelfunktion) eine
Stammfunktion besitzt. Diese ist in der Form eines Integrals mit fester unterer und
variabler oberer Grenze gegeben. Dieser Zusammenhang zwischen Integration und
Differentiation ist umso bemerkenswerter, wenn man sich die hochst unterschiedlichen

Ausgangspositionen fiir den Begriff der Stammfunktion und des Integrals vor Augen
halt.
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2) Fiir die Menge aller Stammfunktionen einer Regelfunktion f,

{x»—)@(m):/f(t)dt+c:cEK}

/f(x)dx oder /fdx oder /f

gebriauchlich, welches man unbestimmtes Integral von f nennt. Der Einfach-
heit halber wird dasselbe Symbol auch zur Bezeichnung irgendeiner Stammfunktion
beniitzt, wie etwa in

ist auch das Symbol

1
/sin:z:dx = —cosuz, /e‘” dr = —e™, a#0.
a

Diese Bezeichnung fithrt zu keinen Mifiverstandnissen, wenn man beriicksichtigt, daf3
mit [ f(z)dx = F auch [ f(z)dz = F +¢, c € K, gilt. Hat man auf einem Intervall
I die Beziehungen [ fdx = F und [ fdx = G gefunden, so ist es nicht zuldssig, auf
F' = G zu schlielen. Vielmehr gilt dann F' — G = ¢ fiir ein ¢ € K.

3) Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion F': I — K muf keine Regelfunktion
sein. Als Beispiel betrachte man F': [—1, 1] — R, gegeben durch

Flz) = a?sinl, x#£0,
0, xz = 0.

F ist iiberall differenzierbar, aber in x = 0 besitzt F’ weder einen rechts-, noch eine
linksseitigen Grenzwert. F” ist also keine Regelfunktion auf /. Insbesondere kann da-
her eine Stammfunktion von F’ nicht durch eine Integration (nach Cauchy) gefunden
werden.

4) Mit dem Hauptsatz la8t sich die oft mithsame Berechnung eines unbestimmten
Integrals iiber die Definition zuriickfithren auf das Auffinden einer Stammfunktion.
Der Hauptsatz ermoglicht es auch, die Produktregel und die Kettenregel aus der
Differentialrechnung in héufig benutzte Integrationsregeln umzusetzen. Um die Be-
ziehung [« dx = u zu haben, formulieren wir diese Regeln fiir stetig differenzierbare
Funktionen:

4.1. Partielle Integration.

THEOREM VII-4.5. Es sei f € C(I,K), g € C'(I,K) und F eine Stammfunktion von
f. Dann gilt

b
/f(x)g(x) dzx = F(:v)g(a:)‘z - /F(x)g'(x) dx (partielle Integration).
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BEWEIS. Es gilt F' € C*(I,K) und somit Fg € C'(I,K). Nach der Produktregel
gilt
(Fg)'=Fg+Fg =fg+Fyg.
Somit ist F'g eine Stammfunktion von fg 4+ F¢' und es folgt
b b
(Fg)(b) — (Fg)(a) = /f(l‘)g(x) dax + /F(ﬂf)g'(x) d.

Dies ist dquivalent zur Behauptung. 0]

Héaufig wird die Regel fiir die partielle Integration in der einpridgsameren Form
b b
/u/v dx = uv|’ — /uv’ dx

bzw. als unbestimmtes Integral

/u’vd:c:uv—/uv'd:c

za+1

BEISPIEL VII-4.6. 1) [2*Inxdr = (G Dlnz —1), a # —1.
Wir definieren

formuliert.

f@) =2 gx)=Tnz
(bzw. u/(x) = 2%, v = Inz, fiir z > 0). Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch
F(z) = £ Wir erhalten somit

a+1 a+1 1
/xalnxdx: z lnx—/ * - —dx
a+1 a+1 =x

xa+1 xa+1
ny — —.
v (o +1)2

a+1 "’

a+1 "
2) [V1—2a2de = i(2vV1 —2? +arcsinz), z € [—1,1].
Fiir |z] <1—¢,0 < e < 1 setzen wir
fl@)=1,  glz)=V1-2a?
(bzw. u/(z) = 1, v(z) = V1 — 22), und erhalten
1-\/1—m2dx:x\/1—x2—/x-ﬂdx
/ V1—2a?
—xx/l—:r?—/—l_xg_ld:r
i
=zV1—22+

dx
— — | V1 —22%2dx
V1—22 / ’
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d.h.
mdx:xm+/
/ \/1—x2

Nach Beispiel VII-3.2 ist arcsin z eine Stammfunktion von \/1+7 auf (—1,1). Daraus

folgt die behauptete Formel zundchst auf (—1,1). Da f: x — /1 — 22 stetig auf
[—1,1] ist, besitzt f eine Stammfunktion auf /. Die Abbildung z — %(1:\/1 — 22+
arcsinz) ist auf [—1, 1] stetig und stellt daher auch auf [—1,1] eine Stammfunktion

dar.

Als Anwendung der partiellen Integration beweisen wir folgende niitzliche Variante
des Satzes von Taylor:

THEOREM VII-4.7. Es sei f € C""(I,K) und xo € I. Dann gilt fiir alle x € I

=y L [E D e
k=0 ) )

Zo

BEWEIS. Wir fiihren den Beweis mit vollstéindiger Induktion. Fiir f € C'(I,K)
ergibt der Hauptsatz VII-4.2 die Identitéat

f(2) = f(xo) + / fitydt, wel

Dies ist gerade die Behauptung fiir n = 0. Die Behauptung gelte nun fiir alle C"-
Funktionen und es sei f € C"*1(I, K). Insbesondere gilt also f € C"(I,K) und daher

auch
x

LR (4 i r—
f(z) = A )(:c—xo)+/((n_t)1) fo@ydt, xel.

o

f € CY(I,K), somit kénnen wir partiell integrieren und erhalten

SPAED @=0" e o [ @D
1) = S e et - T+ [ ST e
L f(k)(x‘))(x—x)’“r/x(x_t) 04 (4) i,
pr k! 0 n!

o

O

4.2. Integration durch Substitution. Die Kettenregel der Differentialrech-
nung ermoglicht die Integration durch Substitution. Diese Technik kann in zwei un-
terschiedlichen Situationen eingesetzt werden:
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Fall 1: Der Integrand besitzt die Form f(g(t))g'(t): Als Beispiel betrachte man den
Integranden

h(t) = (sin®t + ") cost,
welcher offensichtlich die Ableitung von

1 .
H(t) = 1 sin ¢ 4 ¢!

ist. H ist also Stammfunktion von h. Der folgende Satz beschreibt die allgemeine
Situation.

THEOREM VII-4.8 (1. Substitutionsregel). Es sei f € C(I,K), g € CYJ,R), I =
la,b], J = |o, B] und g(J) C 1. Dann gilt fir alle z,y € J

y 9(y)
/ Fa(t)g' (1) dt = / £ (w)du
x g(x)

und
[ taorg @it = [

Dabei bedeutet ff(u)du|u:g(t) die Auswertung einer Stammfunktion von f an der
Stelle g(t).

BEWEIS. Da f stetig ist, besitzt f eine Stammfunktion F € C'(I,K). Wegen
g(J) C def F ist die Komposition F' o g moglich. Wir zeigen, dal F o g eine Stamm-
funktion von (f o g)¢’ ist: Nach der Kettenregel V-2.2 gilt fiir alle t € J

(Fog)(t)=F'(g(t)g'(t) = f(g(t)g'(t)
(die letzte Gleichheit gilt iiberall, weil F' eine Stammfunktion von f ist und f stetig
ist). Damit folgt

Yy 9(y)
/ Flg)g'(t)dt = (F o g)(y) — (Fog)(z) = F(g(y)) — F(g(x)) >*="? / f(w)du.
x g(m)

O

BEISPIEL VII-4.9. 1) J = [(cost + cos® t) dt.
Um den Satz anwenden zu koénnen, schreiben wir das Integral in der Form

J = /(1 + cos?t) cost dt = /(2 — sin®t) cost dt.

1. Schritt: formale Substitution: ¢(t) = u, ¢'(t) dt = du,
hier: ¢(t) = sint = u, costdt = du,

5, — /(2 ).
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2. Schritt: unbestimmte Integration nach wu:
1
I, = 2u — —u’.
3

3. Schritt: Riicksubstitution u = g(t):
1
J; =2sint — 3 sin® ¢.
Diese formale Vorgangsweise spiegelt die Anwendung der Substitutionsregel folgender-
maflen wieder: Es ist f(g(t))g'(t) = (2—sin®t) cost mit g(t) = sint und f(u) = 2 —u?.

Geméaf der Substitutionsregel hat man die Stammfunktion von f an der Stelle
u = sint auszuwerten.

2)
2 2

1
J = /etztdt: §/et22tdt.

0 0
1. Schritt: formale Substitution ¢? = u, 2t dt = du.
2. Schritt: Transformation der Grenzen: t =0=u=0,1t=2 = u = 4.

4
3. Schritt: Integration: J = [ e"du = e* — e’ = e* — 1.

0
Fall 2: Einsetzen einer beliebigen Substitutionsfunktion g. Dies ist der eigentliche

Anwendungsbereich der Substitutionsregel. Man fiihrt ein Integral [ f(z)dz durch
geschickte Wahl einer Substitutionsfunktion ¢ in die Form

[ Haong @
iiber, in der Hoffnung, daf letzteres Integral einfacher als das Ausgangsintegral ist.

THEOREM VII-4.10 (2. Substitutionsregel). Es sei f € C(I,K), g € CY(J,R), J =
[, B] und g(J) C I. Ferner sei g injektiv. Dann gilt fir alle u,v € g(J)

v gfl(v)
/fuwm: / F(g(t))g/(t) dt
u g7 (w)
bzw.

/f@sz/f@@Mﬁmmq%w

BEWEIS. Wie im Beweis von Satz VII-4.8 sieht man, daf§ F'og eine Stammfunktion
von (fog)g ist, falls F' eine Stammfunktion von f ist. Fiir die linke Seite erhdlt man
daher

/#quzﬂw—Fw»
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fiir die rechte
g1 (v)

flg()g'(t)dt = (Fog)(g ' (v)) = (Fog)g ' (u) = F(v) — F(u).

g ()

BEISPIEL VII-4.11. 1) [ £ = In|tan %|.
Ist der Integrand eine rationale Funktion in sin und cos, R(sinz, cos z), kann man im-
mer — soferne sich nicht andere, einfachere Methoden anbieten — folgende Substitution
ansetzen:

r = g(u) =2arctanu bzw u = tan z

2
Ersetzt man in den Identitaten
1 — tan? z ) 2tan z
cos2z=_————, sin2z=_——-—
1+ tan~ z 1+ tan® z
z durch arctan u, erhélt man
1 — u? i 2u
cos(g(u)) = 112 sin(g(u)) = 1w

Wegen Satz VII-4.10 gilt die Identitét

/R(sin:v,cosx) dr = /R(sin(g(u)),cosg(u))g’(u)du’ugl(x)

2u 1 —u? 2
- [R d
/ e T 15 it

Umgelegt auf das konkrete Beispiel bedeutet dies

d 1 292 d
/ a :/ tu du:/—u:1n|u|| I:1n|tanz|.
sin 2u 1+ u? U u=tan 5 2

1
2)I= [V1I—22dx=1Z.
-1

Dieses Integral stellt somit eine erste Verbindung zwischen der Zahl 7 und dem Ein-
heitskreis her: Interpretiert man das Integral als Flicheninhalt, ergibt sich, daf§ 5 —
die kleinste positive Nullstelle des Kosinus — den Flacheninhalt eines Halbkreises mit
Radius 1 angibt.

1. Schritt: Wahl der Substitutionsfunktion. Zu f(z) = +/1 — 2? kann man, um die
Wurzel zu eliminieren, als Substitutionsfunktion g wéhlen:

g(t) =cost, tel0,x].

Man beachte, da8 g auf [0, ] streng monoton ist und g([0, 7]) = [—1, 1] gilt. Natiirlich
ist g stetig differenzierbar.
2. Schritt: formale Substitution: Auf [0, 7] gilt

f(g(t)) =V1—cos?t =sint, ¢ (t)= —sint.
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Wir erhalten also das unbestimmte Integral
/\/1 —x?dr = —/sithdt.

3. Schritt: Transformation der Grenzen: x = —1 = t = arccos(—1) =m, z=1=1t =
arccos 1 =0
4. Schritt: Integration durch Auswertung der Stammfunktion von f(g(t))g'(¢) int =0
und t = 7.
Zur Bestimmung der Stammfunktion F o g von ¢ — —sin®t verwenden wir die Um-
formung

sin?t = 1 — —cos2t

2 2 ’

und erhalten somit unmittelbar

1 1
(F o g)(t) = —§t + Z sin 2t
Nach Satz VII-4.11 erhalten wir

1
= 1 1
/\/1 — 2 de = (Fog)(t)], ) = 5(—t[) + 5 sin2e]}) = .
-1

4.3. Partialbruchzerlegung. Ausgangspunkt ist folgende kanonische Pro-
duktdarstellung fiir Polynome, welche wir ohne Beweis mitteilen.

THEOREM VII-4.12. Jedes Polynom p mit gradp = n > 1 ldfit sich mit Hilfe seiner
paarweise verschiedenen Nullstellen z; € C, i =1,...,m, in der Form
p(z) =a, [J(z = 2)"
i=1
darstellen, wobei a,, € C, a, # 0. Die Zahlen v; € N, i = 1,...,m, sind eindeutig

bestimmt und erfiillen

E V; = n.

=1

Man nennt v; die Vielfachheit (Multiplizitdt) der Nullstelle z;.

BewEis. Ubung. O
Sind alle Koeffizienten des Polynoms p(z) = a,z® reell, folgt wegen a, = a,
k=0
k=0,...,n,
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Mit & € C ist somit auch £ € C eine Nullstelle von p. Besitzt € die Vielfachheit g,
d.h. gilt
p(z) = (z = &"q(2), (&) #0, z€C,
dann folgt
p(z) = (2= &)"q(2) = p(2).
Schreibt man fiir Z wieder z, erhélt man

p(z) = (2 = £)q(2) = (z = §)r(2),

also ist ¢ eine Nullstelle von p (dies wissen wir bereits) mit der Vielfachheit u’' > pu.

Aus (&) = q(&§) # 0 folgt p' = p, also stimmen die Vielfachheiten der Nullstellen &
und ¢ iiberein.
Wir betrachten nun den Fall £ = oo+ i3, § # 0. Fiir jedes reelle x gilt dann

(z =& =& =(z—(a+if))(x— (a—if)) = (x —a)* + 5
=22+ Az + B,
mit
A= —2a, B=ad"+ %
Das quadratische Polynom z? + Ax + B besitzt also keine reellen Nullstellen. Zu-
sammen mit Satz VII-4.12 erhalten wir die reelle kanonische Produktdarstellung von
p:
THEOREM VII-4.13. Es seip(z) = aiz® ein Polynom mit reellen Koeffizienten ay,
k=0

k=0,...,n. Dann gilt

(1) Komplexe Nullstellen § mit Im& # 0 treten in konjugierten Paaren auf: Mit

& ast auch & eine Nullstelle gleicher Multiplizitdt wie €.

(2) Sind x1,...,x, alle verschiedenen reellen Nullstellen von p mit der Multipli-
zitdt p;, 1 =1,...,7, gilt die Darstellung
p(z) = a, H(:z: —z;)" H(:c2 + Ajx + B;)”, zeR.
i=1 j=1

Die Polynome 2* + Ajx + B;, A;,B; € R, j = 1,....,s, sind paarweise
verschieden und besitzen keine reellen Nullstellen. Die natiirlichen Zahlen p;,
i=1,...,r,und oj, g =1,...,s, erfillen

i=1 j=1

THEOREM VII-4.14 (Partialbruchzerlegung). Es seir = § eine rationale Funktion mit
grad p < grad ¢ = n. Das Nennerpolynom habe die kanonische Produktdarstellung

m

q(2) = an H(z —z;), z€eC,

j=1
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mit z; # 2z, fiir j # k. Dann besitzt r eine eindeutig bestimmte Summendarstellung
(Partialbruchzerlegung) der Form

r(z)zzzzﬁ, z€C\{z1,. .., 2m},

i=1 j=1
mit komplexen Zahlen a;.

BEWwEIS. 1. Existenz: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach grad g = n.
Im Fall n =1 gilt gradp < 1, d.h. p ist eine Konstante ¢ € C. Es gilt also

( ) c ai1 it C
r(z) = = mit a;; = —.
a(z—2z) z—2 H a;

Induktionsschritt: Es sei n > 1. Wir nehmen an, der Satz sei fiir alle rationalen

Funktionen g mit grad P < grad Q < n — 1 bewiesen. Wir schreiben ¢ in der Form

q(z) = (z — 21)"s(z) mit s(z) =a, H(Z — z;)".

=2
Wegen z; # z;, 1 =2,...,n, ist s(z1) # 0. Fiir a € C berechnen wir
p(2) a _ p(z)—as(z)

a(z2) -2 (z—z)ns(z)

p(z1)
s(z1)

Wahlt man speziell a = , gilt p(z1) — as(z1) = 0. Gilt sogar
p(z) —as(z) =0 fiir alle z € C,

folgt
a
T(Z> - (Z _ Zl),jl

und wir sind fertig. Ist jedoch p—as nicht das Nullpolynom, kann man nach Satz VII-
4.12 den Linearfaktor z — z; abspalten, d.h. es gibt ein Polynom P mit

p(z) —as(z) = (z2 — 21) P(2)
grad P < max{gradp,grads} —1 <n —2.
Somit folgt

B a P(2)
"= o
mit
Q) = (2 = 20)" 's(2) = (2 — 21)" lay H(Z — z)",
also
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Nach Induktionsvoraussetzung besitzt g eine Partialbruchzerlegung

P) RR_ay xRN~ oy
Q(Z)_Z(Z_Zl)j+zz(z—zi)j’

j=1 i=2 j=1

und daher mit a;,, = a

r(z) = —
i=1 j=1
2. Eindeutigkeit. Es geniigt zu zeigen, dafl simtliche Koeffizienten der Zerlegung von
ro(2) = 0 verschwinden. Angenommen es ist

(+) WA= =0, e C\ Lok

Wir betrachten eine feste Nullstelle z;, und wéhlen 1 < j5 < v, so, dafl a;,; = 0 fiir
J > jo zutrifft. Multipliziert man (x) mit (z — z;,)’°, erhdlt man

0= (Z Z (zi—]z)ﬂ) (2 =z} + i@ — )" ;.

Jj=1

Durch Grenziibergang z — z;, erhélt man a;,;, = 0. Schrittweise ergibt sich auf diese
Weise fiir sdmtliche Koeffizienten a;; = 0. [

Fiir die praktische Berechnung der Partialbruchzerlegung gibt es mehrere
Moglichkeiten:

1. Koeffizientenvergleich: Multipliziert man die Darstellung von r = %’ mit g, erhalt
man

p(z) = zmj (i (Zi—;)J) an ﬁ(z — )

i=1 Nj=1 k=1
m v m

=a, E E a;j(z — z)" H(z —z)"*, z€C
i=1 j=1 k=1
ki

Der Identitétssatz 1V-4.12 ist nun die Grundlage fiir den Koeffizientenvergleich, bei
dem man die Koeffizienten gleicher Potenzen von z* in p und im Polynom auf der
rechten Seite gleichsetzt. Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten a;j, welches wegen der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage in Satz VII-4.14
genau eine Losung besitzen mufs.

2. Substitutionsmethode: Ein anderes lineares Gleichungssystem fiir a;; 148t sich
gewinnen, wenn man fiir z nacheinander n verschiedene und moglichst zweckméfig
gewihlte Werte &1, ..., &, einsetzt.
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3. Grenzwertmethode: Die ,,héchsten® Koeffizienten a;,, erhdlt man besonders ein-
fach, indem man die Darstellung fiir 7(2z) mit (z — z;)** multipliziert und den Grenz-
wert z — z; betrachtet (in der Praxis bedeutet dies natiirlich, daf man nach der
Multiplikation den gekiirzten Ausdruck in z = z; auswertet). Hat man a;,, berechnet,
kann man den Term (zii:;)w auf die linke Seite bringen und das Verfahren mit dem
ndchstniedrigeren Koeffizienten a;,,_; wiederholen.

BEISPIEL VII-4.15. 1) 7(2) = W_ﬂ)(zﬂ)

Da sdmtliche Nullstellen des Nennerpolynoms Vielfachheit 1 haben, fithrt folgender
Ansatz zum Ziel (a1 = A, asy = B, ag1 = C, ay; = D):

A B C D
(*) r@) =T oyt ot

2z z—1 z—i z+41i

a) Koeffizientenvergleich:
Wir multiplizieren (x) mit z(z — 1)(z — i)(z + 4) und erhalten die Identitét

24+ 1=Az-1)(22+ 1)+ Bz(2*+ 1) + Cz(z — 1)(z +1) + Dz(z — 1)(z — i)
=AP -2+ 2D+ B +2)+CE+ (i —1)22 —iz)
+ D(2% — (141)2* +i2)
=(A+B+C+D)2*+(—A+ (i—1)C — (1+1i)D)z?
+(A+ B—iC+iD)z — A.

Vergleicht man die Koeffizienten gleicher Potenzen, erhéalt man das Gleichungssystem

A +B +C +D = 0
—A +i@—-1)C —(1+4)D = 0
A +B —iC +iD = 1
—A =1
b) Substitutionsmethode:
Setzt man nacheinander in (%) etwa z = —1,—2,2,3 ein, erhélt man das Gleich-
ungssystem
z= —-1: 0 = —-A —-iB —%HC —i—ﬁD
.-l _ 1 1 1 1
z= =20 5 = —3A =3B =550 455D
z= 20 % = $A 4B +5;5C 435D
2= 31 & = A +3B +35C +55D.

¢) Grenzwertmethode:
Wir multiplizieren (x) mit z. Dies ergibt

z+1 A4 B n C i D
N I R CE T Ry
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Fiir z = 0 erhélt man A = —1. Multipliziert man mit z — 1, folgt

z+1 1 C D
2(z —1)(z +1) =B+(-1) (_;+z—i+z+i)’

D = —% und

fiir z = 1 ergibt sich B = 1. Ganz entsprechend findet man C = %, 5

damit die Partialbruchzerlegung
z+1 1 1 1 4 I

C-DG—0G+i) : z-1T2:-i 2i44
22
2)r(z) = ﬁ
1 ist eine zweifache Nullstelle des Nennerpolynoms, somit ist (a1 = A, as = B,

9o = C)

()_A+ B N C
A (z—1)2

anzusetzen. Multipliziert man mit z und wertet in z = 0 aus, erhdlt man A = 1.
Multiplikation mit (z — 1)? liefert

2Z24+1  (2—-1)7
z oz

+B(z—1)+C.

Fiir 2z = 1 erhélt man also C = 2. Setzt man nun in
2 +1 1 B 2

r(z):Z——

(z—1)2_;+z—1+(z—1)2

z = 2 ein, erhélt man

5 1
—=—-—+4+B+2
5~ 3 + b+ 2,
also B = 0. Die gesuchte Partialbruchzerlegung lautet somit
1 2

r(z) = ;+(Z——1)2

Das Beispiel zeigt, dafl es vorteilhaft sein kann, verschiedene Methoden zur Berech-
nung der Partialbruchzerlegungen zu kombinieren.

Ist die rationale Funktion reell, d.h. sind alle Koeffizienten der Polynome p und ¢
reell, ist es z.B. fiir Anwendungen in der Integralrechnung oft zweckméfig, eine reelle
Partialbruchzerlegung zur Verfiigung zu haben.

THEOREM VII-4.16. Es sei r = § eine rationale Funktion mit gradp < gradq = n.

Sdamtliche Koeffizienten der Polynome p und q seien reell. Das Nennerpolynom besitze
die reelle kanonische Produktdarstellung

s S

q(z) = ay, H(x — ;)" 1_[(:102 + Az + B;)”, xze€R

i=1 j=1
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(vgl. Satz VII-4.13). Dann besitzt v eine eindeutig bestimmte Partialbruchzerlegung

der Form
T S

5T + Bij
ZZ (x — ;) +ZZ x2j-]flix+JBi)j’ zeR,

=1 j=1 =1 j=1

wobei die Koeffizienten a;j, oy, B;j reelle Zahlen sind.

BEeispieL VII-4.17. 7”(.’13') = WM’ zeR \ {O, 1}

Die einzigen reellen Nullstellen von ¢(x) = z(z — 1)(z* + 2+ 1), z = 0 und x = 1,

besitzen Multiplizitdt 1. Somit lautet der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung
B Cx+ D

r—1 + 2+r+1

Die Koeffizienten A und B erhélt man leicht mit Hilfe der Grenzwertmethode. Man

findet

r(z) :§+

Es ist also
r+1 1 21 Cx+ D

v(z— D@2 +x+1) _E+§x—1 i ?+x+1
Setzt man die Werte x = —1 und x = 2 ein, erhélt man das Gleichungssystem

1
3 1 2 2 1
VI R

woraus C' = 3 und D=—3 folgt Insgesamt gilt also die Darstellung

1 2 1 1 z-1

f(x):_5+§x—l+§x2+x+l'

Die reelle bzw. komplexe Partialbruchzerlegung ermoglicht die systematische, ge-
schlossene Integration rationaler Funktionen r(x) = %. Im Falle gradp > gradq

ist vorerst der polynomiale Anteil in  durch Division von p durch ¢ abzuspalten. Wir
demonstrieren die Methode an einigen einfachen Beispielen:

BeispieL VII-4.18. 1) Mit Hilfe von Beispiel VII-4.15-1) finden wir

/:U(w(—l) /dx /w—l /<x1—2_1’—1ﬂ> e

i
=—1 Injzr—1 d
nlz|+Injz—1]+ = /x2+1 x
=—In|z|+In|x— 1| — arctan .
(Wir haben % — durch 2 - ersetzt, da wir den natiirlichen Logarithmus vorerst

nur fiir reelle Argumente deﬁnlert haben).
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2) Aus Beispiel VII-4.15-2) folgt

vz —-12" ) o (x—1)2 r—1
3) Wir beniitzen Beispiel VII-4.17 in

r+1 dr 2 dx 1 x—1
de=— [ —+ = +- | ———dx
z(z—1)(22 +x+1) xr 3J) -1 3) 224z+1

Lediglich das letzte Integral erfordert etwas Aufwand:

Tz —1 d _1 20 +1 d 3 dx
24+ rx+1 x—2 2+rx+1 v 2 ) 22+x+1
1 3 dz

= —In(z? -z | ———
2n($ +z+1) 2/3:2—1—:5—1—1

(man beachte 2 +z + 1 > 0 fiir x € R). Den Integranden im letzten Integral formt
man um zu

1 3 3, 2 1
2 l=(z+2)2+2=2((“=(z 4+ 2))2+1).
PHrl= (et )+ 4((\/§(m+2)) +1)
Substituiert man g(z) = 2= (z + 3), erhiilt man

V3
/ dz 2 ) (2( +1>)
———— = —arctan(—=(z + =)).
?24+rx+1 /3 V3 2
Insgesamt ergibt sich also
r+1 2 1
de =—1 Sz — 1] + = In(2? 1
/x(a:—l)(a;2+:1:'+1) ’ n\xH—B nle ‘+6 n(@” +o+1)

2 1
— v 3arctan(—=(z + =<)).
(Z5+3)
BEMERKUNG VII-4.19. Im Prinzip ist es nicht notwendig, fiir die Integration einer
reellen rationalen Funktion, die reelle Partialbruchzerlegung aus Satz VII-4.16 zu ver-
wenden. Man kann natiirlich auch die komplexe Partialbruchzerlegung zur Integration
heranziehen und erhélt

/r(m)dx:ii/ﬁdx

k=1 j=1
m Vi

SN ECE SE TR
— T — 2z = j—1

Problematisch ist nur die Berechnung der Stammfunktion von (z—z;) ™" fiir 2;, € C\R,
da die Logarithmen nur fiir reelle Argumente definiert wurden. Es sei zp = ay + 5k,
Br # 0. Mit der Umformung

1 . l‘—Ozk+in
r—z  (z—ag)?+ B}
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erhalten wir

dr T — , dzx
/x—ﬁk‘/km—%V+ﬁ?”+”%/km—%v+ﬂz

1 2(x — ay,) _ dx
—2/@—ak)uﬁgd‘”“ﬁ’“/(:c—ak)uﬁ,z
1 T — Qg

=5 In((z — ay)? + B7) + i arctan
k

Der gesamte Ausdruck fiir [r(z)dz ist natiirlich wieder reell. Allgemein sind je-
doch die reellen Gleichungssysteme, auf welche die reelle Partialbruchzerlegung fiihrt,
héndisch leichter zu losen, als Gleichungssysteme mit komplexen Koeffizienten.

5. Integration und Grenziibergang

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Vertauschbarkeit von Limes und Integral.
Diese ist im allgemeinen nicht gegeben:

n xe[%,%] .
0 z€l0,1]\ [,

2n’ n

BeispieL VII-5.1. f,(x) = {
Es gilt lim f,(z) = f(x) = 0 fiir alle € [0,1] und fol fa(z)dz = 1, n € N, und
fol f(z)dz = 0. Man beachte, daf in diesem Beispiel die Folge (f,,) nur punktweise
gegen f konvergiert und dariiber hinaus {||f,||: » € N} unbeschrénkt ist.

In Hinblick auf die Definition des Cauchy Integrals ist es jedoch nicht weiter
iiberraschend, dafl die Integrale einer gleichméfig konvergenten Folge von Regelfunk-
tionen gegen das Integral der Grenzfunktion konvergieren (diese Eigenschaft ist ge-
wissermaflen von Haus aus in das Integral eingebaut):

THEOREM VII-5.2. Es sei (fu)n>1 C R(L,K), f: I — K, und f, = f. Dann ist f
eine Regelfunktion, die Folge der Integrale (J(f,)) ist konvergent und es gilt
b b b

ILm fu(2) d:zc:/ li_>m fn(2) dx:/f(x) dx.

a a

BEWwEIS. Wegen Satz VII-1.8 gilt f € R(I,K). Aus der Beschrianktheit des Inte-
grals Satz VII-2.9 folgt

[9(fn) =IO =P = NI < b =a)llfu = fl-
0

KOROLLAR VII-5.3. Es sei (f,,) C R(I,K) und die Reihe > f,, gleichméBig kon-
vergent. Dann gilt

gihmﬂzigﬁ@m.
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Dieses Ergebnis eroffnet eine weitere Moglichkeit, Potenzreihenentwicklungen zu be-
rechnen:

BEISPIEL VII-5.4. Aus der Binomialreihe (Beispiel VI-7.13) ergibt sich fiir |[¢| < 1 die

Reihenentwicklung
%0 1
21 _ Ef 732\ 2k
(1—15)2—%(—1) (k:2>t :

Auf kompakten Teilintervallen von (—1, 1) ist die Potenzreihe gleichméfig konvergent.
Auf [0, z] bzw. [z, 0], |z| < 1, kann nach Korollar VII-5.3 die Reihe gliedweise integriert
werden: Es gilt somit

/ vi-e Z <)/ £ dt = f?(—w(;%);%

k=0

Die Stammfunktion auf der linken Seite ist arcsin z. Die rechte Seite ergibt mit (k > 1)

) k-1
(%) - & H ) = (-1 [0 +2)

die Reihenentwicklung

T
L

°°11

- 1 2 2k+1

arcsinx = x +

Q
O

die zumindest fiir || < 1 konvergiert. Tatséchlich 1a8t sich zeigen, dafi diese Darstel-
lung sogar fiir |z| < 1 giiltig ist.

Unser néchstes Ziel ist es, Satz VII-5.2 erheblich zu verallgemeinern. Dazu benétigen
wir zwei technische Resultate. Im folgenden wollen wir unter einer Elementarmenge
eine endliche Vereinigung von disjunkten, beschréankten Intervallen verstehen. Ist £ C

R eine Elementarmenge, d.h. ist
n

E=|]JJ
i=1
J; C R beschrianktes Intervall, @ = 1,...,n, und bezeichnet A(J) die Lénge eines
Intervalls J, dann nennen wir

n

:Z/\(J)

Liange von E. Wir {ibergehen hier den Nachweis, dal A(F) unabhéngig ist von der
speziellen Darstellung i, J; von E. Ohne Beweis zitieren wir folgendes Resultat:
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LEMMA VII-5.5. Es sei (Ey,)n>1 eine Folge von Elementarmengen mit E, C I = [a,b],
n € N, und es existiere ¢ > 0 so, dafs

Vn e N: A(E,) > ¢ > 0.
Dann gibt es ein Element xq € I, das zu unendlich vielen Elementarmengen gehdrt.

LEMMA VII-5.6. Es seit € T(I,K), I = [a,b]. Gilt fir eine >0

b
\/t(aﬁ) dx| > e,

dann ist die Menge

€
E= el:|t >
r el )] 2 5570
eine Elementarmenge, fir deren Ldnge die Abschitzung
€
ME) = 5o
2]¢]
zutrifft.
BEWEIS. Es sei Z:a = 29 < --- < x; < .-+ < x, = b eine zu t gehorende

Zerlegung von I und es sei ¢; der Wert von ¢t auf J; = (x;_1, ;). Dann ist klar, daf§
E eine endliche Vereinigung von disjunkten Intervallen ist (es konnen nur Intervalle
des Typs J; oder [z;, ;] auftreten). Es gilt

b
n n

a

Wir spalten nun die Summe folgendermaflen auf:

Zci)\(Ji)— Z eAT;) + Z cA(T;).

leil> 50y leil<sm=ay

2(b a) 2(b a)

Dies ergibt die Abschéitzung

c<| / )da < G+ S TaA)

‘Cl|>2(b ) leil <sp=ay

£
< |lt]| - AME) 4+ ——— - (b—
<11t AE) + 55 - (0= )
und somit (man beachte ¢t # 0 und daher auch ||| > 0)

g
ME) > —.
( 2]|¢]

THEOREM VII-5.7. Es sei (t,)n>1 C T(I,K) mit
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1) limy, o0 tn(2) = 0 fiir alle x € I (t,, konvergiert punktweise gegen 0),
ii) dc > 0Vn € N: ||t,|| < ¢ ((t,) ist beschrankt).

Dann gilt
b

lim [ t,(z)dx =0.

n—oo
BEWEIS. Angenommen, die Folge (I(t,)) wire keine Nullfolge, dann gébe es ein
go > 0 und eine Teilfolge (I(ty(m))) mit [I(tymy)| > €0, n € N. Wir bezeichnen der
Einfachheit halber nun diese Teilfolge wieder mit J(¢,,) und gehen daher von der
Annahme aus:

Vn € N: |3(t,)| > eo.
Nach Lemma VII-5.6 besitzt fiir jedes ¢,, die Elementarmenge

€0
E, = I:1t, > )
o € 1 iala)] = g5
die Lange
€0
MNE,) > —-.
2[¢n|]

Wegen ||t,]| < ¢, n €N, gilt daher
€0
ANE,) > 22 N.
(Bn) 25, né

Nach Lemma VII-5.5 gibt es daher eine Stelle zy € I, welche in unendlich vielen
Elementarmengen F,, liegt. Fiir unendlich viele n € N gilt also

€o
ln >
im Widerspruch zur Voraussetzung lim,, . t,(zo) = 0. O

THEOREM VII-5.8 (Arzela-Osgood). Die Folge (f,) C R(I,K) konvergiere punktweise
gegen die Regelfunktion f. Ferner sei {||f.||: n € N} beschrinkt. Dann gilt

b

lim /b Fo(x) dz = /b f(z) de = / lim £, (z) dz.

n—oo n—oo
a

Wir bemerken, daf§ aus der punktweisen Konvergenz von f, gegen eine Funktion f
nicht gefolgert werden kann, dal f eine Regelfunktion ist. Es ist daher notwendig,
[ € R(1,K) vorauszusetzen.

BEwEIS. Da f nach Voraussetzung eine Regelfunktion ist, gilt auch f, — f €
R(I,K). Da (f — f,) eine Nullfolge und (||f — f.||) beschrankt ist, geniigt es wegen
der Linearitdt des Integrals den Satz fiir den Spezialfall

(%) lim f,(x)=0, ze€l,
n—oo
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zu beweisen. Zu jeder Regelfunktion f,, wéhlen wir — wie im Beweis von Satz VII-1.8
— eine Treppenfunktion ¢, € T(/, K) mit

1

—, neN.
n

[tn = full <

Daraus folgt die Abschéatzung

1
all < W full + 110 = tall < 1 fall + -

aus welcher wir die Beschrénktheit von (||¢,]|) ablesen. Insbesondere folgt aber auch
fiir jedes x €

()] < [fn(2) = tu(2)] + | ful2)] < %Jr [fn(2)]-

Somit konvergiert auch die Folge von Treppenfunktionen (¢,) punktweise gegen die

Nullfunktion. Aus Satz VII-5.7 folgt daher
lim J(¢,) = 0.

n—oo
Zusammen mit der Beschrinktheit des Integrals ergibt sich daraus die Behauptung
Il < )+ 13 = fo)l < [I(E)] + (b= a)l[tn — fall
1
< |I(tn)| + =(b—a).

n

Wir formulieren den Satz von Arzela-Osgood auch fiir Funktionenreihen:

KoOROLLAR VII-5.9. Es sei (f,) C R(I,K). Die Reihe ) ;- f konvergiere punkt-
weise gegen eine Regelfunktion. Ferner sei die Folge der Partialsummen gleichméfig

beschrankt, d.h.

de>0Ve € IVn € N: \ka(x)lgc.

k=1

Dann gilt
b

i:: /bfk(l")diﬂ :/(00 fk(x)> dz.

a

6. Parameterabhingige Integrale

Wir gehen von einer Funktion f: I x D — K, D C K, mit folgender Eigenschaft aus:

Vt e D: x — f(x,t) ist eine Regelfunktion.



6. PARAMETERABHANGIGE INTEGRALE 223

(Die Abbildung = + f(z,t) bezeichnen wir mit f(-,¢)). Man bezeichnet ¢ in diesem
Zusammenhang oft als Parameter. Definiert man

D — K
b
tr—>ff(x,t)dx,

sagt man, F' sei durch ein parameterabhingiges Integral gegeben. Wir untersu-
chen nun die Eigenschaften von F'.
THEOREM VII-6.1. f € B(I x D,K), D C K, habe folgende Eigenschaften:

i) Vte D: f(-,t) € R(1,K),
i) Ve e I: f(z,-) € C(D,K).

Dann ist die Abbildung F: D — K,
b

F(t) = /f(:mt) dx

a

stetig auf D.

BEWEIS. Es seity € D ein Haufungspunkt von D und (¢,) C D konvergiere gegen
to. Wir betrachten nun die Folge von Regelfunktionen (g,),

gn(z) = f(2,t,), z€l,neN.
Aus ii) folgt fiir alle x € T

lim g,(x) = lim f(z,1,) = f(z.t0).

n—oo

Es gilt f(-,t0) € R(I,K) und wegen f € B(I x D,K) ist die Folge (||gnl|), d.h.
(IIf(-,t,)]|) beschrénkt. Nach dem Satz von Arzela-Osgood VII-5.8 folgt daher

b b b
lim F(t,) = lim [ f(z,t,)dx = lim [ g,(x)dz :/ lim g, (z)dx

n—0o0 n—oo n—oo n—oo
a a a

b

— /f(x,to) dx = F(ty).

a

O

Der Beweis zeigt, daf3 die Forderung der globalen Beschréanktheit von f abgeschwécht
werden kann zu

Vt € DU € U(t): f ist beschrankt auf I x (U N D).



224 VII. INTEGRALRECHNUNG

BEISPIEL VII-6.2. 1) Es sei [ =[a,b],0 < a <b, D =R, und f(z,t) = 2'. Aus dem

Satz folgt, daf3
pt+1_gt+1
t#—1
F(t) = 1 ’
(t) {ln g, t=—1,

auf beliebigen kompakten Intervallen von R und damit auf R selbst stetig ist. Insbe-

sondere folgt
Pl _ gt b
lim ~— & = F(-1)=In-.
t——1 t+1 a
2) Es sei [ = [a,b] C R, D = (0,00) und f(z,t) = t*. Mit Hilfe von Satz VII-6.1
schlieffen wir auf die Stetigkeit von

P(t) = {m(tb ), te 0,00\ {1},

b—a, t=1,
b
und insbesondere F(1) = [1dz =b— a = lim,,y o (8" — ).

Das folgende Resultat benottigt den Begriff der partiellen Ableitungen, der im Ab-
schnitt iiber die Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Verdnderlichen dis-
kutiert wird.

THEOREM VII-6.3 (Vertauschung von Integration und Differentiation). Es sei
f:IxD—=K, und D C K. f besitze folgende Figenschaften:

i) Vt € D: f(-,t) € R({,K),
i) Vo € I: emsmere die partielle Ableitung %L 5oL x D =K,
ili) vVt € D: ( t) € R(I,K),
) U e 3([ x D,K), d.h. 3¢ > 0V(z,t) € I x D: |%(2,t)| < c.
Dann ist die Abbildung F: D — K, definiert durch

- /b f(z,t) do

auf D differenzierbar und es gz’lt

af
ot

a

BEWEIS. Es sei t € D und (¢,) C D mit lim,, .o t, = t und ¢, # t, n € N. Wir
betrachten den Differenzenquotient von £

b
F(t tn) t)
/fx /(. /gn n € N.
t—t t, —t

)= | L, t)de.
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Wegen i) gilt (¢g,) C R(I,K) und aus ii) folgt fiir alle x € I

. 0
lim g, (x) = @—{(x,t)‘

Nach iii) ist %, also der punktweise Grenzwert der Folge (g,), eine Regelfunktion.

Wir zeigen nun die Beschrénktheit von (||g,||): Der Mittelwertsatz V-4.6 zeigt

gn(z) = L (x’t:j - tf (@,8) _ %(m,t*(x)), £*(x) € (min{t, £}, max{t, t,})

und iv) ergibt
Vo € IVn € N: |g,(2)] < c.
Aus dem Satz von Arzela-Osgood VII-5.8 folgt somit
b

F - F
F'(t) = lim Fltn) = F(H) = lim [ g,(x)dx
b b 5
= / lim g,(z)dr = —f(m,t) dx.

O

Man beachte, dafl in Satz VII-6.3 nicht die Beschranktheit von f, sondern jene von
% gefordert wird.

BeispiEL VII-6.4 (Gaufisches Fehlerintegral). Wir betrachten das parameter-

abhéngige Integral
1 6—(1+:c2)t2
Fit)= | ————d
(*) / 1+ 22 o
0
fiir t € R. Wir setzen also I = [0, 1] und
0,1] xR = R,
f=

—(14a2)e2
(2,1) =

Wir verifizieren die Voraussetzungen von Satz VII-6.3: Fiir jedes t € R ist die Abbil-
dung x — f(x,t) stetig, also eine Regelfunktion und fiir jedes z € [0, 1] ist ¢ — f(x,t)
differenzierbar. Es gilt

a 2\42
a—{(m,t) = —2te~(1Ha)t
somit ist g—{(~,t) € R(I,R) fiir alle t € R. Ferner gilt fiir alle (z,t) € I x R

2l <2 H<lazel,

af 1 2\42
| = (2,t)] = 2[t|e” 1+ < 2)1] 9
ot A+ a2)2 S\t_|§2 |t|21,1’€],
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also ist % € B(I x R,R). Nach Satz VII-6.3 ist ' auf R differenzierbar und es gilt
1
F'(t) = —2¢" /e‘thzt dr.
0

Substituiert man fiir festes ¢ im Integral g(z) = xt, also g(0) = 0 und g(1) = t, erhélt
man mit Hilfe von Satz VII-4.8
t

F'(t) = —2¢" /e_uzdu.
0

Beschrianken wir uns voriibergehend auf ein kompaktes ¢t-Intervall, folgt wegen der
Stetigkeit von u — e~ aus dem Hauptsatz VII-4.2 die Beziehung

t t
d
%(/ e du)? = 2/6_“2du et
0 0

Wir erhalten also
d.h.

Die Konstante c ist festgelegt durch

1

dx 1 ™
c:F(O):/lerz :arctanxozz.
0

Wir erhalten daraus fiir alle t € R
. 2

2 T
—d =— — F(¢t).
/e U 1 (1)

0

Wir betrachten nun eine beliebige Folge (¢,,) mit lim,,_, ¢, = co. Fiir alle n € N und
x € I gilt dann

lim f(z,t,) =0

n—oo

und
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Aus dem Satz von Arzela-Osgood folgt daher
1 1

lim F(t,) = lim [ f(z,t,)dx = / lim f(z,t,)dx =0,
n—00 n—00 n—00
0 0

und folglich

t
T
lim [ e du= \/—_
t—o0 2
0
Vorausgreifend bemerken wir, dafl man den Grenzwert auf der linken Seite mit dem

Symbol fooo e~"* du bezeichnet. Somit wurde gezeigt

o0

/e“Qdu = ﬁ
2
0

Schlieflich betrachten wir noch die Integration einer durch ein parameterabhéngiges
Integral definierten Funktion F. Unter den Voraussetzungen von Satz VII-6.1 ist
F' stetig und somit auf kompakten Teilintervallen von D integrierbar. Es sei etwa
la, ] € D, dann gilt

Die Frage liegt nahe, ob die Gleichung

j[jf(x,t)dx} dt:j[jf(x,t)dt] dz

gilt, d.h. ob es zuléssig ist, die Integrationsreihenfolge zu vertauschen. Da die Varia-
blen x und t bei dieser Problemstellung gleichberechtigt auftreten, fordern wir, dafl
f(-,t) € C(1,K) fiir alle t € D ist.

THEOREM VII-6.5 (Vertauschung der Integrationsreihenfolge). Es sei
f € B([a,b] x o, B],K) und es gelte

i) Vo € [av b] f(ZE, ) S C’([a,ﬁ],K),
i) Vt € [a, B]: f(+, 1) € C(a, b],K).

Dann gilt
B b b B
/[/f(x,t)dx} dt:/[/f(m)dﬂ .

Es ist klar, daB f € C([a,b] X [a, 5], K) eine hinreichende Bedingung fiir i) und ii)
darstellt.
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BEWEIS. Nach Satz VII-6.1 ist die Abbildung F': [a, ] — K

F(t) = / Fo. 1) da

stetig auf [, 8] und somit integrierbar. Wir definieren die Abbildung H: [o, ] — K
durch

Y

H(y) = / Ftydt, y e [o 6]

«

Nach dem Hauptsatz VII-4.2 gilt fiir alle y € [a, (]

H'(y) = F(y) = /f(l“,y) da.

Wir untersuchen nun die Abbildung ¢: [a,b] X [a, 8] — K, welche gegeben ist durch

o(z,y) = / fa.t) dt,

und verifizieren die Voraussetzungen von Satz VII-6.3. Fiir jedes y € [, ] ist g(+,y) €
C(la, b],K) nach Satz VII-6.1 (mit y als Parameter). Fiir jedes = € [a,b] ist g(z,-)
nach dem Hauptsatz VII-4.2 wegen der Stetigkeit von f(x, -) stetig differenzierbar auf
[, B] und es gilt fur alle y € [a, f], = € [a, b]

g—Z(fuy) = f(z,y).

Es ist also auch %(-, y) € C(la,b],K) und % € B(la, b] x [a, ], K). Nach Satz VII-6.3
Y Y
ist die Abbildung G: [a, f] — K, definiert durch

Gy) = /9(907 y) dz,

auf [, f] differenzierbar mit

Somit folgt fiir alle y € [, f]
H'(y) = G'(y).
Es gibt daher eine Konstante ¢ € K mit

H(y) =G(y)+c, ye€|nfl
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Wegen H(a) = G(a) =0 (g(x, ) = 0 fiir alle = € [a,b]) folgt sogar H = G, d.h. es
1st

y b by
/[/f(x,t)dx} dt:/[/f(x,t)dt} dzr, y € la,p].
Fiir y = [ ergibt sich die Behauptung. 0J

7. Uneigentliche Integrale

Die bisher entwickelte Integrationstheorie bezog sich auf Funktionen, deren Defini-
tionsbereich ein kompaktes Intervall in R ist. Dies hat zwei starke Einschréankung-
en der Anwendbarkeit der Theorie zur Folge: Einerseits mufl der Integrationsbe-
reich beschrénkt sein, andererseits sind integrierbare Funktionen notwendigerweise
beschréankt. Wir zeigen nun, wie man Funktionen, die diesen Anforderungen nicht
geniigen, unter bestimmten Umstédnden einen sinnvollen Wert des Integrals zuordnen
kann.

DEFINITION VII-7.1. Es sei I = [a,b] CR, —co < a <b<oound f: INR — K.

b
Wir definieren folgende uneigentliche Integrale [ f(x)dx:

(1) Bs sei a € R und flug € R(la,p],K) fir alle 3 € la,b). Ewxistiert

B
lé%l/f(x) dx, so definiert man

BTb

/b f(2)dz = lim /ﬁ f(z) dz.

(2) Eine analoge Definition gilt, falls b € R fir a | a.
(3) Es sei —o0o < a < b < oo. Euxistieren fir ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen

c b
Integrale [ f(z)dz und [ f(x)dx, definieren wir

/bf@) dx ::/Cf(x) dw+/bf(x) dz.

(4) Das uneigentliche Integral [ f(x)dx heifit divergent, wenn der entsprechen-
de Grenzwert nicht existiert.

Die Unabhéngigkeit des uneigentlichen Integrals in (3) von der Wahl der Zwischen-
stelle wird spéter behandelt. Ist [ = [a,b] C R und f € R([,K), so stimmt das
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uneigentliche Integral mit dem Integral geméaf Definition VII-2.1 iiberein. Wegen der
stetigen Abhéngigkeit etwa von der oberen Grenze gilt namlich

b

/f(x) dr = lﬁi%l/ﬂf(x) da.

a

(Beweis: Ubung).
Diese Definition erfafit die fiir die Praxis relevanten Typen von uneigentlichen Inte-
gralen:

BEISPIEL VII-7.2. 1) [ 275 dx.
1

(Typ 1: @ € R, b = 0o, unbeschriankter Integrationsbereich). Der Integrand ist stetig
auf [1, f] fiir g € [1,00). Man erhélt

B
1 (1 pl-s
/wsdaj: =87, s 7L
In 3, s=1.
1

B
Somit existiert limg_,o [ 7% dz genau dann, wenn s > 1 gilt. Sein Wert ist
1

[e.9]

1
/x_sda: = lim [ 27 °%ds =

B—o0 s—1 '
1 1
1
2) [z5dux.
0
(Typ 2: a, b € R, Integrand unbeschrinkt am Rand des Integrationsbereiches). Der
Integrand ist stetig auf [«, 1] fiir alle a € (0,1]. Man erhélt
1

—Ina, s =1.

(67

Das uneigentliche Integral fol x~*dx existiert also genau fiir s < 1. Es hat den Wert

1 1

1
/a:_sda: =lim [ 27 %z = .
al0 1—s

0 o

o
3) f 146:;2 = 7.
—0oQ
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(Typ 3: a = —o0,b = 00, ¢ = 0). Wie vorhin untersuchen wir die beiden uneigentlichen
Integrale

00 B
d d
/ Y — lim Y lim arctan f = g
0
0

1+ T2 B—r00 1+ T2 B—r00
0

0

/ dx . / dz I ¢ ™
= 1m = — 1l1Im arctano« = —.
1+ 2 a——o0 1+ 22 a——00 2

—00 «

Beide zusammen ergeben die Behauptung. Aus Symmetriegriinden kénnte man sich
0

in diesem Beispiel die Berechnung von [ lfr% ersparen.

4)_{%:4.

(Typ 4: a, b € R, a < b, ¢ = 0, Integrand unbeschrankt im Inneren des Integrations-
bereiches). Nach Beispiel 2) existieren die beiden uneigentlichen Integrale

1 0
dx dx

CaV AN

Daraus folgt die Behauptung.
Wir weisen darauf hin, daf§ bei uneigentlichen Integralen vom Typ 3) und 4) die

c b
Grenzwerte in den beiden uneigentlichen Integralen [ f(z)dz und [ f(z)dz vonein-

a (&
ander unabhdngig durchzufiihren sind. Durch eine geeignete Koppelung der beiden
Grenzwerte kann man manchmal die Existenz des Grenzwertes erzwingen: Als Bei-
spiel betrachte man das uneigentliche Integral

b

1
/—dac, a<0<hb.
x

Dieses existiert nicht, da die beiden uneigentlichen Integrale fao % dx und fob i dx nicht

b
existieren. Koppelt man jedoch die beiden Grenzwerte limgyg [ 1 dz und lim, o [ £ da
a «

in der Form

—€ b
1 1 b
lim /—dm—i—/—dx =lim(In| —¢| —Inja| +Inb —Ine) = In —,
xT X el0

el0 |a’
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existiert der Grenzwert. Man nennt diesen speziellen Grenzwert Cauchyscher
Hauptwert des divergenten uneigentlichen Integrals und schreibt
b

1 b

Existiert das uneigentliche Integral [ f(z)dz fiir ein a € R, dann existiert auch das

uneigentliche Integral f:o f(z) dzx fir alle @ > a und sein Wert ist

7Of(x)dx:]of(x)dx—/af(x)dx.

So selbstverstindlich dies erscheinen mag, bedarf es trotzdem einer Rechtfertigung.
Die Existenz von [ f(x) dz bedeutet

) B
(%) Ve >03E>aVp >E&: ‘/f(w)dm—/f(m)dx|<e

Es sei nun o > @ und € > 0 beliebig und & entsprechend () gewéahlt (O.B.d.A. kénnen
wir £ > « annehmen). Fiir 5 > « gilt dann

!(7f(x)d$—/af($)dw)—if(w)dxl=|7f(x)dfc—/ﬁf($)dw\ <e,
h

d.h.

ﬁlingo/ﬁf(x)dx:7f(x)dx—/af(x)dx.

Auch uneigentliche Integrale sind also additiv in Bezug auf das Integrationsintervall
und verhalten sich in dieser Hinsicht wie das Cauchy Integral. Insbesondere gilt auch

fiir alle a < 8
B (e 9] oo
/f(x)d$:/f($)diﬁ—/f($)dl‘
[ o B

soferne die uneigentlichen Integrale existieren. Tatséchlich gilt diese Formel fiir alle
a, > a.

Ahnlich der Situation bei Reihen ist es meist nicht méglich, uneigentliche Integrale
zu berechnen, sodafl man sich mit der blofen Existenz (man sagt auch Konvergenz)
der uneigentlichen Integrale bescheiden muf}. Hiefiir gibt es verschiedene Kriterien,
welche wir nur fiir den Typ [ f(x) da formulieren. Die Modifikation fiir die anderen
Moéglichkeiten sind evident. Universell einsetzbar ist das Cauchy-Kriterium:
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THEOREM VII-7.3 (Cauchy-Kriterium). Es sei f: [a,00) — K und fl.g5 €
R(la, B],K) fir alle § > a. Das uneigentliche Integral [ f(x)dx existiert genau

dann, wenn gilt:
B

Ve > 03¢ > aVa, 5> ¢: \/f(x)dx| <e.
B
BEWEIS. Man betrachte limg_,o, F'(3) fiix F(8) = [ f(x)dz, B > a. O

a

BEISPIEL VII-7.4. [ 222 dz.
Wir definieren die Funktion f: [0, 00) — R durch

1, =0,
f(x>_{sinx I>O,

x )

und bemerken, daf f auf [0,00) stetig ist. Insbesondere ist f integrierbar auf [0, a]
und auf [a, f] fiir beliebige 0 < a < < co. Spalten wir daher foﬁ f(z) dx auf in

/Bf(flf)dﬂi:/af(ﬁ)dwr/ﬁf(x)dw,

B
geniigt es, die Existenz von limg_,« [ f(2) dz nachzuweisen. Dazu formen wir vorerst

a
das Integral mit partieller Integration um:

61 1 ; 1
/—sin:vdx:——cosx‘ﬁ—/—Qcosxdx.
x T a X

a

a

Der erste Term auf der rechten Seite besitzt einen Grenzwert fiir § — oo. Auf das
Integral wenden wir das Cauchy-Kriterium an und erhalten fir a <u < v

Wiihlt man € > 0 und setzt £(¢) = 1, erhélt man fiir £(¢) < u < v

(2

)/C‘;m de < ¢,

u

. . o . . . O gj
und damit die Konvergenz von fa 5% dx. Somit existiert auch fo L d.
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DEFINITION VII-7.5. Es sei f: [a,00) — K und fln.g € R(a,B],K) fir alle
B € [a,00). Das uneigentliche Integral [ f(x)dx heifit absolut konvergent, wenn
L2\ f ()] da existiert.

Aus der absoluten Konvergenz eines uneigentlichen Integrals folgt dessen Konvergenz
(Existenz). Dies ergibt sich mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums aus der Ungleichung

(u <w) U v
|/f<x>d$| S/\f(%)|d56-

Die Umkehrung ist — wie bei Reihen — nicht richtig: Aus der blolen Existenz eines un-
eigentlichen Integrals folgt nicht dessen absolute Konvergenz. Als Beispiel betrachten
wir das konvergente Integral fooo =22 dz. Die Abbildung F': [0,00) — R sei gegeben
durch

X

F(B) = /}Si”\dx.

Fiir g = nn erhalten wir

F(nm) = 7|

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe kann also limg_, F'() nicht existieren.

T T

sizx‘dxzz / |Sjnx|édx2;% / |sinx|dx=%;%

=6 e (i-D)=

THEOREM VII-7.6 (Vergleichskriterium). Es sei f: [a,00) — R, g: ([a,00) — R})
und fla,g € R([a, B, R), glug € R([a, B, Ry) fir alle B > a. Gilt |f(t)] < g(t) fir
alle t € [a,00) und existiert [ g(t)dt, dann ist [~ f(t) dt absolut konvergent.
Umgekehrt: Gilt f(t) > g(t) > 0 fir alle t (notwendigerweise ist bild f C R) und ist
[ g(t)dt divergent, dann divergiert auch das uneigentliche Integral [ f(t)dt.

BEWEIS. Die erste Behauptung ergibt sich aus der Abschéitzung

| / f(2) da| < / ()] d < / oz) do

fiir @ < u < v und dem Cauchy-Kriterium VII-7.3. Die zweite Behauptung folgt aus

B B
/g(a:)dazg/f(x)da:

g
fiir 8 € [a,00) und der Unbeschrinktheit von { [ g(x) dx: § € [a,0)}. O
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KOROLLAR VII-7.7. Es sei f: [a,00) = R, a > 0, und f|, 5 € R([a, 8],R) fiir alle
B € [a,00). Gilt
1
|f(z)] < —, fireins>1
xs

fiir alle © > 29 > a, dann ist [ f(z) dz absolut konvergent. Ist bild f C R und gilt
1
0<— < f(z), fireins<l1
xS
fiir alle > xg > a, dann ist faoo f(z) dx divergent.

Die manchmal recht mithsamen Abschétzungen bei der Anwendung des Vergleichs-
kriteriums kann man u.U. auch umgehen:

THEOREM VII-7.8 (Grenzwertkriterium). Es seien f,g: [a,00),R und f|.g), 90,3 €
R([a, 5]),R) fiir alle p > a. Dariiber hinaus gelte f(z) > 0 und g(z) > 0 fir alle

x € [a,00). Es existiere

i) Gilt p € (0,00), dann sind [ f(z)dx und [ g(x)dz beide konvergent oder
beide divergent.

ii) Gilt p=0 und existiert [ g(x)dx, dann existiert auch [ f(x)dx.

ii) Gilt p= oo und divergiert [ g(x)dx, dann divergiert auch [~ f(x)dx.

BEWEIS. i) Es gibt ein £ > a so, daB fiir alle x > ¢ die Abschétzung

Lo(a) < J(@) < Lolw)

gilt. Die Behauptung folgt nun aus dem Vergleichskriterium.
ii) Es gibt ein £ > a so, daf fiir alle x > £ die Abschitzung
0< fz) < g(x)
zutrifft.
iii) In diesem Falle gilt fiir alle hinreichend grofien = die Abschitzung

1 <g(z) < f(z).
O
Ersetzt man im Grenzwertkriterium f durch |f|, erhdlt man natiirlich ein Kriterium
fiir die absolute Konvergenz des uneigentlichen Integrals. Wir betonen noch einmal,

dafl analoge Kriterien auch fiir die {ibrigen Typen von uneigentlichen Integralen gel-
ten.

BeispieEL VII-7.9 (Eulersches I'-Integral).

o0

['(s) = /$81€I dx, s>0.
0
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Da beide Grenzen kritisch sind, spalten wir das Integral auf in

1 o)
[(s) = /xSIe“” da:—l—/xSlex dx.
0 1

Fiir das erste Integral verwenden wir die Vergleichsfunktion g(x) = 2°~!. Nach Bei-
spiel VII-7.2 existiert fol 2*~ 1 dz genau fiir s > 0. Mit f(z) = 25" te™® ergibt sich

Nach dem Grenzwertkriterium existiert fol 5 te™® dx genau fiir s > 0. Fiir das zweite

Integral verwenden wir die Vergleichsfunktion g(x) = e~2 (um das mégliche Anwach-
sen von z + r*! zu kompensieren). Wir erhalten nun

s—1_—x
p = lim @ = lim roe o lim 25 'e™2 = 0.
T—00 g(x) T—00 €7$/2 T—00

Aus der Konvergenz von floo e~ 2 dx folgt daher mit Satz VII-7.8 die Existenz von

[z~ le ™ da (sogar fiir alle s € R). Somit existiert I'(s) genau fiir s > 0. Als Ubung

beweise man
o

Vn e N: T'(n) = /:E”_le_x dx = (n— 1)
0

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale 148t sich in manchen Féllen bequem die Konvergenz
unendlicher Reihen nachweisen:

THEOREM VII-7.10 (Integralkriterium). Es sei f: [1,00) — R monoton fallend und
f(z) > 0 fiir alle x € [1,00). Die unendliche Reihe

> fn)

konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral
[t
1

BEWEIS. Da f monoton fallt, ist f|n g € R([1,5],R) fiir alle 5 > 1. Ferner gilt
fiir alle k£ € N die Abschétzung

existiert.

k+1

fl+1) < / fla)dr < F(k).

k
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Durch Addition folgt

n n—1

Zf(k)é/f@c)d:cs f(k), neN.

k=2 1 k=1

Bezeichnet S, die n-te Partialsumme der Reihe Y., f(k) erhélt man

sa—ﬂns/VWst&q,
E%/S Sh+h n € N.

Existiert [ f(z)dx, ergibt sich aus
1

S, < f(1 /f Ydr < f(1 /f

die Konvergenz der Folge (S,) aus dem Monotoniekriterium. Divergiert hingegen
f1 x)dz, ist wegen

/nf(x) de < S,_1

auch die Reihe Y o | f(k) divergent. O

BEISPIEL VII-7.11. ">, m konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.
Die Abbildung z — f(z) = L(Inz)™* erfiillt fir # > 2 die Voraussetzungen des
Integralkriteriums. Substitutiert man g(z) = Inz, erhilt man

n Inn
dz dt 1
= [ - = Inn)' = — (In2)"~* 1.
il e I R U R
2 In2
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Fiir s > 1 folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals

70 dz
x(lnx)s’
2

fiir s < 1 dessen Divergenz. Fiir s = 1 ergibt sich wegen

n Inn

/ de [ dt_ In(lnn) — In(In 3)

zlnx t
3 In3

ebenfalls die Divergenz des uneigentlichen Integrals. Dies zeigt die Behauptung.

Da uneigentliche Integrale durch einen Grenziibergang definiert sind, bleiben Line-
aritét, Positivitdt und Monotonie erhalten. Der Betrag des Integrals kann aber nicht
mehr gegen die Intervallinge und || f|| abgeschétzt werden. Dies wurde jedoch wesent-
lich im Beweis des Satzes von Arzela-Osgood verwendet. Wir zeigen nun, dafl dieser
Satz fiir uneigentliche Integrale nicht mehr gilt:

BeispiEL VII-7.12. Es sei (f,) C C(R) gegeben durch
n
fult) = 55 wE€RneEN

Es gilt lim, ., f, = 0 gleichméaflig auf R. Fiir jedes f, existiert das uneigentliche
Integral

oo o0

/ / dt oo
n+x2 1+ 2

0 0

Es gilt also nicht lim,,_, f fo(z)de = f lim,, o0 fn(x) dx

8. Parameterabhingige uneigentliche Integrale

Wie bei Funktionenreihen spielt bei parameterabhéngigen uneigentlichen Integralen
die GleichméBigkeit der Konvergenz eine wesentliche Rolle:

DEFINITION VII-8.1. Es sei f: I x D - K, I = [a,00), D C R. Fliir alle 8 € [a,o0)
und fiir alle t € D sei flg(-,t) € R([a, B],K).

[ f(z,t) dv heifit gleichmifig konvergent (auf D) /(D:)f
B
Ve > 03¢ € [a,00)Va, 3 > EVE € D: | [ f(z,t)dx| <e.

Eine offensichtlich hinreichende Bedingung fiir gleichméflige Konvergenz des un-
eigentlichen Integrals ist die Existenz einer beziiglich ¢ gleichméfBigen Majorante
g: la,00) — R. Gilt also fiir alle = € [a,00) und fiir alle t € D

[f(z,t)] < g(x),
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und existiert faoo g(x)dz, dann ist faoo f(z,t) dx gleichméBig konvergent. Dies folgt
unmittelbar aus der Abschitzung (o < f)

B B
’/f(l’,t)dl’! S/g(:z;)dyc

BEISPIEL VII-8.2. [* Lexp((—t+i)z)dx, a > 0,t > 0. Fiir ¢ > ¢ > 0 ergibt sich
aus |1 exp((—t+i)z)| < 2% die gleichméBige Konvergenz auf [¢, 00). Wir dehnen nun
die GleichméBigkeit der Konvergenz auf ¢ > 0 aus. Durch partielle Integration erhélt
man fira <u <o

/ 1 ( t+i)x dr = 1 1 6(7t+i)x|” + i 1 6(7t+i)x dr.
x r —t+1 u x2 —t+i

u u

(=07 — ¢=t < 1 fiir ¢ > 0, ergibt sich die Abschitzung

Wegen || <1 und |e

\/ie(m)xdw\ <= 4-= —l—/—dx—

und damit die gleichméflige Konvergenz fiir ¢ > 0. Durch Zerlegung in Real- und
Imaginérteil folgt dann die gleichméfiige Konvergenz der reellen Integrale

[e.9] o0

coszT _ sinx _
/ e dx und/ e dr, a>0,

T T
a a

auf t > 0. Da z — % stetig nach 0 fortgesetzt werden kann, ist sogar
sin x

/ —tx dI

0

THEOREM VII-8.3. Fir f € B(I x D,K), I =[a,0), D = [c,d] C R, gelte

i) faoo f(z,t)dz sei gleichmdfig konvergent auf D,
i) Ve e I: f(z,-) € C(D,K).
Dann ist die Abbildung F: D — K, definiert durch

= 7f(x,t) dx

gleichméBig konvergent auf [0, 0o).

stetig auf D.
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BEWEIS. Es sei typ € D. Fiir a € [a, 00) betrachten wir

|F(t) = F(to)| = I]of(fﬂ,t)dfﬂ—]of(ﬂf,to)dxl
< \/af(ﬂfat)dﬂi—/af(x,to)dﬂ+|7f(x7t)d$|+|7f(x,to)df€!-

Wegen der gleichméfligen Konvergenz von faoo f(z,t)dx fir t € D gibt es zu e > 0
ein £ > a derart, daf fiir alle £ < o < oo und fiir alle t € D

|/f(ac,t) de| < .

Wir fixieren nun ein derartiges «. Auf [a,a] erfiillt f die Voraussetzungen von
Satz VII-6.1. Also gibt es ein § > 0 so, daB |t —tp| < d und t € D

|/f(x,t) dx—/f(a:,to)d:c| <

nach sich zieht. Insgesamt erhélt man daher fur [t — ¢y] < d und t € D
|F(t) — F(to)| < 3e.

THEOREM VII-8.4. Fiir f € B(I x D,K), I =[a,0), D = |, 5] C R, gelte

) faoo f(z,t)dx sei gleichmdfig konvergent auf D,
i) Vt e D: f(-,t) € C(I,K),
iii) Ve € I: f(x,-) € C(D,K).

oo B
Dann konvergiert das uneigentliche Integral f [ f(x,t)dt] dz und es gilt

//fxtdxdt //fxtdt

BEWEIS. Nach Satz VII-8.3 ist ¢t — [ f(x,t)dx stetig auf D. Somit existiert

B oo
das iterierte Integral [[[ f(z,¢)dxz]dt. Es sei ¢ > 0 beliebig gewihlt. Wegen der

gleichméBigen Konvergenz von [ f(x,t) dz gibt es ein £ > a, so daB fiir alle u > ¢
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und ¢t € D die Abschétzung

’/f(llf,t)dm—/f(as,t)dx|<€

zutrifft. Damit ergibt sich die Ungleichung

|/ﬁ[]of(%t)dm]dt—i[if(x,t)dm]dﬂ
S/B\]Of(x,t)dx—/uf(:c,t)dx\dtgg(ﬁ_a)_

Auf Grund der Voraussetzungen an f kann man in ff L[ f(z,t) dz] dt nach Satz VII-
6.5 die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhélt fiir alle v > &

}//fxtdxdt //fxtdtdx|<5 — ).

Daraus folgt die Behauptung. 0

THEOREM VII-8.5. Fiir f: I x D - K, I = [a,00), D = [a, ] C R, gelte:
i) Es existiere foof z,a)d,
ii) Es existiere 2 (% I xD—K,
) % € B(I x D,K),
iv) Vt € D: %L(-,t) € C(I,K),
) Vo eI af( ) € C(D,K),
vi) [ 8f(:lc t)dz sei gleichmdflig konvergent auf D.

- 7 Fla,t) do

fiir allet € D, F ist differenzierbar auf D und es gilt

Dann konvergiert

F(t) = / g{ (z,t) da.

a

BEWEIS. %{ erfiillt die Voraussetzungen von Satz VII-8.4 auf I x [a, y] fiir alle y €

D. Somit konvergiert fiir alle y € D das uneigentliche Integral [ Zj%’: (x,t)dt] dx



242 VII. INTEGRALRECHNUNG

und es gilt

(%) /‘/ (a,t) da] dt = / /

Fiir festes € I ist %(z, ) € C(D,K). Nach dem Hauptsatz VII-4.2 folgt daher fiir
alle y € D

yaf

E(mvt) dt = f(a:,y) - f(I,Oé).

o

Wegen der Konvergenz von faoo f(z, @) dx ergibt sich damit aus (%) die Konvergenz

von [ f(x,y)dz und

:7f(x,y)dx:7Of(x,a)dx+/y[7€;—{(x,t)dx} dt, yeD.

erfullt auch die Voraussetzungen von Satz VII-8.3. Also ist ¢ +— f (x,t) dx stetig
auf D. Der Hauptsatz VII-4.2 sichert daher die leferenmerbarkelt von F auf D und

F@:/Z(wm.

a

BEeispiEL VII-8.6. 1) Wir betrachten das komplexe uneigentliche Integral

/e(_1+“)x dr = —;,, teR.
-1+t
0
Dies folgt aus
B
. —B itp
/e(—l—‘rzt):pdl,: e ¢ __ 1 _
-1+ -1+t

0
Durch Aufspalten in Real- und Imaginérteil ergibt sich

o0 [e.9] [e.o]

4 14t
/e(lﬂt)m dr = /e”” costx dr + i/em sintr dr = i,
1+ ¢2
0 0 0
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und damit die reellen uneigentlichen Integrale

o)

B 1
/e Tcostx dr =
1+ t2

(%)

0 , teR.
t
e *sintr de = ——
1+ ¢2
0

Aus [e(71F2) < e7® (t,z) € [0,00) x R, folgt die gleichmiBige Konvergenz der
uneigentlichen Integrale. Wir schranken nun ¢ auf D = [0, 1] ein. Die Abbildung
f:[0,00)x D — R, f(x,t) = e " costa, erfiillt die Voraussetzungen von Satz VII-8.4.

Somit existiert )~ fol e % costx dt] dr und es gilt

1 o) 0 1
/ [/e‘x costx dm} dt = / [/6_”’ costx dt} dx.
0 0 0 0

Auf der linken Seite erhélt man mit (x)
1

/ dt tan 1 tan0 = ~
— arctan 1 — arctan = —
1+1¢2 4’

0
auf der rechten Seite kann man das innere Integral ausfiihren:

fe’e) 1 o)

/[/e‘x costx dt} dr = /e_xsmxdﬂ
T

0 0 0

(Man beachte, dafl der Integrand stetig nach x = 0 fortgesetzt werden kann). Insge-
samt wurde also gezeigt

[e.9]

sinx T
- dr = —.
/ ¢ T o 4
0
2) Fiir t > 0 definieren wir die Abbildung F' durch

F(t) = /emsmx dx.

T
0

Die Existenz von F'(0) wurde in Beispiel VII-7.4 nachgewiesen, fiir ¢ > 0 kann man
wie in Beispiel 1) argumentieren. Dort wurde auch

gezeigt. Wir setzen f: [0,00) x [0, 1] — R fest durch

e Sinw

[z ) =e ,

X




244 VII. INTEGRALRECHNUNG

und erhalten

of

—(z,t) = —e “sinz.

ot
Fiir jedes t > 0 ergibt eine einfache Rechnung wie in 1)(x) das uneigentliche Integral

[e.o] [e.o]

af _ —tx _: _ _1
/E(ﬂ%t)dx——/e sinxdr = T

0 0

welches gleichméBig fiir ¢ € [a, 1], a € (0,1] konvergiert. Somit erfiillt f sdmtliche
Voraussetzungen von Satz VII-8.5 auf [0, 00) X [«, ] fiir alle a € (0, 1]. Daher ist F
auf (0, 1] differenzierbar und es gilt

Folglich ist mit einer Konstanten ¢ € R
F(t) = —arctant + c.

Der Wert von ¢ ergibt sich aus

zu

Fiir alle ¢ € (0, 1] gilt daher
F(t) = g — arctant.

Nach Satz VII-8.3 ist F stetig auf [0,1], soferne [ f(x,t) dz gleichméBig auf [0, 1]
konvergiert. Nehmen wir dies vorerst an, kann man auf F'(0) = 7 schlieflen. Also gilt

o0
sinx T
der = —.
T 2
0

Fiir den Nachweis der gleichméffigen Konvergenz von fooo f(z,t)dzx fir t € [0,1] be-
merken wir, daf es geniigt, die uneigentlichen Integrale [ f(z,t) dz zu betrachten.
Integrieren wir partiell und beachten

1
-tz L3 : —tx
e sinxdr = ———|tsinx 4 cosx|e ",
/ 1+t2[ ]
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erhalten wir

B
. 1 —tx 1 1

/e_msﬁxdm:—gle_i_ " [tsinx+cosx]’f_ 1+t2/;6_m[tsinx—l—cosx] dx
/ 1

1 e et :

:_Bm[tsmﬁ—i—cosﬁ]—i—m[tsml—l—cosl]
B
1 / 1 ~t5ft sin gz + 1d
- —e sinz + cos x| dx.
1+1¢2 ) 22

1

Der erste Term auf der rechten Seite kann gleichméBig in ¢ € [0, 1] durch % abgeschétzt

B
werden. Ebenso kann das Integral durch 2 [ I% dx beschréankt werden. Daraus folgt
1

die gleichméfiige Konvergenz von floo e‘t“i% dx fir t € [0, 1].






KAPITEL VIII

Differenzierbare Funktionen

1. Differenzierbarkeit

Die Stetigkeit einer Abbildung f an einer Stelle xy bedeutet, dafl man lokal, dh. in
einer Umgebung U von g, die Funktionswerte f(z) durch f(xy) approximieren kann.
Natiirlich bringt dies i.A. nur eine sehr grobe Nédherung an den tatséchlichen Funkti-
onsverlauf. Bedeutend besser kann man den Graph von f durch eine affine Funktion
t1(z) = f(xg) + Azy(z — z0) approximieren. Die Forderung, der Approximationsfehler
r(z) = f(z) — t1(z) moge in einer Umgebung von xz, klein sein, liefert jedoch allein
keine Bedingung fiir A,,. Es ist also notwendig, die Anforderungen an die Appro-
ximationsgiite zu erhohen. Eine Préizisierung dieser Idee fithrt auf das Konzept der
Differenzierbarkeit einer Funktion.

Im Folgenden bezeichnen X, Y jeweils normierte Rdume mit Normen || - ||x bzw.
|| - ||y- Wenn die verwendete Norm aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, wird auf
die Unterscheidung der Normen durch einen Index verzichtet.

DEerFINITION VIII-1.1. Es set f: U =Y, U C X offen und xo € U.
1.) f heifft FRECHET-differenzierbar an der Stelle xo € U, wenn es eine ste-
tige, lineare Abbildung A, € L(X,Y), eine Kugel K(0,0) C X und eine Abbildung
r: K(0,0) = Y gibt mit der Eigenschaft

i) Vh € K(0,0): f(zo+ h) = f(z0) + Ay (h) +1(h),

i) limp_a, ﬁ =0.
2.) Die lineare Abbildung A,, heifst (FRECHET) Ableitung von f an der Stelle
zo. Man schreibt f'(zo) = “L(z0) = Df(x0) = Ag,

~ do

3.) [ heifst (FRECHET) differenzierbar auf U, wenn f an jeder Stelle x € U diffe-
renzierbar ist. Die Abbildung

. U— L(X,Y)
| oze ()
heifst Ableitung von f. Anstelle von f" schreibt man auch Df.

Wegen i) mufl 7(0) = 0 gelten. Wir zeigen zuerst, daf diese Definition sinnvoll ist, d.h.
daB durch die beiden Bedingungen i) und ii) die Abbildung A,, und der Korrekturterm
r eindeutig festgelegt werden: Angenommen es gibe T; € L(X,Y) und r;: K(0,9) —
Y, i=1,2, mit

f(zo+h) = f(xo) +Ti(h) +ri(h) = f(x0) + T2(h) + r2(h).

247
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Dann gilt
Tl(h) + T1<h) = TQ(h) + Tg(h)

fiir alle h € K(0,0). Ersetzt man in dieser Beziechung h durch th mit 0 < ¢ < 1 und
dividiert durch ¢, findet man

lIri (th)]]
lenll

Tih =T5h

fir alle h € K(0,d). Wegen der Linearitét von 7; folgt daraus T = T5. Die Gleichheit
von r; und ry ist dann eine unmittelbare Folge von T} = T5.

BEeispieL VIII-1.2. Wir betrachten die affine Abbildung f: X — Y, f(x) = Az + b,
mit b € Y und A € L(X,Y). Aus der Linearitat von A folgt

flx+h)=A(x+h)+b= f(x) + Ah.
Setzt man r(h) = 0 fiir alle h € X, folgt die Differenzierbarkeit von f und
fllz)=A

[Iri ()]
(¢l

Beachtet man 1|[r;(th)|| = ||h]| sign t folgt mit lim,_,o

fir alle x € X.
Differenzierbarkeit ist eine stéarkere FEigenschaft einer Funktion als Stetigkeit:

THEOREM VIII-1.3. Ist eine Abbildung f: U — Y differenzierbar in xo € U, dann
ist f stetig in xg.

BEWEIS. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung

fzo+h) = f(zo) + f'(xo)(h) + r(h)
und der Stetigkeit von f’(xo) und r. O

BEMERKUNG VIII-1.4. 1.) Die Frechet Ableitung wird auch totale Ableitung oder
(totales) Differential der Funktion f genannt.

2.) Gleichwertig ist folgende Charakterisierung der Differenzierbarkeit von f in xg €
U: es gibt eine stetige, lineare Abbildung A,, € £(X,Y) mit

fxo+h) — f(wo) — Ay, (R)

lim =0.
h—0 [|h]]x

Dieser Grenzwert kann auch geschrieben werden als
o @) = fln) = Aw(e =)
a0 ||z — o |x

3.) Sind die Dimensionen der Réume X und Y endlich, geniigt es, nur die Linea-
ritdt von A,, zu fordern, da eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen
Réumen automatisch stetig ist.

4.) Aus Satz I11-3.11 folgt, dafl eine Abbildung f: U — K", f = (f1,..., fn),inxg € U
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genau dann differenzierbar ist, wenn jede Komponentenfunktion f;, © = 1,...,n, in
xo differenzierbar ist. Daher kann man sich bei vielen Untersuchungen auf skalare
Funktionen beschrénken.

5.) Man beachte, daf§ in Definition VIII-1.1 die Differenzierarkeit nur in einem in-
neren Punkt des Definitionsbereiches von f betrachtet wird. Dies wird erzwungen
durch die Annahme, daf§ der Definitionsbereich offen ist. Ein Grund fiir diese Ein-
schriankung besteht darin, dal dadurch Randpunkte ausgeschlossen werden und somit
Anndherungen an xz( aus beliebiger Richtung méglich sind. Das folgende Beispiel zeigt,
daB die Eindeutigkeit der Ableitung verloren gehen kann, wenn der Definitionsbereich
nicht offen ist:

BeispiEL VIII-1.5. Es sei f: R x {0} — R gegeben durch (z,0) + 2z. Eine lineare
Abbildung von R? nach R wird durch eine Matrix («, 3) dargestellt. Fiir die Unter-
suchung der Differenzierbarkeit von f in (0,0) betrachten wir daher den Grenzwert

: 1 x
®) e T V0 /00~ 05 (3)
(6) = bljgo é@x —ar)=(2 - a«) |}ci|ino sign x

(In R? kénnen wir z.B. die euklidische Norm verwenden). Durch die Forderung, daf
der Grenzwert existiert und gleich Null ist, wird offenbar [ nicht festgelegt. Jede
durch (2, ) beschriebene lineare Abbildung kéme als Ableitung von f in (0,0) in
Frage.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall reeller Funktionen f: I — R. Das
Intervall I sei offen. Wenn f in xg € I differenzierbar ist, dann gibt es eine lineare
Abbildung A,, € £L(R,R) mit den Eigenschaften

f(xO + h) - f(xo) + Azo(h) + T(h)v

Jede lineare Abbildung A,, € L(R,R) wird durch eine reelle Zahl oo € R dargestellt
und es gilt A, (k) = ah mit o = A, (1), und umgekehrt. Diese Uberlegung erlaubt
es, die Ableitung von f in zy mit der reellen Zahl « zu identifizieren. Ist f in z¢g € 1
differenzierbar, dann gibt es also f’(z() € R mit

fxo +h) = f(xo) + f'(wo)h +r(h),
r(h)

lim —= = 0.
h—0

Die Ableitung f’(z¢) ist daher gegeben durch den Grenzwert

@ ) = lim +(F (o + ) — f(zo).
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Existiert umgekehrt der Grenzwert (7) und definiert man r: K(0,5) — R durch

f(zo+h) = f(zo) + f'(xo)h +r(h)
fir h € K(0,0) (0 so, dafl K(z¢,0) C I), erhilt man

h
tim " tan Ly 4 1) — Fla))  f(ao) =0,

d.h. f ist differenzierbar in z(. Fiir skalare Funktionen in einer Verdnderlichen kann
die Differenzierbarkeit auch in Haufungspunkten des Definitionsbereiches untersucht
werden (vgl. Definition V-1.1).

Abschlieflend demonstrieren wir den Einsatz von Definition VIII-1.1 fiir den Nachweis
der Differenzierbarkeit einer Funktion in mehreren Verdnderlichen.

BEISPIEL VIII-1.6. Es sei f: R® — R gegeben durch f(x,vy,2) = z2? + ye*. Definiti-
on VIII-1.1 verlangt, den Zuwachs der Funktionswerte linear zu approximieren. Wir
betrachten daher

fla+hy+kz+1) = f(z,y,2) = (z+ Dz +h)* + (y + k)™ — za® —ye?
= 2xzh + ke + 1(2? + ye*) +r(h, k1)
mit
r(h, k1) = zh® + 2xlh + Ih* 4+ ke* (¢! — 1) +ye* (e — 1 —1).
Diese Aufspaltung beriicksichtigt
ke* ™ = ke + kO(1),
yer T — ye® = lye* + O(1%).

Wir schitzen nun den Korrekturterm r(h, k, ) unter Verwendung der Maximum Norm
[|(h, k,1)||o = max(|h|,|k|,|l]) ab. Als Abkiirzung schreiben wir voriibergehend 6 =
(h,k,1).

L1
[r(hs ke, D] < (2] + 2l2D110]12% + 18115 + ][5 e*] 7 (¢! = 1)

z 2 - |l‘k_2
+lylelolz Y-
k=2 ’

2

Da 1(e' — 1) beschrénkt ist (vgl. Lemma V-3.1) und > 7=, F— < elll ergibt sich

I
ekl
(hk)—(0,00) |[(h, K, )|

Somit ist f auf R? differenzierbar und es gilt

fl(x,y,2) = (22,7, 2 + ye).
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Der Nachweis der Differenzierbarkeit fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen kann
noch etwas vereinfacht werden, da der Kandidat fiir f'(x) a priori bekannt ist. Wir
kommen darauf in Abschnitt 3 zurtick.

2. Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

In diesem Abschnitt entwickeln wir einige Regeln, die es erlauben, die Ableitung
komplizierterer Funktionen mit Hilfe der bekannten Ableitung einfacherer Funktionen
zu berechnen.

THEOREM VIII-2.1. Es seien f, g: U — Y, U C X offen, differenzierbar in vy € U
und X € K. Dann sind auch f+ g und \f an der Stelle xo differenzierbar und es gilt

(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20,)
()\f)/(xo) = Af/(mo)-

Die Menge der in zq differenzierbaren Funktionen bildet somit einen Vektorraum diber

K.

BEWEIS. Der Beweis ist eine unmittelbare Folgerung aus den Darstellungen
f(wo +h) = f(xo) + f'(wo)(h) + 71y (h),
9(xo + h) = g(x0) + ¢'(x0)(h) + 74(h)

mit geeigneten Funktionen r¢ und r,, die sich aus der Differenzierbarkeit von f und
g ergeben. 0

(8)

Fiir Funktionen mit Werten in K ist folgende Regel niitzlich.

THEOREM VIII-2.2. Es seien f, g: U = K, U C X offen, differenzierbar in xq € U.
Dann sind fg und, falls f(xq¢) # 0 ist, auch % an der Stelle xq differenzierbar und es
gilt

(fg9) (x0) = (xo)f’(xo) + fx0) g (20) PRODUKTREGEL
() (o) = f2(x0 (o) REZIPROKREGEL
(%) (w0) = ( (20)g'(x0) — g(x0) f'(x9)) QUOTIENTENREGEL

Beweis. Mit Hilfe der Darstellungen (8) folgt
(f9)(zo + 1) = (fg)(zo) + g(zo) f'(wo)(h) + f(20)g (z0)(h) + R(h)
mit
9)  R(h) = (f'(xo)(h) + 14(h)) (g (x0)(h) + 14(h)) + f(wo)ry(h) + g(xo)rs(h).
Wegen f'(xg) € L(X,K) ist f'(zo) beschrankt, vgl. Satz I11-2.16, d.h. es gilt
|f'(xo) ()] < Myl[h]|x, ze€X
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mit einer geeigneten Konstanten M; > 0 und analog fiir ¢'(z¢)(h). Somit kann man

R(h) abschétzen durch

re(h) rq(h
) < (01 + T (g oLy s ) ()] + Lo ),
il TialTy
was limy, o % = 0 zur Folge hat. Mit der Beobachtung g(x¢)f'(xo) + f(0)g'(z0) €

L(X,K) ist die Produktregel bewiesen. Fiir den Nachweis der Reziprokregel betrach-
ten wir

Ly Ry _ f@oth) = flxo)
1

~ " f(xo+ h) f(x0) (F o) (k) -7s(R)
1 /
= —mf (z0)(h) + R(h)

mit
1 1 1

Aus der Abschéitzung
1 1 1

Flea)  Fat B Faa)
und der Stetigkeit von f in x folgt

[R(h)| < |

(M [Rllx + [re(R)])

. 1

Somit ist die Reziprokregel gezeigt. Die Quotientenregel ergibt sich nun durch Kom-
bination der Produkt- und der Reziprokregel. U

Besonders vielfiltige Anwendungen findet die Regel fiir die Ableitung der Verkettung
differenzierbarer Funktionen.

THEOREM VIII-2.3 (Kettenregel). Es seien X, Y, Z normierte Raume, f: U — Y,
UcCX offen, g: V. — Z, V. CY offen und f(U) C V. Sind f in xg € U und g in
f(xo) € V differenzierbar, dann ist g o f in xy differenzierbar und es gilt
(go f) =4g'(f(0)) o f'(x0)
BeEwEIs. Wir greifen wieder auf die lokalen Darstellungen
fxo + h) = flwo) + f'(zo)(h) + rs(h),
9(f(xo) + k) = g(f(x0)) + ¢'(f (o)) (k) + ry(k)

zuriick, welche in Kx(z9,9) beziehungsweise in Ky (f(zo),d) mit einem geeigneten
0 > 0 gelten. Die Komposition von g nach f 148t sich dann schreiben in der Form

(g0 f)(wo+h) = g(f(xo + h)) = g(f(wo) + [ (o) (h) + s (h)).
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Fiir h hinreichend klein liegt k = f/(x)(h) + r¢(h) in Ky (0,d) und somit gilt

(
(9o f)(@o+h) = (g0 f)(wo) +g'(f(@0)) (' (x0)(h) + 15 (h)) + 14 (f (o) (h) + 7 (h))
= (g0 f)(z0) + (¢'(f(w0)) © f'(0)) (k) + R(h)

mit

R(h) = g'(f(20))(r(h)) + 1y (f'(zo) (h) + 7 (h)).
Wegen ¢'(f(xg)) o f'(xg) € L(X,Z) geniigt es limy_o H—}LHR(h) = 0 zu zeigen. Dies

folgt aus der Beschrinktheit der linearen Abbildungen f'(zg) und ¢'(f(xo)), d.h. aus
den Abschétzungen

1" (o) (R)ly < Mi|lhllx, heX
19'(f(z0)) Wz < Mallylly,  yE€Y,

mit passenden Konstanten My, My > 0, kombiniert mit

[[rg(f' (o) (h) + r(W))l|z
|1 (zo) () + 7 (R)[[Y

und den Eigenschaften von r¢ und r,. O

|R(h)[[z < Mal[rs(h)]ly +

(Mu[n][x + [y (R)lly)

BEISPIEL VIII-2.4. Es sei f: U — Y injektiv und es seien f in xyp und f~1 in yy =
f(xg) differenzierbar. Dann ist nach der Kettenregel f~! o f in zy differenzierbar und
es gilt

(f~ho f) = (f7) (f(20)) o f'(xo)-
Wegen f~!o f =idy folgt mit Beispiel VIII-1.2
(f71(f (o)) © f'(w0) = idx

Ist nun f'(xq) invertierbar, erhdlt man

(f1(f (o)) = (f' (o))"

Die Schwachstelle dieser Argumentation ist natiirlich, dafl die Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion bereits gesichert sein mufi. Dieser Mangel wird im Folgenden beho-
ben.

THEOREM VIII-2.5. Es set f: U — Y, U C X offen, differenzierbar in xoy € U.
Ferner sei f injektiv, V. = f(U) offen und die Umkehrabbildung f~':V — U sei
stetig an der Stelle yo = f(x¢). Besitzt die Ableitung f'(xo) € L(X,Y) eine stetige
Inverse, dann ist auch f=' an der Stelle yo differenzierbar und es gilt

(FY (f(zo) = (o))

BeEwEIS. O.B.d.A. kénnen wir zyp = 0 und yo = f(z9) = 0 annchmen (ersetze
x — f(x) durch die Abbildung z — f(zo + z) — f(z0). Man iiberzeuge sich davon,
daB auch diese Abbildung die Voraussetzungen des Satzes erfiillt). Da V offen ist, gilt
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Ky (0,0) C V fir 6 > 0 hinreichend klein. Wegen der Differenzierbarkeit von f in 0
gilt
(%) f@) = f(0)(x) +re(x)
fir alle x € Kx(0,0x). Da f~! in 0 stetig und V offen ist, gibt es eine Kugel
Ky(0,0y) C V so, daB f~(y) € KX(O dx) fiir alle y € Ky(0,dy) zutrifft. Somit
gilt die Entwicklung () fiir alle x = f~!(y) mit y € Ky (0, dy) und daher auch

y= O W) +r(fH W),

fiir alle y € Ky (0,dy). Nach Voraussetzung besitzt f/(0) eine stetige Inverse, somit
folgt

(10) FHy) = £ ) = FO0) 7 (re (7 (w)
)+

mit
R(y) = —f"(0)" (re(f ().

Wegen f/(0)~! € L(Y, X) geniigt es lim, o @R(y) = 0 zu zeigen. Dabei verwenden
wir wieder die Beschréinktheit von f/(0)71,

I£ O Wllx < Mllylly, yeY

mit einer geeigneten Konstanten M > 0. In der Abschétzung

IR _ WG )l 1 )l
W =M

bemerken wir, dafl wegen f~1(0) = 0 aus der Injektivitit von f auch f~1(y) # 0 fiir
y # 0 folgt. Wegen der Stetigkeit von f~! in yo = 0 folgt weiters lim, o f~!(y) =0
und somit

y#0

)
(1 O

Es geniigt daher zu zeigen, daf3 W beschréankt ist. Dazu schitzen wir das Wachs-
tum von ||f~!(y)|| mit Hilfe von (10) folgendermaflen ab

1@l < o gl + a O gy

=Wl
Fiir y hinreichend klein erhdlt man schliellich mit (11)
M
-1
17 W £ g ol < 204 [yl
L=l
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BEMERKUNG VIII-2.6. 1.) Im Allgemeinen muf die Existenz und Stetigkeit der Inver-
sen von f'(zg) gefordert werden. Sind X und Y jedoch endlich dimensionale Raume,
ist f/(zo)~! nach Satz I11-3.13 stetig (falls die Inverse existiert).

2.) Die Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion f: I — R, I C R ein In-
tervall, ist automatisch stetig. Ein vergleichbares Resultat existiert fiir Funktionen in
mehreren Verédnderlichen nicht. Fiir reelle Funktionen kénnen daher die Vorausset-
zungen in Satz VIII-2.5 erheblich abgeschwécht werden:

THEOREM VIII-2.7. Es sei I ein Intervall und f: I — R streng monoton. Ist f in
xg € I differenzierbar mit f'(xo) # 0, dann ist f=' in yo = f(xo) differenzierbar und
es qgilt

1
—1\/
To)) = ——.
Y0 = s
BEWEIS. Die einfachen Modifikationen des Beweises von Satz VIII-2.5 seien dem
Leser tiberlassen. O

3. Richtungsableitungen, partielle Ableitungen, Jakobi-Matrizen

Bei der totalen Ableitung einer Funktion an der Stelle xy werden die Funktionswerte
von f in einer vollen Umgebung von xy mit f(zg) verglichen. Wesentlich schwécher
ist das Konzept der Richtungsableitung, bei welchem f nur auf einem durch z( ver-
laufenden Geradensegment ausgewertet wird.

DEeFINITION VIII-3.1. Es sei f: U — Y, U C X offen, xg € U und h € X. Die
Funktion f besitzt in xy die Richtungsableitung in Richtung (ldings) h, wenn
der Grenzwert

(12) lim%(f(xo +th) — f(x0))

t—0

existiert. Ubliche Bezeichnungen fir die Richtungsableitung von f in xq lings h sind

%(330) oder O f (o) oder f'(xo; h).

Da U offen ist, gibt es 6 > 0 so, dafi {zg + th: |t| < 6} C U. Definiert man die
Funktion ¢y : (—6,9) = Y durch ¢,(t) = f(zo + th), dann bedeutet die Existenz des
Grenzwertes (12) die iibliche Differenzierbarkeit von ¢y, in t = 0 und es gilt

64(0) = 2 (z0)

Ersetzt man in (12) die Richtung h durch A, A € R, erhélt man
.1 .1
F/(oos AR) = Timn = (e + EAR) — f(z0)) = lim - (f (w0 + ENR) — f (o)) = Af'(o: ),

die Richtungsableitung ist somit homogen beziiglich der Richtung h. Aus diesem
Grunde wird ein Richtungsvektor oft normiert, d.h. ||h|| = 1 gesetzt.
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BEISPIEL VIII-3.2. Die Abbildung f: R?* — R sei gegeben durch

o[ #e @) #0.0),
fzy) {o (,y) = (0,0).

Um die Richtungsableitung von f in (0,0) in Richtung h = (§,7n) zu berechnen,
betrachten wir den Differenzenquotienten

L(f o+ th) — Fw) = S((th) — £(0,0))
57]2 27 57&07
mtjo {()g £=0.

Die Abbildung f besitzt also in (0,0) in jede Richtung h eine Richtungsableitung.
Wir erinnern daran, daf8 f in (0,0) jedoch nicht stetig ist. Somit kann f in (0,0)
nicht differenzierbar sein. Dies &uflert sich auch darin, daB h — f’(0,0)A nicht linear
ist.

THEOREM VIII-3.3. Ist f: U =Y, U C X offen, in xo € U differenzierbar, dann ist
f in zq ldngs jeder Richtung h differenzierbar und es gilt

Onf(xo) = f'(wo)(h).
BEWEIS. Da f in x( differenzierbar ist, gilt
f(xo +th) — f(zo) = tf'(z0)(h) + r(th),

! -/ (t&,tn) =

also

1 L r(th)
T (f(wo +th) = f(wo)) = f'(o)(h) + 7] [IAl].

Die Behauptung folgt nun aus lim;_, t|(|h|| lim;_,q ||(thﬁ signt = 0. O

Das Beispiel VIII-3.2 zeigt, dafl die Umkehrung dieses Satzes falsch ist.
Wir betrachten nun den Spezialfall X = K™ versehen mit der Standardbasis

(€1, €m).

DEeFINITION VIII-3.4. Es sei f: U — Y, U C K™ offen, o € U und h € K™. Die
Richtungsableitung von f in x¢ in Richtung des j-ten Standardbasisvektors e; heifit
j-te partielle Ableitung 1. Ordnung von f in xy. Anstelle von 8f (1:0) schreibt man

af (:vo) bzw. 0;f(xo) bzw. fo,(w0), j=1,...,m

Wird zg = (£9,...,&%) gesetzt, ist die partielle Ableitung nach der j-ten Koordinate
an der Stelle xy durch den Grenzwert des Differenzenquotienten bestimmt

ot 1) = Flao)) = TUE 61,8+ 1,800, )
— f(E), ..., ... &),
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Dies zeigt, dal man die partielle Ableitung nach der j-ten Koordinate an der Stelle
xo erhélt, indem man alle Verdnderlichen mit Ausnahme von ¢; als Konstante be-
trachtet und die nunmehr nur noch von ¢; abhéngige Funktion in gewohnter Weise
differenziert.

Ist f an jeder Stelle x € U partiell nach §; differenzierbar, sagt man, f sei auf U
partiell nach ¢; differenzierbar und nennt die Abbildung

of JU—=R
0 |z (o)

die partielle Ableitung von f nach ; auf U.

Die Funktion f: U — K" U C K™ offen, f = (fi,..., fn) sei differenzierbar in
xo € U. Sowohl in K", als auch in K™ sei die Standardbasis zugrundegelegt. Dann
wird die Ableitung f’(zg) durch eine n x m- Matrix dargestellt, in deren j-ten Spalte
der Vektor

fiteo)es)\ (5 (w0)
f'(@o)(e;) = 5 = :
fu(@o)(e)) e (o).
steht. Die Matrixdarstellung von f’(zq) beziiglich der Standardbasen in K™ und K"
ist daher durch die Jacobimatrix (Funktionalmatrix) gegeben:

(13) : :

Da wir in K™ und K" stets die Standardbasen verwenden, werden wir f/(zo) und die
zugehorige Jacobimatrix identifizieren und daher gleich bezeichnen. Wir schreiben
f'(xo)h anstelle von f'(xq)(h), wenn wir f'(zo) als Matrix auffassen.

Als Kandidat fiir f/(x¢) kommt also nur die Jacobimatrix in Frage. Man kann daher
beim Nachweis der Differenzierbarkeit einer Funktion f: U — K" die gesuchte lineare
Abbildung durch die Jacobimatrix ersetzen. Die Differenzierbarkeit von f in zq ist
daher gleichwertig mit

1 Ifk

(14) lim W(fk(xo +h) = fr(zo) — Z =7 (z0)hy)

k=1,...,n, h = (hq,..., hy). Beispiel VIII-3.2 zeigt jedoch, daf} die Existenz der
partiellen Ableitungen allein iiber die Differenzierbarkeit von f nichts aussagt. Noch
deutlicher kommt dies in folgendem Beispiel zum Ausdruck.

BEISPIEL VIII-3.5. Es sei f: R? — R gegeben durch f(¢,0) = f(0,¢t) =1, t € R und

sonst vollkommen beliebig. Dann existieren die partiellen Ableitungen 1. Ordnung in

(0,0) und es ist %(0,0) = g—f(0,0) = 0. Sonst kann iiber f keine weitere Aussage
x Y

gemacht werden.
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Es sei f: U — R, U C R™ offen, differenzierbar in xq € U. In Bezug auf die Stan-
dardbasis im R™ ist die Jacobimatrix von f gegeben durch die 1 x m-Matrix

0 0
(a—gl(xo), e %(ﬂfo))-
Somit gilt fir h = (o1,...,0m,)
"0
Flan)h) = 3 57 (zen

Oft ist es zweckméifig, die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f zu einem
Vektor zusammenzufassen:

DEeFiNITION VIII-3.6. f: U — R, U C R™ offen, besitze in xo simtliche partielle
Ableitungen g—gi, t=1,...,m. Der Spaltenvektor

of of T
d = = e, — R™
grad f(wo) (8&1 (o), T (%)) €
heifst Gradient von f an der Stelle xy. Ebenfalls gebriuchlich ist die Schreibweise:

V f(xg), eine veraltete Bezeichung ist ,Nabla*.

Wegen Satz VIII-3.3 kann man daher die Richtungsableitung von f in z ldngs einer
Richtung A mit Hilfe des Gradienten als inneres Produkt schreiben

(%) O f (o) = (grad f(xo), h).
Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt dann

Onf(20)| < || grad f(wo)l[2] k]2 = || grad f(zo)]l2-

Die Anderungsrate von f in z, entlang jeder Richtung h ist somit durch die (euklidi-
sche) Norm des Gradienten von f in xy begrenzt. Diese Schranke ist sogar scharf: dies
ist trivial fiir grad f(z¢) = 0, im Falle grad f(xy) # 0 setzen wir in (%) die Richtung

Bt — grad f(xo)

= Tarad f(zo)y €0 und erhalten

On- f (x0) = || grad f(zo)]|.

LEMMA VIII-3.7. Es sei f: U — R, U C R™ offen, differenzierbar in o € U. Dann
gibt der Gradient von f in xy die Richtung des stirksten Anstieges der Funktionswerte
von f an.

Analog folgt, dal — grad f(z¢) in die Richtung des stérksten Gefélles der Funktions-
werte weist.

Wir kehren noch einmal zur Kettenregel zuriick und betrachten die Situation f: U —
Kr, U C K™ offen, g: V. — K", V C KP offen, f(U) C V, f sei in o € U und g¢
in f(zg) € V differenzierbar. Nach der Kettenregel ist h = go f: U — K" in zg
differenzierbar und es gilt

(15) W (xo) = (go [)(w0) = ¢'(f(w0)) o f'(0).
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Der Verkniipfung der linearen Abbildungen auf der rechten Seite entspricht das Pro-
dukt der jeweiligen Jacobimatrizen. Konkret bedeutet (15) in diesem Fall also
(16)

Boiry) D)\ (B(f(n) . D(fo)\ [Llwo) .. 2(xo)

o) o Brle))  \BU@) . 20 B - )

Wir diskutieren nun zwei héufige Anwendungen der Kettenregel. Zuerst diskutieren
wir die Ableitung einer Funktion ¢ entlang einer differenzierbaren Kurve ~. Darunter
verstehen wir vorerst eine differenzierbare Abbildung v: I — RP.

KorROLLAR VIII-3.8. Es sei I C R ein offenes Intervall, v: I — RP? differenzierbar
auf I, g: V= R, v(I) C V C R?, V offen, differenzierbar auf V. Dann ist die reelle
Funktion ® := go~y: I — R auf [ differenzierbar und es gilt fiir alle ¢t €

¥(t) =/ (0(0) 07 (1) = Y 52 (0(8) T D)

mit (t) = (71(2), - .-, % (t)-
BEWEIS. Satz VIII-2.3. U
BEIspieL VIII-3.9. Wir betrachten die Abbildungen
)R — R? R? - R
v {t»—>(t2—|—1,t) g {(5,77)i—>§—772.
Man iiberzeuge sich davon, dafl ® = g o v durch
o(t)=1, teR,

gegeben ist. Also gilt ®'(¢) = 0, t € R. Fiir die Anwendung der Kettenregel benotigen
wir

2t
vio = (1) eR dem-0 -mer
Nach der Kettenregel gilt
! / / 2t
¥ =G er 0= -2 (7)o
KoroLLAR VIII-3.10. Es sei f: U — RP, U C R™ offen, differenzierbar auf U und

g:'V — R, V C RP offen, differenzierbar auf V und f(U) C V. Dann ist die re-
ellwertige Abbildung h := go f: U — R differenzierbar auf U und es gilt fiir alle
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relU
W(x) =g (f(z))o f'(z)
” ” ) o @)
- (sutan . g @) | 8
e (z) o (x)
Insbesondere gilt
p
8
() a& a—g ag() i—1....m
BEWEIS.
oh

O

Der typische Anwendungsbereich dieses Korollars umfait Koordinatentransformatio-
nen bei reellwertigen Funktionen mehrerer Verdnderlicher:

BeispieL VIII-3.11. Es sei g: V — R, V' C RP. Oft ist es zweckmifBig, anstelle der
cartesischen Koordinaten (7, ...,7,) eines Punktes x € R? andere, problemangepaf-
te Koordinaten (&1, ...,&,) zu verwenden. Der Zusammenhang zwischen (1, ...,n,)
und (&1, .., &,) wird durch eine zumindest injektive Abbildung f: U — RP, U C RP?,
f&,--08) = My 8), - mp(&ry .., &p)), beschrieben. In den neuen Varia-
blen (&, ...,&,) wird die Abbildung ¢ dann dargestellt durch h = g o f. Unter den
Voraussetzungen von Korollar VIII-3.10 gilt die Ableitungsregel (x),welche héufig in
folgender einprégsamen Form geschrieben wird

(0 OB Zg;(f@))gZ() i=1.m

in der die generische unabhéngige Variable von ¢ und die Komponentenfunktionen
von f gleich bezeichnet werden.

Zur Tlustration betrachten wir die Abbildung g(n1,72) = 77 + 15 in ebenen Polarko-
ordinaten (r,0) € (0,00) x (—m, 7],

m = rcosb,

1y = rsinb.

Der Ubergang zu Polarkoordinaten wird beschrieben durch die Abbildung ((&1, &) ~
(r,0))
£ (0, 00) x (=, @] = R\ {(0,0)},
| (r,80) = (m1,m2) = (rcos 6, rsinb)
und A(r,0) = (go f)(r,0) = r%. Somit gilt %(r, 0) = 2r, 2(r,0) = 0. Zu demselben

90
Ergebnis gelangen wir auch, wenn wir die Kettenregel in der Form (x) anwenden. Dazu
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berticksichtigen wir, daf§ die Abbildung f auf der offenen Menge (0,00) x (—m,)
differenzierbar ist, und berechnen zuerst die benétigten partiellen Ableitungen fiir

(r,0) € (0,00) X (—m,m)

9 0 0 _
8_7791(7717772) = 2m, 873"1 (r,0) = cos 0, 8?791( r,0) = —rsinf,
8g 8771 6772

8_7]2(771,772) = 21, o ——(r,0) = sind, 50 —=(r,0) = rcosé.
Aus (f) folgt dann

oh dg om dg On

ar(r, )= 8771(7“C059 ,7sinf) 87"( r,6) + 3 2(rc059 ,7sinf) o 2(r,0)
= 2rcosf-cos + 2rsinf - sinf = 2r

%(r, 0) = 391 (rcos@,rsinf)—— 50 ( 0) + 3—7792(7“6089 rsm@)%e (r,0)

= 2rcosf(—rsind) + 2rsin(r cos ) = 0.

Dieselbe Rechnung wird iibersichtlicher in der Matrixschreibweise der Kettenregel
dargestellt:

h'(r,0) = (gi(r 0) gg (, 9)) = ¢'(rcosf,rsinf) o f'(r,0)

. cost) —rsind
= (2rcosf 2rsind) (sin9 " cos 0 ) = (2r 0).

Wir bemerken, dafl in Korollar VIII-3.10 die Existenz der partiellen Ableitungen von h
und die Darstellung der partiellen Ableitungen bereits unter der schwécheren Voraus-
setzung bewiesen werden kann, dafl die Komponenten von f lediglich alle partiellen
Ableitungen auf U besitzen.

4. Differenzierbarkeit komplexer Funktionen

Wir gehen nun etwas néher auf die Differenzierbarkeit komplexer Funktionen f: U —
C, U c C offen, ein. Nach Definition VIII-1.1 ist f differenzierbar, wenn es eine
(stetige) lineare Abbildung 7" € £(C,C) und eine Funktion r: K(0,9) — C gibt,
sodafl

f(zo+h) = f(z0) +T(h) +r(h),  heK(0),
(*) . r(h)

gilt. Jede lineare Abbildung 7: C — C kann dargestellt werden als komplexe Multi-
plikation mit a = 7'(1), d.h.
T(z) = az.
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Da C isomorph zu R? ist, kann man f auch als Abbildung F': V — R? auffassen,
wobei V' bestimmt ist durch die Forderung

(v,y) eV z=x+iyel.
F' heifit reelle Interpretation von f und ist definiert durch
Flz,y) = (u(z,y),v(z,y)),  (z,y) eV
genau dann, wenn z = x + iy € U und
f(2) = u(z) +iv(2)

gilt (etwas unprézise unterscheiden wir dabei in der Notation nicht zwischen u(z, y)
und u(x + iy) und analog fiir v). Ist @ = o + i und z = = + iy dann ist die reelle
Interpretation von z — az = ax — By + i(Bz + ay)) gegeben durch

=5 7))

Man kann daher die Differenzierbarkeitsbedingung (x) iibersetzen in eine Bedingung
an die reelle Interpretation F' von f. Mit h = o1 +1i0y und r(h) = r1(h)+irs(h) ergibt

sich
F(xo+ 01,y0 + 02) = F(xo,y0) + a —F) (o + ri{o1, 02)
(T) B« 02 7”2(01,02)
7“1(01,02) —0, und 7”2(01,02) —0
l(o1,02)[12-0 || (071, 02) |2 l(o1,02)[12=0 || (o1, 72)] |2
(man beachte |h| = [|(c1,02)||2). Somit ist F': V — R? Frechet-differenzierbar und es
gilt

F'(z0,90) = (g _O[ﬁ) :

Andererseits ist F'(zg,yo) auch gegeben durch die Jacobimatrix von F', d.h.
F/ _ Uz(fl?m yO) uy(an yO) )
(%0, %0) (Ux(l’m Yo) vy(Zo, Yo)

Wegen der Eindeutigkeit der Ableitung mufl

um<$07 yo) = Uy(xm yo)
uy<$0, Yo) = —Vz(Z0,Y0)

(1)

gelten.
Ist umgekehrt F': V — R? V C R? offen, differenzierbar in (xg,%) € V und gelten
die beiden Gleichungen (), dann kann man

F' (20, 40) (h) = (ux(iﬁo,yo) —"Ux(ffovyo)) (01)

Uz (T0,%0)  uz(20,Y0) o9
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interpretieren als (u,(zo, yo) + ivz(T0,%0))(01 + i02) und (}) fihrt auf die Differen-
zierbarkeitsbedingung (x) fiir die komplexe Funktion z — f(z) = u(z) 4+ iv(2). Somit
gilt

THEOREM VIII-4.1. Die kompleze Funktion f: U — C, f(z) = u(z) + iv(z)
ist in zg = xg + 1Yo genau dann differenzierbar, wenn thre reelle Interpretation
F:V — R F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), in (xo,y0) differenzierbar ist und die
Cauchy-Riemannschen Gleichungen

(CR) Uy = Uy, Uy = —Vy

in (o, yo) erfillt sind. Dabei ist V C R? bestimmt durch die Forderung, (z,y) € V &
x +1iy € U. Ferner gilt dann

f'(20) = uz (20, y0) + 10220, Yo),
|/ (20)> = det F' (0, yo)-

BeispiEL VIII-4.2. Wir untersuchen die Differenzierbarkeit der Abbildung f(z) =
Rez, z € C. Mit z = x + 1y ist die reelle Interpretation von f gegeben durch

o0 )- (¢ ()

Als lineare Abbildung ist F' nach Beispiel VIII-1.2 differenzierbar und es gilt

F'(z0,10) = ((1) 8) :

Da die Cauchy-Riemannschen Gleichungen fiir kein (z,y) € R? erfiillt sind, ist die
Abbildung z — Re z nirgendwo (komplex) differenzierbar. Es ist iberraschend, daf
es im Komplexen so leicht ist, eine Funktion zu finden, welche an keiner Stelle dif-
ferenzierbar ist. Dies liegt daran, daBl komplexe Differenzierbarkeit eine sehr starke
Eigenschaft einer Funktion ist: man kann nadmlich zeigen, dafl die Differenzierbarkeit
von f auf U bereits die Existenz aller hoheren Ableitungen von f auf U nach sich
zieht, d.h. CY(U) = C*(U)! Im Gegensatz dazu ist es sehr miihsam, eine reelle Funk-
tion zu konstruieren, die an keiner Stelle eines (offenen) Intervalles differenzierbar
ist.

4.1. Hohere partielle Ableitungen. Wir schieben die Diskussion hoherer Ab-
leitungen von Abbildungen zwischen normierten Réumen etwas auf und betrachten
vorerst nur Funktionen f: U — R, U C R™ offen. Ist f an jeder Stelle x € U partiell
nach §; differenzierbar, sagt man, f sei auf U partiell nach &; differenzierbar und nennt

die Abbildung
JU—=R
Jei: {x = fe, ()
die partielle Ableitung von f nach & auf U. Anstelle von f¢, schreibt man auch
bzw. D, f. Existiert fe, (auf U), kann man versuchen, die partielle Ableitung fe, an
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einer Stelle o € U partiell nach §; zu differenzieren, j = 1,..., m. Wir erhalten auf
diese Weise die zweite partielle Ableitung von f nach & und &; an der Stelle z,
0°f 0
fee, (€1, .., 60) = &, En)-
& ( 1 ) aé-j aé-z ( 1 )

Auf analoge Weise definiert man partielle Ableitungen hoherer Ordnung.
Wir illustrieren diese Begriffe an einem einfachen Beispiel:

BEISPIEL VIII-4.3. Es sei f: R? — R gegeben durch f(&,n) = &n + &% Man
verifiziert

0 0
() =+ 2607 8—£(€m) — 37 1 267,
*f o >’f a2
3—52(5,77)—277, anag(f’”)_gn + 4,
2f B 2 >’f a2
(E n) = 6§n 4 27, oo (&,m) = 3n" + 4&n,
03 o
a—g(&n) =0, agafag(f n) = 4n,
o o
e (€)= On + 4. sergr (€ = .
etc.

Es fallt auf, dafl die gemischten Ableitungen (,;9 gg’ 5225; bzw. 8293 rfag’ 8‘22(’;7 gleich sind.

Dies ist kein Zufall, wie der néchste Satz zeigt:
THEOREM VIII-4.4 (H.A. Schwarz). Es sei f: U — R, U C R™ offen und zy €

U. f besitze auf U die partiellen Ableitungen ggf , % und die gemischte Ableitung

agzgg k: 7é (. Ist die gemischte partielle Ableitung ag 85 stetig in xg, dann existiert
auch ag ag und es gilt
0*f 0*f
(g(l)a 70n) (§177§70n)
908k 0€r0&

BEwEIS. O.B.d.A. kénnen wir von & = & und & = & ausgehen (anderenfalls
ordnet man die Variablen um). Da die iibrigen Variablen als Konstante behandelt
werden, geniigt es, den Satz fiir eine Abbildung f: U — R, U C R2?, zu zeigen, fiir

welche die partiellen Ableitungen erster Ordnung und die gemischte Ableitung %7

auf U existieren. Ferner sei % stetig in xg = (&y,10). Zu € > 0 gibt es daher eine
Kugel K(0,9) so, daB fiir alle y = (h, k) € K.(0,9)
Tot+yE U,

(1) o f _*f

(€o,no)| <e
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gelten. Fir y = (h, k) € K(0,0) betrachten wir nun den Ausdruck
F(hk) = f(& +h.mo+ k) — f(§osm0 + k) — f(&o + hymo) + (€0, 0)-

und zeigen
Pf - .

fiir ein (£,7) € Kso(2o,8). Man beachte F(h, k) = 0, falls hk = 0. Wir kénnen daher
hk # 0 annehmen. Wir bezeichnen mit I(a,b) das Intervall mit den Randpunkten a
und b. Die Abbildung

o) = f(& +h,n) = f(&,n), n€L(no,m+k)

ist auf I(ng,no + k) differenzierbar. Aus dem Mittelwertsatz folgt daher die Existenz
einer Stelle 77 zwischen 1y und 7y + £ mit

F(h,k) = @(no + k) — @(no) = ¢'()k

aﬁ&+ i) — 8&&)

F(h,k) =

9’ f
&N

den Mittelwertsatz auf g—f](fO—I—h, n)— g—g({o, 77) an, ergibt sich fiir eine Stelle £ zwischen
Sound & + h

Nach Voraussetzung existiert = a_5<g_£) auf U. Wendet man daher noch einmal

9% f

F(h,k hk.
() = e )
Wegen (€,7) € Koo(,6) und (1) folgt
1 0 f Pf - O f

(%) lhkF(h k) — DEdn == (Lo, 10)| = |8§8 (&) — DEdn - (&, m0)| < e
Nun ist
(k) = [ (F(E + o+ R) = [, +B) — 3 (F(E + o) — F(&m))],
und somit . . 5

7 ,1112% hF(h k) = <8£ (€010 + k) — a—g(foaﬁo))-
Fithrt man daher den Grenziibergang h — 0 in (%) durch, erhdlt man daher

1.0 0 0?

’k(ajg(fo,??o—i‘k) ag(foﬂo)) 85(; (€0, m0)| <
fur |k| < 0. Dies zeigt die Existenz von ng(ﬁoﬂlo) und

O f O f

P) ag('507770) 9EdN (foﬂ?o)
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5. Mittelwertsatz

5.1. Lokale Extrema. Nach dem Satz von Weierstrafl (Korollar 111-4.2) nimmt
eine stetige, reellwertige Funktion f auf einer kompakten Menge K Maximum und
Minimum an. Im Fall des Maximums bedeutet dies: 3zg € KV € K: f(x) < f(zo).
Dieser Satz bringt eine globale Eigenschaft stetiger Funktionen zum Ausdruck, da
samtliche Funktionswerte zum Vergleich zugelassen sind. Er gibt aber keinerlei Hin-
weis darauf, wo ein globales Extremum liegt. Bei differenzierbaren Funktionen ist es
jedoch moglich, aus dem lokalen Verhalten der Funktion, d.h. dem Verhalten in einer
Umgebung einer Stelle xq, auf das Vorliegen eines Extremums (relativ zur Umgebung)
in zg zu schlieffen.

DEeFINITION VIII-5.1. Es sei f: U - R, U C X und xo € U.
i) f besitzt in xo ein lokales Mazimum (Minimum ) ﬁf es gibt eine Umge-
(&

bung V von xq mit der Eigenschaft

Ve e VNU: f(z) < f(zo) (f(z) = f(20))-
ii) f besitzt in xy € U ein lokales Extremum l{):)f f besitzt in xg ein lokales
€

Mazximum oder lokales Minimum.

Wir formulieren vorerst eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen
Extremums.

THEOREM VIII-5.2 (Notwendige Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung). Es sei f: U —
R, U C X offen. Ist f differenzierbar in xo und besitzt f in xq ein lokales Fxtremum,
dann gilt f'(xq) = 0.

BeEweEis. O.B.d.A. besitze f in z( ein lokales Maximum (anderenfalls betrachte
man — f). Nach Definition VIII-5.1 gibt es ein § > 0 mit f(zo+h)— f(x¢) > 0 fiir h €
K(0,0). Fiir ein festes h € X und ¢ € (0,1) erhalten wir aus der Differenzierbarkeit
von f in x

[0+ th) = F(ze) = £ (zo)(R) + r(th) > 0.
Dividiert man diese Ungleichung durch ¢ und fiihrt anschlieBend den Grenziibergang
t — 0% durch, erhélt man f'(zo)(h) > 0. Da h beliebig gewéhlt war, bedeutet dies
f/(l’o) = 0. ]

BEMERKUNG VIII-5.3. (1) Die notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines lokalen
Extremums gilt nur in inneren Punkten des Definitionsbereiches von f (wir haben
dies erzwungen, indem wir als Definitionsbereich eine offene Menge wéhlten). Der
Satz gilt nicht in den Randpunkten von D: Als Beispiel betrachte man f = id [j1. f
besitzt ein lokales Minimum in # = 0 und ein lokales Maximum in x = 1, aber es ist
f0)=f(1)=1

(2) Die Bedingung f’(x¢) = 0 ist nicht hinreichend: Fiir f(z) = 23, z € [-1,1] gilt
1'(0) = 0, aber f besitzt in = 0 kein lokales Extremum.

(3) Es gibt auch innere lokale Extrema, die durch Satz VIII-5.2 nicht erfait werden:
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f(z) = |z|, z € [-1,1], besitzt in x = 0 ein lokales Minimum und ist an dieser Stelle
nicht differenzierbar.
(4) Als Kandidaten fiir lokale Extremstellen einer Abbildung f: D — R kommen also
in Frage

a) die Randpunkte von D,

b) die Nullstellen von f,

c) jene Stellen, in denen f nicht differenzierbar ist.

5.2. Der Mittelwertsatz fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen.
Der Mittelwertsatz lafit sich miihelos auf reellwertige Funktionen in mehreren
Verdnderlichen iibertragen.

THEOREM VIII-5.4. Es sei X ein normierter Raum, f: U — R, U C X offen,
differenzierbar, o und xo + h seien Punkte, die mitsamt threr Verbindungsstrecke in
U liegen. Dann gibt es ein ¥ € (0,1), so daf$ gilt

f(xo+h) = f(wo) = f'(xo + IR) ().

BEwEIS. Wir parametrisieren Verbindungsstrecke zwischen ¢ und xy + h durch
v:[0,1] = X, 7(t) = xo + th. Diese Abbildung ist differenzierbar und hat die kon-
stante Ableitung

7'(t) = h.
Die Abbildung ¢: [0,1] = R, ¢(t) = (foy)(t) ist nach der Kettenregel differenzierbar.
Somit kann der gewohnliche Mittelwertsatz V-4.6 angewendet werden: Es gibt ¢ €
(0,1) mit
f(zo+h) — f(z0) = ¢(1) — 9(0) = ¢ ().
Andererseits ergibt die Kettenregel fiir die Ableitung von ¢
&) = I (9) = [ (ao + Oh)h
O

BEMERKUNG VIII-5.5. Der Mittelwertsatz gilt allerdings nicht in dieser Form (als
Gleichung) fiir vektorwertige Funktionen. Dies liegt daran, daf die Zwischenstellen
xo+Uh fir die einzelnen Komponentenfunktionen i.a. nicht gleich sind: Es sei f: R —
R? die Abbildung ¢t — (t — t*,t — t?). Es ist also f(1) — f(0) = (0,0). Die Ableitung
ist gegeben durch f/(t) = (1 — 2t,1 — 3t?). Da f'(t) # 0 fiir alle ¢t € R gilt, kann die
Gleichung f(1) — f(0) = f'(¢)(1 —0) fiir keinen Wert von ¢ zutreffen. Einen teilweisen
Ersatz bietet folgende Ungleichung.

THEOREM VIII-5.6. Es seien X und Y normierte Rdume.
1.) E sei f: [a,b] = Y, stetig und differenzierbar auf (a,b). Ferner sei f' beschrankt,
d.h. es gelte mit einer Konstanten M > 0 die Abschitzung

I|f'(t)s]| < M]s|, firt € (a,b) und s € R.
Dann gilt fir alle t, s € [a, D]
(&) = f(s)l] < Mt — s].
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2.) Es sei f: U —Y, U C X offen. Die Verbindungsstrecke [x,y| zweier Elemente
x,y € U liege in U. Ferner sei f auf [x,y| differenzierbar und es gelte mit einer
Konstanten M > 0

Il (2)h| < M||h|| fir alle z € [z,y] und h € X.

Dann folgt
1f(y) = f(o)lly < Mlly —x]|x.

BEWwEIS. ad 1.) Wegen der Stetigkeit von f auf [a, b] geniigt es, die Ungleichung
() = f(s)ll < Mt — 5]

fiir alle a < s <t < b zu zeigen. Dazu betrachten wir fiir beliebiges £ > 0

Se={aelst]: [|f(B) = f)I < (M+e)(B—s), Belsal}
Wegen s € S, ist S. nicht leer. Da S, beschrankt ist, existiert a* = sup S.. Die Menge
S. ist auch abgeschlossen: betrachten wir eine Folge () C S., die gegen a € s, ]
konvergiert. Ist @ = s, gilt @ € S.. Es sei s < @ < t. Dann gibt es fiir jedes a < & ein
Folgenglied a,, mit o < ay,. Dies hat a € S. zur Folge. Somit gilt

1F(B) = F()]] < (M +¢)(6 = s)

fiir alle 8 € [s, @) und wegen der Stetigkeit von f auch auf [s, @].

Wegen der Abgeschlossenheit S. erhélt man o = maxS.. Angenommen, es wire
a* < t.Da f in o* differenzierbar ist, géibe es zu dem gewéhlten € > 0 ein 6 = (e, a*)
mit der Eigenschaft

1£(B) = f(a®) = f(@) (B —a’)l| <elf — o
fir |8 — a*| < §. Somit folgt fir o* < g < a*+ 0
1F(B) = f(@)]] < [[f(B) = fla") = f(@)(B — )+ [1f ()8 — )|
<e(B—a”) +f (@B —a") < (M+e)(B—a)
und daher

LF(B) = FI < I1F(B) = fla)]] + [[f(a®) = f(s)]]
< (M +e)(f—a"+a*—s)=(M+e)(B—s).
Dies hat [s,a* + ) C S. zur Folge und somit mufl o* = ¢ gelten. Folglich gilt
(@) = f(9)]l < (M + )t — 5]

fiir alle a < s <t < bund € > 0. Fiihrt man nun den Grenziibergang ¢ — 0% und
anschlieffend s — a™ und ¢t — b~ durch, erhélt man die gesuchte Ungleichung.
ad 2.) Wir betrachten die Funktion g(t) = f(z + t(y — x)) als Verkettung g = f o ¢,
mit ¢(t) = v +t(y — z), t € [0,1]. Dann folgt g(1) — g(0) = f(y) — f(z) und g ist
differenzierbar mit ¢'(t) = f'(z + t(y — z))(y — x). Somit erhalten wir aus Teil 1

1f () = f@)ll < (sup |[f(2)DIly — =|-

2€[zy]
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U

DEFINITION VIII-5.7. Es sei (X,||-||) ein normierter Raum und —oo < a < b < 0.
1.) Jede stetige Abbildung v : [a,b] — X heifit (parametrisierte) Kurve (stetiger
Weg), mit Anfangspunkt ~(a) und Endpunkt v(b). Das Bild v(|a,b]) heifst Spur der
Kurve.

2.) Eine Teilmenge M von X heifit wegzusammenhdngend, wenn es zu jedem
Punktepaar (z,y) € M x M eine Kurve mit Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt,
deren Spur zur Gdnze in M liegt.

3.) Fiir je zwei Punkte z, y € X ist v: [0,1] — X, 7y(t) = x + t(y — x) eine steti-
ge Parametrisierung eines Geradensegmentes mit Anfangspunkt x und Endpunkt y.
Dieses wird auch mit [x,y] bezeichnet. Eine Teilmenge M C X heifit konvex , wenn
mit je zwei Punkten x, y € M auch die Verbindungsstrecke [x,y| zu M gehort

Somit ist unter den Voraussetzungen von Satzes VIII-5.6 f Lipschitz stetig, falls U
konvex ist.

Ist M offen, kann man mit einem Kompaktheitsargument zeigen, dafl in der Definition
des Wegzusammenhangs als parametrisierte Kurve sogar ein polygonaler Weg gewé&hlt
werden kann, d.h. es gibt Punkte z;, i = 0,...,n, xg = z, x, = ¥, so, daB [z;_1,x;] C
M firi=1,...,n gilt.

KoroLLAR VIII-5.8. Die offene Menge U C X sei konvex und f: U — Y differen-
zierbar. Ist f'(z) = 0 fiir alle z € U, dann ist f konstant.

THEOREM VIII-5.9. U C X sei offen und wegzusammenhdngend und f, g: U — Y
differenzierbar.
(1) Ist f' =0 auf U, dann ist f konstant.
(2) Ist f' = ¢ auf U, dann gibt es eine Konstante ¢ € Y mit f = g+ c. Ist
f(zo) = g(xg) fir mindestens ein xo € U, gilt f = g.
BEWEIS. Es seien x, y € U beliebig gewéhlt. Da U wegzusammenhéngend ist,
kann man z und y durch einen polygonalen Weg verbinden, d.h. es gibt Punkte x;,

i=0,...,n,x9=x, , =Yy, so, daB jedes Segment [z;_1,x;] in U liegt. Als Folge von
Satz VIII-5.6 ist f auf [z;,_1,2;], 1 < i < n, konstant. Somit folgt f(z) = f(xo) =
flz1) == f(zn) = f(y). Also ist f konstant. O

BEMERKUNG VIII-5.10. 1.) Die einzigen zusammenhéngenden Teilmengen in R sind
Intervalle. Das Beispiel f = —1 auf [0,1] und f = 1 auf [2,3) zeigt, dafl der Zusam-
menhang des Definitionsbereiches notwendig ist.

6. Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Verinderlichen

Aus dem Mittelwertsatz ergibt sich sich auch ein sehr praktisches Kriterium fiir die
Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Verdnderlichen.

THEOREM VIII-6.1. Die Abbildung f: U — R™, U C R™ offen, besitze auf U
samtliche partiellen Ableitungen %(x), j=1,....n,1=1,....,m. Sind diese stetig

¢
an der Stelle xo € U, dann ist [ in xq differenzierbar.
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BEWEIS. Es geniigt, den Satz fiir reellwertige Funktionen f: U — R zu bewei-
sen. Da als Ableitung nur die lineare Abbildung mit der Matrixdarstellung f’(z¢) =

<a—f(x0) . &—i(m@) € R in Frage kommt, miissen wir

061
_ _ /
(%) lim f(@o +h) = fzo) = f'(zo)h —0
h—0 1Al
nachweisen. Wir verbinden z¢ und x¢+ h, h = (o1, ..., 0,,), durch einen achsenparal-
lelen Weg durch die Punkte x;,
xi:xi_1+aiei, @'zl,...,m,

also x; = xo + 23:1 oje; und x,,, = xo + h. Fiir h hinreichend klein liegt dieser Weg
in U. Man kann daher f(zg+ h) — f(zo) in der Form

f(xo+h) = f(zo) = Z(f(xz) — f(io1)).
schreiben. Es sei z;_; = (&71,..., &Y, i=1,...,m. Aus

f(x:) = f(wic1) = f(wiza + o) — fxiz)
:f( iila"'agzl:il_kaia"'ag;;l) _f( 14717"'752717"'75;‘;1)
folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes V-4.6

aof , .. , ,
f(xl) — f(xi_l) = aé_f( i_l, e ,52_1 + eiO'i, ce ,g;n_l)O'i

mit einem geeigneten 6; € (0,1). Bezeichnen wir die Zwischenstellen ( Y A
O;04, ..., &) mit 27 (h), ergibt sich schliefflich

o+ 1) = flaw) = e =3 (L i) - oL an))

und weiter
—9f . of
|f (o +h) = f(zo) = f'(wo)h| < !a—g(xi(h)) - 8—£($o)|l\h|\oo-
i=1 ¢ ¢
Wegen zf(h) = x;_1 + 0;0;¢; folgt
i1
27 (B) = Tolloo = |7i1 — z0 + Oiieilloe = || 05 + bivieil|o < [|hl|oo,
j=1
d.h. limy o zf(h) = 29, i = 1,...,m. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen
ergibt sich nun die Behauptung, wenn wir in (*) die Norm || - || verwenden. O
DEerFINITION VIII-6.2. f: U — R™, U C R™ offen, sei differenzierbar und xq € U.
[ heifit stetig differenzierbar (an der Stelle xg) ﬁf
e

fU— LR™R"), x— f'(x), ist stetig (an der Stelle ;).
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Wodurch ist die Stetigkeit einer Abbildung F': U — L(R™,R"™) charakterisiert? Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit geniigt es, den Fall n = 1 zu betrachten.

THEOREM VIII-6.3. Es sei F'= (fi,..., fm): U — LR™ R), U CR™ und f;: U —
R. Die Abbildung F ist in xy € U stetig genau dann, wenn f;, 1 = 1,...,m, in xg
stetig st.

BEWEIS. Verwendet man in R™ die Norm |[|z|| = max{|],1 < m}, ergibt
sich fiir die lineare Abbildung F(z) = (fi(x),..., fm(x) die Norm || F(2)|s@mr) =
Yoy | fi(z)]. Es sei F stetig in 2. Dann gibt es zu € > 0 eine 0-Umgebung K (zo, 0),
von xg mit

| F(z) — F(zo) || crm r) = Z|fz — filzo)| < ¢

fiir x € K(x¢,0). Dies hat die Stetigkeit der Komponenentenfunktionen fi in g zur
Folge. Umgekehrt seien nun die Funktionen f;, i« = 1...,m, stetig in xy. Zu € > 0
wéhlt man 6 > 0 so, daf3

fila) = fiw)l < =, 1<i<m

fir alle z € K(xo,9) gilt. Fiir h = (01,...,0,) und x € K(x0,0) folgt dann die
Abschéatzung

|[F'(2)h — F(zo)h| = \Z(fz( z)o; — fi(w0)oi)]
< Z |(filz) = fi(wo))| o3| < Z |(fi(@) = fi(mo))| [l < ellRl],
also

[1F(z) = F(xo)|| cmmp) < e
Somit ist F' stetig in z. ([l

Nach Satz VIII-6.1 ist die Stetigkeit von f’ somit gleichbedeutend mit der Stetigkeit
der Elemente der Jacobimatrix:
THEOREM VIII-6.4. Es sei f: U — R™, U C R™ offen. Aquivalent sind

i) f st stetig differenzierbar,
ii) alle partiellen Ableitungen 53 ‘% ,i=1...,n,5=1...,m sind stetig auf U.

BEISPIEL VIII-6.5. f: R? — R sei gegeben durch f(£,n) = . Die Existenz der
partiellen Ableitungen a% f(&,n) = nesn, a% f(&,n) = &7 ist trivial, deren Stetigkeit
als Abbildung von R? — R leicht zu argumentieren. Daher ist f auf R? stetig differen-
zierbar. Man versuche zum Vergleich den Nachweis der Differenzierbarkeit an einer

Stelle (&, m0) an Hand der Definition.

Man kann zeigen, dafl auch hohere Ableitungen auf eine dhnliche Weise charakterisiert
werden konnen. Wir vereinbaren vorerst:
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DEeFINITION VIII-6.6. Es set U C R™ offen und k € Ny.

C*(U) :=={f: U = R: alle partiellen Ableitungen von f
der Ordnung < k existieren und sind auf U stetig}.

6.1. Hohere Ableitungen. In diesem Abschnitt gehen wir etwas nédher auf
héhere Ableitungen ein und beschrinken uns vorerst auf die Ableitungen zweiter
Ordnung. Es sei f: U — Y, U C X offen, differenzierbar. Dann existiert die Ablei-
tung f: U — L(X,Y). Ist diese Abbildung xy € U differenzierbar erhélt man die
zweite Ableitung f”(x¢) € L(X,L(X,Y)). Betrachten wir also vorerst Abbildungen
vom Typ F € L(X,L(Y, Z)). Dann existiert eine Konstante M > 0 derart, daf

1E (@)l exy) < Mllzlx

fiir alle z € X gilt. Fiir jedes x € X ist F(z) eine stetige lineare Abbildung von Y
nach Z. Es sei F(z)y das Bild von y € Y unter F(z). Wegen der Definition der Norm
in £(X,Y) folgt dann
I1F(@)yllz < M|z xlylly-

Umgekehrt folgt aus obiger Abschétzung fiir eine Abbildung F' € L(X, L(Y, Z)), dafl
sogar F' € L(X,L(Y, 7)) zutrifft (L(X,Y’) bezeichnet den Vektorraum der linearen,
nicht notwendig stetigen Abbildungen von X nach Y'). Lineare Abbildungen von
diesem Typ sind eng mit bilinearen Abbildungen verkniipft.

DEFINITION VIII-6.7. 1.) Es seien X, Y und Z normierte Riume. Fine Abbildung
b: X xY — Z heifst bilinear, wenn

(1) © = b(x,y) fir jedesy €Y linear und
(2) y = b(z,y) fir jedes x € X linear ist.
2.) Eine bilineare Abbildung b: X XY — Z heifit beschrdankt, wenn es eine Konstante
M >0 gibt, so dafs
16(z, y)llz < Mllz||lxlylly
fir alle (z,y) € X XY gilt.
3.) Eine bilineare Abbildung b: X x X — Z heifit symmetrisch, wenn fir alle x, y € X

b(z,y) = by, z)

zutrifft.
4.) Mit Lo(X x Y, Z) bezeichnet man den Vektorraum der bilinearen, beschrinkten
Abbildungen von X XY nach Z.

BEISPIEL VIII-6.8. 1.) Essei A € R™™ und b(x,y) = y” Az fiir (z,y) € R™xR". Eine
einfache Rechnung zeigt, dafl b eine beschrinkte, bilineare Abbildung von R™ x R”
nach R ist.

2.) Setzt man X =Y = R"™ und Z = R, dann definiert

b(x,y) = (,y)
eine beschriankte, bilineare Abbildung von R x R™ nach R.
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Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dafl
b(z,y
bllescxry = sup_dlz
070 [12]|x[|ylly

eine Norm in Lo(X x Y, Z) definiert.
Esseinun b € Lo(X x Y, Z). Fiir jedes © € X betrachtet man die Abbildung A,: Y —
Z

Ae(y) = b(z, y).
Dann gilt fir o, f € Rund y, g € Y
Aoy + By) = b(x, oy + By) = ab(z,y) + Bb(z,7) = ade(y) + BA(Y),
d.h. A\, ist linear. Fiir a, § € R und x, ¥ € X erhélt man fiir jedes y € Y

)\az+5f(y) = b(OéI‘ + ﬁjay) = Oéb(l’, y) + Bb<j7y) = a)‘w(y) + BAi(y)
Somit ist auch die Abbildung A: X — L(X,Y), x — A, linear, also A\ €
L(X,L(Y,Z)). Wegen der Abschiatzung
A (@)llz < Mzllx]lylly
gilt sogar A € L(X,L(Y, Z)).
Umgekehrt sei F' € L(X,L(Y,Z)) und bp: X x Y — Z definiert durch

Eine einfache Rechnung zeigt, dafl br bilinear und wegen

1br (2, y)l|z = [[F(2)yllz < Mllz|lxlylly

sogar beschriankt ist. Man kann daher die Raume £(X,£(Y, 7)) und Lo(X x Y, Z)
identifizieren. Dazu betrachte man die Abbildung

o L(X,L(Y,2)) = Lo X X Y, Z),  F —bp

Gilt o(F) = o(F), also bp = by folgt F(z)y = F(x)y fir alle x € X und y € Y.
Dies hat insbesondere die Gleichheit der linearen Abbildungen F(z) und F(z) fiir alle
z € X und somit F' = F zur Folge. Also ist o injektiv. In den vorangehenden Betrach-
tungen wurde gezeigt, daB jedes b € Lo(X X Y, Z) eine Abbildung A € L(X, L(Y, Z))
definiert. Fiir diese Abbildung gilt

o AN)(z,y) = X(y) = b(z,y), (z,y) € X x Y.

Dies zeigt die Surjektivitdt und damit auch die Bijektivitdt von o. Betrachtet man
L(X,L(Y,Z)) und Lo(X xY, Z) als normierte Réume, dann ist o sogar eine Isometrie,
das heifit es gilt

lo(F)leaxxv,z) = 1F [l ea(xxv,2)-

Der einfache Beweis sei dem Leser tiberlassen.
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Wir betrachten nun den Spezialfall X = Y = R™ und Z = R. Dann ist
L(R™, (R™,R)) isomorph zu Lo(R™ x R™ R). Legt man dem R™ die kanonische Ba-
sis zugrunde, erhélt man fiir eine Bilinearform b € L(R™, (R™, R) und = = > " &e;,

Y= Dy i€
b(z,y) = b(z &€ Zmei) = Z b(ej, e:)&;m;
j=1 i=1 ij=1
Definiert man die Matrix B € R™™ durch B;; = b(e;, e;), 148t sich dies schreiben in
der Form

b(x,y) = > By&m =n"BE.
ij=1
Umgekehrt wurde in Beispiel VIII-6.8 gezeigt, dafl jede Matrix B € R™*™ eine Bili-
nearform b € Lo(R™ x R™,R) und somit auch eine Abbildung F' € L(R™, (R™,R))
definiert. Es gilt dann
F(ei)ej = b(ej, 61').

Wir wenden nun diese Uberlegungen auf die Charakterisierung der zweiten Ableitung
einer Funktion f: U — Y an. Ist f differenzierbar, kann man f': U — L(X,Y)
betrachten und die Differenzierbarkeit von f’ untersuchen. Geméaf3 der Definition VIII-
1.11ist f" in zg € U differenzierbar, wenn es eine Abbildung F' € £L(X,L(X,Y")) gibt
mit der Eigenschaft

) 1
lim o (o 4 ) = f'(20) = Fhllece) = 0.

Dies ist gleichwertig mit
1 1
(17) lim — sup —
h=0 [[Al] ko (K]

Identifiziert man F' mit der bilinearen Abbildung b € Lo(X x X,Y), dann ist (17)
gleichwertig mit

1 (2o + h)k — f'(x0)k — (FR)E|ly = 0.

1 1
lim - sup || /(20 + )k — f'(zo)k — b(h, k) |y = 0.
fi o 51 g 1 o+ 1)k = (o) = b, Bl

Anstelle von b(h, k) schreibt man iiblicherweise f”(z)(h, k). Wir kehren nun wieder
zum Spezialfall X = R™ und Y = R zuriick, also f: U — R, U C R™. Es sei
f € C*(U). Dann ist f auf U stetig differenzierbar und es gilt

f(@)k = Zazf(‘r)kz

Der Nachweis der Existenz der zweiten Ableitung von f in x( erfordert daher eine
Matrix H(zp) € R™*™ mit

1 m m
lim ——sup ——| Y O f(wo + h)ki — Y Oif(v0)k; — kT H(zo)h| = 0.
h=0 [|h]] kzo K] ZZI ’ ; ’ ’
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Wegen f € C*(U,R) liegen die partiellen Ableitungen 9;f in C'(U, R) und sind daher
stetig differenzierbar. Fiir h so klein, daBl [xg, 2o + h| C U, ergibt der Mittelwertsatz

Ouf20-+H) = Ouf ) = (O @ () = Y- L0 (i ()

mit einer Zwischenstelle x;(h) € [xo, o + h]. Dies hat

m m.om 62
S 0 fan ) = 0uf ()b = 30 3 b (i (k.
i=1 i=1 j=1 ">
zur Folge. Setzt man
2
(ool = e g (@)
ergibt sich fiir
Za (zo 4+ h) — 0if (20)) ki — KT H(zo)h = i( il (xf(h)) — il (x0))hjk;
0 () 0 i 0 = aé-]aé-l 7 8£]a€z 0 7M™
und somit
1> 0u(f (o + ) — 0 f (o) ki — K" H (o) |
i=1

m 82]1‘ ) an
< ; 59, (1) ~ g, @ ¥l

Daraus folgt
1

Tl ||k:||”f (20 + h)k — f'(wo)k — KT H(zo)h|

— P . *f
= UZ—I |3§j8§i (7 (h) = 0&;06; (o) hjo 0

Der letzte Schlufl ist durch die Stetigkeit von a?;afgi in zy und lim,_,oxf(h) = o
gerechtfertigt. Die zweite Ableitung von f: U — R in xg wird also durch die Hesse
Matrix H(zg) dargestellt.

Umgekehrt habe nun f: U — R auf U eine stetige 2. Ableitung. Wir zeigen, dafl dann
die partiellen Ableitungen 2.0Ordnung auf U existieren und stetig sind. Identifiziert
man die 2. Ableitung mit der Bilinearform b € Lo(R™ x R™ R) folgt fir 2o € U aus
der Voraussetzung

lim — sup

n0 | 1l] et ||k|||f (zo + h)k — f'(zo)k — b(h, k)| =0
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Wiéhlt man h = tei und k£ = e; ergibt sich

(9; f(wo + te;) — 0 f(x0)) — th(es, €5)]

O—hm

|
=0 [¢]
~ limy |1(ajf<:c0 +te;) — 0 (20)) — bleiy ;)

Somit existiert 5¢ afg (o) und es gilt a? afg (o) = b(ey, e;). Die Stetigkeit der zweiten
Ableitung in xg € U bedeutet, dal zu € > 0 ein § > 0 gefunden werden kann, daf fiir
alle z € U mit ||z — x| <6
") — ' h,k
||f”(l') _f/,(xO)HLQ(RmXRm,R) = sup ‘(f ( ) f ( 0))( )‘ < e
h£0k#0 [[R2f| 1]

zutrifft. Wahlt man h = e;, k = e; und beriicksichtigt f”(zo)(e;,e;) = b(e;,ej) =

0% f
m(xo) kann man auf

O f 0 f
x) — zo)| < €
schlieBen falls ||z — zo|| < 9, d.h. die partiellen Ableitungen 5¢ afg sind stetig in .

7. Der Satz von Taylor fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen

Es sei f € C"™(u,R), U C R" offen, zp € U und h = (0y,...,0,) so, da die
Verbindungsstrecke von zy und xg+h in U liegt. Man kann dann den Satz von Taylor
fiir Funktionen in mehreren Verdnderlichen zuriickfithren auf den Satz von Taylor fiir
Funktionen in einer Verédnderlichen: dazu parametrisiert man die Gerade durch die
Punkte zp und x¢ + h durch ¢: (=d,140) = R™, p(t) = zo + th und setzt

F=fop:(-0,1+6) =R
fiir ein hinreichend kleines 6 > 0. Die Kettenregel sichert dann die Differenzierbarkeit

von F' und es gilt

m

F'(t) = ['(p(t)) 0 ' (t) = ) _(8:f) (D))o

=1

Fiir gxf, wurde die abkiirzende Schreibweise 0;f verwendet. Setzt man ¢ =

Yo 0:0;if, dann ist g; € C™(U,R) und F’' = gy o . Die Funktion g; besitzt so-
mit zumindest stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung und ist nach Satz VIII-6.1
differenzierbar. Somit existiert £ und es gilt
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mit
m m
92 = Z Z 0i0j(0;0;f).
i=1 j=1

Es folgt g, € C" (U, R) und wie vorhin schliefit man auf die Existenz von F”. Um
die hoheren Ableitungen von F iibersichtlich anschreiben zu koénnen, betrachten wir

die lineare Abbildung
D, {Ok(U,R) - C*YUR), k=1,....,n+1
Dpu=>"",0,0;u
Dann kann man F’ schreiben als
F' = (Dpf)o .
Wir zeigen induktiv
(%) F® = (Dpf) 0.

Der Induktionsschritt verliuft folgendermafien: Es gelte (x). Da in DF nur partielle
Ableitungen k-ter Ordnung auftreten, gilt Dff € C"*1=%(U,R). Insbesondere ist D
nach Satz VIII-6.1 differenzierbar und somit existiert F#*+1 . Die Kettenregel ergibt

d
FEO(1) = %((Dﬁf)(w(t))
= (D_ 00Dy )((t)) = (Da(Dh)((1))
i=1
= (D f)(p(2))-
F'ist demnach n + 1-mal differenzierbar und es folgt mit dem Satz von Taylor VI-7.3
~ 1 1
F(1)=>" EFU“)(O) + mF("“)(ﬁ),
k! !
also
~\ 1 1
Plao+h) =3 75 (DRI wo) + gy (D) (o + 9),
— k! !

fiir ein ¥ € (0,1). In jedem der Terme
Dif =) oid)f
i=1
kommen alle m* partiellen Ableitungen der Ordnung k vor. Fiir f € C""Y(U,R)

sind nach dem Satz von Schwarz, Satz VIII-4.4, alle Ableitungen gleich, in welchen
beispielsweise aj-mal nach zq, ..., a,,-mal nach x,, abgeleitet wird. Mit Hilfe von
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Multiindices kann man diese Terme zusammenfassen. Ein Multiindex der Dimension
m ist ein m-Tupel @ = (a, ..., a,) € Nj'. Folgende Notation ist tiblich:

m

af = Z%‘,
i=1
m

al = Hai!,
i=1

m
o .
:Hail, fir h = (o1,...,0m)
i=1

olel f
Oz ... Qxom
BeispiEL VIII-7.1. Es sei m = 3 und a = (2,0, 1). Dann ist |a| = 3, o! = 2!0!1! = 2,

_ 201 __ 2 = - _&
h® = 010305 = oio3 und O f = 0201y f = 0x20z3"

On =

LEmMmA VIII-7.2. Es gilt

- k!
Dif =) _oio)f=">_ —h*0al.
i=1 ’

laf=k
BEWEIS. Die einzelnen Summanden von DF f haben die Form

8k

0'1/ ..-O’i—
! ka.]?il 81'%7

1 <4 <m,j=1,...,k. Wegen des Satzes von Schwarz VIII-4.4 ergeben einige
dieser Summanden denselben Wert, beispielsweise h®d, f. Dabei ist a = (aq, ..., o)
ein Multiindex mit |a| = k: Da es k' Anordnungen von k partiellen Ableitungen gibt,

o K solcher

J

Summanden gibt. 0

Bisher wurde somit gezeigt:

THEOREM VIII-7.3 (Satz von Taylor). Es sei f € C"™H(U,R), U C R™ offen, zqg € U
und h = (01,...,0,) so, dafi die Verbindungstrecke von xo und xo + h in U liegt.
Dann gibt es ein v € (0,1) so, daf

n

o) =3 ,j, (DEA) o) +

(n+1)!
= oD+ X @) o).

Ia\<n la|=n+1

(D) (@wo + Vh)
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BEISPIEL VIII-7.4. Fiir m = 2 und f € C®(U,R) erhalten wir
f(xo+h) = f(x0) + o1 fa(x0) + 02.fy(20)

+ %(U%fME(-'L'O) + 2010’2fxy(x0) + Ugfyy(xo)) + RQ(h)

1
R2(h) = g(g%fxxx(x[) + ﬁh) + 30_%0-2fac:cy(x0 + ﬁh)
+ 30105 foyy(T0 + Oh) + 03 fyuy (20 + OR)).

Man iiberzeuge sich davon, dafl die Verwendung von Multiindices auf dasselbe Resul-
tat fithrt. Es treten folgende Multiindices auf

k=0: (0,0)

k=1: (1,0), (0,1)

k=2: (2,0, (1,1), (0,2)

k=3: (3,0), (2,1), (1,2), (0,3).
BEMERKUNG VIII-7.5. Es wurde eingangs gezeigt, daf fiir eine C""!-Funktion f
die Funktionen Dff, k = 1,...,n, differenzierbar sind. Wir geben nun eine neue

Interpretation von DF f. Wegen

fl(x)h = Z oi(8:f) ()

kann man
f'(@)h = (Dnf)(x)
schreiben. Differenziert man x — f’(z)h noch einmal (mit Inkrement h) erhilt man
(f'(@)h)'h = (Dyf)(x).
Anstelle von (f’'(z)h)’h schreibt man iiblicherweise f”(z)(h,h). Induktiv fortfahrend
iiberzeugt man sich von der Beziehung
FB(@)(h,....h) = (Dyf)().

Somit 1a8t sich der Satz von Taylor auch in der vertrauten Form anschreiben

"1 1
flxo+h) = —F®(z)(h,... h)+ O (g + 9R)(h, ..., h).
( ’ ) kz—() k! ( 0>( k fach ) (n+1>' ( ’ ><(TL-l—l) fach)

DEFINITION VIII-7.6. Essei f: U — R, U C R™ offen, zweimal stetig differenzierbar.
Die Matrix

02 0?2
8—%(330) Ce —3£m£§1 (l’g)
Hy() = : : e R
! 82f. aZf'

heifst Hesse Matrix von [ an der Stelle x.



280 VIII. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Fiir eine C%-Funktion ist die Hesse-Matrix nach dem Satz von Schwarz symmetrisch.
Mit ihrer Hilfe kann man den Term 2. Ordnung in der Taylorentwicklung darstellen
als

LD (a0) = T3¢ (o)

Die Taylorentwicklung einer C2?-Funktion f kann man daher auch folgendermafien
anschreiben:

flzo+ h) = f(xg) + (grad f(zo), h) + %th{f(fEQ + ¥h)h.

THEOREM VIII-7.7. Es sei f € C*(U), U C R™ offen, zg € U und K(xg,e) C
U. Dann gibt es eine Abbildung p: K(0,e) — R so, daf$ fiir alle h € K(0,¢) die
Darstellung gilt:

Flao +h) = Flao) + £ (o) + SHT 3 (ao)h+ [h]p(h)
mit limy, 0 p(h) = 0.

BEWEIS. Aus dem Satz von Taylor folgt mit h = (01, e Om)

flzo+h) = f(zo) + f'(20)h Z Ui0k+7”(h)

agzagk

wobel

. 1 " (92f an(SL’(]>

Die Behauptung folgt aus der Abschéatzung

2 Oh = ||n||% p(h).
()] < Sl }:%&% 0-+08) = 5 an)| = 11 (1)
und der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen. ([l

8. Lokale Extrema fiir Funktionen in mehreren Verinderlichen

Wir haben bereits in Satz VIII-5.2 gesehen, dafl eine notwendige Bedingung fiir das
Auftreten eines lokalen Extremums einer differenzierbaren Funktion f an einer inneren
Stelle xy des Definitionsbereiches f'(xy) = 0 ist. Man nennt die Nullstellen der 1.
Ableitung auch kritische Stellen. Ist def f C R™, dann ist xg € def f genau dann
kritisch, wenn grad f(xo) = 0 ist, also xy das nichtlinearen Gleichungssystem

fo,(x)=0, i=1,...,m

16st.
Wie im skalaren Fall 148t sich die Natur eines lokalen Extremums unter bestimmten
Voraussetzungen am quadratischen Term in der Taylorformel ablesen. Dazu benotigen
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wir einige Eigenschaften quadratischer Formen. Wir erinnern: Es sei A = (a;;) €
R™* ™ die Abbildung @ 4: R™ — R,
Qa(x) = 2" Az = Z aij&&;
ij=1

heifit quadratische Form. Offenbar gilt

(x) Qa(Az) = X*Qa(z)
fiir alle A € R. Gilt fiir alle x # 0

Qa(x) >0 (bzw. Qa(x) <0),
nennt man A positiv definit (bzw. negativ definit). Gilt fiir alle x € R™

Qalx) >0 (bzw. Qa(z) <0),

heifit A positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit). Nimmt ()4 sowohl posi-
tive wie negative Werte an, nennt man A indefinit.
Ohne Beweis zitieren wir folgendes Definitheitskriterium.

THEOREM VIII-8.1 (Hurwitz-Kriterium). A € R™ ™ sei symmetrisch, d.h. A= AT.
Wir bezeichnen mit 9, den k-ten Hauptminor von A, d.h.

aip ... Qg
(5k:det s kzl,...,m.
arr ... Qg
Dann gilt
a) A ist positiv definit < 6, >0, k=1,...,m.
b) A ist negativ definit < die Vorzeichen von 0y alternieren in folgender Weise:
(—1)k5k >0, k= 1,...,m.
c) A ist indefinit, falls 6 # 0, k =1,...,m, und weder a) noch b) zutrifft.

a b

KOROLLAR VIII-8.2. Es sei A = (b c) = AT, det A = ac — b?. Dann gilt

a) A ist positiv definit < a > 0,det A > 0.
b) A ist negativ definit < a < 0,det A > 0.
c) A ist indefinit < det A < 0.

LEMMA VIII-8.3. Fir A € R™™ sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist positiv (negativ) definit.
(2) Es gibt ein o > 0 derart, daff fir alle x € R™ gilt:
Qalz) = allz|*  (Qa(z) < —allz]*)

BEWEIS. Wegen Q_4(z) = —Qa(z) ist A genau dann negativ definit, wenn —A
positiv definit ist. Es geniigt daher, positiv definite Matrizen zu betrachten.
(2) = (1) trivial.
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(1) = (2) Es sei A positiv definit. Q4: R™ — R ist stetig (Ubung) und nimmt daher
auf der kompakten Menge S(0,1) := {z € R™: ||z|| = 1} ein Minimum an, d.h. es
gibt z¢ € S(0, 1) so, daB fiir alle z € S(0,1)

Qa(x) > Qalrg) =a>0

erfiillt ist (die strikte Ungleichung gilt, da A positiv definit ist). Fiir beliebige z # 0
bilden wir den Vektor z, = % € S(0,1). Es folgt

[l

T 1

@S Qals) = Q) = at)
d.h.
allzl? < Qa(x), = £0,
Fiir x = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. 0

BEMERKUNG VIII-8.4. Eine elegante Beweisvariante von Lemma VIII-8.3 fiir A = AT

verwendet, dafl
VQa(r) = /(z, Az)

eine Norm auf R™ darstellt. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus der
Aquivalenz aller Normen in Raumen endlicher Dimension.

THEOREM VIII-8.5 (Hinreichende Optimalititsbedingung). Es sei f € C*(U), U C
R™ offen, und xq € U ein kritischer Punkt von f, d.h. f'(xq) = 0. Dann gilt:
i) Hy(xo) positiv definit = f besitzt in xo ein striktes lokales Minimum.
ii) Hys(xo) negativ definit = f besitzt in xq ein striktes lokales Mazimum.
ili) Hy(xo) indefinit = f besitzt in xq kein lokales Extremum.

Kritische Punkte von f in denen die Hesse-Matrix indefinit ist, nennt man auch
Sattelpunkte.

BEWEIS. ad i) Wir bezeichnen mit @) die zur Matrix %fH #(xo) gehorige quadrati-
sche Form. Da xq ein kritischer Punkt von f ist, folgt nach Satz VIII-7.7

f(wo+h) = f(zo) = Q(h) + [|1]|*p(h)
fiir alle h € K(0,¢), € hinreichend klein, mit
(1) lim p(h) = 0.
Mit der Eigenschaft (x) quadratischer Formen schliefen wir fiir h # 0 auf

fl@o+h) = flxzo) . h
(2) TE = Q(HhH) + p(h).

Hy(xp) ist positiv definit, nach Lemma VIII-8.3 gibt es also ein a > 0 mit

Q(z) > a >0 firalle z € S(0,1).
Wegen (1) gibt es ein 0 < § < ¢ so, daB fiir alle h € K(0,0)

p(h)| < 5
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erfiillt ist. Fiir h € K(0, ) ergibt sich daher

f(xo+h) — f(xo)
Il

>atplh) za—lph)] Za—5 =3,

d.h. N
f(o+h) = f(x) > §||h||2
Insbesondere gilt also fiir alle x € K(xo, d)

f(x) = f(xo),

f besitzt somit in zg ein striktes lokales Minimum.
ii) (Ubung).
iii) Es sei H(x¢) indefinit. Es gibt also von 0 verschiedene Vektoren h, und h_ mit

Q(hy) >0 und Q(h-) <O.
Ersetzen wir in (2) h durch Ay, bzw. Ah_, A # 0, ergibt sich
f(l’o + )\hj:) - f(xo) )\hi

= + p(Ah
Y R PR A
" Qlhs) + pVhs) = T Qh) + p(Ah)
+ PAANL + pPiAlL).
YR [In<2
Wiéhlen wir nun 0 < 4 so klein, da8 fiir alle |\| < §
To+ Ay € U,
und .
[p(AhL)| < 51 Qhs )],
2 Hh 12
erfiillt sind, dann erhalten wir fur alle 0 < |A] < ¢
Fro+ M) = fz) _ 11
Z 5 Q h > 07
k| 2T P ()
f(@o + Ah-) — f(w0) 1
< - |Q(h-)[ <0,
A2 | 2 Hh 12
also
f(zo+Ahy) > f(zo) und  fzo+ Aho) < f(o).
f kann also in xg kein lokales Extremum besitzen. 0

Im speziellen Fall von Funktionen in zwei Verénderlichen ist die Anwendung der
hinreichenden Bedingungen aus Satz VIII-8.5 besonders einfach.

THEOREM VIII-8.6. Es sei f € C*(D), D C R? offen, und xy € D sei ein kritischer
Punkt von f. Ferner sei

6 = det Hy(zo) = fee(xo) fom(w0) — fen(ao)®.
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Dann gilt

i) fee(xo) > 0,0 >0 = f besitzt in xq ein striktes lokales Minimum,
i) fee(xg) < 0,0 >0 = f besitzt in xq ein striktes lokales Maximum,
i) 0 <0 = f besitzt in xo einen Sattelpunkt.

BEISPIEL VIII8.7. f: R > R, f(£,n) = & — 665 + 3° — 24€ + 4. Es ist f/(£,7) =
(362 — 6np — 24, —6¢ + 6n). Die Gleichung f'(£,nm) = (0 0) ergibt die kritischen
Punkte (4,4), (=2, —2). Die Hesse Matrix ist gegeben durch

seten = (35 1) = (5% 3
also

24 —6 —12 —6

Satz VIII-8.6 zeigt, dal f in (4, 4) ein striktes lokales Minimum und in (—2, —2) einen
Sattelpunkt besitzt.

Leider werden mit den Satzen VIII-8.5, VIII-8.6 nicht alle M&glichkeiten erfaf3t. Dies
liegt daran, da} nicht jede quadratische Form entweder positiv definit oder nega-

tiv definit oder indefinit ist. Zur Illustration betrachten wir folgendes Beispiel: Die
Abbildungen
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f(&n) =&+t
9(5777) :€2_n47
h(&m) =&+’

haben alle in (0,0) einen kritischen Punkt. In jedem Falle ist die Hesse-Matrix in

(0,0) durch
(0,0 = (3 8)

gegeben. H(0,0) ist also positiv semidefinit. In (0,0) besitzt jedoch f ein (globales)
Minimum, g einen Sattelpunkt, wiahrend h an der Stelle weder einen Sattelpunkt noch
ein lokales Extremum aufweist. Bei der Untersuchung derartiger kritischer Stellen, an
denen die Satze VIII-8.5, VIII-8.6 nicht anwendbar sind, ist man auf ad hoc Methoden
angewiesen.

9. Lokale Umkehrbarkeit, implizite Funktionen

9.1. Fixpunktsatz von Banach. Wir wenden uns nun einer Satzgruppe zu, die
die Losbarkeit von nichtlinearen Gleichungen f(z) = y zum Inhalt hat. Ein wesentli-
ches Beweismittel ist folgendes Fixpunktprinzip.

THEOREM VIII-9.1 (Fixpunktsatz von Banach). Es sei X ein Banach Raum, U C X,
f: U — X eine Abbildung und M eine abgeschlossene Teilmenge von U mit folgenden
Eigenschaften:
i) 3 €0, )ve,y € M:[[f(x) = fy)ll < Lz =yl
d.h. f ist eine Kontraktion auf M.
ii) f(M)C M, d.h. M ist invariant unter f.
Dann gibt es in M genau ein Element x* mit f(x*) = x*.

Elemente x mit der Eigenschaft f(z) = 2 nennt man Fixpunkte von f. Satz VIII-9.1
sichert also unter bestimmten Vorausssetzungen die Existenz eines eindeutig bestimm-
ten Fixpunktes von f.

BEwEIs. Wir wéhlen ein beliebiges Element x in M und definieren rekursiv die
Folge (x,) durch
Tpp1 = f(zn), n €Ny

Wegen der Invarianz von M folgt aus o € M, dafl auch z; = f(z¢) in M liegt. Eine
einfache Induktion zeigt dann (z,,),>1 C M.

Wir zeigen nun, daB (z,) eine Cauchy Folge ist: dazu verifiziere man vorerst die
Abschitzung (Ubung):

£ (@n) = f(@a))]l < ) f(w0) — mol|, ne€N.
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Daraus folgt mit Hilfe eines “Teleskoparguments® fiir alle n € N und p € N die
Ungleichung

p—1

() i)~ Fall € Y1 Garin) = S| € 300 ) — 0]

< En—l—l Hf(x[)) - ‘CEOH )
1—7

Wegen ¢ < 1 ist (x,) eine Cauchy Folge. X ist vollstandig, also ist (x,) konvergent.
Somit gibt es ein Element z* € X mit

lim x,, = 2~.

n—oo
Aus (z,,) € M und der Abgeschlossenheit von M folgt mit Satz I1I-1.7 z* € M. Die
Stetigkeit von f ergibt

= lim x,,; = lim f(z,) = f(lim z,) = f(z"),
n—oo n—o0 n—oo

x* ist also ein Fixpunkt von f.
Die Eindeutigkeit des Fixpunktes ist eine Folge der Kontraktionseigenschaft von f.
Angenommen es gibe einen weiteren Fixpunkt y* in M, dann folgt

2" =yl = [/ («") = fFO)Il < =" =7,
also
(1=0lz" =y <0.
Dies kann nur fiir 2* = y* gelten. 0

BEMERKUNG VIII-9.2. 1) Eine Schwierigkeit bei der Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes besteht oft darin, eine geeignete invariante Teilmenge M zu finden, auf
der man die Kontraktionseigenschaft von f nachweisen kann. Die Lipschitzkonstante
¢ kann dabei nicht durch 1 ersetzt werden. Es geniigt also nicht, die etwas schwéchere
Ungleichung

Vo,y € M: |[f(z) = f)ll < llz -yl

nachzuweisen.

2) Der Beweis von Satz VIII-9.1 ist konstruktiv: der Fixpunkt von f kann berechnet
werden, indem man fiir einen beliebigen Startwert xqg € M die Folge der iterierten
Bilder (f"(z¢)) = (z,,) berechnet. Man erhilt auch eine Abschitzung des Fehlers,
der entsteht, wenn man die Iteration nach dem n-ten Schritt abbricht. Fiihrt man
némlich in (*) den Grenziibergang p — oo durch (und ersetzt n durch n — 1), ergibt
sich

n

1-7

1/ (20) = ol

2" = @[l = T (|24 — 2]l = Hm [f(2n11p) = flena)ll <
pP—00 p—00
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BEispieL VIII-9.3. Wir demonstrieren die Anwendung des Fixpunktsatzes auf die

Abbildung f(z) = %—l—x— %, x > 0. Offensichtlich ist * = /3 der gesuchte Fixpunkt.

Wir wihlen M = [2,2]. Wegen 0 < 3 < f'(z) < 5,z € M, ist f auf M streng monoton
steigend. Aus f(3) = 2 > 2 und f(2) = ¥ < 2 folgt somit die Invarianz von M.
Als Lipschitzkonstante kann man L = % wéhlen. Nach dem Fixpunktsatz von Banach
existiert in M genau ein Fixpunkt, welcher mit Hilfe der Iteration z,+1 = f(z,), =, €
M, berechnet werden kann. Wie groff mufi n gewéhlt werden, damit |z* — x,| < 107°

gewahrleistet ist? Mit Hilfe der vorausgehenden Bemerkung findet man fiir xq = %

2
1,12 1
* n< “\n2 6 _ _n+2.
2" = 2] < (3) —! (3)

Eine einfache Rechnung zeigt die Giiltigkeit der Ungleichung (3)"*? < 1077 fiir n >
15. Fiihrt man die Rechnung durch, findet man 5 = 1.73205 und |25 —+/3| < 7-107".

9.2. Lokale Invertierbarkeit. Im Folgenden greifen wir auf den Begriff der
Norm einer Matrix M € K™ ™ zuriick: verwenden wir in K™ die Norm || - ||,
dann ist die zugehorige Matrixnorm festgelegt durch |[M ||, = inf{c > 0: ||Mz]||, <
c|lz|lp,x € R™} = sup{||M=z||,: ||z||, < 1} Verwenden wir im K™ beispielsweise die
Norm ||z]|ee = max{|&|: 1 < i < m}, x = (&,...,&), dann ist ergibt sich fiir die
zugehorige Matrix Norm

1M || = max > [my].
7=1

1<i<m £

THEOREM VIII-9.4. Es bezeichne || - || eine beliebige Matriznorm.
1.) Gilt ||I — Al| < 1, dann ist A reguldr.
2.) Ist A € K"™*™ regulir und ||B — A|| < m, dann ist B requlir. Fir ||B — A|| <
m gilt dann ||B7Y|| < 2||A7Y|. Somit ist die Gruppe der requliren Matrizen
GL,(K) offen in Km™=™.
3.) Die Abbildung inv: GL,,(K) — L(K™, K™), inv(A) = A~ ist stetig differenzier-
bar mit

inv'(A)0A = —ATT A AT §A € K™

BEwEIS. ad 1.) Es geniigt die Injektivitat von A nachzuweisen. Die Annahme
Ax = 0 fiir ein x # 0 fiithrt dann auf

lzf| <l = Az[] + [[Az]| < ([T = Al ||]],

also auf den Widerspruch ||I — A|| > 1.
ad 2.) Wir betrachten

11 = A7'B[| = [[A(A - B)|| < [|[A7Y||[|A - Bl < 1.
Also ist A1 B regulir und daher auch B = A(A™!'B). Aus z = A 'y folgern wir
=] < A7yl
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und somit
1
[Az]| < 7= [l
A=
Fiir jede reguldre Matrix || B|| folgt aus der Ungleichung
||Bzl| > aflz]|,  xeK"

fiir ein a > 0 die Abschéatzung

_ 1
1B7] <~
Q
Fir ||B — A|| < m ergeben sich somit folgende Abschéitzungen

1Bz|| > (B — A)x + Ac]| > [|Ax]| - ||(B - A)al|
1 1
> |zl — 1B = All ||z]| > ——|l]].
AT 204

ad 3.) Wir zeigen inv ist stetig in A € GL,,(K). Es sei ¢ > 0 beliebig gewéhlt und
0<d< min{m, 2HA€TH2} Falls ||B — Al|| < ¢ ist B regulér und es folgt

linv(A) —inv(B)|| = ||A™ = B™Y|| = [|B~ (A= B)A™||
<[l ATH[IBHI[A =Bl < 2/|A7H]%6 <e.

Die Differenzierbarkeit von inv sieht man folgendermaflen ein: Es sei A € GL,,(K)
und |[0A]| < Dann ist (A + 0A4) € GL,,(K) und

1

2lA-H|

inv(A+6A) —inv(A) = (A+6A) " — A = —ATTSA(A +6A) !

=—ATTSAAT 4 r(0A)
mit
r(6A) = —ATNSA((A+0A) — A
Aus der Abschétzung
I (AN < AT [HIOA[]](A +6A4) ™ — A7H]

zusammen mit der Stetigkeit von tnv folgt

. 1(0A)
% Trsa =

Wegen der Linearitit und Stetigkeit von A — —A~1§A A~ ist inv differenzierbar
und es gilt

inv'(A)(6A) = —A1GA AL,
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Die Stetigkeit der Ableitung inv': GL,,(K) — L(K™*™ K™*™) betrachten wir fiir
A, B € GL,;,,(K) und 6A € Km*™
||inv'(A)6A — inv'(B)SA|| = || — AT0AA™ + B SAB™!|

< || = (A = BTHSAATY |+ [|BTHOA(AT = BT

< ||AT = BTH|(IAT T+ (1B IlaA]
also

linv'(A) — i (B)|| < (I[A] + ||B~ )] linv(A) — inv(B)]].

Die Stetigkeit von inv’ folgt nun aus der Stetigkeit von inv. O

THEOREM VIII-9.5. Es sei f: U — R™, U C R™ offen, stetig differenzierbar. An der
Stelle zo € U sei f'(xg): R™ — R™ invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung
O € U(xg) mit folgenden Eigenschaften:

i) flo ist injektiv,

ii) f(O) ist offen,
)

iii) die Umkehrabbildung g von flo ist stetig differenzierbar und es gilt fir alle
y € f(0)
g ) = (f'lgw) "
BEWEIS. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.
1) Vereinfachung des Problems: Indem wir an Stelle von f die Abbildung
x> f(xg+ x)— f(xo) betrachten, kénnen wir 0.B.d.A. von 2o = 0 und f(0) = 0 aus-

gehen. Nach Voraussetzung ist also f/(0) reguliir. Ersetzen wir f durch h = f’(0) " 'o f,
folgt aus der Kettenregel

R(z) = f(0)" o f'(x), also h'(0) = idgm.
Wir setzen deshalb 0.B.d.A. von nun an voraus, dafl
f(0) =0 und f'(0) = idgm

gilt.
2) Fixpunktargument: Wir zeigen, daB jedes y aus einer geeigneten Umgebung von 0
genau ein Urbild besitzt, indem wir Fixpunkte der Abbildung ¢,: U — R™

¢y(z) =z — flz) +y
suchen. Es gilt ndmlich
oy(z) =0 < y=f(z).
Wir greifen dabei auf den Fixpunktsatz von Banach VIII-9.1 zuriick.
3) Invarianz von K (0, 2r) fiir geeignete r > 0: Wegen f'(0) = idgm und der Stetigkeit
von [’ an der Stelle zo = 0 gibt es ein r > 0, sodaf3

(%) 2l < 2r = [lidem — f'(2)]] <

DN | —
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gilt. Setzen wir h(x) =« — f(z), folgt h(0) = 0 und h'(x) = idgm — f'(x). Somit gilt
||W'(z)|| < % fiir ||z]| < 2r. Mit Hilfe des Schrankensatzes VIII-5.6 ergibt sich daraus
fiir € K(0,2r)

|z = f(@)Il = [h(z) = hO)I| = sup [[W'(2)]]||=]| < %Ilwll <.

z€K(0,2r)
Dies ergibt fiir ||y|| < und ||z|| < 2r
¢y (@) <l = f@)[] +[lyll <r+7r=2r,
d.h. ¢,(K(0,2r)) C K(0,2r) fiir alle y € K(0,r).

4) ¢, ist fiir jedes y € K(0,7) eine Kontraktion auf K (0,2r): Dies ist wiederum eine
unmittelbare Folge des Schrankensatzes.

(1) Ney(@) = ¢y (@) = [[A(z) = h(B)]| < sup || (2)]] |lz — Z[| < %IIZB - ].
z€K(0,2r)

5) Beweis von i) und ii): Da K (0,2r) abgeschlossen ist, garantiert der Fixpunktsatz

von Banach fiir alle y € K(0,7) die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes von ¢,

der sogar in K (0, 2r) liegt.

Mit anderen Worten: Jedes y € K(0,r) besitzt ein eindeutiges Urbild in K(0, 2r).

Setzen wir O = f~1(K(0,7))NK(0,2r), dann ist f|o: O — K(0,r) ist eine Bijektion.

Die die Menge O ist offen: wegen der Stetigkeit von f ist f~!'(K(0,r)) relativ offen

in U und da U selber offen ist, folgt dafi f~!(K(0,r)) und daher auch f~1(K(0,r))N

K(0,2r) offen ist.

6) Differenzierbarkeit von g := (f|o)™': In Hinsicht auf Satz VIII-2.5 ist die Stetigkeit

von g nachzuweisen. Fiir x und z € O gilt

f(x) = f(Z) = 2 — & — (h(x) = h(T)).
Aus (f) folgt daher

1f(z) = F@) = llz = 2| = [|n(z) = h(@)]| %Hm — .

Schreibt man y = f(z), g = f(Z) und z = g(y), T = ¢(y), dann gilt y, g € K(0,r)
und

l9(y) = 9@l < 2lly — gll,
d.h. g ist Lipschitz stetig auf K (0, 7). Fiir y € K(0,r) liegt g(y) in K(0, 2r) und somit
ist wegen (*) und Satz VIII-9.4 f'(g(y)) invertierbar. Aus Satz VIII-2.5 folgt nun die
Differenzierbarkeit von g und

g = (g™, yeKOr).
7) Stetige Differenzierbarkeit von g: Dies ergibt sich aus der Beobachtung, dafl ¢’ sich
folgendermaflen als Verkettung stetiger Funktionen darstellen 1483t

g =1invo flog.
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KoroLLAR VIII-9.6. Es sei f: U — R™, U C R™ offen, stetig differenzierbar. Ist
f'(x) fir alle z € U regulér, dann ist f(U) offen.

BEWEIS. Jeder Punkt x € U besitzt nach dem Umkehrsatz eine Umgebung O,,
so daf8 f(O,) offen ist. Dann ist auch f(U) = U,ep f(O,) offen. O

DEFINITION VIII-9.7. Es seien U und V' offene Teilmengen von R™. Fine Abbildung
f: U =V heift C*-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und sowohl f, als auch
=Y won der Klasse C* fiir ein k € N sind.

KoOROLLAR VIII-9.8. Es sei f: U — R™, U C R™ offen, stetig differenzierbar. Ist
f'(z) fiir alle z € U reguliir und ist f injektiv, dann ist f ein C'-Diffeomorphismus
von U auf die offene Menge f(U).

BeweIs. f(U) ist wegen Korollar VIII-9.6 offen. Nach Voraussetzung existiert die
Umkehrabbildung f~!: f(U) — U. Nach dem Umkehrsatz existiert fiir jedes x € U

eine offene Umgebung O,, so daf§ die Umkehrabbildung ¢ der Einschriankung von
[ auf O, stetig differenzierbar ist. Da f~! auf f(O,) mit g iibereinstimmt folgt die
Behauptung. O

BEMERKUNG VIII-9.9. Die Voraussetzung der Regularitat von f'(x) fiir alle z € U
sichert nur die lokale Injektivitat von f. Folgendes Beispiel, zeigt dafl globale Injek-
tivitdt nicht gefolgert werden kann. Es sei f: R? — R?

ef cosn
f(gan) - (efsinn :
Dann ist det(f(£,n)) = €2 > 0 fiir alle (£,7) € R2. somit ist f an jeder Stelle (£,7)
auf einer geeigneten Umgebung injektiv, aber nicht injektiv auf R2.

9.3. Implizite Funktionen. Wir wenden uns nun der Frage zu, ob und unter
welchen Umsténden z.B. eine Gleichung in zwei Unbekannten

(%) flz,y) =0
nach y oder nach z aufgelost werden kann. Also, ob es Funktionen ¢: I — R oder
¥ J — R gibt mit der Eigenschaft

Ve el:y=op(x) e f(z,e(x) =0,

Vy e J:x=¢(y) < f(¥(y)y) = 0.

Man sagt auch, die Funktionen ¢ oder v seien implizit definiert durch die Gleichung
() und die Gleichung (*) wird durch ¢ nach y, bzw. durch ¢ nach x aufgelost.

Zur Illustration der auftretenden Probleme betrachten wir das Beispiel f(x,y) =
2?(1 — 2?) — y%. Die Gleichung f(z,y) = 0 besitzt offenbar die Losungen

y=+va(l—=?), |z <1,

L H<1
S U U )
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Die Menge der Nullstellen von f wird also durch eine Lemniskate beschrieben. Ohne
Zusatzforderung an ¢ oder v gibt es offenbar unendlich viele M6glichkeiten, Losungen
von (*) zu einer Funktion zusammenzufiigen. Wir fordern daher, dal ¢ oder ¢ zumin-
dest stetig sind. In einer hinreichend kleinen Umgebung einer Losung (zo, yo) gibt es
fiir alle x genau ein y = p(z) mit f(z, p(z)) = 0 und fiir alle y genau ein x = ¢(y) mit
f(W(y),y) = 0, die Gleichung (x) ist also nach x und nach y auflésbar. Wir bemerken:
f2(zo,y0) # 0 und f,(xo,y0) # 0. Anders ist die Situation in (0,0): in jeder (noch so
kleinen) Umgebung hat die Gleichung (x) fiir jedes x # 0, aber auch fiir jedes y # 0
mehrere Losungen und kann daher weder nach y noch nach x aufgelost werden. Eine
einfache Rechnung zeigt f'(0,0) = (0,0). In jeder Umgebung der Losungen (+1,0)
kann (*) nicht nach y aufgelost werden, da es zu x # £1 jeweils zwei unterschiedliche
Losungen fiir y gibt. Es gibt aber eine Auflésung nach z, z.B.

in (1,0), bzw. durch —¢ in (—1,0). An diesen Stellen gilt f.(+1,0) # 0 und
fy(£1,0) = 0. In einer hinreichend kleinen Umgebung der Stellen (i%,i%) gibt
es nur eine Auflosung nach y. Man beachte fx(:t\%, i%) =0 und fy(i\%’ :I:%) #0.
Dies legt die Vermutung nahe, dafl eine Gleichung f(x,y) = 0 in der Néahe einer
Nullstelle (xg, yo) eine Auflésung y = ¢(z) bzw. = 9(y) besitzt, wenn f,(zo, yo) 7# 0
bzw. f.(xg,yo) # 0 ist.

Allgemeiner betrachten wir die Losbarkeit eines Systems von n nichtlinearen Gleich-
ungen in m Unbekannten m > n. Der Umkehrsatz VIII-9.5 behandelt den Fall n = m.
Losen des nichtlinearen Gleichungssystems bedeutet hier, dafl wir n der Variablen, wir
bezeichnen sie mit &1, ...,&,, in eindeutiger Weise durch die iibrigen Variablen, wir
nennen sie ug, ..., Uy, ¢ = m — n, ausdriicken wollen. Wir untersuchen also folgendes
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Gleichungssystem in den Unbekannten (&,...,&,, u1, ..., uy):

fil&, o, uy) = 0

fn(&,...,fmul,...,uq) = O
Ziel ist es, n Funktionen ¢;, ¢ = 1,...,n, so zu finden, dafl
filpr(ur, ..o ug), oy on(un, .oy ty) Uy .. yuy) =0, i=1,....n,

auf einer offenen Teilmenge U C RY erfiillt ist.
Wir verwenden folgende Bezeichnungen

T = (517---7£n)7 (é?? 752)
u=(u,...,uy), = ..., 2)
f:D—R" DcCR"x RY, (fl, ,fn)

Es ist bequem, in diesem Zusammenhang den Begriff der partiellen Ableitung zu
erweitern. Wir bezeichnen mit 0, f(xg, ug) € L(R™,R"), 0, f(z0,up) € L(R?,R") die
linearen Abbildungen

O f (0, u0)h := f'(20,u0)(h,0), (h,0) € R" x RY,
Ouf (z0, up)k := f' (0, up)(0, k), (0,k) € R" x R%.
)
(

Man {iiberzeuge sich davon, dafl 0, f(xq, ug) (Ouf(xo,u)) die Ableitung im Sinne der
Definition VIII-1.1 der partiellen Funktion x — f(z,ug) (u — f(xo,u)) ist. Mit dieser
Bezeichnung gilt

f'(2o,u0)(h, k) = 0u.f (20, uo)h + Ouf (20, uo)k-

THEOREM VIII-9.10 (Satz iber implizite Funktionen). Es sei D C R™ xR? offen und
f: D — R" stetig differenzierbar. An einer Stelle (zo,uy) € D gelte f(xo,up) = 0
und es sei O, f(xg,ug) invertierbar. Dann gibt es eine Umgebung U € U(ug), eine
Umgebung V' € U(xy) und eine eindeutig bestimmite, stetig differenzierbare Abbildung
p: U —=V mit

p(uo) = o
VueU: f(e(u),u) =0.
Ferner gilt ¢'(u) = —(0.f(o(u),u))™t o duf(¢(u),u). (Die Invertierbarkeit von
Ox f (0, ug) ist gleichbedeutend mit
g%(afo,UO) %(l’o,ﬂo)
det : : #0).
d

821 (QT(), UO) N %(QT(), UO)
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BEWEIS. Um den Satz von der Umkehrfunktion anwenden zu kénnen, definieren

wir die Abbildung

(z,u) = (f(z,u), u)
Thre Ableitung ist fiir (z,u) € D und (h, k) € R™ x R? gegeben durch
F/($, U’)(h’v k) = (aﬂ?f(x7 U)h + 8Uf(x7 u>k7 k)a

bzw. in Matrixschreibweise

() F'(2,u)(h, k) = (%f(()x,u) auf<x,u>) (Z) |

1dRa

F::{D%R”XRQ

Aus der Stetigkeit der Elemente der Jakobi Matrix folgt die stetige Differenzierbarkeit
von F. Nach Voraussetzung ist 0, f(xg,ug) reguliar und daher auch F'(zg,up). F
erfiillt also alle Voraussetzungen des Umkehrsatzes VIII-9.5. Es gibt daher eine offene
Umgebung W € U((xo, up)) so, daB F(W) offen und Fy ein C*-Diffeomorphismus
von W auf F(W) ist. Es sei G: F(W) = W, G = (F|w)~!. Dann gilt

(%) G'(F(z,u)) = (F'(z,u))™", (x,u) € W.
G besitzt dieselbe Struktur wie F', d.h. es gibt eine stetig differenzierbare Funktion
g: F(W) — R™ mit
Gy,v) = (9(y,v),0),  (y,v) € F(W).
Es sei (xz,u) € W eine Nullstelle von f. Es folgt (0,u) € F(W) und
0 flz,u) =0« F(z,u) = (0,u) & G(0,u) = (z,u)

< g(0,u) = x.
Setzt man umgekehrt © = ¢(0,u) fiir jedes v € R? mit (0,u) € F(W), dann liegt
(x,u) € W und (}) zeigt, daB (z,u) eine Nullstelle von f ist. Da W offen ist, gibt es
Umgebungen U € U(up) und V € U(zp) mit V x U C W. Da auch F(W) offen ist
und (0,up) € F(W), kann man U so wéhlen, dafl {0} x U C F(W) gilt. Wegen der
Stetigkeit von g kann man weiters U so einrichten, dafl g(0,u) € V fiir u € U gilt.
Definieren wir nun die Abbildung

: U=V, o(u)=g0,u),

dann ist ¢ stetig differenzierbar auf U, es gilt o(ug) = xo und fiir alle u € U gilt
wegen (1) die Aquivalenz

9(0,u) = ¢(u) = f(p(u),u) = 0.
Aus der Beziehung (x) liest man ab, daf§ F'(z,u) genau dann invertierbar ist, wenn
O f(x,u) invertierbar ist. Wegen (xx) existiert also (O, f(z,u))™' auf W. Fiir die
Berechnung der Ableitung von ¢ definieren wir die Abbildung H: U — R"™ x R
durch
H(u) := (p(u), u)(= (9(0,u),u) = G(0,u)) € W.
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Dann ist H auf U stetig differenzierbar mit
H (uwk = (Y (u)k, k), keRL

Ausgehend von der Identitit 0 = f(p(u),u) = (f o H)(u) findet man mit Hilfe der
Kettenregel

0=((foH) (u)k=(f(H(u)oH )k = f(ou), )¢ (u)k k)
= 0, f(p(u), u)@' (w)k + du f (p(u), u)k.

Wegen der Invertierbarkeit von 0, f(z,u) fir (z,u) € W erhilt man schliefflich

' (wk = —(0:f (p(w), )~ duf (o(u), u)k.
SchlieBlich zeigen wir noch die Eindeutigkeit der lésenden Funktion ¢: Angenommen
es gibe eine weitere Funktion ¢: U — V|, U € U(up) mit @¢(ug) = o und
f@w)u)=0, uel.

Da (¢(u),u) die eindeutige Losung der Gleichung F'(z,u) = 0 in U x V ist, stimmt
@(u) mit p(u) auf UNU € U(up) tiberein. O
Speziell erhalten wir fiir eine Gleichung mit m Unbekannten:

KoroLLAR VIII-9.11. Es sei f: U — R, U C R™ offen, stetig differenzierbar und

= (&9,...,€%) eine Lésung von f(z) = 0 mit af(xo # 0. Dann gibt es Umgebungen

U von xf, = ({1, N ) V von £ und eine stetlg differenzierbare Funktion p: U —
V mit f(2', p(x ))—O 2’ € U und

(2) = —— x x x = (2, p(a X
gD(:L’)— fgm(l')(fgl( )7"'af£m—1( ))7 ( ,go( ))EU V.

Als Anwendung betrachten wir die Niveaumenge einer stetig differenzierbaren Funk-
tion (der Einfachheit halber) in zwei Verénderlichen zum Wert ¢, also

Ni(c) ={z € R*: f(z) = c}.

Fiir alle z € Ny(c) sei f'(x) # 0. An einer Stelle xy = (&, 7m0) € Ny(c) sei beispiels-
weise f,(zo) # 0. Dann gibt es Umgebungen U € U(&), V € U(n ) und eine stetig
differenzierbare Funktion ¢: U — V mit

[ ) =c, el

Differenziert man diese Identitéit, erhéilt man

(+) fe(€,0(8) + fr(& ()¢ () =0, el

Setzt man v: U — R?, v(z) = (x, o(z)), stellt 7 eine stetig differenzierbare Parame-
trisierung von Ny(c) in der Umgebung U x V' von xy dar. Der Tangentialvektor an
diese Kurve ist durch 7/(£) = (1,¢'(§)), £ € U, gegeben. In dieser Sprechweise ist (x)
dquivalent zu

(grad f((£)),7'(€)) =0,
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d.h. in jedem Punkt der Niveaumenge von f ist der Gradient von f orthogonal zum
Tangentialvektor an die Niveaumenge in diesem Punkt. Dies stimmt mit dem fritheren
Befund iiberein, dafl der Gradient von f stets in die Richtung des stirksten Anstiegs
der Funktionswerte von f weist.

10. Extrema mit Nebenbedingungen

Bisher haben wir nur kritische Punkte aus dem Inneren des Definitionsbereiches von
f zu untersucht (wir haben dies erzwungen, indem wir def f offen voraussetzten). Der
Funktionswert f(xy) kann daher mit den Werten von f an jeder benachbarten Stelle
aus einer vollen Umgebung von xy verglichen werden. Dies erméglicht den effizienten
Einsatz von Methoden der Differentialrechnung. Oft treten lokale Extrema jedoch
am Rand von def f auf. Suchen wir etwa die lokalen Extrema von f auf K(0,1),
beschréankt man sich vorerst auf das Innere K(0,1) und kann die Methoden von
Abschnitt 7 anwenden. Als nichstes ist zu untersuchen, ob auf dem Rand von K (0, 1),
d.h. im Falle def f € R? auf S(0,1) = {(&,n): £&2+n* = 1}, lokale Extrema liegen. Man
sucht also in diesem Falle lokale Extrema von f unter der Gleichungsnebenbedingung
g(&,m) =& +n* —1 = 0. AnschlieBend mufl man priifen, ob diese Stellen auch lokale
Extrema bzgl. K(0,1) sind.

BEeispieL VIII-10.1. Wir untersuchen das Problem

Maximiere: f(&,n) = &n

ter d
Her aer Nebenbedingung: g(&,7) = &2 +n* —8 = 0.

In diesem Zusammenhang nennt man die zu minimierende (maximierende) Funkti-
on f oft Kostenfunktional. Wir geben eine geometrische, heuristische Losung an.
Dazu beachten wir, dafl die Niveaulinien von f, d.h. die Kurven, auf denen f einen
konstanten Wert annimmt, Hyperbeln sind. Weiters gilt

f&n)=m 9,
g'(&m) = (26 2n).

Die Niveaulinie von f zum Wert ¢ = 1 schneidet den Kreis (im 1. Quadranten) in zwei
Punkten. Betrachtet man die Niveaulinien in Richtung des Gradienten von f, wird
der zugehorige Funktionswert groBler. Auch diese Niveaulinien schneiden den Kreis
solange an zwei Stellen, bis die Niveaulinie den Kreis nur mehr beriihrt. Dies ist in
(2,2) der Fall. Da weitere Niveaulinien in Richtung des Gradienten den Kreis nicht
mehr schneiden, ist (2, 2) jener Punkt des Kreises, in welchem f maximalen Wert hat.

Man erkennt also: die Losung mufl an einer Stelle auftreten, an der grad f und grad g
linear abhéngig sind. Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

{ grad f + Agradg = 0,
9(&n) =0,
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grad g

grad f
gradf=Agradg

fE&n)=c

'

< gEm=0

mit den beiden Losungen (2,2) und (—2, —2). Die lineare Abhéngigkeit von f’ und ¢’
in Beispiel VIII-10.1 ist kein Zufall, sondern problemimmanent.

In vielen Féllen ist es moglich, die Gleichungsnebenbedingung nach einer Varia-
blen aufzulosen. Angenommen wir interessieren uns fiir die lokalen Extrema von
f: R?® — R unter der Nebenbedingung g(&,7,¢) = 0 = h(£,n) — (. Nehmen wir ferner
an, h und f seien stetig differenzierbar. Das Problem

Maximiere: f(&,n, ()

unter der .
Nebenbedingung: ¢(£,n,¢) =0
ist daher gleichwertig mit dem nicht restringierten Problem

Setzt man H: R? — R3, (£,n) — (§,1,h(&,n)), gilt F = fo H. Nach Satz ?? ergeben
sich die kritischen Punkte von F' aus (z = (§,7))

0= F(z) = f'(H(x)) o H'(x)

1 0
of o o
— (Ghaey Fey Fae) (0
o (z) ()

of of oh of of

— (Gh + GG, G+ Eawg@).
Dies kann mit 0, = (0 0,) kompakter in der Form
(+) 0, (H(x)) + L (H()0uh(x) =

geschrieben werden. Beriicksichtigen wir noch

gl<§7777 C) = (al‘h(ga 77) - 1)7
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und ergéanzen wir (%) durch die triviale Gleichung

of 0g0f
—a—C(H(x)) = O_CG_C(H("T))’

also
aof of dg
a—(H(iC)) + a—C(H(@)a—g =0,

konnen wir (x) in der Form

af
f(H (@) + gz (H(@)g'(2) =0
schreiben. Setzen wir A = g—é(H (x)), erhalten wir die kritischen Punkte von F' aus

dem Gleichungssystem
f'(H(x)) + Ag'(x) = 0,
g(x) = 0.

Diese Vorgangsweise ermoglicht es, ein Optimierungsproblem mit einer Gleichungs-
nebenbedingung auf ein nicht restringiertes Problem zuriickzufiihren. Allerdings tritt
nun eine neue, zuséitzliche Variable A auf, die ebenfalls berechnet werden mufl. Wir
zeigen nun, dafl dieses Verfahren unter bestimmten Voraussetzungen auch dann funk-
tioniert, wenn es nicht moglich ist, die Gleichungsnebenbedingung explizit nach einer
Variablen aufzulGsen.

THEOREM VIII-10.2 (Lagrangesche Multiplikatorregel). Die Abbildungen f: D — R,
g: D —R" D CR™ n<m, seien stetig differenzierbar. f besitze in xq ein lokales
Eztremum unter der Nebenbedingung g(z) = 0. Die Jacobimatriz von g an der Stelle
xo habe Rang n (d.h. die Vektoren grad g;(zo), i = 1,...,n, sind linear unabhdngig).
Dann existieren n Zahlen Ay, ..., \, € R (Lagrange Multiplikatoren) derart, dajs

f(wo) + Z Aigi(wo) = 0,
i=1

also das Gleichungssystem

OLm) 4o\ g 0mm) 4 ), M) =g
R R -

erfillt ist.

BEWEIS. 1. Schritt: Elimination von n Variablen in g.
Die Voraussetzung Rang ¢'(zo) = n bedeutet, daB n Spalten von ¢'(zo) linear un-
abhéngig sind. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl dies die ersten n Spalten sind.
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Wir setzen nun
x:(gla"'vgm)u x(]:(g??"w&%)a
0 0
y:(gla"wgn)’ y0:(§1,---;§n),

Z:(gn-i-la"wgm)v 20:( 2-}-17""&“21)'

An Stelle von f(z), g(z) schreiben wir f(y, 2), g(y, 2). Da f in zy = (yo, 20) ein lokales
Extremum unter der Nebenbedingung ¢g(z) = g(y, z) = 0 besitzt, gilt

9(Yo, 20) = 0.

Die ersten n Spalten von ¢'(zg) sind linear unabhéngig, dies ist gleichwertig mit
der Invertierbarkeit von 0,9(yo, 20). Dem Satz iiber implizite Funktionen VIII-9.10
entnehmen wir nun, dal g(y, z) in einer Umgebung von z stetig differenzierbar nach
y aufgelost werden kann, d.h. es gibt eine Umgebung U € U(zp), U C R™™, und eine

stetig differenzierbare Funktion ¢: U — R™ mit der Eigenschaft

VzeU: g(p(z),2)
©(20)

0,
Yo-
Ferner gilt fiir alle z € U

¢'(2) = = (0y9((2), 2)) "' 0.9(p(2). 2).

2. Schritt: Ableitung des nicht restringierten Kostenfunktionals.

Fiir alle z € U gilt (¢(z),z) € D. Daher kénnen wir auch eine Abbildung F' auf U

definieren durch

U—-R
r {mf«o(z),z)

Es ist klar, daf f an der Stelle zo = (yo, 20) genau dann ein lokales Extremum unter
der Nebenbedinung ¢(y, z) = 0 besitzt, wenn F' an der Stelle z; ein lokales Extremum

ohne Nebenbedinungen besitzt. Nach Satz VIII-5.2 muf3 also
F'(20) =0
gelten. Setzen wir
JU = R*xR™™
| { = (p(2),2),

ist H stetig differenzierbar auf U und es gilt fiir h € R™™"

H'(2)h = (¢'(2)h, h).
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Wegen F' = f o H (beachte H(U) C D) erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel fiir
h € R™™"

d.h. 2y geniigt der Gleichung

(x) Oy f (H(20))¢' (20) + 0:f(H(z0)) = 0.

3. Schritt: Konstruktion des Lagrange Multiplikators.
Wir eliminieren ¢'(zp) in (%), indem wir

¢'(20) = —(9,9(yo0, 20)) " 0-9(vo, 20)
einsetzen und erhalten mit H(z) = (yo, 20)

(**) _0yf(y07 ZO)(ayg<y07 Zﬂ»_lazg(yOa ZO) + azf(yl)? 20) =0.

Beachten wir
Oy f (o, 20): R" = R, (9,9(yo, 20)) ' : R — R™,

also

A= =0, f (Y0, 20)(0y9(y0, 20)) '+ R" — R,
148t sich (%) mit Hilfe von A in der Form

0.1 (Yo, z0) + AD.g(Yo, 20) = 0

schreiben. Aus der Definition von A ergibt sich weiters die Beziehung

8yf(y07 ZO) + Aayg(yOa ZO) = 0.

Die Matrixdarstellung von A ist eine 1 x n- Matrix (A;...\,). Die beiden letzten
Gleichungen kénnen kombiniert werden zu

F'(90: 20) + A (40, 20) = f'(w0) + Y Nigi(0) = 0.
=1

O

Bei der Losung der Aufgabe, die Stellen lokaler Extrema von f unter der Nebenbe-
dingung g(z) = 0 zu bestimmen, kann man routineméfig so vorgehen, da§ man zuerst
die sogenannte Lagrangefunktion £: R™ x R" — R,

L(z,\) = f(z) + Z Aigi(z)



10. EXTREMA MIT NEBENBEDINGUNGEN 301

bildet und dann die kritischen Stellen von £ berechnet,

8, L(x, \) = f'(z) + Z Xigl(x) =0,

HL(z,\) = g(x) = 0.

Jede Losung (xg, Ag) dieses Gleichungssystems mit der Eigenschaft Rang ¢'(z9) = n
kommt als Stelle eines lokalen Extremums von f unter der Nebenbedingung g in Frage.
Ob dies tatséchlich der Fall ist, bedarf einer eigenen Untersuchung. Ebenso sind jene
Stellen, welche von der Lagrangeschen Multiplikatorregel nicht erfafit werden, also
Stellen mit g(x) = 0 und Rang ¢'(z) < n, gesondert zu behandeln.

BEMERKUNG VIII-10.3. Ist die Restriktionsmenge R = {x € R™: g(x) = 0} kom-
pakt, so besitzt f|g ein globales Maximum und Minimum, mit anderen Worten, f
hat unter der Nebenbedingung g(z) = 0 ein globales und damit auch lokales Maxi-
mum und Minimum. Der groBte bzw. kleinste der Werte f(z), die man mit Hilfe des
vorhin beschriebenen Verfahrens gefunden hat, ist dann das gesuchte Maximum bzw.
Minimum von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0.

BEeispieL VIII-10.4.

Maximiere: f(&,n,() =&+ n+(,
Nebenbedingung: ¢ = 1 — 762 — 3n°.

Eliminationsmethode:
Wir 16sen das gleichwertige Problem, in dem die Nebenbedingung eliminiert wurde:

Maximiere F(&,n) = (€ + 1) + (1 — 762 — 3n?).
Die notwendige Optimialitatsbedingung lautet

F'(&n)=0=(1-14§ 1—6n),

d.h. -
& n°) = (ﬁ, 6>'

Aus der Nebenbedingung erhalten wir (° = %. Die Hesse Matrix von F

11 —14 0
Hp(—. =) =
ist negativ definit, somit besitzt F' an der Stelle (ﬁ, %) und damit f an der Stelle
(ﬁ, %, %) ein lokales Maximum. Wegen lim -0 F(§,17) = —oo0 wird an dieser
Stelle sogar das globale Maximum angenommen.
Lagrangesche Multiplikatormethode:

Wir bilden die Lagrange Funktion (g(&,7n,¢) = 1 — 762 — 3n* — ()
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und bestimmen die Nullstellen von £’:

oL

6—521—A-14§=0
%:1-»%:0
g—§=1—A:0
g—§:1—7§2—3n2—§=0.

Als Lésung ergibt sich A =1 und (£,7,¢) = (3, ¢, 32). Wegen

kommt nur die Stelle (35, ¢,35) fiir ein lokales Extremum in Frage. Da ¢ iiberall

reguldr ist, kommen alle lokalen Extrema unter den Nullstellen von £’ vor. Es gibt
allerdings nur eine Nullstelle von £’, somit muf} an dieser Stelle ein globales Extremum

vorliegen. Durch Vergleich mit dem Funktionswert an einer beliebigen zuldssigen Stelle

erkennt man, daf in (1—14, %, %) das globale Maximum angenommen wird.

BEISPIEL VIII-10.5.
Maximiere f(§,n,¢) =,
Nebenbedingung: g1(£,7,¢) = &+ + ¢ —1=0,
92(§,m,¢) = 3¢n —4¢ = 0.
Wir bilden die Lagrange Funktion
L(E,1,¢ AL ) = C+M(E+ 77 + = 1) + Xa(38n — 4C).

Die Nullstellen von £’ ergeben sich aus

0L

i W
on

0L

0L 2 2 2

_— = —]_:
o &+n+¢ 0
0L

22 = 3¢n—4C = 0.
o 3¢n—4¢ =0

Wir iiberlegen zuerst, daf§ Ay = 0 nicht moglich ist. Die 3. Gleichung zeigt, dafl beide
Lagrangemultiplikatoren nicht gleichzeitig verschwinden kénnen. Wére nun Ay = 0,
ergibe sich aus den ersten beiden Gleichungen (A; # 0!) £ = n = 0 und aus der
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letzten Gleichung ¢ = 0. Dies widerspricht der vorletzten Gleichung. Auf &hnliche
Weise folgt aus den ersten beiden Gleichungen £ # 0,  # 0 und damit

2o €
32 § n
also
&=
bzw.
&= =n.
Aus der letzten Gleichung folgt
3
= 4¢
=3¢,

die vierte Gleichung ergibt
9
2%+ — ¢t —1=0
&+ 1t ,

also &2 = 5 (bzw. 2 = —4, dies fiihrt auf keine reelle Losung).
Wir erhalten also
2
— 42
§ 3

und damit die kritischen Stellen von £,

2 21 2 2 1 2 21 22 1

533 G335 Fzzpy) Cpyy)

Die Restriktionsmenge R ist eine abgeschlossene Teilmenge von S(0,1) und somit
kompakt. f nimmt auf R das Maximum an. Dies hat den Wert % und tritt an den
Stellen (2,2, %) und (—2,—2, ) auf.

Ob an einer kritischen Stelle der Lagrangefunktion tatsichlich ein lokales Extremum
vorliegt, kann man aus deren zweiter Ableitung ablesen. Wir nennen einen kriti-
schen Punkt (zg,\g) der Lagrangefunktion nichtentartet , wenn die sogenannte
geridnderte Hessesche Matrix G von £ in (xg, Ag) regulér ist, d.h. wenn

G(x0, No) = <7;/E(SZB) g/(ag)):r)

vollen Rang hat. Wir weisen darauf hin, dafl im Folgenden die Lagrangefunktion
stets fiir den festen Lagrange Multiplikator A = )y ausgewertet wird. Insbesondere
bedeutet H,(x¢) die Hesse Matrix der Abbildung z — L(x, \g) an der Stelle z = xy.

THEOREM VIII-10.6. Die Abbildungen f: D — R und g: D — R", D C R™ of-
fen, n < m,seien stetig differenzierbar und (xo, Ao) sei ein nichtentarteter kritischer
Punkt der Lagrangefunktion. Dann besitzt f in xo ein lokales Minimum unter der
Nebenbedingung g(z) = 0 genau dann, wenn hTH,(zo)h > 0 fir alle h € kerg'(x)
qgilt.



304 VIII. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Fiir den Beweis dieses Kriteriums verweisen wir auf die einschlagige Literatur Wir
demonstrieren die Anwendung dieses Kriteriums an Hand der Beispiele VIII-10.4 und
VIII-10.5. Es wurde allerdings bereits gezeigt, dafl es gelegentlich einfachere Argu-
mente gibt, um die kritischen Stellen der Lagrangefunktion zu untersuchen.

BEeispieL VIII-10.7 (Fortsetzung von Beipiel VIII-10.4). Es wurde bereits gezeigt,
daBl die Lagrangefunktion

nur in (2o, Ao) = (75, &, 53, 1) eine kritische Stelle hat. Wertet man die Jacobi Matrix

von g in x( aus, erhélt man
Jy(z9) = (—1,—1,—1).

Wir benétigen noch die Hesse Matrix von £(z,1) in = zg. Dazu berechnen wir

Le=1—14X¢, Lee = —14, Ley =0, Lee =0,
‘Cﬁ =1 6)\7], ‘6775 = 0, ‘67777 = —6)\7 £77< = 0,
ﬁg =1- )\, Ecg = 0, £C77 = 0, £<< =0.

Als néchstes bauen wir die gerédnderte Hesse Matrix in (xg, Ag) = (¢, 1) auf:

-14 0 0 -1

C(He(zo) Jy(xo)T\ 0 -6 0 —1
g(ﬂfo,l) - (Jg<$0) I 0 ) - 0 0 0 —1
-1 -1 -1 0

Man verifiziert leicht, dafl die Matrix G(zy, 1) regulér ist. Die Hesse Matrix H(xg) ist
eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten {—14, —6,0} und daher negativ semidefinit.
Nach Satz VIII-10.6 nimmt f in zy ein lokales Maximum an. Es wurde bereits im
Beispiel VIII-10.4 gezeigt, dafl in zy sogar das globale Maximum angenommen wird.

BeispiEL VIII-10.8 (Fortsetzung von Beipiel VIII-10.5). Wir verifizieren mit Hilfe von

Satz VIII-10.6, dafl an der Stelle zy = (%, %, %) ein lokales Maximum angenommen

wird. Eine einfache Rechnung ergibt die Werte der zugehorigen Lagrange Multiplika-
toren

Weiters ist
Doteno) = (5 3 %)

2
3
).

und somit

DO ol
DO o[~

Dyg(zo) = <
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Der Kern von Dg(xg) ist gegeben durch

-1
ker Dg(zg) ={| 1 | t:t € R}
0
Die Hesse Matrix von (£,7,() — L(&,1,(, A1, A2) ist gegeben durch
2\1 3\ O —% % 0
Hﬁ(%’o) = 3)\2 2)\1 0 = 5 5 0 s
0 0 2X 0 0 -2
die gerdnderte Hesse Matrix ist somit
_3 3 0 4 2
33 i
s s 0 3 2
g(x07>\17>\2> = 9 40 _g 3 —4
5 3 3 0 0
2 2 -4 0 O

Man verifiziere, dafi G(zo, A1, A2) regulér ist. Da der Kern von Dg(xy) Dimension 1
hat, geniigt es, hTH(xo)h > 0 fiir einen Basisvektor von ker Dg(xq) zu zeigen, etwa
fir h = (—1,1,0)”. Wegen

_3 3 0 -1
12
(-1 1 0) §—§ 0 L | =-=<0
0 0—§ 0
liegt in x( ein lokales Maximum vor. Da Dg(&, n, () fir jede Wahl von (£, 7, () vollen

Rang hat, kann es, abgesehen von (—2
f ein lokales Maximum annimmt.

% —%, %) keine weiteren Stellen geben, an denen






KAPITEL IX

Integralrechnung im R”

Notation: Im Folgenden bezeichnen wir mit f,, = f die gleichméflige Konvergenz der
Funktionen f, gegen die Grenzfunktion f.

1. Halbstetige Funktionen

DEFINITION IX-1.1. (1) Eine Abbildung f: R — R U {oco} heifit im Punkt
rg € R™ von unten halbstetig, wenn zu jedem ¢ € R mit ¢ < f(x0)
eine Umgebung U € U(xy) mit f(U) C (¢, 0] existiert.

(2) Eine Abbildung f: R" — R U {—o0} heiffit im Punkt xo € R™ von oben
halbstetig, wenn zu jedem ¢ € R mit ¢ > f(xg) eine Umgebung U € U(zy)
mit f(U) C [—o0,c) existiert.

Die Abbildung f heifft von unten (oben) halbstetig, wenn sie an jeder Stelle

xo € R™ von unten (oben) halbstetig ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir nur Funktionen, welche auf R™ definiert sind.
Die Erweiterung dieses Konzeptes auf Funktionen f: D — R, D C R", sei dem Leser
iiberlassen. Offenbar ist eine Abbildung f in x von oben halbstetig genau dann, wenn
—f in xg von unten halbstetig ist.

Schreibt man ¢ in der Form f(zg) — €, dann ist die Halbstetigkeit von unten von f in
xo gleichwertig mit

() Ve > 030 >0Ve € R": ||z — zol| < = f(xg) — fz) <e.

Wire f stetig in z, dann wére in (*) die Folgerung f(z¢) —e < f(z) < f(xo) + €.
Halbstetige Funktionen niitzen also nur eine der beiden Ungleichungen. Somit ist eine
Funktion in xy genau dann stetig, wenn sie in zy von unten und von oben halbstetig
ist.

LEMMA IX-1.2. 1.) Eine Abbildung f: R™ — RU{oo} ist von unten halbstetig genau
dann, wenn f~1((c,o0]) fiir alle c € R offen ist.

2.)Eine Abbildung f: R™ — R U {—o0} ist von oben halbstetig genau dann, wenn
fH[—o0,¢)) fir alle c € R offen ist.

BEWEIS. Es geniigt die erste Behauptung zu zeigen: “=" Es sei c € R und = €
(¢, )]), also ¢ < f(z). Da f in x von unten halbstetig ist, gibt es eine Umgebung
U € U(x) mit f(U) C (¢,00], also U C f~'((c,o0]). Somit ist z ein innerer Punkt
von f~1((c, 00]).

307
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““"Es sei z € R" und ¢ < f(z), also x € f~!((¢,]). Da f~((c,00]) offen ist,
existiert eine Umgebung U € U(z) mit U C f~1((c, o0]), also f(U) C (¢, 0. O

BEISPIEL 1X-1.3. 1) Die charakteristische Funktion x4 einer Teilmenge A C R”
ist gegeben durch
(2) 1, z€A,
€Tr) =
xa 0, zeR"\A.

Es gilt: A ist offen genau dann, wenn x4 von unten halbstetig ist. Dies folgt aus

R" <0,
Xa'((eoo) =24, 0<e<l,
0, c> 1.

2) Ersetzt man A durch CA und beriicksichtigt xg4 = 1 — x4 findet man: A ist
abgeschlossen genau dann, wenn y 4 von oben halbstetig ist.

3) Die Abbildung f: R — R definiert durch f(z) = 0 fir + < 0 und f(x) = 1 fiir
x > 0 ist in = 0 von unten halbstetig. Fiir ¢ < 0 = f(0) erfiillt ndmlich sogar jede
Umgebung U von = = 0 die Bedingung f(U) C (¢, 00|. Ein anderer Beweis ergibt sich
aus der Beobachtung f = x(0,0)-

Auch die Halbstetigkeit einer Funktion kann man mittels Folgen charakterisieren:

LEMMA IX-1.4. Eine Funktion f: R™ — RU{oo} ist in zo € R™ von unten halbstetig
genau dann, wenn

liminf f(zy) > f(zo)
k—o00
fiir jede nach xy konvergierende Folge (xy) gilt.

BEWEIS. “=" Es sei f in x( halbstetig von unten, also f~!((c, oc]) offen in R"
fur alle ¢ € R mit ¢ < f(xg), und (zj) eine Folge mit Grenzwert xy. Wihlt man ¢ =
f(xg) — &, € > 0 beliebig, gibt es somit eine Kugel K (zg,d(¢)), welche in f~1((c, oo])
enthalten ist. Wegen der Konvergenz der Folge (zj) gilt ferner x; € K(x¢,d(¢€)) fiir
k > N(d(e)) mit einem geeigneten N(0(¢)). Somit folgt f(zx) > ¢ = f(xo) — &,
k> N(é(e)), d.h.

liminf f(wg) > f(x0) — .

Da ¢ > 0 beliebig gew#hlt war, ergibt sich die Behauptung.

“<” Umgekehrt sei f in xg € R™ nicht von unten halbstetig. Dann gibt es ein ¢ <
f(xq) derart, dal jede Umgebung U € U(xq) einen Punkt zy enthdlt mit f(xy) < c.
Also existiert eine Folge (xy) so, daBl limg_,o, = zo und f(zx) < ¢, k € N. Dies hat
liminfy o f(zx) < ¢ < f(x) zur Folge. O

LEMMA IX-1.5. FEine von unten halbstetige Funktion mimmt auf einer kompakten
Menge das Minimum an.
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BEWEIS. Es sei f von unten halbstetig, K C R" kompakt und (z) C K eine
Folge mit limy_,o f(71) = inf.ex f € R. Wegen der Kompaktheit von K gibt es
xo € K und eine Teilfolge (x,, ) C (x}) mit limy_,o x4, = xo. Mit Lemma IX-1.4 folgt
infex f(2) = limy oo f(2y,) > f(z9) > —o0. Dies zeigt f(zo) = mingex f(x) und
mingex f(z) > —o0. O

DEFINITION IX-1.6. Es sei f,: R" — RU{oo}, a € I, I eine nichtleere Indezmenge,
eine Familie von Funktionen. Man nennt

R" - RU{o0
f=sup fo: teo)
ael T > SUPqer fa(.flf)
die obere Einhiillende (Enveloppe) der Familie (fo)acr- -

Analog definiert man fiir f,: R® — R U {—o00} die untere Einhiillende durch f =
infae].

LEMMA IX-1.7. Es sei fo: R* = RU{o0}, a € I, eine Familie von in xy von unten
halbstetigen Funktionen. Dann ist auch die obere Einhiillende von unten halbstetig in
Zo-

BEWEIS. Essei f = sup,¢; fo und ¢ < f(xg). Dann gibt es einen Index a € I mit
¢ < fa(zo) < f(x0). Da f, in xy halbstetig von unten ist, existiert eine Umgebung
U € U(xp) mit fo(z) > ¢, somit auch f(x) > ¢, fiir alle x € U. O

BEISPIEL IX-1.8. Es sei f,,: [0,1] = R, n € N, definiert durch
nx, x €0, %],
Jnle) = {1, ve (L]
Die obere Einhiillende f ist gegeben durch
0, z=0,
falw) = {1, z € (0,1].

Sie ist nicht stetig, nach Lemma IX-1.7 aber zumindest halbstetig von unten. Aufler-
dem gilt f,, < fro11 und f = lim,, o0 fr-

DEFINITION IX-1.9. Es sei f: R® — R. Man nennt
supp f = {z € R": f(x) # 0}
den Trdger (Support) von f. Weiters definieren wir
C(R™) :={f € C(R",R): supp f ist kompakt }.

Man nimmt den Abschlufl in der Definition des Trégers einer Funktion f, um si-
cherzustellen, daf8 es zu jedem z ¢ supp f eine Kugel K (x,¢) mit K(x,¢) C Csupp f
gibt. Somit gilt dann f = 0 auf K (z, ). Isolierte Nullstellen und Haufungspunkte von
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Nullstellen einer Funktion liegen in ihrem Trager. Bei der Analyse der qualitativen Ei-
genschaften einer Funktion kann man sich also ohne Beschrankung der Allgemeinheit
auf deren Tréager beschranken.

Einen wesentlichen Baustein bei der Entwicklung eines mehrdimensionalen Integrals
bilden jene Funktionen, welche durch monotone Grenzwerte stetiger Funktionen mit
kompaktem Tréger darstellbar sind:

DEFINITION IX-1.10. Fiir eine Folge (fi) C C.(R™) vereinbaren wir die Schreibweise
fet [ Ve e Rk € Nfi(2) < frn(z) A lim fi(z) = f(@),
fed e Vo e Rk € Nfpn (o) < filz) A lim fi(z) = f(2).

Wir definieren ferner

Hu(R™) = {f: R" = RU {oo}|3(fr) C Cu(R™), fi T f},
Ho(RY) = {f: R" = RU {—0c}|3(fx) C Co(R™), fi 4 f}.

Wenn keine Verwechslung moglich ist, verwenden wir die einfachere Schreibweise Hy,
bzw. Hp. Die Funktionen in H sind die obere Einhiillende einer Folge stetiger Funk-
tionen und daher von unten halbstetig, jene in H{p von oben halbstetig. Die Mengen
Hy und Hp sind jedoch keine Teilrdume. Eine alternative Charakterisierung ist fol-
gende.

THEOREM IX-1.11. FEine Funktion f: R"™ — R U {oo} gehort genau dann zu Hy,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) f ist halbstetig von unten.
(2) Es gibt eine kompakte Teilmenge K C R"™ mit

f(z) >0, xzeR"\K.

BEWEIS. “=" Essei f € Hy und (fx) C C(R™), fr T f. Wihle K = supp fi.
“<" Die Abbildung f besitze die Eigenschaften (1) und (2). Nach Lemma IX-1.5
nimmt f auf K das Minimum an. Somit existiert M € Q, M > 0, mit

Ve e R": f(x) > —M.
Wir betrachten nun die Menge
J ={(a,e,0) e Q" xQ xQ:e>0,c>—-M,Vx € K(a,e): f(z) > c}.

Offensichtlich ist J abzdhlbar. Fiir j € J sei g; € C.(R") eine Funktion mit folgenden
Eigenschaften:
(1) gj(z) =c, x € K(a,e/2),
) g;(z) <e¢, r € K(a,e),
) gi(z) = —M, x € K\ K(a,e),
) 9i(x) <0,z eR"\(KUK(a,e)).
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Es folgt g; < f, j € J und somit sup;c;g; < f. Wir zeigen sup;c;g; = f: Ange-
nommen es gibe o € R", ¢y € Q, cg > —M mit sup,c 7 g;(x0) < co < f(20). Da f in
xo von unten halbstetig ist, gibt es eine Umgebung K (zg, 7o) derart, daf

(*) fy) > co, y € K(zo,70).

Da Q™ in R™ dicht liegt (Beweis: iibung), existiert eine Kugel K (ag,eq) C K(zg,70)
und xy € K(ag,e0/2). Natiirlich gilt (x) auch auf K(ag,e0). Zu jo = (ao, €0, ¢o) kann
man eine Funktion g;, mit den Eigenschaften (1) - (4) konstruieren. Daraus ergibt
sich der Widerspruch gj,(zo) = co > sup;c 7 g;(20)-

Es sel nun ji, jo,... eine Aufzihlung von J. Setzt man f;, = max{g;,..., 0.} €
Ce(R™), gilt fi < frpr und limy o0 fr = f, d.h. f € Hy. O

Als Konsequenz dieses Satzes halten wir fest
Hy NHo = C.(R™).

BEMERKUNG IX-1.12. Es sei f € Hy und f > 0. Dann gibt es eine Folge (fx) C
C.(R™) mit fi T f und fr > 0, k € N (man ersetze notigenfalls f; durch max(0, fx)).
Setzt man ¢, = fr, — fr_1, kK > 2, v1 = f1, dann ist ¢ > 0 und ¢y, € C.(R™), k € N
und es gilt f=>"", ¢y.

2. Das Integral fiir halbstetige Funktionen

Unter einem achsenparallelen Quader versteht man die Menge Q = X [a;, b;], —00 <
a; <b;<oo,i=1,...,n. Gilt q; =a und b; = b, i = 1, ..., n spricht man von einem
Wiirfel. Durch Translation und Rotation eines achsenparallelen Quaders erhélt man
einen Quader in allgemeiner Lage. Setzt man V(Q) = [/, (b; — a;), stimmt V(Q)
fiir n = 2 und n = 3 mit der Fliache eines Rechtecks bzw. mit dem {iblichen Volumen
eines Quaders im R? iiberein. Es ist daher sinnvoll, die Grée V(Q) als Volumen des
Quaders ) zu bezeichnen. Wir werden spéter sehen, daf sich diese Vereinbarung aus

der allgemeinen Definition des Volumens kompakter Korper zwanglos ergibt.

DEFINITION IX-2.1. Es set Q C R™ ein Quader.

(1) Eine Menge von Quadern {Q1,...,Qk} heifst Zerlegung (Partition) von
Q@ genau dann, wenn
(a) Q; C Q, 1=1,...,k.
b) ULQi=Q.  @nQi=0, i#j

(2) Eine Abbildung t: @ — R heifit Treppenfunktion wenn es eine Zerlegung
{Q1, ..., Qr} von Q gibt, so daff flqe jeweils konstant ist, i = 1,... k.

(3) T(Q,R) :={t: Q — Rt ist eine Treppenfunktion}.

Eine Zerlegung in Teilwiirfel entspricht einer dquidistanten Partition in Definition VII-
VII-1.1. Die Verfeinerung einer Zerlegung kann wie im Fall n = 1 erkléirt werden. Der
Leser iiberzeuge sich davon, dal 7(Q,R) versehen mit den natiirlichen algebraischen
Operationen ein Vektorraum ist.
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DEFINITION IX-2.2. Es sei t € T(Q,R) und {Q1,...,Qx} eine passende Zerlegung
des (nicht notwendig achsenparallelen) Quaders @ in Teilquader Q; mit Volumen
V(Qi) und flge = ¢, i =1,..., k. Das Integral von t ist definiert durch

/Qt(x) dr = gcﬂ/

Wie im 1-dimensionalen Fall kann man sich davon iiberzeugen, dafl das Integral einer
Treppenfunktion unabhéngig ist von der Zerlegung, welche fiir die Darstellung der
Treppenfunktion verwendet wird.

Folgende Eigenschaften des Integrals ergeben sich unmittelbar aus der Definition.

LEMMA IX-2.3. Es scien f, g € T(Q,R) und a, 8 € R und V(Q) das Volumen des
Quaders Q). Ferner sei A € R™™™ eine orthogonale Matriz, b € R™ und p: ) — Q) die
lineare Abbildung p(z) = Az +b, x € R" des Quaders Q = ¢ (Q) auf Q. Dann gilt:

/f dx+6/ dx—/ (af + Bg)(x)dx,  Linearitit

2 > x)dx > dx, Monotoni
)f_g:s/Qfmx_/Qg(x)x omotonie
3) | [ 1@)dsl < 1f1<V(@ Beschrinkiheit
Q
4) /~(fo<p)(a:) da:—/f(y) dy Bewegungsinvarianz.
Q Q

Der Nachweis der Bewegungsinvarianz des Integrals ergibt sich aus der Beobach-
tung, daf ¢ und somit ¢~ ! eine Rotation, gefolgt von einer Translation beschreiben.
Somit ist () ein zu @) kongruenter Quader. Eine Zerlegung {Q1,...,Q,,} von @ in
Teilquader wird daher abgebildet auf eine Zerlegung des Quaders Q in Teilquader
{p(@Q1), ..., 0(Qn)} mit V(o(Q:)) = V(Qi), i = 1,...,m. Einer Treppenfunktion f
auf @) entspricht daher die Treppenfunktion f o ¢ auf Q.

Wir erweitern nun das Integral auf stetige Funktionen mit kompaktem Tréger. Dazu
bendétigen wir folgendes Approximationsresultat, vgl. Satz VII-VII-1.2.

THEOREM [X-2.4. Es sei f € C.(R™). Dann gibt es eine Folge von Treppenfunktionen
(tr), welche gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

BEWEIS. Der Trager von f sei in einem Quader () enthalten. Es geniigt, folgende
Behauptung zu beweisen:

Ve >03t. € T(Q,R): ||f —te]le <&

Nach Satz I11-5.4 ist f auf @) gleichméfBig stetig. Es sei € > 0 beliebig gewahlt. Dann
gibt es ein ¢ > 0, so daf3

Va,y € Q: [lz —yl| <d=|f(z) - fy)] <e.
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Ferner sei {Q1, ..., Qx} eine Zerlegung von @ in Teilquader derart, dafi diam Q; < ¢,
1 =1,...,k. In jedem Teilquader @); wéahlen wir einen Punkt & und definieren die
Treppenfunktion t. durch

fl&), =€, i=1,...,k,
te(w) = q f(&+), z€Q;NQund j* < j <,
0 sonst.

Der Index j* ist z.B. charakerisiert durch die Bedingung
Jr=min{l <j<n:3(e{l,....n}H[H<INze@Q;NQ)}
Diese Konstruktion stellt sicher, da} |f(x) — t.(z)| < ¢ fiir alle x € @ gilt. O

Es sei nun f € C.(R™) und (tx) eine Folge von Treppenfunktionen, welche nach
Satz [X-2.4 gleichmé&Big gegen f konvergiert. Die Linearitdt und Beschrénktheit des
Integrals ergibt

| /Q () dir — /Q () dz) = | /Q (th — 1)) dz] < ||tx — iV (Q).

Somit ist ( otk (x) dz)g>1 eine Cauchy Folge in R und daher konvergent. Wir zeigen,

dafl ihr Grenzwert von der Folge (tj), welche zur Approximation von f verwendet
wird, nicht abhéngt. Es sei also (si) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit
s = f. Die Beschrinktheit des Integrals ergibt wie vorhin

| / (su(2) — tx(2)) ] < [|s — tellV(Q).
Q

also limy o0 [ (81(%) — te(2)) dw = 0. Daraus folgt

lim [ sp(z)dr = lim [ tx(z)dz,

(die Existenz der Limiten wurde ja bereits nachgewiesen). Somit ist folgende Defini-
tion sinnvoll.

DEFINITION IX-2.5. Es sei f € C.(R™), supp f C Q, und (t;) eine Folge von Treppen-
funktionen, welche gleichmdf$ig gegen f konvergiert. Das Integral von f ist definiert
durch

- fz)dx = klim /th(a:) dx.

—00

Fiir n = 1 stimmt dieses Integral mit dem Cauchy Integral {iberein. Die Eigenschaften
des Integrals fiir Treppenfunktionen bleiben bei der Bildung des Grenzwertes erhalten.
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LEMMA IX-2.6. Es seien f, g € C.(R") und o, f € R und supp f C Q. Ferner sei
A € R™™ orthogonal, b € R" und ¢: R — R" definiert durch ¢(x) = Ax +b. Dann
qgilt:

1) af f(x)de+p | g(x)de= / (af + Bg)(x)dx, Linearitdt
R™ Rn n

2) f>g= f(a:)d:vz/ g(x) dx, Monotonie
R” n
) | S dm]</ F(2) dz < | flV(Q) Beschrinktheit
4) /(fogo)(x) dr = f(y)dy Bewegungsinvarianz.
n R'n

BEWEIS. Wir zeigen nur die Bewegungsinvarianz. Es sei Q = ¢ }Q). Dann ist
foywe C(R™) und supp f o ¢ C Q. Fiir eine Folge (t;) € T(Q,R) mit t;, = f ergibt
sich somit t, 0 o € T(Q,R) und t; 0 ¢ = f o ¢. Aus der Definition des Integrals und
Lemma IX-2.3 folgt daher

/n(fw :z:—hrn/tkogo do=Jim [ ww)dy = | F)dy

k—o0 Q

O

Als néchstes erweitern wir das Integral auf die Familien H;; und Heo halbstetiger
Funktionen.

DEFINITION IX-2.7. Es sei f € Hy und (fr) C C.(R"™) eine Funktionenfolge mit
fe T f. Das Integral von f ist definiert durch

- f(z)dx = lim fk( )dz € RU {o0o}.

k—o0

Fiir f € Hop setzen wir
@) do = — /n(—f)(x) dz € RU {—o0).

Da die Folge ([g. fe(2)dx) monoton wiichst, vgl. Lemma IX-2.6-2), existiert der
Grenzwert in R. Wir zeigen nun, daf dieser Grenzwert unabhingig ist von der spezi-
ellen Folge (fx) C C.(R™), die zur Approximation von f verwendet wird.

LEMMA IX-2.8. Es seien f € Hy und (fi), () C Ce(R™) Folgen mit fi T f und
g T f. Dann gilt

Rn

lim fk( )dz = lim gr(z) dx.

k—o0 k—o0 R™

BeEweEls. Wir zeigen: Fiir festes ke N gilt

- fr(x)dr < lim gl( ) dx.

l—o00
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Aus Symmetriegriinden ergibt sich daraus die Behauptung. Wir betrachten die Funk-
tionen h; = min(fz, g;). Wegen fi, < f und g, 1 f folgt h; T fr. Die Funktionen A,
sind stetig und haben kompakten Trager

supp h; C supp hy Usupp fr, [ € N.

Dies sieht man folgendermafen ein: Wihlt man x € Csupp hiNCsupp f, existiert eine
Umgebung U € U(x) mit fr, = hy = 0 auf U. Wegen hy < hy < f folgt daraus h; =0
auf U und somit x ¢ supp h;. Nach dem Satz von Dini ?? ist die Konvergenz daher
gleichméBig. Es sei nun @) ein Quader mit supp h; C ). Mit Hilfe von Lemma IX-2.6
erhélt man

| Rn(fk(x) = hu(x)) da| < || fi = MulloaV(Q),

also
fr(x)dr = lim hy(x)de < lim [ g(z)dx,
R™ =00 R™ l—o0 Rn
wobei wir h; < g; und wiederum Lemma IX-2.6 verwendet haben. O

Dieses Lemma zeigt, dafl die Definition des Integrals fiir Funktionen in Hjy sinnvoll
ist. Setzt man insbesondere eine Funktion f € C,.(R") ein, kann man f; = f wihlen,
so dafl die Integrale gemafl Definition [X-2.5 und Definition IX-2.7 iibereinstimmen.
Da die Funktionen in Hy nicht beschréankt sein miissen, ihr Trager nicht unbedingt
kompakt ist, macht die Beschréanktheit des Integrals keinen Sinn mehr. Die {ibrigen
Eigenschaften des Integrals kénnen jedoch iibertragen werden.

LEMMA [X-2.9. Es seien f, g € Hy und o, § > 0. Ferner sei A € R™"™ orthogonal,
b € R" und p: R* — R™ definiert durch p(x) = Ax + b. Dann gehdren auch die
Funktionen af + Bg, sowie f oy zu Hy und es gilt

D o[ faydess [ glads- / (af + Bg)(x) du,

n

2) f>g= flz)dx > / g(x) dx, Monotonie

R”
3) / (fop)(r)de = f(y)dy Bewegungsinvarianz.
n ]Rn

BeEWwEIs. Es seien (f%), (gx) C C.(R™) Funktionenfolgen mit fi 1 f und gx 1 g.
Dann gilt auch af, + Bgr T af + B¢ fiir o, § > 0 und somit af + Bg € Hy. Aus der
Definition des Integrals in Hy; folgt dann

[ (ot + 80)w)dz = im [ (afi+ Bg)(o)do

o Rn

=« lim file)de+ 8 | g(x)de=a | f(z)de+pB | g(z)dx.
R

Die restlichen Aussagen beweist man analog. ([l
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BEMERKUNG [X-2.10. Das Integral in Hy ist nicht linear, da Hy kein Vektorraum
ist und daher 1) nur fiir o, 5 > 0 gilt. Allerdings gilt fir o € R und f € Hy

o Rnf(x)dx:/n(af)(x)d:c

Fiir a < 0 folgt ndmlich af € Hp und

| @n@ie== [ ~@p@de== [ o) =-) [ fw)a

Die erste Gleichheit ergibt sich aus der Definition des Integrals in Hy, die letzte folgt
aus 1).

LEMMA IX-2.11. Es sei (f) C Hy und fi, >0, k € Ny, und f => 77, fx. Dann ist

f € Hy und es gilt
x)dr = Z fr(x) dz
k=0 VR

BEWEIS. Wegen Bemerkung IX-1.12 gibt es Funktionen ¢y € C.(R™), ¢ > 0,
k,l € Ny mit f, = > 2 - Somit gilt f =" 5" . Fiir jedes z € R™ ist die
iterierte Reihe (und somit auch die entsprechende Doppelreihe) (absolut) konvergent
oder divergent. Dann ist jede Anordnung der Doppelreihe in eine einfache Reihe
konvergent (mit gleichem Grenzwert) oder divergent. Somit gilt insbesondere

o k 00
f= ZZ%M = th
k=0

k=0 1=0
mit
k

hy, = Z@l,kfl € C.(R"), hy>0,keN,.
1=0

Fir die Partialsummen s, = Y ;- hy, folgt dann s, € C.(R"), s,,, T f, m € Ny, und
somit f € Hy. Aus der Abschéitzung

= th < Zflm
k=0 k=0

der Definition des Integrals in Hy und Lemma IX-2.9 ergibt sich daher

f(z)dr = lim x)dr < lim / ka

R m—00 ]R" m—00

ﬂzﬁoz dw—Z
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also

x)dr < Z fr(x) dz
k=0 /R

Die Abschéitzung
j{:jkjg fv 7n/€INO
k=0

ergibt wieder mit Lemma IX-2.9

> dx—/ ka Yde < | f(z)dz
k=0 R” L R
also auch
Z 2)de < | f(z)dx
Rn

Wir kommen nun zu einem zentralen Satz der Integrationstheorie.

THEOREM IX-2.12 (Fubini). Es seien f € Hy(R™), (i1,...,4,) eine Permutation von
(1,...,n) und 1 < k < n. Firz = (z1,...,3,) setzen wir & = (z;,,...,2;,) € RF,
n= (i, - 2i,) € R"F und

f(ﬁ,n) = f(:cl-l, ey Ty Ty - - - cxi ) = [T, ..., mp).
Dann gilt: Fiir jedes feste n € R"™* gehért die Funktion

&= f(Em)
2u Hy (RF). Es existiert das Integral

/ffndf /fxl,..., )dx;, ... dx;,,

es ist F € Hy(R"%) und es gilt

(1 [ rwan= [ ([ fendgan= [ fea
Rn—Fk Rr—Fk JRk R
BEWEIS. Wir gehen vorerst von der identischen Permutation aus. Es sei also & =
(21, ..., zx) und 9 = (Tpy1, ..., 2,). Wir zeigen, dall
() [ rwan=[ ([ semigan= [ faa
Rn—k Rn—k RE Rn

fiir jede Funktion f € Hy(R™) gilt. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten.
Schritt 1: Es sei xq die charakteristische Funktion eines achsenparallelen Quaders
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Q = X[ [a;, b;]. Zerlegt man Q in Q = Xi = 1¥a;, b;] x X7y alaj, b] = Q' x Q" folgt
XQ(&,1) = xer(€)xqr(n). Somit folgt

Lt xaendgan= [ ol xele)asan
~(@arn(@) = Val@) = [ xolw)da,

Jede Treppenfunktion t € 7(Q,R) 148t sich mit einer geeigneten Zerlegung von ) in
Quader {Qq,...,Q;} darstellen in der Form

l
= Z CiX Qi
=1

wobei c; e R, =1,...,1[.
Wegen der Linearitét des Integrals ergibt sich daher

(¥ Lo emdctan= [ i

fur alle t € T(Q,R).

Schritt 2: Wir zeigen nun die Giiltigkeit des Satzes fiir f € C.(R™). Wir schlieBen den
Trager von f in einen achsenparallelen Quader () ein und konstruieren nach Satz IX-
2.4 zu einer Folge von Zerlegungen {Q1;, ..., Qm,} von @, | € N, Treppenfunktionen
t =Y cuxq, mit & = f. Wie vorhin setzen wir Q = Q' x Q" C RF x R"* und
Qi = Q) x Q) C Q x Q" Fiir n € R"* betrachten wir die Schnittfunktionen ¢,
TR 5 R

(&) =t(&n)  und e = f(&n), £€qQ.

Auch die Funktionen ¢/ = > caxqy(nxq:,, I € N, sind Treppenfunktionen auf Q'
und es gilt ¢ = f7 € C.(R*) (sogar gleichméBig in n € Q”). Dann sind auch die
Funktionen

my
T = [ € de = > caV (Qxag(m = [ leon) de
i=1
Treppenfunktionen auf Q”. Wegen der Definition des Integrals in C,(R*) folgt daher

F(p) = | f(eyde=Jim | #1(€)de = lim T(o)

o0 Rk

Dieser Grenzwert existiert sogar gleichméflig in . Um dies einzusehen, betrachten
wir vorerst

Tito) = Tulol = | [ (616) = 416 d€l < 11 = 1V (@)
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Wegen t] =2 f" ist die Folge (7;(n)) eine in 1 gleichméfige Cauchy Folge. Bildet man
den Grenzwert k — oo erhélt man 7; = F. Aus der analogen Abschéitzung

P = Fl = | [ (76 = ) de] < maxlf(6m) = FEDIV(@)
erkennt man wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f, dafl auch F' stetig (sogar
gleichmiBig stetig) ist. Somit liegt F in C(R"*) und wegen supp ' C Q" auch in
C.(R™*). Wegen der Definition des Integrals in C.(R"* und T; = F erhilt man
daher

/RM F(n)dn = lim Ti(n) dn = lim [/Rk (&, n) d¢ldn

=00 Jpn—k =00 Jpn—k

(4
“ Jim ti(z)de = f(x)dx.
R

l—o00 Rn

Die mit “(%)” markierte Gleichheit folgt aus Schritt 1.

Schritt 3: Es sei nun f € Hy und (f;) C C.(R™) eine Folge von Funktionen mit f; 1 f.
Definiert man fiir festes n € R"* wie vorhin die Funktionen f;” und f, ergibt sich
f € C.(RF,R) und f;" 1 f7. Somit gilt f7 € Hy(R¥) und es existiert das Integral

o= [ o= [ femde

Setzt man wie in Schritt 2
R = | 1) de = / fie.m) de.
Rk Rk

folgt aus der Definition des Integrals in H (R¥)

F(n) = lim [ f(§) d€ = lim Fi(n).
—oo JRk l—o0

Es sei nun @); ein achsenparalleler Quader mit supp f; C Q; = Q] x ;. Dann folgert

man aus der Abschétzung

IR = Rl = | [ (51(6) = £/©)de] < max | (€ m) — A€ DIV(Q)

wie vorhin F; € C.(R"*). Da aber auch F; < F;; gilt, folgt F € Hy(R" ). Eine
zweifache Anwendung der Definition des Integrals in Hy ergibt nun

[ Froan=jw [ Ry =l [ (] iendan

l—o00 Rr—k — 00 Rn—k

“ Jim filz)de = f(z) da.
Rn

l=0o Jpn
Die mit “(*x)” markierte Gleichheit wurde in Schritt 2 bewiesen.
Schritt 4: Es sei nun & = (x;,,...,x;,) eine beliebige Permutation der Variablen
(#1,... @), & = (z4y,...,2;,) und n = (@,,,,...,2;,). Die orthogonale Matrix
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A € R™" entstehe aus der Einheitsmatrix durch der Permutation (iy,...,i,) ent-
sprechende Vertauschungen der Spalten. Dann ist 2 = Az und f = f o A7l Aus
Lemma IX-2.3 folgt f € Hy(R™). Aus dem bisher Gezeigten erhilt man

Lo Femaqan= [ f@ai= [ foa@di= [ s

RTL
Fiir das letzte Gleichheitszeichen verwende man wieder Lemma IX—2.3. O

Der Satz von Fubini beinhaltet zwei Aussagen: zum einen zeigt er auf, dafl man ein
n-dimensionales Integral zuriickfiihren kann auf iterierte Integrale kleinerer Dimen-
sion. Eine wiederholte Anwendung dieses Argumentes reduziert die Berechnung eines
n-dimensionalen Integrales auf die Auswertung von n eindimensionalen Integralen,

namlich
f(z d:r—/ /fxl,..., Ydaq] ... dx,.
Rn

Zum anderen besagt der Satz, dafl die Gruppierung der Integrationsvariablen und
somit die Reihenfolge der iterierten Integrale belanglos ist. Im Fall n = 2 ergibt die
spezielle Wahl der Permutationen (i1, 42) = (1,2) baw. (i1,42) = (2, 1)

[ stemasin= [ [ renyagian= [ 1] e inac

KOROLLAR IX-2.13. Es seien ¢ € Hy(R*, R, ) und ¢ € Hy(R"* R, ). Dann liegt die
Abbildung f: (§,1n) = f(&,n) = ©(§)¥(n) n Hy(R", Ry) und es gilt mit = = (&,7)
fayde= [ w(©de [ vt
R RF Rr—k

Ein weiteres niitzliches Werkzeug in der Integrationstheorie ist die Variablentransfor-
mation. Wir betrachten vorerst einen einfachen Spezialfall.

THEOREM [X-2.14. Es seien f € Hy, A € R™™ requldr und b € R"™. Dann liegt die
Abbildung x — f(Az +b) in Hy und es gilt

1
A =
. f(Az +b) dx et Al S f(z)dx

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf die Singuldrwertzerlegung einer Matrix.
THEOREM IX-2.15. Zu jeder Matriz A € R™™ mit Rang r < min(m,n) gibt es

orthogonale Matrizen U € R™™ und V€ R"™ ™ und eine Diagonalmatriz D € R™™,
D = diag (041,...,0,,0,...,0), 0, >0,i=1,...,r, so daf

A=UDV.
BEWEIS DES SATZES [X-2.14. Es sei (fx) C C.(R™) eine Folge von Funktionen
mit fr T f. Da der Triger von x — fy(Ax + b) kompakt ist und fy(Ax + b) 1

f(Az 4 b) fiir alle z € R™ gilt, folgt  — f(Ax +b) € Hy. Es sei A = UDV die
Singuldrwertzerlegung von A mit einer Diagonalmatrix D = diag (o1, ...,0,), 0; > 0,
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1 =1,...,n. Wegen der Invarianz des Integrals unter Translationen und orthogonalen
Transformationen folgt

fr(Az +b)dx = f{UDVzx)dx = fx(UDx) dx.
Rn Rn R
Mit Hilfe des Satzes von Fubini schreiben wir das letzte Integral als n-fach iteriertes
Integral und substituieren in jedem der eindimensionalen (Cauchy-)Integrale y; =
o;ri, i =1,...,n. Auf diese Weise erhalten wir

fx(UDz)dx = /R. .. [/R fe(U(or2, ..., 002n) )day] . . . dzy,

:;/R...[4fk(U(y1,...,yn)T)dy1]...dyn

01 ... 0Op

Rn

fe(Uy) dy =

fr(y) dy.

~ detD Rn det D Jpn

In den letzten beiden Schritten wurde der Satz von Fubini und anschlieend wieder
Lemma IX-2.6 verwendet. Da der Betrag der Determinante einer orthogonalen Matrix
gleich 1 ist, folgt

|det A| = | det Ul|| det D||det V| = det D > 0.

Eine neuerliche Anwendung des Satzes von Fubini und der Grenziibergang k — oo
beenden den Beweis. O

In vielen Anwendungen will man eine Funktion f nicht iiber R", sondern iiber eine
kompakte Teilmenge K integrieren. Dies kann man in die bisher entwickelte Theo-
rie einbauen, wenn man zusétzlich fxx € Hp fordert (wir erinnern daran, daf die
charakteristische Funktion einer kompakten Teilmenge in Hy liegt, vgl. Satz IX-1.11
und Beispiel 1X-1.3). Wir vereinbaren folgende Schreibweise.

DEFINITION IX-2.16. Es sei K C R"™ kompakt und f: R™ — R U {—o0} derart, dafs
fxx € Ho. Wir setzen

[ f@de = [ fene .

Ist K das Intervall |a,b] in R, schreiben wir auch

/Kf(x)dm:/abf(x)dx.

3. Berechnung elementarer Volumina

In diesem Abschnitt wenden wir die Integralrechnung auf die Berechnung der Volu-
mina von elementaren geometrischen Korpern an.
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DEFINITION IX-3.1. Das Volumen V (K) einer kompakten Teilmenge K in R™ ist
definiert durch

V(K) = / () dr.

Im Fall n = 2 nennt man V(K) Flacheninhalt von K, im Falln =1 ergibt V(K)
die Ldnge von K.

Da es zu einer kompakte Menge K stets einen Wiirfel W = [—M, M]"* mit K C
W gibt, folgt aus xx < xw, dafl eine kompakte Menge endliches Volumen besitzt.
Gelegentlich verwenden wir die Schreibweise V,,(K'), um anzudeuten, dafl das Volumen
von K in R" gemeint ist. Wir ziehen zuerst eine Folgerung aus dem Satz von Fubini.

THEOREM 1X-3.2. Es sei 1 < k < n und K; C RF, Ky ¢ R"* seien kompakte
Teilmengen. Dann gilt

Vn(Kl X KQ) = VVk(Kl)Vn,k(Kz)
BEWEIS. Schreibt man x = (z1,...,2,), £ = (21,...,2x) und n = (Tpy1, ..., ),
gilt
XK1x K> (57 77) = XK, (E)XKz (77)
Die Behauptung folgt nun aus Korollar 1X-2.13. U

BEISPIEL 1X-3.3. 1) Intervall, K = [a,b], V(K) = [} dz = b — a.
2) Parallelepiped K = X [a;,b;], V(K) =[]}, (b; — a;).
3) gerader Zylinder mit Basis B und Héhe h, K = B x [0, h], V(K) = V(B)h.
THEOREM IX-3.4. Fs sei p: R" — R" die affine Abbildung x — Ax+b mit A € R™"
und b € R™. Dann gilt fir jede kompakte Teilmenge K C R"™

V(p(K)) = |det A|V(K).
Insbesondere ist das Volumen unter lingentreuen Abbildungen invariant (diese werden
durch orthogonale Matrizen beschrieben).

BEWEIs. Ist det A # 0, folgt die Behauptung aus

Xo(K) = XK 0@ "
und Satz [X-2.14

V(p(K)) = /
= |m’ /Rn Xk (z)dz = |det A|V(K).

Falls aber det A = 0, ist ¢(K) in einer Hyperebene enthalten, die man nach einer
orthogonalen Koordinatentransformation als {(xy,...,z,) € R": x, = 0} annehmen
darf. Somit ist ¢(K) ein Zylinder mit der Hohe Null und hat somit nach dem vorigen
Beispiel das Volumen null. O

Xe(r0) (y) dy = / xr(A7ly — A7'b) dy

n n
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THEOREM IX-3.5. Es sei K C R™ kompakt, r > 0 und rK = {rx: x € K}. Dann gilt
V(rK)=r"V(K).
BeEwEIs. Fiir r = 0 ist die Behauptung klar. Fiir » > 0 iiberzeuge man sich von
der Giiltigkeit der Beziehung
Xri (T) = XK(%x)a r € R"
Mit Satz IX-2.14 folgt

VrK) = / o) da = / xie()dr = / (@) dz = V(K.
U

Das Volumen von Kérpern, die in einer Koordinatenrichtung durch den Graph einer
Funktion begrenzt werden, erhélt man wie im eindimensionalen Fall.

THEOREM [X-3.6. Es sei K C R" kompakt, f € C.(R") und f > 0 auf K. Das
Volumen des Kdrpers

Kyp={(z,t): € K,0 <t < f(x)} CR™™
st gegeben durch
Vinky) = [ fa)ds
K

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Fubini findet man wegen xg,(7,t) =
X[0.f()] (£)xk (z) mit z = (z,¢) € R*

Vel = [ (00 = [ [ Xoso@heta) delda

R

:/n[/of(x)ldt]XK(:c)dm: Rnf(x)XK(x)dx:/Kf(x)dx.

O

THEOREM IX-3.7 (Cavalierisches Prinzip). Es sei K C R™ kompakt. Fir t € R
bezeichne K die (n — 1)-dimensionale Schnittmenge

K, ={a e R" " (2/,t) € K},

(K kann auch leer sein). Dann gilt
Vi (K) = / Vi o(K) dt.
R

BEWEIS. Die charakteristische Funktion von K, erfiillt fiir 2/ € R*!

XKt(m/) = XK(I,7 t)’
und somit

Vi (K = / el ) da
-
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Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Satz von Fubini

Vo(K) = /n Xk (z)dr = /]R[/Rn1 k(@' t)da'] dt = /Ran(Kt) dt.

Das klassische Prinzip von Cavalieri ist nun eine einfache Folgerung.

KOROLLAR [X-3.8. Es seien K, L C R" kompakt. Gilt V,,_1(K};) = V,,_1(L;) fiir alle
t € R, dann haben K und L gleiches Volumen.

BEISPIEL IX-3.9. Es sei B C R kompakt und ~ > 0. Wir definieren einen Kegel
K}, (B) mit Basis B und Hohe h durch

Kin(B) = {(1=XN&EM) R XR: €€ B,0< A< 1}
Fiir die Schnittmengen

Ky(B); = {2’ e R"': (2/,t) € K,(B)},

t e R, gilt
(1—-1)B, tel0,h],
0, sonst.

Kn(B), = {

Mit den Sétzen [X-3.7 und IX-3.5 folgt

h h
t
VulKn(B) = [ Vie(u(B)) di = [ Vi1 - 5)B) d
0 0
h t h
=V,—1(B 1_—n71dt:—n,B.
(B) [ == 2V (B)
BEispiEL IX-3.10. Es seien ay,...,a, Vektoren im R". Das Volumen des von diesen

Vektoren aufgespannten Simplex

S(al,...,an) = {l’ = Z)\iai: Z)\Z = 1,)\z > O,Z = 1,...,77,}
i=1 i=1
ist gegeben durch
1
V(S(ay,...,a,)) = ﬁl det(ay, ..., a,)|.
Wir betrachten zuerst den Einheitssimplex S(es, ..., e,), der von den Vektoren e; der
kanonischen Basis aufgespannt wird. Mittels vollstdndiger Induktion zeigen wir
1
V(S(el, c ,671)) = m

Fir n = 1ist S(e;) = [0, 1], also V(S(e1)) = 1. Allgemein ist S(e,...,e,) ein Kegel
mit der Hohe 1 iiber der Basis S(eq,...,e,_1). Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Vn_1(5<€1, Ce ,Gn_1>) = (n _1 1)'
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Der Induktionsschritt folgt nun aus Beispiel 1X-3.9

1 1
Vn<K1(S<€1, ce ,Gn_1>>) = ﬁ n_l(S(el, ce ,en_l)) == m
Da x € S(ay,...,a,) genau dann gilt, wenn

also

S(ai,...,a,) = AS(e1, ..., en),
mit A = (ay ...a,), ergibt Satz 1X-2.14 die Behauptung.

BrISPIEL I1X-3.11. Das Volumen der n-dimensionalen Kugel K(0,7) = {x €
R™: ||z||s < r}.
Nach Satz IX-3.5 gilt

V(K (0,7)) = r"V,(K(0,1)).
Gebriuchlich ist auch die Bezeichnung w, = V,(K(0,1)). Fiir n = 1 ist K(0,1) =
[—1,1], also wy = 2. Fiir n > 1 fiithren wir die Berechnung von w,, mit dem Cavalieri-

schen Prinzip auf w,_; zuriick. Fiir die Schnittmengen gilt

> Kn71<07 V 1— t2)7 |t| S 17
Kn(O, 1>t - 0 sonst

Daraus folgt mit Satz [X-3.5
1

(*) Wn = /1 V1 (K1 (0, V1 — 12)) dt = wn_1/ (1— )"z at.

1 1
Substituiert man im letzten Integral ¢ = cosx, erhélt man

1 2 n—1 %
cn:—/ (1—t)2dt—2/ sin” x dz.
-1 0

Setzt man wy = 1, gilt (x) fiir alle n > 1. Mit partieller Integration und Induktion
nach n zeigt man fir £ > 1

F 91 b9
CQk:WH 9 C2k+1=2H22.+1~

i=1 i=1

Insbesondere gilt

und somit wegen ()

2m
Wp = Wp-1Cp = Wp—2CpCp—1 = 7“71—2-
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Eine einfache Induktion ergibt schliellich fiir £ > 1
k 2k+1
= — d —
Yok = g MO T T T 0k 1
BEMERKUNG [X-3.12. Der Flécheninhalt des Einheitskreises betrégt demnach 7. Hier
zeigt sich zum ersten Mal die enge Beziehung zwischen der Zahl m und gewissen

Kenngroflen des Kreises. Wir erinnern daran, daf3 7 als kleinste, positive Nullstelle
des Kosinus eingefiithrt wurde.

7Tk.
)

BeispiEL 1X-3.13. Volumen eines Rotationskorpers.
Es sei [a,b] C R, f € C([a,b],R), f >0 und

K ={(z,y,t) € R* x [a,0]: 2* + " < f(1)"}
Dann gilt
V(K) = W/bf(t)th.
Die Schnittmengen K; sind ndmlich gegebeil durch

{HaweR%ﬁ+f§f@ﬂ,tem%
K, =
@7 sonst.

Nach dem vorangehenden Beispiel gilt Vo(K;) = wf(t)?. Das Volumen des Rotati-
onskorpers ergibt sich nun aus dem Cavalierischen Prinzip.

4. Das Lebesgue Integral

Wir fithren nun die letzte Erweiterung des Integrals durch. Dazu benétigen wir den
Begriff des Ober- und des Unterintegrals.

DEFINITION IX-4.1. Fiir eine beliebige Funktion f: R" — R definieren wir das Ober-
integral durch

/*f(a:)dx:inf{ o(x)dr: p € Hy,p > f} €R,
Rn”

und das Unterintegral durch
/f(x)da::sup{ Y(z)dr: € Ho, b < f} €R,
* R’ﬂ

Die Funktion ¢ = oo gehort zu Hy, die Funktion ¢ = —oo gehort zu Hp. Daher
sind die Mengen, {iber welche das Supremum bzw. das Infimum gebildet wird, nicht
leer. Wir betonen, dafi das Oberintegral bzw. das Unterintegral fiir beliebige Funk-
tionen gebildet werden kann. Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition ist die

Beziehung .
[r@yas== [ -nwe

Wir kénnen uns im Folgenden also ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf die
Diskussion des Oberintegrals beschrénken.
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LEMMA 1X-4.2. 1) Fiir jedes f: R® — R gilt

/*f(x) dr < /*f(a:) dz.

2)Fiir jedes f € Hy oder f € Ho gilt

/*f(x) dx:/*f(:p)dm: [ I da.

BEWEIS. 1) Es seien ¢ € Hy und ¢ € Hp Funktionen mit ¢ < f < . Daraus
folgt p — ¥ >0 und ¢ — ¢ € Hy, da —¢ € Hy. Mit Lemma 1X-2.9 schlieffit man

/Rn(%? — ) (z)dzx = / o(z) dz + /n(_¢)(x) dz > 0,
also
/n pla)dr > —/n(—zb)(x) dx = s () da.

Man achte auf die unterschiedliche Definition der Integrale fiir ¢ und .
2) Es sei f € Hy. Die Gleichheit der Integrale

| f@de= [t
Rn
ergibt sich aus der Definition. Um die Gleichheit
[rade= [ pa)as
* Rn

einzusehen, wihle man eine Folge (1) C C.(R™) mit ¢ 1 f. Aus der Definition IX-2.7
des Integrals von f folgt

(+) f(z)de =sup | y(a) do.
R» k R»

Da die Funktionen v, auch in Hp liegen, erhélt man aus der Definition 1X-4.1 ande-
rerseits

sup | u(x) de < / f(x) de < / fayde= [ () de.
Zusammen mit (%) ergibt dies die Behauptung. O
LEMMA IX-4.3. 1) Fiir f, g: R® — R mit f < g gilt

[ s [ [rwies o) i

2) Fir f: R* = R und X\ > 0 gilt

/*(Af)(x)dx:)\/*f(a:) dz, /*(Af)@)dx:A/*f(x) dz.
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3) Fiir f, g: R = R gilt
[u@rgeyars [ s@aes [ g
Juw +aanan> [s@ars [g@ar

(wir nehmen an, daf$ f und g nicht gleichzeitig die Werte co und —oo annehmen).

BewEIs. 1) Ubung.
2) Fiir A = 0 ist die Aussage trivial ( wir treffen die Vereinbarung 0 - oo = 0). Es sei
also A > 0. Zu beliebig gewédhltem ¢ > 0 gibt es nach der Definition des Infimums
eine Abbildung ¢ € Hy mit ¢ > f und

/ngo(x)d:c < /*f(a:)d:c—i-;

Wegen \p € Hy und Ap > Af folgt aus der Definition des Oberintegrals
/*()\f)(x) dr < / (Ap)(z) dx = )\/ o(x)dr < /\/* f(z)dx +¢,

also

() /*(Af)(x) iz < )\/* (@) da.

Ersetzt man f in (*) durch Af und gleichzeitig A durch %, erhalt man

/*f(ar) dr < %/*(Af)(:c) dz.

Zusammen mit (%) ergibt dies die Behauptung.
3) Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es Funktionen ¢, ¢ € Hy mit ¢ > f, ¢ > g und

/*f(as)d$~|—%>/ngp(m)d:x, /*g<x)dx+f> () da.

2 R”
Wegen ¢ + ¢ € Hy und ¢ + 1 > f + g folgt

*

[+ [owar+e> [ @ +oaaez [0+ g

Dies zeigt die Subadditivitat des Oberintegrals. Die Ungleichung fiir das Unterintegral
ist nun eine einfache Konsequenz:

Ju@ +genar=- [(fe) g de = - [(p@de- [ (o

* :/*f(x)dx—i—/*g(a:)dx
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THEOREM [X-4.4. Fiir beliebige Funktionen fi,: R™ — [0,00], k € N, gilt

/*kio;fk(a:)d:c < kf;/*fk(x)dx

BEWEIS. Zu e > 0 gibt es fiir jedes £ € N eine Funktion ¢, € Hy mit 0 < fr, < @k

und
/n(pk dl’</fk dl’—i-?

Nach Lemma IX-2.11 gilt ¢ = >"7 | ¢ € Hy und

/ dx—Z/ on(x dx<2/ fe(z) dz + €.

Wegen
RS =g
k=1 k=1

folgt aus der Definition des Oberintegrals

/ka dx</Rn<p(x)dx
also

/*gfk($)dx§§/*fk($)dx+g_

Dies ist gleichwertig mit der Behauptung, da € > 0 beliebig klein gewahlt werden
kann. [

DEFINITION IX-4.5. Eine Abbildung f: R" — R mit

—oo</*f(x)dx:/*f(x)da:<oo.

heifst Lebesgue-integrierbar. Den gemeinsamen Wert des Ober- und Unterinte-
grals nennt man Lebesgue-Integral von f, fRn f(z)dx. Die Menge der Lebesque-
integrierbaren Funktionen f: R™ — R bezeichnen wir mit L1(R™).

Die Funktionen in Hy sind nach Lemma I1X-4.2 somit genau dann Lebesgue-
integrierbar, wenn ihr Integral gemé&fl Definition IX-2.7 endlich ist. Insbesondere
sind somit stetige Funktionen mit kompaktem Tréger Lebesgue-integrierbar. Lem-
ma [X-4.2 zeigt auch auf, daBl der Wert des Lebesgue-Integrals dieser Funktionen mit
dem fritheren Integral iibereinstimmt. Aus diesem Grunde werden wir im Folgenden
Lebesgue-integrierbare Funktionen kurz integrierbar bezeichnen.

Als néchstes leiten wir eine dquivalente Charakterisierung der Integrierbarkeit her.
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THEOREM IX-4.6. 1) Eine Abbildung f: R™ — R ist integrierbar genau dann, wenn
Ve > 03g € C.(R"): / |f(z) —g(x)|de < e.

2) Es sei (¢r,) C Co(R™) und f: R® — R derart, daf

klim/\f ()] dz = 0.

Dann ist f integrierbar und es gilt

- f(z)dx = klim /n or(z) dz.

—00

BEWEIS. 1) Es sei f integrierbar, also [* f(z)dz = [, f(z)dx € R. Zu beliebig
gewdhltem ¢ > 0 gibt es daher Funktionen ¢ € Hy und ¢ € Hp mit ¥ < f < ¢, so
daB

—00 < Y(z)dr < flz)dx < / o(x)dr < oo
R"l Rn n
und

| =iz <

Bei der Herleitung der letzten Ungleichung verwendet man — € Hy, somit ¢ — ) €
Hy und — [o. ¥(z) de = [,.(—v)(x) dz (man achte darauf, daB auf der linken Seite
das Integral in .’J—CO, auf der rechten Seite das Integral in Hy zur Anwendung kommt).
Aus der Ungleichung

p—f<e—1
folgert man
* €
[ 1e@ - sl = [ (o) - repar <.
Weiters existiert nach der Definition des Integrals fiir Funktionen in Hy eine Abbil-

dung g € C.(R") mit g < ¢ und

[ () — gl dz < 5.

Insgesamt erhélt man

[ 1@ - g@lds < [ 1) - el o+ [ lote) - glo]do <

Umgekehrt existiere zu jedem e > 0 eine Funktion g € C.(R™) mit [7|f(z) —
g(x)|dx < e. Nach der Definition des Oberintegrals existiert h € Hy mit

lf—9gl<h  und / h(z)dzx < e.

Es folgt
g—h<f<g+h
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(wegen der Beschrinktheit von ¢ sind die Funktionen g & h: R® — R definiert),
g—heHo, g+ h € Hy und somit

/n(g+ h)(x) dz — /n(g ) (z) do = 2/n h(z) do < 2.

Dies zeigt die Integrierbarkeit von f.

2) Die Integrierbarkeit von f ist eine Folge von 1). Es sei nun € > 0 und N(¢) € N so
groB, daB [*|f(z) — ¢r(x)| dz < € fiir k > N(e) gilt. Wie im Beweis des ersten Teiles
schlieit man auf die Existenz von h;, € Hy mit

|f = oxl < Py und / hi(z)dz < e.
Aus o — hy < f < pp + hy folgt

[e-m@r< [ fains [ @@

n

und daraus wegen Lemma [X-2.9

| Rnf(f’?)dﬂf—/n@k(-f)dﬂS/nhk(:ﬁ)d:v<5

Fiir das niichste Resultat ist folgende Notation zweckmifBig. Es sei f: R® — R. Wir
vereinbaren

fi(z) :=max{f(z),0}, f-(z) := —min{f(x),0}, =z eR.
Offensichtlich gelten die Beziehungen
F=fi—f  wd  |fl=fi+ S
THEOREM IX-4.7. Ist f: R® — R integrierbar, dann sind auch |f|, fy und f_ inte-

grierbar und es gilt

(%) || fl@)dz| < [ [f(2)]de,
R™ R™
Sind umgekehrt fo und f_ integrierbar, dann ist auch f integrierbar.

BEWEIs. Ist f integrierbar, dann gibt es nach Satz IX-4.6 zu jedem & > 0 eine
Funktion ¢ € C.(R") mit [*|f(z) — ¢(x)|dx < e. Die Funktionen ¢4, p_ und |¢|
liegen ebenfalls in C.(R™). Unter Beriicksichtigung von

f(x) —o(z), flz)=0,0(z) >0,

_ ) f), f(z) = 0,¢(x) <0,

fr(@) — oy (z) = 0, flz) < 0,0(x) <0,
—(,D(ZL’), f(l‘) < O,QO(ZL') > 07

(analoge fiir f_(z) — ¢_(z)) findet man
[fe—psl <If =9l und [l = ol <If — ol
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Mit Lemma IX-4.3 folgt

/ | [+ (z ()] dx < e und /*Hf(x)\—|<p(:c)\|dx<5,

was gleichwertig mit der Integrierbarkeit von fi und |f| ist. Die Ungleichung (x) ist
eine Konsequenz der Monotonie des Ober- und des Unterintegrals und der Unglei-
chungen —|f| < f < |].

Sind umgekehrt die Funktionen f, und f_ integrierbar, dann gibt es nach Satz 1X-4.6
Funktionen ¢ und ¢ € C.(R") mit

€ €
[ @ -e@la<s  wd [ (f@ - ve)de<
R™ Rn
Dies hat
[ 1@ - e + vl do < [ 17200) - el o+ [17-0) - vl do <
zur Folge. Wegen ¢ — ¢ € C.(R™) bedeutet dies die Integrierbarkeit von f. ([l

Wir kénnen nun zeigen, da§ £!(R") ein Vektorraum ist. Die Addition von Funktionen
in L!'(R™) ist definiert, da wir die Funktionswerte oo fiir Elemente von L!'(R")
ausgeschlossen haben.

THEOREM IX-4.8. Es seien f, g € LY(R") und X\ € R. Dann sind auch f + g,
A€ LYR™) und es gilt

(1) Jou(f + g v)de = [p, f(x)dx + [, 9(x) dz,
(2) fRn Af)(x dm = )‘fRn dx
(3) aus f<g fOth Jan f( dx < f]R" r) dw.

BEWwWEIS. Wegen der Integrierbarkeit von f und g gibt es nach Satz 1X-4.6-1)
Folgen (¢), (¢%) C C.(R™) mit

/\f — px(2)| dx 0 und /]g k(x)|d:1:k—> 0.
— 00
Mit Lemma IX-4.3 folgt dann

[ @ = xalde = [ 1) - @l de =N [ 156 - @l de o

—00

/*|<f+g><x>—<wk+¢k><x>|dass/*|f< ol |dx+/ 9(w) — ()l do > 0.

Nach Satz 1X-4.6-2) sind daher die Funktionen Af und f + g integrierbar. Die
Giiltigkeit der Regeln (1) und (2) ergibt sich aus deren Giiltigkeit in C.(R"). Die
Aussage (3) ist ein Spezialfall von Lemma 1X-4.3-1). O

THEOREM I1X-4.9. Es seien f, g € LYR™). Ist g beschrinkt, dann gilt fg € L'(R")
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BEWEIS. Da g beschréinkt ist, existiert eine Konstante M > 0 mit |g(x)| < M,
x € R". Nach Satz IX-4.6-1) gibt es zu jedem ¢ > 0 Funktionen ¢, 1) € C.(R") mit

€ £
|f(x r)|dr < — und /|g |dx<—.
/ 2M 2(llello + 1)
Aus der Ungleichung

[fg— el < |f —ellgl + lellg — | < |f = eIM + |l¢llowlg — ¥
folgt mit Lemma IX-4.3

/ (f9)(@) — (p¥)(2)| dz < M/ |f(z) = plz )|d96+||s0||oo/ |9(z) — ¢(x)|dz <e.
Gemaéf Satz 1X-4.6 ist fg integrierbar. Da die Werte von fg in R liegen, gilt fg €
L(R™). O

DEFINITION 1X-4.10. 1) Eine Teilmenge M C R"™ heifit integrierbar, wenn ihre
charakteristische Funktion xp; integrierbar ist.
2) Ist M C R™ integrierbar, nennt man

A(M) ::/ X () dx
Lebesgue Majf (oder Volumen) von M.

Da die charakteristische Funktion einer kompakten Teilmenge des R™ in H liegt, sind
nach Lemma IX-4.2-2 kompakte Mengen integrierbar und das Lebesgue Mafl A\(M)
geméB Definition I1X-4.10 und das Volumen V(M) geméf Definition IX-3.1 stimmen
iberein.

THEOREM [X-4.11. FEine offene oder abgeschlossene Teilmenge M C R™ st integrier-
bar genau dann, wenn [*xp(z)dz < oc.

BEWEIS. Die charakteristischen Funktionen offener bzw. abgeschlossener Mengen
liegen in Hy bzw. Hp. Die Behauptung folgt nun aus Lemma IX-4.2 und Definiti-
on IX-4.10. 0J

THEOREM [X-4.12. FEs seien A, B C R" integrierbare Mengen. Dann sind auch die
Mengen AN B, AU B und A\ B integrierbar und es gilt

AMAUB) =XA)+ A\(B) - AMANDB),
AMAN\ B)=AA) = ANANB).
BEWEIS. Fiir charakteristische Funktionen gelten die Beziehungen
XANB = XAXB;
XAUB = XA T XB — XANB;
XA\B = XA — XAnB-

Da x4 und xp integrierbar sind, folgt mit Satz 1X-4.9 die Integrierbarkeit von yang.
Die Integrierbarkeit von xaup und x4\ p ist dann eine Folge von Satz 1X-4.8. U
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Wir wollen uns nun von der Einschrankung befreien, daf integrierbare Funktionen a
priori auf R™ definiert sind.

DEFINITION [X-4.13. Es ses M C R"™ eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion
[+ M — RU{%oo} heifit integrierbar iber M, falls die trivial fortgesetzte Funktion
[ R" - RU{+o0}

0, sonst,

@) = {f(m), ze M,

integrierbar ist. Wir setzen dann
/ f(x)dx = f(x)da.
M R7

BEISPIEL IX-4.14. 1) Es sei f: K — R stetig und K C R™ kompakt. Dann ist f iiber
K integrierbar.

BEWEIS. Es sei f:R™ — R die trivial fortgesetzte Funktion. Ist f > 0, dann
ist f von oben halbstetig. Sie gehort somit zu Hp und ist daher integrierbar. Im
allgemeinen Fall schreiben wir

f=(f+cxx)—exr,

c € Ry so grof}, daB f+cxx > 0 gilt. Wegen f+exgx = f:—/c ist f+cyx integrierbar.
Die Integrierbarkeit von f ergibt sich nun aus der Integrierbarkeit von y . 0

2) Es sei U C R™ eine beschrinkte, offene Menge. Dann ist jede beschriankte, stetige
Funktion f: U — R integrierbar iiber U.
3) Es sei f € LY(R") und M C R" integrierbar. Dann ist f|y; integrierbar iiber M.

Dies folgt aus der Beobachtung f|y, = fxa und Satz 1X-4.9.

5. Nullmengen

DEFINITION IX-5.1. 1) Eine Teilmenge M C R™ heifit Nullmenge, wenn sie inte-

grierbar ist und Lebesque Maf$ null hat.
2) Ein Pradikat E(x) gilt fast iberall, wenn

{r e R": =E(2)}
eine Nullmenge ist.

Wegen
Og/XM(x)de/ xu () dz

*

ist M C R"™ eine Nullmenge genau dann, wenn

/* (@) dz = 0.
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BEISPIEL IX-5.2. Jede einelementige Menge M = {z} C R" ist eine Nullmenge, da
M in einen Wiirfel W, beliebig kleiner Seitenldnge € > 0 eingeschlossen werden kann.
Aus xp < xw. folgt

[ xstwrae < [ ae =

THEOREM 1X-5.3. 1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
2) Fine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen ergibt wieder eine Nullmenge.

BEWEIS. Der Beweis der Aussage 1) ist trivial, der Beweis von 2) ergibt sich aus

der Beobachtung
XM < Z X M,

fiir M = U, My,. Gilt A(M},) = 0 fiir alle k € N, ergibt Satz I1X-4.4

/XM dg;</ z;XMk(x)de;/ Xar, (%) dz = 0.

KOROLLAR IX-5.4. Das Intervall [0, 1] ist {iberabzihlbar.

BEWEIS. Wire [0, 1] abzdhlbar, dann wére [0, 1] eine Nullmenge im Widerspruch
zu V([0,1]) = 1. O

BEISPIEL IX-5.5. Es sei K C R"! kompakt und f: K — R stetig. Dann ist der

Graph G(f) von f eine Nullmenge in R".

Um dies einzusehen, beachte man, daf§ der Graph von f wegen der Kompaktheit von

K und der Stetigkeit von f kompakt ist. Somit ist x(s) integrierbar. Wegen
G(f)={("t) eR"' xR: 2’ € K,t = f(2')}.

gilt xa(p) (@', t) = xx (2") X (@)} (). Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Satz von
Fubini und Beispiel 1X-5.2

/XG(f)(QTIat)dl’/dt_/ Xan (@', t) da'dt

:/]R"—l[/RX{f 1 (t) dt]xx(a') da’ = 0.

Als Folgerung halten wir fest, dal beispielsweise der Rand eines Kreises oder der
Rand einer Kugel Nullmengen im R? bzw. R? sind.

BEISPIEL IX-5.6. Jede Hyperebene H C R" ist eine Nullmenge. Man kann némlich
H auffassen als abzéhlbare Vereinigung kompakter (Quader, von denen eine Seite die
Lange null hat (Details Ubung).

Nullmengen haben folgende bemerkenswerte Eigenschaft.
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LEMMA IX-5.7. Es sei N C R" eine Nullmenge und uy: R™ — [0, 00] gegeben durch

0, xe€R"\N,
uN(x):{oo :L'GN\

Dann ist uy integrierbar und es gilt

/;uN@ﬂdxzo.

BEWEIS. Man iiberzeuge sich von der Giiltigkeit von uy = Y, | xn. Aus Satz IX-

4.4 folgt daher
/ uy dr < Z/ xn dr = 0.
k=1

Andererseits gilt 0 < [ uydz < [Tuydz < 0. Dies zeigt die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Resultates konnen wir eine fundamentale Eigenschaft integrierbarer
Funktionen zeigen.

THEOREM IX-5.8. Stimmen zwei Funktionen f, g: R* — R fast tberall iberein und
st f integrierbar, dann ist auch g integrierbar und es gilt

- f(z)der = /n g(x)dx.

BEWEIS. Es sei (¢r) C C.(R") eine Folge von Funktionen mit

mn/|f (2)] dz = 0,

k—o0

vgl. Satz [X-4.6. Ferner seien
N ={z eR": f(z) # g(x)}

und uy wie in Lemma [X-5.7. Dann gilt

19— okl < [f — x| + un-
Da N eine Nullmenge ist, ergibt sich

[ o) - el < [ 1) - >|da:+/* V(@) do

/|f (@)|dz > 0.

Bezieht man sich wieder auf Satz IX-4.6, folgt die Integrierbarkeit von g und

/n g(x)dr = lim or(z) dr = . f(z)dx

k—oo R™
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Satz IX-5.8 zeigt, daBl man die Werte einer integrierbaren Funktion auf einer Null-
menge abéndern kann, ohne den Wert des Integrals zu verdndern. Wir zeigen nun, dafl
eine integrierbare Funktion die Werte +00 hochstens auf einer Nullmenge annehmen
kann.

THEOREM IX-5.9. Es sei f: R* — R und es gelte

M::/*|f(:c)|d:c<oo.

Dann ist die Menge
N ={z e R": |f(z)| = oo}
eine Nullmenge.

BeEweEis. Fiir alle € > 0 gilt

v < elf]
und somit i} i}
/ xn(x)de < 5/ |f(z)]dx < eM.
Dies ist nur méglich, falls [ “xn(z)dr =0, also N eine Nullmenge ist. 0

Als Konsequenz aus den letzten beiden Sétzen erkennen wir, dal man jede integrier-
bare Funktion durch eine fast iiberall gleiche Funktion, die allerdings nur endliche
Werte annimmt, ersetzen kann, ohne den Wert des Integrals zu verdndern. Die Be-
schrinkung auf endliche Funktionswerte fiir Funktionen in £!'(R") stellt demnach
keine Beschréankung der Allgemeinheit dar.

THEOREM IX-5.10. Fiir f: R" — R gilt
[ i@z =0

genau dann, wenn f =0 fast iberall gilt.

BEWEIS. Sei A = {z € R": f(x) # 0}. Ist A eine Nullmenge und u, definiert wie
in Lemma IX-5.7, dann folgt aus

|fl <ua
mit Lemma IX-4.3 und Lemma IX-5.7

[ vt < [Cuatwyar=o

Es sei nun umgekehrt [*|f(x)] = 0. Fiir F(z) = >0, |f(2)], » € R, gilt F = uy
und somit x4 < ua. Mit Satz [X-4.4 erhélt man

/*XAde/*UAdm:/*g;U(xﬂdxgg}/*v(x)mxzo

Somit ist x(A) integrierbar und es gilt A\(A) = 0. O



338 IX. INTEGRALRECHNUNG IM R"

THEOREM [X-5.11. Fine Teilmenge N C R" st genau dann eine Nullmenge, wenn
es zu jedem € > 0 eine offene Menge mit N C U und A\(U) < € gibt.

BEWEIS. Aus N C U folgt A(V) < AU) < e und somit A(NV) = 0. Es sei
umgekehrt N eine Nullmenge und o > 1. Dann ist

/ axydr =20

und zu € > 0 existiert ¢ € Hy mit axy < ¢ und

/ pdr < e.

Wegen ¢ > axny > 1 auf N und da ¢ halbstetig von unten ist, folgt aus Lemma IX-1.2,
daB

U={xeR": p(x)>1}
offen ist. Ferner gilt N C U und xy < ¢, was
AU) :/Xydng pdr < e
zur Folge hat. 0

Eine weitere Charakterisierung von Nullmengen beruht auf folgender Eigenschaft of-
fener Mengen.

LEMMA IX-5.12. Jede offene Teilmenge U C R™ ist die Vereinigung von abzdihlbar
vielen kompakten Quadern, deren Inneres disjunkt ist.

BEWEIS. Fiir jedes k € Ngund m = (myq, ..., m,) € Z" betrachten wir die Quader
ka = {(.2131, e ,.%’n)i x; € [ﬁ’ Q—k]}
und setzen
Qr= U Qrm, k€ Ny.

mezZ"

kaCU
Dann gilt

U = UQ.

Die Inklusion U,Qy C U ist klar. Da U offen ist, gibt es fiir jedes z = (z1,...,2,) € U
eine quaderformige Kugel K (x,r), die in U enthalten ist. Es sei k € Ny so gewéhlt,
daB

1
? <r
Setzt man m; = [2Fz,], i =1,...,n, also
i m; + 1
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erhalt man

ST+ <zt

Ti—r < —— < — <z < ok S

2k 2k —
Dies zeigt [Z, ™5 C (2; — r,x; +7), i = 1,...,n und daher
Qrm C Koo(z,7) C U.

THEOREM [X-5.13. Fine Teilmenge N C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn es
zu jedem e > 0 eine abzdhlbare Familie von Quadern (Q;):2, mit paarweise disjunktem
Inneren gibt mit der Figenschaft

NCuU2,Qi und > MQ)<e

i=1
BEWEIS. Die Bedingung ist hinreichend. Aus N C U, Q; folgt namlich yn <
> i1 Xq, und daraus mit Satz IX-4.4

/*XNS/*ZX@ SZ/*X@ :Z)‘(Qi) <&
=1 =1 =1

also A(N) = 0. Es sei nun umgekehrt N eine Nullmenge. Dann gibt es nach Satz IX-
5.11 fiir jedes € > 0 eine offene Menge U mit N C U und A(U) < . Wegen Lemma I[X-
5.12 kann man U darstellen als abzidhlbare Vereinigung von Quadern mit disjunktem
Inneren, U = U2, Q. Wegen Q7 N Q5 = 0 ist Q; N Q; = P oder es liegt Q; N Q; in
einer n — 1-dimensionalen Hyperebene und es gilt A\(Q; N Q;) = 0 fiir ¢ # j. Mit Hilfe
von Satz [X-4.12 folgert man

DMQ@) = MULQ) S M) <e

fur alle k € N und somit ).~ AN(Q;) < e. O

Wir untersuchen nun, wie sich Nullmengen unter Lipschitz stetigen Abbildungen ver-
halten.

THEOREM I[X-5.14. Es sei N C R" eine Nullmenge und f: N — R™ Lipschitz stetig
mit Lipschitz Konstante o > 0. Dann ist f(N) eine Nullmenge.

BEWEIS. Die Behauptung ist trivial fiir & = 0. Es sei also a > 0 und N C R" eine
Nullmenge. Dann existieren nach dem vorangehenden Satz abzéhlbar viele Quader
Qi, 1 € N, mit disjunktem Inneren, so daf3

NCuz@ mwmd > MQ)<e
=1

Wegen N = U2, (Q;NN) und f(N) = U2, f(Q;NN) betrachten wir vorerst f(QNN)
fiir einen beliebigen Quader Q mit Q NN # (). Wir kénnen den Quader auffassen als
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abgeschlossene Kugel K. (a,r) fiir ein geeignetes a € R™ und r > 0. Fiir ein festes
To € Q NN erhélt man fiir jedes x € QNN

1/ (z) = f(@o)llee < allz — 2o
< alllz  allso + Il — all.c) < 207
Diese Ungleichung zeigt
FINNQ) C Kol f(w0),20r)(= Q)
und daher auch B
MK (f(20), 2ar)) = (2a2r)" = (20)"A\(Q).
Es gibt also Quader Q; mit f(Q; N N) C Q;, i € N. Dies hat
FIN) = U2, f(Q:NN) C UZ,Q;
und - .
D OAQ) < 20" M@ < (2\)".
i=1 i=1
zur Folge. Somit ist A(f(NV)) = 0. O

KorOLLAR IX-5.15. Es sei U C R" offen, f: U — R" stetig differenzierbar und
N C U eine Nullmenge. Dann ist f(N) eine Nullmenge.

BEWwWEIS. Wir stellen U gemifi Lemma 1X-5.12 als abzdhlbare Vereinigung kom-
pakter Quader dar, U = U2, @;. Dann ist f(IV) = U2, f(N NQ;). Fiir jeden Quader
Q; und z,y € Q; ergibt der Mittelwertsatz VII-VIII-5.6 (beachte: ); ist konvex)

[1£(2) = f(y)llee < maxc]|f' ()] [lz = yll,

d.h. flg, ist Lipschitz stetig fiir alle i € N. Da N N Q; eine Nullmenge ist, folgt aus
den Sdtzen I1X-5.14 und 1X-5.3, da auch f(N N@Q;) und f(N) Nullmengen sind. O

Man beachte, daf} eine stetig differenzierbare Abbildung auf einer offenen Menge nicht
notwendig Lipschitz ist.

6. Konvergenzsitze

Die guten Konvergenzeigenschaften des Lebesgueintegrales gehoren zu den wichtig-
sten Griinden fiir dessen weite Verbreitung.

THEOREM IX-6.1 (Satz von der monotonen Konvergenz, B.Levi). Es sei f.: R* — R,
k € N, eine Folge integrierbarer Funktionen. Fir alle k € N gelte fi(x) < fri1(x) fir
fast alle x € R. Es sei

R®

fiir ein M € R. Dann ist f = limy_, fx integrierbar und

f(z)dzr = lim fe(z) d.
R™ k—o0

]Rn
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BEWEIS. Da nach Satz IX-5.9 jede Funktion f; die Werte £00 nur auf einer Null-
menge N annehmen kann und N = U,N, ebenfalls eine Nullmenge ist, kann man
nach Satz IX-5.8 ohne Beschriankung der Allgemeinheit fi: R” — R annehmen. Eben-
so konnen wir nach einer weiteren Modifikation auf einer Nullmenge davon ausgehen,
daB fr(x) < fri1(x) fiir alle & € N und fiir alle z € R gilt.

Die Voraussetzungen sichern die Existenz des Grenzwertes a = limy,_, f fr dr.Wegen
der Monotonie der Folge (fx) existiert der punktweise Grenzwert f(z) =
limy o fr(z), € R™. Die Darstellung

(= @) = Jim (fula) = fun())

= lim S (filz) — fimalx) = Z (fi(z) = fica(z)),

m € N, (die Differenz f(x) — f..(z) ist wegen f,,(z) € R auch sinnvoll falls |f(x)| =
00), zusammen mit f; — f;_; > 0, ¢ > m, und Satz 1X-4.4 ergeben

/*\f—fm|d$:/ Z — fic1)dz < Z/ — fi-1)d

i=m-+1 1=m-+1

:,3520/ fkd:z;—/ fmd:c:a—/ frdz.

/*|f—fm|d$§a—/*fmdx<5

fiir m hinreichend groB. Da f,, integrierbar ist, gibt es eine Funktion ¢, € C.(R™)
mit

Fiir € > 0 gilt daher

* £
m — ¥m d <z
[ 1= ol da < 5
und folglich
/ ’f_gpm|dx <g,

d.h. f ist integrierbar und [ fdz = lim,, fR" ©m dx. Die Behauptung ergibt sich
nun aus der Abschitzung

]a—/gpmdwlg]a—/fmdx]+]/fmd$—/g0mdx\

§|a—/fmdx|+/|fm—g0m|dx<6.

Wir betrachten nun einen niitzlichen Spezialfall:
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KOROLLAR IX-6.2. Es seien f;,, kK € N, und g: R* — R integrierbare Funktionen.
1.) Ist fr < g fast iiberall, £ € N, dann ist sup,, fi integrierbar und

sup/fk dr < /sup frdz.
k k
2.) Ist f > g fast iiberall, £ € N, dann ist infy f; integrierbar und

ir]if/fk dr > /i%f frdx.
(Wir erinnern daran, daf supy, fi, bzw. inf, fi, die obere, respektive untere Einhiillende
der Funktionen (f) bezeichnet.

BeEwEIs. Wir modifizieren vorerst die Funktionen auf einer Nullmenge derart, dafl
fr, 9: R" = R und fig(z) < g(z) fir alle z € R” und k € N gilt. Wir betrachten die
Funktionen

g =max(f1,..., fi)

Es folgt
(*) a<gq1<g, leN
Somit existiert fiir alle z € R der Grenzwert h(x) = limy_, g;(z). Wir zeigen

h = sup f

k

Aus

Je <gr<h
folgt

sup fr < h.

k

Angenommen es wire supy, fr(zo) < h(zg) — e (man beachte h(zg) < g(zo) € R) fur
ein zp € R” und ¢ > 0. Dann wére fi(zg) < h(xo) — ¢ fiir alle £ € N und daher auch
gi(xo) < h(zg) — e fiir alle [ € N, im Widerspruch zur Definition von h. Aus (x) erhélt
man die Beschranktheit der Integrale

/gld:vg/gdx, [ eN.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist daher A und somit auch supy fi
integrierbar. Dann gilt fiir jedes kK € N

/fkdxg/supfjdx,
J

sup/f/yc dr < /sup frdz.
k k

Ersetzt man f; und g durch —f; und —g, ergibt sich die zweite Behauptung. ([l

und somit auch
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Das néchste Resultat ist eine weitgehende Verallgemeinerung des Satzes von Arzela-
Osgood.

THEOREM I1X-6.3 (H.Lebesgue, majorisierte Konvergenz). Es sei fy: R* — R, k €
N, eine Folge integrierbarer Funktionen, welche fast tiberall punktweise gegen eine
Funktion f: R™ — R konvergiert. Gibt es eine integrierbare Funktion F': R™ — [0, oc],
so daf$ fir alle k € N

[fr(2)] < F(x),

fiir fast alle v € R™ gilt, dann ist f integrierbar und
fle)dz = lim [ fi(z) do
R™ R7

BEWEIS. Nach einer Modifikation der Funktionen auf einer Nullmenge kann man
fr: R - R und F: R" — [0,00) annehmen, und die Giiltigkeit der Majorisierung
fr(z) < F(z) fiir alle z € R” und k € N voraussetzen. Fiir ¢ € N setzen wir

g; = sup f.
k>i

Nach Korollar IX-6.2 sind die Funktionen g; integrierbar und
(1) sup/f/yc dr < /sup fedx, i€eN.
k>i k>i
Beriicksichtigt man —F < ¢;41 < ¢;, @ € N, sichert der Satz von der monotonen
Konvergenz die Integrierbarkeit von

limsup f = hm gi
k—o0

(die Grenzwerte sind punktweise zu verstehen) und

/lim sup fr dr = hm /gl dr = lim [ sup fp dx.

k—o00 i—00 k>
Zusammen mit (f) erhdlt man daher
lim Sup/fk dr = lim sup/fk dr < lim [ sup fpdx = /lim sup fr dx.
k—o0 =00 L>; 100 k>i k—o00

Ersetzt man g; durch g; = infy>; fi und beriicksichtigt ¢; < ¢;41 < F, ¢ € N, erhélt
man auf analoge Weise die Integrierbarkeit von liminf;_,.. fi und

hm mf / frdr > / lim mf frdx.

Da die Funktionenfolge (fx) punktweise gegen f konvergiert, folgt
liminf fy(z) = limsup fy(z) = lim fi(x) = f(z), z€R"
k—o00 k—s00 k—o00

Somit ist f integrierbar und es gilt

lim sup / frde < [ fdxr < hrn 1nf/fk dx,

k—o0
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]}Lrgo/fkdxz/fdz.

Als Anwendung untersuchen wir die Abhéingigkeit des Integrals vom Integrationsbe-
reich.

also

O

THEOREM [X-6.4. Es sei ay C Ay C ... eine aufsteigende Mengenfolge und A =
U Ag. Die Abbildung f: A — R sei integrierbar iber alle Ay, k € N. Dann sind
aquualent:

1.) Die folge der Integrale fAk | f|dx ist beschrdnkt.

2.) [ ist iber A integrierbar.
/fdx: lim/ fdx.

Es gilt

BEWEIS. 2.) = 1.) ist eine unmittelbare Folge von |f|xa, < |f|xa und der Mo-
notonie des Integrals.
1.) = 2.) Es sei fy = fxa, und f die triviale Fortsetzung von f auferhalb von A.
Wir zeigen vorerst, da8 | f | integrierbar ist: wegen x4, T xa gilt auch |fi| 1 | f |. Nach
Voraussetzungist die Folge der Integrale [, |fi|dz = [ 4, || dz beschrénkt. Aus dem
Satz von der monotonen Konvergenz ergibt sich nun die Integrierbarkeit von | f |. Da
|fx] < |f| fiir alle & € N gilt und f, punktweise gegen f konvergiert, folgt aus dem
Satz von der majorisierten Konvergenz die Integrierbarkeit von f, d.h. f ist iiber A
integrierbar. Ferner gilt

/fdx:/ddx: lim [ fode= lim [ fda.

— 00 Ak

7. Die LP-Riume

DEFINITION IX-7.1. Fiir jede reelle Zahl p > 1 und fiir jede Funktion f: R® — R
setzen wir

1l = ( / 1P dz)? € [0, 00].

Wir zeigen, daf || - ||1» fast alle Eigenschaften einer Norm hat.

THEOREM IX-7.2 (Holder Ungleichung). Es seien p, ¢ > 1 konjugierte Exponenten,
also %—1— é =1, und f, g: R" = R. Dann gilt

Fgllee < [[f]zelgllze-
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BEWwEIS. Die Ungleichung ist trivial falls ||f||zr||g||zc = oo. Ist beispielseise
||fllzr = 0, dann ist nach Satz IX-5.10 f = 0 fast iiberall, also ||fg||;1 = 0. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir also || f||z»|, [|g]|re| € (0, 00) annehmen.
Fir die Funktionen

o /17

A

g7
91|74

und Y =
folgt dann

(%) /*godle, und /*wdle.

Nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel Kor-
rollar 77 gilt fiir alle a > 0 und b > 0

al/Ppt/e < a + é,
P q

also

/1 gl 11
I = Ul <~y
1z llgllzs P q
Bildet man nun das Oberintegral,folgt aus (x)

1 1 /*
T | falde <1,
[111ze [lgl]za

[ 116l < 1511l

d.h.

O

Man beachte die Analogie zum Beweis der Hdélderschen Ungleichung fiir endliche
Summen.

THEOREM IX-7.3 (Minkowski Ungleichung). Fiir alle Funktionen f, g: R* — R und
p>1 gilt

L+ glle < [1f1lze + gl
(Wir nehmen an, daf3 f und g nicht gleichzeitig die Werte oo und —oo annehmen).

BeEwEIS. Fiir p = 1 ergibt sich die Ungleichung aus Lemma IX-4.3. Fiir p > 1
verlauft der Beweis vollkommen analog zum Beweis der Minkowski Ungleichung fiir
endliche Summen, sofern man die Summation durch das Oberintegral ersetzt. 0J

DEFINITION IX-7.4. 1.) Eine Funktion f: R" — R heifit lokal integrierbar, wenn
f tber jede kompakte Menge K C R™ integrierbar ist. Wir schreiben

L1 (R") ={f: R" = R, fist lokal integrierbar}.
2.) Fiir alle p > 1 setzt man
LP(R”) = {f € Llloc(Rn>: HfHLP < OO}



346 IX. INTEGRALRECHNUNG IM R"

BEMERKUNG IX-7.5. 1.) Stetige Funktionen sind lokal integrierbar.

2.) Die lokale Integrierbarkeit kann auch dadurch charakterisiert werden, da8 es fiir
alle z € R™ eine offene Umgebung U, gibt, so dafl f|y, integrierbar ist.

3.) Die Funktionen in LP(R") werden durch zwei unterschiedliche Bedingungen cha-
rakterisiert: f € £} (R™) verlangt, daf} fiir jede kompakte Menge K das Ober- und
Unterintegral von f|f tibereinstimmen und der gemeinsame Wert endlich ist. Die Be-
dingung || f||zr < oo fordert, dafl das Oberintegral von | f|” endlich ist. Es wird spéter
gezeigt, daBl aus beiden Bedingungen folgt, daf | f|P sogar integrierbar ist. Es ist je-
doch nicht moglich, LP(R™) allein durch die Forderung der Integrierbarkeit von |f|[P
zu charakterisieren, da dies lediglich eine Bedingung fiir den Betrag der Funktion dar-
stellt. Eine weitere Bedingung an f selbst, wie zum Beispiel die lokale Integrierbarkeit
ist notwendig.

Wir geben nun eine einfache hinreichende Bedingung fiir || f]|z» < oo an.

THEOREM IX-7.6. Es sei f € LY(R") beschrinkt. Dann ist auch |f[P € LY(R™) fiir
alle p > 1.

BEWwEIs. Da f integrierbar ist, ist auch |f| integrierbar. Somit kann man f > 0
annehmen. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei auch f > 1. Zu jedem ¢ > 0
existiert ¢ € C.(R™) mit

/ Ilf —pldx <e.
Setzt man ¢ = min(¢™, 1) € C.(R™) und beriicksichtigt

|f =Yl < |f = ¢l
folgt

/*|f—¢|dx<5.

Wendet man den Mittelwertsatz auf die Funktion z — 2P, z € [0, 1] an, erhilt man
die Ungleichung
|a? — bP| < pla — b|
fur a, b € [0, 1] und somit
| =P < plf =4I,

also § .
[ =wlde<p [ 1f - vldo <pe
Dies zeigt die Integrierbarkeit von f?. ([l

LY(R™) wurde bereits in Definition IX-4.5 eingefiihrt. Wir zeigen nun, dafl die beiden
Definitionen konsistent sind.

THEOREM IX-7.7. Es sei f: R* — R. Aquivalent sind folgende Aussagen.
1.) f ist integrierbar.

2.) fell (R") und ||f]|z < oo.

loc
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BEWEIS. 1.)= 2.) folgt aus Satz IX-4.7 und Satz IX-4.9.
2.)= 1.) Wir betrachten die folge der kompakten Kugeln A, = K(0,k), k € N. Dann
ist R" = Ui Ay, |f|a, ist integrierbar und

|fldx < |f| dz < o0.
Ap R™

Die Integrierbarkeit von f folgt nun aus Satz [X-6.4. U
THEOREM IX-7.8. Es sei p > 1 und f € LP(R™). Dann ist |f|P € L'(R").

BEWEIS. Da mit f auch |f| in £},.(R") liegt, kann man ohne Beschrinkung der

loc

Allgemeinheit f > 0 voraussetzen. Fiir £ € N sei

~Jmin(f(z), k), |[z]| <k,
fr(z) = {O, ]| > k.

Da f + k lokal integrierbar ist und min(f, k) = 1(f + k — |f — k), folgt min(f, k) €
LL.(R™), somit fi, € LY(R™). Wegen der Beschriinktheit von f} ergibt Satz IX-7.6 die

loc
Integrierbarkeit von f; und daher

[racs [ pa

Wegen f7 1 fP ist f? nach dem Satz von der monotonen Konvergenz integrierbar. [

Sind f, g € £}, (R™) und ist K C R" kompakt, dann sind f|x. (af)|x fir a € R

loc

und gl und somit auch f|x + g|lx = (f + g)|x integrierbar. Die Menge £;,.(R™) ist

loc

daher ein Vektorraum. Die Minkowksi Ungleichung sichert (f + g) € LP(R") fur f
und g € LP(R™). Da dann auch af in LP(R") liegt, ist LP(R"™) ein Vektorraum fiir alle
p > 1. Die Einschriinkung von || - ||r» auf £7(R™) hat offenbar folgende Eigenschaften:

(1) |I£llr = 0 und f =0 = [|f]|zr = 0.

(2) lef]ze = ||| f]] e fir alle o € R.

(3) f +gllee < 1 f1le + llgl]ze-
Allerdings folgt aus || f||» = 0 nicht f = 0, sondern nur f = 0 fast tiberall. Somit de-
finiert ||-||Lr keine Norm auf £P(R"). Man nennt eine Funktion auf einem Vektorraum
mit den Eigenschaften 1) - 3) eine Halbnorm . Die Menge

N={feLP(R"): f =0 fast iiberall}
ist ein Unterraum von LP(R™).
DEFINITION IX-7.9. Fiir p > 1 setzen wir
LP(R™) = LP(R™)/N.

Die Elemente [f] von LP(R") sind Aquivalenzklassen von Funktionen in £?(R"). Eine
Funktion g € LP(R™) liegt genau dann in [f], wenn f — g € N, d.h. wenn f = ¢



348 IX. INTEGRALRECHNUNG IM R"

fast iiberall gilt. Da das Lebesgue Integral eine lineare Abbildung von L£P(R™) nach
R darstellt, induziert es eine lineare Abbildung auf LP(R"), [f] — [[f]dx durch

/[f]dx:/hda:

fiir einen beliebigen Reprisentanten h € [f]. Wegen Satz IX-5.8 ist [[f] dx tatséchlich
unabhéngig von der Wahl von h € [f]. Aus diesem Grunde ist auch

Ao = [IAlle  fir ein R [f]

wohldefiniert und hat die Eigenschaften einer Halbnorm. Allerdings folgt nun aus
[f1ll» = 0, daB ein (und somit jeder) Repréisentant von [f] fast iiberall Null ist, d.h.
[f] = N. Da N das Nullelement in LP(R™) darstellt, definiert ||-||.» fir alle p > 1 eine
Norm auf LP(R"). Somit ist (LP(R"),[| - [|z») ein normierter Raum. Eine Folge von
Aquivalenzklassen ([fy]) konvergiert genau dann in (LP(R™), || - ||z») gegen [f], wenn

108 = > = 0= Alzs = ([ V= P dayt'e > o

Vereinbart man nun, daf§ eine Folge von Funktionen (f;) C £P(R") genau dann gegen
f € LP(R™) konvergiert, wenn

zﬂlggo</* |fi = fIPdx)'P =0
folgt
[fe] = [f] in LPR") & fr = f in LY(R").

BEMERKUNG IX-7.10. Meist verzichtet man auf die Unterscheidung zwischen der
Aquivalenzklasse [f] und dem Représentanten f und schreibt

/[f] dr = /fdm.

Wir greifen nun noch einmal die Holdersche Ungleichung auf.

THEOREM IX-7.11 (Holdersche Ungleichung). FEs sei f € LP(R"), g € LIYR"), 1 <
p,q < oo und % + % = 1. Dann ist fg € LY(R") und es gilt

| / fgda| < |If 1o llgllee.

BEWEIS. Wegen Satz IX-7.2 ist nur fg € L'(R"™) zu zeigen. Wegen fg = (fT —
f7)(¢g" —¢7) kann man f > 0 und g > 0 annehmen. Wegen Satz IX-7.8 sind f? und
g9 integrierbar. Definiert man fiir £ € N die Funktionen fj und g, wie im Beweis von
Satz IX-7.8, folgt aus Satz [X-4.9 die Integrierbarkeit von fygx. Ferner gilt frgr T fg
und

/fkgkdxs/ fade < 111z llglles

(Satz IX-7.2). Eine erneute Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz
ergibt fg € L(R"). O
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Der Satz von der majorisierten Konvergenz gilt auch in LP(R").

LEMMA IX-7.12. Es sei p > 1 und (fi) C LP(R™) eine Funktionenfolge, welche fast
tiberall gegen eine Funktion f: R"™ — R konvergiert. Ferner sei F': R™ — [0, co] mit
|| F||r < 00 und

\ful < F fiir alle k € N.
Dann ist f € LP(R™) und es gilt

lim ka - fHLP =0.
k—o0

BEWEIS. Fiir jede kompakte Teilmenge K C R™ gilt f;xx € L'(R") da LP(R™) C

L} (R™). Ferner gilt

loc
fixx = fxx fast iiberall

und

|fixx| < Fxg, €N

Da xk integrierbar (K ist kompakt) und beschrénkt ist, folgt aus Satz IX-7.6 xx €
LP(R™). Somit ergibt die Holdersche Ungleichung

‘/ Fyde < ||F|[oA(K)Y < oo,

Daher kann man auf die Folge (fixx) den Satz von der majorisierten Konvergenz
anwenden und auf fxx € L'(R™) schlieBen. Es folgt f € £}, .(R"). Nach Abdnderung
auf einer Nullmenge gilt auflerdem

fI<F

/|f|pdx§/dea:.

Dies zeigt f € LP(R™). Aus der Abschéitzung
[fi = FI7 < (fil + [FD)P < 27F7

und limg o | fr — f|P = 0 fast tiberall erhdlt man schlieflich wieder mit Hilfe des
Satzes von der majorisierten Konvergenz

und somit

lim/|fk—f|pdx:O.
k—ro0
O

Wir senden uns nun der Vollstandigkeit der Raume (LP(R™), || - ||z») zu. Ausgangs-
punkt ist folgendes Resultat fiir Reihen, welches zum ersten Mal einen Zusammenhang
zwischen der Konvergenz in £P(R™) und der punktweisen Konvergenz aufzeigt.
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LEMMA IX-7.13. Es sei p > 1 und gx € LP(R™) eine Folge von Funktionen mit

o0
= lgellr < o0.
k=1

Dann konvergiert die Reihe Y .-, g fast iberall absolut gegen eine Funktion g €
LP(R™) und es gilt

k
Jim |lg — Z;giHLP = 0.
1=
BEWEIS. Wir setzen

k 0o
Gk:Z’gﬂ und G:ZL%\-
=1 i=1

Dann ist G, € LP(R") und somit G¥ € L!'(R"). Die Minkowski Ungleichung ergibt

fir ke N
k k
[ Grds = 11Gell = 11X gl < 3 llgilar < 227
i=1 i=1

Wegen G7 1 GP folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz GP € L'(R")
. Nach Satz 1X-5.9 nimmt G und damit auch G den Wert oo hochstens auf einer
Nullmenge N an, d.h. G(z) = > ;7 |gx(2)| < oo fir alle z € R™\ N. Somit konvergiert
die Reihe absolut auf R™ \ N. Auf N setzen wir g;, i € N, und ¢ gleich Null. Dann
gilt fiir alle z € R

\Zg@ )| < Gi(z) < G(x).

Da G? € L'(R") und somit G € LP(R™) liegt, folgt aus Lemma IX-7.12

k
1 S N T—
lim |lg ;ngm 0
0

THEOREM IX-7.14. Es sei p > 1 und (fi) C LP(R™) eine Cauchy Folge in LP(R").
Dann gilt

1.) Es eaistiert eine Teilfolge (fom)) C (fix) welche fast iberall gegen eine Grenzfunk-
tion f: R" — R konvergiert.

2.) Die Grenzfunktion f liegt in LP(R™) und es gilt

lim Hf — fk||Lp - O
k—o0

BEWEIS. Da (fi) eine Cauchy Folge in LP(R") ist, gibt es fiir alle £ € N Indices
(k) € Nmit o(k+ 1) > (k) und

[ fok) = Fotkanlle <275, fo) =0
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Wegen Lemma IX-7.13 konvergiert die Reihe >, . (fo) — fo(et1)) fast iiberall gegen
eine Grenzfunktion f € LP(R™). Insbesondere gilt

f= ,}EEO Z<fso(i) - f@(i+1)) = kh_)rgo Jo(k)
k—k
fast iiberall und
Jim {[fowy = fllze = 0.
Da (f;) eine Cauchy Folge ist, folgt daraus
lim [|fx — fl[z» = 0.
k—o0
]

KoOrROLLAR IX-7.15. Die normierten Réume (LP(R™),|| - ||z») sind fiir p > 1
vollstandig.

KOROLLAR IX-7.16. Es seien p > 1, f, fi € LP(R"), k € N, mit
lim || fx — fllz» = 0.
k—o0
Dann gibt es eine Teilfolge (fuk)) C (fr) welche fast iiberall gegen f konvergiert.

BEWEIS. Die Folge (fi) ist eine Cauchy Folge in LP(R™). Somit gibt es eine Teilfol-
ge (fok)), welche fast iiberall gegen eine Funktion g € £P(IR") konvergiert. AuBerdem
gilt

lim ||fk - g||Lp =0.
k—o0
Es folgt
f = ller < I = fuller + {1 fi = gller = 0,

also f = g fast iiberall. Dann konvergiert (f,u)) auch fast {iberall gegen f. O

8. Die zentralen Sitze der Integralrechnung
8.1. Der Satz von Fubini.

THEOREM IX-8.1 (Fubini). Es sei f: R* x R™ — R integrierbar. Dann gibt es eine
Nullmenge N C R™, so daf$ fiir jedes feste n € R™ \ N die Funktion

RF 5> R
E f(&m)

integrierbar ist. Setzt man

F(n) = {({Rk F(&m) dé, Z 2 i’” \ N,

dann ist die Funktion F: R™ — R integrierbar und es gilt mit x = (£, 1)

/Rk+mf(x)dx:/mF(n)dn=/Rm[ ka(é,n)dé]dn.
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BEMERKUNG IX-8.2. Da die Vertauschung der Variablen (£,71) — (n,£) ein Auto-
morphismus des R¥*™ mit Determinante £1 ist, folgt mit Satz 1X-2.14, der offenbar
auch fiir integrierbare Funktionen gilt,

/Rm[/mf(s,n)dg]dn:/w[ [ e

In vielen Anwendungen ist eine stetige Funktion {iber eine kompakte Teilmenge
K C R" zu integrieren. Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe des Satzes von Fubini
dieses Problem auf die Berechnung von n iterierten Ingeralen in einer Verénderlichen
zuriickfithren kann. Es sei also f € C(K,R). Nach Definition 1X-4.13 gilt

[ f@yde= [ fon

wobei f die triviale Fortsetzung von f durch Null bezeichnet. Nach Beispiel 1X-4.14
und Satz IX-4.9 ist fy s integrierbar. Partitionieren wir # € R” in der Form & = (2, t),
¥ € Rt € R, folgt aus dem Satz von Fubini (wir kénnen sogar die schwichere
Version Satz IX-2.12 verwenden) die Integrierbarkeit von t — f (', t)xx (2, t) fiir alle
' € R" ! Fiir jedes 2/ € R"! betrachten wir die Schnittmengen

K, ={teR: (2,t) € K}.

Die Abbildung ¢ — x (', t) stimmt also mit yx , iiberein. Nach dem Satz von Fubini

gilt ferner
/f dm—/ /f:zc Oxx (2!, t) dt] da’
Rn—1

= [ e

= {2’ e R": K, # 0},

148t sich (%) schreiben in der suggestiven Form

(1) /Kf(x) dx = //[ . f(a,t)dt] da’

BEispieEL IX-8.3. Wir berechnen das Volumen des Kérpers

(%)

Setzt man

K={(z,y,2) eR>: 2>0,y>0,2>0,x+y+2<v222+13><1}.
Wir setzen im ersten Reduktionsschritt
B ={(z,y) eR*: x>0,y >0,2° +y* <1}

und fiir (z,y) € B’
) =10,V2—z—yl
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Wir erhalten mit (})

V(K) = /R (2., 2) dodydz — /[/0 T e dedy — /,(\/5 —x—y) dzdy.

Auf das letzte Integral wenden wir wieder (1) an und setzen im zweiten Reduktions-
schritt

B" =10,1],
K,=[0,v1—2?, ze€B"

Dies ergibt

v<K>=/,<ﬂ—x—y>dxdy:/: [/yWM—x—y)dy]dx

=0 =0

= [ V- ay - e = [ (VB VT - -] de

T 2

= 2\/§ 3‘

Die tragende Voraussetzung des Satzes von Fubini ist die Integrierbarkeit der Abbil-
dung f: R¥ x R™ — R, welche manchmal nicht leicht zu verifizieren ist. In solchen
Fillen kann der Satz von Tonelli hilfreich sein.

THEOREM IX-8.4 (Tonelli). Es sei f: R¥ x R™ — R. Ist fiir fast alle n € R™ die
Abbildung

§= | f(&m)]

integrierbar und existiert das iterierte Integral

L[ isemidean < o

dann ist f: RF x R™ — R integrierbar.

8.2. Konvergenzsitze. Die guten Konvergenzeigenschaften des Lebesgueinte-
grales gehoren zu den wichtigsten Griinden fiir dessen weite Verbreitung. Wir zitieren
zwei zentrale Ergebnisse.

THEOREM IX-8.5 (B.Levi, monotone Konvergenz). Es sei fi: R" - R, k € N, eine
Folge integrierbarer Funktionen mit fr < fri1 fiir alle k € N. Gilt

M= lim [ fi(x)der < M,
k—oco R™
dann ist f = limg_,o fi integrierbar und es ist

f(z)dzr = lim fe(z) d.
R™ k—

oo Jrn
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THEOREM IX-8.6 (H.Lebesgue, majorisierte Konvergenz). Es sei fi: R* — R, k €
N, eine Folge integrierbarer Funktionen, welche fast tberall punktweise gegen eine
Funktion f: R™ — R konvergiert. Gibt es eine integrierbare Funktion F': R™ — [0, oc],
so daf$ fir alle k € N

|[fe(z)] < F(z),
fir fast alle x € R™ gilt, dann ist f integrierbar und
f(z)dz = lim fr(z) da.
Rn k—o0

R

Wir kénnen nun miihelos zeigen, dafi Regelfunktionen Lebesgue-integrierbar sind
und ihr Lebesgue Integral mit dem Cauchy Integral iibereinstimmt. Es sei also
f € R(I,R), I = [a,b], eine Regelfunktion. Dann gibt es eine Folge von Treppen-
funktionen (t;) C T(I,R) derart, da8 ¢, = f. Da f beschrankt ist, folgt aus der
gleichméBigen Konvergenz der Folge (t;) die Existenz einer positiven Konstanten M
mit

Vk € NVx € I: [tg(x)] < M.
Da I kompakt ist, ist die Funktion F(z) = M, x € I, und F(z) = 0, z € R\ [,
integrierbar. Nach dem Satz von Lebesgue ist daher f integrierbar, also f integrierbar
iiber I und es gilt

/f(x) dx = f(z)dz = lim te(x)dr = lim [ t,(z)dx.
I R™ k—oco R™ k—oco I

Auf der rechten Seite steht das Lebesgue Integral von f, die linke Seite definiert
gerade das Cauchy Integral von f.

Als weitere Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz betrachten wir
parameterabhéngige Integrale.

THEOREM IX-8.7. Es sei f: R" x D — R, D C R¥ und ty € D. Es gelte
(1) Vt € D: f(-,t) € LYR").,
(2) fir fast alle x € R™ sei t — f(x,t) stetig in tg,
(3) es existiert eine integrierbare Funktion F: R™ — [0, 00], so daf fir allet € D
(2, t)] < F(2)
fiir fast alle x € R™ gilt.
Dann ist die Abbildung

I =R,
g te fou fla,t) d
stetig in t = ty.
BEwEIs. Vgl. Satz VII-VII-6.1. U

THEOREM IX-8.8. Es sei I C R ein offenes Intervall und f: R" x I — R. Ferner
gelte
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(1) Vte I: f(-,t) € LYR"),
(2) fir fast alle v € R™ ist t — f(x,t) differenzierbar auf I,
(3) es gibt eine integrierbare Funktion F': R" — [0,00), so daf$ fir alle t € 1

of

S (@, )] < Fo)

fiir fast alle v € R™ gilt.
Dann ist die Abbildung
D — R,
g:

t fon fz,t)da
differenzierbar auf I und es gilt
/ of
git)= [ —-
(t) Lt
BEwEIs. Vgl. Satz VII-VII-6.3. U

(x,t)dx.

9. Die Transformationsformel

DEFINITION IX-9.1. Es seien U, V' C R" offene Mengen. Fin Homdomorphismus
¢: U — V heifit Diffeomorphismus , wenn ¢ und ¢~ stetig differenzierbar sind.

THEOREM [X-9.2 (Transformationssatz). Es seien U, V' C R" offene Mengen und
¢: U — V ein Diffeomorphismus. Fine Abbildung f: V — R ist genau dann inte-
grierbar, wenn (f o ¢)|det Do| iiber U integrierbar ist. Es gilt dann

/ Iy dy—/f ))|det Do(x)] da.

KOROLLAR [X-9.3 (Ebene Polarkoordinaten). Es sei
~][0,00) x [0,27] — R?
(r, ) — (rcosp,rsinp).
Eine Abbildung f: R? — R ist integrierbar genau dann, wenn die Abbildung

(r,0) = rf(o(r,))
tiber [0, 00) x [0, 27| integrierbar ist. Es gilt dann

27 o0
2 f(z,y) dzedy :/ / f(rcosp,rsing)rdrdp.
R o Jo

BEwWEIS. Wir setzen in Satz 1X-9.2
U=A{(r,p):r>0,0<p<2r}
und
V= 6(U) = R\ {(,0): = > 0}.
Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus von U auf V. Wegen |det Do(r, ¢)| = r folgt die
Behauptung aus dem Transformationssatz, da U und 0V Nullmengen sind. U
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BEISPIEL 1X-9.4. Wir demonstrieren eine elegante Berechnung des Gauf’schen Inte-
grals fooo e dy = i

BEWEIS. Wir zeigen zuerst die Existenz des Integrals. Wir gehen aus von den
Treppenfunktionen

1, x€]0,2),
th() =4 %, z€lkk+1), 2<k<n-1,

n—12, x € [n,n+1]

n > 2. Treppenfunktionen sind integrierbar und es gilt fiir alle n > 2

o "1 =1
/0 (95) ! i=1 - ! i=1 i

Wir definieren nun fiir n > 2 die Funktionen

B e, z € [0,n+1],
falw) = {0, x>n—+1.

Diese Funktionen sind integrierbar, vgl. Beispiel 1X-4.14, es gilt f, < t, und somit

n+1 n+1 00 1
/ folz)dx < / tn(x)dr < 1—1—2,—2
0 0 -1 !

fiir alle n > 2. Beriicksichtigt man noch f, 1 f mit f(z) = e, 2 > 0, folgt aus dem
Satz von B. Levi die Integrierbarkeit von f, d.h

o 2
/ e v dr < oo.
0

Dann existiert aber auch das iterierte Integral

/ [/ e da] dy = (/ e dx)?.
o Jo 0

Nach dem Satz IX-8.4 von Tonelli ist die Abbildung h: [0,00) x [0,00) — R,
(x,y) — e~ —y? integrierbar. Kombiniert man daher den Satz von Fubini und das
Korollar 1X-9.3, ergibt sich

(/ e dz)? / / v dazdy—/ / " drdy
0
= rdr/ de =
/0 0 292"



