HOHERE MATHEMATIK 11

GUNTHER H. PEICHL

Skriptum zur Vorlesung im SS 2007

INSTITUT FUR MATHEMATIK
KARL-FRANZENS—UNIVERSITAT GRAZ






Inhaltsverzeichnis

Kapitel 1. Grundlagen der Lineare Algebra

1.

> Gt e

Lineare Gleichungssysteme
Vektorrdume

Lineare Abbildungen

Die Determinante einer Matrix
Komplexe Zahlen

Eigenwerte und Eigenvektoren

iii

15
26
28
32



KAPITEL 1

Grundlagen der Lineare Algebra

1. Lineare Gleichungssysteme
1.1. Definitionen, Grundlagen.

DEFINITION 1.1.

1. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) von m Gleichungen in n Unbekannten z1, ..., z,
besteht aus m linearen Gleichungen.
anry + -t ar, = b
(L1) .
Am1T1 + -+ Ty = by

mit Koeffizienten a;; ¢ R,1 <i<m,1 < j <m.

2. Ist b; = 0,1 < i < m, heifit das System (1.1) homogen, andernfalls inhomogen.

3. Jeder Satz reeller Zahlen x4, ..., z,, der alle m Gleichungen zugleich erfiillt, heiflit parti-
kulére Lésung von (1.1). Die Gesamtheit aller partikuliiren Losungen bildet die Lésungs-
menge des linearen Gleichungssystems.

BEISPIEL 1.1.

Y
1 v —y =1 g
z — y = 0
x
1
Y
S A £=1(+5,- 1)
' xr + y = 0 2:7 2
1 x
-1
Y
T — Y = 1 - B .
3 —2r + 2 = -2 L={(z,z—1):2 €R}
X

Diese Beispiele demonstrieren ein typisches Verhalten von LGS.
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2 1. GRUNDLAGEN DER LINEARE ALGEBRA

SATZ 1.1. Ein lineares GLS hat entweder keine, genau eine oder unendlich viele Lisungen.

Dreieckssysteme:
I r1 + 210 + r3 = 1
II — i) + T3 = O
11 203 = 4

Ist ein Beispiel eines oberen Dreieckssytems, welches durch Riickwirtseinsetzen gelost werden
kann:

m — I — I
Ll

T3 L2 T

T3 =2

To = T3 =2

T1=—2r9—23+1=—-4-2+1=5
Das LGS besitzt die eindeutige Losung £ = {(—5,2,2)}.

7y + 220 + wx3 — w1y = 1
- T2 + @3 = 0
ist ein LGS von 2 Gleichungen in 4 Unbekannten. Man kann das Verfahren des vorherigen Beispiels
anwenden, wenn man annimmt, dass beispielsweise x3 und x4 bekannt seien. Man erhélt dann

Ty = T3
T =219 —x3+24+1=-3xs+24+1
Da jede Wahl von x3,24 € R auf diese Weise zu einer Losung fiithrt erhélt man als Losungsmenge
L={(-3x3+ x4+ 1,23, 23, 24) : 3,24 € R}.

Diese Losungsmenge spiegelt die intuitive Erwartung wider, dass durch 2 Bedingungen (= Gleichun-
gen) im Allgemeinen 4 Gréfien nicht eindeutig festgelegt werden konnen. Es fehlt an Information.
Ein LGS in allgemeiner Form kann man dadurch 16sen, dass man es in ein “Dreieckssytem” mit
gleicher Losungsmenge umformt (Eliminationsphase), welches dann durch Riicksubstitution geldst
werden kann.
Folgende elementare Umformungen éndern die Losungsmenge nicht:

1. Vertauschen zweier Gleichungen
2. Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl ungleich Null
3. Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.
Das Verfahren wird bedeutend iibersichtlicher und vor allem automatisierbar, wenn man nur

mehr die Koeffizienten des LGS und die Inhomogenitét in einem Rechteckschema notiert.
Das LGS (mit n =m)

€1 + x2 + 3ry, =

200 4+ x93 — x3 4+ x4 = 1
3.171 - ) - €T3 + 21‘4 = -3
—-r1 + 21’2 + 31‘3 - T4 = 4

kann (bei entsprechender Interpretation) kompakt geschrieben werden in der Form:

1 1 0 3| 4
2 1 -1 1 1
3 -1 -1 2]-3
-1 2 3 —-1| 4
Jede Zeile des Schemas entspricht einer Gleichung des Systems, die j—te Spalte beinhaltet die Koef-

fizienten der Unbekannten x;. Der Deutlichkeit halber wurde die Inhomogenitit durch einen senk-
rechten Strich von den Koeffizienten abgesetzt.
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Eliminationsphase:
1 -1 1 1
1~ 10 3 4
3 -1 -1 2| =3
-1 2 3 -1 4
1~ 1 0 3 4
0 -1 -1 =5| =7
0 -4 -1 -—-7|-15
0 3 3 2 8
1~ 1 0 3 4
0 -1 -1 —=5| =7
0 0o 3 13| 13
0 0 0 —-13|-13
Riicksubstitution:
Ty = 1
1

Tr3 = 5(13 — 13$4) =0
Tg=—(=T74 bxy +$3) =2

1'1:4—31'4—1'2:—1

Man erhilt die Losung £ = {(—1,2,0,1)}.

Jede andere Inhomogenitéit héitte auf ein Schema gefiihrt, welches sich von obigem Tableau nur
in der letzten Spalte unterscheidet. Die Riicksubstitution zeigt, dass jedes dieser Systeme genau
eine Losung besitzt. Dies fithrt zur Vermutung: Ist ein System von n linearen Gleichungen in n
Unbekannten fiir eine Inhomogenitét eindeutig 16sbar, dann auch fiir jede andere. Ferner erkennen
wir, dass lineare GLS mit gleichen Koeflizienten aber verschiedenen Inhomogenitéiten simultan gelost
werden konnen:

BEISPIEL 1.2 (m > n).

1 -2 1 4| 11
1 3 7 2 22
1 —-12 —11 -16|-1 5
1 —2 1 —4| 1 1
(1.2) o 5 6 6| 1 1
0 —10 —-12 —12|-2 4
1 —2 1 —4| 1 1
o 5 6 6| 1 1
O 0 0 0| 06

Diskutieren wir zuerst das LGS mit der Inhomogenitét (1,2,3): Die letzte Zeile des Tableaus
(1.2) entspricht der Gleichung

0zq + 029 4+ 0x3 + 02y =0

welche durch ein beliebiges Quadrupel (x1, 9, 3, x4) gelost wird. Diese Gleichung kann somit ohne
Informationsverlust weggelassen werden, sodass wir nur mehr das dquivalente System

T —2&32 “+xs3 —4$4 =1
Sxs +6x3 +6zxy, =1

untersuchen miissen. Wéhlt man x3 und x4 beliebig erhélt man:

1
To = 5(1 - 6.’,E3 - 693y)

2 1
:cl:1+g(176z376x4)7:173+4x4:gfgscnggm.
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Dies ergibt die allgemeine Losung
717 8 1 6 6
L={(;-

5T + FT4 p T p¥3 T gTa T3, z4) : w3, 74 € R}
Véllig anders ist die Situation bei der anderen Inhomogenitét: Die letzte Zeile des Tableaus (1.2) ist
dann dquivalent zur Gleichung

0x1 4+ Ox9 + Ox3 + Oxg = 6,
welche durch kein Quadrupel (z1,x2,3,24) gelost wird. Somit kann auch das urspriingliche Sy-
stem fiir diese Inhomogenitit keine Losung besitzen. Dies fithrt auf die Vermutung ein System von
m Gleichungen mit n Unbekannten, n > m, ist entweder unlosbar, oder besitzt unendlich viele
Losungen.

BEISPIEL 1.3 (n < m). Wir betrachten wieder 2 Systeme mit gleichen Koeffizienten

1 1 1 1
1 -1]-1 -1
3 —1] -1 0
1 1 1 1
0 -2|-2 =2
0 -4 -4 =3
1 1 1 1
0 -2|-2 =2
0 0 0 1

aus welchen man abliest, dass das System mit der Inhomogenitit (1, —1,0) nicht lésbar ist und jenes
mit der Inhomogenitit (1,—1,—1) die eindeutige Losung xo =1, x1 =0 besitzt.

Es gibt aber auch LGS mit n < m mit unendlich vielen Losungen:

1 1] 1

1 1] 1

-1 —-1|-1
1 1] 1

0 0] 0

0 0] 0

besitzt die allgemeine Losung £ = {(1 — a2, 22) : 22 € R}.

Ob ein LGS losbar ist, die Losung eindeutig ist oder nicht, kann offenbar aus dem aus der
Eliminationsphase resultierenden Tableau abgelesen werden. Dazu fithren wir die folgende Notation
ein:

DEFINITION 1.2.
1. Eine m x n Matrix iiber R ist eine Liste von nm reellen Zahlen, welche in einem recht-
eckigen Schema zwischen zwei Klammern mit m Zeilen und n Spalten angeordnet sind:
a1 ... GQip
A=
Aml -+ Qmnp

Man schreibt auch A = (a;;), wobei i den Zeilenindex und j den Spaltenindex des Matrix-
elements a;; bezeichnet.

R™*™ = {M : M ist eine m x n Matrix iiber R}

2. Sind die Matrixelemente a,; die Koeffizienten eines LGS, nennt man A = (a;;) Koeffizi-
entenmatrix. Als erweiterte Koeffizientenmatrix bezeichnet man das Schema
a1 . A1n b1 bl
(ap) = ol | mit b=

Gmi - Gmn | bm b
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1.2. Der Gauf3’sche Algorithmus. Wir geben nun ein systematisches Verfahren an, ein gege-
benes LGS von m Gleichungen mit n Unbekannten in ein dquivalentes System iiberzufithren, welches
durch Riicksubstitution gelost werden kann.

Im k—ten Schritt des Gaufl ’schen Algorithmus ist folgendes durchzufiihren:

1. Verschiebe alle Zeilen mit Zeilenindex 7 > k in denen alle Koeffizienten Null sind an das
untere Ende der erweiterten Matrix.

2. Suche die erste Koeffizientenspalte mit Spaltenindex j; > k, in der mindestens eines der
Matrixelemente mit einem Zeilenindex ¢ > k ungleich Null ist (= Pivotspalte).

3. Wihle in der Pivotspalte ein Matrixelement ungleich 0 mit einem Zeilenindex ig > k (=

Pivotelement).

4. Vertausche die 79p—te mit der k—ten Zeile.

5. Ist jo der Index der Pivotspalte, eliminiere die Variable z;, aus den Gleichungen k+1,...,m
durch Addition des — =20 fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile, i = k+1,...,m.

Ak, jo
Der Algorithmus terminiert, wenn kein Pivotelement mehr gefunden werden kann. Dies ist spitestens
nach min(m,n) Schritten der Fall.

Nicht in jedem Schritt sind alle Punkte 1-5 durchzufiihren. Insbesondere entfillt im letzten
Schritt des Gaufl Algorithmus die Eliminationsphase 5. Wenn es keine Zeile gibt, in der alle Koeffi-
zienten ungleich Null sind entféllt Punkt 1, wenn bereits 79 = k entfillt Punkt 4.

Nach der Durchfithrung des Gaufl Algorithmus liegt die erweiterte Koeffizientenmatrix in Staf-
felform vor:

0 ... 0 @y ay,, b
0 ... 0 0 ... 0 @y, «oiiiiiiiiiiian. ah, bh
0 ... 0 0 ..o 0 ap; ... an, b
/
O 0 1
0 e 0 b,
Die Matrixelemente a Jrree a;jr sind die Pivotelemente. Die Variablen, welche zu Pivotspalten

gehoren, nennt man Basisvariable, alle anderen Variablen heiflen nichtbasische Variable. Liegt
ein LGS in Staffelform vor, kann man es nach den basischen Variablen (mit Sicherheit) auflosen.
Dies ist wesentlich fiir die Implementierung.

Der folgende Satz gibt an, wie man aus der Staffelform die Losbarkeit des System entscheiden
und gegebenenfalls die Losung berechnen kann.

SATZ 1.2. Ein LGS von m Gleichungen in n Unbekannten liegt in Staffelform vor.

a. Das LGS ist genau dann nicht losbar, wenn es einen Zeilenindex i > r + 1 gibt mit b}, # 0.
b. Das LGS sei losbar. Dann gilt:
1. Das LGS hat genau eine Lisung, wenn es keine nicht basischen Variablen gibt. Dies
ist nur fir m > n maglich.
2. Die allgemeine Losung des LGS enthdlt s frei wihlbare Parameter genau dann, wenn es
s nichtbasische Variable gibt. Jede nichtbasische Variable kann als Parameter gewdhlt
werden.
3. Die allgemeine Lisung berechnet man aus der Staffelform durch Riicksubstitution nach
den Basisvariablen.

Fiir ein homogenes LGS erhélt man speziell:

FOLGERUNG 1.1. Fiir ein homogenes LGS gilt:

1. Es gibt mindestens eine Losung, die triviale Lésung (0,...,0).
2. Gibt es keine nichtbasischen Variablen, dann ist die triviale Lésung die einzige Lisung des
LGS.
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BEISPIEL 1.4. Wir losen das LGS

2331 —+ T2 — I3 + Is = 0
201 + a9 + x3 + x4 + 225 = -1
4y + 2z + T4 4+ 4dxs = 0

21 -1 0 1 0

2 1 1 1 2]-1

4 2 0 1 4 0

21 -1 0 1 0

0 0 2 1 1] -1

0 0 2 1 2 0

21 -1 0 1 0

0 0 2 1 1] -1

0 0 0 0 1 1

Da jede Zeile ein Pivotelement enthélt, existiert mindestens eine Losung, weil es zwei nichtbasische
Variable x5 und x4 gibt, enthélt die Losung zwei freie Parameter, fiir welche man zs und x4 nehmen
kann:

Is 1
Ty =1t

1 1
x3 = 5(—1—m4—x5) ——1—§t
To = S

1 1 1 1 1
x] = 5(71:2+z37175):5(7571—§t71):—175571t

Dies ergibt die allgemeine Losung
1 1 1
ﬁz{(—l—is—it, s, —1—515, t, 1):s,teR}

Verzichtet man auf die besondere Bedeutung der letzten Spalte der erweiterten Matrix, kann
man auch beliebige Matrizen durch den Gauf§ Algorithmus in Staffelform iiberfithren. Da man beim
Gauf3 Algorithmus bei der Wahl des Pivotelements im Allgemeinen mehrere Moglichkeiten hat, ist die
resultierende Staffelform nicht eindeutig bestimmt. Es stellt sich jedoch heraus, dass die Anzahl der

Pivotelemente unabhéngig von deren Wahl ist. Sie ist eine fiir die gegebene Matrix charakteristische
Grofe.

DEerFINITION 1.3. Fiihrt man eine m x n Matrix A mit dem Gaufl Algorithmus in Staffelform
iiber, nennt man die Anzahl der Pivotelemente den Rang von A und bezeichnet ihn mit RgA.

Da in jeder Zeile und in jeder Spalte hochstens ein Pivotelement stehen kann folgt:
SATZ 1.3. Fiir eine m x n Matriz A gilt stets
RgA < min(m,n).

Mit Hilfe des Ranges konnen wir die Losbarkeit eines LGS folgendermaflen klassifizieren:
SATZ 1.4. Fir ein LGS mit erweiterter Matrix

ail ... Qip | b1

(A]b) = (A,b) =
Am1 -~ Qmn | b
qgilt:
1. Das LGS ist nicht lsbar genau dann, wenn

Rg(A,b) > RgA
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2. Das LGS ist fiir die Inhomogenitdt b l6sbar genau dann, wenn

Rg(A,b) = RgA
3. Das LGS besitzt hichstens eine Losung genau dann, wenn
RgA =n

4. Das LGS besitzt unendlich viele Losungen genau dann, wenn
Rg(A,b) =RgA <n

5. Das LGS ist fiir jede Inhomogenitit b € R™ losbar genau dann, wenn

RgA =m
FOLGERUNG 1.2. Fiir ein homogenes LGS gilt:

1. Ein HLGS besitzt nur die triviale Losung genau dann, wenn
RgA=n

2. FEin HLGS besitzt unendlich viele Losungen genau dann, wenn
RgA <n

2. Vektorraume

2.1. Vektoren im R™.
Die allgemeine Losung eines LGS wurde bisher als Menge von geordneten n—Tupeln geschrieben,
z.B. die Losung des Beispiels 1.4:

1 1 1
={(-1—=s— -t —1—=t, t, 1):s,teR}L
£ {( 25 4 ) 87 2 9 ) ) s’ G }
Man gewinnt Einsicht in die Struktur der Losung eines LGS, wenn man edr Menge von n—Tupeln
reeller Zahlen folgender lineare Struktur aufprigt: es seien z,y € R™ mit A € R (v = (z1,...,x,),

Y= (Y1, s Yn)-
Wir definieren
.’ﬁ-’-y = (x1+y17"'7xn+yn)
Az = (Axy, ..., Aay)

Man beachte, dass das Symbol “4” und das nicht angeschriebene Multiplikationssymbol “-” auf der
linken und rechten Seite jeweils eine unterschiedliche Bedeutung besitzen. In diesem Zusammenhang
nennt man die n—Tupel Vektoren im R™. Es stellt sich als vorteilhaft heraus Vektoren als Spalte
zu notieren:

€
x = : , Z; .. .i—te Komponente von x
Tn
man spricht auch von einem Spaltenvektor, im Flieltext ist es 6konomischer Vektoren als n—Tupel,
also als Zeilenvektor, zu notieren: x = (x1,...,2,).
0
G|
0
heiBt Nullvektor. Oft schreib man 0 anstelle von 0. Die Vektoren
1 0
0 :
1= . ) y En = .
: 0
0 1

nennt man die kanonischen Einheitsvektoren.
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Man iiberzeugt sich dann, dass man ein Quintupel aus der Losungmenge £ schreiben kann als

—1+3s— 3t -1 i -1

s 0 1 0
—1—%75 = -1 | +s]|] 0O |+t —% =Ts + sxp + tyn.

t 0 0 1

1 1 0 0

Es stellt sich heraus, dass x4 eine partikuldre Losung des inhomogenen LGS, x;, und y; partikulédre
Losungen des zugehorigen homogenen LGS sind. Hier zeigt sich ein grundlegendes Prinzip, welches
wir in einem allgemeinen Zusammenhang verstehen wollen.

2.2. Vektorraume.

DEFINITION 2.1. Ein Vektorraum iiber dem Korper K ist eine nichtleere Menge V auf der
eine Addition “+” mit folgenden Eigenschaften definiert ist:
Fir alle z,y,z € V gilt:

l.x+yeV

2.z4+y=y+=x

Bzt (ytz)=(r+y) +=

4. Es gibt ein Element 0 € V mit  +0 =2
5. Esgibtein 2’ € Vmit x +2' =0

Ferner ist eine Multiplikation “.” : V' x K — V definiert, sodass fiir alle z,y € V und A\, u € K gilt

6. \-xeV

T. X (z+y)=X-z+Ay
8 AN+p)-z=Xz+p-zx
9. (Aw) -z =A(p-z)

10. 1z =2

Die Elemente von V heilen Vektoren, jene von K Skalare. Das additive Neutralelement aus 4
heifit Nullvektor.

BEMERKUNG 2.1.

1. Auf die Bedeutung des Begriffes Korper kann hier nicht eingegangen werden. In den Bei-
spielen ist K meist R, spéater der Korper der komplexen Zahlen. Es ist aber auch K = Q
moglich.

2. Der Nullvektor ist eindeutig bestimmt. Dies folgt aus

0=0+0=0

unter der Annahme, 0 wire ein weiterer Nullvektor.

3. Ebenso ist das inverse Element aus 5 eindeutig bestimmt, anstelle von 2’ schreibt man im
Vektorraum —z.

4. Man beachte, dass “+” in 7 in zwei verschiedenen Bedeutungen verwendet wird. Ebenso
treten in 9 zwei verschiedene Multiplikationen auf.

5. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir kiinftig Az anstelle von A - x.

6. Eine Menge V' mit den Eigenschaften 1 — 5 heifit Abelsche Gruppe.

BEISPIEL 2.1.

1. Die Vektoren im R™ aus Abschnitt 2.1 bilden einen Vektorraum iiber R.

2. Viele Begriffe in der Physik werden durch die Angabe einer Richtung und ihrer Grofe fest-
gelegt: Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, Verschiebung. Man kann sie durch Pfeile
veranschaulichen:
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Y
x
x
Die Menge aller Pfeile mit gleicher Richtung und gleicher Liinge fasst man zu einem
Vektor zusammen. Jeder einzelne Pfeil eines Vektors heiffit Reprasentant des Vektors.

Es seien x,y Vektoren, mit A € R. Wir betrachten Az als jenen Vektor, der fiir A > 0
in dieselbe Richtung, fiir A < 0 in die entgegengesetzte Richtung weist und die |A|-fache

Lénge besitzt.

Der Summenvektor x + y ergibt sich indem man an der Spitze eines Représentanten von z
einen Repriisentanten von y ansetzt. Der Pfeil, der den Anfangspunkt von = mit der Spitze
von y verbindet reprisentiert x + y.

X Y
S L

Es folgt unmittelbar: x +y =y + =

r+y

Parallelogramm
z+y

Die “Parallelogrammregel” fiihrt auf dasselbe Resultat

Analog geht man bei der Subtraktion von Vektoren vor:
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-y

r—=yY oder

Dem Nullvektor wird keine Richtung zugeordnet. Man kann sich iiberzeugen, dass die so
definierten Vektoren mit diesen Operationen einen Vektorraum iiber R bilden.

3. Wir fithren Beispiel 1 weiter und fithren ein kartesisches Koordinatensystem ein. Aus je-
dem Vektor wéhlen wir jenen Repréasentanten, der im Ursprung des Koordinatensystems
beginnt. Dadurch wird einem Punkt in der Ebene (Raum) P mit den Koordinaten (x,y)
((z,y, 2)) eindeutig festgelegt und umgekehrt bestimmt jeder Punkt einen eindeutigen Re-
priasentanten eines Vektors.

(z,9)

T

Auch die Menge dieser Reprisentanten bildet einen Vektorraum iiber R, dessen Ele-
mente man Ortsvektoren nennt. Wenn der Ortsvektor v den Punkt mit den Koordinaten
(z,y) festlegt, dafiir schreiben wir v = (z,y), dann gilt Av = (Az, Ay). Dies ergibt sich aus
den dhnlichen Dreiecken

Ist ferner w = (Z,y) dann folgt
vt+w=(x+Z,y+7)

denn
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Die Multiplikation mit einem Skalar und die Addition von Vektoren stimmen also mit den
entsprechenden Operationen aus Abschnitt 2.1 {iberein.

Die Menge F(I,R) := {f|f : I — R} aller auf dem Intervall I definierten rellwertigen
Funktionen bildet mit den Operationen

(f +9)(x) f(z) +g(a) |
AN)(x) = Mf(x) | wel AeR

einen Vektorraum iiber R.

DEFINITION 2.2. Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine nichtleere Teilmenge U C V' heifit
Unterraum von V, wenn gilt:

1.
2.

z+yeU firalle z,y € U
Ar € U firallexz e U A € K

Eine Teilmenge U eines Vektorraums V' ist also genau dann ein Unterraum von V, wenn U mit
den Verkniipfungen “+” und “” selbst einen Vektorraum bildet. Definition 2.2 verlangt, dass U
abgeschlossen ist gegeniiber der Addition und Multiplikation mit Skalaren.

BEISPIEL 2.2.

1.
2.

3.
4.

Jede Gerade durch den Koordinatenursprung bilden einen Unterraum im R2.
Jede Gerade und jede Ebene durch den Koordinatenursprung bildet einen Unterraum im
R2.
C(I,R) ={f € F(I,R) : fist stetig} ist ein Unterraum von F(I,R).
Es sei z¢ € I, dann ist
Fuo (I, R) = {f € F(I,R) : f(z0) = 0}

ein Unterraum von F(I,R).

DEFINITION 2.3. Sei V ein Vektorraum iiber K

1.

2.

Es seien vy,...,v, € V mit A\1,...,\,, € K. Der Vektor

n
v = E )\11)1
=1

heifit eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., vpy,.
Sei M C V eine nichtleere Teilmenge von V. Die Menge aller Linearkombinationen von
Vektoren aus M

[M]:={Mv1 4+ -+ Ao :neN, vy,...0, € M, \,..., N, €K}
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heiBt lineare Hiille von M. Wir setzen [()] = {0}.
SATZ 2.1. Es sei V ein Vektorraum iber K und M C V. Dann ist [M] ein Unterraum von V.

DEFINITION 2.4. Ist V ein Vektorraum und M C V derart, dass [M] = V, dann heiit M ein
Erzeugendensystem von V und V der von M erzeugte Vektorraum.

BEISPIEL 2.3. U = {(z,0,2) € R®: z, 2 € R} ist ein Unterraum des R3, denn fiir u = (x,0,2) €
Uw=(%,0,2) € U folgt
M= (Az,0,\z) e U
utw=(r+2,0,z+2)eU

Dieser Unterraum wird erzeugt vom System {e1,es}, aber auch von {ey,es,e; +es}, {e1,2e; —3es},
etc.

Erzeugendensysteme eines Unterraums sind also nicht eindeutig definiert. Manche Erzeugenden-
systeme enthalten redundante Vektoren. Es ist somit naheliegend, nach Erzeugendensystemen mit
moglichst wenigen Vektoren zu suchen. Wie kann man redundante Elemente eines Erzeugendensy-
stems identifizieren und eliminieren?

2.3. Basis und Dimension.

DEFINITION 2.5. Sei V ein Vektorraum iiber K. Die Vektoren vi,...,v, € V heiflen linear
abhingig, wenn es Skalare \q,..., A, gibt, die nicht alle 0 sind, sodass

0= Mo+ -+ A\,

Die Vektoren vy, ..., v, heiflen linear unabhingig, wenn sie nicht linear abhéngig sind.
Die Vektoren vy, ..., v, sind somit linear unabhéngig genau dann, wenn nur die triviale Linear-
kombination den Nullvektor ergibt.

BEMERKUNG 2.2.

1. Jede Menge von Vektoren, welche den Nullvektor enthélt ist linear abhéngig.
2. Um die lineare Abhéngigkeit von Vektoren zu untersuchen geht man folgendermaflen vor

a. Man nimmt an (Aq,...,\,) € K" sei derart, dass
(13) Avr + -+ Ay, = 0.
Dies lésst sich als homogenes LGS fiir die Koeffizienten A1, ..., \, interpretieren.

b. Besitzt das HLGS (1.3) nur die triviale Losung, sind die Vektoren vy, ..., v, linear
unabhéngig, ansonsten linear abhéngig.
3. Die kanonischen Einheitsvektoren sind linear unabhéngig.

BEISPIEL 2.4. Es sei

1 —1 2 1
-1 2 -3 1
,Ul_ _1 7U2_ 3 ,'U3: _3 7/1)4: 1
2 1 2 6

Der Ansatz
Avr+ -+ Ao =0

fithrt auf das HLGS

A — Ao+ 23 + A = 0
A+ 2X — 33 + A = 0
XA+ 3 — 3X3 + A = 0
21+ A 4+ 2X3 + 6N = O
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welches wir mit dem Gaufl Algorithmus 16sen:

1* -1 2 1 1* -1 2 1
—1 2 -3 1 0o 1 -1 2
-1 3 -3 1 0 0o 1* =2
2 1 2 6 0 0 -3 6
—
1* -1 2 1 1* -1 2 1
0o 1 -1 2 0o 1 -1 2
0 2 -1 2 0 0o 1* =2
0 -1 -2 4 0 0 0 0
Es folgt
)\4 =S
A3 = 28
Ao =x3—2x4=25—25=0
)\1:)\272)\37)\4:758
Somit gilt

—bsvy + Ovg + 2sv3 + svg =0, seR.

Die Vektoren wvy,...,v4 sind demnach linear abhéngig. Die Vektoren wvi,vs,vs sind jedoch linear
unabhéngig (s = 0!). Andererseits sieht man leicht ein, dass die Pivotspalten der Staffelform li-
near unabhingig sind (Dreieckssystem). (Ebenso sind auch die Pivotzeilen der Staffelform linear
unabhiingig). Diese Uberlegung rechtfertigt:

SATZ 2.2. Es sei A € K"™*" und B € K™*" entstehe aus A durch Anwendung des Gaufischen
Algorithmus. Dann sind in A und in B dieselben Spalten linear abhdngig bzw. linear unabhdngig.
SATZ 2.3. Es sei A € K™*™. Dann gilt
1. RgA ist die mazimale Anzahl linear unabhingiger Spalten von A.
2. RgA ist die maximale Anzahl linear unabhdngiger Zeilen von A.
Bildet man die Matrix A = (v1, ve, v3,v4), folgt RgA = 3.
BEISPIEL 2.5 (Fortsetzung des vorherigen Beispiels.).

Setzt man s = 1 ergibt sich
V4 = D1 — 203
Der Vektor vy lédsst sich als Linearkombination von v; und ws darstellen. Natiirlich konnte man
auch vy aus vy und v3 bzw. vs aus v; und vy linear kombinieren. Es ist jedoch nicht moglich vs als
Linearkombination von vy, vs und vy darzustellen (Ao = 0).
Da vy € [v1,v9] folgt
[U17 U2, V3, 'U4] = [Ula V2, US]
denn es gilt
avy + Bug + yu3 + dvg = avy + oy + yus + vy — 20v3

= (a+ 56)v1 + Buz + (v — 20)vs € [v1,v2,v3]

Da vy, v, v3 linear unabhéngig sind, folgt andererseits
[Uiavj]g[vlv'UQvUB] 7’7&]1 1§17]§3

Somit ist {v1, v2,v3} ein minimales Erzeugendensystem des Unterraums M = [v1, vg, vs, v4]. Fiir alle
x € M gilt daher

T = avy + fug +yv3
mit geeigneten Koeffizienten «, 3,7 € R. Diese Koeffizienten sind sogar eindeutig bestimmt: wére

x = avy + Pug + Fu3
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erhélt man durch Subtraktion
0= (a—a)z+ (8~ Fz+ (v = A)vs
und daraus wegen der linearen Unabhéngigkeit
a:dvﬁzgv’y:’?‘
Dies motiviert folgenden Begriff:

DEFINITION 2.6. Es sei M C K" ein nichttrivialer Unterraum. Ein linear unabhéngiges Erzeu-
gendensystem heifit Basis von M.

Dem Nullraum weifit man gelegentlich () als Basis zu.
BEISPIEL 2.6.

1. Die kanonischen Einheitsvektoren e; sind linear unabhéngig und bilden eine Basis des
K", da fiir jeden Vektor z = (z1,...,%,) € K" offenbar 2 = Y " | z;e; gilt. Somit gilt

x € ler, ... e

2. Die Vektoren ej,e; +eo,e1+es+e3,..., Z?:l e; sind ebenfalls linear unabhéngig und eine
Basis des K™.

3. Die Potenzfunktionen p;,p;(z) = z*,i = 0,...,n sind linear unabhingig und bilden eine
Basis fiir

Pn={f € CR,R): fistein Polynom, grad f <n}
Ein Vektorraum kann zwar unendlich viele Basen haben, alle Basen sind aber endlich und enthalten
dieselbe Anzahl von Basisvektoren oder alle Basen sind unendlich.
Wir fassen zusammen.

SATZ 2.4.
1. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis
2. Besitzt ein Vektorraum V' eine endliche Basis mit n Vektoren, dann hat jede andere Basis
von V ebenfalls n Vektoren.
3. Ist eine Basis von V unendlich, dann sind es auch alle anderen Basen von V.

DEFINITION 2.7.
1. Besitzt ein Vektorraum V eine endliche Basis mit n Vektoren, dann heifit n die Dimension
von V und man schreibt dim V' = n.
2. Besitzt V keine endliche Basis, heifit V unendlichdimensional und man schreibt dim V' =
0.

BEISPIEL 2.7.

1. Fir R™ tiber R ist dimR" = n.
2. Fiir R™ iiber Q ist dim R™ = oo.
3. dimC(I,R) = oo.
4. dimP, =n+ 1.
SATZ 2.5. Es sei V' ein Vektorraum dber K und dimV = n und B = {vy,...,v,} C V. Dann

gilt: B ist eine Basis von V genau dann, wenn sich jeder Vektor v € V auf eindeutige Weise als
Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, darstellen lisst, d.h. wenn es eindeutig bestimmte Skalare

ALy Ap gibt mit
n
v = Z )\ivi
i=1

DEFINITION 2.8. Sei V ein Vektorraum iiber K und {v,...,v,} eine Basis von V.
1. In der Darstellung v = Z?Zl Aiv; heiflen die Skalare \; Koordinaten von V beziiglich der
Basis {vy,..., v}
2. Das geordnete n—Tupel B = (vy,...,v,) heifit geordnete Basis von V.
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3. Ist v € V und sind Aq,..., A\, die Koordinaten von v beziiglich der geordneten Basis B
dann heifit der Vektor
A1
[U}B = c K"
An

der Koordinatenvektor von v beziiglich B.

0.B.d.A. wurde der Koordinatenvektor als Spalte geschrieben. Im Folgenden werden wir unter einer
Basis stets eine geordnete Basis verstehen.

BEISPIEL 2.8. Wir berechnen den Koordinatenvektor von v = (2,0,2) beziiglich der Basis B =
((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).

Der Ansatz

v = A1by + Aabs + A3bs

fiihrt auf das LGS fiir die Koordinaten Aq, Aa, A3:
1 1

OO =IO O
O = OO =
— O Ol = =

mit der Losung Ay = 2, Ao = —2, A3 = 2. Somit ist der Koordinatenvektor von v beziiglich B

2
g = | —2
2
Als Probe verifiziere man die Identitét
1 1 1 2
21 0 | =2 1 | +2| 1 =10
0 0 1 2

3. Lineare Abbildungen

3.1. Lineare Abbildungen und Matrizen. Im Folgenden seien V und W Vektorrdaume iiber

K.
DEFINITION 3.1. Eine Abbildung f: V — W heifit linear, wenn
L flz+y) = f(x)+ fy), z,y eV
2. f(Ax) = Af(=), rekK, zeV

Linearitét einer Abbildung bedeutet demnach, dass das Bild einer Linearkombination von Vek-
toren gleich der entsprechenden Linearkombination der Bildvektoren ist,

FO i) =D Aif(v)
i=1 i=1
Fiir A = 0 erhélt man eine notwendige Bedingung fiir Linearitét:
7(0) =0,
BEISPIEL 3.1.

1. Die Identitat id : V — V ist linear.
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T
2. fiRE S RZmit f(| v |)= ( 2r— 5z ) ist linear. Es gilt beispielsweise

. 342y — =z

T AT
2 \x — bAz 2x — bz
Al y =1 AZ )_<3)\x+2)\y/\z)_)\(3x+2yz>

3. Es sei CY(I,R) = {f € F(I,R) : fist stetig differenzierbar} mit D : C*(I,R) — C(I,R)

definiert durch Df = f’ dann ist D linear.

. Sei I = [a,b]. Die Abbildung T : C(I,R) — C*(I,R), (T'f)(z) = [/ f(s)ds ist linear.
. Es sei A = (a;;) eine m x n Matrix. Mit deren Hilfe kann man eine Abbildung f4 :

K™ — K™ definieren, sodass man fiir z = (£1,...,§,) die Koordinaten des Bildvektors
y = (M,-...,nm) berechnet durch

n
ng aixé , 1=1,...,m.
k=1

Die Abbildung f4 ist linear.
In der Praxis verzichtet man bei der Notation auf eine Unterscheidung zwischen der
Matrix A und der durch sie vermittelten Abbildung f4 und schreibt anstelle von

y = fa(z)
kurz
y = Ax

Es gilt aber auch folgende Umkehrung: Es sei dimV = n und dimW =m, A = (ay,...,a,)
eine Basis von V', B = (by,...,by,) eine Basis von W und f : V' — W linear. Stellt man
v € V als Linearkombination von Basisvektoren dar

v=2 &0
j=1
und setzt dies in y = f(v) ein, erhiilt man wegen der Linearitit
y=10) = &Gag) =) & f(a).
j=1 j=1

Jeder der Bildvektoren f(a;) lésst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Basisvektoren in B darstellen:

f(aj):Zakjbk, j=1...,n
k=1

Insgesamt erhélt man somit

y=> &> abr=> > ar& | i
1

j=1 k= k=1 \j=1

Andererseits gilt

y= Z Nk
k=1



3. LINEARE ABBILDUNGEN 17

wir haben also y auf zwei Arten als Linearkombination von Basisvektoren dargestellt. Aus
der Eindeutigkeit von Koordinatenvektoren folgt daher

n
nk:Zakjgj, k=1,....m
i=1

Wir fassen die Koeflizienten ay; in eine m x n Matrix A zusammen derart, dass

A= ([f ()]s, [F(an)]s).
Dann ist (1.4) gleichbedeutend mit

Wir fassen zusammen:

SATZ 3.1. Essei f:V — W, dimV = n,dim W = m, linear. Ist A = (aq,...,a,) eine Basis von
V und B = (b1,...,bn) eine Basis von W, dann kann f durch eine m x n Matriz My beschrieben
werden, deren j—te Spalte durch [f(a;)|s gegeben ist. Dem funktionalen Zusammenhang y = f(x)
entspricht die Beziehung

[yls = My[z]a

Als Folgerung halten wir fest: Eine lineare Abbildung ist durch ihre Bilder auf einer Basis
bereits eindeutig festgelegt. Man kann sich iiberlegen, dass 3.1 auch dann gilt, wenn die Dimension
des Bildraumes W nicht endlich ist, wenn dim f(V') < oo.

BEISPIEL 3.2.

1. Essei dimV =n, A = (v1,...,v,) eine Basis in V, id : V. — V. Wegen

id(v;)) =v; =0vy + -+ 1v; + -+ 0v,
folgt [id(v;)]4 = e;. Die Matrixdarstellung der Identitét in V beziiglich einer beliebigen
Basis ist demnach die Matrix

M’Ld:E: '.. s

die Einheitsmatrix.

<

3z +2y—z

x
. Essei f: R3 — R? mit f( ) = ( 2w — 5z ) Wir wihlen im R? und im R?

jeweils die Standardbasis.
Es folgt

fler) = f(
fle2) = f(

or o oo
=
I
Y ®

fles) = f(

0
0
1
Dies ergibt die Matrixdarstellung A von f

30 =5\ _ ooxs
(3 2 —1)€R
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3. Essei V=P, und W =P,_1, n > 1. Wir wihlen jeweils die Basis A = (po, ..., pn) bzw.
B = (po,-.-,pn-1) und betrachten die Ableitung D : P,, — P,_1
Dp=yp', peP,
Wegen

gilt
[Dpils =iei—1, 1<i<n ,[Dpls=0
Die Matrixdarstellung der Ableitung im P,, ist somit gegeben durch

01 0 ... O
0 2
Mp = - 0 : € Rnx(n—i—l)

00 0 0 n

4. Rotation im R? um einen Winkel ¢ entgegen dem Uhrzeigersinn:

Y Yy Y
Rv
v e
_—F -~ _Rey = (cos ¢,sin¢) //7‘2\\
~ // \\
[N / N
2 | AN / \
[ \ \
¢ | /| \
é \ \ cos ;| [0} ¢ \
x \ x I |
[

e1 —sin ¢

Wir wihlen im R? die kanonische Basis. Aus der Skizze liest man ab
[ cos(¢) [ —sin(¢p)
Rey = (sin(¢)> Rey = ( cos(¢)

g = (G0) )

und somit

sin(¢)  cos(¢)
Die Darstellung von Res ergibt sich auch aus der Beobachtung, dass man Res auch erhélt,
indem man e; um den Winkel ¢ + 7/2 dreht.
5. Ubung: T : Py = Puyr,  (Tp)(z) = [ p(s)ds.
Durch eine lineare Abbildung werden zwei Unterrdume bestimmt, mit deren Hilfe wichtige Ei-
genschaften der Abbildung beschrieben werden kénnen:
DEFINITION 3.2. Es sei f: V — W linear.

1. Der Kern von f ist die Menge aller Vektoren aus V', welche durch f auf den Nullvektor in
W abgebildet werden

ker f={veV: f(v)=0}
2. Das Bild von f ist die Menge aller Vektoren aus W, welche als Bilder von Vektoren aus V'
unter f auftreten

bild f = {w € W : es existiert ein v € V mit f(v) = w}
SATZ 3.2. Es sei f:V — W linear. Dann gilt
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1. ker f ist ein Unterraum von V wund bild f ist ein Unterraum von W.
2. f st injektiv genau dann, wenn ker f = {0}.

3.2. Matrizen und lineare Gleichungssysteme. Wir betrachten das lineare Gleichungsssy-
stem

a11r1 + -+ awmT, = b

Am1T1 + -+ AypnTp = bm
mit der Koeffizientenmatrix A = (a;;) € R™*", Inhomogenitit b = (by,...,by) € R™ und z =
(z1,...,2,) € R™ Es wurde bereits gezeigt, dass die m x n Matrix A eine lineare Abbildung

R™ — R™ induziert, welche wir ebenfalls mit A bezeichnen. Dann kann das LGS in kompakter Form
geschrieben werden als

(1.5) Az =b.

FEin LGS kann somit auch folgendermaflen interpretiert werden: Gesucht ist ein Vektor x € R™, der
durch die lineare Abbildung A auf b abgebildet wird. Das Berechnen der allgemeinen Losung eines
homogenen LGS ist somit gleichwertig mit dem Berechnen des Kerns von A.

Der neue Blickwinkel ermdglicht nun zwanglos ein besseres Verstindnis der Struktur der allge-
meinenen Losung eines LGS. Seien etwa y und z Losungen von Az = b. Wegen der Linearitdt von
A folgt

Aly—2)=Ay—Az=b—-b=0,
d.h. die Differenz von zwei beliebigen Losungen von Az = b 16st das homogene Gleichungssystem
und liegt daher im Kern von A. Kennt man also irgendeine partikulére Losung x, von (1.5) und ist
y eine weitere Losung, dann ist v = y — z, € ker A und somit besitzt jede Losung y von (1.5) die
Darstellung
Yy=xp,+v
mit v € ker A. Umgekehrt ist jeder Vektor der Form y = x, +v mit v € ker A eine Lésung von (1.5),
denn es gilt
Ay =A(zp,+v) =Az, + Av=0+0=0.
Es gilt also

SATZ 3.3. Die allgemeine Liosung des inhomogenen LGS Ax = b ist gegeben durch
L={z,+v:veker A}
wobei x), eine partikulire Losung von Ax =b bezeichnet.
Eine unmittelbare Konsequenz aus der Linearitit von A ist

SATZ 3.4. Superpositionsprinzip FEs seien x; Losungen der inhomogenen linearen Gleichungssy-
steme Ax; = b;,i =1,2. Dann ist axy + Bxo Losung von Ax = aby + [bs.

Man beachte, dass Satz 3.3 und Satz 3.4 nur die Linearitdt von A benétigen.

BEISPIEL 3.3. Zu berechnen ist der Kern von

1 5 5 1
-1 1 1 -1
1 2 2 1

Gauf} Elimination ergibt das dquivalente LGS

1 5 5 1 -1 -1 1
11 -1 0 1* 1 0
1 2 2 1 0 0 00
™ -1 -1 1 1 0 0 1
0 6+ 6 0 0 1* 10
0 3 3 0 0 0 00
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mit der Losung

x4 =1
T3 =S5
To = —S§
xr] = —t
welche man in der Form
T 0 —1
T = iz = :} s+ 8 t = su—+tv
Ty 0 1

schreiben kann. Da man auf diese Weise jede Losung der homogenen Gleichung erhalten kann, folgt
ker A = [u,v]

Man iiberzeugt sich leicht von der linearen Unabhéingigkeit der Losungen u und v. Somit ist (u,v)
eine Basis von ker A.

Allgemein gilt, dass die Anzahl der nichtbasischen Variablen mit der Dimension von ker A
iibereinstimmt und eine Basis von ker A bestimmt werden kann, indem man in der allgemeinen
Losung der Reihe nach alle nichtbasischen Variablen mit jeweils einer einzigen Ausnahme Null setzt.

3.3. Matrizenkalkiil. Es seien f,g:V — W, dimV = n,dim W = m. Aus der Definition von
Af bzw. f + g folgt mit Satz 3.1, dass die i-te Spalte von My bzw. My, (beziiglich fester Basen
Ain V bzw. B in W) gegeben sind durch
[(Af)(wi)ls = [Af(vi)ls = Alf (vi)ls
[(f + 9)(wi)ls = [f (vi) + g(vi)]s = [f(vi)] + [9(vi)]B
Die letzte Gleichheit ist jeweils eine Konsequenz aus dem Superpositionsprinzip. Dies legt nahe, in

der Menge K™*" eine Multiplikation mit einem Skalar und eine Addition elementweise zu definieren:

DEFINITION 3.3. Es seien A = (a;;), B = (b;;) € K™*", und A € K. Dann sind die Matrizen AA
und A + B definiert durch

EZA}JBM _ 2?@ p, o+ 1Sismilsisn
Mit dieser Struktur bilden K™*™ einen Vektorraum. Offenbar gilt
M)\f = )\Mf
Myig = My+ M,
Es seien nun f:V — W und g : W — Z lineare Abbildungen, dim Z = r. Dann ist auch
gof:V—2

linear. Es seien My, My, Myoy die Matrixdarstellungen von f,g bzw g o f beziiglich fester Basen
A,B,Cin V,W und Z. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Matrizen My, M, und Mo ¢?
Dem funktionalen Zusammenhang

y= (g0 f)(x) =g(f(z))
entspricht nach Satz 3.1
Wle = Myos[ela = My([f(x)]8) = My(My[z] 2) =" MyMj[z] 4
d.h. (formal)
Mgyos = M,M;.

Der Matrix, welche die Hintereinanderausfithrung go f der linearen Abbildungen g und f beschreibt,
enstpricht also ein noch zu definierendes Produkt der Matrizen M, und M;. Dazu betrachten wir
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wieder den Koordinatenvektor [(g o f)(x)lc = (1, ..., n) fir [x]a = (&1, ..,&,). Eine zweimalige
Anwendung von Satz 3.1 ergibt

)
k=1

ni =Y (Mgop)a&i

=1
Da die Koordinaten &;,1 <[ < n, beliebig gewéhlt werden koénnen folgt

I
M:
N
NE
S
=
=
=

Andererseits gilt

m
(Mgog)it = Y (Mg)ir(My)p, 1<i<r, 1<I<n
k=1

Dies motiviert folgende Definition des Produktes zweier Matrizen:

DEFINITION 3.4. Es sei A eine 7 x m und B eine m x n Matrix, A = (a;;), B = (bi;). Die
Produktmatrix C' = (¢;;) ist eine 7 x n Matrix, deren Elemente berechnet werden durch

m
Cij = E aikbkj i:L...,r,j:l,...,n
k=1

BEMERKUNG 3.1.

1. Die Interpretation des Produktes von Matrizen als Matrixdarstellung der Verkettung li-
nearer Abbildungen erkléirt, warum das Produkt zweier Matrizen nur dann sinnvoll erklart
werden kann, wenn die Spaltenanzahl des ersten Faktors mit der Zeilenanzahl des zweiten
Faktors iibereinstimmt. Dies entspricht der Verkniipfungsbedingung fiir die Hintereinan-
derausfithrung von Abbildungen.

Wir fassen zusammen:

(rxm)-(mxmn)=rxn
und
J J
i = i
rXn rXm m Xn

2. Schreibt man Vektoren als Spalte, kann man sie auch als n x 1-Matrizen auffassen. Die
Multiplikation einer m x n—Matrix mit einem Vektor im K" kann man dann als Spezialfall
des Produktes zweier Matrizen auffassen.

3. Da die Verkettung von Abbildungen nicht vertauschbar ist, i.A., g o f # f o g, folgt auch

AB + BA
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Beispielsweise sei A = (8¢), B=(3§), dann ist AB =0, aber BA = (8}).
Dieses Beispiel zeigt auch, dass aus AB = 0 i.A. nicht A =0 oder B = 0 gefolgert werden
kann. Dies ist ein markanter Unterschied zu K.

Abgesehen von der Kommutativitit des Produktes gelten die iiblichen Rechenregeln.

SATZ 3.5. FEs seien A, B, C geeignete Matrizen, sodass folgende Operationen sinnvoll sind. Dann
gelten folgende Regeln

. (M)B =A(AB) =X(4B) , €K

2. A(BC)=(AB)C

3. AABB+C)=AB+ AC und (A+ B)C = AC + BC
4. AO=0und 0A=0

3.4. Die inverse Matrix. Ist dimV =mn, f : V — V| linear und bijektiv, dann existiert eine

Umkehrabbildung f~! : V' — V. Diese ist wiederum linear (U) und es gilt

fof Tt =J"ef=id

Dieser Beziehung entspricht fiir die Matrixdarstellung von f und f~!

MiMsr = My 1My = E

DEFINITION 3.5.

1. Es seien A, B € K"*". Man nennt B die inverse Matrix von A, wenn

AB=BA=F

gilt. Fiir die inverse Matrix von A schreibt man A1,

2. A heifit regulér (invertierbar), wenn die inverse Matrix von A existiert. Andernfalls heift

A singulér.

BEMERKUNG 3.2.

1. Die inverse Matrix ist eindeutig.
2. Ist A regulir, dann besitzt das LGS

Ax =10
fiir jede Inhomogenitét die eindeutige Losung
x=A"1b.

Dies ist evident, da die zu A zugehorige lineare Abbildung bijektiv ist. Auf der Ebene der
Matrizenkalkiils folgt dies aus

A(A™'b) = (AA~Y)b = Eb = b.

. In der Praxis wird aber ein LGS nicht durch Invertieren von A gelost, da die Berechnung

von A~!i.A. aufwendiger ist, als die Losung mit Hilfe des Gaufischen Aulgorithmus.

. Fiir die Existenz der inversen Matrix geniigt es bereits, eine Matrix zu finden, welche einer

der beiden folgenden Bedingungen geniigt
AB=F bzw. BA=F.

Die inverse Matrix ist somit auch charakterisiert als eindeutige Losung X der Matrixglei-
chung

AX =FE.
Schreibt man X = (z1,29,...,2,) und E = (e1,...,e,), dann ist 1.6 gleichwertig mit dem
simulatenen LGS
Amizei, i:l,...,n

fiir die Spalten der inversen Matrix. Dieses kann effizient mithilfe des Gaui—Jordan—Algo-
rithmus gelost werden. Gleichzeitig kann die Frage der Invertierbarkeit von A entschieden
werden. Dieser Algorithmus ist eine Weiterentwicklung des Gauf3—Algorithmus, der auch
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die Substitutionsphase einschlief3t.
Im k—ten Schritt ist durchzufiihren:
1-5 wie im Gauf—Algorithmus
6. Elimination aller Elemente oberhalb des Pivotelements und Normierung des Pivot-
elements zu 1.
7. Abfrage, ob eine Nullzeile auf der Koeffizientenseite auftritt. Tritt eine Nullzeile auf
der Koeffizientenseite auf, dann ist A nicht invertierbar und der Algorithmus wird

beendet.
Die Berechnung der Inversen erfolgt demnach nach dem Schema
Al E
G| J
E[ AT

BEISPIEL 3.4. Berechne die Inverse von

1 3 5
A=12 2 3
1 1 2
1 3 5 1 0 0
2 2 3 0 1 0
1 1 2 0 0 1
1 3 5 1 0 0
0o -4 -7 2 1 0
0 -2 3| -1 0 1
1 3 5 1 0 0
0 -2 -3 1 0 1
0 0 -1 0 1 =2
1 3 0] 1 5 —10
0 -2 o0|-1 -3 7
0 0 1| 0 -1 2
T T T
o 1 o 11 i
2 2 2
0 0 1 0 1 -2
Somit ist A invertierbar und es gilt
1 -1 1 1
At=-1 3 -7
2\o0 -2 4

Fiir die Inverse regulérer 2 x 2-Matrizen gibt es die einfache explizite Darstellung

_fa b o 1 d —b
A_(c d) , 4 _adbc<c a)

falls ad — be # 0 (diese Bedingung ist sogar gleichwertig mit der Regularitit von A).
Aus den Eigenschaften der Umkehrabbildung folgt unmittelbar

SATZ 3.6. Es seien A, B € K"*". Ist A requlir
1. Dann ist auch A~ regulir und ihre Inverse ist A:

(A=A
2. Das Produkt AB ist genau dann requlir, wenn A und B reguldr sind. Es gilt
(AB)"'=B7'A™!

Invertierbarkeit von Matrizen ldsst sich auf viele Arten charakterisieren:
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SATZ 3.7. Es sei A € K™*". Aquivalent sind folgende Aussagen

1. A ist requldr

ker A = {0}

Die Spalten (Zeilen) von A sind linear unabhdingig.

Die Spalten (Zeilen) von A sind eine Basis des K™.

RgA =n

Das LGS Ax = b besitzt fiir jedes b € K™ genau eine Lisung.

SO N

3.5. Koordinatentransformationen. Es sei f : V — W linear, dimV = n,dimW = m
mit A, B Basen in V bzw. in W. In der Notation fiir die Matrixdarstellung haben wir bisher die
gewihlten Basen unterdriickt. Manchmal ist es zweckmiflig die zugrundegelegten Basen anzufiihren.
In diesem Falle schreiben wir [f] 45 anstelle von M. Die Beziehung y = f(z) wird dann dquivalent
ausgedriickt durch

lvls = [f]aslz]a-
Wir betrachten den Spezialfall W =V und f = id. Dann gilt fiir alle x € V

[z]5 = [id] as[7] -
Ist A= (ay,...,a,), dann ist die i—te Spalte von [id] 45 gegeben durch
[id(ai)]s = [as]B-

Die Matrix der Identitit beziiglich zweier Basen A und B im selben Vektorraum V', [id] 45, heifit
auch die Basiswechselmatrix zum Basiswechsel von A nach B:

id

(V, A) (V. B)

~——

id~! =id
Somit gilt

SATzZ 3.8. Es seien A und B Basen eines Vektorraums V- mit dimV = n. Dann gilt

L [idjag[z]a=[2]s, w€V
2. Die Basiswechselmatriz ist invertierbar und

[id) a5 = lid)sa

Als wichtigen Spezialfall betrachten wir V- = R" A = (a4,...,a,) und B = £ die kanonische
Basis. Wegen [a;]¢ = a; steht in der i—ten Spalte der Basiswechselmatrix [id] 4¢ gerade der i—te
Basisvektor a;.

BEISPIEL 3.5. Man berechne die Koordinaten von x = (2,0,4) beziglich der Basis A = ((2,3,1),-
(1,0,0),(1,5,2)).

Die Matrix

A=

— W N
O O =
N Ut =

ist die Basiswechselmatrix [id] 4¢. Somit gilt

(1.7) [z]e = Alz] a4,
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d.h. [z].4 ist die Losung des LGS (1.7):

2 1 1 2
3 0 5 0
1 0 2 4
1 0 2 4
01 -3| -6
0 0 —-1]-12
1 0 0| —-20
0 1 0 30
0 0 1 12

Es folgt [x]4 = (—20,30,12).
Ist umgekehrt [x] 4 = (1,1, 3) gegeben, ergibt eine einfache Multiplikation

2 11 1 6
[.’L‘]g = [id]Ag [m]A =(3 0 5 1 = 18
1 0 2 3 7

Wie dndert sich die Matrix [f] 45 einer linearen Abbildung f : V — W, wenn man in V und W
die Basen durch A bzw. B austauscht? Die Beziehung y = f(x) kann dann geschrieben werden als

bzw. [ylg = [f] 15l7] 1
Wegen
(7] 5 = [id] 4 z[x]4
[z]5 = [id] g5lYls
folgt

Da dies fiir alle z € V' gilt, folgt

SATZ 3.9. Es sei f : V. — W linear, V,W endlichdimensz;onal und [flag die Matriz von f
beziiglich der Basen A in V' und B in W. Ersetzt man A durch A in'V und B durch B in W erhdlt
man

Fiir den Spezialfall V =R*", A =B =&, und A =B = (81,...,5n) setzen wir

A= [flee
S = (s1,...,5,) = [id] 45
also
S = lidlg 4

Dies ergibt die Transformationsformel
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BEISPIEL 3.6. FEs sei A die Basis aus Beispiel 3.5 und

-2 11 =25
A=|10 -3 15
0 -2 8
Fine etwas miihsame Rechnung ergibt
2 1 1\ ' /=2 11 25\ /2 1 1
S7'AS=13 0 5 0 -3 15 305
1 0 2 0 -2 8 1 0 2
0 2 =5\ /4 -2 3 2 0 0
=11 -3 7 6 0 15|=10 -2 0
0 -1 3 2 0 6 0 0 3

In Bezug auf die Basis A wird also die lineare Abbildung durch eine wesentlich einfachere Matrix
beschrieben als in Bezug auf die kanonische Basis.
Das folgende Diagramm fasst die Transformationsformel anschaulich zusammen:

[flas
(V,A) (W, B
[id] 4 4 [id) g = lid)
s N
(V, A) (W, B)

Matrizen, welche ein und dieselbe Abbildung beschreiben haben viele gemeinsame Eigenschaften:

DEFINITION 3.6. Die Matrizen A, B € K™*" heiflen &hnlich genau dann, wenn es eine regulire
Matrix S € K"*" gibt mit
B=S"1AS

SATZ 3.10. Ahnliche Matrizen haben denselben Rang.

4. Die Determinante einer Matrix

Jeder quadratischen Matrix kann man einen Skalar, det A, die Determinante von A, zu-
ordnen. Gelegentlich schreibt man auch |A| anstelle von det A. Wir geben keine exakte Definition
sondern beschrinken uns auf die wesentlichen Eigenschaften und Methoden zur Berechnung einer
Determinante. Fiir Matrizen in K2*2 bzw. K3*3 gibt es einfache Formeln:

A:(Z Z) det A = ad — be
@11 ai2 a3

a11G22033 + 12023031 + Q21032013
A= a21 QA22 Q23 det A =

—a31G22013 — 021012033 — 432023011
az1 asz ass

Eine einfache Merkhilfe fiir die Berechnung der Determinante einer 3 x 3-Matrix ist die Regel von
Sarrus: dazu ergéinze man die Matrix um die erste und zweite Spalte

aip aiz2 a3 ai; a2
G21 G2 A23 A21 (22
31 az2 a3z (31 (32
+  +  +
und bilde die Summe der Produkte der Matrixelemente in den von links oben nach rechts unten
verlaufenden Diagonalen und subtrahiere davon die Produkte der Matrixelemente in den von links
unten nach rechts oben verlaufenden Diagonalen.



4. DIE DETERMINANTE EINER MATRIX 27

BEISPIEL 4.1.
3

1 )
2 -2 4=-2+12-10—-(-10+6—-4) =8
1 -1 1

Im R? und R? kann man die Determinante geometrisch deuten:

SATZ 4.1. Die Determinante einer Matriz im R?*2 (R3*3) entspricht dem (signierten) Fli-
cheninhalt (Volumen) jenes Parallelogramms (Parallelepipeds), welches von den Spalten der Matriz
aufgespannt wird.

Eigenschaften von Determinanten:

SATZ 4.2.

1. Die Determinante der Finheitsmatriz ist det E =1
2. Fiir zwei Matrizen A, B € K"*™ gilt

det AB = det Adet B

3. A ist reguldr genau dann, wenn detA # 0. In diesem Fall gilt
1
det A7t = ——
¢ det A
4. Sind A und B dhnlich, gilt
det A =det B

5. Ist A € K"™" und A € K, dann gilt
det(AA) = A" det A
4.1. Berechnung einer Determinante. Eine Matrix A € K™*™ heifit untere (obere) Drei-
ecksmatrix, wenn
a;; =0 firi < j (Z>])
also sidmtliche Matrixelemente oberhalb (unterhalb) der Diagonale Null sind. Eine Matrix heif3t

Diagonalmatrix, wenn
aijzo furz;éj

SATZ 4.3. Es sei A € K"*" eine untere (obere) Dreiecksmatriz. Dann ist die Determinante von
A gleich dem Produkt der Diagonalelemente

det A = f[ (0777
i=1

Eine Berechnungsmethode fiir Determinanten basiert darauf, die gegebene Matrix analog dem
GauBlschen Algorithmus in eine Dreiecksmatrix umzuformen. Dabei sind folgende Umformungen
zuléssig:

SATZ 4.4. Entsteht die Matriz B aus A durch eine der folgenden Umformungen, dann gilt fiir
die Determinante von B:

1. Eine Zeile von A wird mit einem Skalar X multipliziert, dann ist
det B = Adet A.
2. Zu einer Zeile von A wird das A—fache einer anderen Zeile von A addiert, dann ist
det B = det A.
3. Zwei Zeilen von A werden vertauscht, dann ist
det B = —det A.

Diese Regeln gelten auch, wenn die Umformungen in den Spalten von A vorgenommen werden.

Eine unmittelbare Folge ist det A = 0, falls zwei Zeilen (Spalten) von A gleich sind oder A eine
Nullzeile (Nullspalte) enthélt.
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BEISPIEL 4.2.

12 8 11 2 12 8 11 2 8 0 5 0 8 0 5 0
2 4 3 1| j10 6 9 1| [8 2 6 0| [13 2 11 0
0 6 9 1] |9 -6 5 =2/ |13 2 11 0o [0 2 1* 0
9 —6 5 —2 2 4 3 1* 2 4 3 1* 2 4 3 1%
8 —10 0 0 13 =20 0 0 -3 0 0 0
_ B -20 0 0f_ |8 -10" 0 0)_ |8 10" 0 0|_,
0 2 1* 0 0 2 1* 0 0 2 1* 0
2 4 3 1* 2 4 3 1* 2 4 3 1*

4.2. Der Entwicklungssatz von Laplace. Der Entwicklungssatz ermoglicht es, die Berech-
nung der Determinanten einer Matrix A € K"*™ auf die Berechnung von n Determinanten von
Matrizen im K"~'X"=1 zuriickzufiihren.

e Unterlege die Matrix mit dem Vorzeichenschema

+

+

_|_

+ I+
+
+ I+

e Wiihle eine geeignete Spalte (Zeile).

e Multipliziere jedes Element der gewéhlten Spalte (Zeile) mit dem entsprechenden Vorzei-
chen und der Determinante jener Matrix, die durch Streichen der Zeile und Spalte entsteht,
in welcher das betreffende Element steht.

e Die Determinante ist die Summe dieser Produkte.

Insbesondere eignen sich Zeilen (Spalten) mit vielen Nullen fiir die Entwicklung nach Laplace. Die
Anzahl der Nullen kann durch geeignete Umformungen erhéht werden.

BEISPIEL 4.3.

00 0
2 0 4 6 -8 g 8 2 %3 2 0 4
31 5 =7 1 =-23 | & _777(72)(73)3 1 5
00 0 0 2 6 0 -4 9 6 0 —4
6 0 —4 2 -1
2 4
=6/, _4776~(732)f192

5. Komplexe Zahlen
Die Nullstellen der quadratischen Gleichung (p, ¢ € R)
(1.8) 2+ pr+q=0

sind gegeben durch
2

p p
=—=+4/=— -
x1,2 9 4 q
soferne die Bedingung
2
L > O
4 q=

erfiillt ist. Wenn diese Bedingung verletzt ist, dann hat (1.8) keine Losung in R. Beispielsweise ist

224+1=0
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nicht 16sbar in R. Die formalen Losungen 4++/—1 erfiillen den Wurzelsatz von Vieta, d.h.
r1+axo=p=0

T129 = V—1(—V=1) = =(vV=1)2 = =(-1)=1=¢

Die Einfiithrung solcher formaler Losungen hat sich als so fruchtbar erwiesen, dass ein neuer Zahlbe-
griff eingefiihrt wurde.

DEFINITION 5.1.
1. Das Symbol ¢ ist definiert durch

it =—1

und heifit imaginédre Einheit.
2. Die Elemente der Menge

C={a+ib:a,beR}

heiflen komplexe Zahlen.
Die Elemente der Menge
{iz : z € R}
heiflen imaginire Zahlen.
3. Es sei z = a + b eine komplexe Zahl. Man nennt
a. a Realteil von z, a = Rz
b. b Imaginérteil von z, b = 3z
c. |z| = va? 4+ b? Absolutbetrag von z
d. Z = a — ib die zu z konjugiert komplexe Zahl

Eine komplexe Zahl ist somit eindeutig durch die Angabe des Real- und des Imaginérteiles
festgelegt. Die komplexe Zahl z = a + ib bestimmt daher eindeutig einen Punkt in der Ebene
mit den kartesischen Koordinaten (a,b) und umgekehrt. Man nennt die Ebene, deren Punkte als
komplexe Zahlen aufgefasst werden Gauf3sche Zahlenebene.

imaginédre Achse

—Z z
bk z=a+1ib=~ (a,b)
|
. || |
i+ !
|
} /“ reelle Achse
1 a
Gauflsche Zahlenebene . -

Fiir die Addition und Multiplikation komplexer Zahlen gelten die iiblichen Regeln, welche um
die Vereinbarung i?> = —1 erginzt werden. Ist x = a + ib,y = o + i3, dann folgt also
rry=ata+i(btp)
zy = (a +ib)(a +iB) = aa + i(afB + ba) + b3
=aa — b8 +i(af + ba).
Setzt man b = 8 = 0 erhilt man die iiblichen Rechenregeln fiir reelle Zahlen. Die Arithmetik
komplexer Zahlen mit $z = 0 ist somit identisch mit der Arithmetik reeller Zahlen. Man kann daher

die komplexen Zahlen mit Sz = 0 mit den reellen Zahlen identifizieren.
Eine einfache Rechnung ergibt
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SATZ 5.1.
L Rz=1(z+%2), Sz= % z
2. z— 7 = |2|? und somit

z z|

Der zweite Punkt deutet an, wie die Division komplexer Zahlen durchgefiihrt werden kann:

e 1 _ag
y y o |yl
BEISPIEL 5.1. Man berechne ;:Z
1+ NS4 1 . . 2 1 . 1 .
=(1+2 = — 4 = —(-5+410i) = =(-1+2
T4 (1+ 1)94—16 25(3+ i+ 6i + 8i%) 25( 5+ 107) 5( + 21)

SATZ 5.2. Eigenschaften der Konjugation Fiir komplexe Zahlen x,y gilt
L. ZTy=2+7
2.7y ="1y
3. 7| = ||
SATZ 5.3. FEigenschaften des Betrags Fiir komplexe Zahlen x,y gilt
1. || = 0 genau dann, wenn x =0
2. |eyl = |z|ly]
3. |z +yl < Jal + [yl
5.1. Allgemeines iiber Polynome (K =R oder K = C).

DEFINITION 5.2.
1. Ein Polynom iiber K ist eine Abbildung p : K — K,

n
p(x) = Z a;z"
i=0

mit n € N, a; € K,0 <i <n. Das Polynom hat den Grad n, grad p = n, falls a,, # 0 und

a; = 0 fiir ¢ > n. Fir p = 0 setzt man gradp = —oo.
2. Ein Element zy € K heifit Nullstelle (Wurzel) des Polynoms p, wenn
p(xo) =0

SATZ 5.4 (Division mit Rest). Es sei d ein Polynom, d # 0. Dann gibt es zu jedem Polynom p
eindeutig bestimmte Polynome r und q mit

p=qd+r
gradr < gradd
Ist r =0, heifit d Teiler von p.

Dividiert man also ein Polynom p durch ein Polynom d (Divisor) erhilt man als Quotient ein
Polynom ¢ und als Rest ein weiteres Polynom r mit grad r < gradd.

BEISPIEL 5.2. Es sei p(x) = 22* + 52° — 2 + 7 und d(x) = 2 + 4z + 3.

(2z*  +52° —x 47 : (2?2 +4x+3)=222-32x+6
_2z% 4+ 823 4 _622
—32° —622 —
—+3$3 —+12CE2 —+9.’L'

62> +8z +7
_62% +_24x +_18
—16z —11
qlx) = 222 -3z+4
p(z) = —16z—11
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Somit gilt die Darstellung
p(z) = (22% — 32 + 6)(2? + 4z + 3) = 16z — 11.
Wihlt man im Divisionssatz (5.4) speziell d(x) = x — x fiir ein festes xg € K, dann gilt

p(z) = q(z)(z — z0) + 7 (2)
gradr < gradd =1

also kann 7 nur ein konstantes Polynom oder das Nullpolynom sein. Wir kénnen daher aus dem
Divisionssatz folgern:

SATZ 5.5. zg € K ist genau dan Nullstelle eines Polynoms p, wenn es ein Polynom q mit
grad g = gradp — 1 ¢ibt, sodass

p(z) = q(x)(z — x0), z € K.

Wiederholt man dieses Argument, erhélt man, dass ein Polynom vom Grad n hochstens n
Nullstellen besitzen kann. Lésst man jedoch auch komplexe Nullstellen zu, dann gilt sogar

SATZ 5.6 (Fundamentalsatz der Algebra).

1. Fin Polynom n-ten Grades besitzt in C genau n (nicht notwendigerweise verschiedene)

Nullstellen.
2. Sind z1, ...,z € C die verschiedenen Nullstellen eines Polynoms p vom Grad n, dann gibt
es eindeutig bestimmte Zahlen my, ..., my derart dass p die Darstellung besitzt

p(z) =an(z —21)™ (2 — 22)"2 -+ (2 — 2x)"*
k

Man nennt die Fxponenten m; die algebraische Multiplizitdt der Nullstelle z;.

In den Anwendungen sind die Koeffizienten der betrachteten Polynome meist reell. Es gilt dann
folgendes niitzliche Resultat.

SATZ 5.7. Es sei p ein Polynom mit reellen Koeffizienten.

1. Dann treten die Nullstellen in C\R in konjugiert komplexen Paaren auf.
2. Ist gradp = 2n + 1, dann hat p mindestens eine reelle Nullstelle.

Ferner halten wir fest, dass die Losungen der quadratischen Gleichung
2 +pr+q=0, pqgeC

gegeben sind durch

(1.9) T1o = fg + (§)2 —q

BEISPIEL 5.3. Das Polynom p(z) = 2% — 1 besitzt die reelle Nullstelle z = 1. Die beiden weiteren
kongugiert komplexen Nullstellen ergeben sich aus der Darstellung

p(z) = (2 +24+1)(z—1) =q(2)(z —1).

Die Nullstellen von q sind nach (1.9)
1 / 1 )

&

293 =—7 =

DN | =
[ =
I
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6. Eigenwerte und Eigenvektoren

DEFINITION 6.1. Es sei V' ein Vektorraum iiber K und f : V' — V linear. Ein Skalar A € K heif3t
Eigenwert, wenn es einen Vektor v # 0 in V' gibt mit

f(v) = o.
Man nennt v Eigenvektor von f zum Eigenwert A, der Unterraum
ker(Nid — f)

heifit Eigenraum von f zum Eigenwert \.

Wird f durch eine Matrix A € K®*™ beschrieben, dann ist A € K Eigenwert genau dann, wenn
es einen Vektor x # 0,2 € K" gibt mit
Ar = A\x,
d.h. wenn das homogene LGS
(A= AE)z =0

eine (und damit unendlich viele) nichttriviale Losung besitzt.
Aus Satz 4.2 folgt daher

SATZ 6.1. Es sei A € K"*™,

1. Ein Skalar X € K ist genau dann Eigenwert von A, wenn AE — A singuldr ist, d.h. wenn
det(AE — A) =0

2. xa(A) =det(A\E — A) ist ein Polynom vom Grad n,

XAA) = A"+ 4 (=1)"det A
und heifit charakteristisches Polynom.
3. Die Figenvektoren zum Eigenwert A\ € K sind die nichttrivialen Lisungen von
(AE—-A)z=0

4. A ist invertierbar genau dann, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.
5. Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind linear unabhdngig.

Da ein Polynom vom Grad n genau n Nullstellen besitzt, hat jede Matrix A € R"*™ n Eigenwerte
in C, die zugehorigen Eigenvektoren liegen dann in C:
Es sei A € R"*", dann sind die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms reelle Zahlen. Somit
treten die Eigenwerte, aber auch die Eigenvektoren in konjugiert komplexen Paaren auf:

Ar =X = AT =)\T
BEISPIEL 6.1.

1. Man bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

4 3 3
A=12 3 2
-4 -4 -3
1.Schritt: Aufstellen des charakteristischen Polynoms:
A—4 =3 -3
Xa(A) =detA\E—-A)=| =2 A—-3 =2
4 4 A+3

=A=4)AN=3)(A+3)+24—24+12(A—3)
+6(A+3)+8A—4)=...
=X — 4N+ 50 -2
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2.Schritt: (oft nicht exakt mdoglich) Berechnung der Nullstellen von x 4. Durch Pro-
bieren findet man x4(1) = 0, d.h. A = 1 ist ein Eigenwert von A. Um die weiteren
Nullstellen von x4 zu finden, dividieren wir durch A — 1:

(A —  4X2 + B - 2) : (A—=1)=A2-3)+2
N, a2
- 3 + 5
—+ 3\ 4+ 3)
2\ — 2
+_ 20— 2
0
Wegen A2 — 3\ +2 = (A — 1)(A — 3) hat A die Eigenwerte
AMoa=1A =2

Der Eigenwert 1 hat also als Nullstelle des charakteristischen Polynoms die Vielfach-
heit 2. Die zugehorigen Eigenvektoren sind die nichttrivialen Losungen von (E—A)x =

0. Aus
-3 -3 -3 1 1 1
EFE-A=|1-2 -2 -2 —=10 0 0
4 4 4 0 0 0
erhélt man die allgemeine Losung des homogenen LGS
—t—s -1 -1
T = s =s| 1 | +t| 0 | =su+tv s,teR, s,tnicht beide 0
t 0 1
Die Eigenvektoren u, v sind linear unabhéngig, somit gilt
dim(E — A) = 2.
Fiihrt man die obige Rechnung fiir den Eigenwert A3 = 2 durch, findet man
-2 -3 -3 -2 -3 -3
2E—A=|-2 -1 2] —=1(0 2 1
4 4 5 0 2 1
-2 -3 -3 -2 0 -3
—-(0 2 1|—=]0 1 3%
o 0 0 0 0 0
und somit die allgemeine Loésung
_3
x = —% t, te R{0}.
+1

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets linear unabhéngig sind, gibt es
eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A.

BEISPIEL 6.2. Man berechne Eigenwerte und Figenvektoren von A = (8 (1))

Eine einfache Rechnung zeigt, dass das charakteristische Polynom fiir A = (Z;} g;g) gegeben ist

durch
xa(\) = A2 — (a11 + ag2)\ + det A,

also
xa(A) = A2
mit der zweifachen Nullstelle A; o = 0. Die zugehorigen Eigenvektoren ergeben sich aus —Az = 0 zu

z= (é) t, teR\{o).
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Die Dimension des Kerns von A betréagt 1, somit gibt es keine Basis aus Eigenvektoren von A. Dies
motiviert die Begriffe

DEFINITION 6.2. Es sei A € K ein Eigenwert der Martix A € K™*™. Dann heifit die Vielfachheit
von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms die algebraische Vielfachheit von \. Die
Dimension des Eigenraumes zu A heifit geometrische Vielfachheit von .

Aus dem Fundamentalsatz folgt dann

SATZ 6.2. Es sei A € C"™™. Dann gilt
1. Die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von A ist n.
2. Die geometrische Vielfachheit eines FEigenwerts ist kleiner oder hdchstens gleich dessen
algebraischer Vielfachheit.
3. Es gibt genau dann eine Basis bestehend aus Eigenvektoren, wenn fiir jeden Eigenwert die
geometrische und algebraischen Vielfachheit iibereinstimmen.

Es sei nun A € K™*” und S eine Basis des K™ aus Eigenvektoren von A. Nach Satz 3.9 wird die
Abbildung bei Verwendung der neuen Basis dargestellt durch die Matrix B = S~'AS, wobei in den
Spalten von S = (s1,...,s,) die Eigenvektoren s; zum eigenwert A\;,i = 1,...,n stehen (nicht alle
A; miissen verschieden sein). Aus

ST =87 (sy,...,5,) = E
liest man
Sflsi:ei, i=1,...,n
ab. Zusammen mit
As; = \isi, i1=1,....,n
erhélt man
STYAS = ST A(s1,. .., 80) = ST (Asy, ..., Asy) = STH 81, -+, Ansn)
= (MS 7 st ST sn) = (Mer, .o Anen) = diag (A, .., Ap).
In Bezug auf die neue Basis wird die durch A vermittelte Abbildung also durch eine Diagonalmatrix

dargestellt. Wir vereinbaren daher

DEFINITION 6.3. Eine Matrix A € K"*" heiffit diagonalisierbar, wenn der K" eine Basis aus
Eigenvektoren von A besitzt.

SATZ 6.3. Sei A € K™, Aquivalent sind folgende Aussagen
1. A ist diagonalisierbar.
2. Die algebraische und geometrische Vielfachheit eines jeden Eigenwertes von A stimmen
iberein.
3. A ist dhnlich zu einer Diagonalmatriz D € K"*"™ D = S~YAS, wobei in der Diagonale von
D die Figenwerte von A stehen und die Spalten von S aus den zugehdirigen Eigenvektoren
gebildet werden.

BEISPIEL 6.3 (Fortsetzung von Beispiel 6.1). Die Matriz

4 3 3
A= 2 3 2
-4 -4 3

hat die Eigenwerte A\ o = 1 und A3 = 2. Zugehdrige Eigenvektoren sind v = (_(1Jl) SV = (_(1)1) und
3
w = (f; ) Setzt man S = (u v w) folgt

1

D = 1
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BEISPIEL 6.4. Man diagonalisiere gegebenenfalls die Matriz A = (8 _21)

Das charakteristische Polynom x4 () = A% — 2\ + 2 hat die Nullstellen A12 = 1 %4 Somit ist
A diagonalisierbar. Die Eigenvektoren zu A = 1 + ¢ ergeben sich zu

I+i 1\ _ (1 F\_ (1 %
-2 —1+i 1+i 1 0 0

T = <_5(11_i))£= (_12”) t, teC,t#0,

ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 1 4+ ¢ und somit ist

x:(_12_2)t, teC,t+0,

Eigenvektor zum Eigenwert A = 1 — i. Die Matrix
1447 —1—1
(V)

e (140
S AS(O 1—¢>

d.h.

transformiert A auf Diagonalform

SATZ 6.4.
1. Es sei D = diag (A1,..., \n) € K"*"™ eine Diagonalmatriz. Dann gilt fir alle k € N

D = diag (\F,...,\F)

2. Es sei A € K™" diagonalisierbar und D = S™'AS eine zu A dhnliche Diagonalmatriz.
Dann glilt fir alle k € N
AF = SDkS™L,

Dieses Ergebnis illustriert einen der Griinde fiir die Niitzlichkeit der Diagonalisierbarkeit einer
Matrix. Potenzen von Diagonalmatrizen sind sehr bequem auszurechnen, ganz im Gegenteil zu Po-
tenzen einer beliebigen quadratischen Matrix, die durch fortgesetzte Multiplikation der Matrix mit
sich selbst berechnet werden miissen. Der zweite Punkt zeigt, dass man diese Tatsache zur Berech-
nen der Potenzen diagonalisierbarer Matrizen nutzen kann. Die Giiltigkeit der Formel wird plausibel
durch folgende Rechnung:

A2 = AA=SDS 'SDS =SDEDS™ ! =8D?*s~!

6.1. Anwendungsbeispiel: Entwicklung einer Population. Wir studieren die Population
einer bestimmten Tierart: Im ersten 1. Jahr sind die Tiere unfruchtbar. Im 2. Lebensjahr hat ein
Tier durchschnittlich je % Nachkommen, im 3. Lebensjahr durchschnittlich je 3 Nachkommen. Die
Wahrscheinlichkeit das 1. Lebensjahr zu iiberleben betrigt 25%, die Wahrscheinlichkeit das zweite
Jahr zu {iberleben ebenfalls 25%. Keines der Tiere dieser Art wird &lter als 3 Jahre. Gesucht sind:

1. Die Anzahl der im k-ten Jahr an einem Stichtag im 1.,2. bzw. 3. Lebensjahr stehenden
Tiere.
2. Die langfristige Entwicklung der Altersstruktur dieser Population.
Wir bezeichnen mit x;(k) die Anzahl der Tiere, die am Stichtag des k-ten Jahres im i-ten Lebensjahr
stehen, ¢ = 1,2, 3.
Dann folgt aus der Annahme {iber die Population fir £ =0,1,2,...
13

z1(k+1)= Zl‘g(k) + 3z5(k) (Nachwuchs der élteren Tiere)

xo(k+1) = —x1(k) (Uberlebende, die im Vorjahr 0-1 Jahre alt waren)

x3(k+1) = —xa(k) (Uberlebende, die im Vorjahr 1-2 Jahre alt waren)
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Fasst man die Alterspyramide der einzelnen Jahrgénge zu einem Vektor zusammen z(k) = (z1(k),-
22(k), z3(k)) und setzt

0 £ 3
A=[1 0 0
0 1 0

wird die Entwicklung der Population in Matrixschreibweise beschrieben durch
z(k+1)=Az(k), k=0,1,2,...
Dies ist eine lineare Differenzengleichung 1.0rdnung, welche gelést wird durch
z(k) = A*z(0), k=1,2...

Um (k) explizit zu berechnen wird zuniichst A diagonalisiert.
Das charakteristische Polynom

Ao -B3
4 12 3
xaN)=|-+ X 0 :A5—1—6>\—1—6
0 -1 A
besitzt die Nullstellen Ay =1, Ay = —%, A3 = —1—36. Die Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren
ergibt fiir
16
)\1 =1 S1 = 4 t,
1
3 9
)\2 = —— S9 = -3 t, te R{O}
4
1
1
1
)\3 = 71 S3 = -1 t
1

Zum Aufstellen der Transformationsmatrix S wihlen wir fiir alle 3 Eigenvektoren ¢ = 1 und erhalten
A=SDS™! mit

n
I
B~
|
w
|
—
I
S O =
|
N[Y
[en RN an]

=

Damit ergibt sich die Alterspyramide im Jahr & aus

z(k) = AFz(0) = SD*S~12(0)
6 9 1 1% 0 0 -2 -8 —6 21(0)
(1.10) == 4 -3 -1 0 (=3)* 0 -5 15 20 22(0)
11 1 0 0 1)F 7 -7 —84) \x3(0)
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Dieses Produkt wertet man aus, indem man jeweils Matrix und Vektor Multiplikation ausfithrt. Dies
ergibt
1
70
1
+ (—Z)’f(—m(O) + T22(0) + 84,3(0)],
1 3
zo(k) = — 7—0[8:131(0) + 3225(0) + 2423(0) + (—Z)k(—15x1(0) + 4525(0) + 6023(0)

+ (=) (T21(0) = Tra(0) — $43(0))

21 (k) = 3221 (0) + 12822(0) + 9625(0) + (—Z)k(45x1(0) — 13525(0) — 1802:5(0)

za(k) = — %[le(m + 822(0) + 625(0) + (—Z)k(ml(o) — 1525(0) — 2025(0))

1
+ (—i)k(—Z’L‘l(O) + 7%‘2(0) + 8431‘3(0)}
Ein einfacher Grenzwert ergibt nun das asymptotische Verhalten der Alterspyramide. Dieses
bekommt man auch direkt aus (1.10), wenn man die Stetigkeit der Abbildung x — Ax beriicksichtigt.

Auf diese Weise findet man
[Jim (k) = lim (SD*S~12(0)) = S Jim DX S712(0)

L (169 1 1 0 0\ /-2 -8 -6 x1(0)
=-7 4 =3 —1|fo o of|[-5 15 20 x2(0)
1 1 1 00 0 7 -7 —84) \a3(0)
L (169 1 -2 -8 —6\ [z1(0)
=-5 4 -3 -1 0 0 0 z2(0)
11 1 0 0 0 x3(0)
1 16 9 1 *2%1(0) — 8$2(0) - 61’3(0)
=5 4 -3 -1 0
1 1 1 0
) 16
= —(221(0) 4 8x2(0) + 623(0)) | 4
70 1

Dies ist ein Eigenvektor zum (betrags-)groBten Eigenwert der Systemmatrix. Die Verhéltnisse von
zwei- zu einjahrigen bzw. von drei- zu zweijédhrigen Tieren streben fiir £k — oo gegen die Werte

1
koo zi(k) 4 koo zo(k) 4

unabhéngig von den Verhéltnissen x2(0) : 21(0) bzw. x3(0) : 22(0) zu Beginn des Beobachtungs-
zeitraumes. Sobald sich die Population stabilisiert hat, sind fiir die Verhéltnisse der Altersklassen
zueinander nur mehr die Uberlebenswahrscheinlichkeiten mafigebend, nicht aber die Fortpflanzungs-
raten.



