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Numerische Mathematik fiir LAK
Blatt 1 Losungen

5.) Zeigen Sie, dal das Verfahren

h h
Yk+1 :yk+hf($k+§7yk+§f(xk7yk))7 k €Ny

von zweiter Ordnung ist (Mittelpunktsregel).

Lésung. Es handelt sich um ein Einschrittverfahren mit

So) = a5yt Sfwa)), e lab]

Somit ist der lokale Diskretisierungsfehler gegeben durch

L, h) = (e + h) — y(x)) — 6z, y(a))

Wir notieren folgende Formeln, die sich aus dem Satz von Taylor und der Kettenregel ergeben:

Yo+ h) = y(@) + byl () + oy (@) + oy (e,
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y'(z) = flz,y(x)),
y'(@) = fat fuy = fa+ f1y
Weiters machen wir folgende Annahme

My = sup |y"(z)] <oo,  My= sup [fy(z,y)]<oo  My= sup [|Hs(z,y)ll2 < oo,
z€Ja,b] z€la,b],yER z€Ja,b],yER

wobeil H(x,y) die Hesse Matrix von f an der Stelle (x,y) bezeichnet. Dann erhalten wir fiir den
lokalen Diskretisierungsfehler

2
L(z,h) = f(z,y(x)) — flx+ g,y(x) + gf(x,y(x)) _ g Y (z) + %y/”(f)
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mit einer Zwischenstelle (£, 7). Somit

de 1 1
L(h) & s | L, )] < W2 (G Mo + g masx |36 11(1, DIP)

z€(a,b
1 1
< W35 My + SMa(1+ 1Sy (D)) = M.
Wir schétzen nun den globalen Fehler ab und bezeichnen mit

ex = y(Tk) — Yk
den Fehler im k-ten Schritt, somit
eht1 = Y(Tht1) = Yrt1
= y(zk) + ho(zk, y(xk)) + hL(k, h) — yu — hd(@k, yi)
= ek + h(d(zk, y(zr)) — d(xK, Yr)) + hL(xk, h).
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Mit Hilfe des Satzes von Taylor finden wir

Sk y(on)) — S i) = P+ 3, y(wn) + 5 F @ y(ew) — S+ v+ 5 Flon )

2 2
= fyln 2 ) () — v 2 e (n)) — £ )
= fylant o) et 5 uows v )en)
= fylon 5o (1 o fy e

und somit

h
[&(zr, y(zn)) = bz, yp))| < Ma(1+ S Mi)ler] < Mslex|
Insgesamt erhalten wir

lext1 < lex| + hlo(xr, y(zr)) — d(or, yr))| + hL(h)
< (14 hMs)|er| + hL(R).

Wie in der Vorlesung ergibt sich daraus

okhMs okhMs

< L(h) <
lex| < 7 (h)
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