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Das vorliegende Skriptum zu den Vorlesungen Analysis I, IT im Studienjahr 1994/95
soll dem Studienanfinger das Aneignen der Grundbegriffe erleichtern. Aus diesem
Grunde sind die meisten Beweise sehr detailliert dargestellt, da man auch ,einfa-
che“ Argumentationen einmal gesehen haben muf}, um sie dann selbst anwenden zu
konnen. Der Leser sei daher aufgefordert, sich von der Giiltigkeit von Ergebnissen zu
iiberzeugen, deren Beweise mit dem Hinweis auf analoge Situationen erledigt wurden.
Eindringlich wird auch vor einer blofl passiven Auseinandersetzung mit dem Stoff
gewarnt: Mathematik Lernen heifit ,,learning by doing®“. Daher kann und soll dieses
Skriptum auch nicht den Blick in ein Lehrbuch ersetzen. Als Hilfe fiir die Gewichtung
der Bedeutung der Resultate wurde die iibliche Gruppierung in Satz — Lemma —
Korollar (= Folgerung) beibehalten.

An dieser Stelle mochte ich Dr. W. Prager und Dr. G. Propst fiir zahlreiche Dis-
kusssionen und insbesondere fiir das miithsame Korrekturlesen des Skriptums danken.
Ich ersuche um Mitteilung von Fehlern, Irrtiimern und Unklarheiten, welche mir un-
terlaufen sind. Mein besonderer Dank gilt Fr. Krois fiir die perfekte Erstellung der
TEX—Version des Skriptums.

Mai 1995

Ich m&chte Herrn Dr. Prager fiir die neuerliche genaue Durchsicht des Textes und fiir
zahlreiche Verbesserungsvorschldge danken.

November 2002

Auch in diesem Semester habe ich mich am bisherigen Aufbau der Analysis orien-
tiert und vorerst die wesentlichen Konzepte der Analysis fiir Funktionen in einer
Verdnderlichen im Wesentlichen aus der axiomatischen Beschreibung der reellen Zah-
len abgeleitet. Aus Zeitgriinden war es mir nicht moglich, auch die Differentialrech-
nung zu begriinden. An Stelle dessen habe ich den abstrakten Rahmen fiir die multiva-
riate Analysis vorbereitet. Im Gegensatz zu meiner bisherigen Lehrveranstaltung habe
ich dafiir konsequent den Rahmen normierter Rdume gewéhlt und auf die Einfithrung
metrischer Radume verzichtet. Die Analysis II wird auf diesen Grundlagen aufbauen.
Da das Skriptum noch ”"work in progressist, ersuche ich um Nachsicht fiir mégliche
Irrtiimer, Druckfehler und sonstige Unklarheiten und bitte, diese mir mitzuteilen.

Juni 2008



KAPITEL i

Begriffe der Logik und Mengenlehre

In den ersten Abschnitten dieses Kapitels wird ein Formalismus vorgestellt, der es
ermoglicht, mathematische Zusammenhénge prézise und kompakt so zu formulieren,
daf} deren logische Struktur besonders klar hervortritt. Wir beschréanken uns dabei auf
einige grundlegende Begriffe der Aussagen- und Pradikatenlogik, bzw. der Mengen-
lehre, fiir eine strenge Einfithrung in diese Theorien sei auf die angegebene Literatur
verwiesen. Bei manchen Beispielen setzen wir, jedoch nur in diesem Kapitel, Kennt-
nisse der iiblichen Schulmathematik voraus.

1. Aussagenlogik

Eine Aussage beschreibt einen Sachverhalt, von dem es sinnvoll ist zu fragen, ob
er zutrifft oder nicht. Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch, aber nicht bei-
des zugleich. Fiir die Eigenschaft eine Aussage zu sein, ist es belanglos, ob wir den
Wahrheitsgehalt einer Aussage tatséichlich kennen oder entscheiden koénnen. Etwa
sind ,, Wien ist die Hauptstadt Osterreichs®, ,,11 ist eine Primzahl “ wahre Aussagen,
,Alle Menschen sind gleich grof$ «, ,,5 < 4 sind falsche Aussagen. ,,Jede gerade Zahl
> 4 st die Summe zweier Primzahlen ist ein Beispiel fiir eine Aussage, deren Wahr-
heitswert noch nicht bekannt ist. ,x < 5 ist keine Aussage, wenn nicht feststeht,
welches Objekt mit = gemeint ist.

In der Umgangssprache éndern wir oft Sétze, etwa durch Verneinen, oder verbinden
mehrere Sitze zu neuen. Dies ist auch bei Aussagen moglich.

DEFINITION 1.1. Fir Aussagen p und q definieren wir folgende logische Ver-
kndipfungen.
Konjunktion: p undq, pAq
trifft zu, falls beide Aussagen wahr sind.
Disjunktion: p oder q, pV q
trifft zu, falls mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist.
Implikation: wenn p, dann q, p = q
trifft zu, falls p und q wahr sind, oder falls p falsch ist.
Aquivalenz:  p genau dann, wenn q, p < q
trifft zu, falls p und q denselben Wahrheitswert besitzen.
Negation: non p, —p
trifft zu, falls p falsch ist.
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Wir fassen diese Definition in einer Wahrheitstafel zusammen:

plal-plprralpValpr=qlpeq
w|w| f A W W W
wl|f]| f f W f f
flw|w f w W f
flflw f f W A

In der Logik wird also ,,p oder ¢“ nicht im Sinne einer Alternative, d.h. es kann ent-
weder nur p, oder nur q zutreffen, gebraucht, sondern es ist durchaus die Moglichkeit
zugelassen, dafl beide Aussagen p und ¢ gelten.

Es mag merkwiirdig erscheinen, dafl ,p = ¢“ fiir beliebiges ¢ wahr gesetzt wurde,
falls p falsch ist (ex falso quodlibet). Dies steht nicht unbedingt im Gegensatz zum
alltdglichen Gebrauch von ,wenn ..., dann ...“. Betrachten wir folgende Aussage
von Hans: ;Wenn die Sonne scheint (p), gehe ich spazieren (¢)“. Nur in jenem Falle,
daB tatsdchlich die Sonne scheint, Hans aber nicht spazieren geht, werden wir sagen,
Hans habe gelogen. Unternimmt Hans um Mitternacht einen Spaziergang, wird dies
nicht seine Glaubwiirdigkeit beeintréchtigen. Desgleichen, wenn er um diese Zeit
bereits zu Bett gegangen ist. Beide Male werden wir seine Behauptung ,p = ¢* als
giiltig akzeptieren.

Es ist wichtig zu betonen, dafl eine Implikation nur eine Beziehung zwischen zwei
Aussagen p und ¢ herstellt. Es wird nichts {iber die Giiltigkeit von p bzw. ¢ selbst
ausgesagt. Die Giiltigkeit der Aussage ,Wenn 7 irrational ist, dann auch /7% war
schon seit langem bekannt (wir werden sie spéter beweisen). Aber erst 1766 zeigte
J.H. Lambert, dafl m tatsdchlich irrational ist. Wegen der Giiltigkeit der Implikation
kéonnen wir nun nach einem Blick auf die Wahrheitstafel schliefen, dafi folglich
auch /7 ist irrational“ zutreffen muB. In einer Implikation ,,p = ¢“ nennt man p
Voraussetzung oder Pramisse und ¢ Folgerung oder Conclusio. Ist die Voraussetzung
p gesichert, und die Implikation ,p = ¢“ giiltig, kann man auf die Giiltigkeit von ¢
schlieflen.

Fiir eine sprachlich griffigere Ubersetzung einer formalisierten Aussage ist es manch-
mal vorteilhaft, dquivalente Formulierungen fiir manche logische Verkniipfungen zu
verwenden:
pAq: pund ¢; sowohl p, als auch ¢; nicht nur p, sondern auch g; ...
p = q: wenn p, so q; p impliziert ¢; aus p folgt ¢;

p ist hinreichend fiir ¢; ¢ ist notwendig fiir p; ...
p < q: p genau dann, wenn ¢; p dann und nur dann, wenn ¢;

p ist notwendig und hinreichend fiir ¢; p ist dquivalent

(gleichbedeutend) mit ¢; aus p folgt ¢ und umgekehrt; .. .
Mit Hilfe der logischen Verkniipfungen koénnen aus einfachen Aussagen komplexere
Aussagen aufgebaut werden, deren Wahrheitswert an Hand von Wahrheitstafeln be-
stimmt werden kann. Fassen wir nun p, ¢, ... nicht mehr als Namen fiir eine konkrete
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Aussage, sondern als Platzhalter fiir Aussagen auf. In diesem Falle nennt man p, g
Aussagenvariable. Verkniipft man Aussagenvariable, etwa p,q,r zu (p A q) =,
allgemeiner p,q,... zu F(p,q,...) erhdlt man eine aussagenlogische Formel. Er-
setzt man in einer Formel F(p,q,...) p,q,... durch konkrete Aussagen, so ist auch
F(p,q,...) eine Aussage. Von besonderem Interesse sind Formeln F(p,q,...) die
bei beliebiger Ersetzung der Aussagenvariablen p,q,... immer wahr sind. Etwa ist
F(p) = p Vv —p wahr, egal welche Aussage man fiir p in F'(p) einsetzt. Eine derartige
Formel nennt man Tautologie oder auch ein Theorem der Aussagenlogik.

Im folgenden Beispiel geben wir einige wichtige Tautologien an: (um die Lesbarkeit
zu erleichtern, verwenden wir Klammern)

BEISPIEL 1.2.

) pe (-p) doppelte Negation
) pV-p tertium non datur
) —(pA-p) principium contradictionis
) (p=4q) & (~¢= —p) Kontraposition
) (=49 (pAg)

6) _lgg C E]]; : E_g; X E_g]g } de Morgansche Regeln
) (pA(p=q)=q modus ponens
) (p=(gA—q)=p Absurditit
) (p =>ANg=r1)={p=r) Syllogismus (Kettenschluf})
0)
1)

(

p=(g=r)]<[pAq)=r]
(req elp=q9N(q=Dp)
(V@ ATl [(pAT)V(gAT)]
(pAg) VT [(pVr)A(gVT)

Zur Demonstration beweisen wir (10):

} Distributivgesetze

p=(¢g=r)
plag|r|g=r|p=(¢g=r) & (pANg)=r|pAg

(pAg) =T
Wi w|w| w w w w w
w|w|f f f W f W
wi|f|w w W W w f
wl|f|f w w w w f
flw|w w w w w f
flw|f f w w w f
f|f|w w w w w f
flf]f W W W A f

Da in der 6-ten Spalte der Wahrheitstafel nur die Wahrheitswerte wahr auftreten, ist
die tautologische Wahrheit von (10) nachgewiesen.
Tautologien spielen beim logischen Schlieflen eine grofle Rolle: Man sagt eine Formel
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P ist aus @) aussagenlogisch ableitbar, wenn P = () eine Tautologie ist. Jede
der in Beispiel 1.2 angegebenen Implikationen begriindet somit eine entsprechende
Schlufiregel. Der modus ponens etwa ist die Grundlage fiir den bereits erwidhnten
und haufig verwendeten Schluf}: wenn fiir zwei Aussagen p, ¢ sowohl p als auch p = ¢
wahr sind, mufl auch ¢ wahr sein.

Der bisher entwickelte Formalismus ist fiir unsere Zwecke noch zu grob, da inhaltliche
Aspekte von Aussagen vollkommen vom Kriterium ,wahr® oder ,falsch* verdringt
werden. Etwa ist die sinnvolle Schluf)folgerung ,, Wenn: Alle Menschen miissen sterben
(p) und Sokrates ist eine Mensch (q), dann: Sokrates mufS sterben (r)* nicht durch
die Aussagenlogik gedeckt. Diese Aussage besitzt die Struktur (p A ¢) = r und dies
ist natiirlich keine Tautologie. Ersetzt man etwa p durch die ebenfalls wahre Aussage
»3 ist eine Primzahl® und q durch , die Sonne ist heif$“ erhélt man eine ebenfalls
wahre Implikation ,, Wenn & eine Primzahl ist und die Sonne heif ist, dann muf$ So-
krates sterben'. Allerdings ist alles, was uns urspriinglich zwingend erschien, verloren
gegangen. Der Einwand, dafl in der ersten Formulierung des Beispiels alle Aussagen
p,q und r sich auf Menschen bezogen, trifft zu und deckt die innere logische Struktur
dieses Beispiels auf: Wenn alle Subjekte x die Eigenschaft P haben und z eines dieser
Subjekte ist, dann hat auch z die Eigenschaft P. Fiir diese innere Differenzierung
bedarf es einer Erweiterung der logischen Symbolik.

2. Pradikatenlogik

Die Zeichenfolgen ,z < 5, |z < y“ sind keine Aussagen. Ersetzt man allerdings x
durch 4 und y durch 1 erhélt man die wahre Aussage 4 < 5 und die falsche Aussage
4 < 1.2 <5 o <y“sind Beispiele fiir Aussageformen (Pradikate) , welche fiir
reelle Zahlen sinnvoll sind. Aussageformen unterscheiden sich von Aussagen dadurch,
daf sie freie Variable (Individuenvariable) enthalten. Aussageformen sind jedoch
nur dann sinnvoll, wenn fiir die in ihnen vorkommenden Variablen ein Grundbereich
(Individuenbereich) festgelegt ist, der den Anwendungsbereich der Aussageform
begrenzt. Tritt in einer Aussageform nur eine Variable auf (wie in ,x < 5“), spricht
man von einer einstelligen Aussageform, treten mehrere Variable auf (wie in ,,z < y*),
so nennt man sie eine mehrstellige Aussageform. Einstellige Aussageformen sind
Eigenschaften, mehrstellige Aussageformen heiflen auch Relationen.

Neben dem Ersetzen aller Individuenvariablen in einer Aussageform durch spezielle
Subjekte des Individuenbereiches, sind noch andere Méglichkeiten von Interesse, aus
Aussageformen Ausagen zu bilden: Betrachten wir etwa die Aussageform P(x) ,,x ist
eine Primzahl®. Dann ist ,, Fir alle natiirlichen Zahlen x gilt: x ist eine Primzahl“
eine falsche Aussage und ,, Fs gibt eine natiirliche Zahl x, fir die gilt: x ist eine Prim-
zahl* eine wahre Aussage. Man sagt, die Aussageform P(x) wird duch den Vorsatz
,Fir alle x aus dem Individuenbereich® bzw. , Es gibt ein z im Individuenbereich*
quantifiziert, die vorgesetzten Ausdriicke selbst heiflen Quantoren. Eine glattere
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Formulierung obiger Aussagen wére etwa ,, Alle natirlichen Zahlen sind Primzahlen®,
bzw. ,, Unter den natiirlichen Zahlen gibt es Primzahlen®.

DEFINITION 2.1. (Symbole der Prddikatenlogik) Es sei P(x) eine Aussageform
beziiglich eines Individuenbereiches X .

i) Vo € X: P(x) steht fir ,Fir alle x des Individuenbereiches X trifft P(x)
2. ¢
ii) 3x € X: P(x) steht fir ,Es gibt ein x im Individuenbereich X, fiir welches
P(z) zutrifft.
Die Symbole ¥, 3 heiffen All-, bzw. Existenzquantor.

Besteht der Individuenbereich nur aus endlich vielen, etwa n, Subjekten x1, zo, ..., x,,
dann gilt

Vx: P(z) < P(x1) AP(xe) A+ AN P(zy,)
dz: P(z) < P(x1)V P(xe) V-V P(z,).

Der Allquantor (Existenzquantor) kann somit als Verallgemeinerung der Konjunktion
(Disjunktion) angesehen werden.

Durch Quantifizierung werden freie Variable in einer Aussageform gebunden. Damit
ist folgendes gemeint: Wahrend man in einer Aussageform freie Variable durch be-
liebige Individuen ersetzen darf und dadurch eine wahre oder falsche Aussage erhilt,
ist dies bei gebundenen Variablen nicht mehr moglich. Die Giiltigkeit der Allaussa-
ge Vo € X: P(x) erfordert doch offensichtlich, dafl alle Individuen die Eigenschaft
P(x) aufweisen. Die Existenzaussage 3z € X : P(x) trifft zu, wenn es mindesens ein
Element ¢ in X mit der Eigenschaft P(c) gibt. In beiden Féllen kénnen die Individu-
envariablen nicht mehr willkiirlich gewahlt werden.

Sind keine Mifiverstdndnisse moglich, verzichten wir im folgenden der Einfachheit
halber auf die explizite Anfithrung des Individuenbereiches und schreiben

Va: P(x) anstelle von Vx € X: P(x)
Jdz: P(x) anstelle von 3z € X : P(x).

Manchmal schreiben wir auch P(z), x € X, fir Vo € X: P(z). Manche Autoren
verwenden andere Schreibweisen:

Fiir Vo: P(x) etwa (Vx)(P(x)) oder auch A, P(z),

fir Jz: P(x) etwa (Jz)(P(z)) oder auch \/, P(z).
Der Wahrheitswert einer quantifizierten Aussageform héangt oft vom zugrundegelegten
Individuenbereich ab. Bedeutet P(z) die Aussageform ,2x = 5%, so ist dx: P(z)
falsch, wenn man als Individuenbereich die natiirlichen Zahlen N wahlt, und wahr,
wenn als Individuenbereich die rationalen Zahlen Q gewéhlt werden. Um Unklarheiten
zu vermeiden, schreibt man daher besser 3x € N: 2x = 5 bzw. dv € Q: 2x = 5. Steht
P(z) fiir ,2* > 0%, dann ist Vz: P(z) innerhalb der reellen Zahlen eine wahre Aussage,
148t man jedoch auch komplexe Zahlen zu, ist die Aussage falsch.
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Die Allaussage Va: P(x) ist widerlegt, falls man im zugrundegelegten Individuenbe-
reich ein Subjekt z( finden kann, fiir welches P(zg) nicht zutrifft. Die Existenzaussage
Jdxg: P(xo) ist falsch, wenn fiir alle Subjekte = des Individuenbereiches P(x) nicht gilt,
d.h.:

—(Va: P(x)) <3xg: = P(x0),
—(Jzg: P(x))=Ve: =P(x),

wobei —P(x) jene Aussageform bezeichnet, welche genau fiir die Objekte wahr ist,
fiir welche P(z) falsch ist.

Eine Aussageform P(z) heifit erfiillbar, wenn die Aussage Jz: P(z) wahr ist, P(z)
heit unerfiillbar, wenn Vz: —P(x) wahr ist, und P(z) heifit allgemeingiiltig,
wenn Vz: P(z) wahr ist.

Zwei Aussageformen P(z) und Q(z) iiber demselben Individuenbereich lassen

sich mit Hilfe der aussagenlogischen Verkniipfungen zu neuen Ausageformen P(x) A
Q(z), P(x) V Q(z), P(x) = Q(z), P(x) & Q(x) verbinden. Setzt man ein speziel-
les Individuum zy in P(z) A Q(z) ein, so ist P(xg) A Q(zo) genau dann wahr, wenn
beide Aussagen P(xp) und Q(x¢) wahr sind. Man nennt P(z) dquivalent (gleich-
bedeutend mit) Q(x), wenn P(x) < Q(z) allgemeingiiltig ist, d.h. wenn die zu-
gehorige Allaussage Va: P(z) < Q(x) zutrifft. Bei einer Implikation P(z) = Q(z)
interessiert man sich nicht nur fiir jene Subjekte, fiir welche die Implikation zutrifft
(oder nicht). Von groflerem Interesse ist oft, ob diese Aussageform allgemein giiltig
ist, d.h. ob die Allaussage Vx: P(z) = Q(x) wahr ist. Dieser Sachverhalt wird oft
ebenfalls durch P(z) = Q(x) ausgedriickt und man sagt Q(z) folgt aus P(z). Et-
wa meint man mit der Sprechweise ,Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0“ genauer
Vae RYb € R:a>0Ab>0 = ab > 0“. Die Implikation ist tatséchlich allgemein
giiltig: Ist einer der beiden Faktoren nicht positiv, so ist die Préamisse nicht erfiillt
und die Implikation per definitionem wahr, sind beide Faktoren positiv, so folgt die
Giltigkeit der Behauptung (Conclusio) aus den bekannten Rechengesetzen fiir reelle
Zahlen. In allen Féllen, in denen a > 0 und b > 0 ist, (aber nicht nur in diesen) gilt
somit auch die Behauptung ab > 0. Dies rechtfertigt die Sprechweisen ,,ab > 0 folgt
aus a > 0 und b > 0%, ,a > 0 und b > 0 ist eine hinreichende Bedingung fiir ab > 0%,
bzw. ,,ab > 0 ist eine notwendige Bedingung dafiir, dal @ > 0 und b > 0 gilt*“.
Analog zu Tautologien gibt es auch in der Prédikatenlogik Aussagen, die nur auf
Grund ihrer aussagenlogischen und préadikatenlogischen Struktur wahr sind. Insbe-
sondere wird ihr Wahrheitswert nicht durch einen Austausch von Individuenbereich
oder Pradikat beeinfluit. Solche Aussagen nennt man pradikatenlogisch wahr oder
auch pradikatenlogische Identitéit. Zum Beispiel ist die am Ende von Abschnitt 1.1
erwdhnte Struktur (Vo € X: P(z)) A xy € X = P(x) pradikatenlogisch wahr, da
es kein Individuum geben kann, fiir welches die angegebene Implikation falsch ist. Es
wurde bereits erwahnt, dafl diese Aussage aber keine Tautologie darstellt.
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BEISPIEL 2.2. Pridikatenlogische Identitdten. Es seien P(z) und Q(z) Aussageformen
iiber demselben Individuenbereich und p eine Aussage, welche von x unabhéingig ist.

1) =(Vz: P(x)) < 3x: =P(x)

—(3z: P(x)) & Va: -P(x)
Ve(P(z) A Q(x)) & (Vx: P(z)) A (Vz: Q(x))
Jz(P(z) VQ(z)) < (Fz: P(x)) V (3x:
pA3Jx: P(x) & Jz(P(x) A p)

pVV: P(x) < Ve(P(x) V p)

Va(P(x) = p)] & [(3r: P(x)) = p]
Va(p = P(z))] < [p= Vo: P(z)]

NN N N N N
O 3 O Ui W N
NSNS AN AN

Wir ergénzen diese Liste mit folgenden einleuchtenden Schlufiregeln: Kann man fiir
ein beliebiges Individuum z eines Individuenbereiches X eine Eigenschaft P(x) nach-
weisen, so kann man auf die Allaussage Vo € X : P(x) schliefen und umgekehrt kann
man aus dem Zutreffen von Vo € X: P(x) schliefien, dafl jedes beliebige Individuum
x in X die Eigenschaft P(z) besitzt. Auf die Existenz eines Individuums mit einer ge-
wissen Eigenschaft P(z), d.h. auf die Aussage 3x € X : P(z) 143t sich schlieBen, falls
man ein derartiges Individuum im Individuenbereich X angeben kann. Betrachten
wir nun die zweistellige Aussageform = < y iiber den natiirlichen Zahlen N. Durch
Quantifizierung kann man folgende Aussagen bilden:

(1) JreNyeN:zx<y es gibt natiirliche Zahlen z und y mit x < y
(2) IyeNIreN:z<y es gibt natiirliche Zahlen y und x mit x < y
(3) JreNVyeN:xz <y  esgibt eine natiirliche Zahl,

die kleiner ist als alle natiirlichen Zahlen
(4) Yye Nz e N: z <y  zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine kleinere
(5) Ve e NIy e N: z <y  zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine grofere
(6) Jye NVx e N: x <y  es gibt eine natiirliche Zahl,

die grofer ist als alle natiirlichen Zahlen
(7) Ve e NVy e N: x <y fiir alle natiirlichen Zahlen z und y gilt = < y
(8) Yy e NVx e N: z <y  fiir alle natiirlichen Zahlen y und x gilt x < y

Die Aussagen (1), (2), (5) sind wahr, alle iibrigen falsch. Die Aussage (3) ist falsch,
da x eine zuldssige Wahl fiir y darstellt und = < x falsch ist. Ersetzt man jedoch in
(3) < durch <, erhilt man die wahre Aussage ,, Es gibt eine kleinste natirliche Zahl*.
Offensichtlich sind die Aussagen (1) und (2), bzw. (7) und (8) jeweils dquivalent.
Die Beispiele (3) — (6) zeigen, dafl die Interpretation von mehrfach quantifizierten
Aussageformen sehr stark von der Reihenfolge der Quantoren abhingt. Wir zeigen
die Giiltigkeit von Vo € N(Jy € N: z < y). Die Allaussage ist bewiesen, wenn wir
fiir eine beliebige natiirliche Zahl = die Eigenschaft 3y € N: x < y verifizieren. Aus
den Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen, die wir hier als bewiesen voraussetzen, folgt
xr < x + 1. Somit erfiillt y = x + 1 die Relation x < y, folglich gilt auch dy €
N: x < y. Offensichtlich ist y nicht eindeutig bestimmt, im Gegenteil, es gibt sogar
unendlich viele natiirliche Zahlen y, die der Bedingung = < y (bei festem z) geniigen.



8 I. BEGRIFFE DER LOGIK UND MENGENLEHRE

Es wird auch deutlich, dal y von der jeweiligen Wahl von z abhéingt. Um derartige
Abhéngigkeiten, welche haufig iibersehen werden, hervorzuheben, schreibt man oft
Vady(z): P(x,y). Die Negation von Vz(Jy: x < y) ergibt sich aus den Identitdten
(1), (2) in Beispiel 2.2:

(Ve(Jy: z <y)) & o= (Fy: x <y) & JaVy: -(z <y) < JVy: x > y.

BEMERKUNG 2.3. (1) In einer mehrfach quantifizierten Aussageform darf man be-
nachbarte, gleichartige Quantoren vertauschen.

(2) Individuenvariable, welche durch einen Existenzquantor gebunden werden, hingen
von samtlichen voraus gehenden Individuenvariablen ab, welche durch einen Allquan-
tor gebunden sind.

(3) Eine mehrfach quantifizierte Aussageform wird negiert, indem man die Quantoren
,V¢ durch ,,3* und ,,3“ durch ,V* ersetzt und anschliefend die Aussageform negiert.

Abschlielend zeigen wir noch einige héufig auftretende Fehlerquellen auf:
(1) Verwechseln Sie nicht p = ¢ und ¢ = p. Die Aussage p = ¢ ist nicht dquivalent
zu —p = —q. Die Negation von p = ¢ ist nicht p = —q, sondern p A —q.
(2) Vz(P(z) V Q(x)) impliziert nicht (Vx: P(z)) V (Vz: Q(x)). Zum Beispiel stehe
P(z) fir ,x ist gerade* und Q(x) fiir ,x ist ungerade®. Als Individuen lassen wir nur
natiirliche Zahlen zu. Dann ist die erste Aussage ,,jede natirliche Zahl ist gerade oder
ungerade” wahr, die zweite Aussage ,, Alle natirlichen Zahlen sind gerade oder alle
natirlichen Zahlen sind ungerade” hingegen ist offensichtlich falsch. Es gilt jedoch die
Implikation

(Vz: P(x))V (Vz: Q(x)) = (Vo: P(x) VvV Q(x)).
(3)(Fz: P(x)) A (3x: Q(x)) impliziert nicht Jz: (P(z) A Q(x)). Bedeutet P(z) zum
Beispiel ,z > 0 und Q(z) ,x < 0“ und steht z fiir eine reelle Zahl, dann ist die
Aussage (Jx € R: P(z)) A (Fz € R: Q(x)), d.h. ,es gibt positive reelle Zahlen und
es gibt negative reelle Zahlen* wahr, aber 3z € R(P(z) A Q(z)), d.h. ,jes gibt eine
reelle Zahl, die sowohl positiv als auch negativ st trifft nicht zu. Es gilt aber die
umgekehrte Implikation

(Fz: (P(x) AQ(z))) = (3x: P(z)) A (Fz: Q(x)).

(4) Vereinbart man, dafi die Bindekraft der logischen Symbole in der Reihenfolge
- —d4V—A—V— = — & abnimmt, lassen sich Klammern bei zusammengesetzten
Aussagen weitgehend vermeiden. Eine sparsame Klammerung erleichtert oft die Les-
barkeit einer komplizierten Aussage, manchmal sind Klammern jedoch unerla$lich:
Vergleichen Sie zum Beispiel die Aussagen

VeeR[(VyeN:y>zx) =z <1]

und
VeeRYVyeN(y >z =2 <1).
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3. Beweise

Wihrend die Inhalte der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte grofien Anderungen
unterworfen waren, hat sich an den Ansichten iiber die grundlegende mathematische
Methode seit Euklid nichts gedndert: Jede Aussage ist zu beweisen. Als Erkennt-
nis wird in eine Theorie nur das aufgenommen, was bewiesen wurde. Es ist hier
nicht moglich, den Begriff Beweis rigoros zu definieren. Wir beschranken uns auf
die Feststellung, dafl ein mathematischer Beweis folgendermaflen aufgebaut ist: Nach
Festlegung der Voraussetzungen wird ausgehend von Axiomen und bereits bewiese-
nen Aussagen (Sdtzen) mit Hilfe logischer Schlufiregeln die Giiltigkeit der Behaup-
tung abgeleitet. Die verwendeten Schluiregeln beruhen u.a. auf den in Beispiel 1.2,
2.2 genannten Identitdten. Ein Beweis sollte soviele Einzelheiten beinhalten, daf ein
Fachkollegen sich von der Schliissigkeit der Argumente iiberzeugen kann. Natiirlich
sollte man selbst einen eigenen Beweis auch nach einer geraumen Zeit noch nachvoll-
ziehen konnen. Ein Beweis dient aber nicht nur dazu, sich selbst und andere von der
Giiltigkeit eines Sachverhaltes zu iiberzeugen, er legt oft auch dar, warum der betref-
fende Sachverhalt gelten mufl. Beim Ringen um einen Beweis werden manchmal auch
Zusammenhénge sichtbar, welche urspriinglich verborgen waren.

Die zu beweisende Behauptung exakt zu formulieren und sich iiber die geltenden
Voraussetzungen Klarheit zu verschaffen, ist der erste wesentliche Schritt in jedem
Beweis. Verwendet man bei der Formulierung der Behauptung den in den beiden
vorangehenden Abschnitten entwickelten Formalismus, tritt die logische Struktur der
Behauptung besonders deutlich hervor. Im folgenden présentieren wir exemplarisch
einige gingige Beweismethoden.

3.1. Direkter Beweis.
Behauptung: Fiir alle x € (0,1) gilt 22 < x, bzw. Vz € (0,1): 2? < z.

Zu den Voraussetzungen ziéhlen die Axiome und Rechenregeln der reellen Zahlen,
sowie die Definition der Symbole (0, 1), z2. Ein Beweis kénnte somit folgendermafen
verlaufen:

BEWEIS. Es sei z € (0,1) beliebig gewéahlt. Es gilt = € (0,1), d.h. z > 0 und
x < 1. Multipliziert man die Ungleichung x < 1 mit x, folgt wegen der Giiltigkeit der
Regel Va,b,c € R: a < bAc >0 = ac < bc die behauptete Ungleichung 22 < z. Da
x € (0, 1) beliebig gew#hlt wurde, ist somit die urspriingliche Allaussage bewiesen. [J

3.2. Widerspruchbeweise.

Ein Widerspruchsbeweis einer Behauptung p geht von der Annahme aus, p sei falsch
und folgert daraus, daf§ dann eine bereits als wahr erkannte Aussage ebenfalls falsch
ist oder eine getroffene Voraussetzung verletzt wird. Dieser Vorgangsweise liegt
die Tautologie (8) im Beispiel 1.2 zugrunde. Die Wirksamkeit indirekter Beweise
beruht wesentlich darauf, daff neben den gegebenen Voraussetzungen noch zusétzlich



10 I. BEGRIFFE DER LOGIK UND MENGENLEHRE

angenommen wird, die Behauptung sei falsch.

Behauptung: Fiir jede reelle Zahl = gilt sinx + cosx # %

BEWEISs. (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es géibe eine reelle Zahl xy mit
sin xg + cos xg = 3 . Durch Quadrleren folgt sin® zq + cos? zo + 2 sin xg cos vy = 9 , bzw.

14sin 2z = 9 Dles hat sin 2z = 2 > 1 zur Folge. Somit miifite auch 4z € R: Sln:L’ >
1 zutreffen. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der als bewiesen vorausgesetzten
Aussage Vo € R: |sinz| < 1. O

Wir demonstrieren dieses Prinzip nun bei einer Implikation:

Behauptung: Fiir beliebige reelle Zahlen z, y mit 0 < y < x gilt - +y Tz dh

Vz,y € R: <O<y<x:> < ==

T4y 1+x)

BeEWEIS. (durch Widerspruch): Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch, d.h.
(siche 2.2-(1) und 1.2-(5))

F,nelR:0<n<&und 1+7721€T§‘
Esist also 1+ & > 0 und 1+ 7 > 0. Daher darf man die Ungleichung —77— > 1—+§m1t
(1+£)(1 4 n) multiplizieren und erhélt
n(1+&) =&(1+n), somit 7 =g,
im Widerspruch zu der Voraussetzung n < £. U

3.3. Indirekter Beweis.
Bei Implikationen ist es manchmal einfacher, anstelle p = ¢ das logische Aquivalent
—q = —p zu beweisen.
Behauptung: Wenn z irrational ist, dann ist auch /z irrational.

Natiirlich ist diese Aussage nur fiir nichtnegative reelle Zahlen sinnvoll. Sie ist
dquivalent zu ,wenn /x rational ist, dann ist auch x rational* oder formalisiert

(%) Ve >0(Ve eQ=1z€Q)

BEwEIs. Wir fithren einen direkten Beweis fiir die kontraponierte Behauptung
(x). Es sei also > 0 und /= € Q beliebig gewéhlt. Somit gibt es natiirliche Zahlen
m,n, sodaBl /x = 2. Aus x = \/2\/x = ZL—; folgt die Behauptung. O

Es sei darauf hingewiesen, dafl ein direkter Beweis der urspriinglichen Behauptung
nicht so einfach zu fiithren ist.
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3.4. Riickschlufl.

Wenn man nicht weif}; wie man den Beweis einer Aussage beginnen soll, ist es manch-
mal zweckméBig, von der Giiltigkeit der Behauptung auszugehen und zu versuchen
eine bereits als wahr erkannte Aussage abzuleiten. Lafit sich jeder Schluff in dieser

Kette umkehren, ergibt sich ein Beweis der urspriinglichen Behauptung.

. : 1
Behauptung: Es gilt 6 > ERCWoR

BEwEIS. Wir nehmen an, dafl 6 > ﬁ gilt.
> ; & 6> St 2\/5
3— 22 (3 —2v2)(3 + 2v/2)
& 3>2/29>8

Da die letzte Behauptung wahr ist und jeder Schluff umkehrbar ist, ist 6 >
bewiesen.

6 &6>3+2V2

1
3-2

O

Vorwiegend findet diese Methode beim Losen von Gleichungen und Ungleichungen
Verwendung.

3.5. Vollstandige Induktion.

Viele Aussagen haben die Form Vn € N: P(n). Der direkte Beweis, P(n) fiir eine
beliebige natiirliche Zahl zu zeigen, ist oft nicht moglich. In diesen Féllen kann man
auf das Prinzip von der vollstdndigen Induktion zuriickgreifen, das im néchsten
Kapitel begriindet wird.
PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION: Kann man von einer Aussageform P(n)
iiber den natiirlichen Zahlen nachweisen, daf§ die Aussagen

i) P(1)

ii) Yn € N: (P(n) = P(n+1))
zutreffen, dann gilt auch ¥n € N: P(n).
Der Nachweis von P(1) heifit Induktionsanfang, die Implikation P(n) = P(n+ 1)
nennt man Induktionsschritt. Beide Teile sind unverzichtbare Bestandteile eines
Induktionsbeweises. Die Effizienz der Methode beruht darauf, daf§ meist P(n) =
P(n + 1) leichter nachzuweisen ist, als P(n) selbst.
Behauptung: Die Summe dreier aufeinander folgender Kubikzahlen ist stets durch 9
teilbar, bzw.

Vn € N: n® + (n+1)* + (n + 2)? ist durch 9 teilbar.

Beweis. (1) Induktionsanfang: n = 1

1% 4 2% 4 3% = 36 ist durch 9 teilbar, d.h. es gilt P(1).
(2) Induktionsschritt: P(n) = P(n + 1)

Voraussetzung: n? + (n+1)% + (n+ 2)? ist durch 9 teilbar,
zu zeigen: (n+1)3+ (n+2)3 + (n+ 3)3 ist durch 9 teilbar.
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Wir schlieflen
n+1P+m+2°+n+3°=mn~+1)°+n+2)>+n*+9n%+27n + 27
=n’+(n+1)°+(n+2)°+9(n*+3n+3).

Dies ist durch 9 teilbar, da die Giiltigkeit von P(n) vorausgesetzt wurde, d.h. es gilt
P(n+1). O

Das néchste Beispiel zeigt, dal auf die Verankerung der Induktion nicht verzichtet

werden kann:
n+1

Falsche Behauptung: Fir ¢ # 1 hat die Summe 14 ¢+ ---+¢" den Wert s, = +—1,

qg—1
bzw. .
Vq # 1¥n € N: snzg.
q _—
Beweis des Induktionsschrittes:
Voraussetzung: s, = @
a n+2
Zu zeigen: Spi1 =1 q_l_q
Eine einfache Rechnung ergibt
n+1l _ n—+2
S R ) L AR R
q—1 q—1
Trotzdem hat die Summe nicht den Wert qn;l_ 1 sondern qnqtll_ L Es fehlt namlich der

Induktionsanfang: es ist s; = 1 + ¢, wiahrend die Formel s; = q:_—_lq = ¢ liefert.

Von LEONHARD EULER (1707-1783) stammt ein berithmtes Beispiel dafiir, daf auch
sehr viele Einzelverifikationen nicht fiir einen allgemeinen Beweis ausreichen: Die Aus-
sage ,,n?4+n-+41¢ ist eine Primzahl® ist wahr fiirn = 1,2, ..., 39, aber nicht fiir n = 40
(denn 40% + 40 + 41 = 41 - 41). Eine Allaussage ist ja bereits durch die Angabe eines
einzigen Gegenbeispieles widerlegt.

4. Mengen

An den Anfang unserer Ausfithrungen stellen wir die historische Definition von Georg
CANTOR (1897):

DEFINITION 4.1. Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche ,Elemente* von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Fiir ,z ist Element der Menge M schreibt man heute allgemein z € M. Fiir die
Negation —(z € M) ist die Abkiirzung x ¢ M {iblich.
Geméaf Cantors Definition konnen wir etwa folgende Mengen bilden:

- die Menge der Leser dieses Skriptums,

- die Menge der Losungen der Gleichung (x — 5)(x — 3) = 0,

- die Menge der Buchstaben a, b, c.
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Diese Mengen haben jeweils endlich viele Elemente. Es gibt auch Mengen mit ,,un-
endlich vielen“ Elementen (der Begriff unendlich viele* wird spéter ausfiihrlicher
analysiert):

N die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,. ..,

Ny die Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich der Null,

Z  die Menge der ganzen Zahlen 0,41, 42, ...,

@ die Menge der rationalen Zahlen §7 peZ,qeN,

R  die Menge der reellen Zahlen.

Fiir den Nachweis, da3 N, Z, ... usw. Mengen sind, verweisen wir auf ausfiihrlichere
Lehrbiicher der Mengenlehre. Betrachten wir die Menge der Losungen der Gleichung
(x — 3)(x — 5) = 0, d.h. die Menge der natiirlichen Zahlen 3 und 5. Diese Menge,
nennen wir sie A, 148t sich zumindest auf zwei Arten anschreiben:

A={3,5} bzw. A= {z e R: (v — 3)(z — 5) = 0}.

Man kann Mengen also deklarieren, indem man sédmtliche Elemente der Menge
aufzahlt. Sind etwa a,b, ...,z irgendwelche Objekte, dann bezeichnet {a,b,...,z}
die Menge mit den Elementen a,b, ..., z. Allerdings 148t sich nicht jede Menge auf
diese Weise angeben, z.B. N, R. Eine andere Méglichkeit der Mengendeklaration ist
die Angabe einer die Elemente charakterisierenden Eigenschaft: ist P(x) eine Aussa-
geform, dann bezeichnet {z: P(z)} die Erfiilllungsmenge von P, d.h. die Menge aller
Objekte z, fiir welche P(z) zutrifft.

Die Definition Cantors 148t vollkommen offen, welche Objekte zu einem Ganzen zu-
sammengefafft werden. Cantor vertrat die Auffassung, dal durch {z: P(x)} fiir jede
beliebige Aussageform eine Menge definiert wird. Bertrand Russell zeigte 1901, dafl
dies auf Widerspriiche fithrt. Zum Verstdndnis der Russelschen Antinomie bemerken
wir, dal Mengen, als Objekte unseres Denkens selbst wieder Elemente anderer Men-
gen sein konnen, z.B. in {1,2,{1,2},{1}}. Die meisten Mengen werden jedoch nicht
die ungewohnliche, aber in Definition 4.1 zuléssige, Eigenschaft haben, sich selbst als
Element zu enthalten.

SATZ 4.2. (Russellsche Antinomie)
R ={X: X ist eine Menge NX ¢ X}
definiert keine Menge.

BeEwEIls. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, R sei eine Menge.
Somit gilt entweder R ¢ R oder R € R. Trifft R € R zu, so miifite wegen der
Definition von R auch R ¢ R gelten. Das ist nicht moglich. Gilt hingegen R ¢ R,
dann miifite, R wird ja als Menge angenommen, wieder wegen der Definition von R
auch R € R gelten. Die Annahme, R sei eine Menge, fiihrt also in jedem Fall auf
einen Widerspruch. O
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Um den mit einer inhaltlichen Definition des Mengenbegriffes unvermeidlichen Schwie-
rigkeiten aus dem Wege zu gehen, werden in der axiomatischen Mengenlehre der Be-
griff der Menge und die Elementbezichung x € M als (undefinierte) Grundbegriffe an-
gesehen. Fiir diese und fiir die Bildung neuer Mengen aus gegebenen Mengen werden
Axiome bereitgestellt. Wir kénnen hier nicht auf eines der existierenden Axiomen-
systeme der Mengenlehre eingehen, sondern verweisen auf die angegebene Literatur.
Wir werden es immer mit ,wohldefinierten“ Mengen M zu tun haben, d.h. es wird
stets entweder ,x € M*“ oder ,x ¢ M*“ wahr sein. Ebenso werden die angegebenen
Operationen, nach welchen aus vorgegebenen Mengen neue Mengen gebildet werden,
zu keinen Widerspriichen fiithren. Im folgenden gehen wir stets von einer Grundmenge
X von Objekten und Aussageformen P(z) iiber X aus; A, B, ... sind meist Symbole
fiir Mengen und a, b, ¢,... Symbole fiir deren Elemente.

Cantors Vorstellung einer Menge findet sich wieder in folgendem Axiom:

AxioMm 4.3. (Aussonderungsaziom) Zu jeder Menge X und jeder Aussageform P(z)
tiber X gibt es eine Menge A, deren Elemente genau jene v € X sind, fir die P(x)
gilt. Es wird also durch

A={z e X: P(zx)}

eine Menge definiert.

Dieses Axiom schrankt Cantors Auffassung insofern ein, als man zur Bildung neuer
Mengen durch Angabe einer charakterisierenden Eigenschaft auch eine Menge festle-
gen muf}, aus der die Elemente genommen werden.

DEFINITION 4.4. A und B seien Mengen.
i) Zwei Mengen A und B sind gleich, A= B [<):>f‘v’a:(x € A& xeB).
€

ii) A heifst Teilmenge von B, AC B < Vx(z € A=z € B).
Def

B heifst dann Obermenge von A, B D A.
iii) A heifit echte Teilmenge von B, AS B 1<):>fA CBAJz(z e BAx & A).
€

BEMERKUNG 4.5. (1) In einer Definition trennt das Symbol ,, ]<):>f“ (lies: per definitio-
€

nem genau dann, wenn) den neu eingefithrten Begriff vom definierenden Umstand.

Rechts von |, 1<):>f“ diirfen also nur bereits bekannte Symbole oder Begriffe verwendet
€

werden. Bei der Definition neuer Symbole verwendet man manchmal auch das Zeichen

I
A

(2) GeméB Definition 4.4 sind zwei Mengen genau dann gleich, wenn sie dieselben
Elemente haben. Anstelle von (A = B) schreibt man A # B. Wegen A = B < A C
B AN B C A kann der Nachweis der Gleichheit von zwei Mengen A und B erbracht
werden, indem man A C B und B C A zeigt.

(3) Aus der Definition der Gleichheit von Mengen folgt z.B.: {1,2,3} = {2,1,3} =
{2,2,1,3,3,3}. Definiert man also eine Menge durch Aufzihlen ihrer Elemente sind
Reihenfolge und Wiederholungen von Elementen belanglos.
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Wiéhlen wir fiir eine beliebige Menge M fiir P(z) die Aussageform = # z, dann
sichert das Aussonderungsaxiom, dafl {z € M: x # x} eine Menge ()); definiert.
Offensichtlich enthilt jede dieser Mengen )5, keine Elemente, sie sind daher alle gleich.
Die folgende Definition ist daher sinnvoll:

DEFINITION 4.6. () := {x € M: x # x} heifit leere Menge.

Eine andere Schreibweise fiir die leere Menge ist { }. Man unterscheide sorgféltig die
Mengen @) und {0}.

BEMERKUNG 4.7. Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M. Es kann namlich
kein Element x geben, fiir welches 2 ¢ M Az € () gilt.

DEFINITION 4.8. Sei X eine Menge und A, B Teilmengen von X.
i) ANB:={x € X:x € AANx € B} heifit der Durchschnitt von A und B,
ii) Die Mengen A und B heiffen disjunkt (elementfremd) §>fA N B =1,

€

iii) AUB:={x € X:x € AV x € B} heifit die Vereinigung von A und B.

Wir veranschaulichen die eingefithrten Mengenoperationen in einem sogenannten
Venn-Diagramm. Das Rechteck symbolisiert dabei die Grundmenge X.

X X
ANB AUB
SATZ 4.9. Es seien A, B,C'" Mengen. Dann gilt
ANA=A, AUA=A, Idempotenz
(AnB)nC=AN(BNC), Assoziativgesetze
(AUB)UC =AU (BUC(C),

ANB=BNA, AUB=BUA, Kommutativgesetze
AN(AUB)=A, AU(ANB)=A, Adjunktivgesetze

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), N
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ), Distributivgesetze
ANd=0, AUD=A,

ACB& ANB=A& AUB=0B.

BEWEIS. Wir beweisen exemplarisch eines der Distributivgesetze:

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
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Dies folgt aus
re AN(BUC)erxe AN(xeBVxel)
S (reANzeB)V(re ANz e ()
sre(ANB)U(ANQO).

Fiir die mittlere ._'A'quivalenz berufen wir uns auf die Tautologie 12 in Beispiel 1.2, die
beiden anderen Aquivalenzen folgen aus Definition 4.8. U

DEFINITION 4.10. i) A\ B:={xz: x € ANx & B} heifit die Differenzmenge von
B in A.
ii) Bs sei A C X. CxA:= X\ A heifit das Komplement von A in X.

X X

A\ B CxA

Wenn aus dem Zusammenhang bekannt ist, auf welche Grundmenge sich das Kom-
plement bezieht, schreibt man die Grundmenge oft nicht an: CA. Manche Autoren
schreiben auch A fiir das Komplement von A.

SATZ 4.11. Im Folgenden set A C X und B C X. Dann gilt:

Egﬁ 8 gg i Eﬁ % Eg7 de Morgansche Regeln

ANCA =0, AUlA = X,
C(CA) = A, 0o — X, CX =0,
Ac B«&C(CBclA
BEWEIS. Wir beweisen wieder nur exemplarisch eine der de Morganschen Regeln,
némlich C(AN B) = CAUCB. Es sei z € [(A N B) beliebig gewihlt. Es gilt
v €C(ANB) rg ANBAz e X
“(r€e ANzeB) ANz e X
(n(ze A Va(zreB)ANxeX
(xg ANz eX)V(rgBAzeX)
(r €CA)V (r€lB)© 2eclAULB.

S A

Bei den Umformungen wurden die Tautologien aus Beispiel 1.2 verwendet. 0
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DEFINITION 4.12. Es sei A eine Menge.
P(A):={M: M C A} heifit die Potenzmenge von A.

Als Beispiel sei erwahnt

PO)={0},  PP®)="PH0}) = {0,{0}}
P({1,2}) = {0.{1}, {2}, {1,2}}.

Der Beweis des folgenden Satzes sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

SATZ 4.13. Die Potenzmenge einer Menge von n Elementen hat 2" Elemente.

Die Existenz der Potenzmenge ist ein weiteres Beispiel fiir ein Axiom der Mengen-
lehre. Vereinigung, Durchschnitt und Komplement kénnen ohne Schwierigkeit auf
Mengensysteme (d.h. Mengen von Mengen) erweitert werden.

DEFINITION 4.14. Es sei X eine Menge und A C P(X) ein nichtleeres Mengensy-
stem. Man nennt

i) Ugen A ={r € X:3A e A: x € A} Vereinigung des Mengensystems A
ii) Nyes A = {z € X: VA € A: v € A} Durchschnitt des Mengensystems
A.

Anstelle von |J,. 4 A sind auch die Schreibweisen (JA, (J{A: A € A} iiblich, fiir
MNea schreibt man auch (A, bzw. (N{A: A € A}. Es gelten die de Morganschen

Formeln:
ClJa=[)CA

AeA AcA
BﬂA:U&4
AeA AeA

5. Relationen

Nach Definition 4.4 wird eine Menge einzig durch ihre Elemente bestimmt. Die Men-
gen {z,y} und {y,x} sind daher gleich. Vielfach geniigt es aber nicht, Objekte un-
geordnet zu einer Menge zusammenzufassen, insbesondere wenn jedem Objekt eine
eigene Rolle zukommt. Man denke etwa an die Koordinaten eines Punktes in der ana-
lytischen Geometrie. Eine geordnete Zusammenfassung von Objekten 1&8t sich auch
innerhalb der Mengenlehre durchfiihren.

DEFINITION 5.1. i) (a,b) := {{a}, {a,b}} heif§it das geordnete Paar mit a als erstem
und b als zweitem Element.

ii) A, B seien Mengen.

Ax B={(a,b): a € ANb e B} heifit das Cartesische Produkt von A und B.
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SATZ 5.2. (a,b) = (¢,d) < a=c und b= d.

BEWEIS. a) ,,<“ ist klar.
b) ,=“: Wir machen eine Fallunterscheidung nach a = b und a # b und zeigen,
daBl die Implikation in jedem Fall zutrifft. Wir nehmen also zunéchst an, es gelte

Fall 1: a =0
a=0b= (a,b) = (a,a) = {{a}}.
Nach Voraussetzung ist (a,b) = (¢, d), daher
e fe.d}) = ({a)).
Aus der Gleichheit der Elemente schlieen wir
{a} ={c} und {c,d}={a} folglich
a=c und {a,d}={a}.

Die letzte Gleichheit kann nur fiir @ = d bestehen, sodal a = b = ¢ = d gilt.
Fall 2: a # b
Dies hat {a} # {a, b} zur Folge. Die Gleichheit

(a,b) = (¢e,;d) also {{a},{a,b}} = {{c},{c, d}}
kann dann nur gelten, wenn {c} # {c,d}, d.h. ¢ # d ist. Somit folgt
{a} = {c} und {a, b} = {c,d}, d.h. a = ¢ und {¢, b} = {c¢,d}.

Dies ist genau dann der Fall, wenn a = ¢ und b = d gilt. 0
DEFINITION 5.3. i) (a,...,a,) = (a1, (as,...,a,)), n > 3, heifst das geordnete
n-Tupel mit a;, 1 =1,...,n, als i-tem FElement.

ii) Ay, ..., A, seien Mengen
Ay x - x Ay ={(a1,...,a,): a; € Ajyi=1,...,n}
heifst das Cartesische Produkt der Mengen A4, ..., A,.

Gilt A; = A, i=1,...,n, so schreiben wir auch A" an Stelle von A x --- x A.
—_—

n-mal
Natiirlich hatte man auch, mit demselben Ziel, ndmlich eine Reihenfolge zum Aus-
druck zu bringen, das geordnete Paar ((aq,...,a,_1),a,) fiir die Definition des ge-

ordneten n-Tupels heranziehen kéonnen. Wir bemerken A x B und B x A sind im
allgemeinen nicht gleich. Ferner gilt

AxB=0s A=0VvB=40.

DEFINITION 5.4. Es seien A und B Mengen.
R heifit bindre (zweistellige) Relation zwischen A und B ﬁfR C Ax B.
€

Fiir (a,b) € R (in Worten: a steht zu b in Relation R) schreiben wir auch aRb,
alRb := —(aRb). Ist A = B, so sprechen wir von einer Relation auf A.
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Dieser Definition liegt die Vorstellung zugrunde, dafl wir eine bestimmte Bezichung
zwischen A und B, d.h. eine Eigenschaft, die jedem Paar (a,b) € A x B zukommt,
gleichsetzen mit der Menge genau jener Paare, die diese Eigenschaft aufweisen.

Beispiel: A=P(M), VX, Y €eP(M): XRY & X CY.

Genauer versteht man manchmal unter einer Relation zwischen A und B das geord-
nete Tripel (A, B, R) und nennt dann R den Graph der Relation. Ist R eine Relation
auf A, schreibt man (A, R) anstelle von (A, A, R).

DEFINITION 5.5. R sei eine Relation zwischen A und B.
i) def R := {a € A: 3b € B: aRb} heifit Definitionsbereich (Argumentbe-

reich) von R.
ii) bild R :={b € B: Ja € A: aRb} heifst Bildbereich (Wertebereich) von R.
iii) R™' := {(b,a) € B x A: aRb} heifit die zu R inverse Relation.

DEFINITION 5.6. (Figenschaften einer Relation R auf A)
i) R heifit reflexiv ;ifVa € A: aRa
ii) R heiffit symmetrisch g:fVa, be A: aRb= bRa
ii) R heifit transitiv l<)::f‘v’a, b,ce A: aRb NbRc = aRc

111

iv) R heifit antisymmetrisch ﬁfVm be A: aRbANbRa = a =150
e

)
)
iv)
v) R heifit asymmetrisch ng‘v’a, be A: aRb= —(bRa)

DEFINITION 5.7. R sei eine Relation auf A
i) R heift Aquivalenzrelation D<:>fR ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
e
ii) R heifit Ordnung (Halbordnung) auf A D<:>f R ist reflexiv, antisymmetrisch
e

und transitiv.
Das Paar (A, R) heifit (halb) geordnete Menge.

BEISPIEL 5.8. (1) Es sei M eine Menge mit endlich vielen Elementen. Auf P(M)
erkldren wir die Relation R durch ARB genau dann, wenn A und B gleich viele Ele-
mente haben. R ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Wir betrachten die Relation ,,C* auf P(M), M beliebig. (P(M), C) ist eine ge-
ordnete Menge. Es ist klar, dafl unter ,,C“ im allgemeinen nicht alle Teilmengen von
M vergleichbar sind. Dies erklért auch die von manchen Autoren verwendete Bezeich-
nung Halbordnung.

(3) Z,Q, R unter der natiirlichen Ordnung < sind geordnete Mengen. Im Gegensatz
zum vorausgehenden Beispiel sind alle Elemente vergleichbar, d.h. fiir ein beliebiges
Paar x,y gilt stets x <y V y < 2. Man nennt die Aussageform x < y Ungleichung.
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DEFINITION 5.9. Es sei (A, R) eine geordnete Menge.
R heifit lineare (totale) Ordnung auf A 1<7:>f
e

(1) R ist eine Ordnung auf A,
(2) Y(x,y) € Ax A: xRy V yRz.

(A, R) heifst linear (total) geordnete Menge.

DEFINITION 5.10. S sei eine Relation auf A.
S heifit strikte Ordnung auf A l():fS ist asymmetrisch und transitiv.
€

BEMERKUNG 5.11. (1) Eine Ordnung auf einer Menge A bringt man meist durch das
Symbol < (oder ein dazu verwandtes) zum Ausdruck. Fiir a < bAa # b schreibt man
a < b. Die Relation < ist keine Ordnung auf A. Sie ist transitiv und asymmetrisch,
d.h. eine strikte Ordnung auf A.

(2) Fiir die zu einer Ordnungsrelation < inverse Relation ist das Symbol > ge-
brauchlich. Analog ist > erklart. Anstelle von z < y Ay < 2z schreibt man oft
x <y < z. (analog fir <.)

(3) In einer durch < linear geordneten Menge A gilt fiir beliebige z,y € A entweder
x <y, oder z =y oder y < x (Trichotomie).

Der néchste Satz zeigt, dafl die Relationen < und < wechselweise fiir die Beschreibung
einer Ordnung herangezogen werden konnen:

SATZ 5.12. (i) Es sei R eine Ordnung auf A.Dann ist die Relation S auf A, erkldrt
durch

aShb < aRbANa #b
Def
eine strikte Ordnung auf A.
(ii) Es sei S eine strikte Ordnung auf A. Dann ist die Relation R auf A, erkldrt durch

aRb < aSbVa=1>
Def

eine Ordnung auf A.
BeEWwEIs. (i) Es sei aSb und bSc. Fiir beliebige a, b, ¢ € A gilt
(x) aSbAbSc< (aRbAa#0b)A(BRcAb+#c)< (aRbADRe) A (a#bAbH#c).
Aus der Antisymmetrie von R folgt im Falle ¢ = a der Widerspruch
aSbAbSa = (aRb) A (bRa) Na#b=a=bAa#b.
Somit ist S ist asymmetrisch. Fiir a,b,c € A, a # ¢, folgt aus (*)
aSbAbScANa#c=aRcN(a#bANb#cNa+#c)= aRcAa#c,

d.h. S ist transitiv.
(ii) Ubung. O
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6. Abbildungen

Die Definition einer Relation R zwischen X und Y 1ait tRyAxRzmitz € X, y,z €Y
und y # z zu. Ein Element des Definitionsbereichs von R kann also ohne weiteres mit
verschiedenen Elementen des Bildbereiches in Relation stehen. Eine wichtige Klasse
von Relationen bilden jene, bei denen dieser Umstand nicht auftritt.

DEFINITION 6.1. f sei eine Relation zwischen X und Y .
i) f heifit Abbildung (Funktion) von X nach'Y ;?f
€
1)def f=X
2)Ve e X,Vy,z €Y :axfyhefz=y=-=z.
Anstelle von x fy schreibt man y = f(x).

ii) Gilt y = f(x), dann heifst x Urbild von y und y Bild von x.
ili) Die Menge G(f) ={(z,y) € X xY:y = f(z)} heifst Graph von f.

)k

f ist keine Funktion f ist Funktion

Bei einer Funktion interessiert man sich oft primér nicht so sehr fir das Bild f(z)
selbst, als vielmehr fiir das Verhalten von f(z), wenn sich x verdndert. Man nennt
daher = auch unabhingige Variable oder Argument von f und f(z) abhdingige Va-
riable. Fiir die Definition einer Funktion f von X nach Y verwendet man folgende

Schreibweise:
fi X =Y

|z fl2)
Dabei ist f(x) durch die jeweilige Abbildungsvorschrift zu ersetzen.
Zwei Funktionen f: X — Y und ¢g: U — V sind nach Definition 6.1 genau dann
gleich, wenn X = U, Y =V und Vz € X: f(z) = g(x) gilt. Die Bedingung ¥ = V'
wird manchmal weggelassen.
DEFINITION 6.2. (i) Es sei f: X =Y, AC X.

A=Y

fla heifit Einschrdinkung von f auf A < f|a:
Def x— f(2).

(ii) Es sei g: A —'Y eine Funktion und X D A.
f: X =Y heifit eine Fortsetzung von g D<:>ff|A =g nach X.
€
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Es ist klar, dafl Einschréankungen einer Funktion stets eindeutig bestimmt sind,
wéhrend eine Fortsetzung auf eine Obermenge des Definitionsbereiches auf vielféltige
Weise moglich ist.

DEFINITION 6.3. f sei eine Abbildung von X nachY, AC X und B CY.

i) f( y:={yeY:3x e A(f(x) =y)} heifit Bild von A unter f,
YB):={x € X: f(x) € B} heifit Urbild von B unter f,
f heifit surjektiv (Abbildung aufY') <:> f(X)=Y,

f heifit injektiv (eineindeutig) <:> ‘v’x y eEX: f(zx)=fly)=x=y,

iii

iv

i) f
)
)
v) [ heifit bijektiv (eineindeutig auf Y) <:> f st surjektiv und injektiv.

Die Surjektivitiat einer Abbildung bedeutet, dafl jedes Element des Wertevorrates Y
mindestens einmal als Bild angenommen wird, die Injektivitdt garantiert, dafl jedes
Element aus Y hdchstens einmal als Bild vorkommt. Diese Begriffe sind bei der Losung
einer Gleichung y = f(z) sehr niitzlich. Dabei ist y eine vorgegebene Grofie, und man
sucht ein Element x, welches durch f auf y abgebildet wird. Falls y ¢ bild f, kann es
keine Losung der Gleichung y = f(z) geben. Ist f injektiv, ist die Eindeutigkeit der
Losung, falls sie existiert, gesichert. Die Surjektivitit von f garantiert Existenz min-
destens einer Losung unabhingig von der Wahl von y. Im idealen Fall der Bijektivitét
von f besitzt y = f(x) fiir jede Wahl von y genau eine Losung,.

BEISPIEL 6.4. Es sei X = {1,2,3}, Y = {1,2,3,4}, A = {1,2} und f =
{(1,1),(2,4),(3,1)}. Damn ist bildf = {14} = f(X), f'({1}) = {13}
f7Y{2,3}) = 0, f ist nicht injektiv und nicht bijektiv. Die Einschrinkung von f
auf A ist die Funktion f|4 = {(1,1),(2,4)}. ¢ = {(1,1),(2,4)} ist eine Bijektion von
{1,2} auf {1,4}, f|a ist jedoch nicht surjektiv. Manchmal verzichtet man allerdings
auf eine formale Unterscheidung von f|4 und g, und sagt der Einfachheit halber, f|4
bildet A auf {1,4} ab.

f
f ist injektiv f ist bijektiv

SATZ 6.5. f sei eine Abbildung von X nach'Y .
(1) Fir alle AC X und B C X gilt:

i) f(AUB) = f(A)U[f(B)
i) f(ANB) c f(A)nf(B)
iii) f(A\B) D f(A)\ f(B)
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(2) FiralleU CY undV CY gilt:
i) fFHUUV) = fFHU)U YY)
W) fRUNV) = fTU)N V)
ii) fTHUNV) = fFHU)N V)
BEWEIS. Wir beweisen nur 1-(iii): es sei y € f(A) \ f(B), d.h. y € f(A) und
y ¢ f(B). Ausy € f(A) folgert man die Existenz eines Elementes x € A mit y = f(x).

Wegen y ¢ f(B) ist y # f(b) fiir alle b € B, somit mul = ¢ B gelten. Insgesamt
ergibt sich also x € A\ B und somit y € f(A\ B). O

Das Urbild von Mengen hat demnach bessere mengenalgebraische Eigenschaften als
das Bild. Wir verifizieren nun, daf die Inklusionen in Satz 6.5 tatséchlich strikt sein
konnen.

BEISPIEL 6.6. Essei f: X — X, X ={1,2,3,4,5,6}, A ={1,2,3}, B={4,5} und
f=1(1,5),(2,3),(3,4), (4,3),( ,1),( 6)} Dann ist
f(AnB) = f0)=0,  f(A)n f(B)={3} und
FAANFB) ={54},  f(A\B)={5,3,4}.
Ist f: X — Y injektiv, dann entspricht jedem Element y € f(X) genau ein Element

x € X mit y = f(x). Die Vorschrift, die jedem y € f(X) das eindeutig bestimmte
Urbild zuordnet, ist dann eine Funktion von f(X) auf X.

DEFINITION 6.7. Die Abbildung f: X — Y sei injektiv.
f' f(X) — X erklirt durch

Vye f(X)Ve e X: [y )—xﬁfy—f( x)

heifst Umkehrfunktion von f.

Umkehrfunktion

Die Bezeichnung Umkehrfunktion ist eigentlich noch nicht gerechtfertigt. Durch die
Definition 6.7 wird vorerst ja nur eine Relation in f(X)x X erklirt: es gilt (y,x) € f!
genau dann, wenn es ein Element x € X gibt mit (zfy), bzw. da f eine Abbildung
ist y = f(z). Dies ist offensichtlich fiir alle y € f(X) der Fall. Also ist def f~1 =
f(X). Es seien nun y € f(X) und z, Z € X mit f~'(y) = x und f~!(y) = 7 (als
Relation geschrieben: (yf~'z) und (yf~'%)). Wegen der Definition von f~! bedeutet
dies f(z) = y und f(Z) = y. Weil f injektiv ist, folgt x = y. Die Umkehrfunktion
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ist sogar eine Bijektion von bild f auf X. Es sei z € X beliebig gewahlt. Wegen
def f = X gibt esein y € Y mit y = f(x), also y € f(X). Dies ist jedoch gleichwertig
mit f~'(y) = x. Somit ist f~! surjektiv. Fiir den Nachweis der Injektivitit von f~!
nehmen wir an, es giibe y, y mit f~!(y) = f~1(7). Es sei x das gemeinsame Bildelement
f~Yy) = f1(y) = x. Daraus folgt f(z) =y und f(z) = 3. Da f eine Abbildung ist,
muf} y = § gelten. Also ist f~! injektiv.

Aus historischen Griinden findet das Symbol f~! sowohl bei der Benennung des
Urbildes einer Menge, welches immer existiert, als auch fiir die Bezeichnung der
Umkehrfunktion, welche nur fiir injektive Abbildungen erklért ist, Verwendung. Die
jeweilige Bedeutung geht aus dem Zusammenhang und dem Typ des Arguments
hervor. Ohne Argument geschrieben bedeutet f~! stets die Umkehrfunktion von f.

Eine weitere Moglichkeit, neue Funktionen aus bereits bekannten zu erzeugen, ist
das Hintereinanderausfithren von Funktionen. Will man etwa auf das Bild f(z) eine
weitere Abbildung g anwenden, mufl natiirlich f(x) € def g sein.

DEFINITION 6.8. f: A — B, g: C — D seien Abbildungen und bild f C C. Die

Abbildung
A—D
9ol { — o(f(@))

heifft Komposition (Hintereinanderausfihrung) der Funktionen g und f.

f defg

g(fe)) =
* (goH(X)

D

gof
Komposition von g und f

BEISPIEL 6.9. Es sei A = {1,2,3}, B = {a,b,¢,d}, C = {a,b,c}, D = {1,2}, f =
{(1,a),(2,b),(3,a)} und g = {(a,2),(b,1),(c,1)}. Dann ist bild f = {a,b} C defg
und bild g = {2, 1} C def f, somit existieren g o f und f o g. Trotzdem ist

gof= {(172)7 (27 1)7 (3’ 2)} 7£ {(a7b)v (b7 a)v (C7 a)} =fog

Dieses Beispiel demonstriert, daf§ die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen i.a.
nicht kommutativ ist.
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SATZ 6.10. (Assoziativitit der Komposition)

FEs seien f: A — B, g: C — D, h: E — F Abbildungen und es gelte bild f C C,
bildg C E. Dann sind auch die Abbildungen ho (go f), (hog)o f: A — F erkldrt
und es gilt

ho(gof)=(hog)of

BEWEIS. Wegen bild f C C' und bild g C F existieren die Abbildungen gof: A —
Dund hog: C — F. Aus (go f)(A) = g(f(A)) C g(C) folgt bildgo f C bildg C E,
somit existieren h o (g o f) und analog (h o g) o f. Die Gleichheit dieser Abbildungen
folgt aus der Gleichheit der Bilder fiir beliebige a € A:

(ho(gef))a) =h((ge f)a)) = h(g(f(a))) = (heog)(f(a)) = ((hog)o f)la).
O

DEFINITION 6.11. M sei eine Menge. Die Abbildung

idyy: {M - M

T
heifit Identitdt (identische Abbildung) auf M.
SATZ 6.12. i) f: X — Y sei eine injektive Abbildung. Dann ist
fof ™t =idpuay flof=idx
i) f: X =Y sei bijektiv. Dann ist (f~1)~t = f.
BEWEIS. i) Es sei y € bild f, d.h. es existiert genau ein x € X: y = f(x). Es folgt
(fo /™) =) = f(2) =y = idenar(y),

dh. foft= idpiig 7. Die zweite Beziehung folgt analog.

ii) Es wurde bereits erwihnt, dafl f~! eine Bijektion von bild f auf X darstellt. Somit
existiert (f~1)7': X — Y und ist bijektiv. Fiir jedes x € X gilt

D) @ =yef=2efla)=y

SATZ 6.13. f: X — Y sei eine Abbildung. Folgende Aussagen sind dquivalent.
i) f st injektiv,
ii) Es gibt eine Abbildung g: bild f — X derart, daf§ go f = idx.
BEWEIS. i) = ii) g = f~! und Satz 6.12.
ii) = i) Es sei z,y € X und f(z) = f(y). Dann gilt
z =idx(z) = (go f)(x) = g(f(x)) = g(f(y)) = (g0 f)(y) =idx(y) = v,
also ist f ist injektiv. O
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SATZ 6.14. f: X — Y sei eine Abbildung. Folgende Aussagen sind dquivalent.
i) f ist surjektiv,
ii) Es gibt eine Abbildung g: Y — X derart, daf$ f o g =idy.

BEWEIS. i) = ii) Es gilt Vy € Y: f~1({y}) # 0. Fiir jedes y € Y wiihlen wir aus
dem Urbild f~!'({y}) genau ein Element x aus und setzen g(y) = . Auf diese Weise
definiert man eine Funktion, ¢g: Y — X. Es folgt

(fog)y) = fl9(y)) = f(x) =y, dh. fog=idy.
ii) = i) Ubung O
Es sei erwdhnt, dafl die Moglichkeit der Wahl von x im letzten Beweis durch ein
weiteres Axiom der Mengenlehre, das Auswahlaxiom, garantiert wird. Wir kénnen
nun zeigen, daf durch Satz 6.12-(i) die Umkehrabbildung charakterisiert wird.
KOROLLAR 6.15. Es seien f: X — Y, g: bild f — X Funktionen.
i) Falls go f = idx, dann existiert f~! und es ist g = f~'.
ii) Ist f injektiv und f o g = idpya s, dann ist g = f~1
BEWEIS. i) Wegen Satz 6.13 ist f injektiv, somit existiert f~! und es folgt
g=goidpuay=go(fof)=(gof)of =idxof = f"
ii) Die Behauptung ergibt sich aus

g=idxog=(fTof)og=f"o(fog)=f"oidyas =/ "

KOROLLAR 6.16. Folgende Aussagen sind gleichwertig.
i) f: X — Y ist bijektiv.
ii) Es gibt eine Abbildung ¢g: Y — X derart, daf§ go f = idx und f o g = idy.
SATZ 6.17. f: X =Y, g: U — V seien Abbildungen derart, daf bild f C U.
i) Sind f, g surjektiv und Y = U, dann ist auch g o f surjektiv
ii) Sind f und g injektiv, dann ist auch g o f injektiv. Ist zusdtzlich bild f = U,
dann ist (go f)™' = flog L.

BEWEIS. Wir zeigen nur (go f)~' = f~! o g~!. Die rechte Seite ist definiert, falls
bildg~! C def f~!. Dies ist dquivalent zu U C bild f. Wegen bild f C U ist dies
gleichwertig mit bild f = U. Die Darstellung von (fog)~! folgt aus Korollar 6.15 und

(gof)o (ffl og’l) =go (foffl) ogt= goidbﬂdfog*1
=goidyog ' =gog " =idyuay = idpitdgos -
Man beachte bild g o f = bild g. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus bild f =
U. O

KOROLLAR 6.18. f: X — Y, g: Y — V seien bijektiv. Dann ist g o f bijektiv und
(gof)t=flog™"
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Wir zeigen schliefSlich, daf§ auf die Bedingung bild f = U in Satz 6.17 nicht verzichtet
werden kann:

BEISPIEL 6.19. Es sei X = {«a,(}, Y = U = {a,b,c}, V = {1,2,3,4}, ferner
= {(a,0),(8,0)} und g = {(a,1),(b,2),(c,4)}. Dann ist g o f = {(a,2),(5,4)},

(g © f)_l = {(2’0'/)’ (476)}7 f_l = {<b7 CY), (676)}7 g_l = {(1,&), (27b)a (4,0)}. Wegen
a ¢ def f~1ist f~' o g7! nicht definiert.






KAPITEL ii

Reelle und komplexe Zahlen

1. Axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen

Ein streng axiomatischer Aufbau der Analysis wiirde erfordern, das System der reellen
Zahlen von moglichst einfachen Bausteinen ausgehend, etwa den natiirlichen Zahlen,
zu entwickeln. Dieser Weg soll hier nicht beschritten werden, hat doch jeder einzelne
bereits im Laufe der Zeit miithsam eine intuitive Vorstellung von den reellen (oder
zumindest rationalen) Zahlen entwickelt. Wir kniipfen an diese Vorstellung an und
beschreiben die fiir das weitere Rechnen grundlegenden Beziehungen zwischen reellen
Zahlen durch eine Reihe sorgfiiltig gewéhlter Axiome.

Wir gehen davon aus, dafl auf der Menge R der reellen Zahlen zwei binédre Operatio-
nen, Addition und Multiplikation erklart sind. Somit wird jedem Paar (z,y) € R x R
eindeutig eine reelle Zahl x 4+ y (die Summe von x und y) und ebenso eindeutig eine
weitere reelle Zahl xy, manchmal z - y geschrieben (das Produkt von z und y) zu-
geordnet. Wie diese Summen und Produkte zu bilden sind, spielt dabei keine Rolle.
Wesentlich ist nur, daf sie folgenden Axiomen geniigen.

(A) Axiome fiir die Addition
(A1) Vz,y,z€R:(z+y)+z=x+ (y+2) Assoziativgesetz
(A2) Vz,yeR:z4+y=y+=x Kommutativgesetz
(A3) 0 eRVzeR: 2 4+0=1z additives Neutralelement
(Ad) VzeRIEeR: 2 4+£=0 additives inverses Element
(M) Axiome fiir die Multiplikation
(M1) Vz,y,z € R: (zy)z = 2(yz) Assoziativgesetz
(M2) Vz,y eR:zy=yzx Kommutativgesetz
M3) J1eR:(1#A0AVxeR: 1z =1x) multiplikatives Neutralelement
(M4) Ve#£0Iz Rz =1 multiplikatives inverses Element

Die néchsten Axiome verkniipfen Addition und Multiplikation:

(D) Distributivgesetz
Ve,y,z € R:x(y + 2) = xy + a2

29
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(O) Ordnungsaxiom:
Auf R ist eine Totalordnung < erklart, welche mit der Addition und Multi-
plikation vertréglich ist:

(OA) Vryy,zeR: z<y=z+z<y+z

(OM) Vz,y,zeR: z2<yN0<z=zz<yz } Monotoniegesetze

Wir erinnern daran, dafl jede Ordnung < eine strikte Ordnung < in R induziert (vgl
[-5.11, 1-5.12). Da R linear geordnet ist, gilt in R die Trichotomie. Man kann bei
der axiomatischen Beschreibung von R auch davon ausgehen, dafl in R eine strikte
Ordnung < existiert. In diesem Fall mufl man allerdings die Monotoniegesetze durch
ein weiteres Axiom erginzen, das die Giiltigkeit der Trichotomie in R verlangt. Die
strikte Ordnung < induziert dann eine lineare Ordnung < auf R.

Eine vollstéindige Charakterisierung der reellen Zahlen erfordert ein weiteres Axiom,
durch welches Liicken in der Menge der reellen Zahlen ausgeschlossen werden.

(V) Vollstidndigkeitsaxiom (R. DEDEKIND)

Zu jedem Paar von Teilmengen A, B von R mit
) AZDANB#0D

i) AUB=R

ili) Va,be R:ac ANbeEB=a<b

gibt es genau ein £ € R, sodafl
a) VaeR:a<{=a€A

b) VbeR: {<b=0b€B

Man nennt das geordnete Paar (A, B) einen Dedekindschen Schnitt und die durch
ihn eindeutig bestimmte Zahl £ Schnittzahl. Wegen der Eigenschaften eines Schnittes
liegt die Schnittzahl & entweder in A oder in B. Gilt £ € A, so sind die Eigenschaften
a) und b) von £ gleichwertig mit A = {a € R: a < ¢} und B =R\ A, liegt jedoch &
in B, dann ist B ={be€ R: b > ¢} und A =R\ B. Insbesondere folgt also a < & < b
oder a < £ < b fiir alle a € A und fiir alle b € B.

BEMERKUNG 1.1. (1) Die Assoziativgesetze erlauben es, die Ausdriicke x +y+ 2z bzw.
xyz sinnvoll zu interpretieren, da jede Klammerung zum selben Ergebnis fiihrt.

(2) Die auffallende Ahnlichkeit der Axiome fiir die Addition und Multiplikation ist
nicht zuféllig. Allgemein nennt man eine Menge in der eine bindre Operation erklart
ist, welche den unter A angegebenen Axiomen geniigt, eine Abelsche Gruppe. Die
Axiome A bringen somit zum Ausdruck, da (R, +) eine additive Abelsche Gruppe
ist, M bedeutet, dal (R \ {0}, ) eine multiplikative Abelsche Gruppe darstellt. Jede
Menge K, die diese beiden algebraischen Strukturen aufweist und in der auflerdem
das Distributivgesetz D gilt, nennt man Korper. Ist in K noch zusétzlich eine Total-
ordnung erklért, welche den Monotoniegesetzen OA und OM geniigt, spricht man von
einem geordneten Korper. Somit kann man die Axiome A, M, D, O zusammenfas-
sen in der Feststellung: (R, +, -, <) ist ein geordneter Korper. Gilt in einem geordneten
Korper iiberdies das Vollstandigkeitsaxiom V. spricht man von einem vollstindigen
geordneten Korper.
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(3) Rt := {z € R: x> 0} ist die Menge der nicht negativen reellen Zahlen,

R~ :={z € R: 2 <0} die Menge der nicht positiven reellen Zahlen,

R\ {0} bzw. R~ \ {0} bezeichnet die Menge der positiven bzw. negativen reellen
Zahlen.

Ohne Beweis teilen wir folgenden Satz mit
SATZ 1.2. Es gibt eine Menge R, welche den Axiomen A, M, D, O und V geniigt.

Es ist allerdings denkbar, dafl es verschiedene vollstindige geordnete Korper gibt,
etwa (R,+,-,<) und (R,®,®,<). Man kann jedoch zeigen, daB es eine Bijektion
f: R — R gibt, die mit der algebraischen Struktur und der Ordnungsstruktur in R
vertraglich ist, d.h. fiir alle z,y € R gilt

fla+y)=fz)® fy)
fla-y)=fz)o fy)
r<y<s flz) 2 fly)
Vom mathematischen Standpunkt aus ist es also nicht notwendig, verschiedene Mo-

delle von R zu unterscheiden.

2. Folgerungen aus den Korperaxiomen

Aus der Bedeutung der Gleichheit ergibt sich unmittelbar folgendes einleuchtende
Resultat.

SATZ 2.1. Es seien x,y reelle Zahlen und x = y. Dann gilt x +2z = y+ 2z und xz = yz
fiir alle z € R.

SATZ 2.2. i) Das Neutralelement der Addition ist eindeutig bestimmd.
i1) Fir jede reelle Zahl ist das additive inverse Element & eindeutig bestimmit.

BEWEIS. i) Es seien 0 und 0 Neutralelemente der Addition. Setzt man in (A3)
fiir  das Element 0 ein, folgt 0+ 0 = 0. Da 0 ein weiteres Neutralelement beziiglich
der Addition ist, gilt Vo € R : x + 0 = x, somit auch 0 + 0 = 0. Mit (A2) schlieft
man 0+ 0 = 0 und WegenQ+O:6folgt 0=0.
it) Wir nehmen an, £ und £ seien zu x inverse Elemente beziiglich der Addition, d.h.
z+&=0und z + & =0. Addiert man zu der ersten Gleichung &, folgt

(z+E+E=0+E=E+0=E¢.
Andererseits findet man fiir (x + &) + € auch die Darstellung
@+ +é=a+(E+ =+ (E+H) =@+ +{=0+E=¢
Somit gilt & = &. O

Wir bemerken, dafl der Beweis des Satzes nur die Axiome A beniitzt. Die Aussage des
Satzes trifft somit auf jede Abelsche Gruppe (vgl. Bemerkung 1.1) zu, insbesondere
auch auf (R \ {0}, -). Es gilt somit auch folgender Satz:
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SATZ 2.3. i) Das Neutralelement der Multiplikation ist eindeutig bestimmit.
i) Fiir jede Zahl x # 0 ist das multiplikative inverse Element T eindeutig bestimmdt.

Es ist somit gerechtfertigt, die Neutralelemente mit 0 bzw. 1 zu bezeichnen. Das
additive Inverse von = bezeichnet man mit —z, das multiplikative Inverse mit z~*.
Ferner schreibt man oft z — y, £ anstelle von x + (—y) und zy .

Es gilt auch eine teilweise Umkehrung von Satz 2.1.

SATZ 2.4. Fiir alle reellen Zahlen x, y und z gelten folgende Kiirzungsregeln.:

i) Aus x4+ z=y+ z folgt x = y.
i) Aus xz = yz und z # 0 folgt x = y.

BEWEIS. Wir zeigen nur die zweite Regel. Es sei x,y,2z € R, 2 # 0 und xz = yz.
Nach M4 existiert das multiplikative inverse Element 2! und es gilt 227! = 1. Aus
rz = yz folgt mit Satz 2.1 (z2)z~! = (yz)z~!. Dies ergibt wegen M1 z(227') =
y(zz7h), also -1 = y - 1. Wegen M2 ist dies gleichwertig mit 1-2 = 1 -y und mit
M3 schlieflen wir auf z = y. 0

Nun konnen wir bereits zeigen, dal die Gleichungen a + z = b und cy = d, ¢ # 0,
in R die eindeutigen Losungen x = b — a bzw. y = £ besitzen. Man beachte, daf}
zwei Behauptungen zu beweisen sind: nédmlich die Eindeutigkeit einer Losung und
daf} die angegebenen Zahlen tatséchlich die Gleichungen 16sen. Wir beginnen mit der
Eindeutigkeit einer Losung von a+x = b. Wir gehen von der Annahme aus, x sei eine
Losung, und zeigen, dafl notwendigerweise x = b — a folgt. Addiert man zu a +x = b
das additive inverse Element —a, erhélt man (a +z) + (—a) = b+ (—a). Fir die linke
Seite ergibt sich (a + z) 4+ (—a) = (r+a)+ (—a) =z + (a+ (—a)) =2+ 0 = =z,
wobei wir der Reihe nach A2, Al, A4 und A13 verwendet haben. Es fehlt noch
der Nachweis, dal © = b — a Losung ist. Dazu berechnen wir a + x und erhalten
a+zrz=a+((b—-a)=a+((—a)+b) = (a+(—a)) +b =0+ b = b. Dieser Beweis
verwendet nur Gruppenaxiome, das Resultat gilt daher in jeder Gruppe, insbesondere
in (R\ {0}, -). Eine eigene Diskussion der Gleichung cy = d ist daher nicht notwendig.

SATZ 2.5. Fiir alle z,y,z,w € R, 2 # 0 und w # 0 gilt:

a) 0z =0 f) (—2)+(-y)=—(z+y)
b) —(—z)==x 9) (—2)(=y) ==y

¢) (w ) t=w h) 24L& =724

d) (-1)r=—x i) L4 L=mtu

e) x(—y) = —(zy) = (—x)y
BEWEIS. a) Aus 04 0 = 0 folgt mit Satz 2.1 (0 + 0)x = Oz fiir alle x € R. Das
Distributivgesetz D ergibt 0z + 0x = Ox, mit A3 folgt 0z + 0x = 0x + 0 = 0+ Oz und
schliellich mit Satz 2.4 0x = 0.

b) Das additive inverse Element zu = bzw. —z erfiillt = + (—z) = 0 bzw. (—x) +
(—(—z)) = 0. Mit Hilfe von A2 folgert man

v+ (=x) = (=(=2)) + (—2).
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Dies ergibt mit Satz 2.4 © = —(—x).
¢) analog zu b).

d) Wir zeigen: (—1)z ist das additive inverse Element zu z, d.h. (—1)x + 2 = 0. Dies
folgt aus

(Dt (Dr+1e 21+ 1Dz o0r 2o,

e) Mit Hilfe des Assoziativgesetzes M1 und der bereits bewiesenen Regel d) schlieBt
man

und weiter

M )
(—o)y = ((~Da)y = (~1)(zy) = —(2y).
f) Wir zeigen, (—z) + (—y) ist das additive inverse Element zu = + y. Dies folgt aus
_'_

(—y) Z (x+y) + ((—y) + (—2))

(@+y)+(=y) + (~2) Z (z+ (y+ (~y))) + (~2)
g+ (=) + o)+ () 2 (y+ () + @+ () Zo+0 20

g) Die Behauptung folgt aus

)
xy.

—
|
8
SN~—
~—
|
<
N~—
e
|
—~
—
|
8
~
<
~
e
—~
|
—
|
8
SN~—
~—
<
=

h) Wir zeigen zuerst: 1+ = L dh. z7tw™ = (zw) ™! (%)
Dies folgt aus
2w) - (2 'w™t e wz)(z tw™! w w(zz Hw™! i w(lw™? J\égww_l i 1.
(zw) - (
Somit gilt:
Ty _ _ _ _ 1 -1y ) - LY
—o = ()™ =2z e = (ey) (27w = ay(zw) T = —=
i) Mit Hilfe von h) ergibt sich
x x T w z
__}_2:_.1_}_2.1:___}_2_
z w2z w ZW W2
Zw Wz ZWw

O

SATZ 2.6. Das Produkt von zwei reellen Zahlen ist genau dann ungleich Null, wenn
beide Faktoren ungleich Null sind, d.h. Vzy € R: xy #0 < x #0Ay # 0.

BEWEIS. i) ,,<“ Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis: Angenommen es gébe
z,y € Rmit x # 0, y # 0 und xy = 0. Somit existiert das multiplikative inverse
Element 27! zu z und es gilt zz=! = 1. Aus zy = yx = 0 folgt mit Satz 2.1 (yz)z~! =
0-271 =0, also 0 = (yz)z~! = y(xz™') = y-1 = y im Widerspruch zur Voraussetzung
y# 0.
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ii) ,=“ Wir fithren den Beweis indirekt und zeigen:
Ve,y e R:x=0Vy=0= xy = 0. Dies folgt jedoch unmittelbar aus 2.5 (a). O

BEMERKUNG 2.7. 1) Satz 2.6 ist dquivalent zu der Feststellung, dafl das Produkt
zweier reeller Zahlen genau dann Null ist, wenn mindestens einer der beiden Faktoren
Null ist. In den Anwendungen fiihrt diese Situation héufig zu einer Fallunterschei-
dung.

2.) Die Beweise dieses Abschnittes verwenden nur die Axiome A, M, D. Die Behaup-
tungen treffen daher in jedem Korper zu.

3. Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen

Wir erinnern an den Zusammenhang zwischen der Ordnung < und der strikten Ord-
nung < auf R:z <y ar<yVe=ybzw.z <y z<yAzxz#y (vgl -5.12). Da
R total geordnet ist, trifft fiir alle x,y € R genau eine der drei Alternativen = < y,
r=vy,y <xzu Gilt fir z,y € R, z < y und y < z, folgt daher x = y. Auch die
strikte Ordnung ist mit der Addition und Multiplikation vertraglich, es gilt

(OA" ) Vr,y,zeR:x<y=a+2<y+z
(OM*) Vz,y,ze R:x <y A0 < z= 22 < yz,

denn wére etwa x + 2z = y + 2z, so miiite nach Satz 2.4 x = y gelten. Wir iiberlassen
es dem Leser, die folgenden Resultate fiir die strikte Ordnung < auf die Ordnung <
zu iibertragen.

SATZ 3.1. Fiir alle x,y € R gilt

a) <0 —x>0 ¢) r<ysy—xz>0
b)) >0 —2<0 d) r<ys —y<-—zx.

BEWEIS. ¢) ,=: “ Aus 2 < y folgt mit OA™ z+ (—z) < y+ (—x), also 0 < y — .
s “ Essely—x>0. Mit OA" folgt y + (—x) + x > 0+ x, somit y + 0 > x. Dies
hat x < y zur Folge.

a) Setze y =0 in ¢).
b) Ersetze x durch —x in a) und verwende —(—z) = z (Satz 2.5-b).

d)x<y<c——)>y—x>0<:>—x—(—y)>O<C——)>—y<—x. O

SATZ 3.2. Fiir alle x,y, z,w € R gilt

aA) r<yNz<w=x+z<y+w,
b)0<z<yANO<z<w=zz<yw.

BEWEIS. a) Es seien z,y,z,w € R, x < y und z < w. Wegen OA" gilt dann
auch r + z <y + z und y + z < y + w. Da die strikte Ordnung < transitiv ist, folgt
rT+z<y+w.

b) analog. O
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Satz 3.2 stellt also sicher, dal gleichsinnige Ungleichungen addiert werden diirfen;
gleichsinnige Ungleichungen, in denen sdmtliche Glieder nicht negativ sind, diirfen
multipliziert werden.

SATZ 3.3. Das Produkt zweier reeller Zahlen ist genau dann positiv, wenn beide Fak-
toren ungleich Null sind und dasselbe Vorzeichen haben.

BEWEIS. ,<: “ Fiir x > 0 und y > 0 folgt die Behauptung aus OM* und Satz 2.5.

Falls x < 0 und y < 0 folgt —x > 0 und —y > 0. Nach dem vorhin Bewiesenen gilt
daher (—z)(—y) > 0. Nach Satz 2.5 ist aber (—z)(—y) = xy, somit gilt zy > 0.
,=: “ Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen ohne Beschrankung der
Allgemeinheit an, es géibe relle Zahlen z, y mit zy > 0, < 0und y > 0. Ist z = 0
ergibt sich ein Widerspruch zu Satz 2.5-(a). Es sei x < 0, also nach Satz 3.1 —x > 0,
und nach dem ersten Teil des Beweises ergibt sich

(—z)y = —(zy) > 0.
Mit Satz 3.1 folgert man zy < 0. O

KOROLLAR 3.4. Fiir jede reelle Zahl z ungleich Null gilt « - z > 0. Insbesondere folgt
1>0.

SATZ 3.5. Fiir alle x,y,z € R gilt
Hr<yNz<0=yz<uxz,
i) 0<zx=0<az!
i) 0<z<y=0<yt<al

BEWEIS. i) Es sei z < 0, also —z > 0. Multipliziert man die Ungleichung = < y
mit (—z), erhdlt man z(—z) < y(—=2), bzw. —(xz) < —(yz). Nach Satz 3.1 ist dies
gleichwertig mit yz < xz.

ii) Aus dem Korollar 3.4 ergibt sich 0 < 1 = zz™!, wegen Satz 3.3 und 0 < z muf
auch 0 < 27! gelten.
iii) Man zeige x7'y~! > 0 und multipliziere 0 < x < y mit z 1y~ . O

Der Beweis der folgenden einfachen Aussage iiber das arithmetische Mittel CLTH’
zweier reeller Zahlen a und b sei dem Leser iiberlassen. Das Symbol 2 steht fiir die
reelle Zahl 1 + 1.

SATZ 3.6. Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets eine weitere reelle
Zahl, genauver Va,b € R: a < b=a < “T*b < b.

Insbesondere folgt aus Satz 3.6, dafl es keine kleinste positive reelle Zahl gibt.
KOROLLAR 3.7. Es seien a,b € R und a < b+ ¢ fiir beliebiges € > 0. Dann ist a < b.

BeEwEIS. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch und nehmen an es gibe
reelle Zahlen a, b mit @ > b und a < b+ ¢ fiir alle ¢ > 0. Dann ist a — b > 0 und
daher auch b < b+ “T_b = “Ter Wegen Satz 3.6 mufl “TH’ < a gelten, dies widerspricht
der Voraussetzung a < b+ ¢ fiir € = ‘IT_b > 0. 0
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Wir notieren den niitzlichen Spezialfall @ > 0 und b = 0:
KOROLLAR 3.8. Es sei x > 0 und fiir alle ¢ > 0 gelte x < ¢. Dann ist z = 0.

DEFINITION 3.9. Flir jede reelle Zahl x heifst

x, x>0,
=] =
—x, x <0,

absoluter Betrag (Betrag) von x und

1, x>0,
signx = < 0, x =0,
-1, <0

heifit Signum (Vorzeichen) von x.
Das Vorzeichen und der Betrag einer reellen Zahl x sind verkniipft durch die Beziehung
x = |x|sign .

Folgende Eigenschaften des Betrages sind eine unmittelbare Konsequenz der Defini-
tion.

LEMMA 3.10. Es seien x, b € R und b > 0. Dann gilt
a) x<|z| b) |z]=]—z]
¢) |]>0 d) |z|<bs —-b<ax<hbh.

BeEwEISs. Wir zeigen nur die Eigenschaft d). Es seien 2, b € R, b > 0 und |z| < b.
Wir machen eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von x. Ist x > 0, dann gilt
|z| = x, also auch = < b. Die zweite Ungleichung x > —b folgt aus der Transitivitét
der Ordnung. Ist x < 0, also |z| = —=z, ist die Ungleichung |z| < b gleichwertig mit
—x < b. Aus Satz 3.1 folgt z > —b. Die Ungleichung = < b ist wieder trivialerweise
erfiillt. In jedem Falle gilt somit —b < x < b. Gehen wir nun umgekehrt von den
Ungleichungen z < b und = > —b aus. Fir z > 0 folgt direkt |z| < b. Ist z < 0
schliefen wir von > —b auf —z < b. Dies ist gleichwertig mit |z| < b O

SATZ 3.11. Fir alle x,y € R gilt
a) |t =0 2=0
b) |zy| = |yl
¢) lz+yl <lz|+ |yl Dreiecksungleichung
d) ||z = lyl| < Jo —yl.
e) 2|y < [xflz] + [ylly]

BeEWwEIs. a) Fiir z = 0 folgt aus der Definition |z| = 0. Ist  # 0, dann ist auch
—x # 0, somit ergibt sich ebenfalls |z| # 0.
b) Wir machen eine Fallunterscheidung und betrachten zuerst den Fall x > 0 und
y > 0. Dann gilt xy > 0, |z| = 2 und |y| = y. Es folgt |xy| = xy = |z]|]y|.
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Als zweiten Fall untersuchen wir z > 0 und y < 0. Nun ist xy < 0, |z| = = und
lyl = —y. Es folgt |zy| = —(2y) = z(—y) = [zly|.

Durch Vertauschen von x und y fiihrt man den Fall x < 0 und y > 0 auf die eben
betrachteten Situationen zuriick. Es bleibt der Fall z < 0 und y < 0. Dann ist nach
Satz 3.3 xy > 0 und |z| = —=x, |y| = —y. Aus Satz 2.5-g folgt somit |z| - |y| =
(—2)(=y) = zy = |zy|.

¢) Aus Lemma 3.10 folgt —|z| < 2 < |z| und —|y| < y < |y|. Addiert man die
Ungleichungen ergibt sich

=zl +lyl) = =l =yl <z +y < 2| + ],

also |z + y| < |z| + |y| nach 3.10-d).

d) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sich |z| = |(x —y) + ¥ < |z —y| +|y| und
somit |z|—|y| < |x—y|. Vertauscht man x und y erhélt man |y|—|z| < |y—z| = |[z—y|
und daraus mit Satz 3.1 —|z —y| < —(|y| — |z|) = |z| — |y|. Insgesamt finden wir also
—lz =yl < lz[ = ly| < |z — y[, und daher

||| = [yl] < |z —yl-

e) Mit Hilfe von Korollar 3.4 schliefien wir 0 < (|z| — |y|)(|z| — |y|) = |z||z| — |=||y| —
yllel +yllyl = lallz] = (1+ D]ellyl + |ylly| = lelle] = 2]]ly] + lyllyl. Wegen OA zeigt
dies die behauptete Ungleichung. O

BEMERKUNG 3.12. Die Beweise dieses Abschnittes stiitzen sich nur auf Eigenschaf-
ten, die fiir jeden Korper zutreffen, und auf das Axiom O. Die Behauptungen gelten
demnach in jedem geordneten Korper.

DEFINITION 3.13. Es seien a,b € R und a < b.

i) [a,b] :={x € R: a <z < b} heifit abgeschlossenes Intervall,
ii) (a,b) :={x € R: a < x < b} heifit offenes Intervall,

(a,b] ={r eR:a<x<b} , .
[a,b) :={z €R: a <z < b} heifsen halboffene Intervalle.

a ist linker, b rechter Endpunkt des Intervalls.

iii)

Ist a = b, so ist [a,b] = {a}, die anderen Intervalle sind leer.

Da R linear geordnet ist, 148t sich R (wie jede linear geordnete Menge) mit Hilfe
einer Geraden folgendermaflen veranschaulichen: Auf einer beliebigen Geraden in der
Ebene werden zwei Punkte ausgezeichnet, die wir mit den reellen Zahlen 0 und 1
identifizieren. Es liege etwa 0 links von 1. Jeder reellen Zahl entspricht ein eindeutig
bestimmter Punkt auf dieser Zahlengeraden. Es gilt a < b genau dann, wenn der
Punkt a links von b liegt. Den positiven reellen Zahlen entsprechen also Punkte jenes
Halbstrahles, in dem der mit 1 bezeichnete Punkt liegt. In dieser Phase der Diskussion
von R kénnen wir aber noch nicht sicherstellen, dafi umgekehrt jedem Punkt der
Geraden tatséchlich genau eine reelle Zahl entspricht.
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X 0 1 a < b

Y

negative positive reelle Zahlen

Reelle Zahlengerade

4. Die natiirlichen Zahlen

Wir sind von einer axiomatischen Beschreibung der reellen Zahlen ausgegangen. Ob-
wohl die natiirlichen Zahlen vertraute Objekte sind, miissen wir nun zeigen, wie sie mit
Hilfe unseres Axiomensystems als Teilmenge von R charakterisiert werden kénnen.

DEFINITION 4.1. 1) Fiir jedes x € R heifit x + 1 Nachfolger von x.
2) Eine Teilmenge I C R heifit induktiv ﬁf
e
i)ylel
i) VeeRizel=ao+1€l.

Beispielsweise sind die Mengen R und {z € R : x > 1} induktiv.

LEMMA 4.2. Es sei A # () eine Familie induktiver Mengen. Dann ist auch NA induk-
tiv.

BEWEIS. Da 1 € A fiir jedes A € A gilt, folgt 1 € NA. Es sei nun z € NA, d.h.
x € A fiir alle A € A. Da jede Menge A in A induktiv ist, folgt x + 1 € A fiir jedes
Ae A, dh z+1e€nA. O

Es bezeichne J das System aller induktiven Mengen. Wir haben uns bereits von § #
() iiberzeugt. Nach Lemma 4.2 ist NJ selbst induktiv. Offenbar ist NJ die kleinste
induktive Menge.

DEFINITION 4.3. i) N := NJ heifit die Menge der natiirlichen Zahlen. Ferner
setzen wir Ny := N U {0}.
it) n € N heif§it gerade ;):)f dm € N:n=2m

e

n € N heifst ungerade ﬁf dm eNyg:n=2m+1
€

Es ist iiblich und zweckméfBig, fiir folgende Nachfolger von 1 spezielle Symbole zu
verwenden: 2:=1+1,3:=2+1,...,10 := 9+ 1. Wir werden spéter zeigen, dafl wir
mit den Symbolen (0,1, ...,9,+, —, ,,,“) sdmtliche reellen Zahlen darstellen kénnen.

Aus der Definition 4.3 ergibt sich fiir jede induktive Menge A, N C A. Dieser Umstand
ist die Grundlage fiir das iiberaus niitzliche Induktionsprinzip.

SATZ 4.4 (Prinzip der vollstandigen Induktion). Es sei P(n) eine Aussageform iber
N und es gelte

i) P(1),

ii) Vn e N: P(n) = P(n+1).
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Dann gilt P(n) fir alle n € N, d.h. ¥n € N: P(n).

BEWEIS. Es sei E = {n € N: P(n)} C N die Erfiillungsmenge von P. Wegen der
Voraussetzungen ist E induktiv, daher gilt auch N C F. Somit folgt N = F. O

BEMERKUNG 4.5. Oft trifft eine Aussageform P(n) erst fiir ng > 1 zu. Man iiberzeuge
sich davon, dafl das Prinzip der vollstindigen Induktion auch fiir beliebigen In-
duktionsanfang ng € N gilt. Mit Hilfe der Transformation n = ny + k — 1 und
P(k) = P(ng + k — 1) fithrt man den Fall ng > 1 auf Satz 4.4 zuriick.

SATZ 4.6. Es seien n,m € N. Dann gilt

a) n>1, ¢c) n+meN,
b)  n—1¢€N, d) nmeN.

BEWEIS. a) Ubung.
b) Es sei G = {n € N:n—1 € Ny} C N. Wir zeigen: G ist induktiv. Offensichtlich
gilt 1 € G. Fiir n € G schliefit man

m+1)—1=n+(1-1)=neNy dh.n+1€G. Es folgt G =N.

c) Es sei P(n) die Aussageform ¥Ym € N: n+ m € N. Wegen der Induktivitét von N
gilt Ym € N: 1 + m € N, d.h. P(1). Es gelte P(n), d.h. n+m € N fir jedes m € N.
Wir verwenden moch einmal die Induktivitdt von N, und folgern (n +m) + 1 =
(n+1)4+m e Nfiir alle m € N, also Vm € N: (n+1)+m € N, d.h. P(n+1). Wegen
Satz 4.4 trifft P(n) fur alle n € N zu.

d) Ubung. O

N ist somit abgeschlossen beziiglich der Addition und Multiplikation.
SATZ 4.7. Fiir natiirliche Zahlen n und m g¢ilt n > m genau dann, wenn n —m € N.

BEWEIS. “=" Es sei P(m) die Aussageform Vn € N: m <n=n—m € N. Aus
1 < n folgt mit (OA*) 0 < n — 1. Nach Satz 4.6 trifft n — 1 € Ny zu, alson —1=10
oder n —1 € N. Wegen n — 1 > 0 gilt zwangsldaufig n — 1 € N, d.h. P(1). Es gelte
nun P(m) und n € N erfiille m + 1 < n, (n sonst beliebig), d.h. m < n — 1. Aus
1 <m < n —1 schlieflen wir auf n — 1 € N. Somit folgt aus m < n — 1 wegen P(m)
die Giiltigkeit von (n — 1) —=m =n — (m + 1) € N, also von P(m + 1).
“<" Es sei n —m = [ fiir ein [ € N. Die Behauptung folgt nun ausn—m=101>1> 0
durch Addition von m. O

KOROLLAR 4.8. Fiir natiirliche Zahlen n und m gilt n > m genau dann, wenn n >
m+ 1.

KOROLLAR 4.9. Zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen
und zwischen Null und 1 liegt keine weitere natiirliche Zahl.

BEWEIS. Formal geschrieben lautet die Behauptung Vm € Ng: (m, m+1)NN = ().
Wir fithren den Beweis durch Widerspruch und nehmen vorerst an, es gibe n, m € N
mit m < n < m+ 1. Wegen Satz 4.7 gilt n —m € N, also nach Satz 4.6 n —m > 1.
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Aus n < m+1 ergibt sich der Widerspruch n —m < 1. Fiir m = 0 erhalten wir einen
Widerspruch zu 4.6-(a). O

DEFINITION 4.10. M C R sei nicht leer.
i) u € R heifst Minimum von M, p = min M, [<):>fu eMANVreM: p<uz.
€

ii) v € R heifft Maximum von M, v = max M, l<):>f1/€M/\VxEM: x < .
e

Nicht jede Teilmenge reeller Zahlen besitzt Minimum oder Maximum, z.B. R oder
(0,1). Existiert ein Maximum (Minimum) einer Teilmenge reeller Zahlen, so ist diese
Zahl wegen der linearen Ordnung in R natiirlich eindeutig bestimmt.

SATZ 4.11 (Wohlordnungssatz). Jede nicht leere Menge von natirlichen Zahlen besitzt
ein Minimum.

BEWEIS. Nehmen wir an, es gibe A € P(N) \ 0 und A besitze kein Minimum.
Ferner sei S = {n € N: (Va € A: n < a)}. Wegen Satz 4.6 a) ist 1 € S, sonst wire
1 = min A. Es sei n € S und somit nach Korollar 4.8 n + 1 < a fiir alle a € A. Ware
n+ 1 nicht Element von S, dann gébe es u € A mit n < u < n+1. Wegen Korollar 4.9
miifite p = n + 1 gelten. Dies hétte g = min A zur Folge, im Widerspruch zur Wahl
von A. Also gilt n+ 1 € S und somit S = N. Dies ist ein Widerspruch zu S ¢ N. [

Manchmal kommt es vor, dafl fiir den Induktionsschritt nicht nur die unmittelbar
vorangehende Aussage gebraucht wird, sondern alle vorausgehenden. Als Anwendung
des Wohlordnungssatzes zeigen wir folgende Variante des Induktionsprinzipes.

SATZ 4.12. P(n) sei eine Aussageform iber N, ng € N mit den Figenschaften:
1) P(n0)7
i) Yn > noVk € N: (ng <k <nAP(k)) = P(n+1).

Dann gilt P(n) fir alle n > no.

BeweEis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, es gelte i) und
ii), aber die Aussageform P(n) trifft nicht fiir alle n € N zu. Dann ist die Menge
{n € N: n >nyA—=P(n)} nicht leer und besitzt wegen des Wohlordnungssatzes ein
Minimum mg, € N. Dann gilt P(k) fiir alle ng < k < my — 1 und somit wegen ii) auch
fiir £ = myg. Dies ist wegen der Bedeutung des Index mq nicht moglich. 0

DEFINITION 4.13. x € R heifit ganze Zahl L<):>fx e NgV —x € Ny.
€
Die Menge der ganzen Zahlen wird mit 7 bezeichnet.
Es sei dem Leser iiberlassen, die Sétze 4.6 c), d), 4.7 und Korollar 4.8, 4.9 auf Z zu

iibertragen.

Das Prinzip der vollstiandigen Induktion ist auch die Grundlage fiir sogenannte re-
kursive Definitionen, bei denen fiir alle n € N Begriffe B(n) definiert werden, indem
man auf die bereits erklarten Begriffe B(1), ..., B(n—1) zuriickgreift. Betrachten wir
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zum Beispiel die Folge 1, 2, 4, 8, 16,... (der Begriff einer Folge wird spéter genauer
definiert). Die Ellipsis ... suggeriert das Bildungsgesetz a, = 2", n € N. Dieselbe
Folge kann jedoch auch rekursiv beschrieben werden. Dazu setzt man a; = 1 und
ani1 = 2a, fiir alle n € N. Aus a; ergibt sich as, aus as wiederum a3 usw. Durch
die Rekursionsvorschrift wird zumindest in diesem Beispiel eine Folge eindeutig be-
stimmt. Das rekursive Vorgehen kann durch folgenden Satz gerechtfertigt werden.

SATZ 4.14 (Rekursionssatz). Es sei B eine nichtleere Menge und b € B. Fliir jedes
n € N sei eine Abbildung F,: B" — B gegeben. Dann gibt es genau eine Abbildung
¢: Ng — B mit den Figenschaften

(1) ¢(0) = b.
(2) p(n+1) = Fo11(9(0),...,0(n)) fir alle n € Ny.
Natiirlich kann die Rekursion auch bei jedem ng € Ny beginnen.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst durch vollstéandige Induktion, dafl es hochstens eine
derartige Abbildung ¢ geben kann. Angenommen es gidbe zwei Abbildungen ¢ und
¥: Ng — B mit ¢(0) = ¢(0) = b und

(n+1) = F(¥(0), ..., ¢ (n))
fiir n € Ny. Dann gilt ¢(0) = 1(0). Aus der Induktionsannahme ¢(k) = ¥(k) fiir 0 <
k <n folgt p(n+1) = 1(n+1) und daher ¢ = ¢ nach dem Induktionsprinzip in der

Form von Satz 4.12. Wir konstruieren nun die gesuchte Funktion ¢ aus Hilfsfunktionen
©n:40,...,n} — B, n € Ny, mit folgenden Eigenschaften

(Pn(o) =,
(%) en(k) = k),
on(k +1) = Foa(9(0),...,0(k), 0<k<n-1

Definiert man nun ¢: Ny — B durch

folgt aus den Eigenschaften von ¢,

(p(n + 1) = Qanrl(n + 1) = Fn+1(90n+1<0)7 cet (PnJrl(n))
= n-H(QOO(O)v cee 79071(”)) = Fn—l—l(SD(O)’ cee 7@(”))7

d.h. ¢ ist die gesucht Funktion.

Wir zeigen nun induktiv die Existenz der Hilfsfunktionen ¢,. Fiir n = 0 ist ¢, al-
lein durch ¢o(0) = b bestimmt. Die beiden zusétzlichen Eigenschaften in (k) sind
trivial erfiillt, da es keine natiirliche Zahl 0 < k£ < 0 gibt, fiir welche sie nicht zutref-
fen konnten. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, es seien bereits Funktionen



42 II. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN
©0, - - -, pn, mit den in (x) geforderten Eigenschaften konstruiert und setzen

) on(k) 0<k<n
(k) = {Fn+1(<pn(0), oy on(n) E=n+1.

Aus der Induktionsvoraussetzung ergibt sich dann

oni1(k) = pu(k) = or(k), 0<k<n

(fiir & = n entspricht dies der Definition von ¢, ) und auch

Oni1(k+1) = on(k +1) = Fri1(9n(0), - ., on(k))
= Fi1(9n11(0), ..., onya (K)), 0<k<n-1

Fiir k£ = n ergibt sich ebenfalls

Qpn+l(n + 1) - FnJrl(SOn(O)? BRI @n(n))
= Fo1(ens1(0), .. onga(n)).
Somit ist der Induktionsschritt bewiesen und die Existenz der Funktionen ¢ gesi-

chert. O

DEFINITION 4.15. Es sei x € R. Wir definieren

=2, 2" =2"2, neN,

Man nennt ™, n € Ny, n-te Potenz von x, x heiffit Basis und n Exponent.
Fiir x € R\ {0} setzen wir

=1, 27":=(@") " neN.

Diese Definition kann folgendermaflen auf den Rekursionssatz zuriickgefiihrt werden:
setze B=R, b=z und F,: R" - R, F,(x;...,2,) = z,x. Die Funktion ¢ erfiillt
dann ¢(1) =z und p(n + 1) = p(n)x, n € N. Anstelle von p(n) schreibt man z™.

LEMMA 4.16. Es secin € N, z € R und x # 0. Dann gilt (™)™ = (2)".

BEwEIs. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 1 stimmt die Behauptung
mit der Definition des multiplikativen inversen Elementes von z iiberein. Es gelte
— = (). Der Induktionsschritt ergibt sich aus

1., 1,1 11 1 1
=)= == = (z

T ' xr zx xrx gntl

n—i—l)—l.

SATZ 4.17 (Potenzgesetze). 1.) Fir xz,y € R\ {0}, n,m € Z gilt
a) xMa" = g™t

b) z"y" = (zy)",
c) (a™)" =™,
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Fiir n,m € N gelten a)—c) fir z,y € R.
2.) Firn e N und x>0,y >0 gilt

r<y&sat <y

BEwEIS. Wir zeigen nur a), die iibrigen Aussagen moge der Leser als Ubung
beweisen. Fiir m = 0 oder n = 0 ist die Behauptung klar. Es sei m € Z beliebig
gewihlt und P(n) das Priadikat z™z" = 2™*" fir n € N. Fir m € N ist P(1)
dquivalent zur rekursiven Definition der Potenz. Fiir m < 0 ergibt sich

xmx: i = r = 1 = 1 :1’m+1
oiml — glml—1y — piml=1 T p—(m+1) )

d.h. es gilt P(1). (Die zweite Gleichheit begriindet man mit der Definition 4.15). Es
gelte nun P(n). Verwendet man die Definition 4.15 und P(n), ergibt sich

xmxn—l-l — J]m<l’nl’) — (Imxn>x — xm—i—nx — xm—l—n—i—l

Y

also P(n + 1). Die letzte Gleichheit wird durch P(1) mit m + n anstelle von m
gerechtfertigt. Schlieflich seien n, m € Z, n,m < 0. Dann gilt

gngm _ L L L el _ nm

O

Wir beenden diesen Abschnitt mit weiteren Beispielen zur vollstdndigen Induktion.

LEMMA 4.18 (Bernoullische Ungleichung). Es sei x € R und n € N.
Firz>—1,x# 0 undn > 1 gilt dann

(1+2)" >1+naz.

BEWEIS. i) Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt (1 + z)? > 1 + 2x.
ii) Induktionsschritt: Es sei n € N und es gelte (1+x)" > 1+nx. Nach Voraussetzung
ist 1+2 > 0. Somit folgt aus der Induktionsvoraussetzung (1+x)"* > (1+nz)(1+x).
Die Abschéitzung

(1+nr)(1+2)=1+n+Dz+nz®>>1+n+ 1)z
ergibt wegen der Transitivitdt von > die gewiinschte Ungleichung
14+ 2)"" > 1+ (n+ 1)z
OJ

Ein weiteres Beispiel einer rekursiven Definition ist folgende kompakte Schreibweise
fiir endliche Summen ag + as + - - - + a,, und endliche Produkte ag - - - a,,. Die rekur-
sive Definition prézisiert die Bedeutung der Ellipsis. Dazu setzen wir im Rekursions-
satz 4.14 B = R, F,,: B® — B, F,(xo,...,Zp_1) = Tn_1 * a, und erhalten so eine
Funktion ¢: Ny — B mit ¢(0) = ap und ¢(n + 1) = ¢(n) * a,41. Bezeichnet x die
Addition in R, schreibt man Y ;_, ay, fiir ¢(n), steht * fiir die Multiplikation, schreibt
man [[,_, ax:
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DEFINITION 4.19. Es seien ag,ay, ..., € R.

1) g, = ag und g a; = Yt 4y + ay, n € N,

ii) H?:o a; = ap und [[j_qa; = H?:_g aj-ap, n €N.
Fiir die leere summe vereinbaren wir den Wert 0, das leere Produkt erhdlt den Wert
1.

>~ heifit Summenzeichen, der Buchstabe j ist ein Summationsindex. Er kann beliebig
umbenannt werden. Analoges gilt fiir das Produkt.

DEFINITION 4.20. Die Zahlen
i) 0':=1,Vn € Ny: (n+ 1)! = nl(n + 1) heiffen Fakultditen.
ii) Firn € Ny und 0 < k <n heifst

(1) = m

Binomialkoeffizient ( (Z) wird ,n tber k“ gelesen).

Es gilt also n! = []'_, ¢. Die Fakultiten wachsen sehr rasch an: 1! = 1,2! = 2,3! =
6,4! = 24,10! = 3 628 800. Diese Zahlen werden bei Abzdhlproblemen verwendet.
Beispielsweise ist n! die Anzahl der Moglichkeiten, n unterscheidbare Objekte in ver-
schiedener Reihenfolge anzuordnen. Der Binomialkoeffizient (Z) gibt die Anzahl der
Teilmengen mit £ Elementen in einer Grundmenge von n Elementen.

LEMMA 4.21. Fiir alle n,k € Ng, 0 < k <n—1 gilt
) (x) N, (5)=(;) =1

ii) (kL) + (Z) - (Zﬁ)f

BewEis. Ubung. O
Ordnet man die Binomialkoeffizenten im sogenannten Pascalschen Dreieck an,
1
1 1
1 2 1

1 ) 10 10 ) 1

dann sagt Lemma 4.21-ii), dafl man die Binomialkoeffizienten der n + 1-ten Reihe als
Summe der beiden unmittelbar dariiber stehenden Binomialkoeffizienten berechnen
kann

SATZ 4.22 (Binomischer Satz). Es seien x, y reelle Zahlen. Dann gilt fiir alle n € N:

(z4+y)" = i (Z) " ",

k=0
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BeEWEISs. 1) Induktionsanfang: Fiir n = 1 ergibt sich

1 1
rTt+y= (O>x1y0+ (1)x0y1 =z+y.

n

2) Induktionsschritt: Sei n € N und es gelte (z +y)" = Y (})2" *y*. Durch Multi-
k=0
plikation mit z 4 y folgt

= Qe

k=0

_ $n+1+Z(Z) n+1-k k+Z( ) n—hyktl 4 ntl
k=1

Ersetzt man in der zweiten Summe den Summationsindex k& durch 7 — 1, ergibt sich
weiter

n n & n n n+1—j3,.9 n
(z 4y = x+1+z(k> +1kk+z< ) Flmfgd | gt

e AR

a21 (n+1Y 4 ~ (n+1 n+l—k, k n+1\
- (0>x 2 0y e

k=1

n+1
_ n+1\ 1k k
= (")

k=0

Ohne Beweis notieren wir die Identitaten:

n+171

i DN gk
LEMMA 4.23. i) Vn e NVg e R\ {1}: kgoq =4,

n—1
ii) Vn € NVz,y € R: 2" — y" = (z — ) ;) "yt (Hornersche Regeln).

5. Die rationalen Zahlen

DEFINITION 5.1.

p

Q::{xGR:x:5,p€Z,q€N}

heifit die Menge der rationalen Zahlen. R\ Q ist die Menge der irrationalen
Zahlen.
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Es kann leicht gezeigt werden, daB fiir z,y € Q auch —z,z + y, xy und, falls = # 0,
auch 271 zu Q gehoren. Q erfiillt die Axiome A, M, D, Q. Q ist somit ein geordneter
Unterkdérper von R, in dem alle bisher abgeleiteten Sétze gelten. Jedoch besitzen
bereits sehr einfache Probleme keine Losung in Q:

SATZ 5.2. Die Gleichung 2% = 2 besitzt keine Lésung in Q.

BEWEIS. Angenommen es gibe ein € Q mit 22 = 2. Es ist x = §, peZ,qeN.

O.B.d.A. seien p und ¢ nicht beide zugleich gerade. Aus p? = 2¢® folgt p? und somit
auch p ist gerade, d.h. es existiert eine ganze Zahl n mit p = 2n. Dies hat 4n? = 242,
also ¢ = 2n? zur Folge. Somit ist auch ¢ und damit auch ¢ gerade. Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von p und ¢. In diesem Beweis haben wir folgende Eigen-
schaft ganzer Zahlen verwendet, deren einfachen Nachweis wir dem Leser iiberlassen:
Vp € Z: p* gerade = p gerade. O

Analysieren wir diesen Sachverhalt genauer: Es sei
A={pecQ:p<0vp*<2lund B={pcQ:p>0,p*>2}.

Wir zeigen: A besitzt kein Maximum und B kein Minimum in Q. Zu diesem Zweck
definieren wir fiir jedes rationale p > 0 die Zahl ¢ € Q durch

pP? =2 |>p firpe€ Aundp >0,
<p firpeB.

Eine einfache Rechnung zeigt

2_2_2p2—2 <0 firpeA,
T T 22 >0 firpe B

Aus diesen Beziehungen folgt fiir jedes nicht negative p € A einerseits p < ¢, anderer-
seits ¢? —2 < 0, d.h. ¢ € A. Es gibt somit kein Maximum in A. Fiir jedes p € B ergibt
sich g < pund ¢> — 2 > 0, d.h. ¢ € B. B hat demnach kein Minimum. Andererseits
ist AU B = Q. Das Paar (A, B) definiert einen Dedekindschen Schnitt in @Q, aber es
existiert keine Schnittzahl in Q. Das System der rationalen Zahlen hat also Liicken,
welche in R durch das Vollstédndigkeitsaxiom geschlossen werden.

6. Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

DEFINITION 6.1. Es sei M C R.
(1) Eine reelle Zahl o heifst obere Schranke fiir M [<):>fo eM:z<o.
€

M heifst nach oben beschrdnkt, wenn M eine obere Schranke besitzt.
(2) FEine reelle Zahl u heifst untere Schranke fir M §>fo eM:z>u.
e

M heifit nach unten beschrdnkt, wenn M eine untere Schranke besitzt.
(3) M C R ist beschrdnkt < M ist nach oben und unten beschrinkt.

Def
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DEFINITION 6.2. a) Es sei M C R nach oben beschrinkt.

a € R heifit Supremum von M, o = sup M 1<D:>f
€
i) a ist obere Schranke von M,

ii) Ve € R: 2z < a = x ist nicht obere Schranke von M.

b) Es set M C R nach unten beschrdinkt.
G € R heifit Infimum von M,  =inf M <

Def
i) [ ist untere Schranke von M,
ii) Vo € R: B < x = x ist nicht untere Schranke von M.

Das Supremum (Infimum) einer Menge, soferne es existiert, ist demnach die klein-
ste obere (grofte untere) Schranke. Eine Menge kann also hochstens ein Supremum
(Infimum) besitzen. Ist das Supremum einer Menge M selbst Element von M, gilt
sup M = max M. Umgekehrt, besitzt eine Menge M ein Maximum, so ist natiirlich
auch max M = sup M.

BEISPIEL 6.3. a) M = {z € R : 2 > 1} ist nicht nach oben beschrinkt. M besitzt
somit kein Supremum, M ist nach unten beschrinkt (z > 1 = 1 ist untere Schranke)
und 1 € M. Somit gilt inf M = min M = 1.
2) Fir N =(0,1] gilt sup N =max N =1€ N, inf N=0¢ N.
3) Die leere Menge besitzt in R weder Supremum noch Infimum.
Héufig verwendet man folgende Charakterisierung des Supremums.
SATZ 6.4. Es sei ) # M C R. Dann ist o = sup M charakterisiert durch

i) x < « fir alle x € M,

ii) Fir allee >0 gibt esy € M mity > a —e.

BEWEIS. Die erste Eigenschaft besagt, dal o eine obere Schranke fiir M dastellt.

Die Eigenschaft ii) stellt fest, dafl jede reelle Zahl z < a keine obere Schranke fiir M
sein kann. ]

Wir formulieren nun eine wichtige Konsequenz aus dem Vollsténdigkeitsaxiom:

SATZ 6.5 (Supremum Prinzip). Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge reeller
Zahlen besitzt ein Supremum in R.

BEWEIS. Es sei M C R, M # (), nach oben beschrinkt. Ferner sei B die Menge
aller oberen Schranken von M und A = R\ B. Da M nicht leer ist, gibt es z € M.
Es folgt x — 1 € A. Somit gilt A # ) und B # 0, AU B = R. Es seien a € A und
b € B beliebig gewahlt. Dann ist a keine obere Schranke fiir M, also gibt es x € M mit
a <z <b,dh.esist a <b. Die Mengen A und B definieren also einen Dedekindschen
Schnitt. Das Vollstandigkeitsaxioms V sichert die Existenz einer eindeutig bestimmten
Schnittzahl &, sodal entweder A = {z € R: 2 < ¢} und B=R\ A oder B = {z €
R: x> ¢} und A =R\ B gilt. Insbesondere folgt aus diesen Beziehungen

(%) Vae A:a <,
(%) Vbe B: (<D
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Wire £ € A, gibe es (wie vorher) x € M, sodal £ < z. Wegen Satz 3.6 wiirde auch
&< HTI < x gelten, d.h. &T“C € A. Die Ungleichung & < 5% ist ein Widerspruch zu
(x). Es folgt £ = B. Somit ist £ eine obere Schranke fiir M und wegen (xx) sogar die
kleinste, d.h. £ = sup M. U

KOROLLAR 6.6. Jede nicht leere, nach unten beschriankte Menge reeller Zahlen besitzt
ein Infimum in R.

BEWEIS. Es sei N C R, N # (, nach unten beschrinkt und U die Menge der
unteren Schranken. Somit ist U # () und jedes Element aus N ist eine obere Schranke
fiir U. Wegen Satz 6.5 existiert s = sup U. Wir behaupten s = inf N. Dies folgt aus
s € U. Angenommen, es wire s ¢ U, dann gidbe es x € N, sodafl + < s = supU.
Da s die kleinste obere Schranke von U ist, kann x nicht obere Schranke von U sein.
Somit existiert y € U mit x < y. Dies jedoch widerspricht der Definition von U. [

Ein einfacherer Beweis kann auf die Beobachtung aufgebaut werden, dal N C R genau
dann nach unten beschrinkt ist, wenn —N := {t € R: —t € N} nach oben beschrénkt
ist. Die angegebene Beweisvariante verwendet keine speziellen Eigenschaften von R.
In jeder linear geordneten Menge folgt daher aus dem Supremumprinzip das Infimum-
prinzip und umgekehrt.

SATZ 6.7. N ist nicht nach oben beschrinkt.

BEWEIS. Angenommen, N ist nach oben beschrankt. Nach Satz 6.5 existiert dann
a = supN. Da a — 1 keine obere Schranke fiir N sein kann, existiert n € N, sodafl
a—1<n. Esfolgt a < n+ 1, ein Widerspruch zu Vm € N:m < a. O

KOROLLAR 6.8. R ist archimedisch geordnet, d.h. fiir alle a,b € R, a > 0, existiert
n € N, sodal na > b.

BEWEIS. Da N nicht nach oben beschrankt ist, gibt es n € N, sodafl g <n. O
KOROLLAR 6.9. Ve > 03In e N: L <e.
BeEwEgis. Wahle b = 1,a = ¢ in Korollar 6.8. 0

SATZ 6.10. Es sei x € R. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl g, sodafs
(%) g<x<g+1, (rx—1<g<ux).
Man nennt g Grofites Ganzes von x und bezeichnet diese Zahl mit [x].

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit und nehmen an, es gébe zwei
verschiedene Zahlen ¢,g € Z, 0.B.d.A. g < g, sodafl (x) gilt. Es folgt 0 < g —g € N
und g < x < g+ 1,dh. g—g < 1. Insgesamt gilt 0 < g — g < 1, dies widerspricht
Korollar 4.9. Die Menge {n € N: |z| < n} ist nicht leer und besitzt daher ein kleinstes
Element ng (Satz 4.11). Somit gilt ng — 1 < & < ng, falls z > 0 und —ny < = <
—(ng — 1) falls x < 0. Wenn x > 0, wihle g = ng — 1. Ist = < 0, setze g = —ny falls
r & Zund g = —ngy+ 1 falls x € Z. O
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Wir zeigen nun, dafl die rationalen Zahlen ,,dicht“ in R liegen.
SATZ 6.11. Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets eine rationale Zahl.

BEWEIS. Es seien x, y reelle Zahlen und x # y. O.B.d.A. kénnen wir 0 < x < y
annehmen (man addiere eine geeignete natiirliche Zahl). Nach Korollar 6.9 existiert
ng € N, sodafl 0 < nio <y —x, dh. 14+ nez < ngy. Nach Satz 6.10 (mit 1 + nyx
anstelle von z) folgt die Existenz von ky € N, mit noz < ky < noz + 1 < ngy. Fiir
Po = z—g € Q gilt dann
T <py<y. 0
Dieser Satz hat ein merkwiirdiges Haufungsphénomen zur Folge: Besitzt eine nicht

leere Menge M ein Supremum, jedoch kein Maximum, so liegen fiir jedes ¢ > 0
y,unendlich® viele Elemente von M zwischen sup M — ¢ und sup M.

DEFINITION 6.12. Es seien A, B C R nicht leer und r € R. Wir definieren
A+B:={a+b:a€ Abe B},
AB :={ab:a € Abe B},
rA:={ra:a€ A}.

SATZ 6.13. A, B C R seien nicht leer und nach oben beschrinkt. Dann gilt
i) Falls A C B, dann gilt sup A < sup B,
ii) sup(A + B) = sup A + sup B,
iii) Vr > 0 :sup(rA) = rsup A,
iv) Vr <0 :inf(rA) = rsup A4,
v) ACRT"ABCR' = sup AB =sup A - sup B.
Sind A und B nach unten beschrinkt, so gilt ein entsprechender Satz fir das Infimum.

Der Beweis sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

SATZ 6.14 (Intervallschachtelung). Es sei {I,}5°, eine Familie abgeschlossener In-
tervalle I, := [an, by, a, < by, in R mit folgenden Eigenschaften:

a) VneN: [, C I,

b) Ve >03dn e N: b, —a, <e.

Dann gibt es genau ein z € R, sodaf§ (,—, I, = {z}.
BEWwWEIS. Wegen a) gilt: a, < apy1 < byyq < b, fiir alle n € N. Dies hat
(1) Vn,k € N: a, <b.

zur Folge. Angenommen, es gibe Indizes ng, kg € N mit by, < ay,,. Ist ng < ko,
miifite auch by, < a,, < ag, gelten, im Widerspruch zu ax, < by,. Ist kg < ng, dann
folgt bn, < br, < an, im Gegensatz zu a,, < b,,. Setzt man A = {a,: n € N}
und B = {b,: n € N}, ergibt sich aus (1), daf§ jedes b, eine obere Schranke fiir A,
und jedes a,, eine untere Schranke fiir B darstellt. Somit existieren o = sup A und
£ = inf B und es gilt a < b, fiir alle n € N. Es ist also a eine untere Schranke
fir B, was a < [ zur Folge hat. Ferner gilt a,, < a < ¢ < b, fiir alle n € N, d.h.
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[, B] € Mo I Es folgt (2, I, # 0. Wére a < 3, dann miifite auch b, —a, > f—«
fiir alle n € N gelten. Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung b). Es gilt somit
Mo~ I, =sup A =infB. O

7. Wurzeln

Mit Hilfe des Supremumprinzips kann man die Existenz n-ter Wurzeln aus nicht-
negativen Zahlen zeigen.

SATZ 7.1. Es sein € N, n > 2 a € R und a > 0. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Zahl &, sodafs € > 0 und " = a.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 4.17- 2. Fiir a = 0 setzen wir £ = 0, fiir
a = 1 ist die Losung & = 1. Wir betrachten zuerst den Fall a > 1. Mit vollstédndiger
Induktion zeigt man, dal " > a fiir alle n € N gilt. Fiir x > a oder 0 < 2 < 1 folgt
daher

" >a">a oder)<z"<1<a,

also kann z > a oder z € [0, 1] keine Losung der Gleichung 2™ = a sein. Wir suchen
daher eine Losung im Intervall [1, a] und betrachten dazu die Menge

A={zeR:z<1Az2" <a}

Sie ist nicht leer (1 € A) und beschrankt(A C [1, a]) und besitzt daher ein Supremum,
s = sup A. Wir zeigen s" = a, indem wir die Annahme s # a zum Widerspruch
fithren. Hiefiir ist folgende Uberlegung zweckméfig: fiir o € R mit || < 1 betrachten
wir die Abschétzung

r:é(?;)skww !aHZ( Jstarts
S‘O‘CZ:( )stlalt- 1<\a12( )s* < lal(a+ o

|s"™—al

und wéhlen e € R mit 0 < € < min{s, T )n}. Es sei s" < a, dann folgt s+¢ € A. Es
gilt ndmlich (wihle a = ¢ in (*))

™)
<s"e(l+s)"<s"+|s" —al =a.

Wegen s = sup A ist s + ¢ € A, € > 0, nicht moglich.
Die Annahme s” > a hat (s — ¢)" > a zur Folge: wihlt man a = —¢ in (*), erhélt
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man wie vorhin

g e B

) 3 ) L e e e I

Fiir x > s — ¢ folgert man

" > (s—e)" > a,
d.h. s —e muf eine obere Schranke fiir A sein. Dies ist nicht moglich, da s die kleinste
obere Schranke fiir A ist. Wegen der in R geltenden Trichotomie mufl daher s = a
gelten. Schlieflich betrachten wir den Fall 0 < a < 1. Dann ist b = é > 1 und die
Gleichung y™ = b hat eine eindeutige positive Losung 7. Setzt man £ = %, erh&lt man

O

KOROLLAR 7.2. Ist n € N ungerade, dann besitzt die Gleichung 2" = a fiir jedes
a € R genau eine Losung & € R.

BEWEIS. Es gentigt, den Fall a < 0 zu betrachten. Dann ist —a > 0 und die
Gleichung ™ = —a hat nach Satz 7.1 genau eine positive Losung &. Setzt man

€ = —¢, folgt
£ = (=€) = (-1)'¢" = (~1)"(~0) = —(~a) =@,
da n ungerade ist. 0

DEFINITION 7.3 (Wurzel). Es seien entweder n € N gerade und a € RT oder n € N
ungerade und a € R. Dann bezeichnet man mit {/a die eindeutig bestimmte Lisung
in RT (falls n € N gerade), bzw. in R (falls n € N ungerade) der Gleichung "™ = a.
Man nennt /a die n-te Wurzel aus a. Anstelle von {/a schreibt man auch an. Im
Fall n = 2 ist die Notation /a fiir &/a gebrduchlich.

BEMERKUNG 7.4. 1) Wegen Satz 7.1 gilt mit dieser Definition (an)" = a fiir alle
a € R im Fall n ungerade und fiir alle a € Rt im Fall n gerade.

2) Ist n € N gerade und a > 0, dann liefert an eine positive Losung der Gleichung
™ = a. Ist n gerade und a > 0, dann ist — /a eine weitere Losung der Gleichung 2" =
a. Dies wird durch die Kurzschreibweise z15 = £{/a zum Ausdruck gebracht. Dies
darf keinesfalls dahingehend missverstanden werden, {/a habe zweierlei Vorzeichen.
Es gilt stets {/z > 0 fiir alle z > 0 und n € 2N.

3)Ein hiufig auftretender Fehler ist es, v22 = & zu setzen. Richtig ist V22 = |z|.

4) Die Definition der n-ten Wurzel ist nicht einheitlich: viele Autoren definieren {/a
nur fiur a > 0 fir alle n € N.
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KOROLLAR 7.5. 1.) Fiir alle positiven reellen Zahlen a,b und n,m € N gilt

1

i) (ab)w = awbn, ($)w =

) (ah)m = @),
iii) (an)m = (a H)Z = qmm.
2.) Ist a, b > 0, dann gilt

(SIS
S| 3=

9

an
1
77.

a<besar <br
fiir alle n € N. Fiir n ungerade gilt diese Beziehung fiir alle a, b € R.

1

BEWEIS. i) (anba)" = (an)"(b%)" = ab. Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel
1 1.1
folgt daher (ab)» = anbx.

i) [(af)")" = (aF)™ = [(a})]" = a.
i) [(af) 5] = [[(a)#]]" = (@h)" =a 1
Dies Zelgt (aw)m = anm. Wegen der Symmetrie beziiglich n und m in a=»= folgt

()% = (am ).

2.) Fiir 0 < a < b folgt die Behauptung aus
ar < bn & (an)" < (b0)" Ea <.

Es sei n ungerade und a < b < 0. Dies ist gleichwertig mit 0 < —b < —a. Aus dem
eben Bewiesenen folgt

0<—-b< —a@(—b)% < (—a)% S0 < —br < —ar < an <br <0
Die iibrigen Félle sind trivial. 0

Die Darstellung rationaler Zahlen durch Briiche ist nicht eindeutig. Gilt etwa p = £ =
2 >0 dh. rv = us fiir r,s,u,v € N und setzt man fiir a > 0 x = (aT)%, Yy = (a“)%,
folgt

IS’U — (IS)U — (CLT)U — aT‘U — aus — (au>s — (yU>S — y’US7
wegen der Eindeutigkeit der Wurzel gilt dann x = y. Beachtet man noch Korollar 7.5-
1 ergibt sich (a)" = (a”)s = (a*)v = (av)*. Es kommt somit auf die Reihenfolge des
Potenzierens und Radizierens nicht an.

Somit ist folgende Definition sinnvoll:

DEFINITION 7.6 (Potenz mit rationalen Exponenten). Es seta >0 und r = £ >0,
p,q € N.

0":=0, a" := (ap)é, a" = —.
Natiirlich hétte man wegen Korollar 7.5. 1-(ii) auch (a%)p zur Definition von a” ver-

wenden konnen. Man beachte, dafl diese Definition fiir a < 0 nicht immer sinnvoll ist.
Als Beispiel betrachte man

/(—27)2 =3, aber v—27 = —3.
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Aus diesem Grunde wird haufig die n-te Wurzel nur fiir nicht negative reelle Zahlen
definiert.

SATZ 7.7 (Potenzgesetze). Es seien a,b € RT und r;s € Q. Folgende Regeln gelten,
falls alle beteiligten Potenzen definiert sind.
1) a’a’ = ar—&-s;
11) (ar)s — ars;
iii) a"b" = (ab)",
iv) a>0=%=a"",

V)b>0:>‘;—::(%)’”.

BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Regel. Wir betrachten vorerst den Fall r,
s > 0, also r = %’, s = 2 mit geeigneten natiirlichen Zahlen p, ¢, n und m. Wegen

r = Z—s und s = %1 kann man diesen Fall auf Satz 4.17 zuriickfiihren:

a"a® = (am)"P(ani)"™ = (ami )P = o5 = iR

Es sei nun rs < 0 und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit » < 0, s > 0, also
r= —%. Es folgt

— ar—i—s‘

1
a’® anra )™ 1
aras o o ( . ) o (anfq)mq—np
a\"| (arTq)HP
mq—pn m_ P +
a nq = qn q:asr mq_pnzo’
= 1 _ 1 _ 1 __ . Tts
T =T m = s — 0 mq —pn < 0.
(anq)pnfmq ad n

Schliellich betrachten wir noch den Fall rs > 0 und r» < 0, und s < 0. Man erhélt
11 1
r.s __ _ _ —|r|—|s| — rts
“a = alrl qlsl — glrl+ls| @«

SATZ 7.8. Es seia > 0,b>0 undr € Q. Dann gilt
i)a<bea <, fallsr >0,
i) a<be b <a, fallsr <0.

BEWEIS. i) folgt aus 7.5 iv) und Satz 4.17 2.). Fiir den Nachweis von ii) beachte
man a” = O

alr‘ :
SATZ 7.9. Es seia € R,a >0, r,s € Q und r < s. Dann gilt
i)a" <a®*<a>1,
ii) " >a® & a <1
BEWEIS. i) Wegen s —r > 0 und 157" = 1 folgt

s

7.8 _ a
a>1<:>aST>1<:>—T>1<:>as>ar.
a

ii)a<léei>1 O
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8. Die erweiterten reellen Zahlen

Wir ergénzen das System der reellen Zahlen mit zwei verschiedenen festen Objekten,
die wir mit ,,00“ (gelesen: unendlich) und ,,—oo® bezeichnen. Diese Objekte sind keine
reellen Zahlen. Wir bilden R := R U {co, —oo} und nennen R erweiterte reelle
Zahlen. Behélt man innerhalb von R die urspriingliche Ordnung bei und setzt

i) —oo < o0,

i) Ve R: —co <Az < o0,
so wird damit eine strikte Ordnung auf R erklirt. Fiir die neuen Symbole gelten
folgende Regeln: Es sei x € R, dann gilt

) r+o0o=00+2=12—(—00) =00,

T+ (—00) = —00+x=12—00=—00.
i) >0: oco-z=x-00=00
(—0) -z =x-(—00) =—00
r<0: oc0-r=x-00=—-00
(—00) -z =x-(—00) =00
ili) co + 00 =00, (—00)+ (—00)=—00, 00-00 =00
Die Ausdriicke oo + (—00), 0- 00, 2, ..., sind nicht definiert.
DEFINITION 8.1. i) E C R sei nicht nach oben beschrinkt (in R). Man setzt

oo fiir das Supremum von E, sup E = oo.
ii) £ C R sei nicht nach unten beschrinkt (in R). Man setzt —oo fiir das Infi-
mum von E, inf K = —o0.

Diese Definition stellt eine natiirliche Verallgemeinerung des Supremums einer nicht
leeren Menge reeller Zahlen dar. Jede reelle Zahl ist zugleich obere und untere Schran-
ke fiir (). Dies hat die merkwiirdige Konsequenz:

BEMERKUNG 8.2. sup() = —oo, inf () = co.

Jede Teilmenge von R besitzt also in R sowohl Supremum als auch Infimum. Die

Definition eines Intervalls 3.13 kann in offensichtlicher Weise auf R iibertragen werden.
9. Komplexe Zahlen

Aus Korollar 3.4 folgt, daf§ die Gleichung 22 + 1 = 0 keine reelle Losung besitzt.
Will man erreichen, dafl diese und viele andere in R nicht 16sbare Gleichungen 16sbar
werden, ist eine Erweiterung des reellen Zahlensystems erforderlich.

DEFINITION 9.1.
i) z heifst komplexe Zahl [<):>fz = (a,b) e R x R.
€

Die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet man mit C.
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ii) Auf C x C erklirt man Addition + und Multiplikation - : Es sei z = (a,b),
w = (¢,d):

z4+w:=(a+cb+d)
z-w = zw = (ac — bd, ad + bc)

C und R x R sind also als Mengen identisch, charakteristisch fiir C ist die durch
Addition und Multiplikation aufgepragte algebraische Struktur.

SATZ 9.2. Ersetzt man R durch C, 0 durch (0,0), 1 durch (1,0), dann sind die Axiome
A, M und D erfillt. Das Tripel (C,+,-) ist somit ein Korper.

BEWEIS. Fiir z = (a,b) € C ist die additive Inverse
—z = (—a,—b),
fir z = (a,b) # (0,0) ist die multiplikative Inverse

P a —-b
C\a2+ a2+ 02

Exemplarisch zeigen wir die Assoziativitdt der Multiplikation: Es sei © = (a,b), y =
(¢,d) und z = (e, f). Dann ist
z(yz) = (a,b)(ce —df,cf + de)
(a(ce — df) — b(cf +de), blce — df) +alcf + de))
= (ace — adf — bef — bde, bee — bdf + acf + ade)
(
(

ac — bd, ad + bc)(e, f)
ry)z.
U

Die Sétze aus Abschnitt 2 sowie jene Resultate, welche nicht auf die Ordnung in R
Bezug nehmen, gelten daher auch in C. Fir die Paare (a,0), (b,0) € C gilt

(a,0) + (b,0) = (a + b,0)
(a,0) - (b,0) = (ab,0), —(a,0)=(—a,0), (a,0)'=(a"",0)

(fiir die letzte Beziehung setzen wir natiirlich a # 0 voraus). Die Menge {(a,0): a €
R} C C bildet also einen Unterkérper von C, der dieselben arithmetischen Eigen-
schaften wie R besitzt. Man kann daher R und {(a,0): a € R} identifizieren, indem
man jeder reellen Zahl a € R das geordnete Paar (a,0) zuordnet und umgekehrt.
Es ist somit sinnvoll, die komplexen Zahlen (a,0) reell zu nennen und man schreibt
anstelle von (a,0) kurz a.

DEFINITION 9.3.
i:=(0,1) heifst imagindre Einheit.
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Wegen
(0,1)(0,1) = (=1,0) = —(1,0)

folgt
=1

)

somit ist die komplexe Zahl i Lésung von 22 + 1 = 0. Fiir b € R folgt
ib=(0,1)(b,0) = (0,b).
Komplexe Zahlen dieser Form heiflen imaginir. Wegen a, b € R und
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + ib.
kann jede komplexe Zahl (a,b) in der bequemeren Form a + ib geschrieben werden.

DEFINITION 9.4. Es sei z = a + b € C.

i) Rez := a heifit Realteil von z,
Im z := b heifit Imagindrteil von z.
ii) z:=a — ib heifit die zu z konjungiert komplexe Zahl,
iii) |z| := va? + b? heifit Absolutbetrag von z.
iv) A C C heifit beschrankt I<):>f{|z|: z € A} ist beschrankt in R.
€

Wegen 12 = —1 < 0 ist es nicht moglich, auf C eine Ordnung zu definieren, die
den Axiomen O geniigt. Es miiite dann ndmlich 2* > 0 fiir alle € C gelten (vgl.
Korollar 3.4). Die Ergebnisse aus Abschnitt 3 lassen sich daher nicht auf C iibertragen:
Ungleichungen zwischen komplexen Zahlen sind sinnlos!

Die komplexen Zahlen lassen sich als Menge geordneter Paare in der Gauflschen
Zahlenebene veranschaulichen: Nach Wahl eines cartesischen Koordinatensystems
wird die komplexe Zahl z = z + iy durch den Punkt (x,y) dargestellt. Die reellen
Zahlen werden mit den Punkten der reellen Achse identifiziert. |z| ist der Abstand des
Punktes (z,y) von 0. Die Definition des Absolutbetrages fiir komplexe Zahlen ist die
natiirliche Verallgemeinerung des Absolutbetrages reeller Zahlen als deren Abstand
von dem mit Null bezeichneten Punkt auf der reellen Zahlengeraden.

Imaginédre Achse

I >

Reelle Achse

Gauflsche Zahlenebene
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SATZ 9.5. Fir z,w € C gilt
a) z+w=7z+w, d) Rez=3(z+2), Imz= (2 —2),
b) zw =z -w, e) z=z<z€eR,
c) @ =1falls z#0, f) zz=|z|%
SATZ 9.6. Fiir z,w € C gilt
Q) ]pl=0ez:=0, ) |2 =]z,
b)  |zw] = [2]|wl], e) |Rez| <zf, [Imz| <z,
¢) lztwl <ol +wl, f) [l2] = |wl|] < |2 —wl
Die Ungleichung (¢) nennt man Dreiecksungleichung.
BeEWEIs. Fiir den Beweis von c) beachte man zw = Zw. Somit folgt
24+ w)? = (z4+w)(z+w) =22+ 20 + wZ + WD
= |z]* +2Re(zw) + |w|?
< el 20z@] + Jwl* = |2 + 2|z]@] + |w]?

= (|2 + |w))?
O
SATZ 9.7 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz-Bunjakowski).
Es seien aq,...,a, und by, ..., b, komplexe Zahlen. Dann gilt
1> abil? <> e P> (bl
j=1 j=1 j=1
Gleichheit gilt genau dann, wenn es ein z € C gibt, sodaf$ a; = bjz, j =1,...,n, oder

bj=ua;z, 5 =1,...,n, gt
BEWEIS. Abkiirzend schreiben wir a = Y |a;]%, 8 = 3 |b;> und v = Y a;b;.
j=1 j=1 j=1
O.B.d.A. kénnen wir 8 > 0 annehmen (die Ungleichung ist fiir 5 = 0 trivial). Es folgt
0 < ) IBa; — b = (Ba; — yb;)(Ba; — b))
j=1 j=1
= Y (Bla;* — Byab; — Bybia; + [y[b;)

J=1

= B> P = 57D aby— 8y ) bia+ P 1b[
j=1 j=1 =1 e

= Pa=201+8hI* = BPa — B = Blas — ).
Wegen Satz 3.3 und 8 > 0 folgt |y|*> < aB. Dies ist die gewiinschte Ungleichung.
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn Ba; = ~b; fiir alle j = 1,...,n gilt. Wegen
B > 0 ist dies gleichbedeutend mit a; = %bj, j=1,...,n. O
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Mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy 148t sich die Dreicksungleichung 9.6-c) erheb-
lich verallgemeinern.

SATZ 9.8 (Minkowski Ungleichung). Es seien ay,...,a, undby,...,b, komplere Zah-
len. Dann gilt

(%) (anaﬁbﬂ)% < (iaﬂ)% + (anlbjF)

N

Gleichheit gilt genau dann, wenn es ein z € Rt gibt, sodaf$ a; = bz, j =1,...,n
oder b; = a;z, j =1,...,n gilt.

BEWEIS. Es seien «, # und v definiert wie im Beweis von 9.7 und es sei § > 0.
Es folgt

Z|aj—|—bj|2:a+7+ﬁ+6:a+2Rev+ﬂ
j=1

<a+29y+0
< a+20al?|B]2 + 6 = (a2 +52)"
Angenommen es gilt in (%) Gleichheit. Dann mufl auch
hW*=af und |7 =Rey

gelten. Aus ||? = af folgt wegen 3 > 0 und 9.7 die Existenz von z € C mit a; = b;z,
j =1,...,n. Somit gilt v = 203, wegen |y| = Re~ ergibt sich schlieBllich Im~ = 0,
somit z € R und z > 0. Umgekehrt zeigt man, dafl die angegebenen Bedingungen
hinreichend sind fiir die Gleichheit in (x). O



KAPITEL iii

Endliche und unendliche Mengen

1. Aquivalenz von Mengen

Ein Groflenvergleich von zwei Mengen kann durch Abzéhlen der Elemente erfolgen.
Naturgeméf ist man dabei auf endliche Mengen beschréankt. Der Groflenvergleich
kann auch durch eindeutiges Zuordnen der Elemente der einen Menge zu Elementen
der anderen erfolgen. Diese Vorgangsweise ist bei beliebigen Mengen anwendbar. Im
Folgenden beschranken wir uns auf die Darstellung einiger wesentlicher Ideen und
verweisen fiir eine umfassende Diskussion auf die Spezialliteratur.

DEFINITION 1.1. A und B seien Mengen.

A heifit dquivalent zu B (A und B besitzen gleiche Mdchtigkeit),
A~ B, l():)f es gibt eine bijektive Abbildung f: A — B.
€

BEISPIEL 1.2. i) A = {a,b,c}, B={1,2,3}, f(a) =2, f(b) =1, f(c) = 3.
ii) A=N, B={2n:n €N}, f(n)=2n.
iii) A= (0,1), B = (a,b), a <b, a,b € R beliebig, und f(z) = (b —a)zx + a.

Es kann leicht verifiziert werden, dafl die angegebenen Abbildungen f jeweils Bijek-
tionen von A auf B darstellen. Definition 1.1 hat somit beispielsweise die paradox
erscheinende Konsequenz, daBl N und die Menge der geraden natiirlichen Zahlen glei-
che Machtigkeit besitzen.

SATZ 1.3. Die Aquivalenz von Mengen ist auf jedem Mengensystem A eine Aqui-
valenzrelation.

BEWEIS. Fiir A € A und A # () ist ida eine Bijektion auf A, fir A = () wihle
f=0. Somit gilt A ~ A.
Es sei A ~ B, d.h. es gibt eine Bijektion von A auf B. Dann ist f~! eine Bijektion von
B auf A, d.h. B ~ A. Schlief8lich gelte A ~ B und B ~ C'. Es gibt also Bijektionen
f:A— Bund g: B — C. Wegen bild f = def g ist auch go f: A — C eine Bijektion,
dh A~C. O

SATZ 1.4. Fir jede Menge A gilt A £ P(A).

BEWEIS. Dies ist klar fiir A = (), da dann P(A) = {0}. Wir fithren einen Beweis
durch Widerspruch und nehmen an es gibe A # () mit A ~ P(A). Dann gibt es
eine Bijektion f: A — P(A). Wir definieren nun eine Teilmenge X von A, sodafl
X ¢ bild f im Widerspruch zur Surjektivitdat von f. Es sei

X={ac€A:ad f(a)}.

59
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Es ist wird nicht ausgeschlossen, daf§ X leer ist. Angenommen, es wiare X € bild f,
dann gibe es ag € A: f(ag) = X. Es muBl ap € X oder ay &€ X gelten. Wegen

ag € X = ag & flag) =X = ap € X,
aogXﬁa()Gf(ao)ﬁaoEX,
sind beide Alternativen unméglich, es gilt somit X ¢ bild f. U

2. Endliche, abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen

DEFINITION 2.1. Es sein € N und A eine Menge.
a) I(n) :={k € N: 1 <k <n} heifft Abschnitt von N,
b) A heifst endlich ﬁfA = oder In € N: A ~IJ(n),
€

c) A heifit unendlich §>fA ist nicht endlich.
e

Das folgende Resultat entspricht zwar unserer Intuition, es mufl aber aus der Defini-
tion 2.1 abgeleitet werden.

SATZ 2.2. 1) Teilmengen endlicher Mengen sind endlich.
2) Obermengen unendlicher Mengen sind unendlich.

BEWEIS. 1) Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion eine etwas stirkere Aussage.
Das Priadikat P(n) sei folgendermafien definiert: Es sei n € N, A eine beliebige Menge
mit A ~ J(n) und B C A, B # 0; dann existiert eine natiirliche Zahl k < n mit B ~
J(k). Da 1 die kleinste naturhche Zahl darstellt, folgt P(I(1)) = {0, {1}}. Es sei nun A
eine beliebige Menge mit A ~ J(1), B C Aund ¢: A — J(1) eine Bijektion. Fiir ¢(B)
gibt es dann nur die Moglichkeiten ¢(B) = ), also B = ), oder p(B) = {1} = ¢(A),
also B = A. Somit gilt P(1). Es gelte nun P(n) und A sei eine beliebige Menge mit
A~In+1), BCA B#0und ¢: A — J(n + 1) eine Bijektion. Wir entfernen
aus der Menge A das Element & = ¢ '(n+ 1), A = A\ {a}, und schrinken ¢ auf
A ein. Dann ist ¢ = ¢|;: A — J(n) eine Bijektion. Im Fall @ ¢ B folgt B C A, die
Behauptung ergibt sich nun aus der Induktionsvoraussetzung. Im Fall a € B setzen
wir B = B\ {a}, also gilt B ¢ A. Wenn B leer ist, folgt B = {a}. Dann ist die
Abbildung ¢: B — (1), ¢(a) = 1, bijektiv, also gilt P(n + 1) mit & = 1. Es sei nun
B # (). Wegen der “Induktionsvoraussetzung gibt es eine natiirliche Zahl k£ < n und
eine Bijektion ¢: B — J(k). Definieren wir die Abbildung ¢ durch ¢ = ¥ auf B und
¥(a) = k+1,dann ist ¢: B — J(k+ 1) eine Bijektion. Somit gilt auch in diesem Fall
P(n+1).

2) Es sei A unendlich und A C C. Wegen 1) kann C' nicht endlich sein. O

SATZ 2.3. Es gibt keine bijektive Abbildung von J(n) auf eine echte Teilmenge X von
J(n) (n € N beliebig).

BeEwEIs. Wir fiithren einen Induktionsbeweis. Die Behauptung stimmt fiir n = 1,
da die einzige echte Teilmenge von J(1) die leere Menge ist. Die Behauptung gelte
nun fiir n. Angenommen sie sei falsch fiir n + 1, d.h. es gibt X C J(n + 1) und
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eine Bijektion f: J(n 4+ 1) — X. Dann gibt es zwei Moglichkeiten: n + 1 € X oder
n+l¢g X. Fallsn+1¢ X, dh.n+1¢bild f, folgt X CI(n) und f(n+1) #n—+1.
Dann ist die Einschrankung f|g, eine Bijektion von J(n) auf X \ {f(n+1)}. Wegen
f(n+1)€d(n)glt X\ {f(n+1)} CI(n).

Esseinunn+1€ X, d.h. 3ky € I(n+1): f(ko) =n+ 1. Falls kg = n+ 1 setzen wir
g = flam), falls kg € I(n) definieren wir g: J(n) — X durch

L itk
g(z)_{f(nﬂ) i = ko.

In jedem Fall ist ¢ injektiv und wegen ¢g(J(n)) = f(I(n+ 1))\ {f(ko)} = X \ {n + 1}
eine Bijektion von J(n) auf X \ {n+1}. Da X C J(n+ 1) und n + 1 € X folgt
X\ {n+ 1} € I(n). Somit fithren beide Alternativen, n+1 € X und n+ 1 ¢ X auf
einen Widerspruch zur Induktionsannahme. 0

KOROLLAR 2.4. Es sei A ~J(n) und A ~ J(m). Dann ist n = m.

BEWEIS. Es sei 0.B.d.A. n < m, also J(n) C J(m). Aus den Voraussetzungen
folgt J(m) ~ I(n), d.h. es gibt eine Bijektion f: J(m) — I(n). IJ(n) € I(m) ist nach
Satz 2.3 nicht moglich, somit ist I(n) = I(m), d.h. n =m. O

Ist A ~J(n), kann der Menge A daher eindeutig die Zahl |A| = n zugeordnet werden.
Man nennt |A| die Anzahl der Elemente von M oder auch Kardinalzahl von A.
Korollar 2.4 erscheint trivial fiir alltdgliche endliche Mengen. Bei vielen Mengen ist
jedoch a priori nicht klar, ob sie endlich sind und wieviele Elemente sie besitzen.

KOROLLAR 2.5. A sei eine endliche Menge. Es gibt keine Bijektion von A auf eine
echte Teilmenge X von A.

BEWEIS. Es gibt ein (eindeutiges) n € N, sodal A ~ J(n). Es sei f eine Bijektion
von A auf J(n). Angenommen, es gabe eine Bijektion g von A auf eine echte Teilmenge
X von A. Wegen f(X) C f(A) =I(n) wire fogo f~1: J(n) — f(X) eine Bijektion
von J(n) auf die echte Teilmenge f(X) von J(n) im Widerspruch zu Satz 2.3. Wir
veranschaulichen die Beweisidee mit folgendem Diagramm:

| e

XT%f(X)
]

Kann man also eine Bijektion von einer Menge A auf eine echte Teilmenge von A
konstruieren, mu3 A unendlich sein. Mit Hilfe des Auswahlaxioms kann man zeigen,
daf diese Eigenschaft charakteristisch ist fiir unendliche Mengen.
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SATZ 2.6. Eine Menge A ist genau dann unendlich, wenn es eine Bijektion von A
auf eine echte Teilmenge von A gibt.

KOROLLAR 2.7. N ist unendlich.
BEWEISs. Beispiel 1.2 (ii). O
SATZ 2.8. Jede unendliche Teilmenge von N ist dquivalent zu N.

BEWEIS. Es sei X C N unendlich. Wir definieren die Abbildung f: N — X
rekursiv durch f(1) = min X, f(n) = min(X \ {f(1),..., f(n—1)}). Da X unendlich
ist, folgt X\{f(1),..., f(n—1)} # 0 fiir alle n € N. Somit la8it sich diese Konstruktion
durchfithren. Es seien n,m € N und n < m, d.h. n <m — 1. Es folgt

f(n) =min(X\{f(1),.... f(n—=1)})
Somit ist f injektiv. Es gilt sogar Vn,m € N: n < m = f(n) < f(m). Es gilt aber auch
f(n) > n fir alle n € N. Wegen f(1) > 1 trifft dies fiir n = 1 zu. Es gelte f(k) > k fiir
1 <k < n.Dann folgt f(n+1) =min(X\{f(1),...,f(n)}) > min(X\I(n)) > n+1.
Die Behauptung folgt nun aus Korollar I1.4.12. Wir weisen nun die Surjektivitéit von
f nach: Es sei zg € X beliebig gewéhlt. Gilt xg = min X, so ist zg = f(1). Ist
xo > min X, dann ist die Menge A = {n € N: f(n) < x¢} nicht leer (1 € A) und
wegen f(zg) > xo auch beschriankt und endlich. Somit existiert mg = max A, welches
f(mo) < g und f(mo+1) > xg erfiillt. Wegen zop € X \ {f(1),..., f(mo)} folgt aber
auch zo > min X \ {f(1),..., f(mo)} = f(mo +1). Also gilt zo = f(mo + 1), folglich
ist f eine Bijektion und X ~ N. OJ

KOROLLAR 2.9. Es sei A ~ N und B eine unendliche Teilmenge von A. Dann ist
B ~N.

Mit Hilfe des Auswahlaxioms 148t sich zeigen, dafl jede unendliche Menge eine zu
N dquivalente Teilmenge besitzt. N ist demnach eine unendliche Menge kleinster
Maéchtigkeit. Dies rechtfertigt folgende Definition:

DEFINITION 2.10. A sei eine Menge

i) A heifit abzdhlbar unendlich l<):>fA ~ N,
€

ii) A heifst abzdihlbar L<7:>fA ist endlich oder abzihlbar unendlich,
e
iii) A heifit iiberabzdihlbar 1<7:>fA ist nicht abzdhlbar.
e

Insbesondere ist N abzahlbar. Wir wissen bereits, dal P(N) nicht dquivalent ist zu N.
Nach Satz 2.6 ist P(N) tiberabzéhlbar.

Fiir abzéhlbare Mengen vereinbaren wir die Schreibweise A = {a;}}-,, falls A endlich
ist und A = {a;: i € N} falls A abzéhlbar unendlich ist. Man nennt aj,as,... eine
Abzihlung von A.

In dieser Sprechweise kann man Korollar 2.9 verschéarfen.
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KOROLLAR 2.11. Jede Teilmenge einer abzédhlbaren Menge ist abzéhlbar.

SATZ 2.12. A # 0 sei eine Menge. Folgende Aussagen sind dquivalent.

a) A ist abzihlbar,
b) es gibt eine surjektive Abbildung g: N — A,
c) es gibt eine injektive Abbildung f: A — N,

BEWEIS. Wir zeigen (a) = (b) = (¢) = (a).

1. (a) = (b): Es sei A endlich, A = {a;}},, g: N — A kann definiert werden durch
g(i) = a;, i <nund g(i) = a,, i > n. Ist A abzdhlbar unendlich, existiert sogar eine
Bijektion von N auf A.

2. (b) = (c): Essei g(N) = A, d.h. Va € A: g7*({a}) # 0. Definiere f: A — N durch
f(a) = ming~'({a}). Dann ist g(f(a)) = a, dh. go f = ids und somit ist f nach
Satz 1-6.13 injektiv.

3. (¢) = (a): Es sei f: A — N injektiv, also f: A — f(A) bijektiv. Da f(A) C N
folgt mit Korollar 2.11 die Abzéhlbarkeit von f(A). Wegen A ~ f(A) ist auch A
abzéahlbar. O

SATZ 2.13. i) N x N ist abzdhlbar unendlich.
i) {A;}2, sei eine abzihlbare Familie abzihlbarer Mengen. Dann ist |J;o, A;
abzihlbar.

BEWEIS. i) Definiere f : N x N — N durch f(n,m) = 2"3™. f ist injektiv: die
Gleichung f(n,m) = f(n,m) ist gleichwertig mit 2"~" = 3™~™ Diese Beziehung kann
nur fiir n = 72 und m = m gelten (Beweis: Ubung). Da N x N unendlich ist, folgt die
Behauptung nach Satz 2.12.

ii) Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dafl A; # 0 fiir alle i € N gilt. Fiir
jede Menge A; betrachten wir eine Abzahlung

al al) .

(falls A; endlich ist, etwa A; ~ J(n), setzen wir ag-i) =a, j > n, vgl. Satz 2.12)
und definieren eine Surjektion g: N x N — (J2, A; durch g(n,m) = a'?. Ferner sei
f: N x N — N eine Bijektion, dann ist go f~': N — [J;2, A; eine Surjektion. U

KOROLLAR 2.14. QQ ist abzéahlbar.

BeweErs. Fiir alle n € Nist A, := {z € Q: (Ip € Z : v = 2)} abzihlbar und
Q=U", 4. O

SATZ 2.15. Das Intervall [0,1], somit auch jedes Intervall in R, ist iberabzihlbar.
Insbesondere ist R selbst tiberabzdhlbar.

BEWEIS. [0,1] ist eine unendliche Menge, denn es gilt etwa {+: n € N} C [0,1].
Angenommen [0, 1] wire abzéhlbar, also abzihlbar unendlich. Dann gébe es eine
Abzéhlung [0, 1] = {z,,: n € N}. Wir konstruieren eine Zahl z € [0, 1], die nicht in
dieser Abzdhlung aufscheint und erhalten einen Widerspruch.
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Es sei I; eines der Intervalle [0, 1], [, 2], [2, 1] mit 2y & I;. Man fihrt induktiv fort: Es
sei [, bestimmt und in drei abgeschlossene Intervalle gleicher Lange unterteilt. Liegt
Zp+1 nicht in [, so kann man fiir 1,,,; jedes der drei Teilintervalle wéhlen, liegt z,, 1
in I,,, dann nimmt man fiir /,,,, eines der Teilintervalle von [,,, das x, 1 nicht enthélt.
Auf diese Weise erhalten wir eine Folge abgeschlossener Intervalle I, = [ay, b,], mit
by, —a, = 37" < + (Induktion). Aus Satz IT1-6.14 folgt die Existenz einer Zahl z €
0,1] = {z,,: n € N} mit z € (', I,, d.h. z € [, und z,, ¢ I, fiir alle n € N. Somit
folgt z # x,, fiir alle n € N.

O

Da Q abzidhlbar ist, folgt aus diesem Satz ein neuer Beweis fiir die Existenz von
irrationalen Zahlen.

KOROLLAR 2.16. i) Die Menge der irrationalen Zahlen ist iiberabzéhlbar.
ii) Es sei a,b € R und a < b. Dann gibt es eine irrationale Zahl £: a < £ < b.
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Folgen und Reihen

Im Mittelpunkt unseres Interesses steht zwar die reelle Analysis, um jedoch unnétige
Wiederholungen zu vermeiden, werden die grundlegenden Eigenschaften konvergenter
Folgen und Reihen im Komplexen entwickelt. Wegen der Einbettung von R in C kann
man im Folgenden stets C durch R ersetzen.

1. Konvergenz von Folgen

DEFINITION 1.1. i) Eine Abbildung x: N — C (R), heifst Folge komplezer (reeller)

Zahlen. x,, :== x(n) wird n-tes Glied der Folge genannt.

ii) Fine Abbildung ¢: N — N ist streng monoton wachsend [<):>f Vn,m € N:n <
€

m = ¢(n) < p(m).
iii) x: N — C sei eine Folge und ¢: N — N streng monoton wachsend. Dann heifst
x o Tetlfolge von x.

Es ist iiblich, Folgen in der Form (x,,),>1, (2,)5, (2,) oder xy, s, ..., zu schreiben.
Teilfolgen (2, )k>1 bezeichnet man oft auch mit (x,, )r>1 (es wird dabei (k) durch
ny ersetzt). Es ist also ny < ng < ---. Die Schreibweise (x,),>1 C X bedeutet, daf
x, € X fir alle n € N zutrifft. Die Indizierung einer Folge kann natiirlich bei einem
beliebigen ny € Ny beginnen.

BEISPIEL 1.2.

(1) an=2 1,3,3,..
2)  yp=d" : i,—1,—i,1,4,—1,...
(3) fn = nLH %7%7%7%7'
(4) w, =n? 1,4,9, 16, .

Diese Folgen weisen ein recht unterschiedliches Verhalten auf: Die Glieder z,, werden
immer kleiner, z, ndhert sich immer mehr der Zahl 1, y, nimmt abwechselnd die
Werte i, —1, —i, 1 an und w,, wichst {iber alle Grenzen. Wir prézisieren nun die vage
Formulierung, eine Folge nédhere sich immer mehr einer bestimmten Zahl z.

DEFINITION 1.3. Es sei (x,)n>1 C C und o € C.

1) (zy)n>1 konvergiert gegen o ﬁf
€

Ve >03N(e)Vne N:n > N(e) = |z, —a| <e.
In diesem Falle heifit a Grenzwert von (z,),>1 und man schreibt

lim x, =« oder auch x, — «a firn — oo.

n—oo
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2) (zp)n>1 heifit konvergent ﬁf Ja € C: lim,_oo Ty, = .
e

3) (xp)n>1 heifit divergent /<D:>f (@n)n>1 ist nmicht konvergent.
€

Die Menge K(a,¢) :={z € C: |z — a| < €} kann in der GauBischen Zahlenebene als
Kreisscheibe (ohne Berandung) mit Mittelpunkt o und Radius e veranschaulicht wer-
den. Wir nennen K («, ) e-Umgebung (oder kurz Umgebung) von a. lim,, . z, = «
bedeutet demnach, dafl in jeder beliebigen e-Umgebung von «, sei sie auch noch so
klein, alle Folgenglieder mit Ausnahme von hochstens endlich vielen liegen miissen.
AuBerhalb einer beliebigen e-Umgebung koénnen daher hochstens endlich viele Glieder
der Folge liegen. Die Konvergenz einer Folge und ihr Grenzwert werden also nicht be-
einflult, wenn man endlich viele Glieder der Folge abéndert. Durch formale Negation
erhdlt man: ,,(z,),>1 konvergiert nicht gegen o ist gleichwertig mit:

deg > 0VN e Ndn e N: n > N A|z, — a] > .
BEMERKUNG 1.4. (2,,)n>1 konvergiert nicht gegen o < es gibt eine Teilfolge (k) )k>1
und g9 > 0 so, daBB Vk € N: |z 4 — a| > <.
SATZ 1.5 (Eindeutigkeit des Grenzwertes).
Konvergiert (z,)n>1 C C gegen a € C und gegen 3 € C, dann ist o = 3.
BEWEIS. Nach Definition 1.3 gibt es zu jedem ¢ > 0 Indizes N; und Ns, sodafl
n>N = |z, —a|<e sowie n>Ny=|z,—[]<e
gilt. Setzt man Ny = max (N, Ny) gilt fir n > Ny
o = B < a = zp| + |z — ] < 2¢,
wegen Korollar I1-3.8 folgt o = 3. U

SATZ 1.6. Es sei (zp)n>1 C C, 2z, = 2 + 1Yy, Tn,yn € R.
(zn) ist konvergent genau dann, wenn die reellen Folgen (x,) und (y,) konvergent
sind. In diesem Falle gilt

lim z, = lim x, + ¢ lim y,.

BEWEIS. i) Es sei lim,, o 2, = 2z und z = = + iy. Aus max(|x — z,|, |y — yn|) <
|z — z,| schlieBen wir lim,, ., ©,, = z und lim,, .o, ¥y, = y.
ii) Aus lim,, . 2, = z und lim,, ., y,, = y folgt mit Hilfe der Abschétzung
2= zn| = [(z — 2n) +i(y — yn)| < |2 — 20| + [y — Ynl-
die Konvergenz von (z,) gegen z. O

Wir zeigen nun zwei niitzliche notwendige Konvergenzbedingungen.

SATZ 1.7. Es sei (x,)n>1 C C konvergent mit lim,, o ©,, = . Dann gilt:

(1) (n)n>1 ist beschrinkt.
(2) Jede Teilfolge (xpm))n>1 ist konvergent mit lim, o Tpm) = a.
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BEWEIS. 1) Wir wihlen ¢ = 1 in 1.3. Wegen lim,, ., z, = « gibt es Ny € N,
sodafl |z, — | < 1 fiir alle n > Ny zutrifft. Fiir n > Ny gilt dann auch

|2y < |z — ] + |a] < 14 |al.
Setzt man by = max{|z,|: 1 <n < Ny} ergibt sich die Behauptung
Vn € N: |z,| < max{1+ |al, b}

2) Es sei (zy(n)) eine Teilfolge von (x,,). Fiir ein beliebig gewéhltes € > 0 gibt es einen
Index N(e), sodaB |z, — a| < ¢ fiir alle n > N(e) zutrifft. Als Ubung beweise der
Leser, dafl ¢(n) > n fiir alle n € N gilt, falls ¢: N — N streng monoton wéchst. Fiir
n > N(e) gilt daher auch p(n) > ¢(N(e)) > N(e) und somit |z,,) — af < ¢, d.h.
limy, o0 Tyn) = Q. O

Satz 1.7 zeigt, daf die Folgen (y,) und (w,) in Beispiel 1.2 nicht konvergieren. Wir
beenden diesen Abschnitt mit der Berechnung einiger niitzlicher Grenzwerte.

BEISPIEL 1.8.
) lim, o % =0,
it) YpeQ:p>0=lim,_ .n?=0,
) Va € RY\ {0}: limy oo va =1,
) limyooy/n =1,
v) VkeNVzeC:|z|>1= limn_,OO:—: =0

BeEWweEis. i) Siehe Korollar 11-6.9

ii) Zu e > 0 wihlen wir N(e) = [5_%] + 1 ([z] wurde in Satz 11-6.10 definiert). Fiir
n > N(e) folgt mit Satz I1-7.8 - < @ <e.
iii) Die Behauptung ist trivial fiir @ = 1. Es sei daher zunéchst a > 1 und somit auch
va > 1 (Korollar 11-7.5). Setzt man x, = v/a—1 > 0, dh. a = (1 4+ z,)", folgt
mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichnung 11.4.18 a = (1 + z,)" > 1 + nx,, somit
0 < 2, < 2. Fiir beliebiges € > 0 setzen wir N(¢) = [“=] + 1. Somit ergibt sich fiir
n > N(e)
" a—1

|Va—1| =z, < NG <e.
Der Beweis fiir a € (0, 1) wird vorerst zuriickgestellt.
iv) Wir setzen wieder x,, = v/n—1> 0, d.h. n = (1+z,)". Mit Hilfe des binomischen
Lehrsatzes [1-4.22 erhélt man

1
n=1+z,)">1+ (Z)xi:1+§n(n—1)xi

und folglich

2
T, <4/ —.
n
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Fiir € > 0 wiihlen wir N(g) > %. Dann folgt fiir alle n > N{(e)

|%_1|:x”§\/g§”]\7?5) <E.

v) Essei |[z] =142z, 2 >0, und p € N, p > k. Fiir jedes n > 2p folgt aus der
Binomialentwicklung

1) (n— 1 PP
(1+2)" > n xp:n(n ) (n—p+ )xp>nx
D p! 2rp!

(wir benutzten n —j >n—p>4,0<j <p—1,und p < §). Somit folgt fiir n > 2p
(beachte p — k > 0)

k| nF 2y 1 2Ppl 1
zZ" (1 + l‘)n aP nr—k P n’
Folglich ist |:—:| < g, soferne n — 1 > N(eg) > max{2p, ?:TI:} 0

BEMERKUNG 1.9. Das letzte Beispiel bringt zum Ausdruck, daf fir |z| > 1,z € C,
die Folge (|z]"),>1 schneller anwéchst, als jede noch so grofie Potenz von n.

SATZ 1.10. Es sei z € C. Dann gilt

(1) lim, o 2™ =0 fiir |z] < 1.
(2) (2")n>1 ist divergent, falls |z| > 1 und z # 1.

BEWEIS. (1) Die Behauptung ist trivial fiir z = 0. Es sei 0 < |z| < 1, also é > 1.

Ersetzt man z in Beispiel Beispiel 1.8—(v) durch £ und wihlt & = 0, ergibt sich die
Behauptung.

(2) Es sei nun |z| > 1 und z # 1. Dann ist auch |z|™ > 1 fiir alle n € N. Wir nehmen
an, (z"),>1 sei konvergent, d.h. es existiert & € C mit lim,,_,» 2" = a. Somit gibt es
zue = 3|z — 1| > 0 einen Index N(e), sodaB |2" — | < € fiir alle n > N(e). Dies hat
zur Folge

3¢ = |z — 1] < [2VO]|z — 1] = |2NOH - N0

<N o) 4 o — 2N < e 4 = 26

Dieser Widerspruch zeigt die Divergenz von (z"). O
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2. Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Die Konvergenzuntersuchung komplizierter Folgen 148t sich oft wesentlich verein-
fachen, indem man sie auf die Untersuchung der Konvergenz einfacherer Folgen
zuriickfiihrt.

SATZ 2.1. Es seien (zn)n>1, (Wn)n>1 konvergente Folgen in C. Dann gilt
i) im(z, + w,) = lim z, + lim w,,
ii) Ya € C: limaz, = alim z,,
iii) lim z,w, = lim z, lim w,,
iv) Gilt limw,, # 0 und w,, # 0 fir alle n € N, dann ist lim h = 1111;?—;2
BEwEIS. Es sei lim z, = z und limw,, = w.
i) Zu beliebig gew#hltem € > 0 gibt es Indizes N;i(¢) und Ny(e) derart, daB

VnEN:nZNl(a)ilzn—Z|<%7

VnEN:nZNQ(g):>|wn—w|<§.

Fiir n > max{N;(¢), Na(e)} folgt dann

|(zn +wyn) — (z+w)| <|zp — 2| + |w, —w| < g+§:5.
iii) Nach Satz 1.7 gibt es b > 0, sodaB |z,| < b fiir alle n € N zutrifft. Zu & > 0 seien
Ni(g) und Ns(e) so bestimmt, daB

£
VneN:n>N h— < —
neN:n>N(e)=|z Z’<2(]w]+1)
‘v’nEN:nZNQ(e)é|wn—w|<%.

Fiir n > max{N;(g), Na(¢)} folgt
|znwy, — zw| < |zpw, — zpw| + |zpw — zw|
e €
< |znl|wn, — w| + |w||z, — 2| < 3 + 5=¢
ii) Folgt aus (iii) mit w,, = a fiir alle n € N. )
iv) Wegen iii) geniigt es lim win = L1 7u zeigen. Vorerst bestimmen wir einen Index N,

w

sodaB |w, — w| < L|w] fiir alle n > N gilt. Fiir n > N folgt somit
1
[wa] 2 ] = Jwn —w] > lwl.
Es sei nun ¢ > 0 beliebig gewiihlt und N;(e) so bestimmt, da |w, — w| < S|wl|? fiir
alle n > Ny(e) gilt. Fiir n > max{N;(¢), N} ergibt sich
L1 jw—w,

wy o w fwlfw] jw]?
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Es soll noch einmal betont werden, daf§ diese Regeln nur auf konvergente Folgen
angewendet werden diirfen. Es sei etwa z, = (—=1)" und w, = (—1)"*!. Die Folgen
(zn) und (w,) sind divergent, trotzdem existieren die Grenzwerte

lim (z, +w,) = lim ((—=1)" + (=1)""') =0,

lim zyw, = lim —% = lim (—1)"(—1)"*" = —1.

n—0o0 n—oo wn n—oo

Wir demonstrieren die Anwendung von Satz 2.1 an folgendem Beispiel:

BEISPIEL 2.2.

o2t +n+3 24 5+ G im(24 5+ )
lim ————— =lim T = — i
() im2 +1im & +lim % @) 2+1lim; +3lim-y  24+0+0 5

lim 1 + lim 5 1+ lim 5 140
Die vorletzte Gleichheit stiitzt sich auf Beispiel 1.8—(i), —(ii). Die zu Beginn getrof-

fene Annahme, die Folge sei konvergent, wird durch die angedeuteten Argumente
gerechtfertigt.

Wir kénnen nun auch den Beweis von Beispiel 1.8-(iii) zu Ende fiihren.

BEISPIEL 2.3. Va € Rt \ {0}: lim, .o vVa=1

BEWEIS. In Beispiel 1.8 wurde bereits der Fall a > 1 erledigt. Es sei nun also
0 < a < 1. Dann ist % > 1 und wegen Beispiel 1.8 lim,, ’\L/% = 1. Die Behauptung
folgt nun aus der Identitit {/a = -1~ und Satz 2.1. O

n

1
a

SATZ 2.4. i) Es sei (2,)n>1 C C eine Nullfolge, d.h. lim,, . 2, = 0, und (wy,),>1 C
C beschrdankt. Dann g¢ilt lim,, o z,w, = 0.
it) Es sei (zy)n>1 C C konvergent und lim,, . 2z, = z. Dann gilt lim,,_, |z,| = |2|.

BEWEIS. Es sei ¢ > 0 und b > 0 so, daf} |w,| < b fiir alle n € N. Da (z,) eine
Nullfolge ist, gibt es einen Index N(e), sodaB |z,| < { fiir alle n > N(e) gilt. Fiir
beliebiges n > N (¢) folgt dann

| 2w = |2n||wn] < |2n]b < e.
ii) Dies folgt aus Satz 11-9.6. O
Das néchste Resultat stellt sicher, dal sich Ungleichungen zwischen den Gliedern
konvergenter Folgen auf deren Grenzwerte iibertragen.

SATZ 2.5. Es seien (x,)n>1, (Yn)n>1 reelle, konvergente Folgen und Ny € N. Gilt
Tn < yp fiir alle n > Ny, dann folgt lim,, . x, < lim,, . Yn.
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BEWEIS. Es sei = lim, o0 Tp, ¥y = lim, oo yp und y < 2. Zu e = 2(x —y) >0

gibt es einen Index Ny > Ny, sodaB |z, —z| < e und |y, —y| < ¢ fiir alle n > Ny gilt.
Fiir jedes n > N; folgt somit

[\

1
Yn <Yy+e= §(x+y) < Tp
im Widerspruch zu z,, <y, fiir n > Nj. O

KOROLLAR 2.6. Es sei (a,,),>1 C C eine konvergente Folge mit a = lim,,_,, a,,. Ferner
seien « € RT, 2 € Cund N € N. Aus |a,,—z| < « fiir alle n > N folgt die Ungleichung
la — z| < a.

BEWEIS. Aus a = lim,_, a, ergibt sich lim, . (a, — 2) = a — z und wegen
Satz 2.4 auch |a — z| = lim,,_, |a, — z|. Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus
Satz 2.5. n

An Hand der Folge (%)@1 macht man sich klar, dafl strikte Ungleichungen beim
Ubergang zum Grenzwert nicht immer erhalten bleiben. Der Beweis des folgenden
Einschachtelungssatzes sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

SATZ 2.7. Es seien (xn)n>1, (Yn)n>1 reelle, konvergente Folgen mit lim,_ .z, =
limy, o0 Yn. Gilt fiir eine weitere Folge (zp)n>1 C R, < 2z, < y,, dann ist (2,)
konvergent mit lim,, ..o 2, = lim, .o x,,.

3. Konvergenzkriterien

Bisher kénnen wir Konvergenz einer Folge nur untersuchen, wenn wir den Grenzwert
der Folge bereits kennen. Meistens ist aber der Grenzwert nicht bekannt und es ergibt
sich die Frage, wie man aus Eigenschaften der Folgenglieder auf Konvergenz der Folge
schliefen kann.

DEFINITION 3.1. Eine reelle Folge (x,,)n>1 heifst
(1) monoton wachsend (fallend) I(D::an eN:z, <zpi1 (Tn > Tpi1)

(2) streng monoton wachsend (fallend) l{if Vn € Niz, < xp1 (2, >

mn—l—l)
(3) monoton & (x,,) ist monoton wachsend oder monoton fallend

Def
SATZ 3.2 (Monotoniekriterium). Eine beschrinkte, monoton wachsende (fallende)
Folge (x,,) reeller Zahlen ist konvergent und es gilt

lim z, = sup{z,: n € N} (lim z, = inf{z,: n € N})

BeEWwEIs. Es sei (z,,),>1 eine monoton wachsende, beschriankte Folge. Das Supre-
mum Prinzip 11-6.5 sichert die Existenz von & = sup{z,: n > 1}. Wir behaupten:
¢ = lim, .o, x,. Fiir beliebiges € > 0 gibt es nach Satz I1-6.4 ein Folgenglied zy mit
£ —e <xny <& Wegen der Monotonie folgt fiir allen > N: { —e <ay <z, <<
€ +e, dh. | —x,| <e. Der Beweis fiir monoton fallende Folgen ist analog. O
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Wegen Satz 1.7 konvergiert eine monotone Folge genau dann, wenn sie beschrankt
ist. Ist eine Folge monoton wachsend (fallend), geniigt eine obere (untere) Schran-
ke fiir den Nachweis der Beschrianktheit. Da die Konvergenz einer Folge und deren
Grenzwert nicht durch eine endliches Anfangsstiick der Folge beeinflusst werden, ist
das Monotoniekriterium auch dann anwendbar, wenn die Folge erst ab einem Index
ng > 1 monoton ist. Zur Illustration des Monotoniekriteriums betrachten wir folgende
Beispiele:

BEISPIEL 3.3. Die rekursiv definierte Folge (x,,)n>1
2 +2
22,

I = 1, Tntl1l =

ist konvergent mit lim,, .. x, = V2.
1)vn >2: 2, > V2: Da x; > 0 ist, folgt induktiv z, > 0, n € N. Somit ist die
Division durch z,, gerechtfertigt. Mit Satz [1-3.11—(e) ergibt sich die Abschétzung
22 42 =21,,17, < a:iﬂ + 2.
Dies impliziert x,,q > \/5, n € N. Wire z,,, = V2 fiir ein ngy € N, dann miisste
z, = /2 fiir alle n € N gelten. Wegen z; # v/2 folgt x,, > /2 fiir n € N.
2)Vn > 2: 241 < T, d.h. die Folge (x,,),>2 ist strikt monoton fallend.
Es ist x5 = % < % = 9. Es gelte nun z,, < x,_1. Die Ungleichung
w2 +2 a2 42
< =
2I‘n 2In,1

Tnt1 = Tn

ist dquivalent zu
Qxflxn_l + 4z, 1 < 2xi_1xn + 4z, &
2000 1(Ty — Tp1) < A(Tp — Tp_1) S TpTy_q > 2
Die Giiltigkeit der letzten Ungleichung ist eine Folge von 1). Die Behauptung folgt
nun mit Hilfe des Induktionsprinzips.
3) Wegen V2 < x,, < x3, n > 3, ist (x,) beschrénkt, somit nach dem Monotoniekri-

terum konvergent. Es sei o = lim z,,. Wegen 1) und Satz 2.5 folgt o > /2. Mit Hilfe
der Regeln Satz 2.1 berechnet man

a? 42
2a
Somit folgt o = lim z,, = v/2.

d.h. 2a% = o? + 2 und daher o? = 2.

o =

Dieses Beispiel zeigt, dal man bei rekursiv definierten Folgen die Rekursionsvorschrift
verwenden kann, um einen Kandidaten fiir den Grenzwert zu bestimmen. Der Nach-
weis der Konvergenz ist meist der schwierigere Teil der Konvergenzuntersuchung.

BEISPIEL 3.4 (Eulersche Zahl).
Fiir n € N sei a, = (1 + £)" und b, = (14 1) Es gilt:
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(1) (ay) ist streng monoton wachsend, d.h. Vn € N: a,, < a, 41

(2) (by) ist streng monoton fallend, d.h. Vn € N: b, 11 < b,

(3) lim,, o @y, = limy, o by
Der gemeinsame Grenzwert der beiden Folgen heifit Eulersche Zahl e. Es gilt 2 <
e < 4.

BEwEIs. Fiir n > 1 schliefen wir mit Hilfe der Bernoulli Ungleichung 11-4.18

an, n+1 no._ n®—1 1 1 n—1
e R G L S
und

bp_1 n? 1 I11-418 1 n+1

= "=(1 " 1+ — — = .
1) P = s (e
Aus (x) folgt
n—1, n n 1 1 1
n_ n — (1 n — 3

n == (n—l) (n—l) (+n—1) tn-1
und aus (})

1 1 1
n n n

Fiir n > 1 folgt demnach
2=a1 < Qp_1 < a, <b, <b,_1 <b =4.
Die Konvergenz der Folgen ergibt sich aus Satz 3.2. Aus Satz 2.5 folgt
2 <lima, <limb, <4,

die beiden dufleren Ungleichungen sind strikt wegen der strikten Monotonie von (a,)
und (b,). Wegen b, = (1 + %)an erhalt man schlieBSlich lim,,_,o @, = lim,, o0 b,. O

SATZ 3.5 (Bolzano—Weierstrass). Jede beschrdnkte Folge in C besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Fall 1: (z,),>1 ist eine beschriankte reelle Folge.
Wegen der Beschranktheit gibt es ag, by € R mit ag < x,, < by fiir alle n € N. Halbiert
man das Intervall Jy = [ag, bo|, so liegen in mindestens einem der beiden Teilintervalle
[a, %(ao +bo)], [%(ao +by), bo] unendlich viele Glieder der Folge. Wir bezeichnen dieses
Intervall mit J; = [ay,b1] und wenden das eben beschriebene Verfahren auf .J; an.
Man erhilt somit eine Folge von abgeschlossenen Intervallen Jy = [ag, bg], fiir welche
Jip1 C Jy gilt und deren Linge by — ap = 27%(by — ag) betrigt. Aus Beispiel 1.8-(v)
folgert man limy_,o.(by — ax) = 0. Die Folge von Intervallen (J;)r>o bildet daher eine
Intervallschachtelung, welche eine reelle Zahl o € [ J; eindeutig bestimmt. Wegen
a € [ag, bgl, k € N, folgt 0 < |ay —a| < by —ay und mit Satz 2.7 weiter limy_, ar = a.
Auf gleiche Weise erhilt man limg_ .., by = «. Wir wihlen nun einen Index ¢(1),
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sodal w1y in J; liegt. Da J; unendlich viele Glieder der Folge enthilt, kénnen wir
©(2) > (1) bestimmen, sodal x4 in Jo liegt, u.s.w. Im n-ten Schritt konnten wir
zum Beispiel ¢(n) = min{k € N: z € J,,k > ¢(n — 1)}} wihlen. Wir erhalten auf
diese Weise eine streng monoton wachsende Folge (¢(n)),>1, die zugehorige Teilfolge
(T p(n))n>1 erfiillt dann
U < ) < bp, n € N.

Die Konvergenz von (x,(,)) folgt nun aus Satz 2.7.
Fall 2: Es sei nun (z,),>1 C C und beschréankt, d.h. es gibt b > 0 mit |z,| < b, n € N.
Ferner setzen wir z, = x, + iy,. Wegen max{|x,|, |y.|} < |2,| sind auch die reellen
Folgen (z,,) und (y,) beschrénkt. Somit gibt es eine konvergente Teilfolge (2y(n))n>1
von (x,), ihr Grenzwert sei x. Weiters enthélt (y,(m))n>1 eine konvergente Teilfolge
(Y(woy)(n) Jn>1 mit Grenzwert y. Mit Hilfe der Sétze 1.6 und 1.7 folgern wir

M Z(pog)n) = M (Zpop)(n) + W(wop)m)) = T + 1.

n—~oo

O

Das Monotoniekriterium ist zwar, wie wir gesehen haben, recht bequem einzuset-
zen. Sein Anwendungsbereich ist allerdings auf eine doch recht spezielle Klasse re-
eller Folgen eingeschrankt. Das folgende Kriterium, das auf A. CAUCHY (1789 —
1857) zuriickgeht, erlaubt es, die Konvergenz beliebiger Folgen zu untersuchen. Dazu
bendtigen wir einen neuen, fundamentalen Begriff.

DEFINITION 3.6. FEine Folge komplexer Zahlen (z,)n,>1 heiffit Cauchy Folge l()z)f
€
(x) Ve>03dN(e) e NVn,m e N: (n > N(e) Am > N(e)) = |z, — zm| <e.
Anschaulich bedeutet diese Definition: Fiir jedes € > 0, sei es auch noch so klein, gibt
es einen Index N(e) € N so, daB |z, — 2| < € fur alle n,m > N(e) gilt.
SATZ 3.7. Jede konvergente Folge (z,)n>1 C C ist eine Cauchy Folge.
BEWEIS. Es sei lim,, . 2z, = z und ¢ > 0. Dann gibt es einen Index N(¢), sodaf

|z — 2, < 3¢ fiir alle n > N(e) gilt. Ist n > N () und m > N(e), folgt

1 1
|zn—zm|§|zn—z|+]zm—z|<§8+§€:€.

O

SATZ 3.8. Eine komplexe Folge (2,)n>1 ist konvergent genau dann, wenn sie eine
Cauchy Folge ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Cauchy Bedingung (x) fiir Konvergenz wurde
bereits in Satz 3.7 nachgewiesen. Wir zeigen nun, dafl sie auch hinreichend ist. Es sei
also (z,)n>1 eine Cauchy Folge. Fiir ¢ = 1 gibt es dann einen Index N € N derart,
daB |z, — z| < 1 fiir alle n,m > N zutrifft. Es folgt daher fir n > N

20| < |z = 25| + [2n] < 1+ [2n].
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Somit ist (z,)n>1 beschrankt durch max{|z|,...,|zy_1],1 + |2ny|} und besitzt nach
dem Satz von Bolzano Weierstrass eine konvergente Teilfolge (2,(n))n>1. Es sei z deren
Grenzwert. Zu € > 0 gibt es dann natiirliche Zahlen N;, Ny mit der Eigenschaft

1
Vn,meN:(nle/\mle)ilzn—zm\<§€
1
VnEN:n2N2:>|z¢(n)—z|<§5.

Fiir N = max{Ny, No} ergibt sich nun fiir alle n > N (man beachte, dal p(n) > n,
n € N, als Folge der strengen Monotonie von ¢ gelten muf)

1
|20 — 2| < J2n = Zpm)| + |2pm) — 2] < Jetge=e

O

BEMERKUNG 3.9. 1.) Die Stérke des Cauchy Kriteriums ist seine Universalitéit: es ist
auf jede Folge (vorerst in C) anwendbar. Allerdings gibt es keinen Hinweis auf den
Grenzwert.

2.) Durch Negieren erhalten wir folgende Divergenzbedingung: (2,),>1 ist divergent
genau dann, wenn

Jeg >0YN eNIn,meN:n>NAmMm>NA |z, — 2| > 0.

Eine Folge (z,) ist also genau dann divergent, wenn es nach jedem Glied der Folge
weitere Folgenglieder gibt, deren Abstand voneinander groler als eine feste Schranke
ist.

4. Limes inferior und Limes superior

Beschrankte Zahlenfolgen sind nicht notwendig konvergent, sie besitzen aber nach
dem Satz von Bolzano Weierstrass 3.5 stets konvergente Teilfolgen. Es wird nun ein
Begrift vorgestellt, der als Ersatz fiir den fehlenden Grenzwert einer Folge dienen
kann. Da die Ordnung in R dabei eine wesentliche Rolle spielt, ist dieser Abschnitt
auf reelle Folgen beschrinkt. Ausgangspunkt ist folgende Beobachtung:

Betrachtet man fiir festes & € N den k-ten ,Folgenrest® {z,: n > k} einer be-
schriankten, reellen Folge (x,),>1, so ist wegen {x,: n > k+ 1} C {z,: n > k}
und Satz 11-6.13 sup{z,: n > k + 1} < sup{x,: n > k} und inf{x,:n > k+ 1} >
inf{x,: n > k}. Mit Hilfe des Monotoniekriteriums Satz 3.2 beweist diese Uberlegung;

LEMMA 4.1. Es sei (x)n>1 beschrankt und
sk i=sup{z,: n >k}, und tp:=inf{x,:n>k}, keN

Die Folge (sk)r>1 ist monoton fallend, die Folge (ty)r>1 ist monoton steigend und
beide Folgen sind konvergent.

DEFINITION 4.2. Es sei (T,)n>1 C R beschrankt.



76 IV. FOLGEN UND REIHEN
(1) a € R heifit Limes superior von (z,), a = lim, .7, oder auch o =
limsup,, ., n ﬁf a = limy_ o sup{z,: n > k}.
€

(2) 6 € R heifst Limes inferior von (x,), § = lim

noooTn oder auch 3 =
liminf, .. z, ﬁf B =limy o inf{z,: n > k}.
€

BEISPIEL 4.3. Es sei (2,,),>1 definiert durch z,, = (—1)"(1+ %). Es folgt fiir k € N
1+ k gerade ; —(1+ zq) K gerade
S = =
g 1+ k+r1 k ungerade —(1+ %) k ungerade.
Somit folgt

limsupz, =1 und liminfzx, = —1

n—00 n—00

Eine unmittelbare Folgerung aus Definition 4.2 ist:

LEMMA 4.4. (,)n>1 C R sei beschrinkt. Es gilt stets

liminf z, <limsupz,

n—oo n—oo

BeEwEIs. Dies folgt aus inf{z,: n > k} < sup{x,: n > k}, £ € N, und aus
Satz 2.5 O

Wir stellen nun eine handlichere Charakterisierung des Limes superior (Limes inferior)
bereit.
SATZ 4.5. (xn)n>1 sei eine reelle beschrinkte Folge.
i) VYe>03dN(e)eNVneN:n>N() =z, <a+e,
ii) Ve >0:{n e N:z, >a—-¢e} ist unendlich.
i) VYe>03dN(e) e NVneN:n>N(e)=x, >0 —c¢,
ii) Ve >0:{neN:x, < (+¢e} ist unendlich.

1) «a=limsup, Tz, <

2) [ =liminf, .z, <

BEWEIS. Wir fiihren den Beweis nur fiir die erste Behauptung. Die Charakteri-
sierung des Limes inferior verlauft analog und sei dem Leser als Ubung iiberlassen.
=" a=limsup,,_, o, ist gleichwertig mit

(%) Ve >03dN(e) e NVE e N: k> N(e) = |a —sup{z,: n > k}| <e.
Daraus folgt fiir k > N(¢)
z <sup{x,:n > N(e)} < a+e¢,
d.h. es gilt i). Wir ziehen nun eine weitere Folgerung aus (*):
Vk > N(e): sup{z,:n >k} >a —c.

Insbesondere gilt dies fiir £ = N(g). Nach Satz 11-6.4 existiert somit ein Index (1) €
N, sodal ¢(1) > N(e) und z,q) > a — €. Setzen wir k& = ¢(1) + 1, so kiénnen
wir auf die Existenz von ¢(2) € N schlieflen mit ¢(2) > (1) > N(e) und z,) >
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a — ¢. Induktiv fortfahrend ergibt sich die Existenz einer streng monoton wachsenden
Funktion ¢: N — N und einer zugehorigen Teilfolge (24 (n))n>1, sodaB x,m) > o — €
fiir alle n € N zutrifft, d.h. es ist auch die Bedingung ii) erfiillt.

»<=" Umgekehrt erfiille nun o € R die Bedingungen i) und ii). Wir zeigen die zu (x)
gleichwertige Aussage (wir ersetzen dabei e durch 2¢)

(#%) Ve >03N(e) e NVEk e N: k> N(e) = a— 2 <sup{z,:n >k} < o+ 2¢.

Es sei € > 0 beliebig gewahlt und N(e) durch die Bedingung i) festgelegt. Aus Lem-
ma 4.1 ergibt sich fiir alle £ > N(¢)

sup{x,:n >k} <sup{x,:n>N()} <a+e<a+2e.
Aus der Bedingung ii) schliefen wir, dal es zu jedem k > N(e) einen Index m > k
gibt mit x,, > a — . Somit gilt auch fiir alle k > N(¢)
sup{z,:n >k} >a—ec>a—2¢,
d.h. es gilt (%) und somit o = limsup,,_, ., p. O

BEMERKUNG 4.6. Lafit man in Satz 4.5 € eine Nullfolge durchlaufen, kann man auf
die Existenz einer Teilfolge (74 (n))n>1 schlieBen mit

lim z,(,) = limsup z,.

Es gibt also eine Teilfolge von (z,),>1, die gegen den Limes superior konvergiert

und analog eine im Allgemeinen verschiedene Teilfolge von (y,),>1, welche gegen den
Limes inferior konvergiert. Wir verschéirfen nun diese Beobachtung.

KOROLLAR 4.7. Es sei (,),>1 C R beschriankt und
L = {€ € R: es gibt eine Teilfolge (24(m))n>1 mit lim z,0) = £}

Die Menge L besitzt Minimum und Maximum und es gilt

limsupz, = maxL und liminfx, = minL.

n—oo n—0oo

BEWEIS. Es wurde in Bemerkung 4.6 bereits festgestellt, daf lim sup,,_, .z, € £
und lim inf, . z, € L.Wir zeigen nun
VEER: £ > limsupz, = &£ L.

Es sei £ > limsup,,_,, ¢, =: o. Angenommen es gibt eine Teilfolge (T4 ())n>1 von
(z5,) mit lim, o0 Tpm) = &. Fiir € = $(¢ — a) gibt es dann einen Index N(e), sodaf3
fiir alle n > N(e) auch

Tomy 2§ —c=a+e
zutrifft. Dies ist ein Widerspruch zu Bedingung i) in Satz 4.5-(1). Eine analoge
Uberlegung gilt auch fir den Limes inferior. O

Mit Hilfe des Korollar 4.7 148t sich nun leicht folgendes Konvergenzkriterium bewei-
sen:
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SATZ 4.8. Eine beschrinkte reelle Folge (x,)n>1 ist konvergent genau dann, wenn
limsup,,_,., ¥, = liminf, .. x,. Im Falle der Konvergenz von (x,) gilt lim,, o z, =
lim sup,,_, ., Tn.

BEWEIS. Der Beweis dieser Behauptung folgt aus Satz 1.7, Bemerkung 7?7 und
Korollar 4.7. U

Wir zeigen nun, dafl fiir den Limes superior (Limes inferior) #hnliche Rechenregeln
gelten, wie fiir den gewohnlichen Limes.

SATZ 4.9. Es seien (an)n>1, (bn)n>1 beschrinkte, reelle Folgen. Es gelte a,, < b, fiir
alle n € N. Dann folgt

limsupa, <limsupb, wund liminfa, <liminfb,.

n—o0 n—o0 n—0o0 n—0oo
BEWEIS. Der Beweis ergibt sich aus der Beobachtung

sup{a,: n >k} <sup{b,: n >k}
inf{a,: n >k} <inf{b,: n >k}

SATZ 4.10. Es seien (an)n>1, (bn)n>1 beschrinkte, reelle Folgen. Dann gilt

i) limsup,,_, . (a, +b,) <limsup,,_, . a, + limsup,,_, . b,

i) liminf, . a, + liminf, . b, < liminf, . (a, + b,)

i) liminf, . (a, + b,) < liminf, . a, + limsup,,_, . b, < limsup,,_,. (a, + b,)
w) Ya >0: limsup,_,. aa, = alimsup,_, . a,

v) VYa<0: limsup,_, . aa, = aliminf, . a,

BEWEIS. ii) Da die Folge (a,, + b,) beschrankt ist, gibt es nach Korollar 4.7 eine

konvergente Teilfolge (ay(n) + by(n))n>1 mit
Jim (agn) + () = liminf(a, +by).

Man beachte, daB die Teilfolgen (ay@)) und (b)) selbst nicht konvergent sein
miissen. Wir wihlen daher aus (a,(n)) eine konvergente Teilfolge (a(yop)(n)) und aus
(bpop)(n)) eine konvergente Teilfolge (b(yoyop)(n)) aus. Es sei v = y 01) o . Dann sind
die Folgen (ay(n)), (by(ny) und (Gy(ny + by(n)) konvergent und es folgt
liminf(a, 4+ b,) = lim (aym) + bupy) = lim ay(m) + lim by, > liminf a,, + liminf b,,.
i) Analog.
iii) Wir beweisen nur die Ungleichung

liminf a,, + limsup b,, < lim sup(a,, + b,).

n—00 n—00 n—00
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Wegen Satz 4.5 gibt es fiir jedes beliebig gewihlte £ > 0 einen Index Nj(e) und eine
Teilfolge (by(n))n>1 von (by,) so, daf

(*)

VYn € N:n> Ni(e) = a, > liminf, . ap — e
Vn € N: by > limsup,_, by — €

Da (¢(n))n>1 strikt monoton ist, gilt fiir alle n > Ny(e) auch ¢(n) > n > Ny(e).
Durch Addition der beiden Ungleichungen in (x) folgt daher fiir alle n > Ny (e)

Ay(n) + bpny > liminf ay, + lim sup by, — 2e.

k—o0 k—o00
Nun ist (@) + by(n))n>1 €ine Teilfolge von (a, + b,), somit folgt mit Satz 4.9

4.9
limsup(ay, + b,) > limsup(ag(m) + bymy) > liminf a, + limsup b, — 2¢.
n—oo

n—oo n—oo n—oo

Wegen Korollar I1-3.7 ist dies gleichwertig mit

liminf a,, + limsup b,, < lim sup(a,, + b,).

n—00 n—00 n—0o00

Der Beweis von liminf, . (a, + b,) < liminf, .. a, + limsup,,_, . b, und der beiden
restlichen Behauptungen sei dem Leser als Ubung iiberlassen. U

Bei manchen Konvergenzuntersuchungen ist folgendes Ergebnis niitzlich.

SATZ 4.11. Es sei (a,)n>1 C R\ {0} und beschrinkt. Dann gilt

P . . . On+1
(%) liminf ——= < liminf {/a,, < limsup /a, < limsup ——.
n—oo Uy n—00 n—o0 n—oo  Qn
An+41

FEzistiert insbesondere lim,, . =
n

lim,, oo Yy = lim,,_,o, 22

an

, dann ist auch (/an)n>1 konvergent mit

BEWEIS. Wir zeigen nur die Ungleichung liminf, . aZ::l < liminf, . y/a,. Der
Beweis der letzten Ungleichung in () verlduft analog, die mittlere wurde bereits in
Lemma 4.4 bewiesen. Es sei liminf,,_ aZ:1 =« > 0. Ist @ = 0, gibt es nichts zu
beweisen. Es sei also a > 0. Zu € > 0 gibt es nach Satz 4.5 einen Index N(e¢) € N,
sodaf “t > o —e > 0 fiir alle n > N(e) zutrifft. Eine einfache Induktion zeigt dann

a

die Giiltingkeit von

n—1
n_ _ H dit1 (o — E)an(s)
WNE) N W

d.h. von
ay > (a0 — )" NE

fir alle n > N(¢). Es folgt fiir « —e > 0

i > (=€) {fane(a—e) MO, n> N(e).

aN(e)
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Mit Hilfe der Sétze 4.9, Satz 4.8 und Beispiel 1.8-iii) ergibt sich

liminf {/a, > (o — ¢) liminf {/an() (o —e)~NE)

n—oo n—oo

= (a—¢) lim ’{/aN(g)(a —e) NE) =q —¢.

Da ¢ > 0 beliebig wahlbar war, folgt liminf, .., ¥/a, > a = liminf,,_ agzl. Exis-
tiert limy, .o, “=* so gilt in (x) nach Satz 4.8 iiberall die Gleichheit, daraus folgt die
Behauptung. 0

BEISPIEL 4.12. Die Folge (a,)n>1 sei definiert durch a, = %;. Es folgt i = (14 Lyn
und mit Beispiel 3.4 ergibt sich lim, . “2* = e. Mit Satz 4.11 schlieflen wir dann

lim,, oo Va, = lim,, \n/Lﬁ =e.

5. Uneigentliche Grenzwerte

Die Konvergenz von Folgen wurde bisher nur fiir beschrinkte Folgen erklart. Es ist
aber manchmal sinnvoll, auch unbeschrankten reellen Folgen einen Grenzwert zuzu-
weisen.

DEFINITION 5.1. Es sei (7,)n>1 C R.

Die Folge () hat den unetgentlichen Grenzwert
00 (—o0), lim,, oo Tp, = o0 ( lim, .oz, = —00)
=
Def

VEERINEVneN:n>N(E) = x,>E (v, <8).

Man sagt auch, die Folge (z,,) divergiert nach oo (—o0).

Eine unmittelbare Folge dieser Definition ist folgende Erweiterung des Monotoniekri-
teriums Satz 3.2.

SATZ 5.2. Jede monotone Folge in R hat einen Grenzwert in R.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl den Regeln fiir das ,,Rechnen” mit den
Symbolen oo, —oo aus II-8 Regeln fiir die Grenzwerte von Folgen in R entsprechen,
welche nach co bzw. —oo divergieren. Es seien etwa (2,,),>1 C R und (4,)n>1 C R
beide divergent nach oco. Es folgt, dafl auch die Folge (x, + yn)n>1 gegen oo diver-
giert. Auf analoge Weise konnen auch die iibrigen Regeln in II-8 interpretiert werden.
Divergieren die Folgen (x,,) und (y,) gegen oo, so kénnen die Folgen (z,, — y»), (Z_:)
ein recht unterschiedliches Verhalten aufweisen:

BEISPIEL 5.3.

1) z,=+vn+1—/n, lim,, oo 2, = 0

.o 2 .

i) y,=n-—n% lim,, o0 Y = —00
iii) 2, = 7, lim, o0 2, =0

. _otedn . _1
iv) w, = =5 limy, oo wy, = 3
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Entsprechendes gilt auch fiir (z,y,), falls lim, .z, = 0 und lim,, .o ¥, = c0. Den

Ausdriicken der Form oo — oo, i% und 0 - (+00) kann somit a priori kein sinnvoller
Wert zugewiesen werden. Mann nennt sie deshalb auch unbestimmte Ausdriicke.

Wegen Definition I1-8.1 ist folgende Vereinbarung sinnvoll:

DEFINITION 5.4. Es sei (2,)n>1 C R.

(1) limsup,,_,. =, = 00 ﬁf (x,) ist nicht nach oben beschrinkt
e

(2) liminf,, o z, = —00 ;)i)f () ist nicht nach unten beschrinkt
€

Man iiberzeuge sich davon, daf} sich die Resultate aus Abschnitt 4 auch auf Folgen in
R iibertragen lassen.

6. Doppelfolgen

DEFINITION 6.1. Eine Abbildung x: N x N — C heifst Doppelfolge komplexer Zah-
len. Anstelle von x(n,m) schreibt man x,,, entsprechend bezeichnen wir eine Dop-
pelfolge mit (Tpm)nm>1-

Ein grofler Teil der elementaren Theorie der Konvergenz einfacher Folgen 148t sich
ohne groBe Anderungen auf Doppelfolgen iibertragen. Wir beschriinken uns daher auf
die Darstellung einiger charakteristischer Unterschiede. Vorerst legen wir jedoch fest,
was wir unter dem Grenzwert einer Doppelfolge verstehen:

DEFINITION 6.2. Es sei (Typm)nm>1 C C eine Doppelfolge und o € C.
(Zpm )nm>1konvergiert gegen o ngVe >03N(e)eNVn,meN:
n>N(E)Am > N(e) = |xum —af <e.
Man schreibt lim,, o0 Trm = .

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes, falls er existiert, &t sich genauso wie in Satz 1.5
zeigen. Ebenso lassen sich die Rechenregeln fiir konvergente Folgen aus Abschnitt 2
auf Doppelfolgen iibertragen. Es gilt auch ein Cauchy-Kriterium, welches wir ohne
Beweis notieren:

SATZ 6.3. Eine Doppelfolge (Tpm)nm>1 C C ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist, d.h. wenn

Ve > 03dN(e) Vn,m,r,s € N: nym,r, s > N(&) = |Tpm — Trs| < €.
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Oft ordnet man die Glieder einer Doppelfolge (z,,,) in einem Rechteckschema an,

11 12 .. Tim-e.. — 51

o1 X222 ... Xoym... — 52

Tnlt Tp2 - Tpym... — én
o |

mo 2 - Nm---

und nennt den ersten Index von z,,, entsprechend Zeilenindex, den zweiten Index
Spaltenindex. Es wird deutlich, daB man (x,,,) zumindest auf zwei Weisen als Fol-
ge von Folgen betrachten kann: Einerseits kann man die Folgen in den Zeilen des
obigen Schemas betrachten. Falls diese Folgen konvergieren, fiir alle n € N sei etwa
limy,—00 Tnm = &, dann kann man auch die Folge (§,),>1 auf Konvergenz untersu-
chen. Es existiere £ = lim,, . &,, & ist dann gegeben durch

&= lim ( lim z,,)
und man nennt ¢ den zeileniterierten Grenzwert der Doppelfolge (x,,,,). Anderer-
seits kann man die Folgen in den Spalten des Rechteckschemas betrachten. Bezeichnet
man mit 7, = lim, . Tpy, und mit 7 = lim,, o 7, (soferne diese Grenzwerte exis-
tieren), gelangt man zum spalteniterierten Grenzwert 7 der Doppelfolge (z,,,),

n = lim (lim z,,).
Einer Doppelfolge (z,,,) kann man also auf natiirliche Weise drei charakteristi-
sche Groflen zuordnen: Ihren Grenzwert x = lim,, ;oo Tnm, den man der Deutlich-
keit halber manchmal auch als Doppellimes bezeichnet, und die beiden iterierten
Grenzwerte. Natiirlich stellt sich die Frage, wie diese Groflen zusammenhéngen. Wir
demonstrieren an einem Beispiel, dafl ohne Zusatzbedingung kein Zusammenhang zu
erwarten ist.

BEISPIEL 6.4. 1) 2, = (—1)7”*"(% + %) Es existiert lim,, ;00 Znm = 0, aber es
existiert keiner der beiden iterierten Grenzwerte, da etwa fiir jedes n € N die Folge
(Zpm)m>1 divergiert. Die Existenz des Doppellimes impliziert also nicht die Existenz

der iterierten Grenzwerte.

2) Tpm = (—1)’”(% + %) Es gilt wieder limy, ;oo Tnm = 0. Fir jedes m €
N ist nun aber lim, o Tpm = (—1)™lim,_o(: + 1) = (=1)"L und somit
limy,, oo (limy, 00 Ty ) = 0. Der zeileniterierte Limes existiert nicht.

3) Tpm = nﬁ";% Halten wir n € N fest, dann gilt lim,, . Zn, = 0 und somit auch

lim,, oo (limy;, 00 Tpy) = 0. Aus Symmetriegriinden gilt lim,, .o (lim, oo Tpm) = 0.

Die beiden iterierten Grenzwerte existieren und sind gleich, trotzdem existiert der
Doppellimes nicht: Fiir alle n € N ist ndmlich x,,, = % und z,2, = %, das Cauchy-
Kriterium 6.3 kann nicht erfiillt werden.

1

4) Tpm = =+ % In diesem Falle existieren alle drei Limiten und sind gleich Null.
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SATZ 6.5. Es sei (Tpm)nm>1 C C eine konvergente Doppelfolge. Ezistiert fiir jedes
n € N der Zeilenlimes &, = lim,, .o Tpm, dann existiert der zeileniterierte Limes
lim,, oo (im0 T ) und es gilt
lim 2., = lim (lim z,,).
,M—00 n—00 MmM—00

BEWEIS. Aus der Existenz des Doppellimes x schliefen wir fiir jedes ¢ > 0 auf
einen Index N(¢), sodaB |z, — 2| < ¢ fir alle n,m > N(e) gilt. Nach Korollar 2.6
kann man in dieser Ungleichung den Grenziibergang m — oo durchfiihren und erhlt
fur alle n > N(e)

|§n - ._'E| S €,

d.h.

lim &, = lim ( lim z,,) = z.

n—oo n—oo m—0o0

O

Dieser Satz zeigt, dafl bei einer konvergenten Doppelfolge die iterierten Limiten nur
dann nicht existieren kénnen, wenn die entsprechenden ,inneren“ Limiten nicht exis-
tieren. Genauer gilt

KOROLLAR 6.6. Es sei (Zpm)nm>1 C C eine konvergente Doppelfolge. Existieren fiir
alle n,m € N die einfachen Grenzwerte
&= lim 2, und 7, = lm 2,4,
m—0o0 n—oo
dann existieren auch die beiden iterierten Grenzwerte und es gilt
lim 2., = lim (lim z,,)= lim (lim x,,,).
n,m—0oo n—oo m—oo m—00 N—oo
Wir untersuchen nun das letzte Beispiel in 6.4 etwas genauer: Fiir jedes n betrachten
wir die Zeilenfolge m — x,,,. Es gilt lim,, .o Tpm = %, denn |z, — %| = % Zu
einem beliebigen € > 0 wéhlen wir Ny € N mit Ny > é Fiir alle n € N folgt dann
T — 2] = = < NLO < ¢ soferne m > Nj. Wir erkennen, daf fiir jede Zeilenfolge
derselbe Index Ny gewihlt werden kann, um den Approximationsfehler unter eine
vorgegebene Toleranzgrenze zu driicken. Die Moglichkeit einer gleichméaffigen Wahl
von Ny erlaubt es auch, aus der Existenz eines der iterierten Limiten auf den im
allgemeinen komplizierter zu berechnenden Doppellimes zu schlieflen.

DEFINITION 6.7. Es seien A # 0 eine Indezxmenge und {(z,\)n>1: A € A} eine
Familie konvergenter Folgen komplexer Zahlen, d.h. fir alle A\ € A existiert x, € C
mit Ty = iMoo Tp-
Die Folgen (z,)) konvergieren gleichmdf$ig beziiglich X € A gegen x B:)f

€

Ve >03dN(e) e NVA€ AVn e N:n > N(e) = |z, —xa| <e.

LEMMA 6.8. (Zpm)nm>1 C C sei eine konvergente Doppelfolge. Falls fiir alle n € N
der Zeilenlimes &, = liMy,— oo Tnm existiert, dann sind die Zeilenfolgen (Tpm)m>1,
n € N, gleichmdfiig konvergent beziiglich n.
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BEWEIS. Wegen der Existenz des Doppellimes x = lim,, ;5,00 Zns, €xistiert fiir alle
e > 0 ein Index Ny(e), sodaB fiir alle n, m > Ny(e)
(%) |Tpm — | < €

zutrifft. Da aber auch fiir jedes n € N der Zeilenlimes &,, = lim,,, .o Ty, existiert, kann
man in (x) den Grenziibergang m — oo durchfithren und erhélt nach Korollar 2.6 fiir
alle n > Ny(e)

[6n — 2| <e.
Somit folgt fiir n,m > Ny(e)
(xx) |Znm — &n| < |Tpm — x| + |2 — &| < 26.
Es konvergieren auch die Zeilenfolgen mit n = 1,..., Ny(¢) — 1. Da es sich nur um

endlich viele Folgen handelt, gibt es einen Index N;(g), sodaB

|$nm - €n| <e€

fir m > Ny(e) und n = 1,...,Ny(e) — 1 zutrifft. Setzt man nun N(e) =
max{Ny(g), N1(e)}, so gilt (xx) fiir alle n € N und fiir alle m > N(¢). O

Dieses Lemma zeigt, dafl unter der Voraussetzung der Existenz der Zeilenlimiten, die
GleichméBigkeit ihrer Konvergenz eine notwendige Bedingung fiir die Existenz des
Doppellimes ist. Im folgenden Satz wird gezeigt, dal umgekehrt diese Bedingung die
Vertauschbarkeit von Zeilen— und Spaltenlimes sicherstellt.

SATZ 6.9 (Iterierte Grenzwerte). FEzistieren fir alle n,m € N die einfachen Grenz-
werte

&= lim 2y, und )y = lim 2,

einer komplexen Doppelfolge (Tpm)nm>1 und ist die Konvergenz mindestens einer der
berden Familien von Folgen gleichmafig, so existieren sowohl beide iterierte Grenz-
werte, als auch der Doppellimes und es gilt
lim 2., = lim (lim z,,) = lim (lim x,,).

BeweEis. Wir nehmen an, die Konvergenz der Zeilenfolgen (2, )m>1,n € N, gegen
&, sei gleichméBig, d.h. fir jedes e > 0 gibt es einen Index N(e), sodafl fiir alle
m > N(e)

|Tpm — &n| < €

fur alle n € N gilt. Wir zeigen, da die Folge (&,),>1 eine Cauchy-Folge ist. Wir
withlen einen festen Index ¢ > N(g). Da nach Voraussetzung auch die Spaltenfolge
(ng)n>1 konvergiert, also eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu dem bereits gewéahlten
einen weiteren Index K = K (e, q) > N(e), sodaB} |x,, — x| < ¢ fur alle r, s > K gilt.
Somit folgt fiir r, s > K (e, q)

&0 — &l S NEr — gl + |Trg — Tsg| + 25 — &| < 3e.
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Die Folge (&,)n>1 ist also eine Cauchy-Folge und somit konvergent:

lim ( lim x,,) = lim &, = x.
Es existiert also der zeileniterierte Limes. Wir zeigen nun die Existenz des Doppelli-
mes. Wegen der Konvergenz von (&) gibt es zu jedem ¢ > 0 einen Index M (g), sodaB
|z — &u| < e fiir alle n > M(e) zutrifft. Setzt man N(e) = max{M(e), N(e)} ergibt
sich fiir n,m > N(e)

’$nm - -1" S ’mnm - gn’ + !fn - 33” < 257
d.h.

lim ., = .

n,1M—00

Die Existenz des spalteniterierten Grenzwertes und dessen Gleichheit mit dem Dop-
pellimes folgt aus Satz 6.5. 0J

7. Reihen

Das Paradozon des ZENON VON ELEA (/95 — 435 v.Chr.): Fin Ldiufer, der eine
konstante Geschwindigkeit einhdlt, kann niemals das Ende der Rennbahn erreichen.
Zenon argumentiert, der Laufer miisse ja zuerst die Hélfte der Strecke, dann die Hélfte
der zweiten Halfte, dann die Hélfte des verbleibenden Viertels, u.s.w, zuriicklegen. Der
Laufer muf} also unendlich viele Teilstrecken durchlaufen, fiir welche er jeweils eine
bestimmte Zeit benotigt. Somit kann der Laufer sein Ziel nie erreichen.

Nehmen wir an, der Laufer benétige fiir die erste Hélfte der Rennstrecke gerade eine
Zeiteinheit. Das Durchlaufen des néchsten Viertels erfordert eine weitere halbe Zeit-
einheit, das anschliefende Achtel der Strecke wird in der néchsten viertel Zeiteinheit
zuriickgelegt. Die Bewéltigung der ersten n Teilstrecken erfordert also

1 1 2 1 n—1
tn—1+2+(2) + +(2)

Zeiteinheiten. Zenon, der den Begriff des Grenzwertes noch nicht kannte, war also
offensichtlich der Ansicht, die ,,Addition“ unendlich vieler Zeitintervalle, auch wenn
diese immer kleiner werden, miisse eine unendlich grofle Zeitspanne ergeben. Wir
konnen das Paradoxon kléren, da wegen Lemma [1-4.23 die Laufzeit fiir n Teilstrecken

durch
1
tn — 2 _ ( n—1
()
gegeben ist und somit die Gesamtlaufzeit T' = lim,,_, t,, = 2 Zeiteinheiten betragt.
Dieses Beispiel zeigt auch, wie das Aufsummieren von ,,unendlich®“ vielen Summanden

préazisiert werden kann.

DEFINITION 7.1. Es sei (ag)r>1 C C, n € N und o € C.
i) S, =>1_, ar heifst n-te Partialsumme der Folge (ay).
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ii) Die Folge der n-ten Partialsummen (Sy)n>1 heifst unendliche Reihe. An-
stelle von (Sy)n>1 schreibt man Y ;- | ai. Man nennt a;, das k-te Glied der
unendlichen Reihe.

iii) Y 72, ay heifft konvergent (divergent) B:;f (Sn)n>1 ist konvergent (diver-

gent). a heifft Summe (Grenzwert) von Y o ag, o = > o ay [()i)f a =
€

lim,, oo Sp-

Wir stellen fest, dafi das Symbol )" | a, eine zweifache Bedeutung besitzt: Es be-
zeichnet einerseits die unendliche Reihe und andererseits, im Falle der Konvergenz,
auch deren Grenzwert. Wir betonen nachdriicklich, da} die Summe einer konvergen-
ten Reihe nicht als Ergebnis simultanen Aufsummierens unendlich vieler Summanden
zu verstehen ist, sondern durch den Grenzwert der Folge der Partialsummen bestimmt
ist. Die Reihenfolge der Reihenglieder geht also ganz wesentlich in die Definition der
Summe einer Reihe ein (der Wert jeder einzelnen Partialsumme ist natiirlich un-
abhéngig von der Reihenfolge ihrer Summanden). Wir kénnen somit viele Ergebnisse
fiir Folgen unmittelbar auf Reihen iibertragen.

SATZ 7.2 (Cauchykriterium). Es sei (a,),>1 C C. Die unendliche Reihe Y~ a,
konvergiert genau dann, wenn folgendes gilt:

(%) V6>OE|N(€)GNVn,mEN:anZN(a)é‘Zak’<6.
k=m+1

Fiir n = m gilt wegen unserer Konvention iiber leere Summen  ,_ L ax=0.

BEWEIS. Nach Satz 3.8 konvergiert Y >, a; genau dann, wenn (S,),>1, Sp =
> p_y ai, eine Cauchyfolge ist, d.h. wenn fiir jedes € > 0 ein Index N(g) existiert,
sodaf fiir alle n,m > N(¢) und n > m

|Sn — S| = ’Zak—Zak| :‘ Z ak| <e
k=1

k=1 k=m+1
zutrifft. O

BEMERKUNG 7.3. Fiihrt man in (%) den Grenziibergang n — oo durch, ergibt sich
eine notwendige Konvergenzbedingung:

Zan ist konvergent = Ve > 03N(¢) € NVm > N(e): | Z ay| <e.
n=1 k=m+1

KOROLLAR 7.4. Es sei (an)p>1 C C. Wenn ) a, konvergiert, dann gilt
lim, . a, = 0.

BEWEIS. Wir setzen n = m+1 im Beweis von Satz 7.2 und erhalten fiir m > N(¢)
|Sm+1 — Sm| = |am+1| < €.
0
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SATz 7.5 (Harmonische Reihe). Y% L1 st divergent.

n=1n

BEWEIS. Es sei S, = > p_; &, n € N. Wir zeigen
1
(%) Vn € N: Son > §(n+2),

somit ist (Sy),>1 unbeschrinkt und daher divergent. Den Nachweis von (x) fithren
wir mit Hilfe vollstdndiger Induktion. Es ist So1 = % Mit Hilfe von Syn > %(n +2)
schétzen wir Syn+1 folgendermaflen ab

27L+1 1 2n+1
Soni1 = Sgn+z §n+2+22"1
k= 2"+1 k=2n+1

1
= 5(n +2) 2 (2" 1) + 1)

1 1 1
2(n+ )+2 2(n+3)
U

Da (S,) monoton wichst, kénnen wir der Reihe > 7 2 1 5 den uneigentlichen Grenz-

wert oo zuweisen. Das Beispiel der harmonischen Relhe zeigt, dafl die notwendige
Konvergenzbedingung aus Korollar 7.4 nicht hinreichend ist.

SATZ 7.6 (Geometrische Reihe). Es sei z € C. Die Reihe Y, 2" ist konvergent mit
der Summe T genau dann, wenn |z| < 1.

BEWEIS. Nach Lemma [1-4.23 ist die n-te Partialsumme gegeben durch
- 1 — ntl
Sy = G -

Ist |z| < 1, folgt weiter aus den Sétzen 1.10 und 2.1

1 —limz" 1
lim S, = = .
o 1—2 1—-=2
Fiir |z] > 11ist |2"| > 1. Somit ist nach Korollar 7.4 Y77 /2™ divergent. O

SATZ 7.7. Es seien Y " an, > oo b, konvergente Reihen mit komplezen Gliedern
und ¢ € C. Dann konvergieren auch die Reihen Y ", ca, und > . (an, +by,). Ferner
qgilt

1) D ca, =cd 7 an,

i) Do (an +bn) = 220:1 an + 30 by

BEWEIS. Satz 2.1 und Defintion 7.1. OJ

Es gibt allerdings kein entsprechendes Resultat fiir das Produkt konvergenter Reihen.
Es ist moglich, daf8 die Reihen > 7 a, und ) 2, b, beide konvergieren, die Reihe

> o anby, jedoch divergiert. Wir Werden spéter zeigen, daf die Reihe )~ 1(—1)”\%
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konvergiert, nach Satz 7.5 allerdings divergiert Zle((—l)"\/iﬁ)((—l)”\/iﬁ) =3 .t
Selbst wenn » 7 1 a, = o, Y -, b, = f und Y 7, a,b, konvergiert, besteht kein
allgemein giiltiger Zusammenhang zwischen der Summe von » > | a,b, und dem Pro-

dukt af.

8. Reelle Reihen mit nicht negativen Gliedern

Wir zeigen zuerst, dafl aus der Konvergenz von >~ | |a,| die Konvergenz von Y > | a,
folgt. Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind auch bei Konvergenzuntersuchungen
beliebiger komplexer Reihen niitzlich. Wir bemerken, dafl sich die Diskussion der
bloen Konvergenz von Reihen mit den Mitteln dieses Kapitels meist relativ leicht
bewerkstelligen 1483t, wesentlich schwieriger, oft sogar unmoglich, ist es, die Summe
einer Reihe zu ermitteln.

SATZ 8.1. Es sei (ay)n>1 C C.
Konwvergiert die Reihe )" |a,|, dann konvergiert auch Y " | ay.

BEWEIS. Bezeichnen wir mit S, = Y ,_, a; und T,, = >, |ag|, folgt die Be-
hauptung mit Hilfe der Dreiecksungleichung (es sei n > m)

k=m+1 k=m+1

und dem Cauchy-Kriterium. 0

SATZ 8.2. (an)n>1 C RT. Die Rethe " 7 | a, konvergiert genau dann, wenn die Folge
(Sp)n>1 der Partialsummen beschrdnkt ist.

BEWEIS. Wegen (a,,) C R ist die Folge (.S,,) monoton wachsend, d.h. fiir alle n €

N gilt S,, < S,,41. Die Behauptung folgt nun aus dem Monotoniekriterium Satz 3.2.
O

SATZ 8.3 (Vergleichskriterium). Es seien (ay)n>1, (bn)n>1, reelle Folgen und es gelte
0 <a, <b, fir alle n € N. Dann folgt
i) Y2 b, ist konvergent = Y ° | a, ist konvergent.
Man nennt die Reihe Y " | b, eme konvergente Majorante fiir > -
i) >, ay ist divergent = Z ~ by, ist divergent.
Man nennt die Reihe Y | a, eine divergente Minorante > - b,.

n= lan

BEWEIS. Wir bezeichnen die n-ten Partialsummen von Zzozl a, mit A,, und von
> r by mit B,,. Es folgt

(¥ A=Y 0 <3 b= B
k=1 k=1

Beide Folgen (A,,) und (B,) sind monoton wachsend. Konvergiert die Reihe > ;7 | by
so ist die Folge (B,,) und folglich auch (A,,) beschriankt. Daraus folgt die Konvergenz
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von » - ap mit Satz 3.2. Ist die Reihe Y .- | a5 divergent, so ist die Folge (A,) und
wegen (x) auch (B,,) unbeschrénkt. Die Reihe )"/ by ist somit divergent. O

BEMERKUNG 8.4. 1.) Da die Konvergenzeigenschaften einer Reihe nicht vom Verhal-
ten endlich vieler Glieder abhéngen, geniigt es, wenn die Voraussetzung 0 < a,, < b,
erst ab einem bestimmten Index N > 1 zutrifft.

2.) Einer divergenten Reihe ) 7 a, mit nicht negativen Gliedern kann man auf
Grund der Ausfiilhrungen in Abschnitt 5 den uneigentlichen Grenzwert oo zuwei-
sen. Man sagt, die Reihe divergiere (aber nicht: konvergiere) nach oo und schreibt

> an = oo.
3.) Es sei (ay)n>1 € C und > 7 b, eine konvergente Majorante fiir die Reihe
> >, |an|. Dann ist auch > >°  a, konvergent.

SATZ 8.5 (Verdichtungskriterium nach Cauchy). Es sei (a,)n>0 eine monoton fallende
Folge nicht negativer Zahlen. Die Reihe .~ a, konvergiert genau dann, wenn die
Jverdichtete Reihe Y " 2"asn konvergiert.

(Wir beginnen die Indizierung der Reihenglieder mit 0, um die Darstellung des Be-
weises etwas zu vereinfachen.)

BEWEIS. Wir nehmen zuerst an, es konvergiere die Reihe Y >°  a,,. Wegen a, 11 <
an, n € N, ergibt sich fiir m € N

1 & 1
522”a2n = 5&1 —|—a2—|—2a4+4a8+~~+2m71a2m
n=0
§a1+a2+(a3+a4)+(a5+a6+a7+a8)+---+
+(a2m—1+1—|—a2m—1+2—|—-~ +CL2m) < Zan.
n=0

Mit Hilfe des Monotoniekriteriums ergibt sich die Konvergenz der verdichteten Reihe
> oo g2"asm. Es konvergiere nun die Reihe ) 7 2"asn. Fir m € N sei £ € N so
gewihlt, daB 2¥ > m gilt. Es folgt fiir die m-te Partialsumme von Yoo g an

m

Zan§ao—iral+(a2+a3)+(a4+a5—|—a6+a7)~|—...
n=0

+ (azk + a2k+1 + cte + a2k+1,1)

§a0+a1+2a2+4a4+~--+2ka2k §a0—|—z2ka2k.
k=0

Dies hat die Konvergenz von ) > a, zur Folge:

o0 m o0

E a, = lim E an, < ag+ E 2ka2k.
m—0o0

k=0 n=0 k=0



90 IV. FOLGEN UND REIHEN

Beide Teile des Beweises stiitzen sich auf die Tatsache, dafl in [2%, 2¥*1 — 1] NN genau
2% natiirliche Zahlen liegen. O

SATZ 8.6. Es sei s € Q. > >
1

BEWEIS. Fiir s < 0 ist () nicht konvergent und somit die Reihe Y mey o5 nach

n=1
Korollar 7.4 divergent. Es sei also s > 0. Nach Satz 8.5 ist > ¢ konvergent genau
dann, wenn

e ng konvergiert genau dann, wenn s > 1.

nlS

0o 1 0o .
n=1 n=1

konvergiert. Die geometrische Reihe )7, 2(1=9)" konvergiert nach Satz 7.6 genau
dann, wenn 2'7* < 1. Dies ist wegen Satz I1-7.9 gleichbedeutend mit s > 1. O

Die Giiltigkeit dieses Satzes wird spéter auf alle s € R ausgedehnt.

In vielen Féllen ist es schwierig, eine konvergente Majorante bzw. eine divergente
Minorante fiir eine Reihe zu finden oder es ist nicht klar, ob nach einer konvergenten
Majorante oder einer divergenten Minorante gesucht werden soll. In solchen Fillen
kann das Grenzwertkriterium hilfreich sein.

SATZ 8.7 (Grenzwertkriterium). Es seien (an)n>1, (bn)n>1 Folgen positiver reeller
Zahlen.

i) Ist hm 7 < 0o und Yoo by konvergent, dann konvergiert auch Y | ay,.

i) Ist hm o >0 und Yy " b, divergent, dann divergiert auch Y | ay.

BEWEIS. i) Es sei hm < 8 < oo. Nach Satz 4.5 gibt es Ny € N, sodafl = < 3
gilt fiir alle n > Nj. Somlt folgt a, < b, fir n > Ny. Die Konvergenz von Zn:
zicht nun die Konvergenz von >~ @, unter Berufung auf das Vergleichskriterium
Satz 8.3 nach sich.

ii) Es sei lim = > o > 0 und 7, b, divergent. Nach Satz 4.5 gibt es Ny € N, soda8
‘Z: > « zutrlfft fir alle n > Nj. ES folgt a,, > ab, > 0 fir n > N; und wieder mit
Hilfe des Vergleichskriteriums die Divergenz von Y~ | a,. 0

Wir demonstrieren die Anwendung des Grenzwertkriteriums an einem Beispiel:
BEISPIEL 8.8. > 7, V”+2/3‘f ist konvergent.
BEWEIS. Wegen /n+1 —/n = ﬁf verhélt sich das n-te Glied der Reihe

fiir grofe n wie (man sagt dafiir auch n ist ,asymptotisch glelch“) 1p=%. Dies legt

nahe, als einfachere Vergleichsreihe " >° n~ =% zu wihlen. Wegen Satz 8.6 ist diese
Reihe konvergent und aus

o _VATT-VE i /i
PR B D T

folgt lim, .o 3> = % und mit Hilfe von Satz 8.7 auch die Konvergenz der ur-

spriinglichen Reihe. U
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9. Alternierende Reihen

Wir wenden uns nun einer wichtigen Klasse von Reihen zu, n&mlich jenen, deren
Glieder reell und abwechselnd positiv und negativ sind. Solche Reihen nennt man
alternierend.

SATZ 9.1 (Leibniz Kriterium). Es sei (a,)n,>1, eine Folge reeller, nicht negativer Zah-
len. Gilt dariber hinaus

i) Vn € N: apq1 < ay,

i) lim, o a, =0,
dann ist die alternierende Reihe Y o (—1)"*ta, konvergent.

BEWEIS. Es sei S, = >,_,(—1)f"a;. Wir zeigen, daB die Folgen der gera-
den und ungeraden Partialsummen konvergieren und ihre Grenzwerte gleich sind,
d.h. lim,,_,o So, = limfHOO Sont1 = S. Daraus folgt die Konvergenz der Reihe und
> (=1)"*a, = S (Ubung). Fiir n > 1 gilt

Sonta — Sop = —Gopq2 + Gopg1 > 0
Sonta — Sopt1 = —A2p42 <0
Sont1 — San—1 = Gopq1 — azp <0,
somit folgt
(*) Sy <o+ < 8o < Sonta < Sopgr < Sz <o <5

Die Folge (Sa,)n>1 ist daher monoton wachsend und nach oben beschriankt (durch
S1)s (S2n+1)n>0 ist monoton fallend und nach unten beschriankt (durch S3). Nach dem
Monotoniekriterium Satz 3.2 existieren die Grenzwerte lim,,_, o, Sa,, und lim,, o, So,_1.
Aus S5, = Sy,_1 — as, folgt die Gleichheit der Grenzwerte. OJ

Aus den Ungleichungen (x) lassen sich auch Schranken fiir den Fehler ableiten, der
sich ergibt, wenn man eine alternierende Reihe durch die n-te Partialsumme approx-
imiert: Es stellt sich heraus, daf§ der Betrag des Fehlers nicht gréfler sein kann, als
der Betrag des ersten vernachléssigten Gliedes der Reihe.

KOROLLAR 9.2. > (—1)"*!q, erfiille die Voraussetzungen des Leibniz Kriteriums
und es sei S, = > 0_ (—1)"ay, S =57 (=1)*a;. Es gilt dann fiir alle n € N:

0<85 -9, <as,1und 0 < S5,11 — S5 < agnyo.
BEWEIS. Aus (x) folgt fiir alle n € N:
Son <5 < Sopqi.
Subtrahiert man in dieser Ungleichungn Ss,,, erhélt man
0<S5 — 5o < Soni1 — Son = agpt1.

Die zweite Fehlerabschétzung folgt durch Subtraktion von Sy, von Sg,.0 < S <

O

S2n+1 .
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BEISPIEL 9.3. (Alternierende harmonische Reihe, Leibniz Reihe) Y07 (—=1)" 1 ist
konvergent. Der Nachweis der Konvergenz der alternierenden harmonischen Reihe ist
eine einfache Anwendung des Leibniz Kriteriums. Wir kénnen allerdings noch nicht
ihre Summe bestimmen. Wir werden spéter sehen, dafi > 7 (=1)""1 = In2 =
0.693147 .. .. Diese Reihe konvergiert sehr langsam gegen ihre Summe. Korollar 9.2
zeigt, daBl wir bei Vernachlissigung von Rundungsfehlern 10° Glieder der Reihe
beriicksichtigen miifiten, um ihre Summe bis auf einen Fehler von 107% berechnen

zu konnen. Dieses Beispiel zeigt auch, dal die Umkehrung von Satz 8.1 nicht gilt.

10. Absolute und bedingte Konvergenz von Reihen

DEFINITION 10.1. Es sei (ap)n>1 C C.

i) Die Reihe Y | a, heift absolut konvergent D@f
€

Yoo lan]| ist konvergent.

ii) Die Reihe Y ", a, heifit bedingt konvergent B:;f

> | an ist konvergent aber nicht absolut konvergent.
Nach Satz Satz 8.1 ist jede absolut konvergente Reihe auch konvergent. Bei reellen
Reihen mit nicht negativen Gliedern sind die beiden Begriffe absolute Konvergenz und
Konvergenz natiirlich identisch. Die alternierende harmonische Reihe ist ein Beispiel
einer bedingt konvergenten Reihe. Jeder Test aus Abschnitt 8 kann zur Untersuchung
der absoluten Konvergenz herangezogen werden. Wir ergénzen nun diese Liste mit
zwei weiteren Konvergenzkriterien. Allerdings ist man mit beiden Tests nur dann in
der Lage, die absolute Konvergenz einer Reihe festzustellen, wenn sich diese asympto-
tisch wie die geometrische Reihe verhélt. Auf Divergenz kann man mit diesen Tests
nur bei Reihen schlieflen, die ohnehin die notwendige Konvergenzbedingung Korol-
lar 7.4 verletzen.

SATZ 10.2 (Wurzelkriterium). Es sei (a,)n>1 C C und

p = lim,_0 Y/ |an].

Dann gilt

i) Die Reihe " | a, ist absolut konvergent, falls p < 1.
ii) Die Reihe .°7 | a, divergiert, falls p > 1.

n=1

Fiir p =1 ist keine Aussage maoglich.

BEWEIS. i) Es sei p < 1 und # € (p,1). Nach Satz 4.5 gibt es einen Index
N(B) € N, sodaB {/|a,| < 5, d.h. |a,| < g fir alle n > N(B) zutrifft. Die Reihe
> | la,| konvergiert daher nach Satz 7.6 und dem Vergleichskriterium.

ii) Es sei nun p > 1. Wegen Satz 4.5 gilt dann {/|a,| > 1 und somit |a,| > 1 fiir
unendlich viele n € N. Die Folge (a,) kann daher nicht nach 0 konvergieren. Somit
ist die Reihe Y7 | a,, nach Korollar 7.4 divergent. O
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Das Wurzelkriterium ermoglicht es aber, nicht nur die Konvergenz, sondern auch die
Konvergenzgeschwindigkeit festzustellen:

KoroLLAR 10.3. Fiir die Folge (a,)n,>1 C C selen § € (0,1) und N(5) € N so
gewdhlt, daB {/|a,| < § fiir alle n > N(f) gilt. Dann 148t sich der Fehler zwischen
der n-ten Partialsumme S, = Y ,_ a; und der Summe S = > /7, a) abschitzen

durch
BTH_I
5 " > N(B),

BEwEIS. Fiir m > n > N(f) findet man

|S — S|<

|Sn _Sm| - |an+1 ++am| < Z ’akl

k=n+1
m 671—}—1
< Y pr<pt! Z gr =
k=n+1
Die behauptete Abschitzung folgt nun aus lim,, o S, = S. O

SATZ 10.4 (Quotientenkriterium). Es sei (a,),>1 C C\ {0}. Dann gilt
i) Die Reihe Y~ | a, ist absolut konvergent, falls E,,Hoo‘“lg:‘l' <1.
ii) Die Reihe Y, a, divergiert fir lim lansal

Z==2mN— 00 \a ‘

lant1]
===n—00 an‘

In den Fillen lim,,_ |Ci"+|1| > 1 oder lim < 1 st keine Aussage maoglich.

BEWEIS. Satz 4.11 und Wurzelkriterium. O

KOROLLAR 10.5. Es sei (an),>1 C C, 8 € (0,1) und N(8) € N so, daB =l < g < 1
fir alle n > N(() gilt. Dann 148t sich der Fehler zwischen der n-ten Partialsumme
Sp = p_; @y und der Summe S = "2 | a; abschétzen durch

g

S = Sp| < m’an!, n > N(f).

BEWEIS. Fiir alle k € Nund n > N(3) gilt |ap4x| < 8%|a,|. Somit erhiilt man fiir
alle m >n > N(f)

— 5| < Z |an k| < Zﬂk\an\ . Ianl
Die Behauptung folgt nun wie im Beweis von Korollar 10.3. U
BEMERKUNG 10.6. (1) Die strikten Ungleichungen im Wurzel- und Quotienten-
kriterium koénnen nicht zu < abgeschwicht werden. Als Beispiel betrachten
wir die divergente harmonische Reihe 22021% und die konvergente Reihe

>ooe | =5, fiir welche jeweils limy, o /@, = limy,_.o ot =1 gilt.
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(2) Der Beweis des Quotientenkriteriums zeigt, dafl jede Reihe, auf die das Quo-
tientenkriterium anwendbar ist, auch mit dem Wurzelkriterium untersucht
werden kann, obgleich die Rechnung dann erheblich komplizierter sein kann.
Das Wurzelkriterium ist tatséchlich umfassender als das Quotientenkriteri-
um, wie die folgenden beiden Beispiele zeigen:

(3) Esseil ) 2 a, mita, = 27", falls n gerade ist, und a,, = 37", falls n ungerade
ist. Aus > a, < Y 27" folgt die Konvergenz der Reihe. Es gilt lim {/a, = 1 <

- . . 2n—1 . .
1 und hmazﬁ = lim,_ o -2 = lim,,_ 327 = 00. Das Wurzelkriterium

n a2n—1
deckt also im Gegensatz zum Quotientenkriterium die Konvergenz der Reihe
auf. Dies zeigt auch, dafl lim in 10.4-ii) nicht durch lim ersetzt werden kann.

Man beachte ferner

2
lim (£)** = 0.

3

2n

. Opy . Q2p41 . 2 1
hm = hm _— = hm —_ = =
n—oo Un n—oo  Ugp n—oo 320+l 3

(4) Es sei nun Y > a, mit a, = 2" falls n gerade ist, und a, = 27", falls n

ungerade ist. Die Reihe ist natiirlich divergent. Ferner gilt lim /a, =2 und
lim “Z—:l = lim,,_ % = 0. Wiederum ist das Wurzelkriterium erfolgreicher
als das Quotientenkriterium. Ferner gilt lim {/a, = % < 1. Gemeinsam mit

der letzten Beobachtung in 3) belegt dies, daf lim in 10.2-i und 10.4-i nicht
durch lim ersetzt werden kann.

Ehe wir den Unterschied zwischen absolut konvergenten Reihen und bedingt kon-
vergenten Reihen darlegen, bemerken wir, dafl bei konvergenten Reihen die Glieder
beliebig durch Klammern zusammengefafit werden kénnen. Schon vorhandene Klam-
merungen in einer konvergenten Reihe diirfen jedoch nur dann weggelassen werden,
wenn die entstehende Reihe wieder konvergiert. Das Weglassen der Klammern in der
konvergenten Reihe (1 —1)+ (1 —1)+ (1 —1)+... fithrt zum Beispiel auf die diver-
gente Reihe Y7  (—1)"*!. Durch das Setzen von Klammern wird die Reihenfolge der
Glieder der Reihe nicht verdndert. Wir untersuchen nun den Einflul des Vertauschens
von unendlich vielen Gliedern auf die Summe der Reihe.

DEFINITION 10.7. Es sei (ay)n>1 C C und 0: N — N eine Bijektion. Die Reihe
Y req Goky heifft Umordnung der Reihe Y - | ay.

BEispIEL 10.8. Wir betrachten folgende Umordnung der bedingt konvergenten alter-

nierenden harmonischen Reihe Zf;l(—l)”“% — a.
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Das allgemeine Glied der Reihe ist gegeben durch

1
Wk = o1
1
A3k+1 = — 7 k=0,1,2,...
+ 4k + 2
1

agk+2 = —m-

(Der Einfachheit halber wurde mit der Indizierung der Reihe bei 0 begonnen.) Wir
betrachten die Partialsummen (k > 1)
k-1
Sse—1 = Y (as; + agjp1 + asji2)

> .
|
ol
—

1 1 1 1 1 1
=2 G T e i) e S e
=+ Jj+ (+1) 2+ (+1)
1 1 1 1 1
S e e N
2( 2 3 4 Qk)
Daraus folgt limy_, o S3p_1 = %a. Ferner gilt fiir alle £ > 1
1
Sa = Sap_ = Sqp_
3k 3k—1 T A3k 3k 1+2k—|—1’
1 1
S = Sq;_ = Sqp_ -
3k+1 3k—1 T a3k + A3k41 3k 1+2k‘+1 FYD)

und somit auch limy_, o S3p = limg_ oo S3pa1 = liMg_ oo S3_1 = %oz. Wir erhalten also,
daBl die umgeordnete Reihe nicht gegen o sondern gegen %a konvergiert.

Wir zeigen nun, dafl die Summe einer absolut konvergenten Reihe unabhéngig ist von
der Reihenfolge ihrer Glieder. Absolut konvergente Reihen verhalten sich also sehr
ghnlich den endlichen Summen.

SATZ 10.9. Es sei (ag)i>1 C C und die Reihe Y - | ay absolut konvergent. Dann ist
auch jede Umordnung Y~ aqk) absolut konvergent und es gilt

Doty = Y 0
k=1 k=1
BEWEIS. Wir verwenden folgende Bezeichnungen: S, = 22:1 ap, U, =

¥ agm). Wegen der absoluten Konvergenz von Y .. aj existiert nach Satz 7.2
Zk_l (k) k=1
zu jedem £ > 0 ein Index Ny, sodafl

o0

> axl <«

k=Nop+1
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zutrifft. Zu Ny bestimmen wir einen weiteren Index K > N, so, dafl

(+) {1, No} € {0(1),0(2),. .., 0 ()},
Wegen (x) treten fiir alle n > K die Zahlen ay, ..., ay, sowohl in den Partialsummen

S,, als auch in U,, auf und fallen aus der Differenz S,, — U,, heraus. Somit hat S,, — U,
die Form

Sp = Un = ONg+1aNg+1 + ** + ONg1pANg1p, 05 € {—1,0,1}
fiir ein geeignet gewéhltes p € N. Dies hat fiir alle n € N, n > K|

k=Np+1
zur Folge. Somit gilt lim(S,, — U, ) = 0 und die Folge (U,,) ist wegen U,, = U, — S, +S,,
konvergent mit
lim U,, = lim(S,, — U,) + 1lim S,, = lim .S,,.
[l

Wir haben in Beispiel 10.8 bereits demonstriert, dafl bedingt konvergente Reihen sehr
sensibel sein konnen in Bezug auf die Anordnung ihrer Glieder. Wir werden zeigen,
da durch Umordnung die Konvergenz sogar zerstort werden kann:

SaTz 10.10 (Umordnungssatz von Riemann). Es sei ) " | a, eine bedingt konvergente
Reihe reeller Zahlen und o, 3 € R: —oo < a < 8 < o0. Dann gibt es eine Umordnung
> ay derart, daf deren Partialsummen S, = ;_; Gy (k)

limS,=a wund lmS,=/4

n—o0 n—0o0

erfiillen.

BEMERKUNG 10.11. Insbesondere folgt, daf§i durch Umordnen einer bedingt konver-
genten Reihe deren Summe beliebig verédndert werden kann. Wéhlt man o = 3 = oo,
gibt es sogar eine Umordnung der Reihe, welche nach oo divergiert.

BEWEIS DES UMORDNUNGSSATZES. Wir demonstrieren die Beweisidee an einer
etwas einfacheren Situation und zeigen: Fiir jedes £ in R existiert eine Umordnung der
Reihe, welche gegen £ konvergiert. Zunichst iiberlegen wir, dafl beide Teilreihen, die
entstehen, wenn man nur die positiven oder nur die negativen Glieder beriicksichtigt,
divergieren. Fiir n € N setzen wir

1
a:zr - 5(’5%’ +a,) = {

a, fallsa, >0
0 falls a,, <0

0 falls a,, > 0
—a, fallsa, <0.

1
ap = 5(’5%’ —a,) = {

Es gilt dann a,, = a} — a, und |a,| = af + a,, af > 0, a; > 0. Wegen der

o0 o + _ . . . . 00 +
Konvergenz von » >, a, und a, = a — a, konnen die beiden Reihen )~ a}
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und > > a; nur beide konvergieren oder beide divergieren. Wéren beide Reihen
konvergent, dann miifite wegen |a,| = @, +a,, die Reihe Y 7 | a, absolut konvergieren.
Es sei (pn) C (a,) die Teilfolge der nichtnegativen Reihenglieder und (¢,) C (ay)
die Teilfolge der Absolutbetrdge der negativen Reihenglieder, genommen jeweils in
der Reihenfolge, in der sie in (a,) auftreten. Beide Reihen Y > p, und > 7 g,
divergieren ebenfalls nach oo und es gilt lim, .. p, = lim, .. ¢, = 0. Wir setzen
ko = mo = 0 und bestimmen im ersten Schritt die kleinsten natiirlichen Zahlen
my, k; mit der Eigenschaft

mi mi kl
SmIZij>§ und Sy, 4k, Zzpj—z%<f-
j=1 = A

Wegen der Divergenz von Y p, und ) g, gibt es im zweiten Schritt kleinste Indizes
mo > My, ko > ki mit

mo my k1 mo
Sm2+k1 = Sm1+k1 + Z p; = ZP] - ZQJ + Z p; > 57

j—m1+1 j=1 J=1 J=maitl
mi k1 mo ko
Sinatky = Smg+hy — E 4; = § pj — E g + E bj — § q <&
j=ki1+1 j=1 Jj=1 j=mi+1 J=k1+1

Es ist klar, da} durch dieses Verfahren eine Umordnung Z g (n) YOI > a, be-
stimmt wird. Induktiv erhélt man namlich auf diese Weise Strlkt monoton wachsende
Folgen minimaler Indizes (my),>1, (kn)n>1 sodaBl im n-ten Schritt gilt:

mn
(1) Smn+kn71 = Smnfl‘i’knfl + Z p] > 57
j:mn 1+1
.7 kn 1+1
Smn71+kn_1 < 67 Sanrknfl > 6

Somit folgt fiir alle n € N:

(3) |Smn+kn 1 é—l mn“l‘kn 1 6 < Smn“l‘knfl - Smn_l‘i‘knfl - pmn?
(4) ‘Smn""kn - 5' = - Smn"l‘kn < Smn+kn_l - Smn+kn = qk‘n
Aus den Abschitzungen

folgt unmittelbar lim,, ..o Sy, +k,_, = £ und lim, oo S, +%, = . Wir betrachten nun
Partialsummen S, mit einem beliebigen Index ¢ € N. Es gibt eindeutig bestimmte
Indizes m,,, k, mit n € Ny, sodafl eine der beiden folgen Ungleichungen zutrifft:

Mp—1 + kn—l S l< My, + kn—l
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oder My + Ky <0< m, + k,.

Fir my,—1 + knoy < € <my, + k,—1 folgt wegen (1) Sy, 11k, , < Se < & und aus (4)

G, < Smn—1+kn—1 - g < Sf _5 < 0.

Ein analoges Argument ergibt fiir m,, + k,_1 < ¢ <m, + k,

also insgesamt
|Se — & < max{pm,, qr,,_, }-
Da (p,), (¢,) Nullfolgen sind, folgt die Behauptung. O

KOROLLAR 10.12. Eine komplexe Reihe > a,, ist genau dann absolut konvergent,
wenn jede ihrer Umordnungen gegen denselben Grenzwert konvergiert.

BEWEIS. ,,=“ Satz 10.9.
,<=“ Wir zeigen: Ist die Reihe ) a, nicht absolut konvergent, dann gibt es eine
divergente Umordnung. Es sei also Y |a,| = co. Falls "> | a, divergiert, ist nichts
zu beweisen. Wir nehmen also an, Y > a, sei (bedingt) konvergent. Wir setzen
a, = ap + i06,, an, B8, € R. Wegen |a,| < |a,| + |B,] muBl mindestens eine der
beiden Reihen 07 | |a,| oder > 07 |5,| divergieren. Es gelte etwa >~ |5,] = oo,
dann ist > 7 | (3, bedingt konvergent. Nach Bemerkung 10.11 gibt es eine divergente
Umordnung anl Bs(ny- Dann kann aber auch die Reihe anl Ug(n) = anl Ug(n) +
iy o1 Bon) nicht konvergent sein. O

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei weiteren Konvergenzkriterien. Dazu benotigen
wir folgendes Hilfsmittel:

LEMMA 10.13 (Abelsche partielle Summation). Es seien (ap)p>1, (bn)n>1 kompleze
Folgen und S,, = ,_, ax, n € N. Fiir jedes n € N gilt dann

Z apby, = Z Sk (b — brg1) + Spbpsa.

k=1

BEWEIS. Setzen wir Sy = 0, so gilt ap = Sp — Si_; fiir alle kK € N und somit

Zakbk Zsk_sklbk Zskbk_zsk 1b
k=1
n—1

= ZSkbk - ZSkka Zsk (be — brg1) + Snbn

Eine unmittelbare Folgerung ist
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LEMMA 10.14. Es seien (an)n>1, (bn)n>1 kompleze Folgen und S, = > ,_, ay fir
n € N. Konvergieren die Folge (Spbyi1)n>1 und die Reihe Y > | Sp(by, — byt1), so ist
auch die Reihe )"~ | a,b, konvergent.

SATZ 10.15 (Abelsches Kriterium). Ist die komplexe Reihe Y~ | a, konvergent und
die reelle Folge (by)n>1 monoton und beschrinkt, so konvergiert > ;- ajby.

BEWEIS. Es gilt Y7 (by —bgy1) = by — byq1. Somit ist die Reihe Y7 | (b — bgs1)
konvergent und zwar sogar absolut konvergent, da fiir alle £ € N wegen der Monotonie
von (by,) stets by — br1 > 0 oder stets by — b1 < 0 gilt. Wegen der Konvergenz von
Yo | ay ist die Folge (Sy)n>1, Sn = D p_; ax beschrinkt, d.h. es gibt M > 0 sodafl

n=1

|S,| < M fir alle n € N gilt. Daraus folgt mit
|Zsk(bk —bpy1)| < Z Skl [br — by | < MZ bk — gy
k=1 k=1 k=1

die absolute Konvergenz von Y 7~ | Si(by, — bg+1). Da auch (S,bn+1)n>1 konvergiert,
folgt die Konvergenz mit Lemma 10.14. O

SATZ 10.16 (Dirichlet Kriterium). Sind die Partialsummen der komplezen Reihe

Yo | ay beschrinkt und strebt die reelle Folge (b,),>1 monoton nach Null, so kon-
vergiert die Reihe > °° . anby.

n=1

BEWEIS. Analog zu Beweis von Satz 10.15. U

11. b-adische Entwicklung reeller Zahlen

In diesem Abschnitt soll die geldufige Darstellung reeller Zahlen begriindet werden.
Beispielsweise bedeutet

123456 =1-10>+2-10'+3-10°+4-107'+5-1072+6- 1073,

Im alltdglichen Gebrauch wird als Basis der Zahlen 10 genommen, in der Informa-
tik sind die Basen 2, 8, 16 niitzlich. Allgemeiner betrachten wir daher b-adische
Entwicklungen der Form

Tr = :i:?"nrn,1 T pT—1T 2T 3 ...

mit einer Basis b € N, b > 2 und Ziffern r;, 0 < r; < b—1. Im Fall b = 10 spricht man
von einer Dezimalentwicklung, b = 2 ergibt eine dyadische Entwicklung. Es geniigt,
positive reelle Zahlen zu betrachten.

SAaTz 11.1 (Divisionssatz). Fir alle n, b € N gibt es eindeutig bestimmte Zahlen q,
r € Ny mit

(1) n=gb+r,
(2) 0<r<b.
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~

BewErs. Wihle n, b € N beliebig und setze ¢ = [}], 7 = 7 — [}]. Es folgt

n = bq + br, weiters aus Satz [1-6.10 ¢ € Ny und ¢ < 7 < ¢ + 1. Daraus folgt

0 <n —gb < b. Somit haben ¢ und r = br die geforderten Eigenschaften. Wir zeigen
nun die Eindeutigkeit von ¢ und r. Angenommen es wire auch n = gb+7,0 <7 <b
und 7 # r. O.B.d.A. sei 7 > r. Es folgt b(¢ — ¢§) = 7 — r > 0, somit mufl ¢ > ¢, also
q — q € N gelten. Wegen
F=n—-bG=0blq—q +r>blg—q >b

ergibt sich ein Widerspruch zu 7 < b. Somit gilt 7 = r und folglich auch ¢ = g. U
SATZ 11.2. Es sei b € N und b > 2. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau ein
p € Ny und eindeutig bestimmte Zahlen r;, 0 <1 < p, mit

O§7i<b, riENﬁh 0§Z§p7

rp > 1,

p
n = E ;b
j=0

BEWwWEIS. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit der Entwicklung von n. Es sei also

und p # q, etwa p < ¢. Beriicksichtigt man Lemma I1-4.23 und die Eigenschaften von
rj, s; erhalt man

p p q

n:erbj < (b—l)ij =Pt —1 <t <sb? < Zsjbj =n,

j=0 j=0 j=0
also n < m. Somit gilt p = ¢. Angenommen, es gibe Indizes j mit s; # r;. Es sei j*
der grofte dieser Indizes und es gelte 0.B.d.A. r;+ < s;«. Subtrahiert man die beiden
Darstellungen fiir n, ergibt sich der Widerspruch

* j*—1
j=0 7=0

Also gilt r; =s;,7=0,...,p.
Wir wenden uns nun der Existenz von p und r; zu. Dazu setzen wir ¢_; = n und
bestimmen rekursiv zwei Folgen (g;)52,, (r;)32,, indem wir auf ¢; ; den Divisionssatz
anwenden:
(1) gj—1 =1;+bgj, j €Ny,

0< r; < b.
Wegen ¢; > 0, j € Ny, und b > 1 ergibt sich

gj—1 > bg; > qj,
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falls ¢; > 0. Die Folge (g;) ist demnach streng monoton fallend, solange ¢; > 0
zutrifft. Gibt es einen Index j* mit ¢;«+ = 0, folgt ¢; = r; = 0 fiir j > j5*. Die Menge
{gj: j € No} C Ny ist nicht leer und besitzt daher ein minimales Element, welches
nach der vorausgehenden Uberlegung notwendigerweise gleich Null ist. Es sei p € Ny
der kleinste Index mit ¢, = 0. Im Fall p = 0 folgt aus (1) die gewiinschte Darstellung
n = qg_1 =ro. Es sei nun p > 0. Setzt man j = p in (1), erhélt man g,y = r,. Wegen
der Minimalitét von p ist somit r, # 0. Induktiv ergibt sich weiters aus (1)

n:T0+bqO:T0+b(T1+bql):T0+bT1+b2ql

J

i=0
Wegen r; = ¢; = 0 fiir ¢ > p folgt die Behauptung mit j = p. O

Wir wenden uns nun der b-adischen Entwicklung von z € [0, 1] zu.

LEMMA 11.3. Es sei b € N und b > 2. Ferner sei ()52, C No, 0 <z; <b, j € N.
Dann konvergiert die Reihe Z;; x;077 gegen eine reelle Zahl x € [0, 1].

BEwEIS. Die Behauptung folgt aus dem Vergleichskriterium Satz IV-8.3 und
Satz IV-7.6

(o) » (o] . b
0<) ab 7 <(b—1)) b T= (-1 - D=1
j=1 j=1

O

Dieses Resultat zeigt, daf fir x € [0, 1] eine b-adische Entwicklung nicht notwendiger-
weise nach endlich vielen Schritten abbrechen muf}. Eine b-adische Entwicklung von
x € [0,1] ist auch nicht immer eindeutig. Man betrachte beispielsweise fiir b = 10 und
r = % die Entwicklung

1 ]0.5,
2 049999 =4-10"1+93>,107.
Wir klaren diesen Sachverhalt im folgenden Satz.

SATZ 11.4. Esseibe N, b>2undxr e R mit 0 < x < 1.
(1) Dann gibt es eine Folge (x;)52, C No, 0 < z; < b, j € N, a5 # 0 fiir
unendlich viele 7, mit
r= ijb_j.
j=1

(2) Besitzt x eine weitere b-adische Entwicklung x = 3 77, y;b79, x; # y; fir
mindestens einen Index 7, dann gibt es einen Index 7* derart, daf
(a) yj =x; firl <j < j* (entfallt fir j* =1)
(b) yje = a5+ + 1,
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(c) xj=b—1,y; =0 firj > j*.
(3) Es existieren genau dann zwei b-adischen Entwicklungen, wenn es natirliche
Zahlen a, 7% gibt mit a < V" und x = ab™7".

BEWEIS. (1) Wir legen 27 € Ny durch die Bedingung

(1) T <br <z +1
fest. Sind x4, ..., x; bereits festgelegt, bestimmt man z;; € Ny durch
j
(2) zig < b (z - Zxkb_k) <xj+ 1
k=1

Es folgt

j . .
(3) 0<z—Y apb* <b 7 Ny +1) <b,

k=1

somit existiert der Grenzwert fiir j — co und es gilt = > 72 x;b77. Wegen z € (0,1]
folgt aus (1) z; < b. Kombiniert man (2) und (3) erhélt man x; < b fiir j > 2. Wegen
der strikten Ungleichung in (3) kann es keinen Index J geben mit z; = 0 fiir j > J,
also gilt z; # 0 fiir unendlich viele j.

(2) Es sei nun z = 377 y;b~7 eine weitere b-adische Entwicklung von z und es sei
x; # y; fiir mindestens einen Index j. Es sei j* der kleinste Index mit x;« # y;«, also
gilt (2a) und

(4) ijb I = Zyjb 7,

Nach (1) gibt es einen Index j > j* mit z; 7é 0, somit folgt

(5) 2pb <Y b
j=5*
Kombiniert man die Abschétzung
S b <ypb T 4 (b—1) Y b =yb b
j=j* J=+1

mit (4) und (5), ergibt sich

25b77" <Zx]bj Zyj Y+ 1)

also xj+ < y;+ + 1 und wegen x;« # y;« weiter

T+ < Yjx.
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Mit Hilfe dieser Ungleichung erhélt man

yj*b_j* S i yjb_j = i l’jb_j
=3

Jj=j*
Sapb T (0=1) Y b= (g A D < ypeb
j=5"+1

In dieser Abschéatzung muf} also an jeder Stelle Gleichheit herrschen. Somit folgt

Yjx = Tjx + 17
b = Z y;b7, somit y; = 0 fiir j > j*,
Jj=Jj
Z b7 =z + (b—1) Z b, somit z; = b — 1 fiir j > j*.
j=i j=i"+1

(3) Wenn z eine weitere b-adische Entwicklung hat, wurde soeben gezeigt, dafl
:L‘:Zyjb_], also bj*x:Zyjb]*_J =a€eN
j=1 j=1

gilt (man verifiziere a < /"). Es sei nun umgekehrt = ab™/", a < ¥, a, j* € N. Es
sei a = Ziz_ol reb* die b-adische Entwicklung von a nach Satz 11.2. Dann hat z die
endliche Entwicklung Zi:_ol rb*7", aber auch die unendliche Entwicklung

5 -1

S b o+ D0 = (b—1) ) b
k=1 k=0

BEMERKUNG 11.5.

1) Die b-adische Entwicklung von x € (0, 1] mit unendlich vielen von Null verschiede-
nen Ziffern ist eindeutig. Es gibt hochstens eine weitere b-adische Entwicklung.
2)Die b-adische Entwicklung einer irrationalen Zahl hat stets unendlich viele von Null
verschiedene Ziffern.

12. Potenzreihen

DEFINITION 12.1. Es sei (an)n>0 C C und zo € C. Die komplexe Reihe

oo
Za”(z - Zo)nv KAS (C7
n=0

heifst Potenzreithe mit Entwicklungszentrum zy. Man nennt a,, n € Ny, den n-ten
Koeffizienten der Reihe.
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Je nach Wahl von z € C kann eine Potenzreihe entweder konvergieren oder diver-
gieren. Trivialerweise konvergiert sie immer fiir z = zy. Allerdings sind die Punkte,
fiir welche eine Potenzreihe konvergiert, nicht regellos in der Gaufischen Zahlenebene
verteilt. Der folgende Satz zeigt ndmlich, dafl es zu jeder Potenzreihe einen Kreis mit
Mittelpunkt 2, gibt, sodal im Inneren dieses Kreises die Potenzreihe konvergiert und
im AuBeren divergiert:

SATZ 12.2. Es sei Y an(z — 20)" eine Potenzreihe und p = limy, oo {/]an|. Wir
definieren R € Rt durch

% fiir 0 < p < o0,

R=<{o00 firp=0,
0 fiir p = oo.

Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z — zo| < R und divergiert fiir
alle z € C mit |z — 2| > R.

BEWEIS. Nach dem Wurzelkriterium 10.2 konvergiert die Reihe Y > j a,(z — 29)"
absolut, falls (vgl. Satz 4.10—(iv))

lim,, o0 V] an(z — 20)"| = limy, 00 V| an| - |12 — 20| = p- |2 — 20| < 1

und divergiert, falls p|z — 2| > 1. Ist die Folge ({/|a,|) unbeschrénkt, d.h. p =
00, kann somit die Potenzreihe fiir z € C mit |z — zy| > 0 nicht konvergieren, ist
andererseits p = 0, so ist die Bedingung p|z — zo| < 1 fiir alle z € C erfiillt. Gilt
p € (0,00), dann konvergiert die Reihe absolut fiir alle z € C mit |z — zy| < %. O

DEFINITION 12.3. Es gelten die Bezeichnungen von Satz 12.2. Fir R € (0,00) nennt
man K(z9,R) = {z € C: |z — 29| < R} Konvergenzkreis der Potenzreihe und R
thren Konvergenzradius. Sind simtliche Koeffizienten der Potenzreihe reell und ist
2o € R, so heifft K(zp, R)NR = (20— R, 20+ R) Konvergenzintervall der (reellen)
Potenzreihe.

Jede Potenzreihe ) >  a,(z — )" mit Konvergenzkreis K (zp, R) definiert durch
z = > san(z — )" eine Abbildung f : K(zy, R) — C, die eine Reihe aufier-
gewohnlicher Eigenschaften aufweist. Wir werden diesen Aspekt von Potenzreihen
spater ausfiihrlich untersuchen. Hier beschréinken wir uns auf den Hinweis, dafl die
Potenzreihendarstellung einer Funktion f, falls sie existiert, eine Moglichkeit bietet,
Funktionswerte von f innerhalb des Konvergenzkreises mit beliebiger Genauigkeit
zu berechnen.

Es ist nicht immer notwendig, auf Satz 12.2 zur Berechnung des Konvergenzradius
zuriickzugreifen. Oft ist es einfacher, das Quotientenkriterium unmittelbar auf die
Potenzreihe anzuwenden (man vergleiche in diesem Zusammenhang auch Satz 4.11).
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BEISPIEL 12.4. > >0 %2 = %> ¢,. Die Anwendung des Quotientenkriteriums
ergibt

Cop1 (n+ 1)nTizntipl a4 1 r
—_= —_= —_ Z
Cn n"z"(n + 1)! n
und mit Hilfe von Beispiel 3.4 folgt
lim |2 = 2],

n

Die Reihe konvergiert somit absolut fiir e|z| < 1, d.h. fiir [2] < L, und divergiert fiir
2| > L. Der Konvergenzradius ist also R = 1

Die folgenden Beispiele zeigen, daf§ das Konvergenzverhalten von Potenzreihen auf
dem Rand des Konvergenzkreises sehr unterschiedlich sein kann.

BEISPIEL 12.5. 1) >°>° 2", R = 1. Die Reihe divergiert in jedem Punkt mit |z| = 1,
da die notwendige Konvergenzbedingung in Korollar 7.4 verletzt ist.

2) >, n(;—il), R = 1. Die Reihe konvergiert (sogar absolut) in jedem Randpunkt

von K(0,1), denn fiir [z| = 1ist > 7, -5 eine konvergente Majorante.

3) o2, =, R = 1. Von dieser Reihe kann man zeigen, daf sie in jedem Punkt mit
|z| =1 und z # 1 bedingt konvergiert. Fiir z = —1 erhélt man die Leibniz Reihe.

4) 5> n"z", R=0.

5) Zzoonlz R .

SATZ 12.6 (Eulersche Zahl e und Exponentialreihe). )e=>rom
ii) e ist irrational.
iii) Der Fehler der rationalen Approximation S, = ZZZO%, n € N, st be-
schrdnkt durch
1
e— S, < —.
nin
BEWEIS. i) Wir erinnern daran, daf§ e in Beispiel 3.4 durch
1
e= lim (1+ ) lim a,

n—oo n—oo

definiert wurde. Nach Beispiel 12.5-5 existiert S = >~77  -5. Mit Hilfe des binomischen
Lehrsatzes folgt fiir alle n > 1

k—1 k—1
_1+Zk| lln—z _1+Z [[a--)—

k=1 =0

<1+ZQ<S
k=1

und daher auch

(1) e = lim a, < S.

n—oo



106 IV. FOLGEN UND REIHEN

Zu beliebigem ¢ > 0 wahlt man p € N so, daf3
(2) S —e< S,

Fiir jedes n > p folgt aus der Monotonie der Folge (a,)

Man beachte, daf3 auf der rechten Seite dieser Abschéitzung eine feste Anzahl von
Summanden steht. Man kann daher den Grenziibergang n — oo durchfithren und
erhélt

P
1
k=1
Zusammen mit (1) und (2) ergibt sich daher fiir jedes € > 0

S—e<S,<e<S,

d.h. S=e.

iii) Der Approximationsfehler Y % kann abgeschétzt werden durch

1 1,1 1 1
> TR Nl P e e oY o SRR

k=n+1
%(n—lkl i (n—il)2 * (n—il)3+'”>:%<1—1n+rl _1):%%'
Dies zeigt
0<e—-5,< =
nln

ii) Wire e rational, d.h. e = §7 mit p,q € N, dann miifite auch

1
0<£—Sq<—
q qlq

bzw.

1
0<plg—1)N—S,ql<—-<1
q

gelten. Dann wére p(q — 1)l = Syq! = pl¢g—1)! = >"1_, Z—!! eine natiirliche Zahl, welche

in (0,1) liegen miifite. Dies ist ein Widerspruch zu Satz I1-4.6. O
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Approximation der Eulerschen Zahl e = 2, 718281828459...

L QHZZXQ% €—én n %:41+%W e—eén
2| 2.50000000 | 0.21828182 20 2.653 0.064
4| 2.70833333 | 0.00994849 40 2.685 0.033
6| 2.71805555 | 0.00022627 60 2.695 0.022
8| 2.71827876 | 0.00000305 80 2.701 0.016
10 | 2.71828180 | 0.00000002 100 2.704 0.013

Diese Ergebnisse veranschaulichen die rasche Konvergenz der Potenzreihe und die
auBerordentlich langsame Konvergenz der Folgenglieder a,, = (1 + %)™

13. Multiplikation von Reihen

Ausgehend von zwei konvergenten Reihen ) > ja, = a und ) ° b, = [ kann
man versuchen, in Analogie zum Produkt von zwei endlichen Summen eine Reihe
bestehend aus allen méglichen Produkten a;by zu bilden, deren Summe gerade a3 ist.
Im Hinblick auf den Riemannschen Umordnungssatz 10.10 ist nicht von vorneherein
klar, in welcher Weise die Produkte angeordnet werden sollen. Wir betrachten eine
spezielle Reihenfolge, welche durch die Multiplikation von Potenzreihen motiviert ist:

anz" - anz” = (ag+ a1z +agz® +...)(bg + brz + b2 +...)
n=0 n=0

= (Iobo + (a0b1 + albo)Z + (aobg + a1b1 + a2b0)22 + ...
DEFINITION 13.1. Es seien »_ - an, »_ . ,b, kompleze Reihen. Fir alle n € N
setzen wir ¢, = Y _._o @xby_i. Die Reihe Y~ ¢, heifft Cauchy-Produkt von ) a,
und Y by.

Wir zeigen zuerst, dafl das Cauchy-Produkt konvergenter Reihen nicht immer kon-
vergiert.

BEISPIEL 13.2. Die Reihe 2:20:0(—1)"\/“17H =1- % + \/Lg — ... ist konvergent nach
Satz 9.1. Das Cauchyprodukt von (3> (—1)" an)Q hat die Glieder

Cp = agbn,_r = (=1)" , n € Ng.
kzzo’“ o= )kZ:OWerlWL—kJrl ’

Die Abschéitzung

n—k+1)(k+1)=nk+n—-k*+1
n n n
= (=412 —(=—k?2<(=+1)?
G+17- G-k < (G+1)
zusammen mit

2 n+1
n > =2
|C‘_Zn—|—2 n+ 2
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zeigt, dafl die notwendige Konvergenzbedingung Korollar 7.4 verletzt ist. Wir bemer-
ken, dafl die Ausgangsreihe nicht absolut konvergiert.

SATZ 13.3. Es seien Y - an, und Y - b, kompleze konvergente Reihen mit den
Grenzwerten o und 3 und Y ¢, ihr Cauchy Produkt. Ist die Konvergenz etwa von
Yoo ap absolut, dann konvergiert auch Y 7 ¢, und zwar gegen of3.

BEWwEIS. Fiir alle n € Ny sei

:Zn:ak7 Bn:i:bk, Cn:i:ckv 5n:Bn_B
k=0 k=0 k=0

Wir formen C,, mittels B,, = 9,, + 3 folgendermaflen um

C=Y =YY un

k=0 k=0 i=0
n n —1 n
= a;by_; = E a; E bj = E a; By, —;
i=0 k=i i=0  j=0 i=0
n
= i(sn—i + ﬁAn

Wegen lim,, .., BA,, = «af geniigt es, lim,, o Y a;0,—; = 0 nachzuweisen. Da (4,,) eine
i=0

Nullfolge ist, kann man fiir jedes ¢ > 0 einen Index N € N angeben, sodaf} |J,| <

fiir alle n € N mit n > N gilt. Es folgt fiir n > N

\Zam Z!—\Zan 35\<|Zan 505l + 1 Z ;05|
j=N+1
§Z|an—j||6j|+52|aj|.
7=0 J=0

Da N ein fester Index ist, kann man den Grenziibergang n — oo durchfithren und
erhélt mit Satz 4.9

n N 00
lim | Zaién_ﬂ < lim Z |an—i]|6:] + 52 |a|
n—oo n—oo
=0 i=0 =0
oo
=e> lajl.
=0

d.h. hmn_m Z?:O ai5n—i =0. ]

Ohne Beweis teilen wir noch folgenden Satz von H. ABEL mit.
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SATZ 13.4. Y~ ja, und Y . b, seien komplexe konvergente Reihen, ferner sei thr

Cauchyprodukt ", ¢, konvergent. Dann gilt > ¢, = Y an Y by.
n=0 n=0 n=0

14. Doppelreihen

DEFINITION 14.1. (Zpm)nm>1 C C sei eine Doppelfolge.

1) Spm = D im1 2y Tij, n,m € N heifit (n,m)-te Partialsumme.
Die Doppelfolge (Spm)nm>1 C C heifst Doppelreihe, fomzl T -
ii) Die Doppelreihe Y | Xpm ist konvergent gegen s B:)fs = limy, ;—00 Spm -
’ e

Man schreibt auch s = 3% | Tom.
iii) Die Doppelreihe > | nm ist absolut konvergent ;)i)f >
’ e

o0

n,m=1 |‘Tnm| ist

konvergent.

Die Doppelreihe Z;“jmzl Znm konvergiert somit nach s genau dann, wenn fiir jedes € >
0 ein Index N(e) gefunden werden kann, daf§ Sy, — s| < ¢ fiir alle n,m > N(¢e) gilt.
Die Resultate iiber Doppelfolgen iibertragen sich somit sinngemifl auf Doppelreihen.
In diesem Abschnitt wollen wir uns allerdings auf absolut konvergente Doppelreihen
beschrianken.

LEMMA 14.2. FEine Doppelreihe Zfi)j‘:l zi; st absolut konvergent genau dann, wenn

{211 25 =il mym € N} beschrankt ist.

BEWEIS. ,,<=* Es sei v = sup{>__; > 7", |2ij|: n,;m € N} < 00. Zu jedem ¢ > 0
gibt es (n.,m.) € N x N mit

Ne Me

$—€<ZZ|Z”|

i=1 j=1
Setzt man N (g) = max{n., m.} folgt fiir alle n,m > N(¢)

Ne  Me

n m n m
=" il =2 =D Y gl <a =)0 al <,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

d.h. Zio;.:l z;; ist absolut konvergent. Die Umkehrung ist offensichtlich.
OJ

Ahnlich wie bei Doppelfolgen, kann man zu einer Doppelreihe Eifm:l Znm auch die

iterierten Reihen Y2 (3" | zup) = limy, oo (limy, oo Spm) (Reihe der Zeilensum-

men) bzw. > °_ (37 zum) (Reihe der Spaltensummen) bilden. Da letztere oft we-

m=1
sentlich einfacher zu berechnen sind, ergibt sich die Frage nach ihrer Beziehung zur

Doppelreihe.
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SATZ 14.3. Es sei (anpm)nm>1 C RT. Konvergiert eine der beiden iterierten Reihen
Yo (0o ) bzw. Y02 (D02 aij), dann sind sowohl die andere iterierte Reihe,

j=1 j=1

als auch die Doppelreihe Zf;:l a;j konvergent und es gilt
2 a) =2 (3 au) =) ai.
i=1 j=1 j=1 i=1 ij=1

BEWEIS. Es sei etwa die iterierte Reihe > %, (3 7%, a;;) konvergent, d.h. es exis-
tiert S = limy, oo (iMoo Spm) Mit Spp = Y201, D000 a5 Fiir alle n,m € N gilt
Spm < limg_00 Sy < S. S ist daher eine obere Schranke fir A = {S,,,,: n,m € N}.
Nach Lemma 14.2 konvergiert daher die Doppelreihe ZZ?:1 a;; gegen sup A. Aus der
Ungleichung S,,,,, < sup A folgt aber auch die Existenz von lim,,_, Sy, (Monotonie-
kriterium) fiir alle m € N. Die Behauptung folgt nun aus Korollar 6.6 U

SATZ 14.4 (Doppelreihensatz). Es sei (anm)nm>1 C C. Konvergiert eine der beiden
iterierten Reihen 72 (3277 |aijl) baw. 3772, (327, lagl), dann sind sowohl die an-

j=1
dere iterierte Reihe, als auch die Doppelreihe 21‘03':1 a;; absolut konvergent und es
qgilt

D a) =3 QO ay) =D a

i=1 j=1 j=1 =1 ij=1

BEWEIS. Es sei z.B. die Reihe der Zeilensummen >, (3772, |a;|) konvergent.
Nach Satz 14.3 ist die Doppelreihe sz':l a;; absolut konvergent und es existiert
auch > (3772, |ay]). Somit sind auch fiir alle j € N die Reihen » 7, a;; absolut
konvergent. Bezeichnet man mit S, die (n,m)-te Partialsumme der Doppelreihe,
Spm = Dy Z;nzl a;j, n,m € N, existieren der Doppellimes lim,, ;oo Spy und fiir
alle n, m € N auch die einfachen Limiten lim;_,., S,; und lim; . Si,,. Die Behauptung
folgt nun aus Korollar 6.6. U

[e.9]

SATZ 14.5. Es sei (apm)nm>1 C C und die Doppelreihe me:l G S€i absolut kon-
vergent. Dann konvergieren auch die beiden iterierten Reihen absolut und es gilt

BEWEIS. Nach Lemma 14.2 gibt es & > 0, sodafl

Vn,m € N: zn:i]am <k

i=1 =1
gilt. Daraus folgt fiir jedes n € N auch >, 3>, |a;| < k und schlieBlich
> ic1 2ojo laij] < k. Die Behauptung ergibt sich nun aus Satz 14.4. O

Abschlieflend zeigen wir, dafl die Summe einer absolut konvergenten Doppelreihe un-
abhéngig ist von der Reihenfolge ihrer Glieder.
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DEFINITION 14.6. Es sei an 1 Gnm, €tne komplexe Doppelrethe und ¢: N — N x N
eine Bijektion. Dann heif$t die Reihe Y ;.| a,y Anordnung der Doppelreihe (in
eine einfache Reihe).

LEMMA 14.7. Es sei an | Gnm €ine konvergente reelle Doppelreihe mit nicht-
negativen Gliedern und ¢: N — N x N eine Bijektion. Dann gilt

) )
Y lum = Y
n,m=1 k=1

BEWEIS. Es sei o = >°° | apm = sup{d_ ", > 7"  a;j: n,m € N} (vgl. Lem-
ma 14.2). Zu € > 0 gibt es somit Ni(g), No(e) € N mit

Ni(e) Na(e)

04—€<Z Zawga

=1 j=1

Da ¢ surjektiv ist, existiert K () € N mit

I(N1(e)) x I(Na(e)) € (I(K(e)))-

(Zur Erinnerung: J(n) = {K € N: 1 < K < n}). Wegen a,,, > 0, n,m € N, ergibt
sich
K(a N1 (5) N2(€)

Z CL@ Z Q5.

Ni(e) Na(e) K(e) k
a—e < aw<zas@(£ SZ%}
i=1 j=1 (=1 =1

O

SATZ 14.8. Es sei an | Gnm €ine komplexe, absolut konvergente Doppelreihe und
p: N— NxN eine Bzyek:tzon. Dann gilt

o0 o0

Gop(k) = Z (nm-

n,m=1

i
I

BEWEIS. Nach 14.7 ist die Reihe ) ",7 a,) absolut konvergent. Es ist somit nur
die Gleichheit der Limiten zu zeigen. Es sei a = 37 | um und s = 317 | aym). Zu
e > 0 existieren somit Indizes N(¢) und K(g) mit

Vn,m e N:n > N(e) Am > N(e) ‘ZZalj—a}<—

i=1 j=1
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und
9 19 = 9
D aen — s < 3, > ol <3
=1 (=K(e)+1

Wir wihlen nun N;(e) € N so, da8 Ny(g) > N(e) und
p(I(K(e)) CI(Ni(e)) x I(Na(e))-
Jeder Term der Summe Zf(f) ay) kommt dann auch als Summand in

S Z;Vl(a) a;; vor. Somit gilt

) N1(e) K(e) 0
\Z doaii =D apn| < D lagl <
i=1 j=1 =1 (=K (e)+1
Daraus folgt schliellich
K(e) K(e) Ni(e) Ni(e)
’5_0"§|5_Zaw(é’)|+‘zaw Z Zaij‘
=1 =1 i=1 j=1
N1(e) Ni(e) I
+|Z Zaij—oz‘ <§+§+§:
i=1 j=1
d.h. s = a. ([l

In der Sprechweise der Definition 14.6 bedeutet der vorige Satz, dafl man eine absolut
konvergente Doppelreihe auf beliebige Weise in eine einfache Reihe anordnen kann
und dal diese Reihe gegen die Summe der Doppelreihe konvergiert. Ohne Beweis
teilen wir noch folgenden Satz mit:

SATZ 14.9. Es sei Yy . | ap) eine beliebige Anordnung (in eine einfache Reihe) einer
Doppelreihe Z;};:l aij. Ist die Reihe "3 | ayx) absolut konvergent, dann ist auch die
Doppelreihe Y 7_ | a;j absolut konvergent und es gilt

i,j=1
o0 (o]

E Qij = E :%(k)
k=1

,j=1



KAPITEL v

Reelle Funktionen

1. Funktionenriume

Wir zeigen in diesem einleitenden Abschnitt, dafl man auf der Menge aller Funktionen
mit einem gemeinsamen Definitionsbereich D natiirliche algebraische Verkniipfungen
definieren kann, sodafl ein Vektorraum von Funktionen entsteht. Wir erinnern vorerst
an die relevanten Begriffe aus der Linearen Algebra:

DEFINITION 1.1. Es sei K(+,-) ein Korper, (V,®) eine (additive) Abelsche Gruppe
und ©: KxV — V eine Abbildung, welche Korper- und Gruppenelemente verkniipft.
(V.K(+,-),®,®) (oft auch kurz (V,K) oder V') heifit Vektorraum iber K (linearer
Raum iber K), wenn die algebraischen Operationen +,-,®,® folgenden Aziomen
geniigen:

(V1) VaeKVe,yeV: a®(xdy)=a0zrdad®y

(V2) Va,BeKVzeV: (a+B8)Or=a0r@®f0z }Dzstmbutwgesetze

(V3) Va,feKVereV: a0 (foz)=(a-f)ox
(V4) VYxeV: lox==x

(Das Symbol 1 bezeichnet das multiplikative Neutralelement in K). Die Elemente in
V' heiflen Vektoren, die Korperelemente nennt man Skalare.

Es ist wichtig, die unterschiedliche Bedeutung der verschiedenen Verkniipfungen zu
verstehen. Im folgenden werden wir jedoch auf die symbolische Unterscheidung von
+ und @ bzw. - und © verzichten.

Beispiele fiir Vektorrdume sind (R, R), d.h. V =K =R, (C,C), (R*,R), (C*,C). Der
Einfachheit halber werden wir diese Vektorrdume mit R, C, R” und C" bezeichnen.
Will man nachweisen, dafl eine Teilmenge U eines Vektorraumes (V,K) selbst einen
Vektorraum bildet, ist es nicht nétig, die Axiome (V1) - (V4) fiir (U, K) nachzurechnen.
Einfacher ist es, sich auf folgenden Satz aus der Linearen Algebra zu berufen:

SATZ 1.2. Es sei (V,K) ein Vektorraum und U C V. U ist ein Vektorraum tiber K
genau dann, wenn

) VoweU:v+welU
i) Ve KVoeU: wel.

Man nennt (U, K) einen Unterraum (Teilraum) von (V,K).

113
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Die Bedingung i) verlangt, dal U abgeschlossen ist gegeniiber der Addition von Vekto-
ren aus U und ii) bedeutet die Abgeschlossenheit von U beziiglich der Multiplikation
mit Skalaren aus K.

DEFINITION 1.3. i) Es sei D # () eine beliebige Menge und (V,K) ein Vektorraum
tiber dem Korper K.

F(D, V) :=A{f: f ist eine Abbildung von D nach V'}.

Fir D C R und V =R nennt man die Elemente von F(D,R) reelle Funktionen.
ii) Fir f,g € F(D,V), A € K, definiert man die Abbildungen f+ g und \f durch

Ve e D: (f +9)(x) = f(x) +g(),
Ve e D: (Af)(x) = Af(x).

Man achte auf die unterschiedliche Bedeutung von +: Auf der linken Seite steht es
fir die Addition in F(D, V), auf der rechten bezeichnet es die Addition in V. Eine
dhnliche Bemerkung gilt fiir die Multiplikation.
Wegen der punktweisen Definition der Addition von Funktionen gelten in
(F(D,V),+) die Gruppenaxiome, da sie in (V, +) erfiillt werden. Das Neutralelement
ist die Nullfunktion

0: {D -V

xz— 0,

(man beachte die unterschiedliche Bedeutung des Zeichens 0!), das zu f additive
inverse Element ist die Abbildung

sy D —YV,
Aus dem gleichen Grund gelten in (F(D, V), K, +, -) die Axiome des Vektorraumes: als
Beispiel verifizieren wir (V1), d.h. a(f+¢g) = af + ag fir « € Kund f,g € F(D,V).
Dazu betrachten wir fiir z € D
(a(f +9))(x) = a(f + 9)(z)) = a(f(z) + g(x))

= af(x) + ag(z) = (af)(x) + (ag)(z)

= (af + ag)(z),
Die dritte Gleichheit ergibt sich aus dem entsprechenden Distributivgesetz (V1) in
(V,K), die tibrigen Gleichheiten basieren auf der Definition 1.3-ii). Somit ist (V1)

auch in F(D, V) erfiillt. Auf dhnliche Weise verifiziert man die restlichen Axiome des
Vektorraumes. Dies zeigt

SATZ 1.4. Es sei D # 0 eine Menge und (V,K) ein Vektorraum iber dem Kdorper K.
Dann ist auch F(D, V') ein Vektorraum iber K.
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Im folgenden wird die Voraussetzung D # () nicht mehr explizit angefiihrt.

Meist interessiert nicht der gesamte Raum F(D, V'), sondern es werden Funktionen
mit einer bestimmten, interessierenden Eigenschaft zusammengefait. Wendet man
Definition I1-6.1 auf bild f an, ergeben sich folgende Begriffe:

DEFINITION 1.5. i) f € F(D,R) heifit nach oben (unten) beschrinkt ;):)f
dM € RVz € D: f(x) < M( bzw. f(x) > M)
ii) f € F(D,R) heifit beschrankt 5, M > 0Vz € D: |f(z)| < M
€

B(D,R) :={f € F(D,R): f ist beschrinkt}.
iii) Es sei f € B(D,R),

sup f :=sup{f(z): z € D},
inf f:=inf{f(z): z € D}

Zur Tustration von Satz 1.2 zeigen wir, daBl B(D,R) ein Vektorraum ist, indem
wir nachweisen, da§ B(D,R) ein Unterraum von F(D,R) ist: Zu f,g € B(D,R)
gibt es Konstante My > 0, M, > 0, sodaB fiir alle x € D sowohl |f(z)| < My als
auch |g(x)| < M, gilt. Setzt man M = max{M, M,}, erhélt man fir z € D und
A € R die Abschétzungen |(f + ¢)(z)] < |f(z)] + |g(x)] < M; + M, < 2M und
(M) (2)| = M| f(z)| < |A[Mg, dh. f+ g€ B(D,R) und A\f € B(D,R). Da B(D,R)
eine Teilmenge des Vektorraumes F(D, R) ist, folgt mit Satz 1.2, dal auch B(D,R)
ein Vektorraum ist.

LEMMA 1.6. Es seien f,g € F(D,R) nach oben (unten) beschrinkt. Dann ist auch
f + g nach oben (unten) beschrinkt und es gilt

sup(f + g) <sup f +supg,
(inf f +inf g < inf(f + g)).

BEWEIS. Da f und g nach oben beschrankt sind, existieren nach Satz I1-6.5 sup f
und sup g (beachte: bild f # (), bildg # 0) und es gilt fiir alle x € D: f(z) < sup f
bzw. g(x) < sup g. Somit folgt fir z € D auch (f+g)(x) = f(z)+g(z) < sup f+supyg,
d.h. sup f 4 sup g ist eine obere Schranke fiir bild(f + g), also erst recht sup(f + g) <
sup f +supg. 0

Das Beispiel f(z) =z, g(x) = —z, x € [0, 1], zeigt, daf in Lemma 1.6 auch die strikte
Ungleichung auftreten kann —im Gegensatz zum Supremum gewohnlicher Zahlenmen-
gen (vgl. Satz 11-6.13). Dies liegt daran, dafl auf der linken Seite der Ungleichung
die Funktionen f und g notwendigerweise an derselben Stelle x ausgewertet werden,
wahrend auf der rechten Seite die Argumente von f und g unabhéngig voneinander
gewahlt werden kénnen.

Die mit der Beschranktheit zusammenhéngenden Begriffe sind sinnvoll fiir beliebige
Definitionsbereiche. Ist auch der Definitionsbereich der Funktionen geordnet, kann
man Wachstumseigenschaften reeller Funktionen betrachten, die wir bei der Diskus-
sion von Teilfolgen bereits kurz erwahnten:
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DEFINITION 1.7. Es sei D C R und f € F(D,R).
i) f heifft monoton wachsend (fallend) ﬁf
&

Ve,ye Diw<y= f(x) < fly) (fx) = fy)).
ii) f heifit streng (strikt) monoton wachsend (fallend) ﬁf

Ve,ye Dix<y= f(z) < fly) (f(z)> [f(y))
iii) f heifit (streng) monoton 1()::” f ist (streng) monoton wachsend oder fal-

lend.

Strenge Monotonie einer Funktion ist deswegen von Bedeutung, da sie die Existenz
der Umkehrfunktion sicherstellt.

SATZ 1.8. Es sei f € F(D,R), D C R, streng monoton. Dann ist [ injektiv, die
Umkehrfunktion existiert und ist ebenfalls streng monoton im selben Sinn wie f.

BeEwEIS. O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend (gegebenenfalls ersetze man f
durch —f). Wegen der in R geltenden Trichotomie muf fir z,y € D, = # y, entweder

x < y oder y < x gelten. Dies hat f(x) < f(y) oder f(y) < f(x), bzw. f(x) # f(y)
zur Folge. Somit ist f injektiv und es existiert f~': bild f — D.
Angenommen f~! wiire nicht streng monoton wachsend, d.h.

e €bild fryn <ya A fTH ) = fH (1)
Da f~Yy;) € D, i = 1,2, folgt aus der strengen Monotonie von f die Beziechung
yo = f(f7(y2)) < f(f'(y1)) = y1 im Widerspruch zu y; < yp. O

Allerdings ist die strenge Monotonie nur eine hinreichende Bedingung fiir Injektivitét:

BEISPIEL 1.9. Wir definieren f: [0,1] — [0, 1] durch

x reQnlo,1

(o) = v

l—z z€][0,1]\Q.
Diese Funktion ist sogar bijektiv (zum Beweis betrachte man die Restriktionen
fleno und flp\@), aber nicht monoton: Fiir 1 < \/75 < 3 folgt f(3) =3 > f(%i),
=10 > 109,
Wir merken an, dafl die Teilmenge der monotonen Funktionen in F(D,R), D C R,

keinen Teilraum von F(D,R) bilden. Ein wichtiges Beispiel monotoner Funktionen
sind affine Funktionen [ € F(R,R)

x— f(r)=a+ bz, o,f€cR

Die Untersuchung der Eigenschaften von Funktionen kann oft erheblich vereinfacht
werden, wenn die Funktionen gewisse Symmetrien aufweisen.
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DEFINITION 1.10. D se: eine symmetrische Teilmenge von K, d.h.

VieeK:ze D& —xeD,
und f € F(D,K).
i) f heifit gerade Z):ZfVJ: e€D: f(—x) = f(x),
ii) f heifft ungerade ;):e)f‘v’:v €D: f(—x)=—f(x).

Eine ungerade Funktion nimmt an der Stelle x = 0 den Wert 0 an. Die Umkehrfunk-
tion einer ungeraden Funktion (falls sie existiert) ist ebenfalls ungerade.

DEFINITION 1.11. Es sei f € F(D,K). Die Teilmenge G(f) = {(z, f(x)): x € D})
von D x R heiffit Graph von f.

Reelle Funktionen kann man veranschaulichen, indem man ihren Graph G(f) als
Punktmenge in R? skizziert. Der Graph einer geraden Funktion ist symmetrisch zur
y—Achse, der Graph einer ungeraden Funktion ist symmetrisch zum Koordinatenur-
sprung. Als Beispiel fiir eine gerade Funktion skizzieren wir den Graph der Betrags-

funktion
| | . R—-R
|z 2,

als Beispiel einer ungeraden Funktion skizzieren wir den Graph der Abbildung
fR—R, z~ 2

(f(x))

(=x,~())

L L L L L i L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2

f ist gerade f ist ungerade

Besitzt f eine Umkehrfunktion, sind der Graph von f und der Graph von f~! ver-
kniipft durch

G =A{(, f'(): y ebild f} = {(f(x),2): x € def f}
={(y.2): (z,y) € G()}.

Man erhilt also den Graph von f~! aus dem Graph von f durch Spiegelung an der
ersten Mediane in R2.
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(x.f(x))

0.5 0 0‘5 ‘1 1.‘5 é 2‘.5 f; 3.‘5 1; 4‘.5
Graph von f und f~!

Eine weitere wichtige Funktionenklasse bilden die linearen Funktionen. Das Studium
ihrer FEigenschaften bildet den Schwerpunkt der Linearen Algebra.

DEFINITION 1.12. Es seien X und Y Vektorrdume tiber demselben Kérper K.

00 1 i) VeyeX: flrty) =flr)+ f(y),
feF(X,Y) heifst linear ng ii) Y€ XVYAEK: F(r) = Af(x).
Mit L(X,Y") bezeichnen wir die Menge der linearen Abbildungen von X nach Y.

In der linearen Algebra wird gezeigt, daf§ den linearen Abbildungen f € L(K" K™)
genau die Matrizen A € K™*™ entsprechen.

2. Elementare Funktionen I

2.1. Potenzfunktion, Wurzelfunktion.
Wir haben bereits im zweiten Kapitel Potenzen mit rationalem Exponenten erklért.
Wir betrachten nun diese Operation unter einem abbildungstheoretischen Blickwinkel
und beschrinken uns vorerst auf Exponenten aus N.

SATZ 2.1 (Potenzfunktion). Firn € N hat die Potenzfunktion p,,, erklirt durch

R—-R
Pn -

folgende Figenschaften. T

Fall 1. n st gerade:
i) py, ist eine gerade Funktion,
i) pu|r+ ist streng monoton wachsend, p,|r- ist streng monoton fallend,
iii) bild p, = R*.
Fall 2. n st ungerade:
i) p, ist eine ungerade Funktion,
ii) p, ist streng monoton wachsend,
iii) bild p, = R.
Weiters gilt: Fir alle n € N und fir alle x € R ist limy_. pp(xx) = po(x) fiir alle
Folgen (zy,), welche nach x konvergieren.
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BEwEIS. Die Bezichung p,(—x) = (=1)"2" = (—1)"p,(x) (vgl. Satz 11-4.17)
zeigt, dafl p, eine gerade Funktion ist fiir n gerade und eine ungerade Funktion fiir n
ungerade. Wegen Satz 11-4.17-d ist p,|g+ fiir jedes n € N streng monton wachsend.
Es sei nun z < y < 0, d.h. 0 < —y < —z. Somit folgt p,(—y) < p.(—x), also gilt

(6) P(y) < pu(z) falls n gerade ist und
—pn(y) < —pu(2), d.h. pn(x) < pu(y), falls n ungerade ist.

Nach Satz II-7.1 besitzt die Gleichung y = z" fiir jedes y € RT eine eindeutige
Losung in R, ndmlich x = {/y. Dies ist gleichwertig mit bild p,[z+ = R*, n € N. Die
Behauptung iiber bild p,, folgt aus der Betrachtung bild p, |g- = bild p,|g+ = RT fiir
n gerade bzw. bild p,|g- = — bild p,|g+ = R~ fiir n ungerade. Die letzte Behauptung
folgt unmittelbar aus Satz [V-2.1. U

Wir veranschaulichen die Potenzfunktion, indem wir die Graphen von p,,, n = 2,3,4,5
skizzieren.

16

14r

12f

10-

I I I I I 3 I I I I I L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 ‘-]Z -5 -1 -5 0 05 1 15 2

gerade Potenzen ungerade Potenzen

Es sei n gerade und g, € F(RT,R") bezeichne die Abbildung p,|r+. Das eben Be-
wiesene und Satz 1.8 zeigen, dafl g, eine Bijektion ist. Somit existiert die Umkehr-
funktion g,! € F(RT,RT). Fiir alle y € R™ = bild g, ist die Bezichung = = g, '(y)
gleichwertig mit y = g,(z) = 2", mit Satz II-7.1 folgt also g,'(y) = /y. Es gilt
bild g} = def g, = R* und da g, streng monoton wichst, ist auch g, ! streng mono-
ton wachsend (Satz 1.8). Eine analoge Betrachtung gilt fiir n ungerade und R anstelle
von RT. Wir fassen diese Diskussion zusammen in

SATZ 2.2 (Wurzelfunktion). Firn € N wird die Wurzelfunktion w,, erklirt durch
R* — R*, n gerade,
wy R — R, n ungerade,

Sie hat folgende Figenschaften:
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i) w, ist streng monoton wachsend,
ii) bildw, = R* fir n gerade und bildw,, = R fir n ungerade.
iii) Fir alle x € def w,, und alle Folgen (xy) C def w,, welche nach x konvergie-

ren, gilt limy,_o, /T = /.

BEWEIs. i) Satz 1.8
iii) Fall 1: x = 0. Es sei (z) C def w,, eine Nullfolge. Zu € > 0 bestimmen wir N (¢)
so, daf 0 < |zg| < " fiir alle & > N(¢e) zutrifft. Wegen i) gilt dann 0 < {/|xg| <
e, k > N(e), d.h. limg_ {/|zx|] = 0. Fiir n gerade ist die Behauptung klar, da
notwendigerweise x;, > 0 fiir £ € N gilt. Ist n ungerade, zerlegen wir wie im Beweis
zu Satz 10.10 die Folge () in ihren positiven und negativen Anteil 2, = x7 — 27,

xf > 0, fiir £ € N. Wegen der speziellen Struktur von xf folgt /zp = {/a}f — V/xy, .
Die Behauptung ergibt sich nun aus limy_. /2,7 = 0 = limy_,eo 1/ Ty .
Fall 2: x > 0. Bezeichnen wir &, = {/xy, £ = /z, folgt mit Hilfe von Lemma 11-4.23

n—1
(+) we—r =g - = (& —€) ) GE

i=0
Die Abschéitzung

—1

Seet s o = o
i=0
ergibt zusammen mit (%)
|/ = V= 16— €] < a7 | — .
Wihlen wir N(g) zu e > 0 so, daB |z, — x| < "% ¢ fiir alle k > N(e), dann gilt
V- Val <= k= N(E),
d.h. limy oo /T8 = Y.

Fall 3: x < 0 und n ungerade. O.B.d.A. kénnen wir von limy ., xx = = und z < 0
fiir alle £ € N ausgehen. Aus dem eben Bewiesenen folgt limy,_.., /—xr = /—=, also

—limy,_o W = — 7. dJ

Wir skizzieren den Graph der Wurzelfunktionen ws, ws auf RT.
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35

25F

15-

051

e S S A BT
Wurzelfunktion

Wir erweitern nun die Definition der Potenzfunktion auf beliebige reelle Exponenten:
Es liegt nahe, z.B. dem Symbol 3V2 den Grenzwert der Folge 3', 314 (= v/37), 3141 (=
1W), 341 als Wert zuzuweisen. Wir zeigen vorerst, dafl diese Vorgangsweise
zumindest fiir rationale Exponenten gerechtfertigt ist:

LEMMA 2.3. Es sei (ry)n>1 CQ, r € Q und a > 0. Dann gilt
lim r, =r= lim a™ =d".

n—oo n—oo

BEWEIS. Die Behauptung ist trivial fiir a = 1. Wir untersuchen zuerst den Fall
a > 1. Wegen a™ = a™ " - a” geniigt es

limr,=0= lima"=a"=1

zu beweisen. Es sei r, eine beliebige Nullfolge rationaler Zahlen. Nach Beispiel 1V-
1.8-iii) gilt lim,, o an = lim,, a~w = 1. Fiir beliebiges € > 0 gibt es somit m € N
mit |am — 1| < € und |a~w — 1| < e. Ferner gibt es einen Index N,,, sodaB |r,| < <
fir alle n > N, zutrifft. Fir n > N,, folgt aus —% <r, < % mit Satz II-7.9
wegen a > 1 die Abschétzungen a"m < a'™m < am. Wegen der Wahl von m gilt
l—e<am<am<an <1+efirn > N,,, dh. lim,,_,,, a™ = 1. Fiir a < 1 ergibt
sich die Behauptung aus i > 1 und
lim a™ = lim (l) = lim L = L = ! =a'.

e T 1) TR T T e G

O

LEMMA 2.4. Q ist dicht in R, dh. fir jedes & € R gibt es eine Folge (1p)n>1 C Q mit
limy, oo 7, = &. Die approximierende Folge (r,) kann monoton gewdhlt werden.

BEWEIS. Die erste Behauptung folgt aus Satz I1-6.11, indem man im dortigen
Beweis x durch £ — % und y durch & + %, n € N, ersetzt. Fiir den zweiten Teil der
Behauptung bestimmen wir r;, indem wir in Satz 11-6.11 £ = £ — 1 und y = £ setzen
und 7, rekursiv, indem wir diesen Satz fiir n > 2 mit * = max{r, 1,§ — %}, y==¢&
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anwenden. Auf diese Weise wird eine monoton wachsende Folgen rationaler Zahlen r,
mit lim,, ., 7, = £ erzeugt. Auf dhnliche Weise 148t sich eine entsprechende monoton
fallende Folge konstruieren. 0

Es sei a > 0,§ € R\ Q und (r,) eine monoton wachsende Folge mit lim,, .o 1, = &.
Nach Satz I1-7.9 ist die Folge (a") monoton wachsend fiir @ > 1, monoton fallend fiir
a < 1. Eine obere (untere) Schranke fiir die Folge (a™) ist a” fallsa > 1 (a < 1), wobei
r eine rationale Zahl ist mit r, < r, n € N. Auf Grund des Monotonieprinzips 1V-
Satz 3.2 ist die Folge (a™) konvergent. Wir zeigen nun, daf lim,, .., a"™ unabhéngig
ist von der speziellen Wahl der approximierenden Folge (r,): Fiir eine beliebige Folge
(Sn)n>1 rationaler Zahlen mit lim,_, S, = € ist (s, —r,,) eine rationale Nullfolge und
aus a®* = a°* " a’ folgt mit Lemma 2.3 die Konvergenz von (a**) und lim,, ., a®» =
lim,, .o, a™. Folgende Definition ist daher sinnvoll:

DEFINITION 2.5. Es sei £ € R, a > 0 und (1,)n>1 C Q und lim, o1, = & Wir
definieren
at := lim a™™.

n—oo

Fiir € > 0 setzen wir 05 := 0.

Wir bemerken, daf fiir £ € Q wegen Lemma 2.3 die neue Definition von a® mit der
in Definition II-7.6 getroffenen Vereinbarung iibereinstimmt.

Wir zeigen nun, dafl sich die FEigenschaften von Potenzen mit rationalen Exponenten
auf Potenzen mit reellen Exponenten iibertragen.

SATZ 2.6 (Reelle Potenzen). Es seien a,b > 0 und £, n € R. Dann gilt:
1) a*™" = ata",

) (ab)® = a®t*,

) (a®)" = a®",

) @t #0 und a™¢ = % = (2)F,
5) 0 <a® < bt fiir0<a<bundé >0,
0<b<al fir0<a<bundé <0,
(6) a* < a” fir&<nunda>1,

(7) a” < a* firé <nund0 <a<1.

(
(2
(3
(4
(

BeEWwEIs. Es seien (7,)n>1, (Sn)n>1 € Q mit limy, oo 7 = &, lim,, 0 S5, = 1.
(1),(2) Aus limy,—oo(rn + sn) = € + 1 folgt mit Hilfe von Satz 11-7.7

a*™ = lim ¢ = lim a™a’" = lim o™ lim a*" = a*a”

n—oo n—oo n—oo n—oo
(ab)® = lim (ab)™ = lim @b = lim o™ lim b = a0
n—oo n—oo n—oo n—oo

(3) Der Beweis dieser Rechenregel wird nach Satz 2.7 nachgetragen.
(4) Dies ist eine Folge von (2): afa™¢ = a*¢ = a° = 1. Insbesondere ist a # 0 fiir
alle ¢ € R. Aus (1)™ = — folgt durch Grenziibergang = = (1)°.

(5) Wegen Satz I1I-7.8 ist a™ > 0 und daher a* = lim, .o a™ > 0. Wegen der
vorausgehenden Bemerkung gilt sogar a® > 0, ¢ € R. Die Ungleichung in (5) ist
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daher gleichwertig mit (2)¢ > 1. Wegen o = 2 > 1 geniigt es, a® > 1 fiir & > 1 zu
nachzuweisen. Wir wahlen r € Q so, daB 0 < r < r,, n € N. Aus Satz II-7.9 und
Satz IV-2.7 folgern wir 1 < a” < o™ und daher auch 1 < o < af.

(6) Es sei n — & > 0 und a > 1. Nach dem oben Gezeigten gilt daher 7% > 1, d.h.
a’ > at.

(7) Folgt aus = > 1 und ()¢ < (2)". O

SATZ 2.7. i) Es sei r € Q, die Folge (z,,)n>1 C RY konvergiere nach x € R*. Dann
gilt: lim,, oo, = 2" (fiir x =0 ist nur r > 0 zuldssig).

ii) Es sei a > 0, die Folge (x,)n>1 C R konvergiere gegen x € R. Dann gilt:
lim,,_,o ™ = a®.

BEWEIS. i) Es sei r = §, p € Z, q € N. Es folgt
lim ¢z, = ¢z (Satz 2.2) und
lim 27 = lim (Yx,)? = (lim ¥z,)? =2".

n—oo n n—oo

ii) Es geniigt, die Behauptung fiir z = 0 zu zeigen. Es sei a > 1. Wie im Beweis von
Lemma 2.3 bestimmen wir zuerst m € Nzue > 0so, da 1 —e < a_%, am <1+ €,
dann einen Index N,, derart, daf3 —% <z, < % fir alle n > N,,. Satz 2.6-(6) fiihrt
auf 1 —¢ < am < a™ < am < 1+e, dh |a® — 1| < ¢ fiir alle n > N,, und
somit lim, ., a® = 1 falls lim,, ..z, = 0. Fiir a < 1 folgt die Behauptung aus

a® = ()7 und 1 > 1. Im Fall a = 1 ist nichts zu beweisen. O

Wir sind nun in der Lage, den Beweis der Regel fiir das Potenzieren von Potenzen zu
fithren:

BEWEIS VON SATZ 2.6-(3). Aus Satz II-7.7 schlielen wir (a™)* = a™**. Wegen
lim,, o a™ = af folgt aus Satz 2.7-1) lim,, .. (a™ )% = (a*)**, aus lim, .. 7,8, = ESp
ergibt sich andererseits lim,, o, a™** = a***, was (a%)** = a*** zur Folge hat. Wendet
man jetzt Satz 2.7-ii) an, ergibt sich

(a®)" = lim (a®)* = lim a** = a*".
k—oo k—oo

]
SATz 2.8 (Potenzfunktion). Fir p € R hat die Potenzfunktion p,, definiert durch

" {(0,00)—>R

T — xP
folgende Figenschaften:
i) bildp, = (0,00) fiir p # 0.
ii) pp 15t streng monoton wachsend fir p > 0 und streng monoton fallend fiir

p <0.
iii) Fir p=0 ist p, = 1.
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BEWwWEIS. Die Gleichung x” = y besitzt fiir jedes y die eindeutige Losung x = y%
Somit ist bildp, = (0,00). Die Monotonieeigenschaft fiir p > 0 wurde bereits in
Satz 2.6-(5) festgestellt. Fiir den Fall p < 0 beachte man 2 = (1), O

2.2. Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion.

SATz 2.9 (Exponentialfunktion). Fira > 0 hat die Exponentialfunktion, definiert

durch
R —R
T — a”
folgende Figenschaften:
i) Vo,y € R: a® = a*a?,
ii) a® =1, a' = a,
iii) Vz € R: a” > 0 und o” = -1,
iv) x — a® ist streng monoton wachsend fir a > 1 und streng monoton fallend
fira <1,
v) der Wertebereich der Exponentialfunktion ist (0,00) fir a # 1.

BEWEIS. Die Aussagen i) — iv) folgen aus Satz 2.6. Wir beweisen v) fiir a > 1: Es
sei y > 0. Wegen lim,, ...a™™ = 0 gibt es m € N so, dal ™™ < min{y,y~'}. Somit
gilt a™™ <y < a™. Wir setzen nun z; = —m, y; = m und fiihren folgendes iterative
Verfahren durch: am Ende des n—ten Schrittes sei ein Intervall [z, y,] erzeugt worden
mit y € [a®", a¥"]. Im néchsten Schritt halbieren wir dieses Intervall und setzen &, =
%. Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion gilt a*» < a®" < a¥. Es sei nun
[Zni1, Yni1] das Teilintervall [z, &,] falls y € [a®,a®), und [&,, y,] falls y,, € [a’", a¥"].
Auf diese Weise erhélt man eine Folge abgeschlossener Intervalle [z, yn] D [Zni1, Ynt1]
und nach Satz I1-6.14 genau eine reelle Zahl x mit lim,, ., x, = lim,_, ¥, = x und
a® < y < a¥*. Aus Satz 2.7 folgt durch Grenziibergang a* = y. Fir 0 < a < 1
existiert nach dem eben Bewiesenen genau ein 2 € R mit (£)* =a™* =y. U

25 T T T T T T T 2
20 1 16

15 b 1.2

a=e

10 1 0.8r a=0.8

0.6r

a=15

/// 02
o ! , , . . . . 0 . . . . .
-1 -05 [) 05 1 15 2 25 3 -3 -2 -1 [) 1 2 3

r—a®, a>1 r—a®,a<l

Jede Exponentialfunktion mit a # 1 ist also injektiv und besitzt daher eine Umkehr-
funktion.
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SATZ 2.10 (Logarithmusfunktion). Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
x—a®, a>0, a#1, heifst Logarithmusfunktion zur Basis a, log,:

(0,00) = R
log,,:
y = 10g,(y)-

Den Wert der Logarithmusfunktion an der Stelle y, log,(y), nennt man Logarithmus
von y zur Basis a. Fr ist bestimmt durch die Beziehung

x=log,y & y=a".
Die Logarithmusfunktion hat folgende FEigenschaften:
i) Va,y € (0,00): log,(zy) = log, = + log, y,

ii) Vo € (0,00)Vp € R: log, x* = p log, ,

iii) Ya € (0,00) \ {1}: log,1 =0, log,a =1,

iv) bild(“log) = R,

v) log, ist streng monoton steigend fir a > 1 und streng monoton fallend fir

0<a<l.

BEWEIS. Ausgehend von der Identitiit Vo € (0,00): x = a8« schliet man

a
aloga Ty Ty aloga xaloga Yy aloga z+%log y’
P a
aloga T P (aloga x)p a” log:r.

Wegen der Injektivitéit der Exponentialfunktion folgen die Behauptungen i) und ii),
iii) ergibt sich aus Satz 2.9-ii), iv) gilt, weil jede Exponentialfunktion auf R definiert
ist und v) ist eine Konsequenz aus Satz 1.8. U

BEMERKUNG 2.11. Von besonderer Bedeutung ist die Logarithmusfunktion, deren
Basis die Eulersche Zahl e ist. Man nennt sie den natiirlichen Logarithmus und
bezeichnet sie meistens mit In.

2.3. Polynome, rationale Funktionen.
Polynome stellen wichtige Funktionen in der Analysis dar. Sie werden z.B. zur Ap-
proximation und Interpolation verwendet und stehen auch am Ausgangspunkt zur
Theorie der Potenzreihen.

DEFINITION 2.12. i) Eine Funktion f: C — C heifst Polynom l():)f es gibt kom-
€
plexe Zahlen a;, 1 = 0,...,n, man nennt sie Koeffizienten, sodafS f folgende

Darstellung besitzt:
Ve e C: f(x) = Zakxk
k=0

ii) grad f = max{i: a; # 0} heifit Grad des Polynoms.

iii) Sind alle Koeffizienten Null, so heifst f das Nullpolynom. Der Grad des
Nullpolynoms ist —oo.

iv) o € C heifst Nullstelle von f, wenn f(zq) = 0.
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Ein Polynom 148t sich hdufig in sehr unterschiedlicher Weise darstellen, z.B. ist f(z) =
1-222+2t= (22 - 1) = (z — 1)} (z+1)* = (> — 22+ 1)(2* + 22 + 1). Wir werden
jedoch zeigen, dafl die in der obigen Definition angegebene spezielle Darstellung eines
Polynoms und damit auch sein Grad eindeutig bestimmt sind. Dem Nullpolynom wird
haufig kein Grad, oder auch der Grad —1 zugewiesen.

DEFINITION 2.13. Fiir f g € Sr(D K) sind das Produkt fg € F(D,K) und der Quo-
tient § € F(D\ N, K), N, :={z € D: g(x) =0} erklirt durch

) =
Ve e D: (fg)(x) = f(z)g(x)

Hw) = 1)

Vo e D\ Ny: (g o(0)

Summen und Produkte von Polynomen sind wieder Polynome. Das Produkt der bei-
den Polynome f(z) = > axz® und g(x) = Z brx® (der Einfachheit halber bezeichnen
k=0

wir gelegentlich eine Funktion z f(x) mlt f (x), d.h. es wird in der Notation nicht
zwischen Funktion und Wert der Funktion an einer Stelle z unterschieden) ist das
Polynom

m+n

x) = Z cpa®
k=0

ck:Zak_rbr, k=0,...,n+m,

wobei wir
a;=0firn+1<i1<n+m und b; =0firm+1<j<n+m
gesetzt haben. Es gilt

grad(fg) = grad f + grad g,
grad(f + g) < max{grad f,grad g}.
SATZ 2.14 (Divisionssatz). FEs sei g # 0 ein Polynom. Jedes Polynom f lafst sich in
der Form
f=qg+r, gradr <gradg,
mit eindeutig bestimmten Polynomen q und r darstellen.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst die Existenz einer derartlgen Darstellung. Ist grad f <

grad g, schreiben wir f =0-¢g+ f. Es sei nun f(x) = Z arz®, g(z) = Z bpxk, n =
k=0

grad f > grad ¢ = m. Subtrahiert man von f das Polynom qog = 3=x"~™g, erhalt man
ein Polynom ry mit gradr; < n. Ist gradr; < m, ist die gesuchte Zerlegung bereits
gefunden: f = qog + r1. Ist grad r; > m, subtrahiert man von r; ein entsprechendes
Polynom ¢, g, sodaf§ fiir die Differenz ro = r; — ¢;¢ die Bedingung grad r, < gradr;
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zutrifft. Nach endlich vielen, etwa k Schritten, gilt fiir das Differenzpolynom r, =
rk—1 — qx—19 schlieBlich grad r, < m. Die gewiinschte Darstellung ergibt sich aus

k—1

f=09+qg+. .. qu—19+T1% ZQZ(]H-?%-

i=0
Angenommen, es gibe eine weitere Zerlegung f = Gg + 7 mit § # ¢, grad 7 < grad g.
Durch Subtraktion ergibt sich (§—q)g = r—7. Wegen grad(G—¢q) > 0 und grad(r—7) <
m fithrt dies auf den Widerspruch

grad(r — 7) = grad((¢ — ¢)g) > m.
U

Man sagt, g teilt f oder auch, g ist ein Teiler von f, wenn sich die Division durch ¢
yausgeht, dh. das Restpolynom r das Nullpolynom ist. Die Polynome f und g heiflen
teilerfremd, wenn es kein Polynom h mit grad h > 1 gibt, das f und g teilt.

Dividiert man durch ein lineares Polynom (z — «), erhélt man f = (v — a)q + r;
mit gradr; < 0, dh. 1 € C. Ist a eine Nullstelle von f, mufl r; = 0 gelten. Diese
Uberlegung beweist

LEMMA 2.15. Ist a € C eine Nullstelle eines Polynoms f, so ist f durch x — « teilbar:
f=(x—a)g, gradg=gradf — 1.

Hat ¢ ebenfalls eine Nullstelle, 148t sich ein weiterer, nicht notwendigerweise von
x — « verschiedener, Linearfaktor abspalten. Wegen grad f = n kann man hochstens
n Linearfaktoren abtrennen. Somit gilt:

KOROLLAR 2.16. Ein Polynom f # 0 vom Grade n hat hoéchstens n Nullstellen.

Der Fundamentalsatz der Algebra, den wir erst spéter beweisen werden, sagt aus, dafl
ein Polynom vom Grade n > 0 mit Koeffizienten in C genau n nicht notwendigerweise
verschiedene Nullstellen in C besitzt.
Der folgende Identitétssatz ist die theoretische Grundlage fiir die haufig verwendete
Methode des Koeffizientenvergleichs.

SATZ 2.17 (Identitéitssatz). Stimmen die Werte zweier Polynome f(z) = Y. apx®,
k=0

g(z) = > bk, an n + 1 verschiedenen Stellen iiberein, dann gilt a, = by, k =
k=0
0,...,n, dh. f=g.
BEWEIS. Der Grad des Differenzpolynoms f—g ist hochstens n, da es nach Voraus-

setzung mindestens n+ 1 Nullstellen hat, muf3 es nach Korollar 2.16 das Nullpolynom
sein. 0]
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Wir haben den Identitédtssatz formuliert fiir Polynome f, g mit gleicher Endpotenz
™. Diese Form kann immer erreicht werden, indem man gegebenenfalls fehlende Po-
tenzen mit Koeffizienten a = 0 oder by, = 0 ergénzt (grad f = grad g wird ja nicht
vorausgesetzt).

DEFINITION 2.18. Es sei D C K und r € F(D,K). r heifit rationale Funktion ﬁf
€
es gibt Polynome p,q: r = §, D =K\ {z € K: ¢(z) = 0}.

Wenn ¢ Teiler von p ist, stimmt nach Satz 2.14 die rationale Funktion » = 2 auf D
mit einem Polynom {iberein. Beispielsweise gilt fir z € D =R\ {1, -1}
11—z

4
r@) = 1 — a2

Die Funktionen x +— 1 + z? und r sind aber wegen des verschiedenen Definitions-
bereiches zu unterscheiden. Dagegen sind x +— 1 — 22 und die rationale Funktion

r(z) = };gi identische Funktionen falls D = R, jedoch verschieden auf D = C.

=1+ 2%

3. Stetigkeit

DEFINITION 3.1. Es sei D C K, xg € D

(1) f € F(D,K) heifit stetig in xo € D ﬁf
(&

Ve > 030(e,m0) Vr € D: |z — x| <0 = |f(x) — f(xg)] < e
(2) f € F(D,K) heifit stetig (auf D) l<):>f
f st stetig in jedem Punkt x € D
(3) C(D,K) :={f € F(D,K): f ist stetig }.

4

Flag+e
f(x0)
f(xo) —€

To—0 o xo+9

Wir demonstrieren die Argumentation beim Nachweis der Stetigkeit an einem ein-
fachen Beispiel.

BEISPIEL 3.2. f:x — 2% x € K, ist stetig auf K.
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BEWEIS. Ausgangspunkt ist meist der Ausdruck |f(x) — f(zo)|, den wir solange
umformen, bis sich eine Bedingung an |x — x| ablesen 14f3t:

|f(z) = flxo)] = |2* — af] = (& — w0 + x0)* — 2]
= |:1:—a:0| + 2|xo||x — o).

Da nur Argumente x von f mit |x — z9| < § von Interesse sind, ergibt sich die
Abschétzung

|f (@) = f(zo)] < 6% + 20|
Beschréinkt man sich von vorneherein auf § < 1 (geniigt ndmlich irgend ein §y den

Bedingungen in Definition 3.1, dann ist erst recht jedes § < dy zuléssig), erhdlt man
endlich

|f (@) = f(zo)| < 6(1+2[xo]) <e
wobei die letzte Ungleichung fiir
€
0 ——

gilt. Insgesamt ist somit in Definition Definition 3.1 jedes o zulédssig, welches der

Bedingung
€

geniigt. 0

d < min{l1,

Anstatt die a priori Schranke § < 1 einzufiihren, wére es auch moglich gewesen, fiir §
die positive Losung der Gleichung 62 +28|xg| = €, dh. § = —|zo|+ /23 + €, zu withlen
(man beachte, § — % + 20|zg| ist streng monoton wachsend fiir § > 0). Diese Wahl
von ¢ fithrt auf die grofite §-Umgebung von z¢, die mit Definition 3.1 vertréglich ist.
Es ist klar, daB die Stetigkeit von f € F(D,R) in zy € D die Stetigkeit in xy jeder
Einschriinkung f|z, D C D, xy € D nach sich zieht.

DEFINITION 3.3. f € F(D,K) heifit Lipschitz stetig
523> 0y € D1 |f(@) = fy)l < Llz —yl
€

LEMMA 3.4. Lipschitz stetige Funktionen sind stetig.
BEWEIS. Fiir alle g € D kann man zu € > 0, § = £ in Definition 3.1 wahlen. [J

Etwas salopp kann man die ed—Definition der Stetlgkelt auch folgendermaflen for-
mulieren: Zu jeder e-Umgebung U. von f(xg) kann man eine -Umgebung Vs von
xo angeben mit f(Vs) C U.. Wir zeigen nun, dafl die Stetigkeit auch mittels Folgen
charakterisiert werden kann:

SATz 3.5 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Folgende Aussagen sind dquivalent:
1) f € F(D,K) ist stetig in g € D.
2) Es gilt lim,, . f(x,) = f(xg) fir jede Folge (x,) C D, welche nach xy konvergiert.
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BEWEIS. ,1) = 2)“ Zu e > 0 sei 6 = d(g,xp) so gewdhlt, dafl aus |z — x| <
die Abschétzung | f(x) — f(xg)| < € folgt. Wegen lim,, o, z,, = xo gibt es einen Index
N(9), soda |z, — xo| < § und somit auch |f(x,) — f(z)| < € fiir alle n > N(e)
zutrifft.

»2) = 1) Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, f sei in xy € D nicht
stetig, dh.

Jeg > 0V6 Jzs € D: |xs — xo| <IN |f(zs5) — fx0)] > €0-
Lassen wir ¢ ein Nullfolge durchlaufen, etwa (+),>1, erhélt man eine Folge () mit

|2, — 20| < £ und |f(z,) — f(20)| > € fiir alle n € N, dh. es gilt
lim x, = xg, aber f(z,) /4 f(xo).

n—oo

O

Insbesondere ist also die Stetigkeit einer Abbildung f eine hinreichende Bedingung
fiir die Vertauschbarkeit von Grenziibergang und Abbildung: Falls f stetig ist und
(x,) konvergent ist, dann gilt

lim f(z,) = f(limx,).

KOROLLAR 3.6 (Unstetigkeitskriterium). f € F(D,K) ist nicht stetig in zp € D
genau dann, wenn es (mindestens) eine Folge (z,,) C D gibt mit lim,, . 2, = 2o und

f(@n) 7 f (o).
Héaufig treten zwei Situationen auf, welche die Unstetigkeit einer Funktion an einer
Stelle x¢ € D implizieren:

e Es existiert eine gegen xo konvergierende Folge (z,,) C D mit lim,, . f(2,) #

f (o).

e Es gibt zumindest zwei Folgen (), (y,) C D mit lim,, o x, = lim, o Yy, =
zo und lim,, . f(2,) # lim, oo f(Yn)-

SATZ 3.7. Folgende Funktionen in F(D,R) sind stetig:
(1) konstante Funktion x> a

(2) Potenzfunktion r—a", neN (Satz 2.1)
(3)  Wurzelfunktion r— Yz, neN (Satz 2.2)
(4) Ezponentialfunktion x+— a”, (Satz 2.7)
(5) Betragsfunktion x|z, (Satz 11-3.11-d)
BeispIEL 3.8. (Dirichlet Funktion)
R—R
d: 0 z€Q
T
1 2¢Q

d ist fiir alle x € R unstetig, denn jede 9-Umgebung von x enthélt sowohl rationale
als auch irrationale Zahlen.
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Im folgenden Beispiel ist die Anschauung wenig hilfreich bei der Diskussion der Ste-
tigkeit und analytische Methoden sind unumggnglich:

BEISPIEL 3.9. Wir betrachten die Abbildung

R—R
f: ¢ 2—0 2¢Q
xl—>é x—q, p € Z,q € N teilerfremd

Wir betrachten zuerst eine rationale Stelle xq = po (po, qo teilerfremd) und die Folge
(xn) CR\Q, z, = 2o + ;\/5, n € N. Es ist hrnn_,oo T, = o, aber lim, ., f(z,) =
0 # qio = f(xo), d.h. f ist an jeder rationalen Stelle unstetig.

Es sei nun z irrational, also f(zg) = 0. Zu & > 0 wihlen wir N so, dal < e. Im
Intervall (—% + o, % + 1) gibt es nur endlich viele rationale Zahlen §7 deren Nenner
q kleiner ist als N. Wir wihlen nun

1
5:min{|x0—§|:p€Z,q€N,q<N,|x0—z—9| <—}.

Der Nenner ¢ jeder rationalen Zahl £ mit |zg — —] < 0 muB also zwangslaufig grofier
(mindestens gleich) N sein. Somit gilt auch

Lol e flirop=2
_ — —!4 N q’
/(@) = fao)] = | (@) {0 SN el
Diese Funktion ist also an jeder irrationalen Stelle stetig. Die Abbildung dieses Bei-
spiels weist somit ein sehr komplexes Verhalten auf: sowohl die Menge der Stetig-
keitsstellen, als auch die Menge der Unstetigkeitsstellen liegen dicht in R! Ein an-
derer Beweis der Stetigkeitseigenschaften dieses Beispiels kann auch auf folgender
Beobachtung aufgebaut werden:

LEMMA 3.10. Es sei £ € R\ Q und (r,) C Q mit fl’—:, Pn € Z, q, € N teilerfremd.
Dann gilt:
lim r, =& = lim ¢, = ©

n—oo

SATZ 3.11. Es seien f,g € F(D,K) stetig in vqg € D und A € K. Dann sind auch die
Funktionen f + g, A\f, fg und, falls g(x¢) # 0, auch 5 stetig in xq.

BEWEIS. Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Folgenkriterium 3.5 und den Re-
chenregeln fiir Grenzwerte Satz IV-2.1. Bei der Diskussion von i beachte man, daf3

aus g(zo) # 0 und der Stetigkeit von g an der Stelle z( folgt, daﬁ g sogar in einer
ganzen 6-Umgebung von xy ungleich Null ist. O
KOROLLAR 3.12. Polynome und rationale Funktionen sind stetig.

SATZ 3.13. Es seien f € F(D,K), g € F(E,K), bildf C E und xy € D. Ist f
stetig in xqo, g stetig in f(xo), dann ist g o f stetig in xo. Insbesondere ist somit die
Verkniipfung stetiger Funktionen stetig.
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BEWEIS. Essei (z,) C D konvergent nach zy. Es folgt lim,, . f(x,) = f(zo) und
daher auch lim, .o (g0 f)(zn) = lim, o0 g(f(20)) = 9(f(0)) = (g © f)(z0). O

Dieser Satz ermoglicht es, aus der bereits bewiesenen Stetigkeit elementarer Funktio-
nen auf die Stetigkeit auch komplizierter, zusammengesetzter Funktionen zu schlieflen:

BEISPIEL 3.14. Wir betrachten die Abbildung f: x — +/1 — 2z — 322, n gerade.
f 148t sich auffassen als Komposition von g: x — 1 — 2z — 3z und h: z — /.
Es ist defg = R, bildg = (—o00,3] und defh = R*. Der Definitionsbereich von
f = hog ist nach Definition [-6.8 charakterisiert durch die Bedingungen x € def g und
g(z) € def h, dh. z € def f genau dann, wenn 1—2z—32% = (14z)(1—3z) > 0. Somit
folgt def f = [—1,3]. Aus der Stetigkeit von h und g, genauer der Einschréinkung

G = Glaef 7, folgert man mit Satz 3.13 die Stetigkeit von f.

Der Satz von der Stetigkeit der Verkniipfung stetiger Funktionen ist nicht umkehrbar:
Aus der Stetigkeit der Verkniipfung kann nicht auf die Stetigkeit der Teilfunktionen
geschlossen werden. Als Beispiel betrachtet man die zusammengesetzte Funktion dod,
wobei d die Dirichletfunktion aus Beispiel 3.8 bezeichnet.

4. Zwischenwertsatz

Im folgenden untersuchen wir reelle Funktionen, deren Definitionsbereich ein Intervall
ist. Wir beginnen mit einer Charakterisierung von Intervallen.

SATZ 4.1. Es sei A C R und A # 0. Aquivalent sind folgende Aussagen:

a) A ist ein Intervall.
b) Mit je zwei Punkten von A liegt auch deren Verbindungsstrecke in A, d.h.
Ve,ye A:x <y=[z,y] C A.

BEWEIS. a = b trivial
b = a: Wir unterscheiden vier Fille, je nachdem ob A nach unten oder nach oben
beschrénkt ist oder ob dies nicht der Fall ist.
Fall 1: A ist beschrankt nach unten, unbeschréinkt nach oben. Wir zeigen, dafl in
diesem Falle A ein Intervall des Typs (o, 00) oder [, o0) ist, & = inf A. Da « eine
untere Schranke von A ist, folgt A C [, 00). Die Behauptung folgt dann aus der
Inklusion (a,00) C A. Es sei also r € (a,00) beliebig gewihlt. Nach Satz 11-6.4
(modifiziert fiir inf) gibt es ein @ € A mit o < a < r. Andererseits ist A nach oben
unbeschrankt, somit gibt es b € A mit r < b, also a < r < b. Aus der Bedingung b)
folgt [a,b] C A und somit a fortiori auch r € A.
Fall 2: A ist beschrinkt nach oben, unbeschrankt nach unten. Dies 148t sich durch
Ubergang auf die Menge -A auf Fall 1 zuriickfiihren.
Fall 3: A ist beschrankt. Analog zum Fall 1 zeigt man, dafl mit o := inf A und
(B :=sup A die Inklusionen

(0, 8) C A Ca, f]
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gelten. Somit ist A eines der Intervalle (o, 3), (o, 3], [, B) oder [«, [3].
Fall 4: A ist nach oben und unten unbeschréinkt. Fiir alle r € R gibt es dann a,b € A,
a < b, mit r € [a,b] C A. Somit ist A =R. 0O

Wir zeigen nun, daf eine stetige, reelle Funktion, die in den Endpunkten eines abge-
schlossenen Intervalles Werte verschiedenen Vorzeichens annimmt, in diesem Intervall
mindestens eine Nullstelle besitzt.

SATZ 4.2. Es sei I = [a,b], —o0o < a <b< oo, f e C(I,R) und f(a)f(b) <0. Dann
gibt es ein o € (a,b) mit f(a) = 0.

BEWEIS. Wir nehmen an, es sei f(a) > 0 und f(b) < 0 (anderenfalls geht man
von f auf —f iiber). Die Menge A = {z € [a,b] : f(x) > 0} ist nicht leer (a € A) und
beschrénkt, somit existiert o = sup A. Es sei (2,,),>1 C A eine Folge mit lim,,_,» x,, =

«, dann gilt o € I. Das Supremum « liegt aber sogar in A. Aus f(z,) > 0, n € N,
folgt ndmlich mit Satz IV-2.5 und 3.5

Fla) = f(Jim @) = lim f(z,) = 0.

Wegen f(b) < 0 ist insbesondere o« < b und f(y) < 0 fiir alle y € (o, b]. Ist daher
(Yn)n>1 C (a,b] eine Folge mit lim,, o yn = a, mufl notwendigerweise auch f(a) =
lim f(y,) < 0, insgesamt also f(«) = 0 gelten. O

Wir erweitern nun die Anwendbarkeit dieses Satzes auf beliebige Intervalle.

SATZ 4.3 (Zwischenwertsatz). Fs sei I C R ein Intervall und f € C(I,R). Dann ist
f(I) ein Intervall.

BeEWEIs. Es sei z,y € bild f, < y. Nach Satz 4.1 geniigt es, [z,y] C bild f
nachzuweisen. Zu diesem Zweck wihlen wir k£ € R mit x < k < y. Wegen z,y € bild f
gibt es a,b € I mit = f(a) und y = f(b). Da 2 # y und f eine Funktion ist, gilt
a # b. Wir bezeichnen nun mit J das abgeschlossene Intervall mit den Endpunkten a
und b. Da I ein Intervall ist, folgt J C I. Wir definieren nun g € F(J,R) durch

JJ—R
a r— f(z)—k.

Da f|; stetig ist, ist auch g stetig. Dariiberhinaus erfiillt g die Bedingungen

gla) = fla) —k=2—-k <0,

g(b) = f(b) —k=y—k>0.
Satz 4.2 sichert die Existenz von ¢ € J mit g(c¢) = 0. Das bedeutet aber f(c) = k, dh.
k € bild f. 0

Es ist leicht, Beispiele zu finden, die belegen, dafl man beim Zwischenwertsatz weder
auf die Stetigkeit von f, noch auf die Voraussetzung, daf I ein Intervall ist, verzichten
kann.
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KOROLLAR 4.4. Es sei I C R ein Intervall und f € C(I,R). Fiir alle z € I sei
f(z) # 0. Dann ist entweder bild f € R* \ {0} oder bild f C R~ \ {0}.

BEwEIs. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: Es gelte also
bild f € R\ {0} Abild f ¢ RT\ {0} Abild f ¢ R™\ {0},

dh. es gibt a,b € I mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz wire
0 € bild f im Widerspruch zu bild f € R\ {0}. Dies zeigt bild f € R*\ {0}UR™\ {0}.
Da diese beiden Mengen disjunkt sind, folgt die Behauptung. 0

5. Stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen, beschrinkten Intervall

SATZ 5.1. Es sei I = [a,b], —00 < a < b < oo, und f € C(I,R). Dann ist bild f ein
abgeschlossenes, beschrinktes Intervall.

BEWEIS. Wegen des Zwischenwertsatzes wissen wir bereits, daf§ bild f ein Inter-
vall ist. Wir zeigen zuerst die Beschranktheit von A := {|f(z)|: x € I}. Dies hat
die Beschréinktheit von bild f zur Folge. Angenommen, A wére unbeschrankt, dh.
es existiert eine Folge (x,) C I mit |f(z,)| > n fiir alle n € N. Die Folge (z,,) ist
beschriankt und besitzt daher nach dem Satz von Bolzano Weierstrass 1V-3.5 eine
konvergente Teilfolge (Tym))n>1- Bs sel & = lim, oo Tpm). Wegen a < z,0) < D,
n € N, folgt « < z < b, dh. x € I. Aus der Stetigkeit von f ergibt sich dann
f(x) = lim,—. f(Tpm), dh. die Folge (f(zym))) ist konvergent, also notwendiger-
weise beschrénkt. Das ist aber ein Widerspruch zu |f(z4m))| > ¢(n), n € N, und
lim, o ¢(n) = co. Es sei @ € R etwa der linke Randpunkt des Intervalls bild f,
dh. @ = inf f. Wir zeigen a € bild f. Dazu wéhlen wir eine Folge (yn)n>1 C bild f
mit lim, oy, = «. Dadurch wird eine weitere Folge (2,),>1 C I mit f(z,) = y,
bestimmt. Wie im Nachweis der Beschrédnktheit von bild f schliefen wir auf die Exi-
stenz einer Teilfolge (2,(n)) mit = 1= lim, oo Tym) € 1. Aus f € C(I,R) folgt dann
wieder o = limy, o0 Yn = My o0 Yo(n) = liMyooo f(Tpm)) = f(2), dh. a € bild f. O

DEFINITION 5.2. Es sei f € F(D,R).
i) a € R heifft Maximum von [ auf D, max f, l<):>fa = max{bild f},
€

f nimmt in xy das Mazimum an, wenn f(zg) = max f.
ii) B € R heifst Minimum von [ auf D, min f, ﬁfﬁ = min{bild f},
e

f nimmt in yo das Minimum an, wenn f(yo) = min f.
Man nennt zy bzw. o Maximal- bzw. Minimalstelle von f.

KOROLLAR 5.3 (Weierstrafl). Eine stetige Funktion nimmt auf einem abgeschlos-
senen, beschrinkten Intervall Maximum und Minimum an.

BEWEIS. Es sei f € C(D,R) und [a,b] C D. Dann ist auch f|,y stetig. Nach
Satz 5.1 ist bild f|, 5 = [m, M| fiir passende m, M € R, m < M. Ist also m = f(x),
M = f(x1>a To, X1 € [avb]v dann gllt fiir alle g € [Cl,b]i f(xﬂ) < f(g) < f(xl) 0
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KOROLLAR 5.4. Es sei a,b € R, a < bund f € C([a,b],R). Gilt f(z) > 0 fiir alle
x € [a,b], dann gibt es eine Konstante m > 0, sodafl f(x) > m ist fiir alle z € [a, b]
(man sagt ,, f ist von Null weg beschrinkt “).

Beweis. Esist bild f = [m, M| = [f(z1), f(x2)] fiir geeignete x1, x2 € [a,b]. Nach
Voraussetzung ist f(z1) =m > 0. O

6. Monotonie und Stetigkeit

Die Charakterisierung des Bildbereiches einer stetigen monotonen Funktion auf einem
Intervall ist besonders einfach.

SATZ 6.1. Es sei I C R ein Intervall mit den Randpunkten a = inf I und b = sup I und
f € C(I,R) monoton. Dann ist bild f ein Intervall mit den Randpunkten o = inf f
und 3 = sup f. Ist f sogar streng monoton wachsend, dann sind I und f(I) Intervalle
vom selben Typ, also

acebildfsael und [febildf<sbel

Eine analoge Aussage gilt fiir streng monoton fallende Funktionen.

BEWEIS. Da f stetig ist, ist bild f ein Intervall (Zwischenwertsatz). Der weitere
Beweis verlauft vollkommen analog zum Beweis von Satz 4.1: Man weist die Inklusion
(o, 8) C bild f C [a, B3] nach (mit geeigneten Modifikationen falls o, 3 € R). Es sei
nun f streng monoton wachsend und bild f links abgeschlossen, dh. o = inf f € bild f.
Somit gibt es ein a € I mit f(a) = . Wegen der Injektivitat von f folgt

Vyel:y#a= f(y)> fla),
und da f~! ebenfalls streng monoton wichst ergibt sich
Vyel:y#a=y>a, dh. a = minl.

I ist somit links abgeschlossen. Umgekehrt setzen wir nun diese Eigenschaft fiir [
voraus, dh. ¢ = min /. Somit gilt f(z) > f(a) fiir alle x € I, dh. bild f ist links
abgeschlossen. Die Behauptung, dafl die rechten Randpunkte von bild f und I beide
entweder zu bild f bzw. I gehtren oder nicht, kann analog bewiesen werden. 0

SATZ 6.2. Es sei I C R ein Intervall und f € F(I,R) monoton. Istbild f ein Intervall,
dann ist f stetig.

BEwWEIS. O.B.d.A sei f monoton wachsend. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis
und nehmen daher an, dafl zwar bild f ein Intervall ist, es aber eine Stelle z¢ € I gibt,
an der f nicht stetig ist, dh. es gibt eine Folge (z,) C I mit

lim @, = zo und f(z,) # f(x0).

n—oo

Es existiert daher ey > 0, soda$ |f(x,) — f(z0)| > €o fiir alle n € N gilt (warum darf
man ,,>“ behaupten?). Es gibt also eine Teilfolge (7,(,)) C (25), die einer der beiden
Bedingungen

f(Tomy) < fz0) — €0 < f(wo) oder f(xo) < f(wo) + 0 < f(Tpmy),n €N,
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geniigt. Es sei z.B. die zweite erfiillt. Da bild f ein Intervall ist, muf} [f(zo), f(z41))] C
bild f und daher erst recht f(zq)+co € bild f gelten. Es gibt also £ € I mit f(xg)+eo =
f(&). Aus f(zo) < f(§) < f(Tpm)), n € N, folgert man wegen der Monotonie von f,
daBl g < § < zym), n € N, zutreffen muf, also gilt auch zo < § < limxy,) = z0, ein
Widerspruch.

Dieses Resultat trifft auch fiir Funktionen zu, die nicht auf einem Intervall definiert
sind.

Satz 1.8 zeigt, daf} die strenge Monotonie einer Funktion hinreichend (wegen Bei-
spiel 1.9 aber nicht notwendig) ist fiir deren Injektivitdat. Im Raum der stetigen Funk-
tionen allerdings ist diese Bedingung sogar notwendig.

LEMMA 6.3. Es sei I = [a,b], —00 < a < b < 00. Jede stetige, injektive Abbildung
f: I — R ist streng monoton.

BEWEIS. Wegen der Injektivitat von f ist f(a) # f(b). Wir nehmen an, es sei
f(a) < f(b) (anderenfalls ersetzt man f durch —f).
1. Schritt: f(a) < f(z) < f(b) fur alle € (a,b). Angenommen, es gébe ein £ € (a,b)
mit (&) < f(a) oder f(&) > f(b). Wir betrachten zuerst den Fall f(£) < f(a). Da
f injektiv ist und £ > a, mufl f(£) < f(a) gelten. Somit ist f(a) ein Zwischenwert
der stetigen Funktion f| . Der Zwischenwertsatz fiir f|jy sichert die Existenz von
n € (&b) mit f(n) = f(a). Wegen a < & < n ergibt sich ein Widerspruch zur
Injektivitat von f, es muf} also f(a) < f(x) fiir alle = € (a, b) gelten. Analog schliefit
man die Moglichkeit f(£) > f(b) aus.
2. Schritt: z < y = f(x) < f(y) fur alle z,y € [a,b]. Die Behauptung ist wahr
fiir x = a, y = b. Sie ergibt sich in den Féllen r = a <y < b,a <x <y =1>
aus Schritt 1. SchlieBlich sei ¢ < x < y < b. Fiir das Tripel a < y < b folgt mit
Schritt 1: f(a) < f(y) < f(b). Ersetzt man somit in Schritt 1 f durch die stetige
Funktion f := [ljay folgt aus a < x < y die Ungleichung f(a) < f(x) < f(y), dh.
fla) < f(x) < f(y). [

Wir erweitern nun den Giiltigkeitsbereich dieses Ergebnisses auf beliebige Intervalle:

SATZ 6.4. Es set I C R ein Intervall. Jede stetige, injektive Abbildung f: I — R st
streng monoton.

BEWEIS. Es sei 7,5 € I:r < s und 0.B.d.A f(r) < f(s) und somit f nach
Lemma 6.3) streng monoton steigend auf [r, s]. Es sei nun x,y € I und x < y Dann
ist f auf [min{r, 2}, max{s, y}] streng monoton steigend und somit f(z) < f(y). O

Im Raum der stetigen Funktionen, deren Definitionsbereich ein Intervall ist, sind
die injektiven Funktionen also genau die streng monotonen. Es ist naheliegend, die
Stetigkeit der Umkehrfunktion zu untersuchen. Es ist ein iiberraschendes Resultat,
dafl in diesem Falle die Stetigkeit von f~! automatisch gesichert ist (unabhingig von
der Stetigkeit von f).
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SATZ 6.5 (Satz von der Umkehrfunktion). Es sei I C R ein Intervall und f € F(I,R)
streng monoton. Dann existiert die Umkehrfunktion f~1: bild f — I, f~! ist streng
monoton (im selben Sinne wie f) und stetig.

BEWEIS. Satz 1.8, 6.2. 0

KOROLLAR 6.6. Die Logarithmusfunktionen und somit auch die allgemeinen Potenz-
funktionen sind stetig.

Oft findet man eine schwichere Formulierung des Umkehrsatzes.

SATZ 6.7. Es sei I C R ein Intervall und f € C(I,R) injektiv. Dann ist f~1: bild f —
I stetig.

BEWEIS. Satz 6.4, 6.5. O

Der Satz von der Umkehrfunktion zeigt, dafl einzig der Umstand, dafl def f kein Inter-
vall ist, verhindern kann, dafl die Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion
stetig ist.

BEISPIEL 6.8.
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Die Bedingung ,,def f ist ein Intervall® ist jedoch keineswegs notwendig fiir die Ste-
tigkeit von f~1: Wir dndern Beispiel 6.8 geringfiigig ab:

=, x €[0,1), IR 2 x €[0,1),
f<x)_{1+§:c, vepd, ($)_{2x—2, ze[2,3).

Man beachte, dal f~!(z) stetig ist und streng monoton wiichst.
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7. Grenzwerte reeller Funktionen

In diesem Abschnitt prézisieren wir die Vorstellung, dal die Funktionswerte einer
Abbildung f einem Wert F' | beliebig® nahekommen, wenn das Argument x gegen
eine feste Stelle x riickt. Dazu benétigen wir den Begriff des Haufungspunktes einer
Menge.

DEFINITION 7.1. D C K, D # 0.

2o € K heifst Haufungspunkt von D l()z)fV& >03dreD:0< |z —m| <e.
€

Ein Héaufungspunkt xq von D ist also dadurch charakterisiert, dal in jeder e-
Umgebung von xy ein von xy verschiedenes Element von D liegt. Lait man € eine
Nullfolge durchlaufen, ergibt sich eine weitere Charakterisierung.

LEMMA 7.2. D C K, D # (). g € K ist ein Hiaufungspunkt von D genau dann, wenn
es eine Folge (x,) C D\ {xo} gibt, die gegen x¢ konvergiert.

Ein Haufungspunkt einer Menge mufl selbst nicht in dieser Menge liegen: z.B. ist
x = 0 Haufungspunkt von (0, 1]. Jeder Punkt eines Intervalles I, das zumindest zwei
verschiedene Elemente enthélt, ist ein Haufungspunkt von I. Eine endliche Menge
besitzt keine Haufungspunkte. Der Grenzwert einer konvergenten Folge (x,,) ist nicht
automatisch zugleich ein Haufungspunkt der Folge. Man betrachte etwa eine Folge
(x,) mit x, = a, n € N, und beachte {z,,: n € N} = {a}. Zur Unterscheidung
bezeichnet man in der Literatur oft Elemente ¢ € K, welche als Grenzwert einer
konvergenten Teilfolge einer Folge (x,) moglich sind, als Haufungswerte der Folge
(). Sind unendlich viele Glieder einer derartigen Teilfolge von £ verschieden, dann
ist £ natiirlich auch ein Haufungspunkt von (x,,) (genauer: von {z,,: n € N}).
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Wir betrachten nun die beiden Abbildungen f, g € F(R\{0},R), f(x) = ] g(x) = %
und versuchen das qualitativ verschiedene Verhalten von f und ¢g an der Ausnahme-
stelle zo = 0 zu beschreiben. Man beachte, dafl die Ausnahmestelle ein Haufungspunkt
des Definitionsbereiches von f bzw. g ist.

DEFINITION 7.3. Es set D C K, ferner sei vy € K ein Hdufungspunkt von D und
feF(D,K).
i) F € K heifst Grenzwert von f an der Stelle xo € K (f(x) konvergiert nach

F fir x gegen x), F = lim,_,, f(z) [<):>f
€

Ve>036>0Ve e D:0< |z —x0| <d=|f(x)—F|<e.

Fiir reelle Funktionen, K = R, definieren wir auch einseitige Grenzwerte:
ii) L € R heifit linksseitiger Grenzwert von f an der Stelle xy € R, L =
lim f(x)Bi)fV€>OE|5>OV:U€D:O<x0—x<(5=>]f(x)—L]<€,
€

T—Ty

iii) R € R heifit rechtsseitiger Grenzwert von f an der Stelle vo € R, R =
lim, .+ f(x) ﬁfV€>035>OVx€D: O<z—x0<0=|f(x)— R|<e,
€

iv) Schreibweise: f(zy) = lim,_ - f(z), flzg) = lim,_,,+ f(z) oder auch
f(‘ra) i= limg g, f(:[‘), f(x(—Ji_) = limg |4, f(ZE)

Wie in Satz [V-1.5 weist man die Eindeutigkeit dieser Grenzwerte nach. Man beachte,
daB es in dieser Definition vollkommen bedeutungslos ist, ob f an der Stelle x( defi-
niert ist. Wenn ¢ in D liegt, dann spielt der Funktionswert f(x() keine Rolle bei der
Berechnung des (einseitigen) Grenzwertes. Leicht rechnet man nach, dafl im vorigen
Beispiel lim, o+ f(z) = 1, lim,_o- f(z) = —1 und lim, ¢+ g(z) = lim, ,o- g(x) =0
ist. Wir wéren zu demselben Ergebnis gelangt, hitte man z.B. f(0) = 0 und ¢(0) =1
vereinbart.

Man kann die eben eingefiihrten Grenzwerte einer Funktion auch durch Folgen cha-
rakterisieren (wir beschrianken uns auf K = R).

SATZ 7.4. Es sei D C K, f € F(D,K) und zo € K ein Hiufungspunkt von D.
) F'o= lim, ., f(z) & ¥Y(x,) < D\ {z}: limpwz, = 29 =

lim, .o f(z,) = F.
Fir K=1R gilt ferner

i) L = limxﬁra flz) & ¥Y(z,) C DN (—o0,x0): lim, ooz, = 9 =
lim, . f(z,) = L.

R = lim, flz) & Y(z,) C DN (x9,00): limpooxp, = 9 =
lim,, . f(z,) = R.

BEWEIS. Man vergleiche den Beweis zu Satz 3.5 U

LEMMA 7.5. Es sei D C R, f € F(D,R) und zy € R ein Hiufungspunkt von D.
Aquivalent sind:
1) Es existiert lim, .., f(z).
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2) Es ezistieren der rechts— und linksseitige Grenzwert und sie sind gleich, d.h.

flag) = f(zg)-

BEWEIS. ,, = Es seien (z,) C DN (—00,z0) und (y,) C D N (zg, 00) konvergen-
te Folgen mit x, — xp und y, — x9. Nach Voraussetzung gibt es ein /' € R mit
F =1lim, . f(z,) = lim,—oo f(yn) (Satz 7.4).

»,<=" Es bezeichne I’ den gemeinsamen Wert des links- und rechtsseitigen Grenzwer-
tes von f und (z,) C D \ {zo} eine beliebige nach xy konvergierenden Folge. Sind
nur endlich viele Glieder dieser Folge kleiner bzw. grofler als xg, folgt unmittelbar
lim, o f(x,) = F. Sind unendlich viele Glieder der Folge () kleiner und unendlich
viele groBer als xy bildet man die beiden Teilfolgen (z4()) C (zn), (Tywm)) C (@n),
in welche genau die Folgenglieder mit ) < o9 bzw. Typ) > 79 aufgenommen

werden. Wegen limy, .o Ty = limy, o0 Tyn) = 7o folgt aus der Voraussetzung so-
mit lim, oo f(@pm)) = lim, o f(@pm)) = F und daraus auch die Konvergenz von
(f(@n))- O

Wie bei Folgen kann man die blofle Existenz eines (einseitigen) Grenzwertes ei-
ner Funktion feststellen, ohne bereits seinen Wert vermuten zu miissen. Wir be-
schrianken uns auf den Grenzwert und iiberlassen die notwendigen Modifikationen
fiir einseitige Grenzwerte dem Leser. Wir erinnern an die Schreibweise Us(zy) =
{z € R: |z — xo| < I}.

SATZ 7.6 (Cauchykriterium). Es sei D C K, f € F(D,K) und zo € K ein
Haufungspunkt von D. Die Funktion f € F(D,R) hat in xy genau dann einen Grenz-
wert, wenn folgendes gilt:

(%) Ve > 030 > 0Vx,Z € D: x,% € Us(xg) \ {zo} = | f(z) — f(2)] <e.

BEWEIS. ,,=“ Man kopiere den Beweis von Satz IV-3.7.

,<="“ Es sei (z,) C D konvergent gegen xo. Zu € > 0 sei 6 = 6(¢) durch die Cauchy
Bedingung (x) festgelegt. Wegen lim,, ., ©,, = 2o gibt es einen Index Nj, soda$ z,, €
Us(xo) fiir alle n > Ny zutrifft. Somit gilt nach (%) auch |f(z,) — f(z,)| < € fir alle
n,m > Ng, dh. (f(z,)) ist eine Cauchy Folge und besitzt daher einen Grenzwert F,
der allerdings noch von der Wahl der Folge (x,,) abhéngen kénnte. Wir zeigen jedoch:
F ist der Grenzwert von f an der Stelle xg. Fiir x € Us(xg) \ {xo} ergibt sich ndmlich
wieder mit ()

|f(x) = F| <|f(x) = flzn,)| + | flzn,) — F| < e+e = 2e.

O

Ohne Beweis teilen wir mit, daf fiir das Rechnen mit Grenzwerten bzw. einseitigen
Grenzwerten von Funktionen Rechenregeln gelten, die analog sind den Regeln fiir
stetige Funktionen:
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Regel I: Gilt lim,_.,, f(z) = a, lim,_,, g(z) = (3, so gilt auch
lim (£(a) + g(a)) =+
Jim f(z)g(x) = ap,

o T _«a
M —p T

Regel II: Es seien f € F(D, E), g € F(E,K), bild f C F C K und zy € K. Weiters
gelte lim, .., f(z) = @ und g sei stetig in . Dann gilt

T (g0 )(z) = gl).

Regel III: Die Abbildungen f, g € F(D,K) mogen Grenzwerte in zo € D besitzen.
Gilt f(z) < g(x) fiir alle  # ¢ aus einer Umgebung von zy, dann folgt

lim f(z) < lim g(z).
T—T0 T—T0

SATZ 7.7. Eine beschrinkte monotone Funktion f: (a,b) — R besitzt an jeder Stelle
xg € [a,b] alle einseitigen Grenzwerte, welche sinnvoll sind.

BeEwEIs. Wir betrachten eine monoton wachsende Funktion f und zy € [a,b).
Wegen der Beschriinktheit von f existiert a = inf{f(z): x > x¢}. Wir zeigen f(z{) =
a. Zue > 0 gibt es £ € (xg,b] mit a < f(§) < a+ €. Aus der Monotonie von f folgt
fir alle z € (20, §):

a< flx) < f(€) <a+e, dh |f(z) — o] <e.
Analog zeigt man die Existenz des linksseitigen Grenzwertes in zq € (a, b]. O

Wegen der Analogie der Definition des Grenzwertes von f an einer Stelle xg und der
Definition der Stetigkeit ist es weiter nicht {iberraschend, dafl zwischen diesen beiden
Konzepten ein enger Zusammenhang besteht:

SATZ 7.8. Eine Abbildung f: [a,b] — K ist an der Stelle xy € [a,b] genau dann stetig,
wenn lim,_,, f(x) = f(xo), dh. lim, - flx) = lim,, .+ f(x) = f(xo) gilt.

In den Randpunkten des Intervalles ist natiirlich nur einer der beiden einseitigen
Grenzwerte sinnvoll.
Eine Abbildung f: [a,b] — K ist an einer Stelle zy € [a, b] daher genau dann unstetig,
wenn einer der folgenden Félle vorliegt:

e 1, ist eine hebbare Unstetigkeit: f(zd) = f(xy) # f(z0).

e 1, ist eine Sprungstelle: f(x{) # f(zg).

e 1, ist eine Unstetigkeit 2. Art: mindestens einer der beiden einseitigen

Grenzwerte existiert nicht.

Manchmal ist es sinnvoll, nur einseitige Annéherungen an zy zuzulassen, z.B. wenn
xo ein Randpunkt von D ist. Dies motiviert folgende Modifikation des Stetigkeitsbe-
griffes:
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DEFINITION 7.9. Es sei I C R ein Intervall und f € F(I,K).
[ heifit linksseitig (rechtsseitig) stetig in xy € I ﬁf fli=osozoint (flizo,o0int) ist
e

stetig in xg.
Wir erhalten aus Satz 7.8:

KOROLLAR 7.10. Es sei I C R ein Intervall und f € (I, K).
i) f ist linksseitig (rechtsseitig) stetig in zo € I genau dann, wenn limgcha flz) =

f (o) (hmx_mg f() = f(x0)).

ii) f ist stetig in 2y genau dann, wenn f linksseitig und rechtsseitig stetig in xq ist.

Betrachten wir die Abbildungen

R—R R—R
foofg @ #0. g qf A0,
O, ZL‘ZO ]_, I‘:O

so hat f in z = 0 eine Sprungstelle und g eine hebbare Unstetigkeit. Diese Bezeich-
nung riithrt daher, daf§ man durch geeignete Abénderung des Wertes von ¢ in x0 die
Unstetigkeit in 0 beheben kann (im Beispiel: g(0) := 0).

Wir sind nun auch in der Lage folgendes Problem zu 16sen: Es sei f € C'(D,K) und

xo ein Haufungspunkt von D, xy ¢ D. Gibt es eine stetige Fortsetzung F' von f auf
DU {513'0}, dh. F € C(D U {xo},K) und F|D = f{?

SATZ 7.11. Es sei f € C(D,K) und zo ein Hiufungspunkt von D, xo & D. f besitzt
genau dann eine stetige Fortsetzung F auf D U {xo}, wenn der Grenzwert von f an
der Stelle xy existiert. Die stetige Fortsetzung ist eindeutig bestimmit:

DU{zo} = R
F: IHf(.T), I'GD,
r— lim f(z), ==
T—x(

BEWEIS. ,,=“ Aus dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit von F' an x( ergibt
sich die Existenz des Grenzwertes von f in zg: (z,) C D, und lim, .., x, = xo =
limy, oo F'(z,) = lim, oo f(z,) = F(x0). Da der Grenzwert von f in z, eindeutig
bestimmt ist, folgt damit auch die Eindeutigkeit der Fortsetzung.

,<=" Es existiere nun umgekehrt der Grenzwert von f an der Stelle zy und (x,,) C
D U {xo} konvergiere gegen xy. Es geniigt, die Stetigkeit von F' in xy nachzuweisen.
Dies gelingt, indem man die Folge (z,) in zwei Teilfolgen (z,(»)) und (zy)) zerlegt
mit Ty 7 2o und Ty = xo fiir alle n € N. Die Folge (f(zy(,))) konvergiert gegen
lim, .5, f(2) nach Voraussetzung, (F(xy))) ist eine konstante Folge. O

Nach Lemma 2.4 ist jede reelle Zahl ein Haufungspunkt von Q. Eine unmittelbare
Konsequenz des vorigen Satzes ist also, dafl eine auf D C R stetige Funktion durch
ihre Werte auf Q N D bereits eindeutig festgelegt wird:
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KOROLLAR 7.12. Es sei I C R ein Intervall und f,¢g € C(I,R). Stimmen f und g auf
I N Q iiberein, dann gilt bereits f = g.

LaBt im vorigen Satz x¢ nur eine einseitige Approximation durch Werte in D zu (z.B.
wenn zo ein Randpunkt des Definitionsbereiches ist), kommt als Funktionswert von
Fin x( natiirlich nur der entsprechende einseitige Grenzwert von f in Frage.

BEISPIEL 7.13. Wir betrachten die Funktion

Auf R\ {1} ist f(z) = x 4+ 1 und somit lim,_; f(x) = 2. f 1aBt sich also stetig auf
R fortsetzen, wenn wir f(1) = 2 vorschreiben. Die Fortsetzung F' ist die Abbildung
T x+ 1.

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei Erweiterungen des Grenzwertbegriffes:

DEFINITION 7.14. Es sei f € F(D,R), D C R, nach oben unbeschrdinkt.
L € R heifft Grenzwert von f bei 0o, lim, ., f(z) <

Def
Ve>03EeRYzeD:x>E= |f(x)— L] <e.
Entsprechend definiert man den Grenzwert bei —oo.
BEISPIEL 7.15. lim, (v + 1 — y/z) = 0. Zum Beweis beniitzen wir die fiir 2 > 0

giiltige Abschétzung
1

1
ver+1—+vx= < .
Ve Vi+1l+yz 2z
Fiir > £ = 15 folgt damit [vo +1— /x| <e.

Die Untersuchung der Grenzwerte von f bei Unendlich kann durch die Substitution
T &= % auf die Untersuchung einseitiger Grenzwerte bei 0 zuriickgefiihrt werden:
Setzt man p(z) = f(2), falls L € def f, dann gilt lim, o f(x) = lime_o+ p(€).
DEFINITION 7.16. Es sei f € F(D,R) und xy € R ein Haufungspunkt von D. f hat
an der Stelle xo den uneigentlichen Grenzwert oo,

lim f(z) =00 VE>039 > 0Vr e D: 0 < |z —xo| <6 = flx) > &

T—T0

8. Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir wenden uns nun einer weiteren, iiberaus flexiblen Methode zu, aus bekann-
ten Funktionen neue Funktionen aufzubauen. Es sei (f,) eine Folge von Funktio-
nen auf D. Existiert fir alle x € D der Grenzwert lim, . f.(z), wird durch
f(z) = lim, o fu(z), x € D, eine Abbildung auf D erklédrt. Von Interesse sind die
Eigenschaften der Grenzfunktion, insbesondere wollen wir Bedingungen finden, die
gewihrleisten, dafl sich die Stetigkeit von f,, auf die Grenzfunktion iibertragt. Zuerst
untersuchen wir den angedeuteten Grenzprozef3:



144 V. REELLE FUNKTIONEN

DEFINITION 8.1. Es sei (fn)n>1 C F(D,R) eine Folge von Funktionen.

(fn) heifst punktweise konvergent gegen die Grenzfunktion f €

F(D,R), lim, .o fr. = f, .S
(D,R), iy fr = £ pu.

i) Ve € D: Flim,_ fn(T)
i) Ve € D: f(x) := lim, o fr(x)

Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes der Zahlenfolgen ( f,,(z)) ist auch die Grenz-
funktion eindeutig bestimmt. Aus der Definition folgt auch, daf§ die Funktionenfolge
(fn) genau dann punktweise konvergiert, wenn fiir alle x € D die Folge der Bilder
(fn(x)) eine Cauchy-Folge ist. Die Rechenregeln fiir Grenzwerte in R iibertragen sich
auf punktweise konvergente Funktionenfolgen.

BEISPIEL 8.2. (1) D =10,1}, fu(z) = 2™ Die Grenzfunktion ist
)]0, z€][0,1),
f(x)_{l, r=1.

Zum Beweis greift man auf Satz IV-1.10 zuriick. Man beachte, dafl f unstetig,
jedes f,, aber stetig ist. Wir merken an, daf 0 < 2" < e < 1 fiir alle z € [0, 1),
und fiir alle n > [{25] + 1 =: N(e,z) gilt. N(e, z) ist optimal.

log @
(2) D=10,2].

nr, x € [0,%],

fol@) =< 2—nz, ze (2]

0, z € (2,2

Es gilt: lim,, o f, = 0. Zum Beweis fixieren wir ein beliebiges x € (0, 2] und
bestimmen N, > 32? Fiir alle n > N, ist dann f,,(x) = 0. Je kleiner x gew#hlt
wurde, desto grofer ist also N,. Man beachte, dafl in diesem Beispiel sowohl
f, als auch jede approximierende Funktion f, stetig ist.

(3) D = R, fulz) = L[na], n € N (vgl. Satz 11-6.10). Wir behaupten:
lim,, .. f, =d. Fiir jedes n € N, x € R gibt es £k € N mit

k k+1
hr]=kek<nr<k+le -—<uz< +.
n n
Somitfolgtfijrase[%,%),5>0,
1 k 1
— folz)| = |z — — =lr—~|<=<e.
o= Fula)l = o — Hlna] | = e~ 5 < & <

Die letzte Ungleichung gilt fiir alle n > N(e) > % In diesem Beispiel sind die
approximierenden Funktionen f, unstetig, trotzdem ist die Grenzfunktion

stetig.
(4) D =R", f,(r) = 7% Die Abschitzung fiir alle z € R*, £ > 0
1 1
0§fn<x)<_ = < —<g,

“nl4+nr T n
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giiltig fiir n > N () > 1, zeigt lim, . f, = 0. In diesem Beispiel sind alle f,
und die Grenzfunktion f stetig.

Diese Beispiele illustrieren, dafl der punktweise Grenzwert stetiger Funktionen nicht
notwendig stetig sein mufl. Umgekehrt kann eine Folge unstetiger Funktionen einen
stetigen Grenzwert besitzen. Worauf lduft die Stetigkeit der Grenzfunktion an ei-
ner Stelle g € D eigentlich hinaus? Es sei (f,) <€ C(D,R), f = limf,,
(x,) C D: lim,, o x, = xo. Nach Satz 3.5 impliziert die Stetigkeit von f in xg:
f(zo) = limy_, f(2), dh.

f(zo) :khm [lim fn(a:k)] = lim [khm fn(xk)] = lim f,(zg).
Die Stetigkeit der Grenzfunktion wére also gewéhrleistet, wenn die Vertauschung der
beiden Grenzwerte gerechtfertigt wére. Eine hinreichende Bedingung dafiir ist nach
Satz IV-6.9 z.B. die gleichméflige Konvergenz der Folge (f,,(zx))n>1 beziiglich k. Dies
fithrt zu folgendem, stirkeren Konvergenzbegriff (vgl. Definition 1V-6.7):

DEFINITION 8.3. (fn)n>1 C F(D,R) sei eine Funktionenfolge und f € F(D,R).
(fn) heifit gleichmdfdig konvergent gegen die Grenzfunktion f, lim, .. fn = f,
glm., &

Def e > 03N(e) eNVz € DVn > N(e): |fa(z) — f(2)| <e.

Wir erinnern: Punktweise Konvergenz von (f,,) gegen f bedeutet
Ve >0Vx € D3AN(e,x) Vn > N(e,z): |fulz) — f(2)] <e.

Man beachte die Reihenfolge der Quantoren! Die Folge (f,,) konvergiert also gleich-
méBig genau dann, wenn ein Index N(¢) unabhéngig von x € D gefunden werden
kann, sodafl sémtliche Funktionswerte von f,,, n > N(¢), in einem , e-Schlauch® um
f liegen.

3

f+e

-3 . . . . . . . . .
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Die Folge (f,) konvergiert demnach nicht gleichméBig gegen f genau dann, wenn
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deg > 0V¥n € N3z, € D 3k > n: |fr(x,) — f(x,)] > o
=

(*) Feo > 03(fiom)) C (fn) (@) [ fom)(Tn) — f(20)] > €0

Betrachten wir die Funktionenfolgen in Beispiel 8.2: Die Folgen in (3) und (4) sind
gleichméBig konvergent, jene in (1) und (2) konvergieren nicht gleichméBig: Man ve-
rifiziere die Bedingung (*) mit folgender Wahl:
8.2-(1):ep =14, o(n) =n,z,=1—2,n>2

1 n 1 IV-Beispiel 3.4 ]
8.2-(2):e0 =13, p(n) =n, z, = =, n > 1: fy(z,) = 1.
In den folgenden Plots ist die nicht gleichméfiige Konvergenz in den Beispielen (1)
und (2), bzw. die gleichméBige Konvergenz in den Beispielen (3) und (4) deutlich
erkennbar:
Es ist klar, dafl als Grenzfunktion bei gleichmé&fliger Konvergenz nur jene Funkti-
on in Frage kommt, die durch die punktweise Konvergenz bestimmt wird. Wie bei
gewOhnlichen Zahlenfolgen kann auch die gleichméflige Konvergenz einer Funktio-
nenfolge durch eine Cauchy Bedingung charakterisiert werden. Diese hat wieder den
Vorteil, dafl ihr Nachweis nicht die Kenntnis der Grenzfunktion bereits voraussetzt.

SATZ 8.4. Es sei (fn)n>1 C F(D,R). Die Folge (f,) ist genau dann gleichmdifsig
konvergent, wenn (f,) eine gleichmiflige Cauchy Folge in F(D,R) bildet, dh.

(%) Ve >03dN(e) Ve € DVn,m > N(e): |fu(x) — fr(2)] < e.



8. FUNKTIONENFOLGEN UND FUNKTIONENREIHEN 147

09 —

0.8r 1 09

0.7f —_— B 08

06k = | 07h et

_ n=40 061
0.5 E— Ei

05t
04f — n=20
— 04t
0.3 .

I ™~ 03t n=4a

0.2t — — [ -
- 0.2 -7 B

0.1f _— 4 ,
_ o1t/

L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Beispiel 3 Beispiel 4

BEWEIS. ,=“ Man imitiere den Beweis zu Satz IV-3.7.
,<=" Es sei (f,) eine gleichméBige Cauchy Folge, insbesondere ist dann (f,(x)) fiir
jedes x € D eine Cauchy Folge in R, also konvergent. Wir bezeichnen den Grenzwert
mit f(z). Die Folge (f,) konvergiert also bereits punktweise gegen f. Wir weisen
nun die GleichméBigkeit der Konvergenz von f,, gegen f nach: H&lt man n und x in
der Cauchy Bedingung (%) fest, ergibt sich mit Hilfe von Korollar IV-2.6 (oder auch
Beispiel 3.7-5)

Tim | fa(@) = fn(@)] = | ful2) = f(2)] < e.
Diese Abschitzung gilt fiir alle x € D und n > N (e). 0

SATZ 8.5. Die Folge (f,) C F(D,R) konvergiere gleichmdflig gegen f € F(D,R). Ist
jede Abbildung f, in xo € D stetig, dann ist auch f in xy stetig. Gilt insbesondere
(fn) € C(D,R), dann ist f stetig.

BEWEIS. Dies folgt zwar aus Satz IV-6.9, es ist jedoch lehrreich, die Behauptung
direkt zu beweisen: Wir schreiben f(z) — f(xo) in der Form

f(@) = f(xo) = (f(2) = fu(®)) + (fulz) = fulm0)) + (fu(wo) — f(20))-
Da (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, gibt es zu € > 0 einen Index N(g), sodafl
|fu(z) — f(x)] < e fir alle x € D und fiir alle n > N(e) gilt. Wir betrachten nun
eine feste Funktion f,, mit n > N(g). Wegen der Stetigkeit von f, in zy kann man
zu e > 0 ein 6 > 0 bestimmen, sodafl |f,,(x) — f.(z0)| < e falls x € Us(xy). Fiir alle
x € Us(xo) gilt daher

[f (@) = flxo)| < [f(2) = fal)] + [fn(x) = ful@o)| + [ful2o) — f(20)] < 3e.
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Dieser Satz ist auch von Nutzen beim Nachweis, dafl bestimmte Grenzwerte nicht
gleichméBig sind. Z.B. kann die Konvergenz in Beispiel 8.2-(1) nicht gleichméfig sein,
da die Grenzfunktion f unstetig, die approximierenden Funktionen f,, jedoch stetig
sind.

Eine teilweise Umkehrung dieses Satzes bringt folgendes Resultat, welches auf U. Dini
zuriickgeht. Der Beweis erfordert allerdings Hilfsmittel, die uns derzeit noch nicht zur
Verfiigung stehen.

SATZ 8.6 (Dini). Es sei I = [a,b] und (f,) C C(I,R) und (f,) konvergiere mono-
ton gegen f; dh. f(l’) = hmn—»oo fn(l’)f und fn($) < fn+1(w) (bzw fn(z) > fn-i—l(x))
fir alle x € I und n € N. Ist die Grenzfunktion stetig, dann ist die Konvergenz
gleichmdfsig.

Der Satz von Dini ist falsch, wenn man auch nur auf eine der Voraussetzungen ver-
zichtet. In den folgenden Beispielen sind jeweils alle Voraussetzungen bis auf eine
einzige Ausnahme erfiillt, die Konvergenz gegen die Grenzfunktion ist jeweils nicht
gleichméBig. Wir iiberlassen diesen Nachweis dem Leser und notieren nur die Voraus-
setzung, die verletzt wird:

BEISPIEL 8.7. (1) I = [0,1], fu(z) = 1 — 2™ Die Grenzfunktion f(z) = 1 fiir
xz € [0,1), f(1) =0, ist unstetig.
(2) I =R, fu(z) = —2—2. Der Definitionsbereich ist kein abgeschlossenes und

beschranktes Intervall.

(3) I=10,1], fu(z) =0,0 <z < %, fu(x) =1, x € {0} U [£, 1]. Die Funktionen
fn sind unstetig.

(4) I=10,2], fu(z) =0, z € (2,2], fu(z) =n*2? — 2nz, z € [0, 2]. Die Konver-
genz von (f,,) gegen 0 ist nicht monoton.

Wir betrachten nun Funktionenreihen > | f,,, die natiirlich aufzufassen sind als
Folgen von Partialsummen (s,)n>1, Sn = Y5, fi.- Somit gibt es auch fiir Funktionen-
reihen zwei natiirliche Konvergenzbegriffe:

DEFINITION 8.8. Es sei (fn)n>1 € F(D,R) und (sn)n>1 C F(D,R) die Folge der
n-ten Partialsummen s, = Z?:l fi
1) Die Reihe > 7 | f, konvergiert punktweise gegen f € F(D,R), > f, =
f, pw. g:flimnﬂoo Sn, = f punktweise.
ii) Die Reihe Y " | fn konvergiert gleichmdfig gegen f € F(D,R), > 07 | f, =
f glm. E:fhmn—m sn = [ gleichmdfig.

iii) Die Rethe Y . | f, konvergiert punktweise (gleichmdfig)
[():)f 3f € F(D,R) : Y07 | fn = [ punktweise (gleichmdfig).
€

Satz 8.5 148t sich auch fiir Funktionenreihen formulieren:

SATZ 8.9. Es sei (f,) C F(D,R). Die Folge der Partialsummen (s,), Sn = > 1y [fi,
konvergiere gleichméaBig gegen f. Sind alle Abbildungen f, in xq € D stetig, dann ist
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auch f = > fn in xq stetig. Gilt insbesondere (f,) C C(D,R), dann ist auch f
stetig.

Wir iiberlassen es dem Leser, das Cauchy Kriterium 8.4 fiir Funktionenreihen anzu-
geben. Eine iiberaus niitzliche hinreichende Bedingung fiir (absolute) gleichméBige
Konvergenz ist folgende Adaptation des Vergleichskriteriums:

SATZ 8.10 (Weierstrass m-Test). Es sei (f,) C F(D,R). Gibt es eine Folge (M,,) C
R*, sodaf

i) > 2 M, < oo,

i) |fu(z)| < M, fir allex € D und n € N,
dann ist die Reihe Y " | [, (absolut) gleichmdfig konvergent.

BEWEIS. Die Bedingungen des Satzes implizieren, daf die Reihe )" > | M, fir alle
z € D eine konvergente Majorante fiir Y >, | f,(x)| darstellt. Die Behauptung folgt
nun aus Satz [V-8.3. O

BEISPIEL 8.11 (Dirichlet Reihe). >, n% konvergiert gleichméfig auf jeder Menge
D.:={zeR:x>c>1}
O.B.d.A kann ¢ € Q angenommen werden. Aus Satz 2.7-(7) folgt

1 1
~ <= a>2
nt ne
Wegen ¢ > 1 folgt nun die Behauptung aus > -, ni < oo (vgl. Satz IV-8.6). Die

Abbildung z +— >°°7 L2 > 1, heifit RIEMANNsche Zetafunktion.

n=1 n®’
Insbesondere folgt aus diesem Beispiel, dal Satz IV-8.6 fiir alle s € R giiltig ist.
Der Weierstral m-Test fiihrt notwendig auf absolute gleichméflige Konvergenz. Wir
weisen jedoch darauf hin, daf3 die beiden Begriffe gleichméflige Konvergenz und ab-
solute gleichméflige Konvergenz voneinander unabhéngig sind. Die hinreichenden Be-

dingungen fiir bedingte Konvergenz aus Kapitel IV lassen sich jedoch leicht auf Funk-
tionenreihen iibertragen:

SATZ 8.12 (Leibniz). Die Funktionenfolge (f,) C F(D,RT) erfiille die Bedingungen

(1) Die Folge (fn(x)) ist monoton fallend fiir alle x € D.
(2) Die Funktionenfolge (f,) konvergiere gleichmdfig gegen 0.

Dann ist die Rethe Y " (—1)"f, gleichmdfig konvergent.

Beweis. Die Folge (f.(z)) ist fir alle x € D konvergent. Wir bezeichnen den
punktweisen Grenzwert der Reihe mit f(x) (Leibniz-Kriterium IV-9.1). Nach Korol-
lar IV-9.2 gilt die Abschétzung

@) =Y fil@)] < fusa ().
k=1

Die Behauptung ergibt sich nun aus Bedingung (2). O
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SATZ 8.13 (Abel). Es seien (uy), (v,) C F(D,R) Funktionenfolgen. Es gelte:
(1) >°0°  uy, ist gleichmdfig konvergent,
(2) (v,) ist gleichmé&Big beschrinkt, dh.,
dM > 0Vx € DVn € N: |v,(x)| <M

(3) Die Folge (v,(x))n>1 ist monoton fir alle Vo € D.

Dann ist die Rethe Y " u,vy, gleichmdifig konvergent.

SATZ 8.14 (Dirichlet). Es seien (uy), (v,) C F(D,R) Funktionenfolgen. Es gelte:

(1) Die Folge der Partialsummen (Sp)p>1, Sn = Dy Uk, st gleichmdfig be-
schrinkt.
(2) Die Funktionenfolge (v,) konvergiert gleichmdf$ig und monoton nach 0.

Dann ist die Reihe Y~ u,v, gleichmdfig konvergent.

BEISPIEL 8.15. Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe Y 7 (—1)""f,(z) mit

2

i) |f}:(1£;:)\ = == < 1,2 #0, f,(0) = 0, n € N. Das Quotientenkriterium garan-

o0

tiert somit die absolute, punktweise Konvergenz der Reihe Y 7 (—1)"*!f,(z). Fiir
festes = € R liegt eine geometrische Reihe vor. Eine leichte Rechnung liefert nun die
Grenzfunktion

1 x?

2 - _ —
[1+1+% 1] 2+ 12

fla) =~

ii) Setzen wir u,(z) = (=1)"™, v,(2) = fu(z), * € R. Die Folge der Partialsummen
(sn) = (1,0,1,0,...) ist beschrinkt, es gilt f,11(z) < fu(x), x € R. Wir zeigen, daf
(fn) gleichmaBig gegen die Nullfunktion konvergiert:

m-4.21 g2
<

()

1
< — fir alle z € R,
1+n2?2 —n

somit konvergiert die Reihe gleichméBig (vgl. die Sétze 8.14 bzw. 8.12).

iii) Die Reihe ist jedoch nicht absolut gleichméBig konvergent, dh. die Reihe
> ﬁ konvergiert nicht gleichméBig auf R. Wegen i) konvergiert diese Rei-
he absolut und punktweise, und zwar gegen

~ 0 firz=0
f(x):{l fiir x # 0

Da die Grenzfunktion in x = 0 unstetig ist, alle Funktionen f,, jedoch stetig sind,

kann nach Satz 8.9 die Reihe )7 | ﬁ nicht gleichméfig auf R konvergieren.
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BEMERKUNG 8.16. Abschliefend bemerken wir, daf§ die Kriterien von Abel und
Dirichlet auch dann gelten, wenn die Funktionen u,, Werte in C annehmen (wegen

der Monotonievoraussetzung fiir (v,) miissen die Funktionen v,, natiirlich nach wie
vor reelle Funktionen sein).

9. Potenzreihen I1

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Theorie der Funktionen, die durch Potenz-
reihen darstellbar sind, weiter. Um unnétige Wiederholungen zu vermeiden, lassen
wir im folgenden auch komplexe Funktionen zu. Es wurde bereits in Abschnitt

IV-11 gezeigt, dai Potenzreihen im Inneren des Konvergenzkreises konvergieren, im
Aufleren divergieren.

Wir betrachten die Potenzreihe Y .- ar(z — 20)" mit Konvergenzradius R und
bezeichnen die Summenfunktion mit f. Es ist also f € F(K (2o, R),C). Man sagt
auch, f wird durch die Potenzreihe dargestellt, bzw. f besitzt die Reihenentwicklung
> oo ar(z — z0)F um zp. Im folgenden wollen wir stets R > 0 voraussetzen.

Es sei g(2) = Yoo, bi(z — 20)* eine weitere Potenzreihe mit Konvergenzradius R und
r = min{R, R} Wegen der absoluten Konvergenz der Reihen f und g konvergie-
ren auch die Reihen f 4+ g und f - g. Insbesondere ist die Summe der Produktreihe
unabhiingig von der speziellen Reihenfolge in der die Produkte agb;(z — 29)*™7 auf-
summiert werden. Berechnen wir fg iiber das Cauchy Produkt (Definition 13.1),
dann ist auch die Produktreihe eine Potenzreihe. Zusammenfassend gilt also fiir
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|z — 2| < =min{R, R}:

) £9() = 3 (ar £ )= — )",

o) k
F(2)9(z) =D er(z =20, =) aibi k€N
k=0 =0

Der Einfachheit halber wollen wir in diesem Abschnitt 0.B.d.A zy = 0 voraussetzen.

SATZ 9.1. Wir betrachten die durch die Potenzreihe > o arz® auf dem Konvergenz-
kreis K (0, R) dargestellte Funktion f. Es bezeichne K(0,6), 0 < § < R, die abge-
schlossene Kreisscheibe {z € C: |z| < 0} und R,(z) den Reihenrest Y oo apz".
Dann gilt
i) f st stetig auf K(0, R),
ii) f ist beschrinkt auf K(0,9),
iii) Vn € N3IM,, > 0Vz € K(0,0): |Ru(2)] < M,|z|"

BEWEIS. Fiir alle z aus der abgeschlossenen Kreisscheibe K (0,6), 6 < R, gilt die
Abschétzung:

o0 [e.9] o0
@I=1) a1 <Y lanllzf <Y lanld® == Ms < oo
k=0 k=0 k=0

(wegen & < R konvergiert die Reihe Y37 |ax|6¥). Dies zeigt ii), aber auch i). Nach
dem m-Test von Weierstraf} ist die Reihe >, ax2® auf K(0,d) némlich gleichméBig
konvergent und die Grenzfunktion f|z s somit nach Satz 8.9 stetig. Also ist f auch
in jedem z € K(0, R) stetig (man beachte z € K(0,8y), etwa fiir 6y = (R + |2[)).
Die Abschéitzung des Reihenrestes folgt aus

x oo
[Ra(2)] <> lagll2l* < 2" |arsn] - 6
k=n k=0

und der Beobachtung, dafi die Potenzreihen Y, arz® und >3 anik2®, n € N,
denselben Konvergenzradius besitzen. U

Dieser Satz garantiert zwar die Stetigkeit einer durch eine Potenzreihe dargestellten
Funktion auf K (0, R), es wird aber nichts ausgesagt iiber das Verhalten dieser Funk-
tion in den Randpunkten von K (0, R). Eine teilweise Losung dieses Problems bringt
der folgende Satz:

SATZ 9.2 (Grenzwertsatz von Abel). Es sei (a,)n>0 C C und es konvergiere die Reihe
> > o an. Dann konvergiert die Potenzreihe

o0

> aa", zeER,

n=0
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gleichmafig auf [0, 1] und stellt auf [0,1] eine stetige Funktion f dar, dh. es gilt

Jim ; " = lim flz) = f(1) = )_on

BewEIs. Wir verwenden das Kriterium von Abel mit u,, = a,, v,(z) = 2", x €
D = [0,1] und zeigen damit die gleichméBige Konvergenz von »_ > a,z" auf [0,1].
Nach Satz 8.9 ist somit die Summenfunktion f stetig auf [0, 1]. O

Die Stetigkeit von f in x = 1 ist natiirlich als linksseitige Stetigkeit aufzufassen.
Konvergiert die Reihe Y > (—1)"a,, folgt die gleichméBige Konvergenz der Potenz-
reihe auf [—1,0] und insbesondere die Stetigkeit von f auf [—1,0].

o

KOROLLAR 9.3. Die Potenzreihe ) a,2" habe den Konvergenzradius 0 < R < oc.
Konvergiert die Potenzreihe auch in x = R, dann konvergiert die Potenzreihe

o0

f(z) = Zanx", z € R,
n=0
fiir alle 0 < 0 < R gleichméfig auf [0, R] und f ist stetig auf (—R, R]. Ein analoges
Resultat gilt auch wenn die Potenzreihe in x = —R konvergiert.

BEWEIS. Wir bezeichnen mit § = £ und betrachten die Potenzreihe fe) =
f(RE) =>"7 a, R"E". Aus

lim{/|a,|R* = Rlim{/|a,| = 1
folgt, daf die Potenzreihe f den Konvergenzradius R = 1 besitzt. Die Voraussetzung

des Satzes bedeutet demnach, dafl > 7~ ja,R" gegen f (1) konvergiert. Die Behaup-
tung folgt nun aus Satz 9.2. U

BEISPIEL 9.4. Vorerst ohne Beweis erwéhnen wir die Entwicklung
00 ' Q?i
In(1 =) (=)= <1
i+ 0) = ST
Die Potenzreihe konvergiert auch in x = 1 (vgl.Korollar IV-9.3). Aus dem Abel’schen

Grenzwertsatz folgt daher

Z(—1)“% —In2.

i=1
Wir kennen somit die Summe der alternierenden harmonischen Reihe.

BEMERKUNG 9.5. Die Grenzwerte lim, - > ja,2" = lim,_,;- f(z) konnen auch
existieren, ohne daB die Reihe Y a,, konvergent ist. Es sei zum Beispiel a,, = (—1)"
und

fla) =31 = ——, Jal <1
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Es existiert zwar

1 1
lim f(x)= lim Z "r" = lim =5

x—>1* z—1- e—-1- 1+
aber die Reihe Y07 (—1)™ ist divergent.

Das néchste Resultat deckt eine sehr starke Bindung zwischen den Funktionswerten
einer durch eine Potenzreihe dargestellten Funktion auf:

SATZ 9.6 (Identitétssatz). Die Potenzreihen f(z) = > 0 arz” und g(z) = Y oo bpz"
mogen zumindest auf K (0, R) konvergieren. Gibt es auch nur eine einzige Folge
(ZH)TLZl - K(Oa R) \ {0}7 SOdaﬂ

i) lim,, o 2, =0,

i) f(zn) = g(zn) fiir allen € N
gilt, dann ist a, = b, fir alle n € Ny, dh. die Potenzreihen sind identisch.

BEWEIS. Angenommen die Behauptung wiére falsch, dh. es gibt ein ky € N mit
ax, 7 br,. Wir nehmen an, ky ist der kleinste derartige Index, dh. a; = by, k =
0,...,ko— 1 falls kg > 1, bzw. ag # by falls kg = 0. Somit gilt

(f - g)(Z) = Z(al - b’t)zl und (f - g)(Zn) = 07 n e N7
i=ko
(auch diese Reihe konvergiert auf K (0, R)). Wir wenden nun die Abschitzung in
Satz 9.1-iii) folgendermafien an: Zu 0 < § < R gibt es My 41 > 0, sodaf} fiir alle
z € K(0,9)

|(f = 9)(2) = (ar, = big) 2" | = |Rig1(2)| < Mgy 2]
zutrifft. Fir z = z, (n so groB, da8 |z,| < J) folgt also
|aky = bro| - 20| < Migga| 2|

und daraus |y — Dig| < Miys1|2n)-

lim,, .~ 2, = 0 fithrt auf ay, = by, im Widerspruch zur Wahl von k. ]

0

Eine iiberraschende Konsequenz des Identitétssatzes ist, daf eine durch eine Potenz-
reihe darstellbare Funktion durch die Werte auf einer gegen das Entwicklungszentrum
konvergenten Folge (z,) bereits im gesamten Inneren des Konvergenzkreises eindeutig
bestimmt ist. Weiters sind die Koeffizienten der Entwicklung einer Funktion in eine
Potenzreihe um 2, eindeutig bestimmt. Als Ubung beweise man weiters, da8 in der
Potenzreihe einer geraden (ungeraden) Funktion nur gerade (ungerade) Potenzen
auftreten.

Der Giiltigkeitsbereich der Reihenentwicklung Y 77, ax(z—20)" einer gegebenen Funk-
tion f ist auf den Konvergenzkreis K (2, R) der Reihe beschriankt. Die Funktion f
selbst kann ohne weiteres auflerhalb von K (2, R) definiert sein. Natiirlich kann sie
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dort nicht durch die Reihe >~ ;7 ; ax(z—20)* dargestellt werden. Oft kann man durch ei-
ne geeignete Wahl des Entwicklungszentrums eine Reihenentwicklung Y 77 by (z—21)*
mit Konvergenzkreis K (21, R;) finden, sodal K (z1, Ry) NCK (20, R) # ). Die Grund-
lage hiefiir ist der folgende Satz:

SATZ 9.7 (Transformationssatz). Die Potenzreihe f(z) = Y pe oy ar(2—20)* konvergiere
in K(zo0,R). Es sei z1 € K(zo0,R) und p := R — |21 — 29| > 0. Fiir alle z € K(z,p)
gilt dann die Identitit

mat

n==k
BEWEIS. Setzt man die Identitat

e ==+ (=) = 30 () (2 20 Cer =

k=0

in die Potenzreihe um zj ein, ergibt eine formale Rechnung (wir setzen dabei (Z) =0
fir k > n)

nf%an(z — )" = ian [zn: (Z) (2 — 21)¥(z1 — zo)""“]

—Z[i() Zl_Zo)n_k] z—2z)F Zbkz—zl

k=0 Ln=k

Einzig der mit *) markierte Schritt, in dem die Summatlonsrelhenfolge vertauscht
wird, ist noch zu rechtfertigen. Die Vertauschung ist nach dem Doppelreihensatz IV-
14.4 zuléssig, falls die absolute Konvergenz einer der iterierten Reihen nachgewiesen
werden kann:

o0 [e.9] n
523 (bl o= sl - =

=0 k=0

o0
Z s Z ( )|zl — 20"z = 2 "2 S gl - (121 — 20l + |z — A" < oo
=0

n=0
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zum Transformationssatz

Die Konvergenz der letzten Reihe ergibt sich aus der Wahl von p (z € K(z1,p) =
|z — 21| 4+ |21 — 20| < R), und der absoluten Konvergenz der Reihe Y °  ax(z — 20)*
auf K (zp, R). O

Hat man also eine gegebene Funktion in eine Potenzreihe um z; mit Konvergenz-
radius R entwickelt, dann kann man jeden Punkt z; von K(zo, R) als neues Ent-
wicklungszentrum wéahlen, und der Transformationssatz garantiert die Konvergenz
der neuen Entwicklung um z; zumindest auf dem grofiten Kreis mit Mittelpunkt zq,
der noch vollstédndig in K (zp, R) enthalten ist. Oft ist der Konvergenzradius der neuen
Reihe jedoch bedeutend grofler.

BEISPIEL 9.8. Wir betrachten die Entwicklung

1 oo
z) = = ’ < 1.
=0
Nach dem Transformationssatz 14t sich f auch um z; = —% in eine Potenzreihe

entwickeln, die zumindest fiir |z + 3| < 3 konvergiert. Wir erhalten die Entwicklung
=> b b= —)* k€N,

(%)

Die Schwierigkeit bei der Anwendung des Transformationssatzes ist die Berechnung
der neuen Koeffizienten bg. Oft ist es zielfithrender, auf bereits bekannte Entwick-
lungen zuriickzugreifen: Da wir f um z; = —% entwickeln wollen, liegt folgende Vor-
gangsweise nahe:

1 1 2 1 2 o= 2. 1,
f(z)_1—z_1_(z+§)+g_51—§(2+§)_§;(§) SR

Diese Reihe konvergiert fiir |z + 1| < 2 und stimmt auf |z + | < 1 mit (*) iiberein.

Nach dem Identitétssatz muB also by = > (;)(—2)"* = (3)¥!, k € Ny, gelten. Die

i=k

Koeffizienten b, konnen iibrigens auch unabhiingig von dieser Uberlegung iiber die
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Entwicklung
1 = (n+k\ ,
g (M) e
n=0
berechnet werden (Ubung).
SATz 9.9 (Divisionssatz). Die Potenzreihe f(z) = > a,2" konvergiere fir |z| < R
n=0

und es sei f(0) # 0. Dann lGfit sich % in einer hinreichend kleinen p—Umgebung von
0 ebenfalls in eine Potenzreihe entwickeln:

1 oo
= b2, |z < p.
0 % k2 Iz

BeweErs. O.B.d.A. kénnen wir ap = f(0) = 1 annehmen. Wegen der Stetigkeit
von f(z) = 322, axz” und f(0) = 0 gibt es ein § € (0, R), sodaB fiir |2| < § stets
|f(2)] <1 bleibt. Fir |z| < 6 gilt also

1 1 — e _“aAZij
£(2) ‘1—<—f<z>>_z(_f =) _Z[ 20 ] '

j=0 j=0 1=1

Wegen der absoluten Konvergenz von f kann man fj z.B. mit der Methode von
Cauchy berechnen und erhélt mit geeigneten Koeffizienten a;i, j, k € Ny,

o0

(—f(2)Y =D apm*, jeN,

k=0
Dies ergibt

1 oo
=

J=0

[ ajkzk] _%) Z [Z aji
0 k=0 Lj=0

k=

o0
2k = E brz".
k=0

Der Beweis ist vollstindig, wenn die in *) durchgefiihrte Vertauschung der
Summationsreihenfolge gerechtfertigt werden kann. Nach dem Doppelreihensatz
geniigt es, die Konvergenz von 3 ™% [>020 lajl|2|¥] nachzuweisen: Es ist

f(2)] < Z Jail|2]" = g(2).

Wie fiir f gibt es 0 < p < 4, sodaB g(z) < 1 fiir alle z € K(0,p) gilt. Auch ¢/ liBt
sich mit geeigneten Koeflizienten dji, j, k € Ny, als Potenzreihe darstellen,

g(z) = dil2l*, jeN,.
k=0
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Es konvergiert also fiir |z| < p auch die Reihe

Zg(z)j = Z [Z djk|z|k] .

j=0 Lk=0
Aus der Definition von g ergibt sich
(1) |ajk| S djkv j?k S NOJ

und daraus mit dem Majorantenkriterium die Konvergenz von > 22 > nso lagel[2]F].
Die Giiltigkeit von (1) fiir j = 2 ergibt sich aus der Definition des Cauchy-Produktes:
demnach ist ag, = Zf:o ap_ja; und do, = Zf:o lax_i||a;| und somit folgt |ag| <
Zf:o lag—i||a;| = dog. Mit vollstandiger Induktion kann man nun die Giiltigkeit von
(1) fiir j > 2 nachweisen. O

Die praktische Berechnung der ( oder einiger) Koeffizienten von % beruht meist auf der
Methode des Koeffizientenvergleichs, die wir an einem einfachen Beispiel demonstrie-
ren.

BEISPIEL 9.10. Es sei f(z) =1 — 2. Wegen f(0) = 1 148t sich nach Satz 9.9 % in eine

Reihe Y37, brz" entwickeln, welche auf K(0, p), p > 0 hinreichend klein, konvergiert.
Fiir |z| < p ergibt sich die Identitét

1= <i bkzk> (1-2)= i b2 — ibklzk
k=0 k=0 k=1

= bo + Z(bk — bk,l)zk.
k=1

Wegen des Identititssatzes 9.6 mufl demnach
bp=1 und b — bp_1 = 0, ke N,
gelten. Daraus folgt by = 1, k € Nj.

Der Divisionssatz ist ein Spezialfall eines weitaus allgemeineren Resultates, das analog
bewiesen werden kann.

SATZ 9.11 (Einsetzungssatz). Die Konvergenzradien der Potenzreihen f(z) = > fr2"
k=0

und g(z) = Y grz" seien Ry bzw. Ry, ferner gelte |fo| < R,. Es gibt dann ein § < Ry,
k=0
sodaf$ go f auf K(0,9) definiert und in eine Potenzreihe entwickelbar ist:

o0

(go N = sk, |2 <o

k=0
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10. Elementare Funktionen I1

Mit den Potenzreihen verfiigen wir iiber ein Werkzeug, eine uniibersehbare Fiille von
(stetigen) Funktionen zu erzeugen:

10.1. Die Exponentialfunktion exp. Von fundamentaler Bedeutung ist die
Potenzreihe der Exponentialfunktion. Wir erinnern daran, daf die Reihe )% ’Z—If fiir
alle z € C konvergiert (Beispiel IV-12.5-5)). Dies rechtfertigt folgende Definition.

DEeFINITION 10.1. Die Exponentialfunktion exp ist definiert durch
C—-C

[e.e] Zk
Z = Z §)

k=0

(Wir vereinbaren fiir diese Definition 0° = 1.)

exp:

SATZ 10.2. Eigenschaften der Ezponentialfunktion in C.
i) Vz,w € C: exp(z) exp(w) = exp(z + w),
ii) exp(0) = 1,exp(1l) =
iii) Vz € C: exp(z) # 0, exp(—z) = ex;(z),
iv) exp € C(C,C).

BEWEIS. ii) Satz IV-12.6.
iii) folgt aus i) und ii): exp(0) = 1 = exp(z) exp(—2).
iv) Satz Satz 9.1.
i) Die Koeffizienten ¢, des Cauchy Produktes der beiden Reihen exp(z) = > -, 2—’?

ok
und exp(w) = > 4y sind

k=0
k k— k
B 28wt EN ki 1 k
Ck_;_'(k—z)'_;(i)zw o k'(z—l—w)
Daraus folgt die Behauptung. U

Wir werden die Exponentialfunktion auf C hier nicht weiter untersuchen und be-
schranken uns im folgenden auf reelle Argumente. Wir bezeichnen auch die Ein-
schriankung der Exponentialfunktion auf R mit exp.

SATZ 10.3. Weitere Figenschaften der Exponentialfunktion in R:
i) Vx € R: exp(z) > 0,
ii) exp ist streng monoton wachsend auf R,
iii) lim, . exp(z) = oo, lim,_,_ exp(z) =0,
iv) exp(R) = (0, 00),
)

v) Es gilt lim, o 7" expz = 00 und lim,_,., " exp(—z) = 0 fir alle n € N.
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BEWEIS. i) Aus der Reihendarstellung folgt exp(R) C R und
(%) Vo >0: exp(z) >1+z> 1.

Somit gilt fiir alle x € RT: exp(z) > 1 > 0. i) folgt nun aus

exp(—z) = (exp(z))~" > 0.

ii) Es sei # < y, also y — 2z > 0. Aus (*) folgt 1 < exp(y — x) = exp(y) exp(—z) =
exp(y)(exp(z)) "

iii) lim, . exp(z) = oo folgt aus (*), dies zusammen mit Satz 10.2-iii) impliziert
lim,_,_ exp(z) = 0.

iv) Ergibt sich aus ii), iii) und Satz 6.1.

v) Fiir festes n € N und z > 0 erhélt man aus der Reihendarstellung die Abschéitzung

exp(z) vt T

> =
" (n+Dlar  (n+1)!

@) > iy, L = o0. O

und somit lim, oo =7~ > (nt1)!

Der letzte Punkt des Satzes zeigt, dal die Exponentialfunktion stérker wéchst als
jede noch so hohe Potenz von z. Wir kldren nun den Zusammenhang der Funktion
exp mit den bereits in Abschnitt V.2.2 eingefiihrten Exponentialfunktionen x +— e*.
Wegen Satz 10.2-ii) gilt exp(1l) = e, also auch exp(n) = ", n € N (Satz 10.2-i). Auf
analoge Weise findet man e = exp(+ - n) = (exp(+))", dh. exp(+) = en. Somit ergibt
sich fiir r = § e Qt

=ex Py _ ex 1 P— (ei)P = ¢
exp(r) = p(q) (p(q)> (e7) :

d.h. exp und r — ¢" stimmen auf Q7 {iberein. Wegen der Stetigkeit von exp und
x +— e auf R sind die beiden Abbildungen daher auf R* identisch (Korollar 7.12).
Fir x < 0 verwenden wir die Identitét

(z) 1 1
exp(z) = ——— = — =¢".
P exp(—z) e *

Die Bezeichnung Exponentialfunktion fiir exp ist daher gerechtfertigt.
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SATZ 10.4. Fir alle x € R gilt exp(x) = €”.

Die Umkehrfunktion von exp ist also der natiirliche Logarithmus. Aus Satz Satz 10.3
ergeben sich weitere Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus:

SATZ 10.5. Weitere Figenschaften von In:
i) lim, oo Inx = o0,
i) lim, o+ Inz = —o0,
iii) Vn € N: lim, o0 %mx = 0.

BEwEIS. Wir zeigen nur iii). Zu jedem ¢ > 0 und n € N gibt es wegen Satz 10.3-v)
ein £ > 0 mit

n

(%) y>&=>y "expy >e "

Wegen i) gibt es > 1, sodafl Inz > ¢ fiir alle x > ( gilt. Fiir x > 3 folgt daher aus
(*)

1
(Inz)™z>e™™ bzw. —(Inz)" <e”.
T

Dies ist gleichwertig mit

%lnx <eg,

dh. lim,_, % Inz = 0. [

Die letzte Beziehung zeigt, dafi der (natiirliche) Logarithmus schwéicher anwéchst,
als jede noch so kleine Potenz von x. Satz 10.5 148t sich leicht auf Logarithmen mit
beliebiger Basis a > 1 {ibertragen.

10.2. Trigonometrische Funktionen. Wir definieren die trigonometrischen
Funktionen durch Potenzreihen in C und zeigen, dafl diese Funktionen eingeschrankt
auf R tatséchlich die bekannten Eigenschaften besitzen. Wir schreiben e* anstelle von
exp(2).

DEFINITION 10.6. Die Sinus-Funktion sin und die Cosinus-Funktion cos sind defi-
niert durch (0° := 1)

C—-=C C—-=C

e o 2ntl , COSsz: > n 220
2 20(_1) Gt D] 2 ZO(—l) o)

Man kann leicht verifizieren, daf§ die Potenzreihen fiir sin z und cos z fiir alle z € C
konvergieren.

SATzZ 10.7.

(1) sin und cos sind stetig auf C.
(2) EULERsche Formeln. Fir alle z € C gilt:
i) e® =cosz+isinz, ) sinz= e —e”

sin z:

ZZ) e—iz = CcOS z — 1 SIn z, ZU) CcoS z = l[ezz + €_iz],
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BEWEIS. Es geniigt, i) und ii) von (2) zu beweisen. Wegen (—1)"2%" = (iz)*" und
i(—1)"2? T = (i2)*T1 n € Ny, folgt i) aus

o) 2n+1
cosz+isinz =
g( 2n 2n+1)!
©° (22)2n o (22)2n+1 ©© (zz)” )
S s S,
| | !
— (2n)! — (2n + 1)! — nl
ii) folgt aus i) indem man z durch —z ersetzt. O

SATZ 10.8 (Trigonometrische Identitéaten). Fir alle z,w € C gilt
i) sin(—z) = —sin z, dh. sin ist ungerade,

it) cos(—z) = cos z, dh. cos ist gerade,

i) sin? z 4+ cos? z = 1,

iv) sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw,

v) cos(z + w) = cos z cosw — sin zsinw,

vi) sin z — sinw = 2 cos £5¥ -

vii) cosz — cosw = —2 sm

2 )

sin &% 2

z+w

BEWEIS. i), ii) sind klar.
iii) folgt aus 1 = e"e™** = (cos z + isin z)(cos z — isin z) (vgl.Satz 10.7-i,ii)).
iv) Aus Satz 10.7-iii) ergibt sich

4isin(z 4+ w) = 2('FTw) — i=tw))
_ ei(z+w) + 6i(z—w) . e—i(z—w) . e—i(z—I—w)
+ ei(z+w) . ei(sz) + efi(zf'w) i efi(er'w)
_ (eiz _ e—iz)(eiw + e—iw) + (67Lz + e—iz)(eiw _ e—iw)
= 4i(sin z cos w + cos z sin w).

v) analog.
vi) und vii) folgen aus iv) und v). O

KOROLLAR 10.9. Fiir alle z € R gilt |¢™*| = 1.
BeEWwEIs. Die Behauptung folgt aus Satz Satz 10.8-iii) und der Identitét
e = cosx +isinz.

O

Wir wenden uns nun den Eigenschaften von sin |g und cos |g zu: Zuerst demonstrieren
wir die Approximation des Sinus auf [0,6] durch die ersten 5 Partialsummen seiner
Potenzreihendarstellung:
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SATz 10.10 (Die Zahl 7). Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl m mit folgenden
Figenschaften
i) 0<m<4,
ii) cos 5 =0,
iii) es ist cosz > 0 fiir alle v € [0, 7).

Die Zahl 5 ist also die kleinste positive Nullstelle des Cosinus.

BEWEIS. Angenommen es gibe zwei Zahlen 7 und n/, etwa m < «’, mit den
Eigenschaften i) —iii). Wegen i) folgt 0 < § < %/ und aus iii) cosz > 0 fur x € [0, %/),
dh. cos § > 0. Es kann somit hochstens eine derartige Zahl existieren.

Aus Korollar 1V-9.2 folgt

0052<1—2—2+2—4:—1<0.
- 21 4l 3
Da cosO0 = 1 > 0 und cos stetig ist, mul nach dem Zwischenwertsatz 4.1 in (0, 2)
mindestens eine Nullstelle des Cosinus liegen, dh.

N={zel0,2]: cosz =0} # 0.
Wir setzen 5 := inf N. Wegen der Stetigkeit von cos gilt § € N. Aus cos0 = 1

folgt dann 7 > 0, dh. 7 erfiillt i) und ii). Wegen der Minimaleigenschaft von 7 und
cos 0 = 1 muB dann aber auch iii) erfiillt sein: Wére cos{ < 0 fiir ein § € (0, 7), miifite

es in (0,€) nach dem Zwischenwertsatz eine weitere Nullstelle 7 < 7 geben. O

Es ist derzeit natiirlich nicht einsichtig, dafl die eben definierte Zahl 7 in irgendeinem
Zusammenhang mit dem Umfang oder Flicheninhalt eines Kreises steht. Wir kénnen
diese Frage erst dann befriedigend kléren, wenn wir uns mit dem Problem der Langen—
und Flachenmessung auseinandergesetzt haben.

LEMMA 10.11.
Vr €0,2]: sinz >

Wy

Insbesondere ist sinx > 0 fir x € (0, 2].
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BEWEIS. Aus der Reihe fiir sin und Korollar IV-9.2 folgt
3 2

smm>x—x—:x(1——)2

30 z € [0,2].

O

SATZ 10.12. sin ist streng monoton wachsend und cos streng monoton fallend auf
[0, 3].

BEWEIS.EsseiO§$<y§%,alsoO<$T+y<”undO<%§%.Aus

|

Satz 10.8-vi,vii, i, ii, Lemma 10.11, Satz 10.10, folgt nun
sinx—siny:2cosx+ysinx_y = —2008w+ysiny_$ <0
2 2 2 2
COST — COSY = —ZSinx;ysinxgy —QSinx;ysm‘y;m > 0.

U

Wir komplettieren nun das Bild der Graphen von Sinus und Cosinus:

™ T

SaTz 10.13. i) sin ist streng monoton wachsend auf [—3, 3] und streng mono-

ton fallend auf [—m, =5 und auf [F,7].

2
ii) cos ist streng monoton fallend auf [0, 7| und streng monoton wachsend auf

[=m,0].
iii) sm(— ) =sin0 =sin7T =0, sin(-5) = -1, sin§ = 1.
iv) cos(—%) =cos§ =0, cos(—m) =cosm = —1, cos0 = 1.
V) VIER sm(m—l— )—cosa; cos(x + §) = —sinz.
vi) Vo € R: sin(z + 27r) = sinz, cos(z + 27T) = Cosz.

vii) Vo € R: |sinz| < 1, |cosz| < 1.

BEWEIS. Wegen cos 3 = 0 mufl nach Satz 10.8-iii) sin§ = =+1 sein, wegen
Lemma 10.11 folgt sin§ = 1 und da sin ungerade ist, auch sin(—7) = —1. Fiir
—5<wr<y<0,also0 < -y <—x <7, finden wir

—siny = sin(—y) < sin(—z) = —sinz d.h. sinz <siny.

Also ist sin streng monoton wachsend auf [~7,7]. Aus dem Additionstheorem
Satz 10.8-iv) folgt nun sin(x + §) = cosz und cos(z + ) = —sinz, z € R. Nach
Satz 10.12 ist also sin streng monoton fallend auf [7, 7] und damit aus Symmetrie-
griinden auch auf [—m, —7]. Dariiber hinaus gilt sinm = cos § = 0 = sin(—n). Somit

2
sind 1), iii) und v) bew1esen. Aus v) folgt fiir x € R
sin(z + 2m) = cos(x + §> = —sin(zx + 7) = — cos(z + g) =sinx

und analog fiir cos. Dies zeigt vi). Die Eigenschaften des Cosinus kénnen nun aus
denen des Sinus abgelesen werden: cos(—7) = sin(—7 + §) = sin(—3) = —1. Fiir
x € [-m,0]ist z+5 € [-F, 5] und daher cosz = sin(z + §) streng monoton wachsend
auf [—, 0] und aus Symmetriegriinden streng monoton fallend auf [0, 7r]. vii) ist nun

eine einfache Konsequenz aus den Monotonieeigenschaften von sin und cos. 0
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BEMERKUNG 10.14. 1) Zusammen mit den Eulerschen Formeln erhalten wir nun die
iiberraschende Beziehung ™ = —1.
2) Die Eigenschaft vi) bedeutet, dafl sin und cos periodische Funktionen mit Pe-
riode 27 sind. Man nennt eine Funktion f: R — R periodisch mit Periode p, wenn
f(x+p) = f(x) fiir alle x € R gilt.

LEMMA 10.15.
i) VzeR: cosz=0& kel x=(k+3)m),
i) Ve eR: sine =0« (3k € Z: v = km).

BEWEIS. Die einzige Nullstelle des Cosinus in (-7, 5] ist 5. Wegen cos(z + 7) =

—cosz sind also Z und ¢ die einzigen Nullstellen in (—%, 2%]. Dieses Intervall hat
die Lénge 27. Wegen der Periodizitdt des Cosinus ergeben sich alle anderen Null-
stellen durch Addition von 27k, k € Z. Die Nullstellen des Sinus erhélt man wegen

cos(x +5) = —sinz aus den Nullstellen des Cosinus durch eine Verschiebung um
Z. O

2
KOROLLAR 10.16. 27 ist die kleinste positive Periode von Cosinus und Sinus.

BEWEIS. Angenommen p mit 0 < p < 27 wiére eine weitere Periode des Sinus.
Mit Lemma 10.15 folgt aus sin0 = sin(0 4+ kp) = 0, k € Z, notwendigerweise p = .

Wegen sin(—7%) = —1 und sin(—3 + 7) = 1 kann p keine Periode sein. O

Satz 10.17. 1) Die Gleichung € =1 hat in C nur die Losungen z = 2kmi, k € Z.
2) Die Gleichung e = —1 hat in C nur die Losungen z = (2k + 1)wi, k € Z.

BEWEIS. 1) Wegen e*™ = cos2km + isin2km = 1 sind die Zahlen z = 2kmi
Losungen. Wir zeigen dafl es keine weiteren Losungen geben kann. Es sei z = x + iy.
Aus Korollar 10.9 ergibt sich

le*| = e”|e?] = e* = 1.
Daraus folgt « = 0. Es ist also e?¥ = cosy+isiny = 1, dh. cosy = 1 und siny = 0. Dies
hat y = km, k € Z zur Folge, ungerade k = 2(+1, ¢ € Z, sind wegen cos(2(+1)m = —1
jedoch nicht zuléssig. Der Beweis von 2) wird analog gefiihrt. U

KOROLLAR 10.18. Cosinus und Sinus haben auch in C nur die Nullstellen (k + )
bzw. kr, k € Z.
Wir kénnen nun die Tangens- bzw. Cotangens-Funktion dort definieren, wo Cosinus
bzw. Sinus keine Nullstellen haben.
DEFINITION 10.19. Der Tangens bzw. Cotangens sind folgendermaflen definiert:
Y. .
. {R\{(k+ Jrikezy—oR {R\{(knr. keZ} >R

sinz cos T
€Tr — €T — =
cosT sinx

Wir fithren einige Eigenschaften dieser beiden Funktionen an:

SaTz 10.20. i) tan und cot sind mw-periodisch.
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ii) tan dst streng monoton wachsend auf (=%, %),

iv) tan(z + ):—cota:furallexeR\{(lmr:kEZ},

v

i)

iii) cot ist streng monoton fallend auf (0,7
)
)

es gilt hm tan( ) = oo und lim,,

Loxt tan(x) = —o0.

™

BEWEIS. Wir zeigen nur ii). Es sei -7 <z <y < 7, also 0 <y — 2 < 7. Die

Behauptung folgt aus

2

0 <sin(y —z) =sinycosx — cosysinx < tanx < tany

(man beachte: cosz > 0, cosy > 0).

Die Einschrankungen von sin auf [—

2’2]

T T

cos auf [0, 7], tan auf (—Z%, %) und cot auf

T 202

(0,7) sind streng monoton. Somit besitzen sie Umkehrfunktionen, die sogenannten

Arcus-Funktionen:

DEFINITION 10.21 (Arcusfunktionen).

Funktion

Umkehrfunktion

cos: [0,7] — [—1,1

(fiir arccos lies ,arcus-cosinus®, etc.)

15[ T T T T T T

arcsin

05

-051

-15¢ L L L L L L L
-15 -1 -0.5 0 05 1 15

Sinus und Arcussinus

arcsin: [—1,1] — [—

arctan: R — (=3, %

arccos: [—1,1] — [0, 7]

arccot : R — (0,7)

arccos

L L L L L L L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35

Cosinus und Arcuscosinus
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arctan

e 5 ; ; ; W s 2 a0 1 2 s a4
Tangens und Arcustangens Cotangens und Arcuscotangens
10.3. Hyperbelfunktionen. Bestimmte Linearkombinationen von Expo-

nentialfunktionen treten in Anwendungen so haufig auf, dafl man ihnen eigene
Namen gegeben hat.

DEFINITION 10.22. Die Hyperbelfunktionen sind folgendermafen definiert:
i) sitnus hyperbolicus, sinh

R—R
sinh:{ -

T 3(e” —e™®)

ii) cosinus hyperbolicus, cosh

R—R
cosh:{ -

T — %(ex +e7)

iii) tangens (cotangens) hyperbolicus

R—R R\ {0 R
tanh: - L coth: \ }h_>
T ohae T b

Der hyperbolische Cosinus beschreibt die Form eines Seiles, welches zwi-
schen zwei Befestigungspunkten frei durchhéngt. Zeichnet man die Punktmenge
{(cosht,sinht): t € R} C R? erhilt man den rechten Zweig der Hyperbel 22 —y? = 1.
Dies erkléart den Zusatz ,hyperbolicus® in der Namensgebung. Es besteht aber auch
ein enger Zusammenhang mit den trigonometrischen Funktionen:

Vo € R: sinhxz = —isinix, coshxz = cosiz.

Damit lassen sich nun leicht trigonometrische Identitdten auf Hyperbelfunktionen
iibertragen:
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SATZ 10.23. Fir alle z,y € R gilt

i) cosh?z —sinh?z =1,

)
ii) sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh v,
iii) cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh x sinh y,
iv) sinhz — sinhy = 2 cosh “3¥ sinh %3¢,

)

iv
- . Ty . T—
v) coshz — coshy = 2sinh =¥ sinh 52,
BewEis. Ubung. O

SATZ 10.24. (1) Eigenschaften des sinh:
i) sinh ist ungerade,
ii) sinh ist streng monoton wachsend,
iii) sinh 0 = 0, lim, ., sinhx = oo,
iv) bildsinh = R.
(2) FEigenschaften des cosh:
i) cosh ist gerade,
ii) cosh |g+ ist streng monoton wachsend,
iii) cosh0 =1, lim,_ ., coshz = oo,
iv) bild cosh = [1, 00).
(3) FEigenschaften des tanh:
i) tanh ist ungerade,
ii) tanh ist streng monoton wachsend,
iii) tanh0 = 0, lim, ., tanhz =1, lim,_, . tanh = —1,
iv) bildtanh = (—1,1).
(4) FEigenschaften des coth:
i) coth ist ungerade,
ii) coth |(—se,0) und coth | ) sind streng monoton fallend,
iii) lim, ., cothz = 1, lim,._,cothr = —1, lim, ,g+ cothz = oo,
lim, ,p- cothz = —o0,

iv) bild coth =R\ [-1,1].

BEwEIs. Ubung. O

Der hyperbolische Sinus, Tangens und Cotangens und die Restriktion von cosh auf R™
sind injektiv. Ihre Umkehrfunktionen sind die Areafunktionen, die wir im folgenden
tabellarisch zusammenfassen. Wegen des engen Zusammenhanges der Hyperbelfunk-
tionen mit der Exponentialfunktion, ist es nicht iiberraschend, dafl die Areafunktionen
sich durch den natiirlichen Logarithmus darstellen lassen.
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DEFINITION 10.25.

Funktion Umkehrfunktion

[1,00) — [0, 00)

cosh: [0, 00) — [1,00) Arcosh: {y e n(y+ /5= 1)

sinh: R — R Arsinh: R=R
y—=In(y+y?+1)
—-1,1 R
tanh: R — (—1,1) Artanh: ( ’l)ln_)H—y
2 -y

coth: R\ {0} = R\ [-1,1] | Arcoth:

In den folgenden Plots stellen die durchgezogenen Kurven den invertierbaren Zweig
der hyperbolischen Funktionen dar. Die Areafunktionen werden strichliert dargestellt:

6

cosh

arcosh

Arsinh

L L L L L L L J L L L L L L L L L
-6 -4 2 0 2 4 6 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

sinh und Arsinh cosh und Arcosh
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5 : : : : :
4k
coth
251 . . . T : : 3r
I
I
2r artanh 7 2r
1
I
15r —
/
I 1r
i 1 Arcoth
05f E
ol ] |
-0.5} Bl 4
b |
, |
-15F ! 4
I
1 4
-2+ ! |
1
I
= 1 1 Il 1 1 L L L L L L
25 1 2 3 4 5

-3 -2 -1 0 1 2 3

tanh und Artanh coth und Arcoth



KAPITEL vi

Normierte Riume

Wir haben uns bisher intensiv mit Funktionen in einer reellen (komplexen) Varia-
blen mit Werten in R oder C beschéftigt. In diesem Abschnitt wollen wir uns von
diesen allzu engen Fesseln befreien. Sieht man sich die Beweise der wesentlichsten
Sétze genauer an, erkennt man, dafl oft nur mit den Eigenschaften der Betragsfunk-
tion in R (oder C) argumentiert wurde. Dabei wurde der Betrag einer reellen Zahl
x interpretiert als Abstand von z auf der reellen Zahlengeraden (in der GauBschen
Zahlenebene) von der Zahl Null. Dies legt nahe, da8 sich jene Resultate, deren Beweis
keine weiteren Eigenschaften erfordern, welche fiir R charakteristisch sind, insbeson-
dere die Ordnung, ohne Miihe auf allgemeinere Situationen iibertragen lassen, soferne
man den Begriff des Abstandes zwischen zwei Objekten geeignet verallgemeinert. Dies
fithrt auf die Struktur des metrischen bzw. normierten Raumes. Wir beschrinken uns
in dieser Vorlesung auf normierte Raume.

Ausgehend von der Konvergenz von Zahlenfolgen sind wir bei unseren Untersuchung-
en auf weitere Konvergenzbegriffe gestoflen: z.B. die punktweise und gleichméBige
Konvergenz von Funktionenfolgen, oder die eigentiimliche Konvergenz von Potenz-
reihen: Es wurde gezeigt, dafl Potenzreihen gleichméflig auf abgeschlossenen und be-
schrinkten Teilintervallen [a, b] des Konvergenzintervalles (xg — R, xo + R) konvergie-
ren. Den Mathematiker interessiert dann die Frage, was diesen so unterschiedlichen
Konvergenzbegriffen gemeinsam ist, um so zu einem besseren Versténdnis von Konver-
genz an sich zu kommen. Der dafiir notwendige Schritt zu den topologischen Raumen
geht iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus.

1. Normierte Riume und Innere Produktriume

In vielen Anwendungen ist die zugrunde liegende Menge X nicht vollig unstruktu-
riert, sie weist eine algebraische Struktur auf: X ist ein Vektorraum (oder zumindest
Teilmenge eines Vektorraumes).

DEFINITION 1.1. Es sei X ein Vektorraum dber K und || - ||: X — R*. Das Paar
(X, ||-|]) heifit normierter Raum und ||-|| Norm, wenn die Abbildung ||-|| folgende
FEigenschaften besitzt:

(N1) Vx € X: ||z|| > 0

Vee X:||lz|| =0 2=0 DEFINITHEIT
(N2) Vo € XV e K: || Az| = |A|||=]| HOMOGENITAT
(N3) Va,y € X: ||l +y|| < ||z] + ||yl DREIECKSUNGLEICHUNG

171
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Als Ubung iiberzeuge man sich von der Giiltigkeit der Ungleichung

(7) Il = lyll] < llz = yll,
fiir x,y € X.
BEisPIEL 1.2. 1) Es sei X = K". Fir z € K, z = (&1, ..., &,), definieren wir

n
Izl =) l&
i=1

|z||oo = max{|&]: 1 =1,...,n}.

Die Raume (R™, || - ||1) und (R™, || - ||oo) sind normierte Radume.
2) Es sei D C C und X = B(D,C). Setzt man fir f € B(D,C)

[fllee = sup{|f(z)[: = € D}

erhélt man den normierten Raum (B(D,C), || - [|c0)-
3) Es sei I = la,b], —o0 < a <b< oo, und X = C(I,R). Wir definieren auf C(I,R)
eine Norm durch

[flloe = max{[f(z)|: x € I}.

DEFINITION 1.3. i) Es sei V' ein Vektorraum tber C. Eine Abbildung (-,-): V xV —
C heifst inneres Produkt (skalares Produkt), wenn sie folgende Eigenschaften
besitzt:

(J1) Yo € V: (v,v) >0,

(J2) Yo e V: (v,0) =0 v =0,

(I3) Yo, w € V: (v,w) = (w,v),

(J4) Yu,v,w € VYA u € C: (u, A+ pw) = Mu,v) + pu, w)

ii) Ein Vektorraum, auf dem ein inneres Produkt erklirt ist, heifst innerer Produkt-
raum und wird mit (V, (-,-)) bezeichnet.

BEMERKUNG 1.4. 1.) Setzt man A = u = 0 in (J4), ergibt sich
Vu e V: (u,0) = 0.
2.) Fiir alle uw, v,w € V und A € C folgt
(u+v,u+v) = (u,u) +2Re(u,v) + (v,v),
(A, v) = (v, M) = Mo, u) = Mu, v)
(u+v,w) = (w,u+v) = (w,u) + (w,v) = (u,w) + (v,w).

Ein inneres Produkt ist somit linear im zweiten Argument und konjugiert linear im
ersten Argument.

3.) Ist V ein Vektorraum iiber R entfillt die Konjugation in (J3). Ein inneres Produkt
definiert eine bilineare Abbildung (-,-): V x V — R.
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BEISPIEL 1.5. Essei V =C" und = = (&,...,&,), y = (M1, ..., M), , dann ist

(w,y) =>_ &mi
i=1
ein inneres Produkt, das Standardskalarprodukt, in C".

SATz 1.6 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz). In einem inneren Produktraum
(w,0)? < (w,uv,0), wveV.

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn u und v linear abhdngig sind.

BEWEIS. Die Behauptung ist klar fiir v = 0, vgl. Bemerkung 1.4. Es sei also v # 0.
Fir A € K betrachten wir

0 < {(u—Mv,u— )= (u,u) — 2Re(u, \v) + (\v, \v)
) — (uyu) — 2Re(Aa, ) + AP0, ).
Wir wéihlen nun

und erhalten

0 < (u,u)

also
[{w, 0)* < (u, u)(v,0).
Aus der Ungleichung () geht auch hervor, daf§ Gleichheit genau dann auftritt, wenn

(u—Av,u— Av) =0, also u = v gilt. d
Wir zeigen nun, dafl die Abbildung v +— ||v|| = \/(v,v,) eine Norm auf V' definiert.
Es ist leicht nachzuweisen, daB || - || die Eigenschaften Nj und N5 einer Norm hat.

Es ist aber auch die Dreiecksungleichung erfiillt. Dies sieht man folgendermafien ein.
Fiir v und v € V ergibt sich mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

lJu+v|]* = (u+v,u+v) = |[ul|* + 2 Re(u, v) + ||v]|?
<l + 2[Jul] [Jv]] + [[o]]* = ([Jll + [v]])?,
also [[u + ol| < [ul] + [[o]]
SATZ 1.7. Es sei (V,(-,-)) ein innerer Produktraum und
lull = V{u,u), weV.
Dann ist || - || eine Norm auf V', die vom inneren Produkt (-,-) induzierte Norm.

Wir treffen die Vereinbarung, einen inneren Produktraum stets mit der induzierten
Norm zu versehen.
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BEISPIEL 1.8. Das Standardskalarprodukt induziert in R™ bzw. C" die Norm

n

1

el = (Y l2l?)z.
i=1

Dies ist die euklidische Norm in R”, bzw. die unitire Norm in C". Die Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz bzw. die Dreiecksungleichung bedeuten nun

12 il < Q) Qi)
me )2 < Zm )+ (> )
i=1

Fiir n = 3 kann man Ha: — 9|2 als euklidischen Abstand der beiden Punkte mit den
Koordinaten (x1, 22, x3) und (y1, y2, y3) interpretieren. Es ist niitzlich, diese anschau-
liche Bedeutung der Norm in allgemeineren Situationen beizubehalten. Fir n = 1
stimmen das Standardskalarprodukt mit dem Produkt in R und die induzierte Norm
mit dem Betrag iiberein.

2. Topologische Grundbegriffe

Der Begriff des Kreises in R? bzw. der Kugel in R3 148t sich in naheliegender Weise
verallgemeinern:

DEFINITION 2.1. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum, xo € X und r > 0.
i) K(zo,7) :={z € X: ||z — || <r},
heifit offene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt xy.
i) O C X heifit offen in (X, || -|]) §>fo € 03r >0: K(z,r) C O.
€

iii) A C X heifit abgeschlossen in (X,||-||) [<):>f CA ist offen.
€
iv) U C X heifst Umgebung von xg ?f Ir > 0: K(zg,7) CU.
€
U(x) ={U C X: U ist eine Ungebung von x}.

Eine Teilmenge O C X ist demnach offen, wenn es zu jedem Punkt von O eine
Umgebung gibt, die in O enthalten ist. Der Begriff offen hdngt von dem X zugrunde
gelegten Abstandsbegriff (Norm) ab.

BEISPIEL 2.2. (1) In R versehen mit dem {iblichen, euklidischen Abstand sind

die offenen Kugeln gerade die offenen Intervalle (zg — r,xo + 7).

2) (B2, |]2): K(0,1) = {(€, ) € B®: \/JEP + P < 1}
(B2, || - [1): K(0,1) = {(£,) € R?: |¢] + [n| < 1}
(B2, || - [|): K(0,1) = {(€,) € R2: max{l¢], o]} < 1.

(3) (C(LR), |- [loo): K(f,6) = {g € C([,R): sup,e;|f(z) —g(z)| < e}
K(f,¢e) beschreibt einen ”e-Schlauch”von stetigen Funktionen um f mit Ra-
dius e.
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ABBILDUNG 1. Einheitskugeln in R?

! ! !

| | |

(R[] 112) (R [ 1) (R[] {]oo)

Wir zeigen nun, daf§ die Bezeichnung offene Kugel fiir die Menge K (x,r) konsistent
ist mit der Definition einer offenen Menge:

SATZ 2.3. Jede offene Kugel eines normierten Raumes ist offen.

BEWEIS. Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum, zy € X und K(zo,7) C X. Fiir
jedes beliebige £ € K (xg, 1) setzen wir s = r —||zg —£&|| > 0 und betrachten die Kugel
K(&,s). Firn € K(€,s) folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

[1n = ol < 11§ = ol + 1€ = nll <[I§ —woll + s =7,
also
K(&;5) C K(xo,7),
d.h. K(z,r) ist offen. O

SATZ 2.4 (Hausdorffsches Trennungsaxiom). Zu je zwei Punkten x und y, v # vy,
eines normierten Raumes X gibt es eine Umgebung U von x und eine Umgebung V/
vony mit UNV = .

BEWEIS. Wegen z # y gilt & = L[|z —y|| > 0. Setze U = K(z,¢) und V = K (y,¢).
Diese Umgebungen sind offenbar disjunkt. ([l

Anschaulich bedeutet das Trennungsaxiom von Hausdorff, dafl je zwei verschiedene
Punkte eines normierten Raumes X durch disjunkte Umgebungen getrennt werden
konnen.

Offene Mengen in einem normierten Raum besitzen folgende Eigenschaften.

SATZ 2.5. Es sei (X,|| - |]) ein normierter Raum und T die Menge aller offenen
Teilmengen von X. Dann gilt

(T1)PeT, X eT.
(T2) Es sei I eine beliebige endliche Indexmenge:

(VieI:0,€T)=()0;€T.

el
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(T3) Es sei I eine beliebige Indexmenge:
Viel:0,€7)=|]JO;eT.

i€l
BEWEIS. 1) Die Bedingung aus Definition 2.1-ii) kann fiir O = () nie verletzt
werden, fiir O = X ist sie trivialerweise erfiillt.
2) Es sei {O4,...,0,} C T.Im Falle (), O; = 0 ist nichts zu beweisen. Sei z( €
Ni_; O;. Da jede Menge O;, i = 1,...,n, offen ist, gibt es Kugeln K(zo,r;) C O,
r; >0,7=1,...,n. Setzt man r = min{ry,...,r,}, ergibt sich
K(xg,r) C K(xg,r;) CO;, i=1,...,n,

also

d.h. N7, O; ist offen.
3) Es sei I eine beliebige nichtleere Indexmenge, O; € T fiir alle i € I und z € |J,¢; O;
(# 0). Es gibt also einen Index iqg € I mit zg € O,,. Folglich existiert eine Kugel
K(xq,ro) mit
K(xo,T()) C Oio - UOl
iel

O
SATZ 2.6 (Eigenschaften der abgeschlossenen Mengen). Es sei (X, ||-||) ein normierter
Raum. Dann gilt

i) 0, X sind abgeschlossen.
ii) Fir jede endliche Indexmenge I:
(Vi € I: A; ist abgeschlossen) =
iii) Fir jede beliebige Indexmenge I :
(Vi e I: A; ist abgeschlossen) = [

BEWEIS. Satz 2.5 und de Morgansche Regeln. U

.1 Ai ist abgeschlossen.

.1 Ai ist abgeschlossen.

Man nennt jede Familie T von Teilmengen einer nichtleeren Grundmenge X, welche
die Eigenschaften (T1)-(T3) erfiillt, eine Topologie, auf X. Die Elemente von T hei-
Ben offene Mengen, das Paar (X, T) bildet einen topologischen Raum. Satz 2.5
zeigt, dafl das System der offenen Mengen eines normierten Raumes (X, || - ||) ei-
ne Topologie 7). auf X, die metrische Topologie auf X, bildet. Die Definition 2.1
der offenen Menge in einem normierten Raum ist somit konsistent mit der topologi-
schen Definition. Sinngeméf 148t sich der Umgebungsbegriff in einem topologischen
Raum einfithren. Topologische Rdume stellen das theoretische Werkzeug dar, um die
unterschiedlichen Konvergenz- und Stetigkeitsbegriffe der Analysis unter einem ein-
heitlichen Gesichtspunkt zu betrachten. In dieser Einfiihrung beschranken wir uns auf
die Darstellung der topologischen Grundlagen im Rahmen der normierten Rdume.

DEFINITION 2.7. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum und D C X, z € X.
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(1) z € X heifit Beriihrungspunkt von D ;ifVU € U(z): UND # 0.

(2) x € X heift Hiufungspunkt von D ngVU € U(z): (U\ {x})ND #£0.
(3) x € D heifst isolierter Punkt von D ngEIU e UWx): UND = {z}.

(4) x € D heifst innerer Punkt von D L<7::f U € UW(z): U C D.

(5) D° ={x € D: x ist innerer Punkt von D} heifit das Innere (offener Kern)

von D.

(6) D ={x € X: x ist Beriihrungspunkt von D} heifst abgeschlossene Hiille
von D.

(7) D C X heifit dicht in X & D = X.

Def
)y 0D = Dn [W2) heiffit Rand von D.

s
&

Beruhrungspunkt Héufungspunkt
< X
U -
Innerer Punkt Isolierter Punkt
Die Punkte z;, i = 1,2, 3, sind Beriithrungspunkte von D, x; ist ein innerer Punkt, x5

ein Randpunkt von D.

BEMERKUNG 2.8. 1) Manche Autoren verstehen unter einer Umgebung von x € X
jede offene Menge O mit z € O.

2) Ein Héufungspunkt von D mufl nicht notwendig selbst Element von D sein. Ein
Beriithrungspunkt von D ist entweder ein isolierter Punkt oder ein Haufungspunkt
von D. Die abgeschlossene Hiille von D 1488t sich also schreiben als

D = DU {x € X: z ist Hiufungspunkt von D}.

3) Man iiberzeuge sich davon, dafl man in der Definition 2.7 das volle Umgebungssy-
stem U (z) durch die Familie der offenen Kugeln mit Mittelpunkt = ersetzen kann. Ein
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Beriihrungspunkt von D kann also auch charakterisiert werden durch die Bedingung
Ve > 0: K(xz,e)ND #0.

Die Formulierung in Definition 2.7 entspricht der allgemeineren topologischen Be-
schreibung dieser Begriffe.

SATZ 2.9. In einem normierten Raum (X, || -||) gilt fir jede Teilmenge D C X :
i) D° ist offen.
ii) D ist abgeschlossen.
iii) D ist offen < D = D°.
iv) D ist abgeschlossen < D = D.
v) D° =C(CD).

BEWEIS. i) Ist D° = (), gibt es nichts zu beweisen. Fiir jeden inneren Punkt x € D
gibt es eine Kugel K(z,e) C D, ¢ > 0. Die Kugel K(z,¢) ist aber auch Umgebung
jedes ihrer Punkte, Yy € K(z,¢): K(z,¢) € U(y). Jeder Punkt von K(z,¢) ist somit
innerer Punkt von D, d.h.

Ve € D°3e > 0: K(x,e) C D°,

d.h. D° ist offen.

ad iii) ,,<=* klar, wegen i).

»,=" Wenn D offen ist, dann ist jeder Punkt von D innerer Punkt von D, d.h. D C D°.
Trivialerweise gilt aber stets D° C D. Insgesamt erhélt man D° = D.

ii). Wir zeigen CD ist offen. Es sei z € 0D, also ist o kein Beriihrungspunkt von D.
Dies bedeutet

AU e U(x): UND = .
0.B.d.A. konnen wir U offen annehmen. Dann kann auch kein anderer Punkt von U
Beriihrungspunkt von D sein (dies hétte ja U N D # () zur Folge). Somit gilt schérfer
UND =0 bzw. U C CD. Dies bedeutet aber, dafl jeder Punkt von CD innerer Punkt
von (D ist, d.h. CD = (CD)°, also ist CD offen.
iv) ,,<* klar, wegen ii).
.= Es sei D abgeschlossen, also 0D offen. Wegen D N CD = 0 kann kein Punkt von
CD Beriithrungspunkt von D sein. Also folgt D C D. Da stets D C D zutrifft, folgt
D=D.
v) Aus CD c CD folgt D = CCD > C(CD). C(CD) ist offen, fiir jedes x € C(CD) gibt

es eine Umgebung U, € U(z) mit z € U, c C(CD) ¢ D. Somit folgt C(CD) c D°. Fiir

die umgekehrte Inklusion gehen wir von x ¢ C(CD), d.h. z € CD aus. Dies bedeutet
jedoch

YU € U(z): UNCD # 0,
d.h. z ¢ D°. O

KOROLLAR 2.10. Es sei (X, || -[|) ein normierter Raum und D C X. Der Rand von
D ist abgeschlossen und es gilt 0D = D\ D°.
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BEWEIS. Wegen D = D NCD ist der Rand von D abgeschlossen nach 2.9-ii).
Die Darstellung von 90D folgt mit 2.9-v) aus

D\ D°=D\C({CD)=DnCD =aD.

KOROLLAR 2.11. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum und D C X.

i) D° ist die groBte offene Teilmenge von D, d.h. VO C D, O offen: O C D°.
ii) D ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von D, dh. VA D
D, A abgeschlossen: A D D.

BEWEIS. i) Es sei O C D offen und 2 € O. Jeder Punkt einer offenen Menge
ist nach 2.9-iii) ein innerer Punkt. Somit existiert eine Umgebung U € U(x) mit
r €U Cc O C D, dh. z ist auch innerer Punkt von D, also x € D° und somit
O c D°.

ii) Es sei A D D abgeschlossen und z € D. Fiir jede Umgebung U € U(z) gilt also
UND # () und damit erst recht U N A # (). Daher ist 2 auch ein Beriihrungspunkt
von A. Da A abgeschlossen ist, liegt # in A und somit A D D. O

Die Charakterisierung abgeschlossener Mengen durch die Bedingung A = A bedeutet,
dal eine Menge A C X genau dann abgeschlossen ist, wenn man zeigen kann, dafl
simtliche Haufungspunkte von A der Menge A angehéren, vgl. Bemerkung 2.8.

BEISPIEL 2.12. In den folgenden Beispielen betrachten wir Teilmengen der normierten
Raume R oder C (versehen mit der euklidischen Norm).

1) @ C R ist weder offen (fir jedes offene Intervall (a,b), —co < a < b < oo, gilt
(a,b) N (R\ Q) # 0, Korollar IT1-2.16), noch abgeschlossen (vgl. Satz 11-6.11). Es ist

=0, QcQ=R
d.h. Q ist dicht in R. Aus Q° = () folgt mit 2.9-v)
o =r=CQ,
es liegt also auch CQ dicht in R. Dies zeigt auch
00 =QnCQ =R
2) D= {% n € N} C R. D hat nur einen einzigen Haufungspunkt zo = 0, o & D,

also ist D nicht abgeschlossen. D ist nicht offen: Fiir alle n € N und » > 0 gilt ndmlich
K(X,r)NCD # 0. Insbesondere findet man

1 1
VneN: K(—,—)ND =10,
" (n 2n(n + 1)) 0
D besteht also nur aus isolierten Punkten. Der Rand von D ist gegeben durch 9D =
D =Du{o}. )
3) D=(0,1]U{2} Cc R. Esgilt D =[0,1]U{2}, x = 2 ist ein isolierter Punkt von D,
D° =(0,1),0D = {0, 1,2}. D ist also weder offen noch abgeschlossen. Betrachtet man
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allerdings D als Teilmenge von C, ergibt sich — man beachte, daf§ in C Umgebungen
eines Punktes z (offene Obermengen) offene(r) Kreisscheiben mit Mittelpunkt = sind
- D=[0,1U{2}, D°=0,0D = D.

4)D={2€C: 2] <1,2¢10,1)}ist offen, D = {z € C: |2] < 1}.

Offene Teilmengen von R (bzgl. der euklidischen Topologie) besitzen eine besonders
einfache Struktur. Ohne Beweis zitieren wir folgendes Resultat.

SATZ 2.13. Jede offene Teilmenge von R ist eine abzdhlbare Vereinigung offener,
paarweise disjunkter Intervalle.

Es ist aber nicht méglich, offene Mengen in C oder R™, n > 2, auf eine dhnlich einfache
Art zu charakterisieren.

3. Konvergenz und Stetigkeit in normierten Riumen

Wir erinnern nun an die Definition der Konvergenz einer Folge (z,,) reeller oder kom-
plexer Zahlen: Es gilt lim,,_,o, , =  genau dann, wenn es zu jeder e-Umgebung von
x einen Index N(eg) gibt mit z, € K(z,¢) fur alle n > N(g). Die e-Umgebungen
waren die symnormierten Intervalle (z — e,z +¢), bzw. Kreise mit Mittelpunkt  und
Radius e. Andert man die Interpretation der e-Umgebung in dieser Definition, ergibt
sich eine natiirliche Erweiterung des Konvergenzbegriffes auf normierte Rdume. Die-
ses Ubertragungsprinzip kann auch auf andere Begriffe angewendet werden, welche
auf e-Umgebungen aufbauen, z.B. Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion an einer
Stelle 5 € X.

DEFINITION 3.1. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum.

(1) Eine Folge (x,) C X konvergiert gegen v € X, lim, ., x, = x, genau
dann, wenn es zu jedem € > 0 einen Index N(g) gibt, sodafs ||z, — x|| < €
fir alle n > N(e) gilt.

(2) FEine Folge (z,) C X heifit Cauchy Folge ;):)f

€
Ve > 03N(e) e NVn,m > N(e): ||z, — || <e.

(3) Ein normierter Raum X heifit vollstindig oder Banachraum, wenn jede
Cauchyfolge einen Grenzwert (in X ) besitzt.

BEISPIEL 3.2. Betrachten wir die Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen in
C(L,|] - lleo): (vn) konvergiert gegen ¢ genau dann, wenn fiir beliebiges € > 0

|lon — Il = sup{len(x) —@(2)]: z € I} <e
fiir n > N(e) gilt. Dies entspricht der gleichméBigen Konvergenz der Funktionenfolge.

SATZ 3.3. Es sei A Teilmenge eines normierten Raumes (X, || - ||). Die Grenzwerte
konvergenter Folgen in A sind Bertihrungspunkte von A und umgekehrt.
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BEWEIS. i) Es sei (z,) C A, lim,, .o 2, = z und U € U(x). Es gibt einen Index
N € N, sodal z,, € U fiir alle n > N. Somit gilt auch UN A # (. Da U € U(x)
beliebig gew#hlt war, bedeutet dies z € A.
i) Es sei x ein Beriithrungspunkt von A. Es folgt also AN K (z, 1) # () fiir alle n € N.
Wiihlen wir nun fiir jedes n € N ein Element 2, € AN K(x, <) (diese miissen nicht
notwendig verschieden sein) erhalten wir eine Folge (z,) C A mit |[z,,z) < i, n €N,
also lim,,_,o T, = . O

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes ergibt sich aus der Hausdorffschen Trennungs-
eigenschaft in Satz 2.4. Gleich wie in Satz 2.1 zeigt man folgende Rechenregel:

SATZ 3.4. Es seien (V|| -||) ein normierter Raum iber K, (x,) und (y,) konvergente
Folgen in 'V und A € K. Dann sind die Folgen (z, + y,) und (Az,) konvergent und
es gilt

lim (Az,) = A lim z,,

n—oo n—oo
lim (z, + y,) = lim z,, + lim y,.
n—oo n—oo n—oo

Der Satz 3.8 zeigt, daB der Raum (K, | - |) vollstindig ist. Ein weiteres nichttriviales
Beispiel wird im folgenden vorgestellt.

SATZ 3.5. Es seien (X, | - ||x), (Y, - |ly) normierte Riume, D C X, (Y,| - |lv)
vollstandig. Fir f € F(D,Y) setzen wir

[ flloc := sup{[|f(z)||y: 2 € D} € R
B(D,Y) = {f € F(D,Y): |[flln < o0},

B(D,Y) ist ein Banach Raum.

Man iiberzeuge sich davon, daf§ die Konvergenz einer Folge (f,,) in B(D,Y’) bzgl.
| - |lo Wieder die gleichméBige Konvergenz von (f,,) bedeutet.

BeEwEIs. Wir iiberlassen es dem Leser, nachzuweisen, dal B(D,Y") ein Vektor-
raum und || - || eine Norm auf B(D,Y') ist.
Wir finden vorerst eine Grenzfunktion: Es sei also (f,),>1 C B(D,Y) eine Cauchy
Folge. Zu ¢ > 0 gibt es daher ein N(e), sodaB || f,, — fm|lse < 3 fiir alle n,m > N(e)
zutrifft. A fortiori gilt daher
(%) Va € D¥n,m > N(@): [lfule) = ful@)lly < .
d.h. (fu(2))n>1 C Y ist fiir jedes € D eine Cauchy Folge. Wegen der Vollstandigkeit
von Y gibt es ein Element f(z) € Y mit lim, . f.(z) = f(z), x € D. Dies definiert
die Grenzfunktion f: D — Y als punktweisen Grenzwert. Wir zeigen nun, daf} die
Funktionenfolge (f,,) sogar gleichméBig gegen f konvergiert. Wegen der punktweisen
Konvergenz gibt es fiir alle z € D einen Index K (e, ), soda8

[ ful) = F@)lly < 5
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fur alle n > K(e,x) zutrifft. O.B.d. A. kénnen wir K (e,2) > N(¢) annehmen. Somit
folgt fiir n > N(g) und z € D

€ €
1fa(@) = f@)lly < Wfal2) = freao @)y + [ frean (@) = F@)lly <5 +5 <e
Bildet man in dieser Abschéitzung das Supremum iiber alle z € D, ergibt sich

I fr — flloo < e, fir alle n > N(e),

das ist die gleichméfBiige Konvergenz der Folge (f,,). Es fehlt noch der Nachweis der
Beschranktheit von f. Dies ist eine Konsequenz aus

£ lloe < 11 = Fv@llos [ fn@llos < €+ [ il < 00
d.h. f ist ein Element von € B(D,Y). O

KOROLLAR 3.6. Es sei I = [a,b]. Der Raum (C(1,K), || - ||) ist vollstéindig

BEWEIS. Nach dem Satz von Weierstra8 sind stetige Funktionen auf I beschréankt.
Somit ist C'(, K) ein Unterraum von B(7,K). Da K vollstandig ist, hat jede Cauchy
Folge in C(I,K) einen Grenzwert in B(I,K). Da die Folge gleichméBig gegen die
Grenzfunktion konvergiert, ist die Grenzfunktion stetig (vgl. Satz 8.5). U

Wir haben bereits gesehen, dafl es viele Moglichkeiten gibt, einen Vektorraum mit
einer Norm zu versehen. Die Konvergenz einer Folge héngt natiirlich von der Wahl
der Norm ab. In diesem Zusammenhang ist folgender Begriff niitzlich:

DEFINITION 3.7. Zwei Normen || - || und | - | auf einem Vektorraum X heiffen
dquivalent, wenn es Konstante m > 0 und M > 0 gibt, sodaf$ fir alle v € X
die Abschdatzungen
mlx| < [[z]] < M|z]
gelten.
BEispIEL 3.8. Die Ungleichungen
2]l < [l2ll2 < Vnll2]|o,  z€C”

zeigen, dafl die Normen || - ||2 und || - ||oo in C™ dquivalent sind.

Es seien ||-|| und |-| &quivalente Normen auf einem Vektorraum X und (z,,) C X eine
Folge, welche in (X, |-|) gegen = konvergiert. Aus ||z, — z|| < M|z, — x| schlieBt man
auf die Konvergenz der Folge (z,,) auch in (X,|| - ||). Umgekehrt folgt aus der || - ||-
Konvergenz einer Folge auch deren Konvergenz beziiglich der Norm | - |. Aquivalente
Normen fithren somit auf dasselbe System konvergenter Folgen.

Besonders iibersichtlich sind in dieser Hinsicht endlich dimensionale Vektorrdume.
Sind X ein Vektorraum iiber K, (Y ||-||y) ein normierter Raum iiber K und ¢: X — Y
ein Isomorphismus (also eine lineare Bijektion), dann wird durch

lzllp = lle(@)lly, ze€X
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eine Norm in X erkldrt. Eine Folge (z,) C X konvergiert in (X, || - ||,) gegen x €
X genau dann, wenn die Folge der Bilder (o(z,)) in (Y,|| - |ly) gegen ¢(z) € Y
konvergiert.

Es sei (X, K) ein endlichdimensionaler Vektorraum, dim X = n, und B = (ey,...,e,)
eine geordnete Basis von X. Bezeichnet man mit [z]g = (&, ...,&,) € K den Koor-
dinatenvektor von x € X beziiglich der Basis B, wird durch ¢(z) = [z]¢ ein Isomor-
phismus ¢: X — K" festgelegt. Versehen wir K™ mit der Norm || - ||, dann zeigt die
vorausgehende Uberlegung

lally = Illz)alloe = max [6i

mit x = Y, &e;. Nach diesen Vorbereitungen konnen wir folgenden fundamentalen
Satz zeigen.

SATZ 3.9. In einem endlich dimensionalen Vektorraum sind alle Normen dquivalent.

BEWEIS. Es sei X ein Vektorraum iiber K mit dim X = n.
1. Schritt: Wir zeigen zuerst, daf fiir eine beliebige Norm || - || in X gilt

Im, M > 0V € X: m||z|| <||z||, < M ||z]|.
Fiir z € X folgt aus der Darstellung . = 37" | ey

n n n

] < Dl lledll < max &1 lledll < Y [leill ]l
. AN . .
=1 =1 i=1

Somit gilt
mlfz]] <|lzflp, zeX
mit m = (32,2, [e|])™ > 0.
Um die Ungleichung ||z||, < M]|z|| zu zeigen, nehmen wir an, fiir jedes M > 0,
beispielsweise M = k, k € N, gébe es ein Element x; € X mit

lzxlle > k||l

Setzt man z, = Hxikllw’ dann gilt einerseits
Il <, keN
Z f—
k L ) )
also limy_.o 2z, = 0 in (X, || - ||), andererseits folgt
lzelle = [l[2k]Bllec = 1, K €N,
Es sei nun [z] = (&F,...,¢%) € K" Dann sind die Koordinatenfolgen (&F)gs1,
1 <i < n, beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass kann man aus der Fol-
ge (EM)r>1 eine konvergente Teilfolge ( fl(k))kzl auswéhlen. Thr Grenzwert sei &, Aus

der Folge <€21(k)>k21 kann man wiederum eine konvergente Teilfolge (§§¢2°¢1)(k))k21

auswéhlen. Dann konvergiert (S@Om) (k)) k>1 nach wie vor gegen & . Induktiv fortfah-

rend erhalten wir schliefllich eine Teilfolge ([zgk)])r>1 = ((éf(k))kzl, ce (52(k))k21),
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deren Koordinatenfolgen (55’ (k))kzl, 1 < i < n, konvergieren. Mit & bezeichnen wir
deren Grenzwerte.

Setzen wir £ = (&1,...,&,), dann gilt limy_.oo[244)] = & in (K", || - ||o). Dies ist eine
Folge von

— = o) _ ¢,
1lzow)] = €lloo = max &7 — &

und limy . fj’ ) — &;. definieren wir nun
2= (€)= Zﬁz’em
i=1

dann konvergiert (trivialerweise) die Folge (24(x))r>1 gegen z in (X, || - ||,). Wegen
|26kl = 1, K € N erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung nach unten,

21l = 1] = [ll2lly = 2o lo| < 12 = 2o00 1o
Da die rechte Seite in dieser Ungleichung beliebig klein gemacht erden kann, muf}
||2]|, = 1 gelten.
Aus der bereits bewiesenen Ungleichung m||zg) — 2|| < ||zgk) — 2||, folgert man,
daB limy_.o 24y = 2 auch in (X, || - ||) gelten muB. Wegen der Eindeutigkeit des

Grenzwertes in (X, || - ||) miite dann z = 0 gelten. Dies ist wegen ||z||, = 1 nicht
moglich.
2. Schritt: Je zwei beliebige Normen || - ||; und || - ||z in X sind dquivalent. Es wurde

bereits gezeigt, daf es positive Konstante m;, M;, i = 1,2, gibt, sodaf fiir alle z € X
die Abschétzungen

mil|z|li < |[|z]l, < Milllli,  i=1,2,
gelten. Daraus folgt
my M,
bkl < e < Y falr
O

In Vektorrdumen endlicher Dimension hat man also freie Wahl bei verwendeten Norm.
Wir machen davon im néachsten Resultat Gebrauch:

SATZ 3.10. Eine Folge von Vektoren (x1) € K", xy, = (£§,...,&F), konvergiert genau

dann gegen x = (&1, ..., &), wenn die Komponentenfolgen (€F) gegen &, i=1,...,n,
konvergieren.
BeEwEIs. Wir statten K" mit der || - ||o-Norm aus. Es sei ¢ > 0 und N(¢) so

gewdhlt, dal ||zx — x||o < € fir & > N(e) gilt. Beriicksichtigt man ||z, — 2| =
max{|¢F — &|: i = 1,...,n}, folgt limy_o &F = &, i = 1,...,n. Gilt umgekehrt
limg oo &F = &, i = 1,...,n, erhiilt man [£F — &| < € fiir n > N;(¢) und somit
max{|EF — &|:i=1,...,n} <efiir n > max{N;(e):i=1,...,n}. O

Bei der Diskussion der Konvergenz einer Folge von Vektoren in K" konnen wir uns
somit auf die Untersuchung der skalaren Komponentenfolgen beschranken.
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KOROLLAR 3.11. (K", || - ||) ist beziiglich jeder Norm vollstindig.
BeEWwEIS. Die Behauptung folgt aus Satz 3.10 und der Vollstdndigkeit von K. [

BEISPIEL 3.12. (1) (C([0,1],K™), || - ||oo) ist vollstindig. Dies folgt aus Satz V-
8.5.
(2) (Q,]-]) nicht vollstandig.
DEFINITION 3.13. (1) FEine nichtleere Teilmenge A eines normierten Raumes X

heifit beschrdnkt, wenn es o € X und r > 0 gibt mit A C K(xo,7).
(2) diam A :=sup{||z — y||: z,y € A} € R heifst Durchmesser der Menge A.

Eine nichtleere Menge ist offenbar genau dann beschrinkt, wenn ihr Durchmesser
endlich ist. Eine Folge (z,),>1 C X ist beschriankt, wenn {z,,: n > 1} beschrénkt ist.

SATZ 3.14 (Bolzano—Weierstra$3). Jede beschrinkte Folge des K™ enthdlt eine konver-
gente Teilfolge.

BEWEIS. Wir versehen K" wieder mit der Norm || - ||. Es sei (2%)p>1 =
(&, ... €F))i>1 eine beschriinkte Folge in K™. Wegen der Beschrinktheit der Folge
gibt es 7 > 0 und g = (N1, ..., n,) mit max{|€F —n;|: i =1,...,n} < r. Somit folgt
d.h. die Komponentenfolgen (£), i = 1,...,n, sind beschrinkt. Der Satz von Bolza-
no WeierstraB sichert die Existenz einer konvergenten Teilfolge (&7 1(k)) von (£F). Man
wendet nun den Satz von Bolzano-Weierstraf auf die Teilfolge (¢£'*)) an und extra-

hiert eine konvergente Teilfolge &5 2201(5) Do ersten beiden Komponentenfolgen der

Teilfolge 2#2°?1(k) sind somit konvergent. Induktiv fortfahrend ergibt sich die Behaup-
tung. 0

DEFINITION 3.15. Es sei (X,||-||x) ein normierter Raum und D C X. Ein Element
9 € X heifit Haufungspunkt von D, wenn jede Umgebung von xy ein von xg
verschiedenes Element von D enthilt.

DEFINITION 3.16. Es seien (X,||-||x), (Y, || |ly) normierte Riume und O # D C X.

(1) Eine Abbildung f: D — Y besitzt in einem Hdufungspunkt xy von D den

Grenzwert y <
Def

Ve>030 >0Vr € D: 0 < ||z —xol|x <= ||f(z) —yl|ly <e.

(2) Eine Abbildung f: D — Y ist stetig in xo € D ﬁf
€

Ve >035>0Vz € D: ||z — xol|x <0 =||f(z) — fxol]y <e.
f ist stetig, wenn f an jeder Stelle x € D stetig ist.

Im Folgenden sei stets ein nichtleerer Definitionsbereich fiir Funktionen vorausgesetzt.
Die Ungleichung (7) zeigt, daf jede Norm Lipschitz stetig mit Lipschitz Konstante 1
ist.
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BEISPIEL 3.17.

L [B\00) R
(&) — &k

Wir vermuten limg ;;)—0,0) f(§,1) = 0. Die spezielle Form des Nenners legt nahe, den

euklidischen Abstand [|(€,7) — (€,7)||]> = (€ — £)2 + (n — 7))z zu verwenden. Es
ist 2o = (0,0). Um unsere Vermutung zu beweisen, miissen wir also folgendes zeigen:

(D =R*\{(0,0)})
&+t
&+’

Ve > 030 >0V(,n) e R*: 0 < |[(§,1) — (0,0)]] < § = | -0l <e.

Wir beginnen wie bei Funktionen in einer Variablen

2+ 1)+ (& +17)
&+

&+t

&+ =+ =(En) - (0,03 <=

| <

Die letzte Ungleichung ist richtig, falls § < /e gewéhlt wird.

BEISPIEL 3.18. f: R? — R, f(£,n) = /&n. Wir untersuchen die Stetigkeit von f in
7o = (0,0) und demonstrieren den Einsatz verschiedener Normen in R?:

a) [[(§,m)lloe = max{[¢], |0},

F(Em) — £0,0)] = IET < &/ (max{[€], 1]} )2
— ek <e,

fiir § < e2.

b) [(€.m)ll2 = V& + 7,

7€) — £(0,0)] = Y] < {50 + Inf?)
- {fx e <

fir 6 < \3/56%.
) 1€l = €] + Inl,

FEm) = 10,0)] = /Tl < T+ Tl = €l <e,

3
2

fiir 0 < ez.
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Beispiel 3.18

Die elementaren Eigenschaften stetiger Funktionen lassen sich ohne Miihe auch im
Rahmen normierter Rd&ume beweisen.
SATZ 3.19. Es sei X ein normierter Raum, D C X f,g: D — K seien stetig und
A € K. Dann sind auch die Abbildungen \f, f+ g, fg, |f| und fir K =R max(f, g)
(max(f,g)(z) = max(f(x),g(x))) stetig. Gilt g(x) # 0 fir alle v € D, dann ist auch
§ stetig.
Die Stetigkeit von f 4 g und Af kann auch dann (mit dem gleichen Argument) aus
der Stetigkeit von f und g gefolgert werden, wenn der Wertevorrat von f und g selbst
ein normierter Vektorraum ist.
SATZ 3.20. Es seien X, Y und Z normierte Riume, D C X, E CY und f(D) CY.
Sind die Abbildungen f: D —Y und g: E — Z stetig in xo bzw. in f(x), dann ist
auch go f: D — Z stetig in xg.
SATZ 3.21 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Es seien (X, || - ||x) und (Y, ]| - ||y) nor-
mierte Raume und f: D — Y, D C X. f ist stetig in xo genau dann, wenn fiir
jede nach xo konvergierende Folge (x,) C D die Bildfolge (f(z,)) C Y nach f(xo)
konverguiert.

BEWEIS. "="  Zue > 0sei 6 = 0(g,x9) so gewahlt, dal aus ||z — z||x < die
Abschétzung ||f(x) — f(zo)||ly < e folgt. Wegen lim,, ., z,, = x¢ gibt es einen Index
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N(e) derart, daB ||z, — zo||lx < ¢ und somit auch ||f(z,) — f(xo)|ly < € fiir alle
n > N(e) zutrifft.
"«<”  Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, f sei in xy nicht stetig, d.h.

Jeo > 00 > 03 a5 € Dt [Jo — as||x < A ||f(x) — F(@s)lly > €.

Wihlt man 6 = L, n € N, erhélt man eine Folge (z,,) mit ||z, — z||x < +. Die Folge
(x,,) konvergiert also gegen x, die Folge der Bilder (f(x,)) konvergiert allerdings nicht
gegen f(x). O

Kombiniert man das Folgenkriterium 3.21 und Satz 3.10 ergibt sich fiir jede Norm in
Kn
KOROLLAR 3.22. Eine Abbildung f = (f1,...,fn): D — K", D C (X,]| - ||x) ist

stetig in g € X genau dann, wenn jede der Komponentenabbildungen f;: D — K|
1=1,...,n, stetig in xy ist.

Wir formulieren nun die Stetigkeit einer Abbildung in der Sprache topologischer
Réaume.

SaTz 3.23. Es seien (X, || - [|x) und (Y,|| - ||y) normierte Riume und f: D — Y,
D C X. Aquivalent sind folgende Aussagen:
(1) f ist stetig in g € D.

(2) Zu jeder Umgebung V von f(xo) gibt es eine Umgebung U von xo mit f(U N
D)cV.

BewErs. Ubung. O

Es ist klar, dafl die Umgebungen V und U in der Charakterisierung der Stetigkeit
durch offene Umgebungen ersetzt werden koénnen.

Die globale Stetigkeit einer Funktion kann sehr elegant mit dem Begriff der offenen
(abgeschlossenen) Mengen charakterisiert werden. Wir bendtigen dazu folgende Ver-
allgemeinerung dieser Konzepte.

DEFINITION 3.24. Es sei (X,|| - ||) ein normierter Raum und D C X. Eine Teil-
menge U C D heifsit relativ offen (abgeschlossen) in D, wenn es eine offene
(abgeschlossene) Menge M C X gibt mit

U=DnNnM.

Man iiberzeuge sich davon, daf eine Menge U genau dann offen in D ist, wenn D\ U
abgeschlossen in D ist

BEISPIEL 3.25. Es sei X =R und D = [0,1], £ = (0,1). Dann ist [0, 1) relativ offen

in D und (0, %] relativ abgeschlossen in E. Natiirlich ist auch D selber relativ offen
in D.

SATZ 3.26. Es seien (X, || - ||x) und (Y,|| - ||y) normierte Riume und f € F(D,Y),
D C X. Folgende Aussagen sind dquivalent
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ii) Das Urbild offener Teilmengen in'Y st relativ offen in D.
iii) Das Urbild abgeschlossener Teilmengen in'Y ist relativ abgeschlossen in D.

i) f ist stetig auf D.
)

BEWEIS. i) = ii) Es sei f stetig auf X und V offen in Y. Zu zeigen ist: f~1(V) =
{x € D: f(x) € V} ist offen in X. Dies ist trivial fiir f~*(V) = (. Es sei also
r € f74(V). Da f in x stetig ist, existiert eine offene Umgebung U, € Ux(z) mit
f(U,NnD)CcV,dh U,ND C f~YV). Die Behauptung folgt nun aus der Darstellung

)y =J{uenD:ze (V) = J{Ue:w e 1 (V)}N D,
und Satz 2.5.
ii) = iii) Es sei A C Y abgeschlossen, d.h. CA ist offen in Y. Somit ist f~(CA)
relativ offen in D, d.h es gibt eine offene Menge O C X mit f~'(CA) = OND. Wegen
f7HCA) =D\ f7'(A) folgt

7 (A) =D\ (D\ f7(A)) =D\ (0OnD)=DnCo,

d.h. f71(A) ist relativ abgeschlossen.
iii) = i) Wir wihlen 2o € X und V' € Uy (f(x)). Dann ist V° eine offene Um-

gebung von f(x) und somit f~1(CV°) relativ abgeschlossen in D, d.h es gibt eine
abgeschlossene Menge A C X mit f~'(CV°) = AN D. Wie vorhin folgt nun

[V =D\ (D\ f(V°) =D\ (AnD)=DnCA
Setzt man U = CA, dann ist offenbar U eine offene Umgebung von o mit f(UND) C
VeV, dh. fist stetig in x. O

DEFINITION 3.27. FEine bijektive Abbildung f einer Teilmenge U eines normierten
Raumes (X, || - ||x) auf eine Teilmenge V' eines normierten Raumes (Y,|| - ||y) heifit
Homéomorphismus, wenn f: U — V und f~1:V — U stetig sind. Man sagt
auch, f bildet U homdéomorph auf V' ab, bzw. U ist homdomorph zu V.

BEISPIEL 3.28 (Ebene Polarkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung
] [0,00) x [—m, 7] — R?,
(r,) — (rcosp,rsing).

Man nennt (r,¢) Polarkoordinaten des Punktes in R? mit den kartesischen Koordi-
naten (z,y) = (rcos g, rsinp).

Die Abbildung ¢ ist stetig und surjektiv. Sie ist aber nicht injektiv, denn es gilt
#(0,¢) = (0,0) fir alle ¢ € [—m, 7] und ¢(r,7) = ¢(r, —7) = (—r,0) fiir alle r > 0.
Offenbar bildet ¢ jedoch den halboffenen Halbstreifen (0,00) x (—m, n] bijektiv auf
die punktierte Ebene R?\ {(0,0)} ab. Definiert man h: R — R durch

1, >0,
h(y) = Y
-1, y <0,
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x.y)

kann man die Umkehrabbildung ¢~*: R?\{(0,0)} — (0, 00) X (—, m| kompakt schrei-

ben in der Form
T

V2 + y2).
Als Ubung beweise man die Identititen ¢ o ¢~! = idg2\ {00} und ¢~ o ¢ =

id(0,00)x (—,x]- Allerdings besitzt ¢! in keinem Punkt des Halbstrahls {(—r,0): r > 0}
einen Grenzwert: es gilt ndmlich

lim 67 (~7, ) = (7).

¢~ (z,y) = (Va? +y?, h(y) arccos

1
lim Qﬁil(_rv __> = (T‘, _ﬂ-)'
n—00 n

Man iiberzeuge sich davon, da§ ¢! auf R? \ {(—r,0): r > 0} stetig ist. ¢ bildet also
(0,00) X (=7, 7) homdomorph auf die geschlitzte Ebene R? \ {(—r,0): r > 0} ab.

4. Kompakte Mengen

Wir haben bereits gesehen, dafl stetige reellwertige Funktionen auf abgeschlossenen
und beschrénkten Intervallen besonders gute Eigenschaften besitzen (vgl. Abschnitt
V.5). Wir iibertragen nun diese Resultate auf erheblich allgemeinere Situationen.

DEFINITION 4.1. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum und K C X.
i) Eine Familie C offener Mengen heifit (offene) Uberdeckung von K l()i)f
€
K c|yec.

Fine Teilfamilie 8 C € heifit Tewliiberdeckung von K ﬁfs ist Uberdeckung
€

von K.
ii) K C X heifst kompakt [():zf jede offene Uberdeckung © von K besitzt eine

endliche Teiliiberdeckung (d.h. eine Uberdeckung mit einer endlichen Anzahl
von Elementen aus C).

BEISPIEL 4.2. 1) Jede endliche Teilmenge eines normierten Raumes ist kompakt.
Man braucht aus einer beliebigen Uberdeckung von K fiir jeden Punkt z € K nur
ein Element der Uberdeckung auswéhlen, welches x enthélt.
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2) Es sei K = (0,1] C R. K ist nicht kompakt. Um dies einzusehen, betrachten wir
die Uberdeckung

G:{(%,2):n€N}

von K. Wiirden bereits endlich viele Elemente von €, etwa die Mengen (n%v 2), 1 =

1,...,N, ny > ny > --- > ny, die Menge K iiberdecken, dann miifite (0,1] C

Uﬁil(%, 2) = (nil, 2) gelten. Dies ist nicht moglich.

3) K = [0, 00) ist nicht kompakt, man betrachte etwa die Uberdeckung
C={(-1,n): n e N}

von K. € enthélt keine endliche Teiliiberdeckung von K.

Das folgende Resultat kann zwar mit elementaren Mitteln bewiesen werden, es es
ist aber auch eine unmittelbare Folge eines wesentlich allgemeineren Prinzips (vgl.
Korollar 4.13).

SATZ 4.3 (Heine — Borel). Jedes abgeschlossene Intervall K = [a,b], —o0o < a < b <
o0, ist kompakt in R.

Wir erweitern nun dieses Ergebnis zu einer Charakterisierung kompakter Mengen in
K". Dazu schicken wir einige allgemeine Bemerkungen voraus.

SATZ 4.4. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

BeEWEIS. Es sei (X, || - |) ein normierter Raum, K C X kompakt und A C K
abgeschlossen. Ist C eine offene Uberdeckung von A, dann ist C U {CA} eine of-

fene Uberdeckung von K (CA ist offen), welche nach Voraussetzung eine endli-
che Teiliiberdeckung {O;,...,0,,0A}, O; € C, enthilt. Die Mengen Oy,...,0,
iberdecken dann A. O

LEMMA 4.5. Jede kompakte Teilmenge eines normierten Raumes ist beschrinkt.

BEWEIS. Es sei K C X kompakt und xy € X. Die Familie
C ={K(zg,n): n € N}

ist eine offene Uberdeckung von X und daher auch von K. Da K kompakt ist, wird K
bereits durch endlich viele Kugeln K (zg, n) tiberdeckt. Wegen K (xo,n) C K(zo,n+1),
n € N, gibt es also ein N € N mit K C K(zo, N). Somit ist K beschréinkt. O

SATZ 4.6. Jede kompakte Teilmenge eines normierten Raumes (X,|| - ||) ist abge-
schlossen und beschrdnkt.

BEWEIS. Es sei K eine kompakte Teilmenge eines normierten Raumes (X, || - ||).
Nach Lemma 4.5 ist K beschrinkt und somit CK # (0. Sei also € CK. Fiir jedes
y € K wéhlen wir disjunkte Umgebungen U, € U(z) und V, € U(y). Die Familie
{V,:y € K} ist eine offene Uberdeckung von K. Somit gibt es endlich viele Punkte
Yty Un € K mit K C U, V. Setzt man U = (;_, Uy, folgt U ist offen und
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U € U(x). Ferner gilt U C CK. Giibe es nimlich ein z € K NU, dann miifite 2 auch in
einer Umgebung V,,  und damit auch in U, liegen, im Widerspruch zu U,, NV,, = 0.
Somit ist z ist innerer Punkt von CK und CK ist offen. O

Die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch in allgemeinen normierten Rdumen falsch.
Der Satz von Bolzano — Weierstrass sagt aus, dafl jede beschrénkte Folge in K eine
konvergente Teilfolge enthélt. Wir werden nun zeigen, dafl in einem normierten Raum
diese Figenschaft die Kompaktheit einer Menge charakterisiert. Wir zerlegen den
Beweis in mehrere Schritte:

SATZ 4.7. Es sei K eine kompakte Teilmenge eines normierten Raumes (X, || - |]).
Dann enthilt jede Folge (x,),>1 C K eine konvergente Teilfolge (ihr Grenzwert liegt
notwendigerweise in K ).

BEwEIs. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, es gébe eine Folge
(xn)n>1 C K, welche keine konvergente Teilfolge enthilt (insbesondere ist also die
Menge {x,: n > 1} abzéhlbar unendlich). Wir behaupten: Fiir jedes z € K gibt es
eine Kugel K (z,¢), in welcher nur endlich viele Glieder der Folge liegen,

(%) Ve e K3, >0: {neN: x, € K(x,e,)} ist endlich.

Gébe es namlich ein Element zq € K, soda8 jede Kugel K (xg,¢), ¢ > 0, unendlich viele
Folgenglieder enthélt, konnte man wie im Beweis von Satz 3.3-ii) eine konvergente
Teilfolge konstruieren. Es sei K (z,¢,) durch (x) gegeben. Dann bildet das System

C={K(z,e,): vz € K}

eine offene Uberdeckung von K. Da jede Kugel K (x,¢,) nur endlich viele Elemente
von {x,: n > 1} enthilt, ist es nicht moglich, dafl bereits endlich viele dieser Kugeln
K iiberdecken. Dies widerspricht der Kompaktheit von K. O

BEISPIEL 4.8. Als Anwendung zeigen wir, daf§ die abgeschlossene Einheitskugel in
(C([0,1],R), || - ||) nicht kompakt ist. Dazu betrachten wir die Folge stetiger Funktio-

nen
—nr+1, 0<zx<4i
fn<x>:{ - Ty n € N.
0, sonst

Diese Folge konvergiert punktweise, aber nicht gleichméfig gegen die Grenzfunktion
1, =0,
€Tr) =
/(@) {0, sonst

Da jede Teilfolge gegen dieselbe Grenzfunktion konvergiert, kann es keine gleichméfig
konvergente Teilfolge geben.

Um die Giiltigkeit der Umkehrung von Satz 4.7 nachzuweisen, zeigen wir vorerst, daf}
unter diesen Umstédnden eine ganz spezielle Uberdeckung von K, ndmlich

C={K(z,e): x € K}
fiir jedes € > 0 eine endliche Teiliiberdeckung enthalt:
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LEMMA 4.9. Es sei K # () eine Teilmenge eines normierten Raumes (X, ||-||) mit der
Eigenschaft, daf jede Folge (x,)n>1 C K eine konvergente Teilfolge enthdlt. Ferner
sei € > 0. Dann gibt es Elemente x1,...,x, € K, sodaf

K C OK(I’Z,ZE)

i=1
(Unter diesen Voraussetzungen ist K natiirlich beschrinkt).

BEWwWEIS. Wir fiithren einen konstruktiven Beweis: Wir wéhlen ein beliebiges 1 €
K. Gilt bereits K C K(z1,¢), sind wir fertig. Anderenfalls gibt es ein Element xo €
K \ K(x1,e). Wir brechen das Verfahren ab, falls K C K(z1,¢) U K(z3,¢). Wir
halten fest: ||zo — x1|| > €. Ist die Abbruchbedingung nicht erfiillt, wéhlen wir z3 €
K\ (K (x1,e)UK (x9,¢)), also gilt ||x3 —x1|| > ¢, ||x3 —23]] > e. Nach einer endlichen
Anzahl von Schritten mufl allerdings dieses Auswahlverfahren abbrechen, da man
ansonsten eine Folge (2,),>1 C K erhilt, fiir deren Folgenglieder

Vn,me N:n#m= ||z, —x,|| >¢
gelten miifite. Eine derartige Folge kann aber keine konvergente Teilfolge besitzen. [

LEMMA 4.10. Es sei K eine abgeschlossene Teilmenge eines normierten Raumes
(X, || - ||) mit der Eigenschaft, daff jede Folge (x,)n>1 C K eine konvergente Teil-
folge enthdlt. Ferner sei C eine offene Uberdeckung von K. Dann gilt

Jde > 0Vzr € K30, € C: K(z,¢) C O,.
BEWEIS. Angenommen, die Behauptung wére falsch, also
Ve >0de € KVO € C: K(z,¢e) ¢ O.
L&t man e die Folge (%) >1 durchlaufen, erhalten wir eine Folge (x,,),>1 C K mit
1
(%) VnGNVOG@:K(xn,—> Z O.
n
Nach Voraussetzung enthélt (z,),>1 eine konvergente Teilfolge (2y,(n))n>1. Da K ab-
geschlossen ist folgt lim, .o Tym) = v € K. Der Grenzwert x liegt daher in einer

Menge O, € C. Da O, offen ist, existiert p > 0 mit K(z,p) C O,. Wir wéihlen nun
N, € N so, daf3

P 1 P
- < = d <=
gilt. Fiir jedes y € K(zyw,), m) folgt also
[y =zl < 1+ 1] < ——+2<
—x —x x —x —+ = .
y - y @(NP) SO(NP) @(Np) 2 p
Dies zeigt K (zy(w,), w(zlvp)) C K(z,p) C O,, im Widerspruch zu (x). O
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LEMMA 4.11. Eine abgeschlossene Teilmenge K eines normierten Raumes (X, || - ||)
mit der Eigenschaft, daf jede Folge (z,)n>1 C K eine konvergente Teilfolge besitzt,
1st kompakt.

BEWEIS. Es sei € eine offene Uberdeckung von K. Nach Lemma 4.10 existiert
e > 0 sodaB

(%) Ve € K30, € C: K(x,¢) C O,.

Lemma 4.9 sichert die Existenz von x1,...,z, € K mit

K C OK(ZL’Z,ZE)

i=1

Die Beziehung (x) zeigt, dafl jede Kugel K(z;,e) zur Ginze in einer
Uberdeckungsmenge O,, € C enthalten ist. Also gilt auch

i=1

somit ist K kompakt. [l

Satz 4.6, Satz 4.7 und Lemma 4.11 ergeben zusammen die gesuchte Charakterisie-
rung:

SATZ 4.12. Eine Teilmenge K eines normierten Raumes ist kompakt genau dann,
wenn K abgeschlossen ist und jede Folge (x,),>1 C K eine konvergente Teilfolge
enthdlt.

In einem normierten Raum ist somit eine Menge K genau dann kompakt, wenn jede
Folge (x,) C K eine Teilfolge enthélt, welche gegen ein Element aus K konvergiert. In
einem endlichdimensionalen normierten Raum ist wegen der Aquivalenz der Normen
die Kompaktheit einer Teilmenge unabhingig von der Wahl der Norm. Einen topolo-
gischen Raum (X, T) mit der Eigenschaft, dafl jede Folge eine konvergente Teilfolge
enthélt, nennt man folgenkompakt. Der letzte Satz bringt also zum Ausdruck, dafl
in einem normierten Raum Kompaktheit und Folgenkompaktheit dquivalent sind.

KOROLLAR 4.13 (Heine-Borel). Eine Teilmenge K des normierten Raumes K" ist
kompakt genau dann, wenn K abgeschlossen und beschrankt ist.

BEWEIS. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl 3.14 und Satz 4.12. O

BEISPIEL 4.14. Die abgeschlossene Einheitskugel in R™, K(0,1) = {x € R™: ||z|| < 1}
und die Einheitssphére S(0,1) = {x € R": ||z|| = 1} sind kompakt.
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5. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

SATZ 5.1. Es seien (X, || - ||x) und (Y,|| - ||y) normierte Riume und f € F(D,Y),
D C X stetig. Ist K C D kompakt, dann ist auch f(K) kompakt.

BEWEIS. Es sei K C D kompakt und € eine offene Uberdeckung von f(K). Da
f stetig ist,gibt es nach Satz 3.26 fiir alle C' € € eine offene Teilmenge Us C X mit
f~YC) =UsnN D. Es folgt

Kcf'(fycrJo=r'e=Jwenb) c|]Ue,

cece cece cec cec

also ist V = {Uq: C € €} eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit
von K enthélt V eine endliche Teiliiberdeckung. Es gibt also ein n € N und U; =
Ue, € C, 1 <i<n, mit

K C UUi also auch K C LJ(UZ N D).
i=1 i=1

Dies hat zur Folge
J(K) C Uf(UiﬂD) - UCz‘,
i=1 i=1

d.h. {Cy,---,C,} ist eine endliche Teilitberdeckung von f(K). Somit ist f(K) kom-
pakt. O

KOROLLAR 5.2. In einem normierten Raum (X, ||-||) nimmt jede stetige Funktion f €
F(D,R), D C X, auf einer kompakten Teilmenge K C D Maximum und Minimum
auf K an.

BEWEIS. Es sei f € C(D,R) und K C D kompakt. Nach Satz 5.1 ist f(K) C R
kompakt, also nach Satz 4.3 abgeschlossen und beschréinkt. Somit existieren a =
inf f(K) und 8 = sup f(K) in R. Wegen der Abgeschlossenheit von f(K) folgt
{a, 8} C f(K), d.h. Im, M € K mit

Vee K:a= f(m) < f(z) < f(M)=0.

O

Dieses Korollar bleibt richtig, wenn nur f|x stetig ist. Satz 5.1 ist die Grundlage einer
niitzlichen hinreichenden Bedingung fiir die Stetigkeit der Umkehrfunktion:

SATZ 5.3. Es seien (X,|| - ||x) und (Y, || - |ly) normierte Riume, K C X kompakt
und f € F(K,Y) stetig und injektiv. Dann ist die Umkehrfunktion f~': f(K) — X
stetig.

BEWEIS. Nach Satz 3.26 geniigt es zu zeigen, dafl das Urbild jeder abgeschlossenen
Menge A C X unter f~! relativ abgeschlossen in f(K) ist. Dies ist eine Folge von

(A =) TANK) = f(ANK)
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Da K kompakt und A abgeschlossen ist, ist AN K nach Satz 4.4 kompakt. Somit ist
auch f(A N K) kompakt (Satz 5.1) und daher nach Satz 4.6 abgeschlossen. Wegen
fIANK) = f(ANK)N f(K) ist f(AN K) abgeschlossen in f(K). O

Wir wenden uns nun einer wichtigen Variante des Stetigkeitsbegriffes zu. Dazu un-
tersuchen wir vorerst ein einfaches Beispiel etwas genauer:

BEISPIEL 5.4. Es sei f: (0,1] — R die Abbildung 2 — %, zy € (0,1] und € > 0. Eine
einfache Rechnung ergibt

|z — w0

[f (@) = flwo)| = ———,

T
fiir 0 < § < g und |z — 2| < 0 erhélt man weiter

)
|f(x) = f(xo)] < o(@o—0)

Die Abschétzung kann nicht verbessert werden, da fiir x = xq — § Gleichheit eintritt.

Somit gilt | f(x) — f(zo)| < € fiir |z — x| < I soferne m < e. Das Supremum aller

J, die mit dieser Ungleichung vertriglich sind, ist gegeben durch A(e, xy) = 133960. Aus

infgoc(0,1) A, 2o) = 0 folgt, daBl es nicht moglich ist, zu e > 0 ein 0 = d(e) anzugeben,
welches fiir alle z € (0, 1] die ed-Charakterisierung der Stetigkeit verifiziert.

DEFINITION 5.5. Es seien (X, || ||x), (Y,||-|ly) normierte Rdume und K C D C X,
feFD,Y).
f heifit gleichmdaf$ig stetig auf K, wenn

Ve > 030 =d(e)Vo,y € K: |lz —yllx <d=|[[f(z) = fW)lly <e.
Insbesondere folgt, dal eine auf D gleichméflig stetige Funktion stetig auf D ist. Das

vorhergehende Beispiel zeigt, dal die Umkehrung nicht gilt. Durch Negation erhilt
man leicht folgende Charakterisierung;:

f ist nicht gleichméBig stetig auf K <
Jeo > 03(@n)nz1, Yn)uz1 € K0 € N [lzn — yallx < 5 Allf (@), —fyn)lly > eo.
Man verifiziere diese Bedingung in Beispiel 5.4.

SATZ 5.6. Es seien (X, ||-||x), (Y, ||:|ly) normierte Rdume und f € F(D,Y), D C X,
stetig. Dann ist f auf jeder kompakten Teilmenge K C D gleichmdfSig stetig.

BEWEIS. Es sei K C D kompakt und f stetig, aber nicht gleichméfig stetig auf
K. Somit gibt es gy > 0 und Folgen (x,,)n>1, (Yn)n>1 C K mit

1
[l = ynllx < — and [[f(zn) = f(ya)lly = 0.

Da K kompakt ist, enthélt (z,) eine konvergente Teilfolge (7,(,,)): Es gibt also ein
r € K mit lim,, . 7,,) = . Aus

1
Hy@(”) - xHX < ||y<p(n) - xs&(n)HX + ngo(n) - xHX < —go(n) + ||.T<p(n) — SL’||X
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folgt
lim y,) = .

n—oo

Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu ¢; einen Index Ny, sodafl

17 o) = F@)lly < 5 wnd [17Wpi) = @)1y < T

fiir alle n > Ny erfiillt ist. Dies fithrt allerdings zu einem Widerspruch. Denn mit
n > Ny ist

o < [ (@om) = FWem)lly < 1f (o) — F@)ly + 11 (Wem) — f(@)lly
€0
E.

SATz 5.7 (Dini). Es sei K C R™ kompakt, f und f; € C(K,R), l € N. Gilt

VieN: fi < fi,
Vo € K: llirn filz) = f(x),

dann konvergiert die Folge (f;) gleichmdfsig gegen f.

BEwWEIS. Wir setzen
a=1f—f [ € N.

Dann gilt g, > ¢;41 > 0 fir alle I € N und lim;_o, g;(z) = 0 fiir alle x € K. Es sei
e > 0 gegeben. Fiir jedes z € K gibt es einen Index N(z), so daf
€
gi(z) < BY
fir I > N(z) zutrifft. Wegen der Stetigkeit von gy, gibt es ferner eine Umgebung
K(x,6(x)) mit

g

19N (&) — 9N (2)] < 5

fir ¢ € K(z,0(x)). Fir Il > N(z) und ¢ € K(z,0(x)) folgt daher
(%) 91(8) < gnv@) (&) < gn) (7)) + [gn @) (§) — gn@) ()] < e

Da K kompakt ist, geniigen bereits endlich viele der Kugeln K(z,0(z)), um K zu
iiberdecken. Somit gibt es zq,...,x, € K mit

K c | K(xi,0(x:)).
i=1
Setzt man N = max{N(z1),..., N(xs)}, ergibt (x)
VEe KVI=N:g(§) =[f(&) — fild)] <e,

das ist die gleichméBige Konvergenz von (f;) gegen f. O
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Nach dem Satz von Dini ist somit die punktweise, monotone Konvergenz stetiger
Funktionen gegen eine stetige Grenzfunktion auf kompakten Teilmengen von R" sogar
gleichméafig. Wir weisen darauf hin, daf§ jede der Voraussetzungen, Monotonie der
Konvergenz, Kompaktheit von K und Stetigkeit der Grenzfunktion, notwendig ist.
Wo wird im Beweis die Stetigkeit der Grenzfunktion verwendet?

6. Zusammenhang und Stetigkeit

Unsere Anschauung legt nahe, Mengen als zusammenhéngend zu bezeichnen, wenn sie
aus einem einzigen Stiick bestehen: Es sollte also ein Intervall in R zusammenhéngend
sein, wihrend man etwa die Mengen [0, 1] U [2,3] oder [0,1) U (1, 3] nicht als zusam-
menhéngend betrachtet. Bei komplizierteren Mengen allerdings kann man sich in
dieser Frage nicht mehr auf die Anschauung verlassen.

DEFINITION 6.1. Eine Teilmenge M eines normierten Raumes (X, || - ||) heifit zu-
sammenhdngend, wenn M nicht als Vereinigung zweier nicht leerer, disjunkter und
i M relativ offener Mengen dargestellt werden kann, d.h.

AU,V C X: relativ offen in M, nicht leer
UNV=0UUV = M.
Die Mengen U bzw. V sind genau dann relativ offen in M, wenn es in X offene
Mengen O; bzw. Oy gibt, sodafl die Darstellungen U = Oy N M bzw. V = Oy N M

gelten. M ist somit nicht zusammenhéngend, wenn es offene Mengen O; und Oy mit
folgenden Eigenschaften gibt:

M C O;U Os,
O1NOsNM =1,
O1NM#Q, OyNM#0.

ABBILDUNG 2. M ist nicht zusammenhéngend
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BEISPIEL 6.2. 1) X =R. M = [0,1]U[2, 3] ist nicht zusammenhéngend: Wihle O; =
(=1,2), Oy = (3,4). Man beachte, daB U = O;NM = [0,1] und V = O, N M = [2, 3]
beide M-offen und M-abgeschlossen sind.

2) X = R. Q ist nicht zusammenhzngend: Wihle O; = (—o0, v/2), Oy = (v/2,00).

3) In jedem normierten Raum (X,|| - ||) sind die Mengen {z}, z € X, zusam-
menhéngend. Wére dies nicht der Fall, dann miifite es offene Mengen O, ,05 geben
mit {x} C O U0z, O1 N O N{z} =0, Oy N{z} # 0 und Oy N {z} # 0. Die letz-
ten beiden Bedingungen implizieren x € O; N Os. Dies fithrt auf den Widerspruch
01ﬂ02ﬂ{x} = {ZE}#@

4) M = {) ist in jedem normierten Raum zusammenhéngend: Dies liegt daran, weil es
keine nicht leere in M offene Mengen gibt..

SATZ 6.3. In einem normierten Raum (X, ||-||) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) 0 # M C X ist zusammenhdingend.
(2) M st die einzige nicht leere Teilmenge von M, welche zugleich offen und
abgeschlossen in M 1ist.

BEWEIS. Es sei M zusammenhéngend und D C M nicht leer, relativ offen und
relativ abgeschlossen in M. Insbesondere gibt es eine in X abgeschlossene Menge A
mit D = AN M. Dann ist M\ D = CAN M offen in M und folglich M = (M \ D)U D
eine Zerlegung von M in disjunkte, in M offene Mengen. Da M zusammenhéngend
und D nicht leer ist, mufl M\ D =0, d.h D = M gelten.

Ist umgekehrt M nicht zusammenhéngend, kann man M darstellen als M = U UV,
UNV =0, U und V offen in M und nicht leer. Es sei V = M N O und O offen in
X. Es folgt U =M\ V =00n M. Somit ist U auch relativ abgeschlossen in M und
wegen V' # () folgt auch U # M. O

BEMERKUNG 6.4. Auf diesem Satz beruht folgendes Beweisprinzip: Will man nach-
weisen, daf} eine Eigenschaft P fiir alle Elemente einer zusammenhéngenden Teilmen-
ge M eines normierten Raumes zutrifft, geniigt der Nachweis, dafl

E={zeM: P(x)}
nicht leer, offen und zugleich abgeschlossen in M ist.

Die Beispiele in 6.2 zeigen, dafl es oft verhaltnisméfig einfach ist, nachzuweisen, daf3
eine Menge nicht zusammenhéngend ist. Es geniigt, passende relativ offene Mengen zu
finden, welche die einzelnen Teile der Menge trennen, vgl. Bild 6. Der direkte Nachweis
des Zusammenhangs einer Menge ist wesentlich schwieriger. Oft ist es zweckméfBig,
folgende geometrische Charakterisierung des Zusammenhangs zu verwenden.

DEFINITION 6.5. Es sei (X, || -||) ein normierter Raum und —oco < a < b < 00.

1.) Jede stetige Abbildung v : [a,b] — X heifit (parametrisierte) Kurve (stetiger
Weg), mit Anfangspunkt ~(a) und Endpunkt v(b). Das Bild v(|a,b]) heifst Spur der
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Kurve.

2.) FEine Teilmenge M wvon X heifit wegzusammenhdngend, wenn es zu jedem
Punktepaar (z,y) € M x M eine Kurve mit Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt,
deren Spur zur Gdnze in M liegt.

3.) Fir je zwei Punkte x, y € X ist v: [0,1] — X, y(t) = x + t(y — x) eine steti-
ge Parametrisierung eines Geradensegmentes mit Anfangspunkt x und Endpunkt y.
Dieses wird auch mit [x,y] bezeichnet. Eine Teilmenge M C X heifit konvex , wenn
mit je zwei Punkten x, y € M auch die Verbindungsstrecke [x,y| zu M gehort.

4.) Eine Kurve v: [a,b] — X heifit polygonal (stiickweise linear), falls es ein n € N
und reelle Zahlen o; , 1 =20,--- ,n gibt, mita=ap < a; < -+ <, =b und

V(i + e — 1)) = y(eir) +tH(y(ai) — v(i1))
firte[0,1] und 1 <i <n.

Eine Menge M C X ist demnach konvex genau dann, wenn mit je zwei Punkten x
und y € M auch z, = Az + (1 — )y fiir alle A € [0,1] zu M gehort. Man nennt z,
auch Konvexkombination der Punkte x und y.

SATZ 6.6. Fine wegzusammenhdngende Teilmenge eines normierten Raumes (X, ||-||)
15t zusammenhdngend.

BEWEIS. Angenommen eine (notwendigerweise) nicht leere Teilmenge M C X
wire wegzusammenhéngend, aber nicht zusammenhéngend. Dann gébe es offene Men-
gen O; C X, mit M NO; # @, 1=1,2, M C OUOy und M NO; N Oy = (. Wir
wéhlen z; € O;NM, i = 1,2 und nach Voraussetzung eine Kurve v: I — M, I = [a, ]]
v(a) = z1 und 7y(b) = z5. Wir setzen nun t* = sup 7' mit

T={te[ab:v(at]) c MNO}

Wegen der Stetigkeit von v ist v71(0;) =y~ 1(O; N M), i = 1,2 relativ offen in I. Ist
v(to) € M N O; fiir ein ¢y € I, dann gibt es ein &, > 0 mit y(¢) € M N O; fiir alle
t € IN(ty— Oy, to + d¢,). Dies hat a < t* < b zur Folge. Ware v(t*) € M N Oy, miifite
daher auch ~([t*,t* + 0;+) N I) C M N Oy gelten, wére y(t*) € M N Oq, miifite auch
Y((t* — Op, t*]) N I) € M N Oy sein. In beiden Féllen erhidlt man einen Widerspruch
zur Definition von t*. Es folgt v(t*) ¢ (M N O;) U (M N Oy) = M. Dies steht im
Widerspruch zu v(I) C M. O

BEMERKUNG 6.7. 1.) Eine Teilmenge in R ist konvex genau dann, wenn sie ein
Intervall ist (vgl Satz V-4.1).

2.) Offensichtlich ist eine konvexe Menge wegzusammenhéngend und damit zusam-
menhéngend.
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BEISPIEL 6.8. In einem normierten Raum (X, || - [|) sind die offenen und abgeschlos-
senen Kugeln K(z,7) bzw. K(z,r) mit € X und r > 0 konvex und somit zusam-
menhéngend. Dies ist eine Folge der Ungleichungen

1Ay + (1 =)zl = [[Aly —2) + (1 = Nz —2)|] < Ally — 2|[ + (1 = N)||z — ]|
<X+ (1=XNr=r,

fir y, z € K(z,r) und A € [0, 1]. Der Beweis fiir die abgeschlossenen Kugeln verlauft
vollkommen analog.

SATZ 6.9. Eine Teilmenge von R ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie ein
Intervall ist.

BEWEIS. Man beachte, () und einelementige Mengen sind Intervalle, vgl. Defini-
tion I1-3.13. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir im Folgenden daher
davon ausgehen, daf} die betrachteten Mengen zumindest zwei verschiedene Elemente
enthalten.
= Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, es sei M C R kein Intervall.
Nach Satz V-4.1 gibt es also Elemente z,y € M, z ¢ M und x < z < y. Setzt man
01 = (—OO,Z), 02 = (Z, OO), ergibt sich M C 01 U 02 = R\{Z}, 01 N OQ NM = @,
reO1NM,ye Oy,NM,dh. M ist nicht zusammenh&ngend.
< FEin Intervall ist konvex und somit zusammenhéngend. 0

Satz 6.9 gibt eine vollstéandige Charakterisierung zusammenhéngender Mengen in R.
Es gibt keine dhnlich einfache Beschreibung der zusammenhéngenden Mengen in R"
fiir n > 1.

Die Umkehrung von Satz 6.6 gilt i.A. nicht. Zum Beispiel ist M = {(x,sin%) €
R?: z > 0} U {(0,0)} zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhingend.

SATZ 6.10. Jede zusammenhdngende offene Teilmenge M eines normierten Raumes
ist (X,|| - ||) wegzusammenhdngend. Je zwei Punkte x, y € M konnen durch eine
polygonale Kurve in M verbunden werden.

BEWEIS. Die Behauptung ist fir M = () klar. Es sei also M # () zusam-
menhéngend. Fiir ein fest gewéhltes xyg € M sei

Z ={y € M: y und xy konnen durch einen polygonalen Weg in M

verbunden werden. }

Nach dem Beweisprinzip aus Bemerkung 6.4 geniigt es zu zeigen, dafl Z offen und
abgeschlossen in M ist.

1. Schritt: Z ist offen in M. Es sei also y € Z und ~: [0,1] — M mit v(0) = zo
und (1) = y. Da M offen ist, ist y ein innerer Punkt von M, d.h. es gibt » > 0
mit K(y,r) C M. Die Kugel K(y,r) ist konvex. Somit kann jeder weitere Punkt
z € K(y,r) durch das Segment o(t) = y +t(z —y), t € [0,1], in K(y,r) mit y
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verbunden werden. Die Abbildung p: [0,2] — M
t telo,1
o(0) = {w ) 0.1]

o(t—1) tell,?2]

ist ein stetiger Weg der zp und z in M verbindet, d.h. z € Z. Da z € K(y,r) beliebig
gewéhlt war, folgt K(y,r) C Z, d.h. Z ist offen und somit erst recht offen in M.

2.Schritt: Z ist abgeschlossen in M, d.h. M \ Z ist offen in M. Dies ist trivial fiir
M\Z = (). Esseialsox € M\Z. Da M offen ist, folgt K (x,r) C M fiir ein r > 0. Gibe
es ein Element y € K(z,7) N Z, konnte man einerseits y mit xo, andererseits y mit «
und somit x mit xy in M verbinden, d.h. x € Z. Somit gilt sogar K(x,r) C M \ Z,
d.h. M\ Z ist offen und somit offen in M. O

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Definition:

DEFINITION 6.11. Es sei (X, || ||), ein normierter Raum, M C X und x € M.

1) Z, =\U{ZC M: z€Z Z ist zusammenhdngend }
heifst Zusammenhangskomponente von x.
i) Z C M heifft Zusammenhangskomponente von X;):)f Jre X: Z=17,.
€

Die Zusammenhangskomponente Z, von x ist somit die gréfite zusammenhéngende
Teilmenge von M, welche z enthélt. Eine offene, zusammenhéngende Teilmenge eines
normierten Raumes heifit Gebiet.

SATZ 6.12. Es seien (X, || - ||x) und (Y,|| - ||y) normierte Riume und f € F(D,Y),
D C X, stetig. Ist M C D zusammenhingend, dann ist auch f(M) zusam-
menhdngend.

BEWEIS. Angenommen M C D wire zusammenhéngend und f(M) nicht zusam-
menhéngend, d.h. es gédbe offene Mengen U, V derart, daf3

f(M)ycUUV, UnVNf(M)=0,
UNf(M)#0, Vnf(M)#0Q.

Wir setzen Uy = f~1(U), Uy = f~1(V). Nach Satz 3.26 sind U; und U, offen in D.
Es gibt also in X offene Mengen O; mit U; = O, N D, i = 1, 2. Es folgt

Mcf{uuv)=f usf*(vV)y=U,uV; Cc O,UO,.
Wegen U N f(M) # () existiert ein Element a € M mit f(a) € U N f(M), d.h.
a€ fFAUYNM=UNM=0,NDNM=0,NM. Es gilt also
O1NM#1)
und analog
O, N M # 0.
Die Bedingung U NV N f(M) = @ bedeutet f(M) c C(UNV),dh. M c fC(UN
V)) = Bfil(U N V) = B(Ul N UQ) = E(Ol N Oy N D), d.h.
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Somit wire im Widerspruch zur Voraussetzung M nicht zusammenhéngend. ([l

KOROLLAR 6.13. Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum, f: D — R, D C X stetig.
Ist M C D zusammenhéngend, dann ist f(M) ein Intervall.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.12 und Satz 6.9. U

Das Korollar bleibt richtig, wenn nur f|; stetig ist. Ist M ein Intervall in R, ergibt
sich der Zwischenwertsatz V-4.3 fiir reelle Funktionen.

7. Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen sind mit der linearen Struktur eines normierten Raumes beson-
ders gut vertriaglich. Wir rufen vorerst die Definition der Linearitéit einer Abbildung
in Erinnerung.

DEFINITION 7.1. Es seien X und Y Vektorrdume tiber demselben Korper K .
f: X — Y heifit linear ;?fo,y e X V\u e K: for+uy) =
€

() + pf(y).

Eine einfache Induktion zeigt die Gleichwertigkeit von Definition 7.1 mit folgender
Eigenschaft

Vn € NVry, ...z, € X VAL A €K: FO - Nig) = Y Mif ().

Setzt man A = 0 und y = 0 in Definition 7.1 ein, erhélt man

f(0)=0

als notwendige Bedingung fiir die Linearitdt von f. Lineare Abbildungen zwischen
normierten Rdumen haben bemerkenswerte Eigenschaften.

SATZ 7.2. Es seien (X, |- ||x), (Y, - |ly) normierte Raume und f € F(X,Y) linear.

Folgende Aussagen sind dquivalent.

i) f st stetig,
ii) f ist stetig in 0,
i) AM > 0Ve € X: ||f(2)|ly < M||z|x.

BEWEIS. i) = ii) trivial.
ii) = iii) Es sei f stetig in 0. Wegen f(0) = 0 gibt es zu Ky (0,1) ein § > 0 mit
f(Kx(0,0)) € Ky(0,1). Es sei x € X, x # 0. Wir setzen z, = ”;ﬁxg. Wegen
2y € Kx(0,9) folgt || f(zz)]ly < 1. Wegen der Linearitét von f folgt

Ity =1 (75) I = Do Pl = sl <1

IwH 2]l x

d.h. es gilt iii) mit M = <
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iii) = 1) Dies folgt aus

1 (@) = FWlly = [If(z = y)lly < Mz —ylx.
O

Eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft iii) aus Satz 7.2 nennt man beschrankt.
Dies ist nach unserer bisherigen Definition gleichbedeutend mit der Beschranktheit
von f|g,(.)- Es ist iiblich, die Beschrénktheit einer linearen Abbildung durch die
Bedingung
11 = sup{ILf (@)l ey < 1} < oo

zu charakterisieren. Nach der in Satz 3.5 gegebenen Definition wire nur die lineare
Abbildung f = 0 beschrankt. Satz 7.2 zeigt, daf fiir lineare Abbildungen die Stetigkeit
aquivalent ist zur Beschrénktheit der Abbildung.
Wir bezeichnen den Vektorraum der stetigen linearen Abbildungen von X nach Y
mit L(X,Y),

LIX,)Y)={f:X —Y: fist linear ,||f|| < oo}.
Wir iiberlassen es dem Leser, nachzuweisen, da8 || || eine Norm auf £(X,Y") darstellt.
Wir bemerken noch, daf die Norm || f|| auch charakterisiert werden kann durch die
Beziehung

Il = inf{k € R: Vo € X: [f@)lly < kllzllx}.

Hat man also fiir eine lineare Abbildung die Abschéitzung

1f(@)[ly < Mllz|lx
fiir alle z € X nachgewiesen, folgt ||f|| < M.

In der linearen Algebra wird gezeigt, dal zwischen linearen Abbildungen von K" nach
K™ und den Matrizen in K™*™ ein enger Zusammenhang besteht.
Wir erinnern: Eine Matrix vom Typ (m, n) {iber einem Korper K ist eine Anordnung
von nm Korperelementen k;;, 2 =1,...,m, j = 1,...,n, in m Zeilen und n Spalten.
Wir fassen alle Matrizen vom Typ (m,n) zusammen in der Menge K™*™. In K™*"
kann man elementweise Addition und Multiplikation mit einem Skalar erklédren. Es
seien A, B € K™*" und A € K. Die Matrixelemente von A und B seien a;; und b;;,
i=1,...,m,j=1,....,n. Wir driicken dies kurz durch A = (a;;), B = (b;;) aus.
Man definiert

O = A+ B, Cij = aij + bij7

1=1,....m, j=1,...,n.
D = )\A, dij = )\aij,

K™ ™ mit dieser linearen Struktur ist ein Vektorraum. Fiir Matrizen A € K™*5,
B € K% kann man auch ein Produkt definieren. Die Produktmatrix C' = AB liegt
in K™*™ (man achte auf die Dimension!). Das ij-te Matrixelement von C' ist gegeben
durch

S
Cij = g aipbyy, i=1,....m, j=1,...,n.
r=1



7. LINEARE ABBILDUNGEN 205

SATZ 7.3. Wir wdhlen in K™ und K™ jeweils die kanonische Basis.

i) Jeder linearen Abbildung f € F(K",K™) ist eine eindeutig bestimmte Matrix
A € K™ zugeordnet. Firy = (m,...,0m) € K™ und z = (&,...,&,) € K”
qgilt

(%) y:f(x)(:)m:Zaij{'j, i=1,....,m (&y=Azx).
j=1

ii) Jede Matric A € K™ definiert eindeutig eine lineare Abbildung f €
F(K", K™).

iii) Es seien f,g € FK" K™) lineare Abbildungen und A € K und A und B die
Matrizdarstellungen von f bzw. g. Dann gilt: Die Abbildung f + g wird durch
A+ B und \f durch NA dargestellt (und umgekehrt).

iv) Es seien g € F(K*,K™), f € FK",K*) lineare Abbildungen mit der Ma-
trizdarstellung A € K"™** bzw. B € K**". Der linearen Abbildung g o f €
F(K™ K™) entspricht die Produktmatriv AB € K™ ™ (und umgekehrt).

Im Zusammenhang mit Matrizen ist es zweckméBig, die Koordinatenvektoren von
Elementen z € K" als Spaltenvektoren zu schreiben.

Es sei f € F(K", K™) eine lineare Abbildung mit der Matrixdarstellung A € K™*".
Verwenden wir || - || in K" und K™, erhalten wir aus (x)

1 (@)oo = max{|m|: i =1,...,m}

:max{|2aij§j|: i=1,...,m}
j=1

<max{) lay|:i=1,...,m} -max{|¢]: j=1,...,n}
j=1

=max{) lay|:i=1,...,m}|z[w
j=1
Nach Satz 7.2 ist f stetig und
I f]] < max{Z|aij|: i=1,...,m}.
j=1

Es gilt also folgender Satz.
SATZ 7.4. Jede lineare Abbildung von K" nach K™ ist stetig.
Wir untersuchen nun die Stetigkeit der operatorwertigen Abbildung x — T'(x).

SATZ 7.5. Es sei T: U — L(K™ K"), U C K* offen, und A(x) € K™™ die Ma-
trizdarstellung von T'(z), x € U, in Bezug auf eine Basis (a1, ..., ay) in K™ und eine
Basis (b, ...,b,) in K". Wir bezeichnen die Matrizelemente von A(x) mit a;j(x),
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i=1,...,n,7=1,...,m. Dann ist die Abbildung x — T(x) genau dann stetig, wenn
allea;j: U —K,1=1,...,n, j=1,...,m stetig sind.

Beweis. Da (ay,...,a,) eine Basis des K™ und (by, ..., b,) eine Basis des K" ist,
148t sich jedes z € K™ und jedes y € K" in eindeutiger Weise als Linearkombination
der Basisvektoren darstellen

2= (aj,  y=Y_nb;
P j=1

GeK,j=1,...,mundn; €K, j=1,...,n. Wir verwenden 0.B.d.A. in K™ und
in K" jeweils die Norm

ol =161 lyllee = max{lnl, ... la]}-
j=1

Der Koordinatenvektor von 7'(z)a; ist durch die Spalte col (a1;(x),. .., anj(2)), 7 =
1,...,m, gegeben. Wegen der Linearitéit von 7T'(z) folgt

D2 =2 6T =3 6 el

DA

i=1 j=1

Fiir zg, x € U und 2z € K™ erhélt man daher

1T ()2 = T(x0)2[lo0 = |l Z Z aij (%) = aij(20))¢;1billoo
(+)

Es sei nun z — T'(x) in 29 € U stetig. Wahlt man z = ax, k = 1,...,m, in (x), findet
man mit ||agl|; =1

o () = a0 = [T (e)es — T (o
<|NT (@) = T(o)ll cowmxem lall = [|T'(x) — T(@o)|| cem )
Dies zeigt die Stetigkeit von z +— a;j(z) inz =z, i=1,...,n,j=1,...,m

Umgekehrt seien nun die Matrixelemente von A(z) stetig in x = xy. Aus (x) folgt die
Ungleichung

IT(x)z = T(x0) 2[00 < max Z|% — aij(wo)| - [|2[]1,

1<i<n
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also
1T () = T(zo)|| cgmxny < max Z lai;(z) — a;j(xo)].
Ein einfaches Argument zeigt nun die Stetlgkelt von x — T'(x) in x = xy. O

BEMERKUNG 7.6. Da die Dimension des Raumes L(K™,K") endlich ist, sind
sdmtliche Normen in £(K™,K") dquivalent. Insbesondere hingt daher die Stetigkeit
der Abbildung = — T'(x) nicht von der Wahl der Norm in K™ bzw. K™ ab. Der Satz
bleibt offenbar giiltig, wenn man K" bzw. K™ durch beliebige endlich dimensionale
normierte Rdume ersetzt.

8. Produkte normierter Riume

Die Produktbildung ist ein niitzliches Hilfsmittel um einen gegebenen normierten
Raum aus einfachen Bausteinen aufzubauen.

DEFINITION 8.1. Es seien (X, ||-]|:), (X, ||-||) normierte Raume mit X = Xy X -+ X
X
(X, || - |]) heift Produkt der normierten Rdaume (X, || - ||:),

g oo ey

=
Def

Fiir alle x = (&1, ...,&,) gilt
0 lldl < lall i =1,

i) flell < 2 &l

Natiirlich gibt es viele Moglichkeiten, eine Norm auf X; x - -+ x X, zu erkldaren. Man
kann jedoch zeigen, daf§ alle Normen auf X; x --- x X,,, welche die Bedingungen 1)
und ii) erfiillen, dquivalent sind, also zu ein und derselben metrischen Topologie auf
X5 x---x X, fiihren. Vom topologischen Standpunkt aus gesehen sind daher diese nor-
mierten Rdume nicht zu unterscheiden. Es ist somit sinnvoll, von dem Produktraum

der normierten Réume (X, || -||;), ¢ = 1,...,n, zu sprechen.

BEISPIEL 8.2. Es seien (X, || - |];) = (K |-]),i=1,. n. (K™ || - ||x), & = 1,2, 00,
kann als Produktraum von (X, || - ||x), i = 1,....,n, geméﬁ Definition 8.1 aufgefafit
werden.

2.) Es seien (X, || ||x) und (Y, || - [|[y) normierte Raume. Dann definieren ||(x, y)||c =
max{|z]lx, [yllv} Iz, 9)l2 = (=% + Iyl$)"? wd [z, )] = llzllx + lylly
dquivalente Normen auf (X x Y).

Von besonderem Interesse ist, welche Eigenschaften der Faktoren (X;, || - ||;) sich auf
das Produkt (X, || -||) iibertragen.

SATZ 8.3. (X,||-||) sei Produkt der normierten Raume (X, ||-||:), i=1,...,n, und

(zx)r>1 eine Folge in (X, || - |]). Es sei xp = (&F,...,&8), v = (&,...,&,). Dann gilt
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a) (zy) ist beschrinkt < (EF)g>1 sind beschrinkt in (X, || - |:), i=1,...,n

b) (xy) ist eine Cauchyfolge in (X,|| - |]) < (ff)k21 sind Cauchy Folgen in
(X“H ’ ||Z)7 = 17"'7”

c) limy oo =2 & limy oo EF=¢&,i=1,...,n

BEWEIS. Der Beweis von a) und b) sei dem Leser als Ubung iiberlassen.
c) ,=" Es gelte limy_.o, x = z, d.h.

Ve > 03N (e)Vk > N(e): ||z — z|| < e.
Nach 8.1-i) folgt fiir £ > N () daher erst recht
H§7{€_€71HZ<57 7::1,...,71,

dh lim, oo &F =&, i=1,...,n
,<=" Bs gelte limy, o EF =&, i=1,...,n, d.h.

Ve > 03N;(e)\Vk > Ni(e): ||€F — &|)i < %

i = 1,...,n. Setzt man N(¢) = max{N;(¢): ¢ = 1,...,n}, folgt aus 8.1-ii) fur
k> N(e).
|xk—x||<2||f —glli<e
U
SAaTz 8.4. (X, ||-||) sei Produkt der normierten Raume (X;,||-]:),7=1,...,n. Dann
gilt

a) Sind die Mengen K; kompakt in (X, || - |l:), i = 1,...,n, dann ist K =
[1-, Ki kompakt in (X, | -]).
b) (X,||-|]) ist vollstindig < (X, || - ||;) ist vollstindig, i =1, ..., n.

BEWEIS. a) Es sei (x3)i>1 C K, 2, = (&, ...,&F). Da K; kompakt in (X1, || -|];)

ist, enthélt die Folge (£F)r>; eine konvergente Teilfolge (£7 1(k))k21 mit Grenzwert

& € Ki. Wegen der Kompaktheit von Kj in (Xs, || - ||2) kann man in (5;’“’”) eine
konvergente Teilfolge (£572°71* )) >1 mit Grenzwert & € K finden. Als Teilfolge von
(&™) ist auch die Folge (£\#2°#)®)) konvergent Nach n Schritten erhélt man eine
Teilfolge (zy(x)) C (@x) mit limy .o ™ = ¢ i=1,...,n. Dies ist nach Satz 8.3-c)
dquivalent zu limy .o Ty x) = 2, © = (&1,...,&,). Daz in K liegt, ist K abgeschlossen
in (X, || -]|) und somit nach Satz 4.12 kompakt.

ad b) ,=* Es sei X vollstindig und (£F) eine Cauchy Folge in (X;, || -||;). Wie vorhin
definieren wir die Folge (zx) C X, ox = (1,01, &5 Miv1, -, mp). Es folgt mit

e — zell <) N1E5 — €811 = 1167 — &Fli,
7=1
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d.h. (zy) ist eine Cauchy Folge in X. Wegen der Vollstandigkeit von X, gibt es ein
Element z* € X, 2* = (&,...,&}), mit limy_ o zx = 2*. Nach Satz 8.3-c) gilt dann
auch limy, o &F =&, i=1,...,n.

,<" Es seien die Raume (X, || - |;), ¢ = 1,...,n, vollstdndig und (zj) eine Cauchy
Folge in X. Dann ist auch (£F)>1, i = 1,...,n jeweils eine Cauchy Folge in X;. Wegen
der Vollstindigkeit von X; sind die Folgen (£F)g>; konvergent, i = 1,...,n, d.h. die
Folge (zy,) ist konvergent (Satz 8.3). O

SATZ 8.5. Es seien (X, || ||x), (Yi,||-||i) normierte Riume und (Y, ||-||) Produkt der
Raume (Y, || - ||:), i =1,...,n. Ferner sei f; € F(D,Y;), D C X, i=1,...,n, und
F=(fi,...,fn) € F(D,Y) erklirt durch

F@) = (h(@)..... fola)), z€D.

Folgende Aussagen sind dquivalent
i) F ist stetig in xo,

i) f; ist stetig in xo, i =1,...,n.
BEWEIS. Satz 3.21 und 8.3-c). O
SATZ 8.6. Es seien (X, || - 1:), ¢ = 1,...,n, normierte Riaume und (X,|| - ||) ihr

Produktraum. Dann sind die Abbildungen
I = 1),
T = (517"'7571) Hfiu
gleichmdyjig stetig auf X. Man nennt m; i-te Projektion.

1=1,...,n,

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus der Abschitzung (z = (&,...,&),y =

(7]17 s 77]71))
||mi(z) = mi(y)ll: = 11& — mill: < [z =yl
0

Wir demonstrieren den Einsatz von Projektionen an einem einfachen Beispiel: Es
seien ¢, 1: D — K, D C K" stetig. Dann sind auch die Abbildungen

JDxD—K X xX =Y
f{@mH¢@+¢w g{@me@MW
stetig auf D x D. Dies ist eine Folge der Sétze 3.20 und 8.6 angewendet auf
f=gpom+tom, g=(pom)(om),

und der Tatsache, dal Summe und Produkt stetiger Funktionen selbst wieder stetig
sind.






KAPITEL vii

Differenzierbare Funktionen

1. Differenzierbarkeit

Die Stetigkeit einer Abbildung f an einer Stelle xy bedeutet, dafl man lokal, dh. in
einer Umgebung U von g, die Funktionswerte f(z) durch f(xy) approximieren kann.
Natiirlich bringt dies i.A. nur eine sehr grobe Ndherung an den tatsidchlichen Funkti-
onsverlauf. Bedeutend besser kann man den Graph von f durch eine affine Funktion
t1(z) = f(xo) + Ay (x — o) approximieren. Die Forderung, der Approximationsfehler
r(z) = f(z) — t1(z) moge in einer Umgebung von xz, klein sein, liefert jedoch allein
keine Bedingung fiir A,,. Es ist also notwendig, die Anforderungen an die Appro-
ximationsgiite zu erhohen. Eine Préazisierung dieser Idee fiihrt auf das Konzept der
Differenzierbarkeit einer Funktion.

Im Folgenden bezeichnen X, Y jeweils normierte Rdume mit Normen || - ||x bzw.
|| - |ly- Wenn die verwendete Norm aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, wird auf
die Unterscheidung der Normen durch einen Index verzichtet.

DEFINITION 1.1. Es ser f: U — Y, U C X offen und xq € U.
1.) f heifst FRECHET-differenzierbar an der Stelle xq € U, wenn es eine stetige,
lineare Abbildung A, € L(X,Y), eine Kugel K(0,0) und eine Abbildung r: K(0,5) —
Y ¢ibt mit der Figenschaft

i) Vh € K(0,0): f(zo+ h) = f(xo) + Az (h) +1(h),

if) limy ., Tt = 0.
2.) Die lineare Abbildung A,, heifft (FRECHET) Ableitung von f an der Stelle
xg. Man schreibt f'(zo) = %(mo) = Df(xy) = Agy
3.) f heifft (FRECHET) differenzierbar auf U, wenn f an jeder Stelle x € U diffe-
renzierbar ist. Die Abbildung

12 U—LX)Y)
| oz )
heifit Ableitung von f. Anstelle von [’ schreibt man auch Df.

Wegen i) mufl 7(0) = 0 gelten. Wir zeigen zuerst, dafi diese Definition sinnvoll ist,
d.h. daf durch die beiden Bedingungen i) und ii) die Abbildung A,, und der Kor-
rekturterm r eindeutig festgelegt werden: Angenommen es gébe T; € L(X,Y) und
ri € F(K(0,9),Y), 1 =1,2, mit

f(xo+h) = f(xo) + Ti(h) +ri(h) = f(xo) + T2(h) + ra(h).

211
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Dann gilt

Tl(h) + 7°1<h) = Tg(h) + Tg(h)
fiir alle h € K(0,0). Ersetzt man in dieser Bezichung A durch th mit 0 < ¢ < 1 und
dividiert durch ¢, findet man

Ti(h) + %rl (th) = To(h) + %m(m).

Beachtet man ||$r;(th)|| = ||h| - TG, folgt mit Tlim, o Ul = 0,4 = 1,2,

Tih = Thh

fir alle h € K(0,d). Wegen der Linearitét von T; folgt daraus T} = Ty. Die Gleichheit
von r; und ry ist dann eine unmittelbare Folge von T} = T5.

BEISPIEL 1.2. Wir betrachten die affine Abbildung f: X — Y, f(z) = Az + b, mit
beY und A € L(X,Y). Aus der Linearitat von A folgt

flx+h)=A(x+h)+b= f(z)+ Ah.
Setzt man r(h) = 0 fiir alle h € X, folgt die Differenzierbarkeit von f und
f'(a) = A
fiir alle z € X.

Differenzierbarkeit ist eine stéarkere Eigenschaft einer Funktion als Stetigkeit:

SATZ 1.3. Ist eine Abbildung f: U — Y differenzierbar in xq € U, dann ist [ stetig
m Tg.

BEWEIS. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung

f(zo+h) = f(zo) + f'(z0)(h) +r(h)
und der Stetigkeit von f'(zg) und r. O

BEMERKUNG 1.4. 1.) Die Frechet Ableitung wird auch totale Ableitung oder (to-
tales) Differential der Funktion f genannt.

2.) Gleichwertig ist folgende Charakterisierung der Differenzierbarkeit von f in
xo € U: es gibt eine stetige, lineare Abbildung A,, € L(X,Y’) mit

f(xO + h) B f(l'o) — Axo (h)

lim =0.
h—0 1Al x

Dieser Grenzwert kann auch geschrieben werden als
o T@) = flan) = Ao —20)
a—ao ||z — o |x

3.) Sind die Dimensionen der Rdume X und Y endlich, geniigt es, nur die Linea-
ritdt von A,, zu fordern, da eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen
Réumen automatisch stetig ist.

4.) Aus Satz 8.3 folgt, daB eine Abbildung f: U — K", f = (f1,..., fa), in 29 € U
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genau dann differenzierbar ist, wenn jede Komponentenfunktion f;, i = 1,...,n, in
xo differenzierbar ist. Daher kann man sich bei vielen Untersuchungen auf skalare
Funktionen beschranken.

5.) Man beachte, daf§ in Defintion 1.1 die Differenzierarkeit nur in einem inneren Punkt
des Definitionsbereiches von f betrachtet wird. Dies wird erzwungen durch die Annah-
me, dafl der Definitionsbereich offen ist. Ein Grund fiir diese Einschrankung besteht
darin, dal dadurch Randpunkte ausgeschlossen werden und somit Annéherungen an
xo aus beliebiger Richtung moglich sind. Das folgende Beispiel zeigt, dafl die Eindeu-
tigkeit der Ableitung verloren gehen kann, wenn der Definitionsbereich nicht offen
ist:

BEISPIEL 1.5. Es sei f: R x {0} — R gegeben durch (z,0) — 2z. Eine lineare Abbil-
dung von R? nach R wird durch eine Matrix (o, 3) dargestellt. Fiir die Untersuchung
der Differenzierbarkeit von f in (0,0) betrachten wir daher den Grenzwert

: 1 T
®) e T V0 /00~ @) (g)
(9) = \5?{) ﬁ@x —ar)=(2 - a«a) |ii|130 sign &

(In R? kénnen wir z.B. die euklidische Norm verwenden). Durch die Forderung, daf
der Grenzwert existiert und gleich Null ist, wird offenbar 3 nicht festgelegt. Jede
durch (2, ) beschriebene lineare Abbildung kédme als Ableitung von f in (0,0) in
Frage.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall reeller Funktionen f: I — R, I C R,
offen. Wegen Satz vi-2.13 kénnen wir annehmen, daf3 I ein offenes Intervall ist. Wenn
f in xy € I differenzierbar ist, dann gibt es eine lineare Abbildung A,, € L(R,R) mit
den Eigenschaften

f(xO + h) = f(mO) + Ax()(h') + T(h),
r(h)

lim —= = 0.
h—0

Jede lineare Abbildung A,, € L(R,R) wird durch eine reelle Zahl a@ € R dargestellt
und es gilt A,,(h) = ah mit a = A, (1), und umgekehrt. Diese Uberlegung erlaubt
es, die Ableitung von f in xy mit der reellen Zahl « zu identifizieren. Ist f in xo € [
differenzierbar, dann gibt es also f’(z() € R mit

fxo + 1) = f(xo) + f'(wo)h +r(h),
lim M =0.
h—0 h

Die Ableitung f’(z¢) ist daher gegeben durch den Grenzwert
o1
(10) f(wo) = }Lli% E(f(% +h) = f(z0)).
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Existiert umgekehrt der Grenzwert (10) und definiert man r: K(0,0) — R durch
f(zo+h) = f(zo) + f'(zo)h + 1(h)
fir h € K(0,0) (8 so, dal K(zg,d) C I), erhilt man
. 7(h) T ! _
lim == = lim +(f(z0 + h) = f(z0)) = f'(z0) = 0,

d.h. f ist differenzierbar in zy. Der Grenzwert in (10) ist jedoch auch in den Rand-
punkten von [ sinnvoll. Fiir reelle Funktionen wird daher die Differenzierbarkeit all-
gemeiner gefafit:

DEFINITION 1.6. Es sei f: D — R, D C R, und ¢y € D ein Hiufungspunkt von D.
Man nennt f differenzierbar in xy, wenn der Grenzwert

s = lim (o + h) — F(xo))
existiert.

Die vorausgehende Diskussion zeigt, daf} fiir innere Punkte xq € D die Definitionen 1.1
und 1.6 dquivalent sind.

Gelegentlich ist es bei reellen Funktionen zweckméfig, nur einseitige Anndherungen
an xg zuzulassen. Dies fithrt auf das Konzept der einseitigen Ableitungen:

DEFINITION 1.7. Es sei f: D — R, D C R, und xg € D ein Hdaufungspunkt von D.
f ist in xy € D rechtsseitig (linksseitig) differenzierbar, wenn der Grenzwert

1 o1
1}%1 E(f(ivo +h) = f(xz0))  brw. 1}%1 E(f(ﬂfo +h) — f(20))

existiert. Die linksseitige (rechtsseitige) Ableitung in xo wird mit f’ (xq) bzw. f' (x)
bezeichnet.

Fiir eine auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] differenzierbare Abbildung f be-
deuten f’(a) natiirlich die rechtsseitige und f’(b) die linksseitige Ableitung.
Aus Lemma V-7.5 folgt unmittelbar

SATZ 1.8. Es sei f € F(D,R), zy € D ein Hiufungspunkt von D. Aquivalent sind

(1) f ist differenzierbar an der Stelle xy,
(2) [ ist stetig in o, es existieren die links- und rechtsseitige Ableitungen von f
an der Stelle o und sind gleich: f’ (xo) = f(2o).

BEISPIEL 1.9. 1.) Die Abbildung z — |z|, x € R, ist in 2y = 0 nicht differenzierbar,
da der Quotient

71 =0 =signx
r—0 &
fiir x — 0 keinen Grenzwert hat. Wegen
limsignz =1, limsignz = —1

z|0 zT0



1. DIFFERENZIERBARKEIT 215

existieren jedoch die einseitigen Ableitungen und es gilt f, (0) =1, f"(0) = —1.
2.) Das Beispiel der Funktion

f(:):):{x T <1

r+2 x>1

zeigt, daBl aus der Existenz und Gleichheit der einseitigen Ableitungen in xy nicht
einmal auf die Stetigkeit von f in xg geschlossen werden kann.

Den Quotienten +(f(zo + h) — f(20)) bezeichnet man als Differenzenquotient.

Geometrisch kann er als Anstieg der Sekante durch die Punkte (zo, f(z)) und
(xo+ h, f(zo+ h)) interpretiert werden. Die Differenzierbarkeit einer reellen Funktion
f in xy bedeutet demnach, dafl die Anstiege der Sekanten einen eindeutig bestimmten
Grenzwert, namlich f’(z¢), besitzen, wenn h gegen Null strebt. Es ist somit gerecht-
fertigt, f’(zo) als Anstieg des Graphen von f in (xq, f(xo)) zu betrachten. Da alle
Sekanten durch den Punkt (zo, f(zo)) gehen, wird durch den Grenzanstieg f'(x¢)
eine Grenzgerade, die Tangente an den Graphen von f im Punkt (xg, f(x¢)), ein-
deutig festgelegt. Analytisch wird die Tangente beschrieben durch die affine Funktion
(.Tl R—R

(11) Ti(x) = f(xo) + f'(w0)(z — x0).

Im Fall einer Funktion in mehreren Verdnderlichen f: U — R, U C R" offen, stellt
TJ:R*"—>R

(12) T1(z) = f(xo) + f'(w0)(z — o).
die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (z¢, f(x)) dar. Die Forderung

im TETT) o b ) — Tu@) = 0

o ||z —wol| == [ — ol

bringt zum Ausdruck, dafl die Tangente die Funktionswerte von f in einer Umgebung
von z besser als von 1. Ordnung approximiert.

BEMERKUNG 1.10. Da C als Vektorraum iiber C Dimension 1 hat, kann man die
Diskussion vor Definition 1.6 auch auf Funktionen f: D — C sinngeméf iibertragen.
Es folgt, dafl eine Abbildung f: D — C genau dann differenzierbar in xq € D ist,
wenn sowohl Real-, als auch Imaginérteil von f in z( differenzierbar sind. Da C
andererseits isomorph zu R? ist, entfaltet der resultierende Differenzierbarkeitsbegriff
seine volle Stérke erst bei der Beschréankung auf offene Mengen.

BEISPIEL 1.11. 1.) Wir betrachten die Potenzfunktion p,(z) = 2", z € C, n € N und
demonstrieren zuerst die Differenzierbarkeit mittels Definition 1.1: Wir versuchen, in
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der Differenz p,(z + h) — pn(z) den linearen Anteil ah zu isolieren und schreiben:

Pulz+h) =palz) = (2 + h)" = 2" =) W (Z) -z
k=0
— ”_1h n hk n—k.
nz + ZZ (k; 5
Der kleinste Exponent von h in r(h) := Z ( ) hF2"=F ist 2, somit folgt limy,_.q + 5T r(h) =

0, dh. f'(2) = nz""t
Geht man von Definition 1.6 aus, betrachtet man den Differenzenquotienten

n—1
1 1 n n i . n—1—1
E(pn(z—i-h)—pn(z)) = E((z—i—h) — 2" :;(2+h) z
und folgert
1 n—1 n—1
3 _ _ — : i n—1—1 — i n—1—1 — n—1
}lllil[l) h(pn(z +h) —pa(2)) 2 }ILLO(Z +h)'z 2 2'z nz""".

LEMMA 1.12. Es gilt lim,_o (e®* —1) =, « € C.

BEWEIS. Es geniigt lim,_o1(e* — 1) = 1 zu zeigen. Aus der Potenzreihe fiir e*
folgt
k1

1
6_1 Zk,.zz A

k=1

Die Behauptung ergibt sich nun aus der Beobachtung, daf§ die Potenzreihe auf der
rechten Seite auf C konvergiert und daher eine stetige Funktion f mit f(0) = 1
darstellt. UJ

Eine dhnliche Rechnung oder die Kombination dieses Grenzwertes mit Satz V-10.7
zeigt die niitzlichen Grenzwerte

i 1
(13) lim o s =1, lim e~ =
z—0 Zz z—0 z

2.) Als weitere Anwendung von Lemma 1.12 untersuchen wir die Differenzierbarkeit
der komplexen Exponentialfunktion f(z) = e**, z € C und « € C. Fiir festes z und
h € C finden wir

: 1 az 1 ah _ az
lim = (f(= + ) = £(2)) = ¢ lim > (e — 1) = ae
Somit ist f auf C differenzierbar und es gilt

d
—e* = ae®?, z e C.
dz
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Abschlieflend demonstrieren wir den Einsatz von Definition 1.1 fiir den Nachweis der
Differenzierbarkeit einer Funktion in mehreren Veranderlichen.

BEISPIEL 1.13. Es sei f: R* — R gegeben durch f(z,y, z) = zz*+ye®. Definition 1.1
verlangt, den Zuwachs der Funktionswerte linear zu approximieren. Wir betrachten
daher

fla+hy+kz+1) = f(z,y,2) = (z+ Dz +h)* + (y + k) = za® — ye?
= 2xzh + ke + 1(2® + ye*) +r(h, k1)
mit
r(h k1) = zh® + 22lh + Ih* + ke* (¢! — 1) + ye* (el — 1 — 1).
Diese Aufspaltung beriicksichtigt
ket = ke* + kO(1),
ye T — ye* = lye* + O(1?).
Wir schétzen nun den Korrekturterm r(h, k, 1) unter Verwendung der Maximum Norm
||(h, k,1)||oc = max(|h],|k|,|l|) ab. Als Abkiirzung schreiben wir voriibergehend 6 =
(h,k,1).
1
[r(hs b, D] < (2] + 2l2D)110]12 + 18115 + 119][% e* 7 (¢! = 1)

F1 2 - |l|k72
+ lyl 18112 Y-
k=2 '
2

Da 1(e’ — 1) beschrénkt ist (vgl. Lemma 1.12) und > 5, H— < el!l ergibt sich

;
ekl
(hk1)—(0,00) || (R, K, D)oo

Somit ist f auf R3 differenzierbar und es gilt
fl(x,y,2) = (22,7, 2 + ye*).

Der Nachweis der Differenzierbarkeit fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen kann
noch etwas vereinfacht werden, da der Kandidat fir f’(z() a priori bekannt ist. Wir
kommen darauf in Abschnitt 4 zuriick.

2. Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

In diesem Abschnitt entwickeln wir einige Regeln, die es erlauben, die Ableitung
komplizierterer Funktionen mit Hilfe der bekannten Ableitung einfacherer Funktionen
zu berechnen.
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SATZ 2.1. Es seien f, g: U =Y, U C X offen, differenzierbar in xqg € U und X € K.
Dann sind auch f+ g und A\f an der Stelle xy differenzierbar und es gilt

(f +9) (w0) = f'(wo) + ¢ (w0,)
(/\f)l(xo) = )\f/(xo)-

Die Menge der in xq differenzierbaren Funktionen bildet somit einen Vektorraum tiber

K.

BEWEIS. Der Beweis ist eine unmittelbare Folgerung aus den Darstellungen
f(zo+h) = f(zo) + f'(z0)(h) + 1 (h),
9(@o + h) = g(xo) + ¢'(0)(h) + ry(h)

mit geeigneten Funktionen r¢ und r,, die sich aus der Differenzierbarkeit von f und
g ergeben. O

(14)

Eine unmittelbare Folge von Beipiel 1.11 ist nun die Differenzierbarkeit von Polynom-
funktionen p,(z) = Y ;_, axz" und

p(z) = Z kapz*~1.
k=1

Fiir Funktionen mit Werten in K ist folgende Regel niitzlich.

SATZ 2.2. Es seien f, g: U — K, U C X offen, differenzierbar in xo € U. Dann sind
fg und, falls f(xo) # 0 ist, auch % an der Stelle xy differenzierbar und es gilt

(f9) (z0) = g(xo) f'(x0) + f(20)g' (x0) PRODUKTREGEL
(7)(z0) = — (7 [ (w0) REZIPROKREGEL

(4)(z0) = (o5 (f(20)g'(z0) — g(20) f'(z0)) QUOTIENTENREGEL

Beweis. Mit Hilfe der Darstellungen (14) folgt
(f9)(xo + h) = (f9)(x0) + g(zo) f'(x0)(h) + f(x0)g'(x0)(h) + R(h)
mit
(15)  R(h) = (f'(z0)(h) + r¢(h)) (g (x0) (h) + r4(h)) + f(wo)rg(h) + g(wo)r s (h).
Wegen f'(xg) € L(X,K) ist f'(zg) beschriankt, vgl. Satz 7.2, d.h. es gilt
[ (zo) ()] < I1f (o)l ex .z l1Al]x
und analog fiir ¢'(zo)(h). Somit kann man R(h) abschétzen durch

, o rs(h)
R < (1 @olllecxs + TRl (o)llece + TET

+ 1 f@o)l g ()] + [g(zo)[ |rp(R)],

LI
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was limy,_o 7. = 0 zur Folge hat. Mit der Beobachtung g(xo)f"(z0) + f(x0)g (z0) €

lIallx

L(X,K) ist die Produktregel bewiesen. Fiir den Nachweis der Reziprokregel betrach-
ten wir

1 . 1 . _ Sflao+h) — f(=)
1

:_f@m+mf@@UW%ﬂm+”ﬂm>
L,
= _f(xo)Qf (0)(h) + R(h)

mit

1 1 1,
R(h) = (f(xo) ~ o +h>)f(x0)(f (wo)(h) +1¢(h)).

Aus der Abschétzung

1 1 1
Flao)  Jwo+ ) | Flao)
und der Stetigkeit von f in x( folgt

[R(h)] < | (LS (@o)llecx o llBllx + 5 (R)])

1
lim — R(h) = 0.
h—0 |||

Somit ist die Reziprokregel gezeigt. Die Quotientenregel ergibt sich nun durch Kom-

bination der Produkt- und der Reziprokregel. 0J

Als Folgerung aus der Quotientenregel notieren wir die Differenzierbarkeit der ratio-
nalen Funktionen.

Besonders vielfaltige Anwendungen findet die Regel fiir die Ableitung der Verkettung
differenzierbarer Funktionen.

SaTz 2.3 (Kettenregel). Es seien X, Y, Z normierte Riume, f: U — Y, U C X
offen, g: V. — Z, V. C Y offen und f(U) C V. Sind [ in o € U und g in f(xyg) €V
differenzierbar, dann ist g o f in xo differenzierbar und es gilt

(go f) =4g'(f(20)) o f'(x0)-

BeEwEIS. Wir greifen wieder auf die lokalen Darstellungen

f(xo+h) = f(xo) + f'(xo)(h) +1f(h),
9(f(zo) + k) = g(f(20)) + g'(f(20)) (k) + 1y(k)

zuriick, welche in Kx(zg,d) beziehungsweise in Ky (f(x),0) mit einem geeigneten
0 > 0 gelten. Die Komposition von g nach f 1dt sich dann schreiben in der Form

(g0 f)(xo+h) = g(f(wo+h)) = g(f(x0) + ['(x0)(h) + r¢(h)).
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Fiir A hinreichend klein liegt k = f'(zo)(h) + r¢(h) in Ky (0,0) und somit gilt
(9o f)(xo+h) = (g0 f)(wo) +g'(f(@0)) (' (x0)(h) + 17 (h)) + 14 (f (o) (h) + 7 (h))
= (g0 f)(z0) + (¢'(f(w0)) © f'(z0)) (h) + R(h)
mit
R(h) = g'(f(20))(rs(h)) + 74 (f'(zo)(h) +14(h)).

Wegen ¢'(f(xg)) o f'(xg) € L(X,Z) geniigt es limy_o H—}ILHR(h) = 0 zu zeigen. Dies
folgt aus der Abschatzung

IRz < 119" (f (@)l llrs (R[]

[l (f' (@) (R) + 14 (W)l 1) 1 .
||f’($0)(h)+7"f(h)||y (Hf( 0)||£(X,Y)Hh||X+|| f(h)HY)

und den Eigenschaften von r¢ und r,. 0

+

BEISPIEL 2.4. Es sei f: U — Y injektiv und es seien f in 2o und f~' in yo = f(xo)
differenzierbar. Dann ist nach der Kettenregel f~!o f in z( differenzierbar und es gilt
(f~Ho f) = (f71) (f(x0)) o f'(x0).

Wegen f~!o f =idx folgt mit Beispiel 1.2

(F71 (f (o)) o f'(wo) = idx

Ist nun f'(xq) invertierbar, erhdlt man

(f (@) = (' (o))"

Die Schwachstelle dieser Argumentation ist natiirlich, dafy die Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion bereits gesichert sein mufl. Dieser Mangel wird im Folgenden beho-
ben.

SATZ 2.5. Es sei f: U — Y, U C X offen, differenzierbar in xo € U. Ferner sei
f ingektiv, V- = f(U) offen und die Umkehrabbildung f~': V — U sei stetig an der
Stelle yo = f(xo). Besitzt die Ableitung f'(xo) € L(X,Y) eine stetige Inverse, dann
ist auch f~1 an der Stelle vy, differenzierbar und es gilt

(f ) (f(20)) = (f'(x0))

BEwEIS. O.B.d.A. kénnen wir zp = 0 und yo = f(z9) = 0 annehmen (ersetze
x — f(x) durch die Abbildung x — f(zo + ) — f(xo). Man iiberzeuge sich davon,
dafl auch diese Abbildung die Voraussetzungen des Satzes erfiillt). Da V' offen ist, gilt
Ky (yo,d) C V fiir 6 > 0 hinreichend klein. Wegen der Differenzierbarkeit von f in 0
gilt

(%) f@) = f(0)(z) +re(x)

-1
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fiir alle z € Kx(0,0x). Da f~! in 0 stetig ist und V offen ist, gibt es eine Kugel

Ky (0,dy) C V so, daB f~!(y) € Kx(0,dx) fiir alle y € Ky(0,dy) zutrifft. Somit gilt

die Entwicklung (x) fiir alle z = f~(y) mit y € Ky (0, dy) und daher auch
y=1O0 W) +r(f ),

fir alle y € Ky (0,dy). Nach Voraussetzung besitzt f'(0) eine stetige Inverse, somit

folgt

(16) ) = £ ) = FO) (rs (7 (W)

mit
R(y) = —f(0)7 (rs(f ()

Wegen f/(0)~% € L(Y, X) geniigt es lim,, o - i R(y) = 0 zu zeigen. In der Abschétzung

IRW)]| oy I el 1wl
T ORI ST T

bemerken wir, dafl wegen f~1(0) = 0 aus der Injektivitit von f auch f~1(y) # 0 fiir
y # 0 folgt. Wegen der Stetigkeit von f~! in yo = 0 folgt weiters lim, o f~!(y) =0
und somit

Al ()]
(17) lim LYWL

v=0 [ W)

Es geniigt daher zu zeigen, daf3 W beschrénkt ist. Dazu schitzen wir das Wachs-

tum von ||f~!(y)|| mit Hilfe von (16) folgendermaflen ab

1 @I < £ gl + 170) 1HHW )l

Fiir y hinreichend klein erhélt man schliefllich mit (17)

1wl < — O < 2010) 7
L [17/(0) [

U

BEMERKUNG 2.6. 1.) Ist f ein Homdomorphismus von U auf V', dann ist V' automa-
tisch offen, da ein Homoomorphismus offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

2.) Im Allgemeinen muf} die Existenz und Stetigkeit der Inversen von f’(x) gefordert
werden. Sind X und Y jedoch endlich dimensionale Rdume, ist f'(x¢) ! nach Satz 7.4
stetig (falls die Inverse existiert).

3.) Die Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion f: I — R, I C R ein In-
tervall, ist automatisch stetig. Ein vergleichbares Resultat existiert fiir Funktionen in
mehreren Verdnderlichen nicht. Fiir reelle Funktionen kénnen daher die Vorausset-
zungen in Satz 2.5 erheblich abgeschwécht werden:
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SATZ 2.7. Es sei I ein Intervall und f: I — R streng monoton. Ist f in xy € [
differenzierbar mit f'(x¢) # 0, dann ist f~' in yo = f(xg) differenzierbar und es gilt

1
—1y/
Tg)) = ——.
Y o) = s
BEWEIS. Die einfachen Modifikationen des Beweises von Satz 2.5 seien dem Leser
iiberlassen. O

3. Ableitung der elementaren Funktionen

Potenzfunktion: p,(z) = 2", n € N. Wir haben die Differenzierbarkeit von p,, zwar
bereits in Beispiel 1.11 untersucht, konnen nun aber einen einfacheren Beweis fiihren,
der nur die Differenzierbarkeit von p; verwendet. Es sei z € C beliebig gewahlt. Wir
behaupten: p/,(z) = nz""', n € N, (wir vereinbaren hier, 0° = 1 zu setzen) und fiihren
einen Induktionsbeweis. Es gilt p|(z) = 1. Als Induktionsvoraussetzung verwenden
wir: p, ist differenzierbar in z und p/,(z) = nz""'. Wegen p,.1 = p,p: ist dann nach
Satz 2.2 auch p,.1 an der Stelle z differenzierbar und es gilt:

Pri1(0) = P (2)p1(2) + pn(2)p) (2)
=n" 242" = (n+1)2"
Aus der Reziprokregel folgt nun fiir z # 0:

n—1

d 1 L Phr)  nz

o — A\ — _ —n—1
=5 T e T T
Zusammenfassend gilt
@—nz”_l ze€C, n € N,
dz ’ zeC\ {0}, ne-N.

Waurzelfunktion: w,(z) = {/x, x > 0, n € N. Wir kénnen die Regel Satz 2.7
fiir die Differentiation der Umkehrfunktion verwenden: diese garantiert einerseits die
Differenzierbarkeit von w, fiir alle x > 0, andererseits gilt

, B 1 B 1
) = @)~ (@)

11 1.,

Fiir n > 1 sind die Wurzelfunktionen in = 0 nicht differenzierbar. Wire namlich
wy, in x = 0 differenzierbar, miifite nach der Kettenregel w/, (0)p),(0) = 1 gelten. Dies
ist nicht moglich, da p/,(0) = 0 fiir n > 1 gilt.

Exponentialfunktion: exp(az), z € C. Es wurde bereits in Beispiel 1.11 die Diffe-
renzierbarkeit und die Giiltigkeit von

(18) dc(;z = e
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fiir alle z € C nachgewiesen.

Logarithmus: x — Inx, > 0. Die Differenzierbarkeit des Logarithmus folgt wieder
aus Satz 2.7. Weiters gilt

d | 1 1 1
— nr =
dx (direx) |a::lnx

Oben wurde die Schreibweise: f'(2)|.—., := f'(20) verwendet. Der Ubersichtlichkeit
halber werden wir im Folgenden von dieser Notation nur sparsam Gebrauch machen.

- eln:c - ;

Trigonometrische Funktionen: Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen
an einer Stelle z € C ergeben sich aus der Ableitung der Exponentialfunktion: Wegen
Satz V-10.7 gilt die Darstellung

. 1 1z —1z o 1 1z —1z

smz—g(e e %), cosz—2(e +e7)
Die Differenzierbarkeit von sin und cos folgt nun aus Satz 2.1 und mit (18) erhalten
wir

. 1 . .
—sinz = 5(6” + e %) = cos z,

dz
und auf analoge Weise
— Ccosz = —sin 2.
7, Co8 2 inz
Die Ableitung des Tangens und Kotangens ergeben sich aus der Quotientenregel
d dsinz (Lsinz)cosz —sinzicosz
—tanz = — = -2 =
dz dz cos z cos? z
.2 2
sin® z + cos* 2z 1 s
= = , eC 2k+1)=: ke Z},
cos? z costz’ MR+ )2 }
analog
—cotz = — , 2z€C\{km: keZ}.
dz sin? z W !

Arcus Funktionen: Die Differenzierbarkeit der Arcusfunktionen als Umkehrfunk-
tionen der (Einschrankungen von) trigonometrischen Funktionen folgt aus Satz 2.7.
Weiters erhélt man fiir x € (—1,1)

d . 1 1
— arcsine = —— = .
dx 4 sin 2| . cos(arcsin z)

z=arcsix

dz
B 1 B 1
V1 —sin®(arcsinz) V1 —2%
Im vorletzten Schritt ist das positive Vorzeichen bei der Wurzel zu wéhlen, da

arcsinz € (—7%, %) und somit cos(arcsinz) > 0 ist.
Auf gleiche Weise folgt

1
— arccos T = —

dz V1—22

re(—1,1).
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Man beachte, daB Satz 2.7 fiir |z| = 1 nicht anwendbar ist: Es ist nimlich
4 ginx emarcsin(£1) cos(£%) = 0. Ahnlich findet man fiir z € R

1
—— arctan = — = cos?(arctan z)
dz 4 tan z|

z=arctanx

1 1
1 +tan?(arctanz) 14 22’

und

1
—arccotx = — .
dx 1+ 22

Allgemeine Potenzfunktion: p,(z) = z*, x > 0, p # 0. Ausgehend von der Iden-
titat

pp(x) = exp(plnx),
findet man mit Hilfe der Kettenregel fiir x > 0

d d

/ — __pY -
Ph() = ]y P10)

1
— eplnmp_ — pxp—l‘
X

Exponentialfunktion zur Basis a: x — a*. Ausgehend von der Identitéat
a® = exp(zlna)
findet man fiir € R mit Hilfe der Kettenregel

d d

—a”* = —ey|

dx dy

= (Ina)e*™™* = (Ina)a®.

zrlna)

d
y:zlna%(

Wir fassen die Ergebnisse tabellarisch zusammen:
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Funktion f(z) Ableitung f'(x)

", reERneEN| nant

x", r#0,ne’Z na™ 1

x’, r>0,peR pxPt

e’, reR e’

a®, reR,a>0 (Ina)a®

sin x, reR, cosx

cos T, r € R, —sinx

tan x, reR, —— =1+tan’x
cot x, r €R, ——— =—1—cot’x
arcsin , re(—1,1) ey

arccos ., x e (—1,1) — 11_:02

arctan x, reR 1+1x2

arccot x, reR ﬁ

4. Richtungsableitungen, partielle Ableitungen, Jakobi-Matrizen

Bei der totalen Ableitung einer Funktion an der Stelle zy werden die Funktionswerte
von f in einer vollen Umgebung von xy mit f(zg) verglichen. Wesentlich schwécher
ist das Konzept der Richtungsableitung, bei welchem f nur auf einem durch z, ver-
laufenden Geradensegment ausgewertet wird.

DEFINITION 4.1. Esset f: U — Y, U C X offen, xg € U und h € X. Die Funktion f
besitzt in xy die Richtungsableitung in Richtung (lings) h, wenn der Grenzwert

o1
(19) lim —(f (20 + th) — (o))
existiert. Ubliche Bezeichnungen fir die Richtungsableitung von f in xo lings h sind
g—i(xo) oder Opf(xo) oder f'(xo;h).

Da U offen ist, gibt es 6 > 0 so, dafi {zg + th: |[t| < 6} C U. Definiert man die
Funktion ¢y : (—0,9) — Y durch ¢,(t) = f(zo + th), dann bedeutet die Existenz des
Grenzwertes (19) die iibliche Differenzierbarkeit von ¢y, in ¢t = 0 und es gilt

64(0) = ()

Ersetzt man in (19) die Richtung A durch Ak, A € R, erhélt man

oo V) = lim & (£ oo+ EAR) = £ (0)) = i 52 (F 20+ £AR) = (50) = A (o )
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die Richtungsableitung ist somit homogen beziiglich der Richtung h. Aus diesem
Grunde wird ein Richtungsvektor oft normiert, d.h. ||h|| = 1 gesetzt.

BEISPIEL 4.2. Die Abbildung f: R? — R sei gegeben durch
T 2
f(x,y) _ ﬁ (ac,y) 7é (070)7
0 (z,y) = (0,0).

Um die Richtungsableitung von f in (0,0) in Richtung h = (£,n) zu berechnen,
betrachten wir den Differenzenquotienten

L7+ th) — f(a0)) = (7(1h) ~ F(0,0)
_ 6772 R 775_27 f # 07
g+t =010, £=0.

Die Abbildung f besitzt also in (0, 0) in jede Richtung A eine Richtungsableitung. Wir
erinnern daran, da§ f in (0,0) jedoch nicht stetig ist. Somit kann f in (0,0) nicht
differenzierbar sein. Dies duflert sich auch darin, daf§ h — f/((0,0); h) nicht linear ist.

SATZ 4.3. Ist f: U — Y, U C X offen, in vy € U differenzierbar, dann ist f in x
lings jeder Richtung h differenzierbar und es gilt

On f (o) = f'(xo)(h).
BEWEIS. Da f in z( differenzierbar ist, gilt
fwo +th) — f(zo) = tf'(x0)(h) + r(th),

= %f(té,tn)

also | (th)
r
;(f(l'o +th) = f(z0)) = f'(z0)(h) + WWLH-
Die Behauptung folgt nun aus lim; . % = lim;_.¢ % signt = 0. U

Das Beispiel 4.2 zeigt, dal die Umkehrung dieses Satzes falsch ist.
Wir betrachten nun den Spezialfall X = K™ versehen mit der Standardbasis

(€1, €m).

DEFINITION 4.4. Es sei f: U — Y, U C K™ offen, z9 € U und h € K™. Die

Richtungsableitung von f in xo in Richtung des j-ten Standardbasisvektors e; heifit

j-te partielle Ableitung 1. Ordnung von f in xy. Anstelle von ﬂ(xo) schreibt man

aej
DI (1) bzw. 9 f(wo) baw. fo,(x0), §=1,...,m.

J
Wird zg = (£9,...,&%) gesetzt, ist die partielle Ableitung nach der j-ten Koordinate
an der Stelle x¢ durch den Grenzwert des Differenzenquotienten bestimmt

o+ 1e;) = Flao)) = T((E 6 &+ 180, ED)
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Dies zeigt, dal man die partielle Ableitung nach der j-ten Koordinate an der Stelle
xo erhélt, indem man alle Verénderlichen mit Ausnahme von ¢; als Konstante be-
trachtet und die nunmehr nur noch von ¢; abhéngige Funktion in gewohnter Weise
differenziert.

Ist f an jeder Stelle x € U partiell nach ¢; differenzierbar, sagt man, f sei auf U
partiell nach ¢; differenzierbar und nennt die Abbildung

ﬁ. U—-R
96" o L)

die partielle Ableitung von f nach ; auf U.

Die Funktion f: U — K", U C K™ offen, f = (f1,..., fn) sei differenzierbar in
xo € U. Sowohl in K", als auch in K™ sei die Standardbasis zugrundegelegt. Dann
wird die Ableitung f'(zo) durch eine n x m- Matrix dargestellt, in deren j-ten Spalte
der Vektor

fiwo)(e)\ (g (0)
f'(@o)(e5) = 5 = :
fa(@o)(e)) %]%’;(950)-
steht. Die Matrixdarstellung von f’(zg) beziiglich der Standardbasen in K™ und K"
ist daher durch die Jacobimatrix (Funktionalmatrix) gegeben:

g—g(xo) . %(xo)
(20) : :
gg (z0) ... 352 (z0)

Da wir in K™ und K" stets die Standardbasen verwenden, werden wir f'(zo) und die
zugehorige Jacobimatrix identifizieren und daher gleich bezeichnen. Wir schreiben
f'(xo)h anstelle von f'(x¢)(h), wenn wir f'(zo) als Matrix auffassen.

Als Kandidat fiir f'(x¢) kommt also nur die Jacobimatrix in Frage. Man kann daher
beim Nachweis der Differenzierbarkeit einer Funktion f: U — K" die gesuchte lineare
Abbildung durch die Jacobimatrix ersetzen. Die Differenzierbarkeit von f in zq ist
daher gleichwertig mit

(21) iy o i ) = flan) = S S o))

k=1,....,n, h = (hy,...,hy,). Beispiel 4.2 zeigt jedoch, dal die Existenz der par-
tiellen Ableitungen allein iiber die Differenzierbarkeit von f nichts aussagt. Noch
deutlicher kommt dies in folgendem Beispiel zum Ausdruck.

BEISPIEL 4.5. Es sei f: R? — R gegeben durch f(t,0) = f(0,¢) = 1, t € R und sonst
vollkommen beliebig. Dann existieren die partiellen Ableitungen 1. Ordnung in (0, 0)
und es ist 3 af ~(0,0) = 8f 5(0,0) = 0. Sonst kann {iber f keine weitere Aussage gemacht
werden.
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Essei f: U — R, U C R™ offen, differenzierbar in xq € U. In Bezug auf die Stan-
dardbasis im R™ ist die Jacobimatrix von f gegeben durch die 1 x m-Matrix

of of
(8—&(300), ce 657(%))'

Somit gilt fir h = (01,...,0n)

P =Y 5k

Oft ist es zweckméfig, die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f zu einem
Vektor zusammenzufassen:

(x0)0;.

DEFINITION 4.6. f: U — R, U C R™ offen, besitze in xo simtliche partielle Ablei-

tungen g—gfi, 1=1,...,m. Der Spaltenvektor
of of )T
rad f(xg) := | = (2¢),..., = (x e R™
g f( 0) <a§1 ( 0) aém( 0)

heiffit Gradient von f an der Stelle xy. Fbenfalls gebrduchlich ist die Schreibweise:
V f(xo), eine veraltete Bezeichung ist ,Nabla“.

Wegen Satz 4.3 kann man daher die Richtungsableitung von f in xy ldngs einer
Richtung A mit Hilfe des Gradienten als inneres Produkt schreiben

€ Onf (o) = (grad f(xo), h).
Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt dann

Onf(0)| < || grad f(zo)|[2||h|]2 = || grad f(zo)]l2-

Die Anderungsrate von f in z, entlang jeder Richtung h ist somit durch die (euklidi-
sche) Norm des Gradienten von f in xy begrenzt. Diese Schranke ist sogar scharf: dies
ist trivial fiir grad f(z¢) = 0, im Falle grad f(x¢) # 0 setzen wir in (%) die Richtung

h* __grad f(=zo)

= Tarad f(zoy €0 und erhalten

O~ f (o) = || grad f(zo)]]-

LEMMA 4.7. Es sei f: U — R, U C R™ offen, differenzierbar in xq € U. Dann gibt
der Gradient von f in xo die Richtung des stirksten Anstieges der Funktionswerte
von f an.

Analog folgt, dal — grad f(z) in die Richtung des stérksten Gefélles der Funktions-
werte weist.

Wir kehren noch einmal zur Kettenregel zuriick und betrachten die Situation f: U —
KP, U C K™ offen, g: V — K", V C K? offen, f(U) C V, f sei in zy € U und g
in f(xg) € V differenzierbar. Nach der Kettenregel ist h = go f: U — K" in x
differenzierbar und es gilt

(22) W(wo) = (g0 f)'(z0) = ¢'(f (o)) o f'(x0)-
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Der Verkniipfung der linearen Abbildungen auf der rechten Seite entspricht das Pro-
dukt der jeweiligen Jacobimatrizen. Konkret bedeutet (22) in diesem Fall also
(23)

O (zg) ... oo <a:o> G2 (f(xo)) - GE(f(x0))\ [FE(z0) .. 55‘; (o)

Ohn | Oha Ban ( ¢ Ban ( ¢ 9
Dia(ng) ... Da(xg))  \L(f(0) . L(f(e0)) \L(ro) ... Ze(zo)
Wir diskutieren nun zwei héufige Anwendungen der Kettenregel. Zuerst diskutieren

wir die Ableitung einer Funktion g entlang einer differenzierbaren Kurve ~.

KOROLLAR 4.8. Es sei I C R ein offenes Intervall, v: I — RP differenzierbar auf
I,g:V = R, ~(I) C V C RP, V offen, differenzierbar auf V. Dann ist die reelle
Funktion ® := go~v: I — R auf I differenzierbar und es gilt fiir alle ¢t € 1

CRIOROR M- % (4(8) %(t)

mit y(t) = (0 (t), ..., (t))-
BEWEIS. Satz 2.3. O
BEISPIEL 4.9. Wir betrachten die Abbildungen
R — R? R? - R
72{“*@”+L0 g:{@m%ﬁé—ﬁ~
Man iiberzeuge sich davon, dafl ® = g oy durch
o(t)=1, teR,

gegeben ist. Also gilt ®'(¢) = 0, t € R. Fiir die Anwendung der Kettenregel benotigen
wir

2t y
Vo= (1) er dlem—a - er
Nach der Kettenregel gilt
! / / 2t
¥ =G er 0= -2 (7)o

KOROLLAR 4.10. Essei f: U — RP, U C R™ offen, differenzierbar auf U und g: V' —
R, V' C RP? offen, differenzierbar auf V' und f(U) C V. Dann ist die reellwertige
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Abbildung h := go f: U — R differenzierbar auf U und es gilt fiir alle z € U
W(z) =g (f(x))o f(z)

?,—Q(a:) %(x)

_ (%(f(@)...%(f(@)) h -
g 3_5(95) 65%(;5)

Insbesondere gilt
oh L o, »
(%) agi(az:) - ]Zlﬁ_i(f(x)) an: (z), i=1,...,m.
BEWEIS.
oh

8& <I> = (h’(x))(ei) = (g/(f<x>>)(f/($)el)

0

Der typische Anwendungsbereich dieses Korollars umfafit Koordinatentransformatio-
nen bei reellwertigen Funktionen mehrerer Verédnderlicher:

BEISPIEL 4.11. Es sei g: V — R, V C RP. Oft ist es zweckmiflig, anstelle der car-
tesischen Koordinaten (ni,...,7,) eines Punktes € RP andere, problemangepafl-
te Koordinaten (&1, ...,&,) zu verwenden. Der Zusammenhang zwischen (1, ...,7,)
und (&, ..., &) wird durch eine zumindest injektive Abbildung f: U — RP, U C RP?,
f&,. &) = m&, . &), mp(&r, ..., &p)), beschrieben. In den neuen Variablen
(&,...,&) wird die Abbildung ¢g dann dargestellt durch h = g o f. Unter den Vor-
aussetzungen von Korollar 4.10 gilt die Ableitungsregel (x),welche haufig in folgender
einprigsamen Form geschrieben wird

(0 S0 =2 G (@) ). =L

in der die generische unabhéngige Variable von g und die Komponentenfunktionen
von f gleich bezeichnet werden.

Zur Tlustration betrachten wir die Abbildung g(n1,72) = 77 + 15 in ebenen Polarko-
ordinaten (r,6) € (0,00) x (—m, 7],

Jj=1

m = rcosb,

M2 = 7sind,

vgl. Beispiel 3.28. Der Ubergang zu Polarkoordinaten wird beschrieben durch die
Abbildung ((&1, &) ~ (r,0))

ﬂ{@mWF%ﬂHWH@W,

(r,0) — (n1,m2) = (rcos@,rsinf)
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und A(r,0) = (go f)(r,6) = r% Somit gilt 2(r,0) = 2r, 2(r,0) = 0. Zu demselben
Ergebnis gelangen wir auch, wenn wir die Kettenregel in der Form (x) anwenden. Dazu
beriicksichtigen wir, daf§ die Abbildung f auf der offenen Menge (0,00) X (—m,)
differenzierbar ist, und berechnen zuerst die benétigten partiellen Ableitungen fiir

(r,0) € (0,00) X (—m,m)

dg om 37]1 .

“ - 2 = = —

o (71, m2) = 2m1, o ——(r,0) = cos ¥, 20 ——(r,0) rsinf,
dg om a772

—_— p— 2 f— ] J— .
o2 ) 72, o ——(r,0) =siné, 50 ——(r,0) = rcosf
Aus (f) folgt dann

%(r, ) = 8851 (rcosf,rsinf) a@r (r,0) + 88_52(7, cos 0, 7sin §) 38712 (r,0)
= 2rcosf -cosf + 2rsinf - sinf = 2r

on 99 9y oy

%(T, 0) = an —(rcosf,rsinf)— a0 ( 0) + 8_772(T cosf, rsinf)—- 50 2(r,0)

= 2rcosO(—rsinfd) + 2rsinf(r cosd) = 0.

Dieselbe Rechnung wird iibersichtlicher in der Matrixschreibweise der Kettenregel
dargestellt:

h'(r,0) = (gi(r 0) gg (, 0)) = ¢'(rcosf,rsinf) o f'(r,0)

) cosf —rsind
= (2rcosf 2rsinf) (sin9 - cos ) =(2r 0).

Wir bemerken, dafl in Korollar 4.10 die Existenz der partiellen Ableitungen von h
und die Darstellung der partiellen Ableitungen bereits unter der schwécheren Voraus-
setzung bewiesen werden kann, dafl die Komponenten von f lediglich alle partiellen
Ableitungen auf U besitzen.

5. Differenzierbarkeit komplexer Funktionen

Wir gehen nun etwas néher auf die Differenzierbarkeit komplexer Funktionen f: U —
C, U C C offen, ein. Nach Definition 1.1 ist f differenzierbar, wenn es eine (stetige)
lineare Abbildung 7" € L(C,C) und eine Funktion r: K(0,9) — C gibt, sodafl

Flzo+ ) = f(z0) + T(h) +0(h),  h e K(0,6),
(%) _r(h)

M
gilt. Jede lineare Abbildung 7: C — C kann dargestellt werden als komplexe Multi-
plikation mit a = 7'(1), d.h.

T(z) = az.
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Da C isomorph zu R? ist, kann man f auch als Abbildung F': V — R? auffassen,
wobei V' ist bestrimmt ist durch die Forderung

(r,y) eV e z=a+iyel.
F heif3t reelle Interpretation von f und ist definiert durch

F(‘%Z/) = (u(az,y),v(m,y)), (3773/) eV

genau dann, wenn z = x + iy € U und

1(2) = u(z) + iv(2)

gilt (etwas unprizise unterscheiden wir dabei in der Notation nicht zwischen u(z, y)
und u(x + iy) und analog fiir v). Ist @ = a + i und z = = + iy dann ist die reelle
Interpretation von z — az = ax — By + i(fx + ay)) gegeben durch

(5 7))

Man kann daher die Differenzierbarkeitsbedingung (x) iibersetzen in eine Bedingung
an die reelle Interpretation F' von f. Mit h = oy +i0y und r(h) = r1(h)+irs(h) ergibt

sich
F(xo+ 01,y0 + 02) = F(zo,v0) + (g _6> (01) I <T1<U1,02>>

« 02 7"2(01702)

()

lim (o1, 02). =0, und lim T2(01,02). =0
lo102)ll=0 [[(1, 72)] |2 lle1,02)ll2=0 [|(1, 02)]]2
(man beachte |h| = ||(01, 02)]|2). Somit ist F': V — R? Frechet-differenzierbar und es
gilt

F'(z0,40) = (g _aﬁ) :

Andererseits ist F'(zg,yo) auch gegeben durch die Jacobimatrix von F', d.h.
F/ _ ua:(x()?y()) uy(anyO> )
(0, 30) (Ux(an Yo) vy(Zo, Yo)

Wegen der Eindeutigkeit der Ableitung mufl

()

Uz (70, Yo) = vy(Zo, Yo)
uy(lba ?JO) = _Uﬂﬂ(’xO? yO)

gelten.
Ist umgekehrt F: V' — R? V C R? offen, differenzierbar in (zg,10) € V und gelten
die beiden Gleichungen (), dann kann man

F' (0, 0)(h) = <ux($07y0) _U:v(x()?y())) (01)

Ua:(x()yyO) Ux(l'o,y()) 02
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interpretieren als (ug(xo,yo) + 1. (z0,%0))(01 + i02) und (f) fithrt auf die Differen-
zierbarkeitsbedingung (x) fiir die komplexe Funktion z — f(2) = u(z) +iv(z). Somit
gilt

SATZ 5.1. Die komplexe Funktion f: U — C, f(z) = u(z) +iv(z) ist in zo = xo + Yo
genau dann differenzierbar, wenn ihre reelle Interpretation F:V — R? F(z,y) =
(u(z,y),v(x,y)), in (xo,yo0) differenzierbar ist und die Cauchy-Riemannschen
Gleichungen

(CR) Uy = Uy, Uy = —Vy

in (o, yo) erfillt sind. Dabei ist V C R? bestimmt durch die Forderung, (z,y) € V &<
x +1iy € U. Ferner gilt dann

f'(20) = uz(20, y0) + 10a(0, Yo),
|f'(20)|* = det F" (0, 0)-

BEIsPIEL 5.2. Wir untersuchen die Differenzierbarkeit der Abbildung f(z) = Re z,
z € C. Mit z = z 4 1y ist die reelle Interpretation von f gegeben durch

e =(5)= 6 0) ()

Als lineare Abbildung ist F' nach Beispiel 1.2 differenzierbar und es gilt

F'(x0, y0) — (é 8) |

Da die Cauchy-Riemannschen Gleichungen fiir kein (z,y) € R? erfiillt sind, ist die
Abbildung z — Rez nirgendwo (komplex) differenzierbar. Es ist iiberraschend, dafl
es im Komplexen so leicht ist, eine Funktion zu finden, welche an keiner Stelle dif-
ferenzierbar ist. Dies liegt daran, dal komplexe Differenzierbarkeit eine sehr starke
Eigenschaft einer Funktion ist: man kann némlich zeigen, dafl die Differenzierbarkeit
von f auf U bereits die Existenz aller hoheren Ableitungen von f auf U nach sich
zieht, d.h. CY(U) = C*(U)! Im Gegensatz dazu ist es sehr miihsam, eine reelle Funk-
tion zu konstruieren, die an keiner Stelle eines (offenen) Intervalles differenzierbar
ist.

6. Mittelwertsatz

6.1. Lokale Extrema. Nach dem Satz von Weierstral (Korollar V-5.3) nimmt
eine stetige, reellwertige Funktion f auf einer kompakten Menge K Maximum und
Minimum an. Im Fall des Maximums bedeutet dies: dxg € KVx € K: f(x) < f(xo).
Dieser Satz bringt eine globale Figenschaft stetiger Funktionen zum Ausdruck, da
simtliche Funktionswerte zum Vergleich zugelassen sind. Er gibt aber keinerlei Hin-
weis darauf, wo ein globales Extremum liegt. Bei differenzierbaren Funktionen ist es
jedoch moglich, aus dem lokalen Verhalten der Funktion, d.h. dem Verhalten in einer
Umgebung einer Stelle xg, auf das Vorliegen eines Extremums (relativ zur Umgebung)
in xg zu schliefen.
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DEFINITION 6.1. Es sei f: D — R, D C X und xg € D.
i) f besitzt in xy ein lokales Mazximum (Minimum ) ﬁf es gibt eine Umge-
€

bung U von xy mit der Eigenschaft
Ve e UND: f(z) < f(zo) (f(x) = f(w0)).

ii) f besitzt in xg € D ein lokales Extremum l<):>f f besitzt in xo ein lokales
€
Mazimum oder lokales Minimum.

Wir formulieren vorerst eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen
Extremums.

SATZ 6.2 (Notwendige Optimalitéitsbedingung 1. Ordnung). Essei f: U — R, U C X
offen. Ist f differenzierbar in xo und besitzt f in xy ein lokales Fxtremum, dann gilt

f'(xg) = 0.

BEWEIS. O.B.d.A. besitze f in zo ein lokales Maximum (anderenfalls betrachte
man —f). Nach Definition 6.1 gibt es ein § > 0 mit f(zo + h) — f(zo) > 0 fiir h €
K(0,9). Fiir eine festes h € X und t € (—1, 1) erhalten wir aus der Differenzierbarkeit
von f in x

fzo +th) — f(zo) = tf'(xo)(h) +r(th) > 0.
Dividiert man diese Ungleichung durch ¢ und fiihrt anschlieBend den Grenziibergang
t — 0 durch, erhdlt man f’(zo)(h) = 0. Da h beliebig gewihlt war, bedeutet dies
f'(xg) = 0. O

BEMERKUNG 6.3. (1) Die notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines lokalen
Extremums gilt nur in inneren Punkten des Definitionsbereiches von f (wir haben
dies erzwungen, indem wir als Definitionsbereich eine offene Menge wéhlten). Der
Satz gilt nicht in den Randpunkten von U: Als Beispiel betrachte man f = id | 1. f
besitzt ein lokales Minimum in z = 0 und ein lokales Maximum in x = 1, aber es ist
F(0) = f/(1) = 1.
(2) Die Bedingung f’(zo) = 0 ist nicht hinreichend: Fiir f(z) = 23, x € [-1,1] gilt
f(0) =0, aber f besitzt in z = 0 kein lokales Extremum.
(3) Es gibt auch innere lokale Extrema, die durch Satz 6.2 nicht erfafit werden: f(x) =
|z|, x € [—1,1], besitzt in x = 0 ein lokales Minimum und ist an dieser Stelle nicht
differenzierbar.
(4) Als Kandidaten fiir lokale Extremstellen einer Abbildung f: D — R kommen also
in Frage

a) die Randpunkte von D,

b) die Nullstellen von f’,

¢) jene Stellen, in denen f nicht differenzierbar ist.

Wir wenden uns nun Funktionen in einer Verénderlichen zu. Eine bemerkenswerte
Konsequenz aus Satz 6.2 ist die Zwischenwerteigenschaft einer Ableitung. Wir be-
trachten dafiir vorerst genauer die Konsequenzen von f’(xy) > 0.
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LEMMA 6.4. Es sei f: I — R, I C R ein Intervall, differenzierbar in xy € I und
f'(zg) > 0. Dann gibt es eine Umgebung (xo — J, o + 0) von xy mit

f(.ilj) < f(f[’o) x € ([EO — 5, ZL‘())7
> f(xg) x € (xo,20+9).
FEine analoge Behauptung gilt fir f'(z=) < 0.

BEWEIS. Zu 0 < € < f(z) existiert nach Definition 1.6 ein 6 > 0 so, daf§

(24)

f@o) + (f'(wo) — €)(z — z0) < f(x) < flwo) + (f'(20) +€)(z —20), @€ (w0, 0+ )N,
(25)

f(xo) + (f'(x0) +&)(x — x0) < f(x) < f(0) + (f'(20) — &) (2 — x0), x € (xg— 0, m0) NI,
gilt. Die Behauptung ist nun unmittelbar klar. U

Man beachte, dafl nicht behauptet wird, die Funktion sei monoton auf einer Umge-
bung von . Dieser Schluf ist i.A. falsch!

SATZ 6.5 (Zwischenwertsatz). Es sei f € C([a,b],R) differenzierbar auf [a,b] und
f'(a) # f'(b). Dann nimmt f' in (a,b) jeden Wert zwischen f'(a) und f'(b) an.

BEWEIS. Es sei 0.B.d.A. f'(a) < XA < f'(b). Wir setzen g(z) = f(x) — A\x. Wegen
g'(a) < 0 und ¢'(b) > 0 gibt es nach Lemma 6.4 Konstante dy, d; > 0 so, dafl
g(x) < g(a) fir alle = € (a,a + &) und g(z) < g(b) fiir alle x € (b — d1,b) gilt. Da ¢
stetig ist, nimmt ¢ auf [a,b] das Minimum an. Die vorausgehende Uberlegung zeigt,

daf das Minimum nicht in den Randpunkten a und b angenommen werden kann.
Nach Satz 6.2 gibt es daher eine Stelle xy € (a,b) mit ¢'(z¢) = f'(zo) — A = 0. O

Nicht jede Funktion kann daher eine Ableitung sein.

6.2. Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen in einer Veridnderlichen. Die
néchste Satzgruppe erscheint trivial, trotzdem gehoren diese Sétze zu den niitzlichsten
Hilfsmitteln der Analysis:

SATZ 6.6 (Satz von Rolle). Es sei f: [a,b] — R stetig auf [a,b], und f sei differen-
zierbar auf (a,b). Ist f(a) = f(b), dann gibt es eine Zwischenstelle §& € (a,b) mit

f'(6 =o.

BEWEIS. Ist f konstant, dann gilt f'(£) = 0 fiir alle £ € (a, b). Andernfalls nimmt
f als stetige Funktion auf [a, b] nach Korollar V-5.3 ein Maximum und Minimum an.
Mindestens einer der Extremwerte ist von f(a) = f(b) verschieden. Somit wird ein
Extremum an einer Stelle £ € (a,b) angenommen. Nach Satz 6.2 ist f'(£) = 0. O
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I
|
a 5‘ b

Satz von Rolle Mittelwertsatz

Das Beispiel f(z) = |z|, x € [—1, 1], zeigt, dafl die Behauptung des Satzes von Rolle
nicht zutreffen muf}, wenn die Funktion auch nur an einer einzigen Stelle x € (a,b)
nicht differenzierbar ist.

SATZ 6.7 (Mittelwertsatz, Lagrange). Es sei f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und diffe-
renzierbar auf (a,b). Dann gibt es eine Zwischenstelle £ € (a,b) mit

f(b) = fla) = f(E)(b—a).
BeEwEIs. Die Hilfsfunktion ¢: [a,b] — R

o) = 1) — fla) - LU= T

erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Es gibt daher eine Zwischenstelle
€ € (a,b) mit ¢'(§) =0, d.h

20 P CE0)

b—a
O

Die gleichwertige Formulierung (26) des Mittelwertsatzes fiihrt zu folgender geome-
trischen Interpretation: es gibt im Inneren des Intervalles [a, b] eine Zwischenstelle ¢,
sodafl die Tangente an den Graph von f im Punkt (£, f(&)) parallel ist zur Sekante
durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)), vgl. Abbildung Mittelwertsatz. Haufig findet
man folgende Formulierung des Mittelwertsatzes: Es gibt eine Zahl ¥ € (0, 1) mit

f) = f(a) + fila+ (b —a))(b—a).
Wir geben eine erste Anwendung des Mittelwertsatzes:

SATZ 6.8. Es sei f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Ezistiert
A =lim,_, f'(x), dann ist f in a differenzierbar und es gilt f'(a) = A.

BEWEIS. Nach dem Mittelwertsatz gilt

() = f(@) = f'a+oh),
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fiir ein ¥ € (0,1). Es ist zwar ¢ von h abhéngig, es gilt aber limj, .o(a + ¥h) = a und
somit limy o f'(a +9h) = X . O

KOROLLAR 6.9. Es sei f € C(]a,b],R) differenzierbar auf [a,b]. Dann kann f’ keine
Unstetigkeiten 1. Art auf [a,b] haben.

BEISPIEL 6.10. Wir betrachten die Abbildung f: R — R,

2?sint, x#£0,
J(x) = {O, x = 0.

Mit Hilfe der Regeln von Satz 2.2, 2.3 berechnet man leicht

1 1
f'(z) = 2xsin — — cos — fiir z # 0.
T T

Man beachte: Blim, o f'(z). Existierte lim, .o f'(z), wire f automatisch in zy = 0
differenzierbar, vgl. Satz 6.8, und f € C'(R,R). Fiir den Nachweis der Differenzier-
barkeit von f in xyp = 0 gehen wir daher auf die Definition zuriick und betrachten

1 1

H(F(h) = £(0)) = hsin 3.

Wegen |sinz| < 1, z € R, folgt daraus f’(0) = 0. Dieses Beispiel zeigt, dafl es
Funktionen gibt, die zwar iiberall differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar
sind.

Gelegentlich ist folgende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes niitzlich.

SATZ 6.11 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz, Cauchy). Die Funktionen f, g: [a,b] —
R seien stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es eine Zwischenstelle
€ € (a,b) mit

(f(0) = f(a)g'(§) = (9(b) — g(a)).f(£)-

BEWEIS. der Bewelis ist identisch zum Beweis des Mittelwertsatzes. Wir verwen-
den nun die Hilfsfunktion ¢ € C([a, ], R)

() = (f(b) = f(a))g(z) — (9(b) — g(a))f(x)-
0

6.3. Der Mittelwertsatz fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen.
Der Mittelwertsatz lafit sich miihelos auf reellwertige Funktionen in mehreren
Verdnderlichen iibertragen.

SATZ 6.12. Es sei X ein normierter Raum, f: U — R, U C X offen, differenzierbar,

xo und xo + h seien Punkte, die mitsamt threr Verbindungsstrecke in U liegen. Dann
gibt es ein ¥ € (0,1), so daff gilt

fxo +h) = f(xo) = f'(wo + Ih) (D).
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BEwEIs. Wir parametrisieren Verbindungsstrecke zwischen ¢ und xy + h durch
v:[0,1] = X, v(t) = xo + th. Diese Abbildung ist differenzierbar und hat die kon-
stante Ableitung

/
7'(t) = h.

Die Abbildung ¢: [0,1] — R, ¢(t) = (fov)(t) ist nach der Kettenregel differenzierbar.

Somit kann der gewohnliche Mittelwertsatz VI-6.7 angewendet werden: Es gibt ¢ €

(0,1) mit

f(zo+h) — f(zo) = ¢(1) — 9(0) = ¢ ().
Andererseits ergibt die Kettenregel fiir die Ableitung von ¢
o'(0) = ['(v(9))Y (9) = ['(wo + Oh)h.

O

Eine Inspektion des Beweises zeigt, dal der Satz giiltig bleibt, wenn U eine offene
Teilmenge eines beliebigen normierten Raumes ist.

BEMERKUNG 6.13. Der Mittelwertsatz gilt allerdings nicht in dieser Form (als Glei-
chung) fiir vektorwertige Funktionen. Dies liegt daran, dafl die Zwischenstellen x¢+9h
fiir die einzelnen Komponentenfunktionen i.a. nicht gleich sind: Es sei f: R — R? die
Abbildung ¢ — (t — t*,t — ¢3). Es ist also f(1) — f(0) = (0,0). Die Ableitung ist
gegeben durch f/(t) = (1 — 2t,1 — 3t?). Da f'(t) # 0 fiir alle ¢ € R gilt, kann die
Gleichung f(1) — f(0) = f'(¢)(1 —0) fiir keinen Wert von ¢ zutreffen. Einen teilweisen
Ersatz bietet folgende Ungleichung.

SATZ 6.14. Es seien X und Y normierte Raume.
1.) E sei f: [a,b] = Y, stetig und differenzierbar auf (a,b). Ferner sei f' beschrinkt,
d.h. || f' ()| < M firt € (a,b). Dann gilt fir alle t, s € [a,b]

1f(t) = f(s)l] < M|t — s].
2.) Es sei f: U — Y, U C X offen. Liegt die Verbindungsstrecke [z,y| zweier Ele-
mente x, y € U in U und ist f auf [x,y] differenzierbar, dann gilt

1/ () = f@)lly < Csup [[f(2)IDlly — ]x-

z€[z,y]
BeEWwEIs. ad 1.) Wegen der Stetigkeit von f auf [a, b] geniigt es, die Ungleichung
(&) = f()l] < Mt — s

fiir alle a < s <t < b zu zeigen. Dazu betrachten wir fiir beliebiges € > 0

Se ={a s, i]: [IF(B) = f(s)l| < (M +&)(B =), [€lsal}
Wegen a € S. ist S. nicht leer. Die Menge S, ist auch abgeschlossen: betrachten
wir nédmlich eine Folge (o) C S., die gegen & € [s,t] konvergiert. Ist «,, > & fiir
unendlich viele Folgenglieder, erhélt man durch Ubergang zu einer entsprechenden
Teilfolge (aym)) C (o)

(%) 1FB) = FI < M +&)B—sl,  Belsapm], neN



6. MITTELWERTSATZ 239

Somit gilt (x) auf [s,a] C [s, aym)], n € N. Ist hingegen «,, < @& fiir alle n > ny, folgt
die Giiltigkeit von (*) auf [s,@) und wegen der Stetigkeit von f auch auf [s,a]. In
beiden Fillen finden wir also & € S.. Somit ist S. auch kompakt.

Es sei o = sup S.. Wegen der Kompaktheit von S erhdlt man o* € S. N [s,t]. Da f
in o differenzierbar ist, gibt es ein § = d(e, @*) mit der Eigenschaft

1£(8) = fla*) = Fla) (B —a")l| <eld —a’
fur |0 — a*| < ¢. Somit folgt fur o* < < a*+¢
£ (B) = f(@) < [1f(B) = f(e") = f1(a™)(B = o)l +[|f" (") (B = a7)|
<e(B=a”) | (@)(B—a") < (M+e)(B—a)
und daher

F(B) = f) < Nf(B) = f(@) + [ f(a™) = f(s)]]
<(M+e)B—a+a* —s)=(M+e)(3—s).
Dies hat [s,a* + ) C S. zur Folge und somit mufl o* = ¢ gelten. Folglich gilt
1f @) = f(s)l] < (M +¢e)|t — s]

fiir alle a <t < s < b und € > 0. Fiithrt man nun den Grenziibergang ¢ — 0% und
anschlieffend s — a™ und ¢t — b~ durch, erhélt man die gesuchte Ungleichung.
ad 2.) Wir betrachten die Funktion ¢(t) = f(z + t(y — z)) als Verkettung g = f o ¢,
mit p(t) = z + t(y — z), t € [0,1]. Dann folgt g(1) — ¢g(0) = f(y) — f(x) und g ist
differenzierbar mit ¢'(t) = f'(z + t(y — z))(y — x). Somit erhalten wir aus Teil 1
1f(y) = f@)l] < ( sup 1" )IDly = =lI.
z€[x,y

U

Somit ist unter den Voraussetzungen des Satzes f Lipschitz stetig, falls U konvex ist.
BEMERKUNG 6.15. Der Schrankensatz gilt auch fiir Funktionen f: U — C*, U C C™.

KOROLLAR 6.16. Die offene Menge U C X sei konvex und f: U — Y differenzierbar.
Ist f'(x) =0 fiir alle x € U, dann ist f konstant.

SATZ 6.17. U C X sei offen und zusammenhdngend und f, g: U — Y differenzierbar.

(1) Ist f" =0 auf U, dann ist f konstant.
(2) Ist f" = ¢ auf U, dann gibt es eine Konstante ¢ € R mit f = g + c. Ist
f(zo) = g(xg) fir mindestens ein xo € U, gilt f = g.

BEWEIS. Wir wihlen zy € U und setzen D = {z € U: f(z) = f(xo)} also
D = fY({f(x)}). Da f stetig in xq ist, ist D als Urbild einer abgeschlossenen
Menge abgeschlossen in U. Wahlen wir andererseits 1 € D C U, dann ist z; innerer
Punkt von U. Es gibt also ein ¢ > 0 mit K(z;,e) C U. Nach Beispiel V-6.8 ist
K (z1,¢) konvex, nach Korollar 6.16 gilt daher f(z) = f(xzo) fiir z € K(x1,¢), d.h.
K(x1,e) € D. Die Menge D ist daher sowohl offen, als auch abgeschlossen in U.
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Da U zusammenhingend ist, mufl D = U gelten (Bemerkung V-6.4). Die zweite
Behauptung ist eine direkte Folge der ersten. ([l

BEMERKUNG 6.18. 1.) Die einzigen zusammenhéngenden Teilmengen in R sind Inter-
valle. Das Beispiel f = —1 auf [0, 1] und f = 1 auf [2, 3) zeigt, daBl der Zusammenhang
des Definitionsbereiches notwendig ist.

2.) Die Voraussetzung ,,U offen* ist wesentlich im R™ fiir m > 2, denn es ist moglich,
eine zusammenhiingende Teilmenge U C R? und eine Abbildung f: U — R zu kon-
struieren, so daf} zwar f'(x) = 0 fiir alle x € U gilt, f auf U aber nicht konstant
ist!

7. Anwendungen des Mittelwertsatzes

7.1. Monotonie und 1. Ableitung. Das erste Resultat ist eine Prézisierung
von Satz 6.17 fiir reelle Funktionen, welche auf einem Intervall definiert sind.

SATZ 7.1. Es sei I C R ein Intervall und f, g: I — R stetig auf [ und differenzierbar
im Inneren von I.
(1) Gilt f' =0 im Inneren von I, dann ist f konstant auf L.
(2) Gilt f" = ¢ im Inneren von I, dann gibt es eine Konstante ¢ € R mit
f=g+c Ist f(xg) = g(xo) fiir mindestens ein xo € I, gilt f = g.

BEISPIEL 7.2. Als Anwendung dieses Satzes zeigen wir, dafl f(z) = ce’®, x € R, die
einzige (bis auf den Faktor ¢ € R) Funktion mit der Eigenschaft f' = A\f auf R ist.
Sei f eine differenzierbare Funktion mit dieser Eigenschaft. Dann gilt

(f(2)e™™) = f(2)e™ = Af(z)e™™ =0,  z€R
Somit gibt es eine Konstante ¢ € R mit f(z)e ™ = ¢, z € R.

Die Monotonieeigenschaften einer differenzierbaren Funktion lassen sich aus dem Vor-
zeichen der 1. Ableitung ablesen.

SATZ 7.3. Es sei f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Es gilt:

(1) f ist monoton wachsend (fallend) auf [a,b] genau dann, wenn f'(z) > 0
(f'(x) <0) fir alle x € (a,b) gilt.

(2) Gilt f'(x) > 0 (f'(z) < 0) fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton
wachsend (fallend) auf [a,b].

BEWEIS. Es sei 2,y € [a,b] und < y. Wir wenden den MWS auf f|j,) an und
erhalten:
fy) = fl@) = f(Oy— =)
fiir ein € € (z,y). Aus dieser Darstellung liest man alle Behauptungen ab. O

BEMERKUNG 7.4. Das Beispiel f(z) = 23, x € R zeigt, dal die Ableitung einer

streng monotonen Funktion Nullstellen besitzen kann. Allerdings kann die Menge der
Nullstellen von f” keine inneren Punkte enthalten.



7. ANWENDUNGEN DES MITTELWERTSATZES 241

Wir sind nun auch in der Lage, eine hinreichende Bedingung fiir das Auftreten lokaler
Extrema in einer Nullstelle von f’ zu formulieren.

SATZ 7.5. Es sei f: (a,b) — R differenzierbar auf einer Umgebung (xo — 0, ¢ + 0)
von xg € (a,b). Ist f'(xg) =0, so hat f in xq
a) ein lokales Maximum, falls f'(x) > 0 fir alle x € (xg — 6,20) und f'(x) <0
fir alle x € (xg,x0 + 0),
b) ein lokales Minimum, falls f'(x) <0 fir alle x € (xg — 6,20) und f'(x) >0
fir alle © € (xg, xo + 9).

BEWEISs. zu a): Nach Korollar 7.3 ist f monoton wachsend auf (zy — 4, x¢] und
monoton fallend auf [zg, xo+0), d.h. fir alle x € (zo—4,z0+0) gilt f(x) < f(zg). O

|
|
| | ‘
>0 f <0 |
| |
! ! J

« o 15} « To

7.2. Regel von de L’Hospital. Wir wenden uns nun Grenzwerten zu, die auf
sogenannte unbestimmte Formen fiihren: 3,22, 00 — 00, 00", 0%,0 - co. Es geniigt,
die unbestimmten Formen % bzw. 2 zu betrachten, da sich die anderen unbe-
stimmten Formen durch geeignete Transformationen auf diese beiden Moglichkeiten

zurtickfiithren lassen.

Wir gehen von folgender Beobachtung aus: Zu berechnen ist lim, .., % und es sei
lim, ., f(x) = lim,_,, g(z) = 0. Dieser Grenzwert 1&8t sich miihelos bestimmen,
falls f und g in xo differenzierbar sind und ¢'(zo) # 0 ist: da in diesem Falle f und g

in z( stetig sind, gilt f(zo) = g(x¢) = 0 und es folgt

f(@)—f(%0)

. f(l') R T f(x) B f(l‘o) R T T—T0 : o f/(CL’())
lim —% = lim ———""2 = lim = ,
T—x0 g(;L’) T—T0 g(x) — g(xo) z—xo 9(@)—9g(x0) g/(xo)

r—x0

Diese Vorgangsweise 148t sich erheblich verallgemeinern. Insbesondere kann auf die
Differenzierbarkeit von f und g in xy verzichtet werden, mehr noch, f und g miissen in
xo nicht einmal definiert sein. Im folgenden sind die auftretenden Grenzwerte entweder
im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne zu verstehen:
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SATZ 7.6 (Regel von de L’Hospital). Es seien f, g: (a,b) = R, —o00 < a < b < 0,
f, g differenzierbar auf (a,b) und es sei ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Es existiere
lim,_,,+ % in R. In jeder der beiden Situationen

a) lim, .+ f(z) = lim,_ .+ g(z) = 0,

b) lim, ..+ g(z) = 00

existiert dann auch lim,_,,+ % und es ist

lim M = lim M
v—at g(x)  e—at ¢'(2)

(Eine analoge Aussage gilt auch fir x — b~ bzw. g(x) — —00.)

BEWEIS. Fall 1: L = lim,_,+ 1% € [~00, 00). Wir wéhlen ¢ € R mit L < ¢ und

g'(z)
anschliefend » € R mit L < r < ¢q. Zu r gibt es ein &, € R, sodaf
f'(x)
Vo € (a,&): <r
&) e

zutrifft. Es sei nun a < x < y < .. Wegen ¢'(x) # 0 auf (a,b) gilt nach Satz 6.5
entweder ¢'(z) > 0 oder ¢'(z) < 0 auf (a,b). Daher ist g strikt monoton, insbesondere
gilt g(x) — g(y) # 0. Nach dem Mittelwertsatz 6.11 gibt es eine Zwischenstelle T €
(x,y), sodaB

. /
(%) flo) = fly) _ f'(7) _

g(x) —gly)  g'(7)

Es sei a) erfiillt. Lat man x gegen a riicken, folgt daher

f()

—== < r<qfiralley € (a,&).
9(y) (@&)

(Man beachte, dafl die Zwischenstelle 7 von z und y abhéngig ist.) Es sei nun b)
erfiillt. Wir halten wieder y fest und bestimmen §, € (a,y) so, dafl

g(x) > max{0,g(y)} fur alle z € (a,&,)

zutrifft. Es ist also (g(x) —g(y))/g(x) positiv. Multipliziert man () mit diesem Bruch
ergibt sich fiir alle = € (a,§,)

f@) = 1w _ o)
g(x) 9(x)
bzw.
g(x) glz)  glx)
Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir x — a nach r. Daraus 148t sich
jedoch nicht ableiten, dafi auch % < r fiir alle z € (a,§,) zutrifft. Wohl aber kann

), S0 9
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man auf die Existenz von o € (a,§,) schlieen, sodafl

f(x)

—L <q fiir alle x € (a,0
9(x) (@)

zutrifft (erst an dieser Stelle des Beweises machen wir von g Gebrauch). Fiir beide
Situationen a) und b) wurde also bisher folgendes gezeigt:

(1) Vq>LEI:1:1€(a,b)Va:E(a,a:1):%<q

Fall 2: L = lim,_ .+ % € (—00, 00]. Analog wie im ersten Fall kann gezeigt werden:

(2) Vp < L3z € (a,b)Vr € (a,x5): Jz) > p.

Die Behauptung folgt nun leicht aus (1) und (2): Gilt L = —oo bzw. L = oo, ist die
Behauptung durch (1) bzw. (2) bereits bewiesen. Es sei L € R. Zu ¢ > 0 wihlen wir
gq=L+¢ein (1), bzw. p =L — ¢ in (2) und setzen z = min{xy, xq}. Fiir z € (a, )
gilt dann |% —Ll<e. O

Wir haben die Regel von de L’Hospital fiir Randpunkte des Definitionsbereiches for-
muliert. Dies bedeutet jedoch keine Einschrénkung, da man immer auf einseitige
Limiten geeigneter Einschréankungen zuriickgehen kann.

BEISPIEL 7.7. Man verifiziere in den folgenden Beispielen die Voraussetzungen von

Satz 7.6:

(1) limg_ ¥22 = lim, ,gcosz = 1. (Form: 3)

(2) Voo > 0: lim, o0 & = o0. (Form: £2)
1

(3) lim, oz Inz = lim, g oz — lim, o ﬁ = —lim, oz = 0. (Form: 0 - 00)

(4) lim, g+ 2* =1 (Form: 0°)

Wir verwenden die Identitit 2% = e*™%. Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunk-
tion geniigt es vorerst lim, o+ x Inz zu untersuchen. Nach (3) gilt lim, g+ xlnz =0
und daher lim,_o+ 2% = lim,_o+ €% = exp(lim,_o+ zInx) = 1.

(5) limy_o (€ 4 7)7 = €. (Form: oc?)
Es gilt (¥ +z)7 = exp(LIn(e” +x)). Aus

In(e” T+1
lim In(e” + ) — lim & T2
T—00 X z—oo e + x

1

folgt wie in Beispiel 4 die Behauptung.
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(6) lim,—y (55 — =) = 5. (Form: oo — 00)

1 Inx — 1
im (5 — ) = i 2T (Form: 9)
e—1\z—1 Inz 21 (x—1)Inx 0

o o Inz+1-1 . Inz 0
=lim —— =lim ————— (Form:—)
rﬂllnx—i-l—; wﬂllnx—i—l—; 0
.1 1
:hrnl’“"l:—.

=lite 2

Dieses Beispiel zeigt, dal es in manchen Féllen notwendig ist, die Regel von de
L’Hospital mehrfach anzuwenden. Da der Rechenaufwand rasch anwéchst, sei vor
einer reflexartigen Anwendung dieser Regel gewarnt. Viele Grenzwerte lassen sich
durch einen Potenzreihenansatz bedeutend einfacher berechnen.

(7) lim, oo S5 = 1. (Form: 22)
Eine blinde Anwendung von Satz 7.6 ergibt
. et —e” . e +e” . ef—e®
Im ———=lm — = lim —— = ...,
z—o0 e + e~ % z—oo0 e — e T z—oo e + e~ %

also eine endlose Schleife, wihrend eine einfache Umformung sofort auf den

gewiinschten Grenzwert fiithrt:
et —e™” 1—e %

lim — = lim —— =1
z—oo e¥ 4 e~ % z—oo |1 + 2

Zuletzt zeigen wir noch, dafi Satz 7.6 sich nicht (ohne Zusatzvoraussetzungen) auf
komplexwertige Funktionen iibertragen l&t:

BEISPIEL 7.8. g, f: (0,1) — C seien definiert durch g(z) = z + z%e: und f(z) ==x.
Wegen |e=2| = 1 fiir z € (0,1) folgt

lim M =1.
=0 g(x)
Satz 7.6 fithrt auf
li
1
lim f/(x) = lim —.
=0 g'(x)  2—0 (1+ (22 — %)6;2)
Wegen
2
g/(2)] > |20 — = - 1> =~ 1
x
und somit /
’f (z) < T ’
g'(x) 2—x
erhalt man
r@
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Da ¢'(z) # 0 wiirde Satz 7.6 zu dem falschen Ergebnis

fiithren.

7.3. Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Verinderlichen.
Aus dem Mittelwertsatz ergibt sich sich auch ein sehr praktisches Kriterium fiir die
Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Veranderlichen.

SATZ 7.9. Die Abbildung f: U — R™, U C R™ offen, besitze auf U simtliche partiellen

Ableitungen g—g(x), j=1,....,n,i=1,...,m. Sind diese stetig an der Stelle xo € U,

dann ist f in xo differenzierbar.

BEWEIS. Es geniigt, den Satz fiir reellwertige Funktionen f: U — R zu bewei-
sen. Da als Ableitung nur die lineare Abbildung mit der Matrixdarstellung f'(zq) =

<ﬁ(a:0) : ﬁ(xo)) € R™™ in Frage kommt, miissen wir

31 T Om
f(zo+h) — f(xo) = f'(mo)h

() lim =0
h—0 [~
nachweisen. Wir verbinden z¢ und x¢+ h, h = (o4, ..., 0., ), durch einen achsenparal-

lelen Weg durch die Punkte x;,
T =1+ 0,6, izl,...,m,

also x; = x¢ + 22:1 oje; und x,,, = xo + h. Fiir h hinreichend klein liegt dieser Weg
in U. Man kann daher f(zo+ h) — f(x¢) in der Form

f(zo+h) — f(xo) = Z(f(l’z) — fzin)).
i—1
schreiben. Es sei z;_1 = (&71,..., &Y, i=1,...,m. Aus

f(x:) = f(wiz1) = f(wiza + oiei) — fxis)
= f( i—l’”"g;—l_‘_o_i’.”’gi’l—l) _f( 1_17"'752_1%"75;1_1)
folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes 6.7

of . , ,
F) = i) = GHE €7 4 B 600
mit einem geeigneten ¥J; € (0, 1). Bezeichnen wir die Zwischenstellen (£]71, ... &7+

O;04, ..., &) mit 27 (h), ergibt sich schliefSlich

Flea 1) = fa) — 1 = 3 (G @) = S ) o



246 VII. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

und weiter

£ a0+ h) = flao) = F'(@o)h < Y ]g—g(xj(h)) _of

e )l

Wegen x; = x;_1 + ¥;0;¢; folgt
i—1
2 (B) = Tolloo = |71 — z0 + Oiieilloe = || 765 + bivieil|oo < [|hlloo,
j=1
d.h. limp, o xf(h) = x¢, i = 1,...,m. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen
ergibt sich nun die Behauptung, wenn wir in (%) die Norm || - ||oc verwenden. O
DEFINITION 7.10. f: U — R", U C R™ offen, sei differenzierbar und xy € U.
f heifst stetig differenzierbar (an der Stelle xq) B:)f
e

iU — LR™RY), x— f'(x), ist stetig (an der Stelle x).

Nach Satz 7.9 und Satz V-7.5 ist die Stetigkeit von f’ gleichbedeutend mit der Ste-
tigkeit der Elemente der Jacobimatrix.
Eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 7.9 ist

SATZ 7.11. Es sei f: U — R™, U C R™ offen. Aquivalent sind

i) f st stetig differenzierbar,
ii) alle partiellen Ableitungen 9 j=1...,n,j=1...,m sind stetig auf U.

L)
Ox;

BEISPIEL 7.12. f: R? — R sei gegeben durch f(£,n) = €. Die Existenz der parti-
ellen Ableitungen 8% f(&,n) = ne, a% f(&,m) = &7 ist trivial, deren Stetigkeit als
Abbildung von R? — R leicht zu argumentieren. Daher ist f auf R? stetig differen-
zierbar. Man versuche zum Vergleich den Nachweis der Differenzierbarkeit an einer

Stelle (&y,7m0) an Hand der Definition.

8. Differenzierbarkeit und gleichméflige Konvergenz

Wir haben bereits in Abschnitt V.8 gesehen, dal Funktionenfolgen bzw. Funktionen-
reihen ein sehr flexibles Instrument zur Darstellung stetiger Funktionen sind. Wir
wenden uns nun der Differenzierbarkeit der Grenzfunktion zu.

BEISPIEL 8.1. Wir betrachten die Funktionenfolge (f,).>1 C C(R,R), f.(z) =
\/Lﬁ sinnx. Die Abschétzung || f,|loo < \/Lﬁ zeigt, daB f,, gleichmdf$ig auf R gegen f =0
konvergiert. Es gilt f/(x) = y/ncosnz und f'(x) = 0. Wir behaupten, daf fir jedes
x € R die Folge (f),(x))n>1 unbeschrankt ist und daher insbesondere nicht nach f’(z)
konvergieren kann. Wir wihlen also ein beliebiges € R. Wenn | cosnz| < 3 fiir ein

n € N ist, dann folgt

1
| cos 2nx| = |2 cos®(nx) — 1| > 7
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Fiir jedes n € N gilt daher entweder
1 1
| cosnz| > 3 oder |cos2nx| > 3

und daher auch
sup{|f.(z)|: n € N} = oc.

Dieses Beispiel zeigt, dafi es moglich ist, dafl eine Folge differenzierbarer Funktionen
(fn) gleichméfig konvergiert, aber die Ableitungsfolge (f/) sogar nirgends konvergiert.
Das Beispiel zeigt auch auf, dafl man den Hebel bei der Folge der Ableitungen ansetzen
muf. Wir verwenden die Vollstandigkeit von F([a,b],R), welche im ersten Teil des
Beweises von Satz VI-3.5 nachgewiesen wurde.

SATZ 8.2. Es sei (fn)n>1 C C([a,b],R), a < b, eine Folge differenzierbarer Funktio-
nen. Fs gelte
(1) (f)) ist gleichmdfig konvergent, d.h. 3g: [a,b] — R mitlim, ... f, = g, glm.,
(2) Jzo € [a,b]: (fu(z0))n>1 ist konvergent.
Dann konvergiert die Folge (f,) gleichmaf$ig gegen eine differenzierbare Funktion f €
C([a,b],R) und es gilt
f'=g,  also(lim f,)"= lim f.

BEWEIS. 1. Schritt: Wir konstruieren zuerst die Grenzfunktion und zeigen zu
diesem Zweck die gleichméBige Konvergenz von (f,,):

[fn(@) = (@) < |fu2) = fin (@) = (fa(@0) = fn(20))] + [ fn(20) = fin(0)].

Auf die Abbildung f,, — f,, wenden wir den Mittelwertsatz an und erhalten fiir eine
geeignete Zwischenstelle ¢ zwischen x und xg:

) o) = fn(@)] = 1£3(E) = Fn(E)lz — ol + [ fnlwo) — fin (o)
<o = Falloo(b = @) + [ falwo) = fin(2o)l-

Nach Voraussetzung ist die Ableitungsfolge (f!) gleichméflig konvergent, also eine
Cauchy Folge beziiglich der || - ||oo-Norm. Folglich existiert zu € > 0 ein N(¢) € N so,
daB fiir alle n,m > N(e)

! / €
£y, = foll < m,

wegen der Konvergenz von (f,(z))n>1, kann man dariiber hinaus N(g) so gro8
wéhlen, daB fiir alle n,m > N(¢) auch

£
(o) = Fnlao)| < &
zutrifft. Somit gilt fiir alle n,m > N(e) wegen (x)

1fo = full <,

d.h. (f,) ist eine gleichméBige Cauchy Folge und daher gleichméBig konvergent. Die
Grenzfunktion f ist wegen der Stetigkeit von f,,, n € N, nach Satz V-8.5 stetig.
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2. Schritt: Die Grenzfunktion f ist an jeder Stelle y € [a,b] differenzierbar mit
f'(y) = limy—oc f7.(y).
Jede Abbildung f, ist an der Stelle y differenzierbar, d.h. es gibt eine Funktion
o |a,b] — R, sodafl
Vr € [a,b]: fu(x) = fuly) + [,(0) (@ —y) +7ulz —y)
(%) A Gt )
im ———

a—y T —Y

=0.

Setzen wir fir x € [a, b

rn(z—Yy) -
Ro(z) = pavl fiir « # v,
0, fir x = vy,

dann ist R, stetig in x = y. Wir zeigen, dafl die Funktionenfolge (R,,) gleichméafig
konvergiert. Dazu betrachtn wir fiir z # y

Ro(2) = Rin(2) = (fulx) = fu(@) = (faly) = fu@))) (@ = 9) 7 = (fuly) = Fr(®))-
Wie im ersten Schritt ergibt eine Anwendung des Mittelwertsatzes
| Rn(x) — Run(@)| < 2[If = frll, @ € [a, 0],
also auch
[Ro — Rall <201 f; — foll-
Wegen der Vollstandigkeit von F([a,b], R) existiert R € F([a,b],R) mit R, — R
gleichméBig. Nach Satz V-8.5 ist R stetig in y und es gilt
R(y) = lim R,(y) =0.
Wegen
Tn(.T - y) = Rn(l')(.iE - y)> LS [aab]
ist auch die Funktionenfolge z — r,(z—vy), n € N, gleichméafig konvergent gegen r(x—

y) = R(z)(x—y), x € [a,b]. Man kann daher in der Beziehung (x) den Grenziibergang
n — oo durchfiihren und erhilt

f(x)=f(y) +9y)(z—y)+r(z—y)
und

tim " =Y i R(z) = R(y) = 0.
x—y X — y T—yY
d.h. f ist an der Stelle y differenzierbar und es ist f'(y) = g(y) = lim, oo f,(y).
[

Wenden wir diesen Satz auf gleichméfBig konvergente Reihen differenzierbarer Funk-
tionen an, erhalten wir

KOROLLAR 8.3. Es sei (f,,) C C([a,b],R) eine Folge differenzierbarer Funktionen. Es
gelte
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i) > f ist gleichméfBig konvergent,

n=1

i) Jxg € [a,b]: > fulxo) ist konvergent.

n=1

Dann konvergiert die Reihe > f,, gleichméBig gegen eine differenzierbare Funktion
n=1

f € C([a,b],R) und es gilt

Va € [a,b]: (an ) =Y i)

Satz 8.2 bzw. Korollar 8.3 geben hinreichende Bedingungen an, die die Vertauschbar-
keit von Limes und Ableitung gewéhrleisten. Unter diesen Voraussetzungen darf man
also gliedweise differenzieren.

KOROLLAR 8.4. Eine Potenzreihe ) a,(z — 20)", (an)n>1 C C, stellt im Inneren des
n=0
Konvergenzkreises K (zg, R) eine differenzierbare Funktion f dar. Es gilt

Vz € K(z, R Znanz—zg -1

BEWEIS. Satz 8.2 wurde zwar fiir reelle Funktionen auf einem Intervall bewie-
sen. Ersetzt man jedoch im Beweis den Mittelwertsatz durch den Schrankensatz und
das Intervall [a,b] durch den Kreis K(zy, R) kann die Giiltigkeit Satz 8.2 auch auf
komplexe Funktionen K (zy, R) — C ausgedehnt werden. Die gliedweise differenzierte

Potenzreihe
o0
= E apn(x — xo)"
n=1

besitzt ebenfalls den Konvergenzradius R (Ubung). Die Potenzreihe h konvergiert da-
her gleichméBig auf jeder abgeschlossenen und beschrénkten Teilmenge von K (zg, R).
Mit Korollar 8.3 folgt daher h(z) = f'(z), z € K(zo, R). O

9. H6here Ableitungen

9.1. Funktionen in einer Veridnderlichen. Essei f: I — R, I C R ein Inter-
vall, differenzierbar auf I. Dann existiert die Abbildung f': x — f'(x). Ist f’ selbst
wieder an einer Stelle xq € [ differenzierbar, nennt man die Ableitung von f’ die

2. Ableitung von f an der Stelle xy und bezeichnet sie mit f” (xo) oder auch o (3:0)
Es gilt also f”(x) = (f")'(x0). Es sind auch die Bezeichnungen f© = f, f() = ' und

f@ = " .. usw. iiblich. Allgemein definiert man nun héhere Ableitungen rekursiv.
Wenn fiir n € N die (n — 1)-te Ableitung f") existiert und in z € I differenzierbar

ist, setzt man
F(x0) = (f"V) (o).
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Man nennt f(™(x) auch Ableitung n-ter Ordnung an der Stelle zo. Die Existenz
der n-ten Ableitung von f an der Stelle xy setzt also voraus, daf§ die (n — 1)-te
Ableitung von f auf einer Umgebung von z (geschnitten mit I) existiert. Besitzt
f an jeder Stelle x € I Ableitungen n-ter Ordnung, heifit f n-mal differenzierbar.
Existieren an einer Stelle 2 simtliche Ableitungen f( () fiir alle n € N, sagt man
f ist unendlich oft differenzierbar in xq. Ist f an jeder Stelle x € I unendlich
oft differenzierbar, nennt man f unendlich oft differenzierbar, kurz, f ist eine
C>-Funktion. Wir kénnen nun folgende Unterrdume von C(,R) betrachten:

DEFINITION 9.1.
CI,R) = C(I,R)
C"(I,R) = {feC{,R): f ist n-mal differenzierbar, f™ € C(I,R) }
C*(I,R) = {feC(,R): f ist unendlich oft differenzierbar}

Wir schreiben gelegentlich auch C*(1) fiir C*(I,R).

BEISPIEL 9.2. Als Beispiel betrachten wir f: x +— |z|?, x € R. Wir iiberlassen es dem
Leser, folgende Fakten zu verifizieren:

;o 3t x>0 yo\_ J6x x>0
f(x)_{—?)xz z <0 @ =926 z<o0
["(x) = {6 6 ! i 8 1"(0) existiert nicht.
—6 x

Es gilt also f € C*(R) \ C3(R).
Die folgende Kette von Inklusionen ergibt sich unmittelbar aus der Definition:

Polynome, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen sind Beispiele fiir
C*°-Funktionen. Auch fiir hohere Ableitungen gelten die iiblichen Rechenregeln:

LEMMA 9.3. Es seien I C R ein Intervall, f,g: I — R n-mal differenzierbar in xq € I
und A € R. Dann sind auch \f, f + g und fg n-mal differenzierbar und es gilt

i) (Af)™ (z0) = Af™ (20)

i) (f +9)" (x0) = f™(wo) + g™ (wo)

i) (£9)(x0) = - (1) /0 ()g® (o) (LEtBNIZ REGEL)

3

i

BEWEIS. Den Nachweis von i) und ii) iiberlassen wir dem Leser als Ubung und
fiithren einen Induktionsbeweis zu iii). Fiir n = 1 ergibt sich die Produktregel aus
Satz 2.2. Wir nehmen nun an, die Behauptung iii) sei fiir n — 1 € N erfiillt. Aus der
rekursiven Definition der n-ten Ableitung an der Stelle z( ergibt sich

(*) F(@o) = (f)" (o) und g™ (xo) = (¢)" " (x0),
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d.h. die Ableitungen f’ und ¢’, die zumindest in einer Umgebung von x, existieren
miissen, sind an der Stelle zy (n — 1)-mal differenzierbar. Wegen der Induktionsvor-
aussetzung besitzen dann auch f'g und ¢'f Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung an der
Stelle xy und es gilt nach ii)

(F9)" D (xo) + (¢ )" Dwo) = (F'g+ g )" V(o)
= ((f9))" V(z0) 2 (fg)™ (o),

d.h. fg ist n-mal differenzierbar an der Stelle 5. Wegen der Induktionsvoraussetzung
gilt weiter

(f9)" (o) = ’g D (o) + (g )" (o)

-
S (") +:§§(”‘1) F 1 ) o) o)
(%)

n—1
n — n — _
)f(n k 5150 xO + ( L > n—1 k)(fL‘o)g(k—’_l)(Io)
0

k=

MH

To
=

i\

Sl

0

_ (Z)f(”_k)(wo)g(’“)(xo)-

k=

o

Das letzte Gleichheitszeichen kann genauso wie im Beweis des binomischen Lehrsat-
zes 11-4.22 gerechtfertigt werden. ([l

LEMMA 9.4. Es seien I, J C R Intervalleund f: I — J,ge€: J —R. f setinxg € [
und g sei in f(xo) € J n-mal differenzierbar. Dann ist auch g o f an der Stelle x
n-mal differenzierbar.

BEwEIS. Wir fithren wieder einen Induktionsbeweis: Fiir n = 1 folgt die Behaup-
tung aus der Kettenregel. Wir nehmen nun an, die Behauptung sei richtig fiir ein
n—1 € N. Es gilt (in einer Umgebung von x):

(go f)(z) = (g o f)(x)f(x).

¢’ und f sind in x = z¢ n — 1 mal differenzierbar, wegen der Induktionsvoraussetzung
besitzt auch ¢’ o f Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung in xy. Nach Lemma 9.3 ist auch
(¢’ o f)f' und somit auch (g o f) (n — 1)-mal differenzierbar an der Stelle x. O

Entsprechende Uberlegungen gelten auch fiir komplexe Funktionen in einer komplexen
Verénderlichen.

9.2. Hohere partielle Ableitungen. Wir schieben die Diskussion héherer Ab-
leitungen von Abbildungen zwischen normierten Rdumen etwas auf und betrachten
vorerst nur Funktionen f: U — R, U C R™ offen. Ist f an jeder Stelle x € U partiell
nach &; differenzierbar, sagt man, f sei auf U partiell nach &; differenzierbar und nennt
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die Abbildung

U—-R
J: &

die partielle Ableitung von f nach & auf U. Anstelle von f¢, schreibt man auch g—g
bzw. D;f. Existiert fe, (auf U), kann man versuchen, die partielle Ableitung fe, an
einer Stelle o € U partiell nach §; zu differenzieren, j = 1,..., m. Wir erhalten auf
diese Weise die zweite partielle Ableitung von f nach & und §; an der Stelle z,

(€0 €)= (@) = DD )

EZ&] 19+ 3Sm .axjaxl 19+ 1Sm . 7 1 19+ +-93Sm/-

Auf analoge Weise definiert man partielle Ableitungen hoherer Ordnung.
Wir illustrieren diese Begriffe an einem einfachen Beispiel:

BEISPIEL 9.5. Es sei f: R? — R gegeben durch f(&,n) = &n® + £2n?. Man verifiziert

0 0

() =+ 2607 (€)= 3677 + 26,
0*f B 0*f B
8—52(5,77) = 2n°, anag(f’") = 3n* + 4,
*f B 9 D’ f a2
Pf B Pf B

Pf B P f B
ete.

Es fallt auf, dafl die gemischten Ableitungen ;;gg, ;gn bzw. 858; 7{85’ 8?2577 gleich sind.

Dies ist kein Zufall, wie der néchste Satz zeigt:

SATZ 9.6 (H.A. Schwarz). Es sei f: U — R, U C R™ offen und xo € U. [ besitze auf
U die partiellen Ableitungen 2L, 2L und die gemischte Ableitung %,k #£ (. Ist die

0 04
gemischte partielle Ableitung 8?:5;@ stetig in xg, dann existiert auch 82 Qg;k und es gilt
0 f 0 f
(&, &) = (&, &)

BEwEeIs. O.B.d.A. kénnen wir von & = & und & = & ausgehen (anderenfalls
ordnet man die Variablen um). Da die iibrigen Variablen als Konstante behandelt
werden, geniigt es, den Satz fiir eine Abbildung f: U — R, U C R2, zu zeigen, fiir

welche die partiellen Ableitungen erster Ordnung und die gemischte Ableitung %8{7
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auf U existieren. Ferner sei % stetig in xg = (£, 7m0). Zu € > 0 gibt es daher eine

Kugel K (0,9) so, daB fiir alle y = (h, k) € K(0, )
To+ Y E U,
(1) 0*f o*f
|a€an(§0 + han() + k:) - afan<€07n0)| <é€

gelten. Fiir y = (h, k) € K(0,9) betrachten wir nun den Ausdruck
F(h,k) = f(&+ h.mo+ k) — f(o.m0 + k) — f(& + hymo) + f (o 70)-

und zeigen
Pf - .
dEom (&, m)hk

fiir ein (£,7) € Kso(20,8). Man beachte F(h, k) = 0, falls hk = 0. Wir kénnen daher
hk # 0 annehmen. Wir bezeichnen mit I(a,b) das Intervall mit den Randpunkten a
und b. Die Abbildung

p(n) = f(& +h.n) = f(&.n), n € I(no,m0+ k)
ist auf I(ng,ny + k) differenzierbar. Aus dem Mittelwertsatz folgt daher

F(h, k) = (o + k) — (o) = @' (Mk, 7€ 1°(no,no + k)

— |5 o+ b = G )| &

F(h, k) =

Nach Voraussetzung existiert 2 = g(%) auf U. Wendet man daher noch einmal
€0,

ogom o€
den Mittelwertsatz auf g—f](fo +h,n)— f( 77) an, ergibt sich fiir ein £ € I°(&, &+ h)

9% f

F(h, k) = afan(f ) hk.
Wegen (€,7) € Koo(,6) und (1) folgt
1 O f Of - . O f
(%) |hkF<h k) — DE0n - (&o:m0)| = |8€8n(€’n> ~ d¢on - (Lo m0)| < e
Nun ist
1 _ 11 1
und somit . . Lo 5
 lm PO, ) = G €+ 1) — 5o )
Fithrt man daher den Grenziibergang h — 0 in (%) durch, erhélt man daher
1,0 0 0?
’k(ag(fo,no—i‘k) Jg(fmﬁo)) 85(5 (€0, m0)| <
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fur |k| < 0. Dies zeigt die Existenz von %(5077]()) und

0? 0?
ng(&), 770) = Tafn(fo, 770)-

DEFINITION 9.7. Es sei U C R™ offen und k € Ny.

C*(U) :={f: U —R: alle partiellen Ableitungen von f
der Ordnung < k existieren und sind auf U stetig}.

Eine unmittelbare Folge aus Satz 9.6 ist

SATZ 9.8 (H.A. Schwarz). Fiir jedes f € C*(U), U C R™ offen, sind die partiellen
Ableitungen der Ordnung < k unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiationen.

10. Taylorpolynome und Taylorreihen

Der Differenzierbarkeitsbegriff wurde in Abschnitt 6.1 mit dem Bestreben motiviert,
eine Funktion f lokal durch eine moglichst einfache Funktion, z.B. ein Polynom ersten
Grades T1(z) = ag + a1(x — x), zu approximieren. Die Forderung Ti(x¢) = f(xo)
ergab ap = f(xo). Weiters sollte der Approximationsfehler r(x — o) = f(z) — T1(2)
hinreichend rasch abklingen: lim,_,,, TS:ZCO) = (. Diese Bedingung legt nicht nur den
Wert von a, fest, sie sichert auch die Eindeutigkeit der Approximation. Es ist intuitiv
klar, dafl eine Verbesserung der Approximationsgiite zu erwarten ist, wenn Polynome

héheren Grades zur Approximation verwendet werden.

SATZ 10.1. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R n-mal an der Stelle zo € I
differenzierbar. Das Polynom

T(r) = 3 2 f O o) o — )"

ist das eindeutig bestimmte Polynom n-ten Grades mit
Ték)(x(]) = f(k)(.]?o), k= O, e, n.
T, heifit n-tes Taylorpolynom von f um die Entwicklungsstelle x.

BeEwEIls. Wir setzen T,, in der Form

n

Tn(x):Zai(a:—xo)i, a; €R, i=0,...,n,

=0

an. Es folgt
n k—1

TM () => ]l — j)ai(x — x0)"*

i=k j=0
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und insbesondere
k-1

T (o) = [k = f)aw = Klax.

=0
Die Bedingung T3 () = f®*) () ergibt dann
1
ak:Ef(k)<l'0), k:(),...,n.

Da Polynome n-ten Grades durch Angabe der n+ 1 Koeffizienten eindeutig bestimmt
sind, folgt, dal T}, das einzige Polynom mit den geforderten Eigenschaften ist. 0

LEMMA 10.2. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R n-mal an der Stelle xq € 1
differenzierbar. T, bezeichne das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle xy. Dann

qgilt
o F@) = T(a)
z—zo (T — x0)"

BeweEIs. Die Abbildung R, (z) := f(x) — T, (x), x € I, ist n mal differenzierbar
an der Stelle g und erfiillt

= 0.

R®(z0) =0, k=0,...,n.

Wenden wir die Regel von de L’Hospital n — 1 mal an erhalten wir

(n—1)
1 n
1 C.) N S e )
z—zo (T — xo)" nle—zo x — xq
1 (n—1) _ én—l)
L ) T
n! a—axo T — g
n! a—axo T — g

Die letzte Gleichung folgt aus der Existenz der n-ten Ableitung von f an der Stelle x.
Wir bemerken, daf3 eine unmittelbare n-fache Anwendung der Regel von de L’Hospital
nicht méglich ist, da f () fiir 2 # ¢ nicht zu existieren braucht. O

Dieses Lemma rechtfertigt zwar, ein Taylorpolynom als lokale Approximation von
f zu betrachten, gibt aber keine Information iiber die Grofle des Approximations-
fehlers. Dies erfordert zusatzliche Glattheit von f (d.h. bessere Differenzierbarkeits-
eigenschaften):

SATZ 10.3 (Satz von Taylor). Es sei f € C™([xg, 2], R), 1o < z, und es existiere f+1)
zumindest auf (xg,z). Dann gibt es fir alle s > 0 eine Zwischenstelle £ € (xg,x) mit

n (n+1) T — n—s+1
f(z) = Z %f(k)(xo)(x — o)k 4 f (€) < £ ) ( — x0)"*.
k=0

sn! T — To

Der letzte Summand heifst Restglied nach Schlomilch. Fine analoge Aussage gilt
auch fir r < z.
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BEWEIS. Wir gehen aus von der Darstellung
1
@)=Y P o) (@ = 20) + Ra(2),
k=0

mit einem noch zu bestimmenden Restglied R, (z). Wir betrachten die Abbildung
F € C([xg, z],R) definiert durch

1
F(t) = fz) =) Hf(k)(t)(ﬂf —t)~.
k=0
Die Abbildung F' beschreibt den Fehler bei der approximation von f durch das n-te
Taylorpolynom in Abhéngigkeit vom Entwicklungszentrum ¢. Somit gilt
(%) F(x)=0, F(x9)= Rp(x).

F ist auf (zo, ) differenzierbar und es ist

n

Fl(t) = —f(t)=) %[f('““)(t)(x — ) = kfO ) — )]

k=1
n—1 n n-l
= S e - - Ty S Lo gy
k=0 " ' j=0"

also

(n+1) t
F(t) = —fTN(:@ ey
Es sei nun ¢ € C([xo, 2|, R) eine beliebige, streng monotone Abbildung, differenzier-
bar auf (zg, ) mit ¢'(£) # 0 fir £ € (zg,2). Wir wenden nun den verallgemeinerten
Mittelwertsatz 6.11 auf die Funktionen F' und ¢ an und erhalten

P@) = Fla) _ F(©)
(@) —P(xo)  ¥'(€)’
Aus (x) folgt somit

fiir ein & € (29, x).

(¥ (x) = (o))

U(x) — ¥(x0)
) — (e O (@) = () [

Wihlt man speziell ¥(t) = (x — t)®, s > 0, erhélt man die Schlomilchsche Form des
Restgliedes

(n+1) (n+1) T — n—s+1
Rn(SC) — (QJ _ xo)Sf (f) (ZL‘ _ é)nferl — f (5) . ( 5 ) (CC o LEo)nJrl.

sn! sn! T — To

U

Ohne Schwierigkeit ergeben sich nun leichter handhabbare Formen des Restgliedes:
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KOROLLAR 10.4. f sei wie in Satz 10.3 und f(x) = T,(z) + R.(x). Es gibt eine
Zwischenstelle £ € I(xg, z) so, daB R, folgende Darstellungen besitzt:

i) Ry(z) =1 ((:;:11))(,5) (x — mo)n”“. (Restglied nach Lagrange)
i) R,(z) = % (ﬁ) (x — xo)" 1. (Restglied nach Cauchy)
BEWEIS. Setze s =n+1 bzw. s =1 in 10.3. U

Wir weisen darauf hin, dafl die Zwischenstelle & von xg,z,n und s abhingt. Da
der Satz von Taylor keine Information liefert, wo die Zwischenstelle liegt, ist man
auf Abschdtzungen von |R,(x)| angewiesen, um beurteilen zu konnen, wie gut
T, (z) den Funktionswert f(z) approximiert. Oft ist es bei derartigen Abschitzungen
zweckméfig, die Zwischenstelle € in der Form

§:$0+19(ZL‘—5(70) (0,1),

zu schreiben. Setzt man noch h = 2 — xy und RX(h) R, (z) = Ry(xo + h), nimmt
der Satz von Taylor folgende Form an:

f(zo+h) = Zk,f‘f) o)h* + RX(n), X =S,L,C,

mit

(n+1) 9h

RS(h) = / (x0‘+ )(1 — )" s SCHLOMILCH,

SN.

(n+1)

RE(h) = S o + 9h) prt LAGRANGE,

(n+1)!

(n+1)

RE(h) = / <Z? +0h) (1 — )" p"t! CAUCHY.

BEISPIEL 10.5. Als Beispiel betrachten wir die Logarithmusfunktion f(z) = In(1 + x)
in einer Umgebung von xy = 0. Man verifiziert induktiv

Vi e N: f®(z) = (=1)* Yk —1)!(1+2)* und somit
Vi e N: f®(0) = (=1)* 1 (k — 1)L
Es gilt daher fiir alle h > —1 die Darstellung

In(1+h) = i(—n“%i + RE(n).

i=1

Der Approximationsfehler ist nach Korollar 10.4 gegeben durch
1 hn-i—l

(1+9h)*in+1

Ry (h) = (=1)"

Fiir A > 0 folgt
hn+1

n+1’

Ry ()] <
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da 14+ 9h > 1 gilt (eine bessere Abschitzung ist nicht moglich, da ¢ beliebig nahe
bei 0 liegen kann). Fir h € (—1,0) ergibt sich

1 |h¢n+1
n+1(1—|h))ntt

|y ()] <

Diese Abschiitzung fiir |R%| kann sehr schlecht sein, z.B. ergibt sich fiir h = —2

2 2n+1
RE(-D) < ——
RE-2) s 2
also etwa |R,§(—§)| < 1024 Verwenden wir jedoch die Cauchysche Form des Restglie-
des, erhalten wir

RE(h) = (-1)" (114:7;9}})” (1+9h) '™ 9 € (0,1).

Fiir h € (—1,0) folgt nun wegen

1+d9h>1—-9 al 0< 1
+ also T <
die Abschétzung
1
C n+1
h h

() RS < 1l
Fir h = —% ergibt sich nun die bedeutend bessere Fehlerabschitzung

IRC(——)I <32y,

3
z.B. |R§(—3)| < 0,053.

BEISPIEL 10.6. Wir entwickeln nun die Potenzfunktion f(z) = (14+)z%, a € R, in
einer Umgebung von xy = 0. Fiir alle h > —1 gilt mit dem Restglied nach Lagrange
die Darstellung

n

() (L+h) =3 (Z) h* + (n i 1) (1 + 9h)* LAt

k=0

in der wir die Definition der Binomialkoeffizienten in naheliegender Weise erweitert

haben:
« «Q 1
<0>::1, ‘v’nEN:().:—'”Oa—]
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Induktiv bestétigt man

T
L

VEeN: fP@)=](a-5)0+z)*"* =k (2) (1+2)**  also

vk e N: fO1) = TT(a - j) = &! <Z‘)

T .
Il

=0
dies impliziert (). Als Naherung fiir (145h)® verwendet man oft das 1. Taylorpolynom

(1+h)* =~ 1+ ha, RlL(h) = (g) (14 9h)*2h?
(das Symbol ,,~“ bedeutet ungefihr gleich), insbesondere ergibt sich
1
Vith~1+ ~1— (] Kein ).

20 V1+h 2

Damit der Fehler klein ist, sollte also |h| klein sein. Will man etwa /2 berechnen,

kann man z.B. von 2 = z%x?’ , x > 0, ausgehen. Wir erhalten dann

V2 =uay 1—1-(3—1).

3

Damit h klein ist wahlen wir x so, daf3 x% — 1 klein ist, z.B. x = %. Wir erhalten dann

5 3 5 1 3
/o =81+ =1+ — L=y,
V2 4 +125 4( +125+R1(125))

Da R¥(h) fiir |h| < 1 negativ ist ((é) = —%), ergibt die Abschétzung

3 1 3
L v (Y 2
187 (35501 < 5(3%5)

die Ungleichungen
5 1 5 1 o~ 5 1
=< V2< -+ =
27700 T 4(125)2 V2 2" 100
d.h.
1,25992 < v/2 < 1, 26.

Die Dezimalentwicklung von /2 beginnt also mit 1,2599. . .

Als weitere Anwendung des Satzes von Taylor kénnen wir nun die hinreichende Be-
dingung aus Satz 7.5 fiir das Auftreten innerer, lokaler Extrema erweitern.

SATZ 10.7. Es sei I C R ein offenes Intervall und f € C" (I, R). Es existiere die
™ quf I und f™ sei stetig in xo € 1. Ader Stelle x gelte

fOze)=0, k=1,....n—1 und f™(z0) #0.
Dann folgt:
(1) Ist n ungerade, dann liegt in xo kein lokales Extremum vor.
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(2) Ist n gerade, dann liegt in xo ein lokales Minimum vor falls f™(zq) > 0,
und ein lokales Maximum, falls f™(xq) < 0.

BEWEIS. Unter den Voraussetzungen des Satzes liefert die Taylorsche Formel mit
dem Restglied nach Lagrange die Entwicklung

Flao+h) = Flay) + Lm0+ Vh)

n!

aus der man die Behauptung ablesen kann: Wegen der Stetigkeit von f(™ stimmt
das Vorzeichen von f(xq + 9h) fiir |h| hinreichend klein mit dem Vorzeichen von
™ (24) # 0 iiberein. Ist n ungerade, éndert das Restglied sein Vorzeichen, wenn man
h durch —h ersetzt. Es kann an der Stelle xy daher kein lokales Extremum vorliegen.
Ist hingegen n gerade, dann wird das Vorzeichen des Restgliedes in einer hinreichend
kleinen Umgebung von zy durch das Vorzeichen von f((zy) bestimmt. Auf dieser
Umgebung gilt dann

n*, € (0,1),

f(zo+h) = f(xo) falls £ (o) > 0
bzw.

flxzo+h) < f(zmg)  falls f™(z0) <0,
was zu beweisen war. O

Die Restgliedabschéitzung in Beispiel 10.5 148t vermuten, dafi der Approximationsfeh-
ler mit wachsendem Grad n des Taylorpolynoms auf einer immer gréfler werdenden
Umgebung von zy immer kleiner wird. Ist f € C'°, ist es naheliegend, die Potenzreihe

> L) - )
n=0

zu betrachten.

DEFINITION 10.8. Fs sei I C R ein Intervall, xo € I und f € C*°(I,R). Die Potenz-
rethe

> 2w = o)
n=0

heifit Taylorreihe von f um xqo. (Im Falle xy = 0 ist auch die Bezeichnung Mac-
laurin Reihe 1blich.)

Die Taylorreihe kann zwar fiir jedes f € C° angeschrieben werden, es ergeben sich
aber sofort zwei Fragen:

e Fiir welche z konvergiert die Taylorreihe?

e Stimmt die Summenfunktion der Taylorreihe mit f iiberein?
Da die Taylorreihe eine Potenzreihe ist, kann die Konvergenzfrage mit den Methoden
aus Abschnitt IV-12 vollsténdig beantwortet werden. Die zweite Frage wird durch
folgenden Satz geklért.
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SATZ 10.9. Es sei I C R ein Intervall, J C I ein Teilintervall, xo € J und f €
C>®(I,R). f wird genau dann auf J durch seine Taylorreihe um xo dargestellt, d.h.
es qilt

Vee J: f(x Z f (x — x0)",
wenn fir das Restglied R, (x) in der Taylorschen Formel fiir alle x € J
215, Bal2) =0
qilt. Insbesondere ist dies der Fall, wenn es positive Konstanten o und M gibt mat
Ve € JVn e Ny: |[f™(z)] < aM™
BEWEIS. Die erste Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung

f(x) = Bn(z) = T, ().
Geniigt f™ der angegebenen Abschitzung, ergibt sich

M|z — xo|)" !
R(@)] < ot
Die rechte Seite ist das (n+1)-te Glied der Exponentialreihe fiir ae?*=20l und strebt
daher fiir n — oo nach 0. O

Dieser Satz ist nicht trivial: Es gibt C'*°-Funktionen, die nicht durch ihre Taylorreihe
dargestellt werden:

BEISPIEL 10.10. Wir betrachten die Abbildung f: R — R,
0 x<0
f(z) = { _1 -

ez x>0.

Da x — % und z — €% beide C*°-Funktionen auf R, \ {0} sind, folgt mit Satz ??
e C'OO(]R \ {0},R). f besitzt aber auch an der Stelle x = 0 Ableltungen beliebig
hoher Ordnung: Fiir z > 0 gilt ndmlich

1 _a
f(z) = ¢

Mit Hilfe der Abschétzung
(%) e~v < kla®  fiir # > 0 und beliebiges k € N

folgt
: oy , o
Ty f'(x) =0 und lim f() =0 = f(0),

daher existiert f} (0) und es gilt f; (0) = f".(0) = 0. f ist also in 2y = 0 differenzierbar
und es gilt f/(0) = 0. Induktiv zeigen wir nun: Es gibt Polynome p,, grad p, = 2n,

sodaf}
1y —1
() _ pu(5)e”=, >0
/@) {Q z < 0.



262 VII. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Die Behauptung stimmt fiir n = 1. f besitze nun die angegebene Form. Fiir 2 > 0
ist " differenzierbar mit

f(n+1)($) — (ipn(l) +pn(l)i) e‘%.

dr’ 'z x’ x?

%pn(%) t em Polynom in E vom Grade 2n + 1. Aus grad(pn( ) ) = 2n + 2 folgt

grad (Lp,(1) + pa(2)L) = 2(n+1). Dies beweist die Struktur von f™(z) fiir z > 0.
Mit (x) fur k > 2n folgt aber

lim f™(z) =0,

z—0

und daraus wie bei f’ auch f(0) = 0. Alle Koeffizienten der Taylorreihe von f um 0
sind daher Null. Trivialerweise konvergiert diese Reihe auf ganz R. Da f(z) fiir x > 0
positiv ist, kann die Taylorreihe f an keiner Stelle x > 0 darstellen.

BEISPIEL 10.11. Es sei f die Summenfunktion einer Potenzreihe > aj(z — x)* mit
k=0
Konvergenzradius R > 0. Nach Korollar 8.4 ist f € C*°((xg — R, zo + R),R) und

VE € No: f®)(20) = klag.

Die Taylorreihe einer durch eine Potenzreihe mit Entwicklungszentrum x, dargestellen
Funktion um xy stimmt demnach mit der Potenzreihe iiberein. Dies ist natiirlich nicht
mehr der Fall, wenn man die Taylorreihe um eine andere Stelle als xy betrachtet.

BEIspieL 10.12. Wir fithren nun die Diskussion der Taylorreihe der Logarithmus-
funktion In(1 + ), x > —1, (vgl. Beispiel 10.5)

Z(—l)k_lza

k=1
zu Ende. Fiir x > 0 wurde in Beispiel 10.5 das Restglied nach Lagrange abgeschétzt

durch
xn—i—l

n+1

|y ()] <
Fiir x € [0, 1] gilt daher
lim RE(z) =0,
fur z € (—1,0) fihrte die Cauchythe Form des Restgliedes auf
|R5 (2)] <

n+1
woraus
lim R (x) =0

n—oo

folgt. Nach Satz 10.9 ist die Darstellung

(+) n(l+a) =Y (-

k=1
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fir alle z € (—1,1] giiltig. Fiir x = —1 ist In(1 4+ x) nicht definiert, entsprechend
divergiert die Taylorreihe. Fiir |z| > 1 ist die Taylorreihe divergent.

BEISPIEL 10.13 (Binomialreihe). Als weiteres Beispiel betrachten wir die Taylorreihe
von f(x) =(14+2)* a €R, def f =(—1,00), in xy =0,

> ()
k=0
vgl. Beispiel 10.6. Das Restglied nach Cauchy ist fiir alle z > —1 gegeben durch

10~ 1Tl (28]

1+ dx

n

~ oz (11—;1911)” (1+ 92 TTIE - 1)a).

j=1
mit ¥ = ¥(n,x) € (0,1). Wir fixieren nun x, 3 so, dafl
O<lz|<pf<1
gilt und wéhlen N () € N derart, daf fiir alle j > N ()

|<§—1>x| <8

zutrifft. Wir kénnen nun das mogliche Anwachsen von | [] (o — j)| folgendermafien
j=0
ausgleichen: fir n > N () gilt ndmlich

n N(B)
TIG -l = [TIG el TT G -0e]

J=N(B)+1
< (Ja|+ 1)N(ﬂ)5N(ﬁ) G G (Ja| + 1)N(ﬂ)5n'
Zusammen mit den (beziiglich n gleichméBigen) Abschitzungen

1—-9
<1
‘ 1+ 9z ’

.| Q

und

go—1 falls e > 1
0<(1+92)* < M:= =
(1+02)" < {(1 ~ B falls o < 1,

erhalten wir endlich
Ry (2)] < Mla|(la] + 1)V - gett
also lim,, ., RS (x) = 0 fiir |z| < 1. Nach Satz 10.9 gilt daher die Darstellung

n

L+a)* =) (a) 2" (BINOMIALREIHE)

n=0
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fir alle z € (—1,1). Als Spezialfall erhélt man fir o € N den binomischen Lehrsatz.
Die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Binomialreihe in den Randpunkten
des Konvergenzintervalles erfordert Hilfsmittel, die wir nicht entwickelt haben.

Wir betonen noch einmal: Die Bestimmung des Konvergenzradius einer Taylorreihe
gibt allgemein keinen Aufschluf3 dariiber, ob eine Funktion durch ihre Taylorreihe
tatséchlich dargestellt wird. Die meist erheblich kompliziertere Diskussion des Rest-
gliedes erledigt beide Fragen gleichzeitig. Oft kann diese Diskussion nur auf einer
echten Teilmenge J des Konvergenzintervalles K der Taylorreihe durchgefiihrt wer-
den und es bleibt die Frage offen, ob die Taylorreihe auch auf K \ J die Funktion f
darstellt. Die Entscheidung, ob dies tatsédchlich der Fall ist, erfordert tiefer reichende
Methoden der komplexen Analysis.

Die komplizierte Restglieddiskussion kann man manchmal durch eine andere Methode
ersetzen:

BEISPIEL 10.14. Wir betrachten wieder die Taylorreihe von f(z) = In(l 4+ x) um
xo = 0, also die Reihe

glr) = S (-1

n=1
und weisen die Giiltigkeit von f(x) = g(z) fiir || < 1 nach. Die Reihe konvergiert
fur |z| < 1, somit ist g € C*°((—1,1),R) und es ist (vgl. Korollar 8.4)

(@) = (1) = Y1t = el <1

1+2’

Fiir |z| < 1 gilt also
f'(@) —g'(z) =0,
nach Korollar 7.3 gibt es also eine Konstante a mit
Ve e (—=1,1): f(x) —g(z) = a.
Aus f(0) = ¢g(0) = 0 folgt @ = 0 und damit auch die Darstellung

In(1+x) = Z(—1)”*1% fir € (—1,1).
n=1

Wir demonstrieren diese Methode noch einmal am Beispiel der Binomialreihe:
BeispIEL 10.15. Die Taylorreihe von f(z) = (x +1)*, a € R, z > —1,

g(x) = i <z) ",

n=0

konvergiert fiir |z| < 1 und kann dort gliedweise differenziert werden:

g =3 (2 = ag ()

n=1



10. TAYLORPOLYNOME UND TAYLORREIHEN 265
(wir verwenden n(%) = a(®})). Fiir den Quotienten h = % findet man

o g@f@) —ag@( a2t a ) — vl
W(z) - o = s (@) —agla))

Multipliziert man ¢’(z) mit (1 + z), erhélt man

(1+a)g(a) = anzzo(“;l)xua;(“;l)xm

= ara (") (0] e ()
= ag(a).

(vgl. 11-4.21) und somit h'(z) = 0 fur |x| < 1. Also ist h konstant. Aus h(0) = 1 folgt

dann f =g, d.h.
= [«
1 ¢ = " fi 1.
(1+x) Z (n>a: tir |x] <

n=0

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Beispiel einer C'"*°-Funktion, deren Taylorreihe
nur an der Entwicklungsstelle konvergiert:

BEISPIEL 10.16. Die Funktion f sei definiert durch

1
f(z) = Z%cosn%c, z e R.

n=1

Diese Reihe konvergiert gleichméfiig auf R, somit ist f stetig auf R. Die Reihe der

Ableitungen
o 2
n . 2
— Z o ST
n=1

ist ebenfalls gleichméfig konvergent auf R, da die Majorante | ;‘—i konvergiert.
Nach Korollar 8.3 ist f differenzierbar und es gilt

n=1
Ahnlich zeigt man, da auch siamtliche héheren Ableitungen existieren,

oo - dk
) (z) = (—1)* Z —— €08 n’z,

n=1

FED@) = ()Y T sinnda, k€ Mo
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Wegen f5+1)(0) = 0, k € Ny, lautet die Taylorreihe von f um 2o = 0

o0

1
> a0’ O (0)a.
k=0 ’
Fiir alle n, k € N gilt
00 4k 4k
OIS N
0= 5 >
und somit
1 (n?]z])**
(2k) 2k
LA R AT

Speziell fiir n = 2k ergibt sich die Abschétzung

1 1
\mf@’“)(o)x%! > oor (2K|2])

ok (2K)*

a2 (ke

sodaf} die Taylorreihe von f fiir z # 0 nicht konvergieren kann.

11. Konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen sind u.a. in der Optimierung von grofler Bedeutung. Auflerdem
verkniipfen sie die zweite Ableitung mindestens zweimal differenzierbarer Funktionen
mit einer globalen Eigenschaft dieser Funktion, &hnlich, wie die erste Ableitung einer
Funktion Monotonieeigenschaften zum Ausdruck bringt.

DEFINITION 11.1. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R.

i) f heifit (streng) konvex (auf I) ?fV:c,y el,z#y YAel0,1]:
€

FOz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1 =N F(y)
(fOz+ (1= Ny) < Af(z)+ (1 =) f(y))

ii) f heifit (streng) konkav (auf 1) ﬁf—f ist (streng) konvex auf I.
€
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BEMERKUNG 11.2. Die Konvexitidtsbedingung besitzt eine einfache geometrische Ver-
anschaulichung: Es sei zy, = A\x + (1 — \)y, z,y, A wie in Definition 11.1 und z < y.
Man verifiziert leicht z) € [z,y]. Umgekehrt 148t sich jeder Zwischenpunkt z € [z, y]
in der Form

z = y_zx—l—z_xy:)\a:—l—(l—)\)y
y—x y—x
A Y
darstellen. Die Konvexitédtsbedingung ist daher gleichwertig mit
Y — 2\ Zy— X
<
() flea) < S22 4@+ 2= 1)
fly) — flz
(27) DI )+ o)

d.h. f ist konvex genau dann, wenn der Graph von f stets unterhalb der Verbin-
dungsstrecke zweier beliebiger Punkte (z, f(z)) und (y, f(y)) liegt.

Die Konvexitéit einer Funktion kann man auch durch Monotonieeigenschaften des
Differenzenquotienten charakterisieren.

LEMMA 11.3. Es sei I C R ein Intervall. 1.) f: I — R ist genau dann konvex, wenn

f) = f(x) _ fly) = f(2)

2= B Yy—z

fir alle x,y,z € I mit x < z <y gilt.
2.) Ist [ konvex, dann gilt fir jedes derartige Tripel

fz) = fx) _ fly) = flz) _ fly) = f(z)

2= o Yy—x B Yy—z

Im Fuall der strengen Konvezitit sind die Ungleichungen strikt.
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BEWEIS. ad 1.)Die Konvexititsbedingung () ist gleichwertig mit den Ungleichun-
gen

(y—z—(z—2)f(2) <(z—2)f(y) + (v — 2) (),
also

(= 2)(f(z) = f(2) < (z = 2)(f(y) — [(2)).

Dies ist dquivalent zur Behauptung.

ad 2.) Es sei
z=Ay+ (1= Nz, mit A=~
y—x
Da f konvex ist, folgt
f(2) S Af(y) + (1= ) f(2),
somit L
f(z) = fz) < A(f(y) — fl2) = = () = f(@)).
Dies ergibt
f2) = fx) _ fly) = f(@)
2—x = y—x
Ersetzt man A durch p=1— X\ = g:i, erhélt man
fG) <pf(e)+ (1= p)f(y)
und daraus folgt wie vorhin die zweite Ungleichung. U

Fiir differenzierbare Funktionen kann dieses Resultat folgendermaflen verschérft wer-
den.

SATZ 11.4. Es sei f € C([a,b],R) differenzierbar in (a,b). Dann ist f genau dann
(streng) konvex, wenn f' (streng) monoton wdchst.
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BEWEIS. Es sei f konvex. Dann gilt fira <z <z<y<b

1) = @) _ S = @) _ )~ f)

Z2— o Yy—x o Yy—z

Fithrt man in der ersten Ungleichung den Grenziibergang 2 | z, in der zweiten den
Grenziibergang z T y durch erhélt man

f@»sﬂ%:lﬁlsfwx

—
d.h. f"ist monoton wachsend. Ist f streng konvex, dann sind die Differenzenquotienten
streng monoton fallend, bzw. steigend, was f'(x) < f’(y) zur Folge hat.

Ist umgekehrt f monoton wachsend, folgt wegen Lemma 11.3 die Konvexitiat von f

aus der Ungleichung
1)~ I@) _ f) ~ ()
z—x  — y—z
falls a < x < z < y < b. Wegen des Mittelwertsatzes gibt es Zwischenstellen z <
2y < 2 < 2y <y mit

f(z) = fl=
JA =@ oy
Z2—x
f (y) - f (Z) ot
y— 2 = f'(zy)-
Die gewiinschte Ungleichung fiir die Differenzenquotienten folgt nun aus der Mono-
tonie von f’. O

KOROLLAR 11.5. Es sei f € C([a,b],R) zwei Mal differenzierbar in (a,b). Dann ist
f genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 fiir alle 2 € (a,b). Ist f"(z) > 0 fiir alle
x € (a,b), dann ist f streng konvex.

Mit Hilfe dieses Kriteriums ergibt sich nun leicht, dafl z.B. die Abbildungen
r—e’, x—e " reR,
r—a% a>1, r € RT,
streng konvex sind, und die Abbildung
r+—Inx, x>0,

streng konkav ist.

Wir kénnen nun auch die geometrische Anschauung untermauern, daf§ der Graph
einer konvexen Funktion immer oberhalb der Tangente liegt:

SATZ 11.6. Es sei f € C([a,b],R) konvez auf [a,b] und differenzierbar in [a,b]. Dann
gilt fir alle xy € [a,b]

f(@) = f(xo) + f'(o)(z — wo),  x € [a,b].

Die Ungleichung ist strikt fiir x # xo, wenn f streng konvez ist.
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BEwEIS. Fiir zp € (a,b] und a < z <y < 20 < b gilt

F@) = f(o) _ () = fz0)

T — Zo Y=

Fithrt man den Grenziibergang y T xy durch erhélt man

f(@) = f(xo)

/
—— < f'(zo)
und daraus
f(x) = f(xo) > f'(20)(@ — x0).
Analog argumentiert man fiir a < zo <y < x <b. U

SATZ 11.7 (Jensensche Ungleichung). Es sei I C R ein Intervall und f: I — R
konvex. Ferner seien x; € I, \; >0, j=1,...,n, und Y \; = 1. Dann gilt
=1

FO - Nz) <N f(ay).
j=1 j=1
Ist f streng konvex, gilt die Gleichheit genau dann, wenn z; = --- =z,

BEWEIS. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial (\; = 1). Die Behauptung sei nun
richtig fir n und es sei z; € I, \; >0i=1,...,n+ 1 und es gelte Z?Ill A = 1. Wir
setzen

= )\i7 - = 7
S ;g; Zo ;g; Sm
Es folgt
n+1
f(z Niwi) = f(8T0 + Ang1Zni1)

*

< sf(wo) + M1 f(Tns)

—
N

n+1

sZ = f(@) + Anr f (wnsn) = me

INZ

Die erste Ungleichung folgt aus der Konvexitiat von f, die zweite Ungleichung ergibt
sich aus der Induktionsvoraussetzung. Ist f streng konvex und

n+1 n+1

f(z Ait;) = Z Aif ()
i=1 i=1
dann ergibt die mit (x) markierte Ungleichung
f(sT0 + Ans1Tns1) = sf(20) + A1 f(Tnt1).
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Wegen der strengen Konvexitdt von f mufl g = x,.; gelten. Ferner ist die mit ()
markierte Ungleichung eine Gleichheit, welche

n

A 2 = Y 2 )

i=1
zur Folge hat. Aus der Induktionsannahme ergibt sich dann
1 =..., =Ty =20,
also auch
To =2

und daher auch z,,, = z. 0

KOROLLAR 11.8 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel).
Sind z1,...,x, und Aq,..., A\, beliebige positive reelle Zahlen mit Z?:l A; = 1, dann

n n
=1

gilt

i=1
Insbesondere gilt

Das Gleichheitszeichen steht jeweils genau dann, wenn z; = - - - = x,,.

BEWEIS. Da der natiirliche Logarithmus streng konkav ist, ergibt die Jensensche

Ungleichung
i=1 i=1

Die erste Behauptung folgt nun durch Anwendung der Exponentialfunktion. Die Aus-
sage zur Gleichheit ergibt sich aus der strengen Konkavitéit des natiirlichen Logarith-
mus. Fiir die zweite Behauptung setzt man \; = 1, i =1,...,n. U

n?
Wir verwenden nun die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischen Mit-

tel, um die Ungleichung von Cauchy- Schwarz zu verallgemeinern. Zu diesem Zweck
setzen wir fiir = (z1,...,2,) € K" und p > 1

(28) lally = (3 fasl?)

KOROLLAR 11.9 (Holdersche Ungleichung). Es seien p, ¢ > 1 reelle Zahlen mit %—I—é =
1. Dann gilt fiir beliebige Vektoren x, y € K"

n
> Lzl < lleell,llyllg-
i=1
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Reelle Zahlen p, ¢ > 1 mit }D + % = 1 nennt man konjugiert.

BEwEIs. O.B.d.A. kénnen wir x # 0 und y # 0 annehmen. Nach der Ungleichung
zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel gilt

[zl il (|$z‘|p)1/p(|yi|q))1/q <1 [zi? 1 |y

lzllp llylle — “ll2lB” Clwlla” = pllellh  allylld’
fir i = 1,...,n. Addiert man diese Ungleichungen ergibt sich
zi:1 |$zyz| < 1 X 1 —1

lzllpllylle — 1 g
0

Man beachte, daf sich fiir p = ¢ = 2 die Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt.
Abschlieflend diskutieren wir eine Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung.

KOROLLAR 11.10 (Minkowski Ungleichung). Fiir beliebige Vektoren z, y € K™ und
p > 1 gilt
|z +yllp < [lzllp + lyllp-

BeEwEIs. Fiir p = 1 ist die Ungleichung eine Folge der Dreiecksungleichung. Es
sei also p > 1. Multipliziert man die Dreiecksungleichung

|k + il <[] + |yxl,
mit s; = |z + [P, k= 1,...,n ergibt sich
[z + ynl” < |zklsk + |ykls
Durch Addition dieser Ungleichungen erhélt man

n n
e+ 912 < S lanlse + 3 lailse.
k=1 k=1

Wendet man auf der rechten Seite die Holdersche Ungleichung an, folgt

n
[l + gl < (el + Hyll) Y lw + yel D0
k=1

mit >+ . = 1. Somit gilt (p — 1)g = p und

n

Ol + gl = o+ g
k=1

Dies fiihrt auf die Ungleichung
[l +yl[57#7¢ < |2/l + [fyl|p-
Wegen p — p/q = 1 folgt die Behauptung. U
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12. Der Satz von Taylor fiir Funktionen in mehreren Verédnderlichen

Es sei f € C"™Y(u,R), U C R" offen, zg € U und h = (0y,...,0,,) so, dafl die
Verbindungsstrecke von zy und xg+h in U liegt. Man kann dann den Satz von Taylor
fiir Funktionen in mehreren Verénderlichen zuriickfiithren auf den Satz von Taylor fiir
Funktionen in einer Veradnderlichen: dazu parametrisiert man die Gerade durch die
Punkte x¢ und g + h durch ¢: (=9,1+6) — R™, ¢(t) = 2o + th und setzt

F=fop:(-0,1+4) —R

fiir ein hinreichend kleines > 0. Die Kettenregel sichert dann die Differenzierbarkeit
von F' und es gilt
F'(t) = f'(p() o (1) = Y _(0:if) (1))
i=1
Fiir % wurde die abkiirzende Schreibweise 0;f verwendet. Setzt man ¢, =
Yo 0:0;f, dann ist gy € C™(U,R) und F’ = gy 0. Die Funktion g; besitzt somit zu-

)

mindest stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung und ist nach Satz 7.9 differenzierbar.
Somit existiert F” und es gilt

F'(t) = gh(e(0) o (1) = > (Gian) (¢(®)
= Y03l

mit

Es folgt g, € C" (U, R) und wie vorhin schliefit man auf die Existenz von F”. Um
die hoheren Ableitungen von F' iibersichtlich anschreiben zu kénnen, betrachten wir

die lineare Abbildung

D {ck(U,R) — C*YUR), k=1,...,n+1
Dpu=>3", 0;0;u
Dann kann man F” schreiben als
F' = (Dnf) oo
Wir zeigen induktiv

() F® = (D} f)o .
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Der Induktionsschritt verliuft folgendermafien: Es gelte (x). Da in DF nur partielle
Ableitungen k-ter Ordnung auftreten, gilt Dff € C"1=%(U,R). Insbesondere ist D
nach Satz 7.9 differenzierbar und somit existiert #*+1 . Die Kettenregel ergibt

d

FED () = — (DRf) (1)

= (Z 0:0:Dy f)(p(t)) = (Du(Dy ) (0(1))

= (D, ) (e()).
F' ist demnach n + 1-mal differenzierbar und es folgt mit dem Satz von Taylor 10.3
~ 1 1
F(1) =Y —F®0) + ———F"+(y
W =L FR0) + o0,
also
. 1
_ - k n+1
Fle ) = 32 (DR an) + (o (DR o+ 90,
fiir ein ¥ € (0,1). In jedem der Terme
sz = (Z Jiai)kf
i=1

kommen alle m* partiellen Ableitungen der Ordnung k vor. Fiir f € C"*}(U,R) sind
nach dem Satz von Schwarz, Satz 9.6, alle Ableitungen gleich, in welchen beispielswei-
se a;-mal nach xq, ..., a,,-mal nach x,, abgeleitet wird. Mit Hilfe von Multiindices
kann man diese Terme zusammenfassen. Ein Multiindex der Dimension m ist ein
m-Tupel a = (ay, ..., an) € Nj. Folgende Notation ist iiblich:

m

|Oé| - Zaiv
i=1
m

al = HOC,L‘!,
=1
m

olelf
Ot .. Ozom
BEISPIEL 12.1. Es sei m = 3 und o = (2,0,1). Dann ist |o| = 3, a! = 2!0!1! = 2,
3

— 52,01 _ 2 — —__0
he = 010903 = 0103 und (%f = 6(27071)][. = m

Do
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LEMMA 12.2. Es gilt
k
Dhf = <Z f= —haa f.
i=1 |a|= k :

BEWwEIs. Die Giiltigkeit der Behauptung ergibt sich aus dem Multinomialsatz
(einer Verallgemeinerung des binomischen Lehrsatzes auf m Summanden). Man kann

sie auch folgendermafien einsehen: Es sei a = (041, ..., Q) ein beliebiger Multiindex
der Linge k. Die einzelnen Summanden von DY f haben die Form
akz
O-’Ll ...

Oia . A,

1 <4, <m,j=1,..., k. Man fait jene zusammen, welche gleich h*0,, f sind. Das sind
jene, bei welchen unter den Indices (iy,...,14) der Index j genau aj-mal vorkommt,
j =1,...,m. Es treten genau k! derartlger Summanden in D f auf. Wir untertei-
len diese Summanden in m disjunkte Gruppen, die sich durch die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen unterscheiden. Jede Gruppe ist durch eine bestimmte Abfolge
der partiellen Ableitungen charakterisiert. Jedem Ableitungsmuster einer Gruppe ent-
sprechen ! Summanden, da ja die partiellen Ableitungen nach der i-ten Variablen
permutiert werden konnen, ohne die Abfolge der Ableitungen zu verédndern. Somit
folgt k! = ma!, also m = k!,, da auf diese Weise alle der Ableitung J, f entsprechen-
den Summanden in D f erfasst werden. O

Bisher wurde somit gezeigt:

SATZ 12.3 (Satz von Taylor). Es sei f € C"™ (U, R), U C R™ offen, o € U und
h = (o1,...,0m) so, daf$ die Verbindungstrecke von xoy und xo + h in U liegt. Dann
gibt es ein ¥ € (0,1) so, daff

n

) =3 ,j, (DEA) o) +

(n+1)!
=Y PnE+ X @)+ o).

|a\<n |a|=n-+1

(D f) (o + Oh)

BEISPIEL 12.4. Fiir m = 2 und f € C3(U,R) erhalten wir
f(@o +h) = f(x0) + 01 fa(0) + 02fy(20)

21' (Ulfxz<x0) + 20102fmy(5€0> + Unyy(x())) + RQ(h)

1
3| (Ulfmm(ﬂfo + 79h) + 3010'2]6559034(370 + 19]1)

+ 30102fxyy(x0 + vh) + U2fyyy($0 +vh)).

Ry(h) =
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Man iiberzeuge sich davon, daf§ die Verwendung von Multiindices auf dasselbe Resul-
tat fithrt. Es treten folgende Multiindices auf

k=0: (0,0)

k=1: (1,0), (0,1)

k=2: (2,0, (1,1), (0,2)

k=3: (3,0), (2,1), (1,2), (0,3).

BEMERKUNG 12.5. Es wurde eingangs gezeigt, dafl fiir eine C"*'-Funktion f die
Funktionen D¥f, k = 1,..., n, differenzierbar sind. Wir geben nun eine neue Inter-
pretation von DF f. Wegen

kann man
f'(@)h = (Dpf)(x)
schreiben. Differenziert man x — f’(z)h noch einmal (mit Inkrement h) erhélt man
(f'(@)h)'h = (D f)(x).
Anstelle von (f/'(z)h)'h schreibt man iiblicherweise f”(z)(h,h). Induktiv fortfahrend

iiberzeugt man sich von der Beziehung

FP@)(h, ... k) = (Dyf) ().

Somit 148t sich der Satz von Taylor auch in der vertrauten Form anschreiben

1
flzo+h) = O (z h) + ———— D (xg + 9R)(h, ..., h).
’ Zk' 0) kfach ) (n+1)! (=0 )((n-i-l) fach)

DEFINITION 12.6. Es sei f: U — R, U C R™ offen, zweimal stetig differenzierbar.
Die Matrix

02 0?2
H(zo) = : : e R™ ™
! a2f' a2f'

heifst Hesse Matrix von [ an der Stelle x.

Fiir eine C2-Funktion ist die Hesse-Matrix nach dem Satz von Schwarz symmetrisch.
Mit ihrer Hilfe kann man den Term 2. Ordnung in der Taylorentwicklung darstellen
als

S (DL1)(w0) = ShT3H,(x)h

Die Taylorentwicklung einer C?-Funktion f kann man daher auch folgendermafien
anschreiben:

flzo+h) = f(xo) + (grad f(zo), h) + %hTfo(xo + Jh)h.
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SATZ 12.7. Es sei f € C*(U), U C R™ offen, o € U und K(zo,e) C U. Dann gibt
es eine Abbildung p: K(0,¢) — R so, daf fiir alle h € K(0,¢) die Darstellung gilt:

Flao +h) = Flao) + £ (o) + SHT 3 (ao)h+ [h]p(h)

mit limy_o p(h) = 0.

BEWEIS. Aus dem Satz von Taylor folgt mit h = (o4,...,0.,)
0% f (o)
h) = )h o h
flzo+h) = f(zo) + f'(20) t3 g D0 oioy +1(h)

wobel

1 T o*f 02 f (o)
r(h) = §z%::1 (0§i6§k(x0+9h) ~ DE0E, ) 00k

Die Behauptung folgt aus der Abschétzung

2 Oh) — = ||h]|% p(h).
()] < Sl §j|a&a€ o+ 1) = 5 (w)] = [1b] p(h)
und der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen. U

13. Lokale Extrema fiir Funktionen in mehreren Verinderlichen

Wir haben bereits in Satz 6.2 gesehen, dafl eine notwendige Bedingung fiir das Auf-
treten eines lokalen Extremums einer differenzierbaren Funktion f an einer inneren
Stelle xy des Definitionsbereiches f'(xy) = 0 ist. Man nennt die Nullstellen der 1.
Ableitung auch kritische Stellen. Ist def f C R™, dann ist xg € def f genau dann
kritisch, wenn grad f(xo) = 0 ist, also xy das nichtlinearen Gleichungssystem

fe,(x)=0, i=1,...,m
16st.
Wie im skalaren Fall 148t sich die Natur eines lokalen Extremums unter bestimmten
Voraussetzungen am quadratischen Term in der Taylorformel ablesen. Dazu benotigen
wir einige Eigenschaften quadratischer Formen. Wir erinnern: Es sei A = (a;;) €
R™> ™ die Abbildung Q4: R™ — R,
Qalx) = 2" Ax = Z @ij&i€;
ij=1
heifit quadratische Form. Offenbar gilt
(%) Qa(Ar) = N’Qa(x)
fiir alle A € R. Gilt fiir alle x # 0

Qa(x) >0 (bzw. Qa(z) <0),
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nennt man A positiv definit (bzw. negativ definit). Gilt fiir alle x € R™

Qa(z) >0 (bzw. Qa(z) <0),

heifit A positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit). Nimmt @) 4 sowohl posi-
tive wie negative Werte an, nennt man A indefinit.
Ohne Beweis zitieren wir folgendes Definitheitskriterium.

SATZ 13.1 (Hurwitz-Kriterium). A € R™*™ sei symmetrisch, d.h. A = AT. Wir
bezeichnen mit 9y, den k-ten Hauptminor von A, d.h.

a1 ... Qig
O =det | : ), k=1,...,m.
Q1 ... Ak
Dann gilt
a) A ist positiv definit < 6 >0, k=1,...,m.
b) A ist negativ definit < die Vorzeichen von 0y alternieren in folgender Weise:
(=D)*6, >0, k=1,...,m.
c) A ist indefinit, falls 6 #0, k=1,...,m, und weder a) noch b) zutrifft.

a b

KOROLLAR 13.2. Es sei A = (b c) = AT, det A = ac — b*. Dann gilt

a) A ist positiv definit < a > 0,det A > 0.
b) A ist negativ definit < a < 0,det A > 0.
c¢) A ist indefinit < det A < 0.

LEMMA 13.3. Fir A € R™*™ sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist positiv (negativ) definit.
(2) Es gibt ein o > 0 derart, daf fir alle x € R™ gilt:

Qa(z) Z allzl* (Qa(z) < —alz|?)

BEWEIS. Wegen QQ_a(x) = —Qa(x) ist A genau dann negativ definit, wenn —A
positiv definit ist.
(2) = (1) trivial.
(1) = (2) Es sei A positiv definit. Q4: R™ — R ist stetig (Ubung) und nimmt daher
auf der kompakten Menge S(0,1) := {z € R": ||z|| = 1} ein Minimum an, d.h. es
gibt zy € S(0,1) so, daB fiir alle z € S(0,1)

Qa(r) > Qa(wg) =a >0

erfiillt ist (die strikte Ungleichung gilt, da A positiv definit ist). Fiir beliebige 2 # 0
bilden wir den Vektor z, = % € S(0,1). Es folgt

[l
x

a < Qa(z:) = Qal—

]

) = @@A@z)

d.h.
allz)* < Qalz), = #0.
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Fiir z = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. O

SATZ 13.4 (Hinreichende Optimalitétsbedingung). Es sei f € C*(U), U C R™ offen,
und xo € U ein kritischer Punkt von f, d.h. f'(x¢) = 0. Dann gilt:

i) Hy(xo) positiv definit = f besitzt in xo ein striktes lokales Minimum.
ii) Hys(xo) negativ definit = f besitzt in xq ein striktes lokales Mazimum.
iii) Hy(xo) indefinit = f besitzt in xq kein lokales Extremum.

Kritische Punkte von f in denen die Hesse-Matrix indefinit ist, nennt man auch
Sattelpunkte.

BEWEIS. ad i) Wir bezeichnen mit @ die zur Matrix 13 () gehorige quadrati-
sche Form. Da z ein kritischer Punkt von f ist, folgt nach Satz 12.7

Flwo+h) = f(z0) = Qk) + [1h]20(h)
fiir alle h € K(0,¢), € hinreichend klein, mit
(1) lim p(h) = 0.
Mit der Eigenschaft (x) quadratischer Formen schliefen wir fiir h # 0 auf

flwo+h) = flzo) . h
(2) TE = Q(HhH) + p(h).

H(xo) ist positiv definit, nach Lemma 13.3 gibt es also ein o > 0 mit
Q(z) > a>0 firallexz € S(0,1).

Wegen (1) gibt es ein 0 < 6 < € so, daB fiir alle h € K(0, )
a
A i
o)) < &
erfiillt ist. Fiir h € K(0, ) ergibt sich daher
f(zo +h) — f(xo)
[[2]?

>atplh) za=lph)] Za—3 =3,
d.h.
Q2
f(xo+h) = flzo) 2 §||h|| :
Insbesondere gilt also fiir alle z € K(xg, )

f(l’) = f(l'o),

J besitzt somit in g ein striktes lokales Minimum.
ii) (Ubung).
iii) Es sei Hs(xo) indefinit. Es gibt also von 0 verschiedene Vektoren hy und h_ mit

Q(hy) >0 und Q(h-) <0.
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Ersetzen wir in (2) h durch Ah,, bzw. Ah_, A # 0, ergibt sich
Ahy) — Ah
Hlro ) “ T80 _ o Ay 1 pa)

A2[|hy|? [py
Q) + p(Ahs) = Q) + p(Ah)
= 5 @he) + p(Ahs) = =5 Q(ht) + p(Ahy).
[ AR |2 172
Wiihlen wir nun 0 < § so klein, daf fiir alle |A| < 0
o+ Ahy € U,
und
pMh)] < 5 Q)|
PAANE A +)15
erfiillt sind, dann erhalten wir fiur alle 0 < |A] < ¢
f(@o+Ahy) = flzo) (1 1
Z a Q h > 07
] 2 TP
f(xo+ Aho) — f(z0) 11
< - |Q(h-)] <0,
A2y | 2 ||h—?
also
flxo+ Ahy) > f(xg) und  f(zo+ Mh_) < f(w0)-
f kann also in xg kein lokales Extremum besitzen. 0

Im speziellen Fall von Funktionen in zwei Verdnderlichen ist die Anwendung der
hinreichenden Bedingungen aus Satz 13.4 besonders einfach.

SATZ 13.5. Es sei f € C*(D), D C R? offen, und xq € D sei ein kritischer Punkt
von f. Ferner sei
0 = det Hs(z0) = fee(w0) fo(w0) — fen(0)”.
Dann gilt
i) fee(xo) > 0,0 >0 = f besitzt in xo ein striktes lokales Minimum,

i) fee(xo) < 0,0 >0 = f besitzt in x ein striktes lokales Mazimum,
iii) 0<0 = [ besitzt in xy einen Sattelpunkt.

BEISPIEL 13.6. f: R? — R, f(&,n) = & — 6&n + 3n? — 24€ + 4. Es ist f'(&,n) =
(362 — 6np — 24, —6¢ + 6n). Die Gleichung f'(£,nm) = (0 0) ergibt die kritischen
Punkte (4,4), (=2, —2). Die Hesse Matrix ist gegeben durch

e = (5 )= (% 7).

- (3 ). caon- (3 8)

Satz 13.5 zeigt, dafl f in (4,4) ein striktes lokales Minimum und in (—2, —2) einen
Sattelpunkt besitzt.

also
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Leider werden mit den Sétzen 13.4, 13.5 nicht alle Moglichkeiten erfafit. Dies liegt

daran, dafl nicht jede quadratische Form entweder positiv definit oder negativ definit
oder indefinit ist. Zur Illustration betrachten wir folgendes Beispiel: Die Abbildungen
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haben alle in (0,0) einen kritischen Punkt. In jedem Falle ist die Hesse-Matrix

(0,0) durch
2 0

H(0.0)= (5 o

gegeben. H(0,0) ist also positiv semidefinit. In (0,0) besitzt jedoch f ein (globales)
Minimum, g einen Sattelpunkt, wiahrend h an der Stelle weder einen Sattelpunkt noch
ein lokales Extremum aufweist. Bei der Untersuchung derartiger kritischer Stellen,
an denen die Sdtze 13.4, 13.5 nicht anwendbar sind, ist man auf ad hoc Methoden

angewiesen.
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14. Lokale Umkehrbarkeit, implizite Funktionen

14.1. Fixpunktsatz von Banach. Wir wenden uns n un einer Satzgruppe zu,
die die Losbarkeit von nichtlinearen Gleichungen f(z) = y zum Inhalt hat. Ein we-
sentliches Beweismittel ist folgendes Fixpunktprinzip.

SAaTz 14.1 (Fixpunktsatz von Banach). Es sei X ein Banach Raum, U C X,
f: U — X eine Abbildung und M eine abgeschlossene Teilmenge von U mit folgenden
FEigenschaften:
i) 3 €0, )ve,y € M:[[f(x) = fy)ll < Lz -yl
d.h. f ist eine Kontraktion auf M.
ii) f(M)C M, d.h. M ist invariant unter f.
Dann gibt es in M genau ein Element z* mit f(x*) = x*.

Elemente z mit der Eigenschaft f(z) = x nennt man Fixpunkte von f. Satz 14.1
sichert also unter bestimmten Vorausssetzungen die Existenz eines eindeutig bestimm-
ten Fixpunktes von f.

BeEwEIS. Wir wahlen ein beliebiges Element xy in M und definieren rekursiv die
Folge (z,) durch
Tpi1 = f(zn), n €N
Wegen der Invarianz von M folgt aus zq € M, dal auch x1 = f(xo) in M liegt. Eine
einfache Induktion zeigt dann (z,,),>1 C M.

Wir zeigen nun, daf§ (x,) eine Cauchy Folge ist: dazu verifiziere man vorerst die
Abschétzung (Ubung):

I f(2n) = f(@a))|l < ) f(20) — mol|, ne€N.

Daraus folgt mit Hilfe eines “Teleskoparguments® fiir alle n € N und p € Ny die
Ungleichung

() I @np) = F@)ll DI @nigr) = F@nsa) | T f (o) — o
=0 =0
< gn—l—l ”f('ﬁo)__g 'T0|| .

Wegen ¢ < 1 ist (x,) eine Cauchy Folge. X ist vollstandig, also ist (x,) konvergent.
Somit gibt es ein Element z* € X mit

lim z,, = z*.
n—oo

Aus (x,) C M und der Abgeschlossenheit von M folgt mit Satz vi-3.3 z* € M. Die
Stetigkeit von f ergibt

¥ = lim 2,1 = lim f(z,) = f(lim z,) = f(z"),

n—oo

x* ist also ein Fixpunkt von f.
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Die Eindeutigkeit des Fixpunktes ist eine Folge der Kontraktionseigenschaft von f.
Angenommen es gibe einen weiteren Fixpunkt y* in M, dann folgt

" =yl = 1 (") = fFO) < Cll=” =7,
also
(1=0lz" =y <0.
Dies kann nur fiir z* = y* gelten. ([l

BEMERKUNG 14.2. 1) Eine Schwierigkeit bei der Anwendung des Banachschen Fix-
punktsatzes besteht oft darin, eine geeignete invariante feilmenge M zu finden, auf
der man die Kontraktionseigenschaft von f nachweisen kann. Die Lipschitzkonstante
¢ kann dabei nicht durch 1 ersetzt werden. Es geniigt also nicht, die etwas schwéchere
Ungleichung

Vo,y e M: |[f(z) = f)ll < llz -yl

nachzuweisen.

2) Der Beweis von Satz 14.1 ist konstruktiv: der Fixpunkt von f kann berechnet
werden, indem man fiir einen beliebigen Startwert xo € M die Folge der iterierten
Bilder (f"(x¢)) = (x,) berechnet. Man erhélt auch eine Abschitzung des Fehlers,
der entsteht, wenn man die Iteration nach dem n-ten Schritt abbricht. Fiihrt man
ndmlich in (x) den Grenziibergang p — oo durch (und ersetzt n durch n — 1), ergibt
sich

1-7

BEISPIEL 14.3. Wir demonstrieren die Anwendung des Fixpunktsatzes auf die Abbil-
dung f(z) = +2— %2, x > 0. Offensichtlich ist z* = v/3 der gesuchte Fixpunkt. Wir
wihlen M = [2,2]. Wegen 0 < § < f'(z) < 3, z € M, ist f auf M streng monoton
steigend. Aus f(3) =2 > 2 und f(2) = 4 < 2 folgt somit die Invarianz von M. Als
Lipschitzkonstante kann man L = % wéhlen. Nach dem Fixpunktsatz von Banach exi-
stiert in M genau ein Fixpunkt, welcher mit Hilfe der Iteration z, 1 = f(x,), , € M,
berechnet werden kann. Wie gro mufl n gewiihlt werden, damit |z* — z,,| < 107°

gewahrleistet ist? Mit Hilfe der vorausgehenden Bemerkung findet man fiir xq = %

1/ (0) = ol

|27 = 2|l = lm [|lzpsp — z0|| = lm || f(@n-14p) = f(zn1)| <
p—00 p—00

2
15— 1
* < (Z\n2 6 _ _n+2‘
2" — 2l < (5= = (5)

Eine einfache Rechnung zeigt die Giiltigkeit der Ungleichung (3)"*? < 107 fiir n >
15. Fiihrt man die Rechnung durch, findet man x5 = 1.73205 und |x15—\/§| < 71077,

14.2. Lokale Invertierbarkeit. Im Folgenden greifen wir auf den Begriff der
Norm einer Matrix M € K"™*™ zuriick: verwenden wir in K™ die Norm ||-||,, dann ist
die zugehorige Matrixnorm festgelegt durch ||M||, = inf{c > 0: ||Mz||, < c||z]||,,z €
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R™} = sup{||Mz||,: ||x||, < 1}, vgl. Abschnitt vi-7. Verwenden wir im K™ beispiels-
weise die Norm ||z||o = max{|&|: 1 < i < m}, z = (&,...,&), dann ist ergibt sich
fiir die zugehorige Matrix Norm

m
1M || = max > |my].
7=1

1<i<m 4

SATZ 14.4. Es bezeichne || - || eine beliebige Matriznorm.
1.) Gilt ||I — Al| < 1, dann ist A reguldr.
2.) Ist A € K"™*™ reguldr und ||B — A|| < m, dann ist B requldr. Fir ||B — A|| <
m gilt dann ||B7|| < 2||A7Y|. Somit ist die Gruppe der reguliren Matrizen
GL,,(K) offen in Km™>™.
3.) Die Abbildung inv: GL,,(K) — L(K™ K™), inv(A) = A~ ist stetig differenzier-
bar mit

inv'(A)0A = —ATT6A AT §A € K™

BeEwEIs. ad 1.) Es geniigt die Injektivitdt von A nachzuweisen. Die Annahme
Ax = 0 fiir ein x # 0 fiithrt dann auf

lz]] <[l = Az[] + [[Az]| < [T = Al |[],

also auf den Widerspruch ||/ — A|| > 1.
ad 2.) Wir betrachten

11— A7'B|| = [|[A7 (A= B)|| < [|[AY||A - Bl < 1.

Somit ist A™' B regulér und daher auch B = A(A™!'B). Fiir jede regulére Matrix || B
folgt aus der Ungleichung

|Bz|| = allz]], — zeK™
fiir ein o > 0 die Abschéatzung
_ 1
1B~ < —.
a
Fir ||B — A|| < m ergeben sich folgende Abschétzungen
1Bl > |I(B = A)z + Az|| > [|Az[| — [|(B — A)z|]

1 1
> el = 1B = Allflz]] = S |l
[|A=H] 2[[A=]

ad 3.) Wir zeigen inv ist stetig in A € GL,,(K). Es sei € > 0 beliebig gewéhlt und
0<d< min{m, M—_lHQ} Falls ||B — A|| < § ist B reguldr und es folgt

linv(A) —inv(B)|| = |A™ = B7Y|| =[|B~(A— B)A™||
<[l ATHIBHIA - Bl < 2/|A7H]% <e.
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Die Differenzierbarkeit von inv sieht man folgendermaflen ein: Es sei A € GL,,(K)
und |[0A]| < m. Dann ist (A + 0A) € GL,,(K) und
inv(A+ 5A) —inv(A) = (A+64) 1 — A = —A1A(A+6A) 1
=—A0AAT +1r(5A)

mit
r(6A) = —ATTSA((A+0A) - AT
Aus der Abschétzung
(@A) < [JATH[IGA]][(A +d4)~" — A7Y]]

zusammen mit der Stetigkeit von tnv folgt
r(0A)
—= = 0.
sAn0 |5 A]|

Wegen der Linearitit und Stetigkeit von 64 — —A"1§A A~! ist inv differenzierbar
und es gilt

inv'(A)(6A) = —A"10A AT

Die Stetigkeit der Ableitung inv': GL,,(K) — L(K™*™ K™*™) betrachten wir fiir
A, B € GL,,(K) und §A € K™*™

||inv' (A)SA — inv(A)SA|| = || — A6AA™ + B 16AB™Y||
<[ = (AT =B TsAAT |+ [|[BTIA(AT = BTY)|
<A = B7H|([ATH] -+ [[BTHDI6A]

also
[linv'(A) — inv'(A)]] < (A7 + 1B~ |D]inv(A) — inv(B)]].
Die Stetigkeit von inv’ folgt nun aus der Stetigkeit von inv. 0

SATZ 14.5. Es sei f: U — R™, U C R™ offen, stetig differenzierbar. An der Stelle
xo € U sei f'(xg): R™ — R™ invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung O €
U(xo) mit folgenden Eigenschaften:

i) flo ist injektiv,

ii) f(O) ist offen,
iii) die Umkehrabbildung g von f|o ist stetig differenzierbar und es gilt fir alle

y € f(O)
g ) = (f'(gy)) "

BEWEIS. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.
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1) Vereinfachung des Problems: Indem wir an Stelle von f die Abbildung
x+— f(xg+ x)— f(xo) betrachten, kénnen wir 0.B.d.A. von 2y = 0 und f(0) = 0 aus-
gehen. Nach Voraussetzung ist also f/(0) reguléir. Ersetzen wir f durch h = f/(0)"'o f,
folgt aus der Kettenregel

B (z) = f(0)" o f'(x), also h'(0) = idgm.
Wir setzen deshalb 0.B.d.A. von nun an voraus, dafl
f(0) =0 und f'(0) = idgm

gilt.
2) Fixpunktargument: Wir zeigen, daf jedes y aus einer geeigneten Umgebung von 0
genau ein Urbild besitzt, indem wir Fixpunkte der Abbildung ¢,: U — R™

Py(x) =z — f(x) +y
suchen. Es gilt ndmlich
¢y(z) =z <y = f(z).
Wir greifen dabei auf den Fixpunktsatz von Banach VII-14.1 zuriick.
3) Invarianz von K (0, 2r) fiir geeignete r > 0: Wegen f/(0) = idgm und der Stetigkeit
von f" an der Stelle xqg = 0 gibt es ein r > 0, sodafl

. 1
(+) 2] < 2r = llidzem — f'(2)]| < 3

gilt. Setzen wir h(x) =z — f(z), folgt h(0) = 0 und K (x) = idgm — f'(x). Somit gilt
|7/ (2)|| < 3 fiir ||| < 2r. Mit Hilfe des Schrankensatzes 6.14 ergibt sich daraus fiir

x € K(0,2r)

|z = f(@)Il = [|h(z) = hO)|| = sup [[W'(2)]][|=]| < %Ilwll <.

z€K(0,2r)
Dies ergibt fiir ||y|| < r und ||z|| < 2r
¢y (@) <l = f(@)[] +[lyll <r+7r=2r,

d.h. ¢,(K(0,2r)) C K(0,2r) fiir alle y € K(0,7).
4) ¢, ist fir jedes y € K(0,r) eine Kontraktion auf K(0,2r): Dies ist wiederum eine
unmittelbare Folge des Schrankensatzes.

(1) loy(@) = oy (@) = [|h(x) = (@) < sup [[W(2)]| ]z — F|| < %Hx—ﬁfH-
z€K(0,2r)

5) Beweis von i) und ii): Da K (0,2r) abgeschlossen ist, garantiert der Fixpunktsatz

von Banach fiir alle y € K(0,r) die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes von ¢,,

der sogar in K(0,2r) liegt.

Mit anderen Worten: Jedes y € K(0,r) besitzt ein eindeutiges Urbild in K (0, 2r).

Setzen wir O = f~Y(K(0,7)) N K(0,2r), dann ist wegen der Stetigkeit von f die

Menge O offen (Satz vi-3.26) und f|o: O — K(0,r) ist eine Bijektion.
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6) Differenzierbarkeit von g := (f|o)™': In Hinsicht auf Satz 2.5 ist die Stetigkeit von
g nachzuweisen. Fiir x und 7 € O gilt

f(x) = f(2) = 2 = & = (h(z) = h(T)).
Aus (}) folgt daher

1F () = F@) = Nz = 2l = [|h(z) = h(D)]| = %le — x|

Schreibt man y = f(z), § = f(%) und = = ¢g(y), T = ¢g(g), dann gilt y, g € K(0,r)
und

lg(y) — 9@l < 2lly — gl
d.h. ¢ ist Lipschitz stetig auf K(0,r). Fir y € K(0,r) liegt ¢g(y) in K(0,2r) und
somit ist wegen (%) und Satz 14.4 f'(g(y)) invertierbar. Aus Satz 2.5 folgt nun die
Differenzierbarkeit von g und

g = (g™ yeK(©Or)
7) Stetige Differenzierbarkeit von g: Dies ergibt sich aus der Beobachtung, dafl ¢’ sich
folgendermaflen als Verkettung stetiger Funktionen darstellen 1483t

g =1invo flog.
O

KOROLLAR 14.6. Es sei f: U — R™, U C R™ offen, stetig differenzierbar. Ist f'(x)
fir alle x € U reguldr, dann ist f(U) offen.

BEWEIS. Jeder Punkt x € U besitzt nach dem Umkehrsatz eine Umgebung O,,
so dafl f(O,) offen ist. Dann ist auch f(U) = Ugep f(O,) offen. O

DEFINITION 14.7. Es seien U und V' offene Teilmengen von R™. Ist die Abbildung
f: U — V heift C*-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und sowohl f, als auch
=1 von der Klasse C* fiir ein k € N sind.

KOROLLAR 14.8. Es sei f: U — R™, U C R™ offen, stetig differenzierbar. Ist f'(x)
fiir alle z € U reguldr und ist f injektiv, dann ist f ein C'*-Diffeomorphismus von U
auf die offene Menge f(U).

BeEWEIs. f(U) ist wegen Korollar 14.6 offen. Nach Voraussetzung existiert die
Umkehrabbildung f~': f(U) — U. Nach dem Umkehrsatz existiert fiir jedes x € U
eine offene Umgebung O,, so dafl die Umkehrabbildung ¢ der Einschrinkung von
f auf O, stetig differenzierbar ist. Da f~! auf f(O,) mit g iibereinstimmt folgt die
Behauptung. O

BEMERKUNG 14.9. Die Voraussetzung der Regularitiat von f/(z) fiir alle x € U sichert
nur die lokale Injektivitdt von f. Folgendes Beispiel, zeigt dafl globale Injektivitat
nicht gefolgert werden kann. Es sei f: R? — R?

J(&m) = (6g ") .

et sinn
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Dann ist det(f’(&,71)) = €& > 0 fiir alle (£,7) € R% somit ist f an jeder Stelle (¢,7)
auf einer geeigneten Umgebung injektiv, aber nicht injektiv auf R2.

14.3. Implizite Funktionen. Wir wenden uns nun der Frage zu, ob und unter
welchen Umsténden z.B. eine Gleichung in zwei Unbekannten

(%) flz,y) =0
nach y oder nach = aufgelost werden kann. Also, ob es Funktionen ¢: I — R oder
Y. J — R gibt mit der Eigenschaft

Ve el:y=op) e flz,o(z)) =0,

VyeJix=v(y) < f(¥(y)y) =0.

Man sagt auch, die Funktionen ¢ oder v seien implizit definiert durch die Gleichung
() und die Gleichung (*) wird durch ¢ nach y, bzw. durch ¢ nach x aufgeldst.

Zur Tustration der auftretenden Probleme betrachten wir das Beispiel f(x,y) =
2%(1 — %) — y%. Die Gleichung f(z,y) = 0 besitzt offenbar die Lésungen

y=+/P(1 -7, |o <1,

n 1i,/1 2 ||<1
T = = - Z
2 1Y W=5

06 (-1N2,112) (N2,172)

04r (Yo

or (-1,0) (1,0)

-0.6F (-1W2,-1/2) (1N2,-112)

-1 L L L L L
-15 -1 -0.5 0 05 1 15

Die Menge der Nullstellen von f wird also durch eine Lemniskate beschrieben. Ohne
Zusatzforderung an ¢ oder v gibt es offenbar unendlich viele M6glichkeiten, Losungen
von () zu einer Funktion zusammenzufiigen. Wir fordern daher, dal ¢ oder ¢ zumin-
dest stetig sind. In einer hinreichend kleinen Umgebung einer Losung (zo, yo) gibt es
fiir alle z genau ein y = p(z) mit f(z, p(z)) = 0 und fiir alle y genau ein x = ¢(y) mit
f(¥(y),y) = 0, die Gleichung (x) ist also nach = und nach y auflésbar. Wir bemerken:
f2(zo,y0) # 0 und f,(xo,y0) # 0. Anders ist die Situation in (0,0): in jeder (noch so
kleinen) Umgebung hat die Gleichung (%) fiir jedes x # 0, aber auch fiir jedes y # 0
mehrere Losungen und kann daher weder nach y noch nach x aufgelost werden. Eine
einfache Rechnung zeigt f'(0,0) = (0,0). In jeder Umgebung der Losungen (+1,0)
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kann (%) nicht nach y aufgelost werden, da es zu = # +1 jeweils zwei unterschiedliche
Losungen fiir y gibt. Es gibt aber eine Auflésung nach z, z.B.

11 1
Y a2 <=
Y=gy =g

n (1,0), bzw. durch —¢ in (—1,0). An diesen Stellen gilt f,(£1,0) # 0 und

fy(£1,0) = 0. In einer hinreichend kleinen Umgebung der Stellen (£ \1[, 1) gibt

es nur eine Auflésung nach y. Man beachte fx(:l:\%, +2) =0 und fy(:i:\}5 2) #0.
Dies legt die Vermutung nahe, daff eine Gleichung f(z,y) = 0 in der Néhe einer
Nullstelle (x¢, yo) eine Auflésung y = ¢(z) bzw. x = 9 (y) besitzt, wenn f,(xo, yo) # 0
bzw. fi(xo,yo) # 0 ist.

Allgemeiner betrachten wir die Losbarkeit eines Systems von n nichtlinearen Gleich-
ungen in m Unbekannten m > n. Der Umkehrsatz 14.5 behandelt den Fall n = m.
Lésen des nichtlinearen Gleichungssystems bedeutet hier, daf§ wir n der Variablen, wir

bezeichnen sie mit &1, ... ,&,, in eindeutiger Weise durch die iibrigen Variablen, wir
nennen sie ug, ..., Uy, ¢ = m — n, ausdriicken wollen. Wir untersuchen also folgendes
Gleichungssystem in den Unbekannten (&1,...,&,, ug, ..., uy):

fil&, &, uy) = 0

fn(fla"'agnaula"wuq) = 0
Ziel ist es, n Funktionen ¢;, ¢ = 1,... n, so zu finden, dafl
filpr(ur, ..o ug), ooy on(ur, o Ug) U, .sug) =0, i=1,....n,

auf einer offenen Teilmenge U C RY erfiillt ist.
Wir verwenden folgende Bezeichnungen

[L':<€1,,§n)7 (g?v agg)
U = (u17 s >uq>7 (u(l)’ ) 2)
f:D—-R"DcCR"xRY = (f1,-- s fu)-

Es ist bequem, in diesem Zusammenhang den Begrlff der partlellen Ableitung zu
erweitern. Wir bezeichnen mit 0, f(xg, ug) € L(R™,R"), 0, f(z0,up) € L(R?,R") die
linearen Abbildungen

axf(lha uO)h = f/(l'o, UO)(ha 0)7 (h> 0) € R" x Rqa

Ouf (20, u0)k := f'(0,u0)(0, k), (0,k) € R* x R%.
Man iiberzeuge sich davon, da 0, f(xo, uo) (Ouf(x0,up)) die Ableitung im Sinne der

Definition 1.1 der partiellen Funktion x — f(z,ug) (u — f(xo,u)) ist. Mit dieser
Bezeichnung gilt

f'(@o, u0)(h, k) = 0x f (w0, uo)h + Ouf (w0, o).
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SATZ 14.10 (Satz iiber implizite Funktionen). Es sei D C R" xR? offen und f: D —
R™ stetig differenzierbar. An einer Stelle (zg,up) € D gelte f(xg,ug) = 0 und es sei
O f (o, up) invertierbar. Dann gibt es eine Umgebung U € U(uyp), eine Umgebung
V € U(xg) und eine eindeutig bestimmte, stetig differenzierbare Abbildung ¢: U — V
mat

p(uo) = xo
VueU: f(e(u),u) =0.
Ferner gilt ¢'(u) = —(0.f(p(u),u))™ o Ouf(p(u),u). (Die Invertierbarkeit von
O f (0, up) ist gleichbedeutend mit
%(lo,ﬂo) %(.TO,UQ)
det : : #0).
g%(.l?o, Uo) ce %(Qfo, Uo)

BEWEIS. Um den Satz von der Umkehrfunktion anwenden zu konnen, definieren
wir die Abbildung

D — R" x R?
F .=
{<x,u> — (f(,u),u)
Thre Ableitung ist fir (z,u) € D und (h, k) € R" x R? gegeben durch
F'(z,u)(h, k) = (0u f(z,u)h + Oy f (x, u)k, k),

bzw. in Matrixschreibweise

: _ (Ouf(,u) Ouf(z,u)) (h
() Fla.an k) = (50 R (1),
Aus der Stetigkeit der Elemente der Jakobi Matrix folgt die stetige Differenzierbarkeit
von F'. Nach Voraussetzung ist 0, f (o, ug) regular und daher auch F”(zg, ug). F erfiillt
also alle Voraussetzungen des Umkehrsatzes 14.5. Es gibt daher eine offene Umgebung
W € U((zo,up)) so, daB F(W) offen und F|y ein C'-Diffeomorphismus von W auf
F(W) ist. Es sei G: F(W) — W, G = (F|w)™!. Dann gilt
(%) G'(F(z,u) = (F'(z,u)™,  (z,u) €W,
G besitzt dieselbe Struktur wie F', d.h. es gibt eine stetig differenzierbare Funktion
g: F(W) — R™ mit

G(y,v) = (9(y.v),v),  (y,v) € F(W).
Fiir (z,u) € W gelten dann die Aquivalenzen
" f(,u) =0 Flz,u) = (0,u) < G(0,u) = (z,u)

< g(0,u) = x.
Jedem Vektor u € RP mit (0,u) € F(W) wird somit in eindeutiger Weise der Vektor
x = ¢(0,u) zugeordnet. Insbesondere ist g(0,ug) = xo. Da W und F (W) offen sind,
gibt es Umgebungen U € U(up) und V' € U(xp) mit VxU C W und {0} xU C F(W).
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Wegen der Stetigkeit von ¢ kann man U so einrichten, dafl ¢(0,u) € V fiir u € U gilt.
Fiir u € U liegt dann (g(0, u),u) genau dann in W, wenn (0,u) € F(W). Definieren
wir nun die Abbildung

0: U=V, ou)=g0,u),

dann ist ¢ stetig differenzierbar auf U, es gilt o(ug) = zo und fir alle u € U gilt
wegen (1) die Aquivalenz

9(0,u) = ¢(u) & f(p(u),u) = 0.

Aus der Beziehung (x) liest man ab, daf§ F’'(x,u) genau dann invertierbar ist, wenn
O, f(z,u) invertierbar ist. Wegen (xx) existiert also (0,f(z,u))™' auf W. Fiir die
Berechnung der Ableitung von ¢ definieren wir die Abbildung H: U — R™ x R
durch

H(u) == (p(u),u)(= (9(0,u),u) = G(0,u)) € W.
Dann ist H auf U stetig differenzierbar mit
H(uwk = (¢ (u)k, k), keR%.

Ausgehend von der Identitat 0 = f(p(u),u) = (f o H)(u) findet man mit Hilfe der
Kettenregel

0= ((foH) (u)k = (f(H(u)) o H'(u)k = f'(p(u), u)(¢'(w)k, k)
= Ouf (p(u), u)¢' (w)k + Ouf (p(u), u)k.
Wegen der Invertierbarkeit von 0, f(z,u) fir (z,u) € W erhélt man schliefllich

(k= —(0:f (p(w),u) ™ duf (o(u), u)k.
Schlielich zeigen wir noch die Eindeutigkeit der 1ésenden Funktion ¢: Angenommen
es gibe eine weitere Funktion ¢: U — V, U € U(up) mit @¢(ug) = zo und
f@)u)=0, wel.

Da (¢(u),u) die eindeutige Losung der Gleichung F'(z,u) = 0 in U x V ist, stimmt
&(u) mit p(u) auf UNU € U(up) tiberein. O

Speziell erhalten wir fiir eine Gleichung mit m Unbekannten:
KOROLLAR 14.11. Es sei f: U — R, U C R™ offen, stetig differenzierbar und xy =

(€9,...,&%) eine Losung von f(z) = 0 mit % # 0. Dann gibt es Umgebungen U

vonzh = (&,...,% 1), V von £ und eine stetig differenzierbare Funktion p: U — V
mit f(z', p(z')) =0, 2’ € U und

(@) = —— x x x= (2.6 :m X
90(37)_ fgm(aj)(f&( )7"'7f£m—1( ))7 ( 75' )EU V.
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Als Anwendung betrachten wir die Niveaumenge einer stetig differenzierbaren Funk-
tion (der Einfachheit halber) in zwei Verdnderlichenzum Wert ¢, also

Ni(c) = {z € R*: f(z) = c}.

Fiir alle x € N¢(c) sei f'(x) # 0. An einer Stelle g = (&,70) € Ny(c) sei beispiels-
weise f,(zo) # 0. Dann gibt es Umgebungen U € U(&), V € U(n) und eine stetig
differenzierbare Funktion ¢: U — V mit

f(&9(€) =0, £l

Differenziert man diese Identitéit, erhalt man

(*) fe(€,0(8) + [, 0(€)¢'(§) =0,  £eU.

Setzt man v: U — R?, y(z) = (z, p(x)), stellt « eine stetig differenzierbare Parame-
trisierung von Ny(c) in der Umgebung U x V' von x dar. Der Tangentialvektor an
diese Kurve ist durch 7/(€) = (1,¢'(€)), £ € U, gegeben. In dieser Sprechweise ist (x)
dquivalent zu

(grad f(7(£)),7'(€)) =0,

d.h. in jedem Punkt der Niveaumenge von f ist der Gradient von f orthogonal zum
Tangentialvektor an die Niveaumenge in diesem Punkt. Dies stimmt mit dem fritheren
Befund {iiberein, dafl der Gradient von f stets in die Richtung des stérksten Anstiegs
der Funktionswerte von f weist.

15. Extrema mit Nebenbedingungen

Bisher haben wir nur kritische Punkte aus dem Inneren des Definitionsbereiches von
f zu untersucht (wir haben dies erzwungen, indem wir def f offen voraussetzten). Der
Funktionswert f(z() kann daher mit den Werten von f an jeder benachbarten Stelle
aus einer vollen Umgebung von xy verglichen werden. Dies ermoglicht den effizienten
Einsatz von Methoden der Differentialrechnung. Oft treten lokale Extrema jedoch
am Rand von def f auf. Suchen wir etwa die lokalen Extrema von f auf K(0,1),
beschrankt man sich vorerst auf das Innere K(0, 1) und kann die Methoden von Ab-
schnitt 12 anwenden. Als niichstes ist zu untersuchen, ob auf dem Rand von K (0, 1),
d.h. im Falle def f C R* auf S(0,1) = {(£,n): £&24+n* = 1}, lokale Extrema liegen. Man
sucht also in diesem Falle lokale Extrema von f unter der Gleichungsnebenbedingung
g(&,m) = € +n*—1 = 0. Anschlieend mufl man priifen, ob diese Stellen auch lokale
Extrema bzgl. K(0,1) sind.

BEISPIEL 15.1. Wir untersuchen das Problem

Maximiere: f(&,n) = &n

ter d
nter der Nebenbedingung: g(&,7) = &2 +7* —8 = 0.

In diesem Zusammenhang nennt man die zu minimierende (maximierende) Funkti-
on f oft Kostenfunktional. Wir geben eine geometrische, heuristische Losung an.
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grad g

grad f
gradf=Agrad g

fEn)=c

-

" gEn)=0

Dazu beachten wir, daf3 die Niveaulinien von f, d.h. die Kurven, auf denen f einen
konstanten Wert annimmt, Hyperbeln sind. Weiters gilt

f&n=m 9,
Dg(&,m) = (2§ 2n).

Die Niveaulinie von f zum Wert ¢ = 1 schneidet den Kreis (im 1. Quadranten) in zwei
Punkten. Betrachtet man die Niveaulinien in Richtung des Gradienten von f, wird
der zugehorige Funktionswert grofler. Auch diese Niveaulinien schneiden den Kreis
solange an zwei Stellen, bis die Niveaulinie den Kreis nur mehr beriihrt. Dies ist in
(2,2) der Fall. Da weitere Niveaulinien in Richtung des Gradienten den Kreis nicht
mehr schneiden, ist (2, 2) jener Punkt des Kreises, in welchem f maximalen Wert hat.

Man erkennt also: die Losung mufl an einer Stelle auftreten, an der grad f und grad g
linear abhéngig sind. Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

{ grad f + Agrad g = 0,
g (5 ) 77) =0,

mit den beiden Losungen (2,2) und (—2, —2). Die lineare Abhéngigkeit von f’ und ¢’
in Beispiel 15.1 ist kein Zufall, sondern problemimmanent.

In vielen Féllen ist es moglich, die Gleichungsnebenbedingung nach einer Varia-
blen aufzulosen. Angenommen wir interessieren uns fiir die lokalen Extrema von

f: R?® — R unter der Nebenbedingung g(&,7,¢) = 0 = h(£,n) — (. Nehmen wir ferner
an, h und f seien stetig differenzierbar. Das Problem
Maximiere: f(&,n,()

unter der Nebenbedingung: g(&,71,() =0

ist daher gleichwertig mit dem nicht restringierten Problem

Maximiere F'(§,n) = f(&,n,h(&,n)).



294 VII. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Setzt man H: R? — R3, (£,n) — (£,1,h(&,n)), gilt F = fo H. Nach Satz ?? ergeben
sich die kritischen Punkte von F' aus (z = (§,7))

0= F(z) = f'(H(x)) o H'(x)

1 0
of of of
~ (G Fey Fiw) .
o€ on
_ (91 or hx of x of x))—(x
- (Fion+ L Gew. Loy + Limwngio).

Dies kann mit 0, = (9 0,) kompakter in der Form

0
() 0, (H(x)) + L (H()2,h(x) =0
geschrieben werden. Beriicksichtigen wir noch

und ergénzen wir (x) durch die triviale Gleichung

of dgof
-ty = 25 @),
also
of of
Ly + L -o
konnen wir (*) in der Form
of

f'(H () + +o5cH (z))g'(x) =0

schreiben. Setzen wir A = g—q(H (x)), erhalten wir die kritischen Punkte von F' aus
dem Gleichungssystem

J'(H(z)) + Ag'(x) = 0,
g(x) = 0.

Diese Vorgangsweise ermoglicht es, ein Optimierungsproblem mit einer Gleichungs-
nebenbedingung auf ein nicht restringiertes Problem zuriickzufiihren. Allerdings tritt
nun eine neue, zusitzliche Variable A auf, die ebenfalls berechnet werden muf;. Wir
zeigen nun, daf dieses Verfahren unter bestimmten Voraussetzungen auch dann funk-
tioniert, wenn es nicht moglich ist, die Gleichungsnebenbedingung explizit nach einer
Variablen aufzulésen.

SATZ 15.2 (Lagrangesche Multiplikatorregel). Die Abbildungen f: D — R, g: D —
R"™, D C R™, n < m, seien stetig differenzierbar. f besitze in xy ein lokales Extremum
unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Die Jacobimatriz von g an der Stelle xo habe
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Rang n (d.h. die Vektoren grad g;(xq), i = 1,...,n, sind linear unabhdngig). Dann
existieren n Zahlen A1, ..., \, € R (Lagrange Multiplikatoren) derart, daf

f' () + Z Aigi(o) = 0,

=1

also das Gleichungssystem

oIl 4o\ g ) 0mm) ), M) =g
R e IR e

erfillt ist.

BEWEIS. 1. Schritt: Elimination von n Variablen in g.
Die Voraussetzung Rang ¢'(zo) = n bedeutet, daB n Spalten von ¢'(zo) linear un-
abhéngig sind. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl dies die ersten n Spalten sind.
Wir setzen nun

x:(glu"wgm)v xU:(f?"'wggn)u
y:(gla-“)gn)a y():(g[l)w"vgg))

Z:(gn-i-la---?gm)v ZO:( 24-17---’5971)'

An Stelle von f(z), g(z) schreiben wir f(y, 2), g(y, 2). Da f in zy = (yo, 20) ein lokales
Extremum unter der Nebenbedingung ¢g(z) = g(y, z) = 0 besitzt, gilt

g(y0> ZO) =0.

Die ersten n Spalten von ¢'(x) sind linear unabhéngig, dies ist gleichwertig mit der
Invertierbarkeit von 9,9(yo, 20). Dem Satz iiber implizite Funktionen 14.10 entnehmen
wir nun, da g(y, z) in einer Umgebung von z; stetig differenzierbar nach y aufgelost
werden kann, d.h. es gibt eine Umgebung U € U(zy), U C R™ " und eine stetig
differenzierbare Funktion ¢: U — R™ mit der Eigenschaft

Vz e U: g(gp(2),2) =0,
©(20) = Yo.
Ferner gilt fiir alle z € U
¢'(2) = = (0y9((2), 2)) "' 0.9(p(2), 2).

2. Schritt: Ableitung des nicht restringierten Kostenfunktionals.
Fiir alle z € U gilt (¢(2),2) € D. Daher kénnen wir auch eine Abbildung F' auf U

definieren durch
P U—-R
z = f(o(2),2)
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Es ist klar, daf f an der Stelle zy = (yo, 20) genau dann ein lokales Extremum unter
der Nebenbedinung g(y, z) = 0 besitzt, wenn F an der Stelle z, ein lokales Extremum
ohne Nebenbedinungen besitzt. Nach Satz 6.2 muf} also

F'(z) =0

gelten. Setzen wir

27 (p(2),2),
ist H stetig differenzierbar auf U und es gilt fiir h € R™™"
H'(z)h = (¢'(2)h, h).

Wegen F' = f o H (beachte H(U) C D) erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel fiir
h € R™™"

_ {U—>]R” x Rm—n

d.h. 2y geniigt der Gleichung
(%) Oy (H(20))¢'(20) + 0-f (H(2)) = 0.
3. Schritt: Konstruktion des Lagrange Multiplikators.
Wir eliminieren ¢'(zp) in (%), indem wir

¢'(20) = —(9y9(¥0, 20)) ' 9-9(v0, 20)
einsetzen und erhalten mit H(zp) = (vo, 20)
() —8y f (40, 20)(9y9 (Y0, 20)) "' D9(Yo, 20) + D= (%0, 20) = 0.
Beachten wir

ayf(y(b ZO): R" — R, (ayg(yOa 20))71: R" — R",
also
A= _ayf(y(b ZO)(ayg(y07 ZO))_l: R" — Rv

148t sich (%) mit Hilfe von A in der Form

0. f (Yo, z0) + ND.g(yo, 20) =0
schreiben. Aus der Definition von A ergibt sich weiters die Beziehung

Oy f (Yo, 20) + AOyg(yo, 20) = 0.

Die Matrixdarstellung von A ist eine 1 x n- Matrix (A;...A,). Die beiden letzten
Gleichungen kénnen kombiniert werden zu

(o, 20) + Ag'(yo, 20) = f'(0) + > Nigi(o) = 0.

=1
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O

Bei der Losung der Aufgabe, die Stellen lokaler Extrema von f unter der Nebenbe-
dingung ¢g(z) = 0 zu bestimmen, kann man routineméfig so vorgehen, daf§ man zuerst
die sogenannte Lagrangefunktion L: R™ x R" — R,

Lz, A) = f(z) + Z)‘igi(x)
i=1
bildet und dann die kritischen Stellen von L berechnet,

O, L(z, ) = f'(z) + Z Xigh(z) =0,

WL(z,\) =g(z) =0.

Jede Losung (xg, Ag) dieses Gleichungssystems mit der Eigenschaft Rang ¢'(z¢) = n
kommt als Stelle eines lokalen Extremums von f unter der Nebenbedingung g in Frage.
Ob dies tatséchlich der Fall ist, bedarf einer eigenen Untersuchung. Ebenso sind jene
Stellen, welche von der Lagrangeschen Multiplikatorregel nicht erfafit werden, also
Stellen mit g(z) = 0 und Rang ¢'(x) < n, gesondert zu behandeln.

BEMERKUNG 15.3. Ist die Restriktionsmenge R = {x € R™: g(x) = 0} kompakt, so
besitzt f|g ein globales Maximum und Minimum, mit anderen Worten, f hat unter
der Nebenbedingung g(x) = 0 ein globales und damit auch lokales Maximum und
Minimum. Der grofite bzw. kleinste der Werte f(z), die man mit Hilfe des vorhin be-
schriebenen Verfahrens gefunden hat, ist dann das gesuchte Maximum bzw. Minimum
von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0.

BEISPIEL 15.4.
Maximiere: f(§,7,¢) =& +n+C,
Nebenbedingung: ¢ = 1 — 762 — 3n°.

Eliminationsmethode:
Wir 16sen das gleichwertige Problem, in dem die Nebenbedingung eliminiert wurde:

Maximiere F(&,n) = (€ + 1) + (1 — 762 — 3n?).
Die notwendige Optimialitatsbedingung lautet
F'(¢&n)=0=(1—-14¢ 1—6n),
d.h. -
0,0y_ (+ *
(6 777 ) - (147 6)'

Aus der Nebenbedingung erhalten wir (° = %. Die Hesse Matrix von F

1 1 —14 0
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ist negativ definit, somit besitzt F an der Stelle (75, %) und damit f an der Stelle
(1 1 37

1> 50 33) ein lokales Maximum. Wegen limyj ;-0 F(§,7) = —00 wird an dieser
Stelle sogar das globale Maximum angenommen.
Lagrangesche Multiplikatormethode:

Wir bilden die Lagrange Funktion (g(£,n,¢) =1 — 7&% — 3n* — ()

LENCGA) =E+n+C+ A1 -7 =37 = ()

und bestimmen die Nullstellen von L':

%?:1—»145:0
2—?:1—)\-677:0
Z—E:I—A:O
%:1—752—3n2—g:0.

Als Losung ergibt sich A =1 und (§,7,() = (%1 1 i—) Wegen

kommt nur die Stelle ( e (15, 42) fiir ein lokales Extremum in Frage. Da ¢’ iiberall

regulér ist, kommen alle lokalen Extrema unter den Nullstellen von £’ vor. Es gibt
allerdings nur eine Nullstelle von £’, somit muf} an dieser Stelle ein globales Extremum

vorliegen. Durch Vergleich mit dem Funktionswert an einer beliebigen zuldssigen Stelle

erkennt man, daf in (1—14, %, %) das globale Maximum angenommen wird.

BEISPIEL 15.5.

Maximiere f(£,7,¢) = ¢,
Nebenbedingung: g;(£,1,() =& +n* +(* -1 =0,

Wir bilden die Lagrange Funktion

L6, ¢ AL ) = C+M(E 477 + ¢ — 1) + Aa(386n — 4¢).
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Die Nullstellen von L’ ergeben sich aus

oL

on

oL

aL 2 2 2
N §&+n"+¢
oL

22— 3en—4C = 0.
O £n —4¢

Wir iiberlegen zuerst, daf§ Ay = 0 nicht mdoglich ist. Die 3. Gleichung zeigt, dafl beide
Lagrangemultiplikatoren nicht gleichzeitig verschwinden kénnen. Wére nun Ay = 0,
ergibe sich aus den ersten beiden Gleichungen (A; # 0!) £ = n = 0 und aus der
letzten Gleichung ¢ = 0. Dies widerspricht der vorletzten Gleichung. Auf &hnliche
Weise folgt aus den ersten beiden Gleichungen £ # 0, 7 # 0 und damit

oo 8
32 § n
also
&=
bzw.
&= 4.
Aus der letzten Gleichung folgt
3
= 4+¢2
(=+3¢8,

die vierte Gleichung ergibt
9
2%+ — ¢ —1=0
£+ = ,

also &2 = % (bzw. €2 = —4, dies fiihrt auf keine reelle Losung).
Wir erhalten also
2
=+-
3 3

und damit die kritischen Stellen von L,

221 2 2 1 2 21 22 1
B33 G373k Fzpy) Cpzy)
Die Restriktionsmenge R ist eine abgeschlossene Teilmenge von S(0,1) und somit
kompakt. f nimmt auf R das Maximum an. Dies hat den Wert % und tritt an den

Stellen (2,2, %) und (—2,—2, ) auf.
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Ob an einer kritischen Stelle der Lagrangefunktion tatséchlich ein lokales Extremum
vorliegt, kann man aus deren zweiter Ableitung ablesen. Wir nennen einen kriti-
schen Punkt (xg,\g) der Lagrangefunktion nichtentartet , wenn die sogenannte
gerinderte Hessesche Matrix G von L in (z, A\g) regulér ist, d.h. wenn

e (355 67

vollen Rang hat. Wir weisen darauf hin, daf§ im Folgenden die Lagrangefunktion

stets fiir den festen Lagrange Multiplikator A = \g ausgewertet wird. Insbesondere
bedeutet H(zg) die Hesse Matrix der Abbildung © — L(x, \g) an der Stelle z = x.

SATZ 15.6. Die Abbildungen f: D — R und g: D — R", D C R™ offen, n < m,seien
stetig differenzierbar und (o, \o) sei ein nichtentarteter kritischer Punkt der Lagran-
gefunktion. Dann besitzt f in xo ein lokales Minimum unter der Nebenbedingung
g(z) = 0 genau dann, wenn hTHy(xo)h > 0 fiir alle h € kerg'(zo) gilt.

Fiir den Beweis dieses Kriteriums verweisen wir auf die einschlagige Literatur Wir
demonstrieren die Anwendung dieses Kriteriums an Hand der Beispiele 15.4 und 15.5.
Es wurde allerdings bereits gezeigt, daff es gelegentlich einfachere Argumente gibt, um
die kritischen Stellen der Lagrangefunktion zu untersuchen.

BEISPIEL 15.7 (Fortsetzung von Beipiel 15.4). Es wurde bereits gezeigt, daff die La-
grangefunktion

nur in (2o, Ao) = (75, &, 53, 1) eine kritische Stelle hat. Wertet man die Jacobi Matrix
von g in x( aus, erhélt man

Jy(zg) = (=1, —1,—1).

Wir benétigen noch die Hesse Matrix von £(x,1) in x = xy. Dazu berechnen wir

Le=1-14¢, Leg = —14), Ley =0, Lec =0,
ﬁn =1- 6)‘777 ﬁn& = 07 ‘Cnn = _6)\7 £n§ = 07
Lo=1- ) L =0, Loy =0, Lo =0,

Als néchstes bauen wir die gerdnderte Hesse Matrix in (zg, Ag) = (o, 1) auf:

-14 0 0 -1

o Hﬁ(ﬁo) J (Io)T . 0 —6 0 —1
g(l‘o;l) - (Jg(ffo) I 0 > - 0 0 0 —1
-1 -1 -1 0

Man verifiziert leicht, dafl die Matrix G(xg, 1) regulér ist. Die Hesse Matrix H(zo)
ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten {—14,—6,0} und daher negativ semi-
definit. Nach Satz 15.6 nimmt f in x4 ein lokales Maximum an. Es wurde bereits im
Beispiel 15.4 gezeigt, dal in z( sogar das globale Maximum angenommen wird.
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BEISPIEL 15.8 (Fortsetzung von Beipiel 15.5). Wir verifizieren mit Hilfe von Satz 15.6,
daB an der Stelle zp = (2, 2, 1) ein lokales Maximum angenommen wird. Eine einfache

3733
Rechnung ergibt die Werte der zugehorigen Lagrange Multiplikatoren
3 1
o s

Weiters ist 0 91 o
Dg(§7n7C): (3757 32 _i)

)

und somit

DO ol
DO ol
| cono

Dg(xo) = <

Der Kern von Dg(xg) ist gegeben durch

-1
ker Dg(zo) ={| 1 |t:t € R}
0
Die Hesse Matrix von (§,n,¢) — L(&,1,(, A\, Ag) ist gegeben durch
2X\1 3\ 0 —% % 0
HE(ZL‘O) = 3)\2 2/\1 0 = 5 5 0 y
0 0 2X 0 0 -2
die gerdnderte Hesse Matrix ist somit
_3 3 0 4 2
3 _3 i
: —: 0 3 2
G(xo, A1, A2) = 9 9 —g : —4
5 3 3 00
2 2 —4 0 0

Man verifiziere, daB8 G(zg, A1, A2) regulér ist. Da der Kern von Dg(zy) Dimension 1
hat, geniigt es, hTH(x¢)h > 0 fiir einen Basisvektor von ker Dg(xq) zu zeigen, etwa
fir h = (—1,1,0)T. Wegen

3 3
- 2 0 -1
12
(-1 1 0) §—§ 0 L] =-—<0
0 0 -2 0
liegt in ¢ ein lokales Maximum vor. Da Dg(&, n, () fur jede Wahl von (£, 7, ¢) vollen
Rang hat, kann es, abgesehen von (—%, —%, %), keine weiteren Stellen geben, an denen

f ein lokales Maximum annimmt.






KAPITEL viii

Integralrechnung

Historisch wurzelt der Integralbegriff in der Ermittelung von Flécheninhalten. Aber
auch physikalische Problemstellungen fithren auf Probleme der Integralrechnung: Et-
wa die Berechnung des zuriickgelegten Weges wihrend einer Zeitspanne [a, b], wenn
man die Geschwindigkeit v als Funktion der Zeit kennt. Besonders einfach ist die
Losung dieses Problems, wenn die Geschwindigkeit auf jedem Intervall [t;_i,t;],
th=a<t1 < ---<ti1<t;<---<t, =0, einen konstanten Wert v;, 1 =1,...,n
annimmt. Da der bei konstanter Geschwindigkeit v; wahrend der Zeitspanne t; —t; 1
zuriickgelegte Weg durch v;(t; — t;_1) gegeben ist, ergibt sich fiir den gesamten Weg
der Ausdruck Y, v;(t; — t;_1). Dies ist ein Beispiel eines besonders einfachen Inte-
grals. Selbstverstdndlich geniigt es nicht, sich auf einen derart engen Integralbegriff
zu beschrianken. Wir zeigen im folgenden, wie man das Integral von stiickweise kon-
stanten Funktionen wie oben auf eine fiir die Praxis ausreichend reichhaltige Klasse
von Funktionen systematisch ausdehnen kann.

Notation: In diesem Kapitel bezeichnet I stets das abgeschlossene, beschréankte In-
tervall [a,b] C R. Diese Voraussetzung wird im Folgenden daher nicht mehr gesondert
ausgewiesen. Wir erinnern an died Norm von f € B(I,C)

A = sup{[f(2)]: = € I},

das ist die Norm von f. Die gleichméflige Konvergenz einer Folge von Funktionen
(fn) gegen f werden wir durch f, = f andeuten.

1. Treppenfunktionen, Regelfunktionen

Wir prézisieren vorerst die Klasse der stiickweise konstanten Funktionen, welchen auf
anschauliche Weise ein Integralwert zugeordnet werden kann.

DEFINITION 1.1. Es seit f: I — C und n € N.
i) Z2 ={xo,x1,...,2,} heifit Zerlegung von I B:>fa =xo< a1 < <xy =Db.
€

|Z| == max{z; —x;—1 1 x; € Z,i =1,...,n} heifit Feinheitsmaf der
Zerlegung Z.
ii) f heifit Treppenfunktion l{):)f es gibt eine Zerlequng Z2 = {xo,z1,...,%,}
€

von I und Zahlen ¢;, i = 1,...,n, derart, daf f|(z,_, ) = Ci,
iii) T(I,C) :={f: I — C ist eine Treppenfunktion}.

303
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Da f auf I definiert ist, sind natiirlich auch die Funktionswerte von f(z;),i =0,...,n,
festgelegt. Sie sind aber im Folgenden ohne Bedeutung. Verschiedene Zerlegungen Z
von [ konnen zur gleichen Treppenfunktion f fiithren, z.B. wenn man noch weitere
Teilpunkte in eine Zerlegung einfiigt. Dies ist zweckméafig etwa beim Nachweis, dafl
fir f,g € T(I,C) auch f + g € T(I,C) gilt. Bezeichnet man mit Z; bzw. Z, den
Treppenfunktionen f bzw. g zugrundeliegenden Zerlegungen von I, und mit Z jene
Zerlegung, in der sdmtliche Teilpunkte von Z; und Z, vorkommen, d.h. Z ist eine
Verfeinerung von Z; und Z,, dann sind sowohl f als auch g und damit auch f + g
(aber auch fg) auf den Teilintervallen von Z konstant. Da natiirlich Af € T(I,C) fiir
f€T(,C) und X € C gilt, ergibt sich, da§ T(I,C) ein (komplexer) Vektorraum ist.

Da eine Treppenfunktion nur endlich viele Werte annehmen kann, gilt trivialerweise
T(I,C) C B(I,C).

Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, da man auf T(/,C) in naheliegender
Weise einen Integralbegriff erklaren kann. Um zu verstehen, auf welche Funktionen
sich dieser Integralbegriff erweitern la8t, ist es notwendig zu untersuchen, welche
Funktionen als gleichmdfige Grenzwerte von Treppenfunktionen darstellbar sind. Dies
trifft beispielsweise fiir stetige Funktionen zu.

SATZ 1.2. Es sei f € C(1,C). Dann gibt es eine Folge (t,) C T(I,C), die gleichmdifsig
gegen [ konvergiert: lim, . || f — t,|| = 0.

BEWEIS. Wegen der Kompaktheit von [ ist f gleichméfig stetig, d.h.
(%) Ve > 030 =d(e)Ve,yel: |z —y| <d=|f(x)— fly)] <e.

Esseie > 0 und 6 durch (%) gegeben. Wir withlen eine Zerlegung Z = {xy, ..., x,} mit
Feinheitsmaf} | Z] < 0 und definieren eine Treppenfunktion t., indem wir &; € [x;_1, ;)
beliebig wéhlen und

. f(fz), xr € [fL‘i_l,CL’i), Z = 1, Lo,y
fele) = {f(b), r=bh

festsetzen. Da jedes x € I in genau einem der Intervalle [z; 1,2;), i = 1,...,n, liegt
(oder z = b gilt), folgt mit [§ — | < 0 aus (x) fir z # b

|[f(x) = t=(2)] = [f(x) = F(&)] <&,
(fiir x = b erhélt man |f(b) — t.(b)| = 0) also
If =l < e

Laft man nun ¢ eine Nullfolge durchlaufen, etwa (%), erhilt man eine Folge (t,,) C
T(I,C) mit

1
n

d.h. (t,) konvergiert gleichméBig gegen f. U
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Auf die Kompaktheit von I kann nicht verzichtet werden: es ist nicht moglich, die
stetige Funktion x — % auf (0, 1) gleichméBig durch eine Folge von Treppenfunktionen
7ZUu approximieren.

Der Beweis zeigt, wie man vorgehen muf}, wenn man zu einer gegebenen stetigen
Funktion f eine approximierende Folge von Treppenfunktionen (¢,) konstruieren soll.
Aus der Definition 1.1 geht hervor, dal Treppenfunktionen alle sinnvollen links- und
rechtsseitigen Grenzwerte besitzen. Diese Eigenschaft iibertrigt sich auch auf die
gleichméfigen Grenzwerte von Treppenfunktionen.

SATZ 1.3. Die Abbildung f: I — C werde gleichmafig durch eine Folge (t,) C T(I,C)
approzimiert. Dann besitzt f an jeder Stelle — wo dies maoglich ist — sowohl den rechts-
seitigen als auch den linksseitigen Grenzwert.

BEWEIS. Zu zeigen ist
Va € [a,b)3f(xT) und Vo € (a,b]3f(z7).

Wir zeigen nur die Existenz von f(2") und iiberlassen den entsprechenden Nachweis
fir f(x~) dem interessierten Leser. Zu € > 0 wihlen wir einen festen Index N; so ,

daB

[f (@) =t (@) < If —tnll <e
fir alle x € [a, b] gilt. Es sei £ € I. Die Treppenfunktion ¢y, besitzt den rechtsseitigen
Grenzwert in £, d.h. zu ¢ > 0 existiert 6 = §(¢, ), sodaB fiir alle x,y € (£,£ + 0)

[z —yl <0 = ltn.(2) —tn.(y)| <e.
zutrifft. Insgesamt ergibt sich fiir solche x,y

[f(@) = fW)] < 1f(@) = tn. (@) + [t (2) = tn ()] + lEn. (y) = fy)] < 3e.

Die Behauptung folgt nun aus einer einfachen Modifikation des Cauchy Kriteriums IV-
3.8. O

DEFINITION 1.4. Es sei f: [ — C.
i) f heifit Regelfunktion l<):>f5|(tn) C T, C): limy, oo ty, = f, glm.
€
i) R(I,C) :={f: I — C, [ ist Regelfunktion }.

Satz 1.3 zeigt, dafl eine Regelfunktion nur Unstetigkeiten 1. Art aufweisen kann. Diese
fiir Regelfunktionen notwendige Bedingung ist auch hinreichend.

SATZ 1.5. Besitzt f: I — C dberall den links- und rechtsseitigen Grenzwert (wo dies
moglich ist), dann ist f eine Regelfunktion.

BEWEIS. Es sei ¢ > 0 gegeben. Fiir alle £ € [a, b] gibt es nach Voraussetzung eine
Umgebung K (€, d¢), 6¢ > 0, mit folgender Eigenschaft:

(%) Va,y € K(§0) N1 (z =&y —&) >0=[f(z) - fly)| <e.
(Die Bedingung (z — §)(y — §) > 0 bedeutet, daB entweder z,y < £ oder z,y > ¢
zutrifft). Die Familie {K(§,d¢): & € I} bildet eine offene Uberdeckung von /. Da
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I kompakt ist, geniigen bereits endlich viele dieser Umgebungen, etwa K (&;, d;), i =
1,...,k,um I zu iiberdecken. Die Punkte & und die Endpunkte der Intervalle K (&;, d;)
denken wir uns der Gréfle nach geordnet und erhalten dadurch eine Zerlegung Z:

a=xo< a1 < - <x, =0

Aus jedem offenen Intervall (x;_1,x;) wihlen wir einen Punkt z; und definieren ¢, €

T(I,C) durch

Fiir alle x € I gilt dann
f(z) —t(2)] <e.

Dies ist trivialerweise richtig fiir + = z;. Zu jedem anderen z gibt es genau einen
Index j und mindestens einen Index 1 < ¢ < k mit = € (z;_1,2;) C K(&,6). Da
(xj_1,z;) entweder links oder rechts von & liegt, folgt aus (x)

|f($) - ta(l')| = |f(513) — f(Z])| < €.

L#aBt man ¢ eine Nullfolge durchlaufen, erhélt man eine Folge (t,,) mit lim,, . ¢, = f,
glm. 0

Kombiniert man die Sétze 1.5 und 1.3, ergibt sich folgende Charakterisierung von
Regelfunktionen.
SATZ 1.6. Es sei f: I — C. Aquivalent sind

(1) f ist eine Regelfunktion,
(2) f besitzt dberall den links- und rechtsseitigen Grenzwert (wo dies moglich
ist).

Ist f: [a,b] — R monoton, dann existiert fiir alle x € (a,b] der rechtsseitige Grenz-
wert, fiir alle x € [a,b) der linksseitige Grenzwert und es gilt

f@) =i f(s), baw. f(@7) = sup (o).

s<x

Monotone Funktionen sind also Regelfunktionen.
Sind f, g Regelfunktionen, folgt aus Satz 1.6, dal auch f + g bzw. Af fir A € C
Regelfunktionen sind. R(1, C) ist somit ein Vektorraum. Es gilt

R(I,C) C B(I,C).

Abschlieflend zeigen wir, daB R(I,C) gegeniiber der Bildung gleichméfiiger Grenz-
werte abgeschlossen ist:

SATZ 1.7. Es sei (fn)n>1 C R(L,C) und f, = f. Dann ist f eine Regelfunktion.
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BEWEIS. Es sei € > 0 gegeben. Zu jedem f,, existiert ¢, € T(I,C) mit

[ fn = tall <e.

Zu € > 0 gibt es nach Voraussetzung einen Index N(e) mit ||f — f,.|| < e fiir alle
n > N(g). Somit folgt fiir alle n > N(¢)

If = tull < W = full + 1 fn — tall < 2e.

Somit kann auch f durch eine Folge von Treppenfunktionen gleichméfig approximiert
werden und ist daher selbst eine Regelfunktion. 0

2. Das Cauchy Integral

Esseit € T(I,C) und Z = {xg, x1, ..., z,} eine zu t passende Zerlegung von I. Ferner
bezeichnen wir mit ¢; den Wert von t auf (z;_1,2;), ¢ = 1,...,n. Wir definieren die
Abbildung J: T(I,C) — C durch
I(t) = crlwe — zi).
k=1

Der Wert von J(t) konnte moglicherweise nicht nur von ¢, sondern auch von der jewei-
ligen Zerlegung Z abhingen. Tatséchlich ist dies aber nicht der Fall: Man iiberzeugt
sich davon, indem man sich vorerst iiberlegt, dafl sich J(¢) nicht &dndert, wenn man
einen Teilpunkt in Z einfiigt, oder einen (redundanten) Teilpunkt von Z, in dem ¢
stetig ist, weglaflt. Es seien nun ¢ eine Treppenfunktion und Z;, i = 1, 2, zwei nach De-
finition 1.1 zugeordnete Zerlegungen von /. Wir bilden die Zerlegung Z;5, in welcher
samtliche Teilpunkte von Z; und Z, nach der Grofle geordnet auftreten. Ferner sei
Ji(t) der Wert der Summe, wenn man der Berechnung die Zerlegung Z; zugrundelegt,
1 = 1,2,12. Man kann nun der Zerlegung Z; bzw. Z5 schrittweise einen Teilpunkt
hinzufiigen, ohne daf sich der Wert von J;(t), i = 1,2 verdndert. Nach endlich vielen
Schritten ist man schliefllich bei der Zerlegung Z;5 angelangt und erhélt

J1(t) = J1a(t) = Ja(2).
Somit ist folgende Definition sinnvoll:

DEFINITION 2.1. Es sei t € T(I,C) und Z2 = {xo,...,x,} eine Zerlegung von I.
Ferner seien ¢; € C, i =1,...,n, die Werte von t auf (x;_1,z;).

I(t) =Y enlwn — z4m1)

heifst (bestimmtes) Integral von t. Man schreibt auch
b b

I(t) = /t = /t(x)dx

a a

und nennt t Integrand, a die untere und b die obere Integrationsgrenze.
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BEISPIEL 2.2. Wir betrachten die Abbildung (fiir festes n € N)

Hz) = 2[nal, @€ [0.1].

n

(vgl. Beispiel V-8.2). ¢ nimmt auf [k k“) den Wert ¢, = £ an, k=0,...,n—1. Eine
zu t passende Zerlegung von [0, 1] ist die dquidistante Elnteilung

1 k n—1
<< v <—<--- <
n n

<1,

d.h. x; = %,i:O,...,n, und ¢; = &L i =1,...,n. Somit folgt

n 2 n

Wir zeigen nun, daf§ J: T(I,C) — C eine lineare Abbildung ist:

SATZ 2.3. Fir alle f,g € T(I,C), I = [a,b], und fir alle A € C gilt

(1) I(f +9) =3(f) +3(g),
(2) I(Af) = AI(f).
Beweis. Fiir den Beweis von (1) bildet man die Zerlegung Z, in der alle Teil-
punkte der zu f und zu g gehérenden Zerlegungen auftreten. Dann sind sowohl f als

auch ¢ konstant auf den Teilintervallen von Z. Die Behauptung (1) ist nun evident.
Die Behauptung (2) folgt unmittelbar aus der Definition von J. O

SATZ 2.4. 1. Es sei f € T(I,R) und f(x) > 0 fir alle x € I. Dann ist I(f) > 0 (d.h.
J ist eine positive lineare Abbildung).
2. Es seien f,g € T(I,R) und f(x) > g(x) fir alle x € I. Dann ist I(f) > I(g) (d.h.
J ist eine monotone lineare Abbildung).
3. Fir alle f € T(1,C) gilt
IOI<IADE und — JICHI < (IfII(b = a).

Somit folgt I € L(T(I,C),C).

BEWEIS. Die Aussage 1. liest man unmittelbar aus der Definition ab und 2. folgt

aus 1.

ad 3. Es sei Z = {xy,...,2,} eine zu f gehorige Zerlegung von I und ¢; der Wert von
f auf (x;_1,2;). Aus

il <sup{[f(x)[: €I} =|fl, i=1,...,n,
folgt

|<Z|Cz Ty — Tj—1 <||f||(b—a)
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Neben der Additivitat beziiglich des Integranden hat das Integral auch eine Addi-
tivitdtseigenschaft beziiglich des Integrationsintervalls: Dazu bemerken wir, dafl die
Einschréankung einer Treppenfunktion f € T(I,C) auf ein beliebiges Teilintervall
J C I wieder eine Treppenfunktion ist, die wir der Einfachheit halber wieder mit f
bezeichnen:

SATZ 2.5. Es sei f € T(I,C) und c € I. Dann gilt

/Cf(x)dx+/bf(m)dx:/bf(x)dx.

BEWwWEIS. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar indem man den Punkt ¢ in die
Zerlegung aufnimmt, welche fiir die Berechnung von fab f(x)dx verwendet wird. [

Die Beschranktheit von J ermdglicht es, die Definition des Integrals von J(I,C) auf
R(I,C) zu erweitern: Dazu betrachten wir eine Regelfunktion f und eine Folge von
Treppenfunktionen (t,), welche gleichméfig gegen f konvergiert. Es folgt

19(tn) = I(tm)| < (b—a)l|lty — tnll.

Wegen der GleichméBigkeit der Konvergenz von (t,,) ist fiir alle x € I die Folge (t,,(z))
eine (gleichméBige) Cauchy Folge, d.h. es existiert ein N(¢) € N derart, daf fiir alle
n,m > N(e)

0~ tll < 5=

zutrifft. Dies zeigt fiir n,m > N(¢)
‘j(tn) - j(tm>’ <ég,

d.h. (J(t,,))n>1 ist eine Cauchy Folge in C und somit konvergent. Es liegt nahe
I(f) :== lim I(t,)

zu setzen. Diese Definition ist sinnvoll, soferne gezeigt werden kann, daf lim,, . J(¢,)
unabhéngig ist von der jeweiligen Folge (t,), welche gegen f konvergiert: Es gelte
also fiir zwei Folgen von Treppenfunktionen ¢, == f und s, == f. Zu zeigen ist:
limy, oo I(t,) = lim, o0 I(s,) bzw. lim, .o I(t, — s,) = 0. Letzteres ist aber eine
unmittelbare Folge der Beschranktheit von J

|J(tn - 3n)| < (b - a)th - SnH

und des Faktums lim,, . ||t, — || < limy, oo [t — f| + limy—oo || f — Sal| = 0.
Es ist daher sinnvoll, folgende Definition zu vereinbaren:

DEFINITION 2.6. Es sei f € R(I,C) und (t,) C T(I,C) mit t,, = h.
I(f) := lim I(t,) heifst Integral der Regelfunktion f.
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Fiir das Integral J(f) schreibt man auch

J(f) Z/bfz/bf(x)dx-

Wegen T(1,C) C R(I, C) kann man fiir f € T(/, C) die konstante Folge t,, = f, n € N,
zur Approximation verwenden. Da der Grenzwert J(f) unabhéngig von der approxi-
mierenden Folge von Treppenfunktionen ist, ergibt sich, dafl das Integral gemé&f3
Definition 2.6 auf T(I,C) mit dem Integral gemé&f Definition 2.1 iibereinstimmt.
Durch Definition 2.6 wird also der Integralbegriff aus Definition 2.1 von T(I,C) auf
R(I,C) fortgesetzt. Satz 1.6 kann nun als notwendige und hinreichende Integrabi-
litatsbedingung betrachtet werden: Die Klasse der integrierbaren Funktionen ist
der Vektorraum der Funktionen, fiir welche iiberall (soferne sinnvoll) rechts- und
linksseitige Grenzwerte existieren.

Wir veranschaulichen die Handhabung der Definition an einigen Beispielen:

BEISPIEL 2.7. 1) Wir betrachten f(x) = z, « € [0,1]. Da f stetig ist, ist f eine
Regelfunktion. Als approximierende Folge von Treppenfunktionen kénnen wir ¢,,(z) =
L[nz], n € N, verwenden (vgl. V-8.2). Nach Beispiel 2.2 gilt

und daher
I(f) = /f(:v)dx = lim I(¢,) = %

2) Fur f(z) = €%, x € [a, b, zeigen wir nun

I(f) = /f(x)dx =’ — e

Auch in diesem Falle konnen wir eine dquidistante Zerlegung Z, von I verwenden:

_b—a

a=rg<r1<--<x,=0b, x; t+a, 1=0,...,n.

n
Wir setzen
129 (:L’) =

b

eri-t x € [miq,x), i=1,...,n,
e’, x =b.

Auf Grund des Beweises von Satz 1.2 wissen wir zwar bereits, dafl wegen
lim, .o |Z,| = 0 auch ¢, = f gelten mufl. Wir wollen uns von der gleichméBigen
Konvergenz der Folge (t,) jedoch direkt iiberzeugen: Jedes x # b liegt in einem ein-
deutig bestimmten Intervall [z;_1, x;). Es folgt also mit Hilfe des Mittelwertsatzes die
Existenz von §; € (x;_1,x;) mit

(@) = ta(@)| = e — "] < ¥z — 2| < €lr — 2| < €] 2,
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Fiir x = b ist diese Abschéatzung trivialerweise efiillt. Daraus folgt
1f —tall < eb|Zn|'

Als néchstes berechnen wir J(¢,,):

a kE—1 b—a
I(tn) =Y exp(a+ ——(b—a)—
k=1
Cb—a ¢ k—1 Cb—a ,¢ b—a, .
= ¢ > exp(——(b—a)) "> " (exp( )
k=1 k=1
— —a)—1 b—a
_ b—a exp(bb_ a) _ =z (€® =€) — eb — ¢,
n eXpTa—l eXpTa—l n—00

wobel lim,_,g =%~ = 1 verwendet wurde.
e*—1

SATZ 2.8. Fir alle f,g € R(I,C) und alle A € C gilt

(1) I(f +9) =3(f) +3(g),
(2) IAf) = AI(f).-

BeEwEIs. Es seien (t,), (s,) C T(I,C) mit
th = f, S5p = g.
Dann gilt ¢, + s, € T(,C) und
th+5,) = f+g.
Auf T(I,C) ist J linear, also gilt
I, + sn) = I(tn) +I(sn).
Durch Grenziibergang erhélt man
(f +9) = im It + 5,) = lim 9(t,) + lim I(s,) = 9(f) +I(g).
Analog ergibt sich (2). O
SATZ 2.9. Fir alle f € R(I,C) gilt
POI<IALD - und I < (0= a)llfl

BEWEIS. Bezeichnet man mit (¢,) eine Folge von Treppenfunktionen, welche
gleichméfig gegen f konvergiert, folgt die Behauptung aus der Abschétzung

[I(E)| < (b= a)lltall < (b= a)(|[tn = FII + [IF1D)-
O

Die Satze 2.8, 2.9 zeigen, daf die Erweiterung von J eine lineare und stetige Abbildung
R(I,C) — C darstellt. Wir weisen nun nach, dafl auch die Positivitét erhalten bleibt.
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SATZ 2.10. 1) Es sei f € R(I,R) und f(z) > 0 fir alle x € I. Dann gilt I(f) > 0.
2) Es sei f € C(I,R) und f(x) > 0 fiir alle x € I. Ist f(xo) > 0 fir ein g € I, dann
ist I(f) > 0.

BeEwEIS. 1) Es sei (t,) € T(I,R) eine f approximierende Folge von Treppenfunk-
tionen, d.h. lim,, . ||f — .|| = 0, und € > 0. Es gibt also ein N(¢) € N, sodaf fiir
alle n > N(e) und fiir alle z € [

to(z) > f(z) —e > —¢

zutrifft. Nach Satz 2.4-2) gilt

I(tn) > —e(b—a)
und daher auch J(f) = lim,, o I(t,) > —e(b—a). Da € > 0 beliebig gewahlt war, gilt
die Behauptung.
2) O.B.d.A kénnen wir zy € (a,b) annehmen. Es sei 6 > 0 so gewdhlt, daB fiir alle
x € (xg—0d,z9+9) C 1,

1

Fa) > L fa0) > 0

Wir definieren nun die Treppenfunktion

t(x) = {§f(130), x € (zg — 6,19 +9),

0, sonst,

soda f(z) > t(x) fur alle = € I gilt. Wegen 1) folgt

1(f) 2 9(0) = 1 ()25 > 0.

Eine unmittelbar Folge der Linearitdt und Positivitat ist wieder die Monotonie:
KOROLLAR 2.11. Es seien f,g € R(I,R) und f(z) > g(x) fiir alle z € I. Dann gilt
I(f) = g)-

Sind dariiber hinaus f und g stetig und gilt an mindestens einer Stelle zq € I f(zg) >
g(xp), dann gilt

IF) > 3g)-

BEMERKUNG 2.12. Geht man den beschriebenen Fortsetzungsproze von J und den
Beweis der Satze 2.8 und 2.10 noch einmal durch, erkennt man, dal weder die spezielle
Bedeutung von J — das Integral von Treppenfunktionen — noch spezielle Eigenschaf-
ten von C verwendet wurden. Die Beweise beruhen lediglich auf den strukturellen
Eigenschaften Linearitdt und Beschrinkheit (also Stetigkeit) und der Vollstandigkeit
C. Die Konstruktion des Cauchy Integrals kann daher auf Funktionen f: I — X, X
ein Banachraum iibertragen werden.
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SATZ 2.13. Es sei f € R(I,C) und ¢ € I. Dann gilt

/bf(:c)d:c:/cf(:c)d:c—l—/bf(:c)d:c

BEWEIS. Zunéchst iiberlegen wir, dafl die Restriktion einer
Regelfunktion auf ein Teilintervall von I wieder eine Regelfunktion ist. Dies folgt
unmittelbar aus der Charakterisierung in Satz 1.6. Es sei nun (¢,) C T(I,C) eine
approximierende Folge von Treppenfunktionen. Fiir jedes n € N gilt nach Satz 2.5
b c b

/ b (2)de — / bo(2)dz + / to(2)dz.

Da natiirlich (t,|(,q) gleichméBig gegen f/|},,q konvergiert (und analog fiir [c, b]), ergibt
sich die Behauptung aus der Definition des Integrals. U

Es ist zweckmafig, auf die Voraussetzung a < b zu verzichten und fir a > b zu

definieren , .
/f(x)dx = —/f(:r:)dac
a b

Mit dieser erweiterten Integraldefinition gilt, wie man leicht zeigen kann, fiir je

3 Punkte {u,v,w} € def f die Gleichung

]f(x)dx+/wf(x) dx:/wf(x)dx

SATZ 2.14. [2. Mittelwertsatz der Integralrechnung] Es sei f € C(I,R), g € R(I,R)
und g(x) > 0 fir alle x € 1. Dann gibt es eine Zwischenstelle & € I mit
b

/b f@lgards = £(6) [ gla)d

a

BEwEIS. Wegen der Kompaktheit von [ nimmt f nach Korollar V-5.3 Maximum
und Minimum an, d.h. es existieren

m =min{f(z): x € I} und M = max{f(x): z € I}.
Somit gilt fiir alle x € 1
mg(x) < f(z)g(z) < Mg(z),

und wegen der Monotonie und Linearitéit des Integrals auch

/ dx</f d:r;<]\/[/
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d.h. f f(x)g(x)dx = K f g(z)dr mit k € [m, M]. Aus dem Zwischenwertsatz V-4.3
folgt nun die Existenz einer Zwischenstelle £ € I mit k = f(§). 0

Eine eingehende Analyse wiirde zeigen, dafi £ sogar in (a, b) gewahlt werden kann.
Fiir g = 1 ergibt sich als Spezialfall:

KOROLLAR 2.15 (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f € C(I,R). Dann
gibt es ein £ € [ mit
b
[ f@de = 1) - a).

b
Deutet man [ f(x)dz (mit f > 0 auf I) als die Fliche zwischen dem Graph von f

und der m—Ac%se, dann ist nach dem 1. Mittelwertsatz diese gleich dem Flacheninhalt
eines Rechteckes mit den Seitenldngen b — a und f(§):

&)

3. Stammfunktion

Viele Probleme in Naturwissenschaft und Technik fithren auf die Aufgabe, den Dif-
ferentiationsprozefi umzukehren, d.h. zu einer gegebenen Funktion f: I — C eine
Funktion F': I — C so zu bestimmen, dafl F’' = f gilt.
DEFINITION 3.1. Es set f: I — C. F: I — C heifst Stammfunktion von f (:)f
De
(1) F ist stetig.
(2) Es gibt eine hochstens abzihlbare Teilmenge A C I so, daff F auf I\ A
differenzierbar ist mit

F'(x) = f(z), xzel\A

BEISPIEL 3.2. Zu jeder Ableitung gibt es eine Stammfunktion (wir lassen in der
folgenden Tabelle die jeweiligen Definitionsbereiche weg):
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Funktion f Stammfunktion F' || Funktion f | Stammfunktion F
f(z) F(x) (=) F(x)
1 1
c —1 efl t
7 (e# -1) c+1 cos? x e
1
— Inx — —cotx
x sin” x
(el | o-at 1 i
a® (a — —_— arcsin
Ina V1—2a2
1 1
expar (a #0) = expaz 2 arctan
. o f'(x)
exp ix —i - expiz In|f(z)]
f(x)
: f'(z)
cos T sin x arctan f(z)
1+ (f(2))?
. B - k G k+1
sin x cos T kzzoak:c kzzok+1x

Die meisten Lehrbiicher verlangen fiir eine Stammfunktion F' die Differenzierbarkeit
und Identitit F' = f auf ganz I. Bereits einfache Anwendungen in der Technik
erfordern aber einen allgemeineren und flexibleren Begriff der Stammfunktion.

BEISPIEL 3.3. Es sei f: R — R gegeben durch
1, 2n<zx<2n+1,

-t

Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

T — 2n, n<zr<2n+1,
F(z) = n
—rx+2n+2 2n+1<zx<2n+2

f(x) net

sonst.

e Z.

15F F(x)
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Wegen der Linearitéit der Differentiation ist klar, dafl mit zwei Stammfunktionen F
und G fiir f bzw.g auch aF + (G, a, € C, Stammfunktionen von « f + (3¢ sind (dabei
wird auch verwendet, daf§ die Vereinigung von zwei abzdhlbaren Mengen abzéhlbar
ist, vgl. Satz I11-2.13). Trivialerweise ist mit F' natiirlich auch F' + o, a € C, eine
Stammfunktion von f. Wir zeigen nun, daf sich umgekehrt je zwei Stammfunktionen
von f hochstens um eine additive Konstante unterscheiden kénnen. Dieses Resultat
ist eine unmittelbare Konsequenz von Korallar VI-7.3 falls A = (). Der allgemeinere
Fall folgt aus

SATZ 3.4. Es sei f € C(I,C). Ferner gebe es eine abzihlbare Teilmenge A C I und
eine Konstante L > 0 derart, dafS gilt

(1) f ist rechtsseitig differenzierbar auf I\ A,
(2) Vo e I\ A: | (z)| < L.

Fiir alle x,y € I gilt dann
[f(z) = f(y)| < Llz =yl
d.h. f ist Lipschitz-stetig.

BEWEISs. Es sei z < y. Fiir beliebiges € > 0 definieren wir F.: [z,y] — R,

Fe(&) = [f(&) = f(@)| = (L+e)(§— =), &€zl
und zeigen F.(y) < 0. Daraus folgt fiir ¢ — 0 die Behauptung. Angenommen es wire
F.(y) > 0. Da F.(A) abzéhlbar, [0, F.(y)] aber iiberabzahlbar ist, muB es ein v € R
geben mit
0=F.(z) <7y < F.(y) und v € F.(A).
Nach dem Zwischenwertsatz V-4.3 gibt es eine Zwischenstelle £* € (z,y) mit F.(£*) =
~. Dies 1a8t sich so einrichten (vgl. den Beweis zu V-4.2), daf fiir alle £ € (£*,y)

Fe(&) >
zutrifft. Dann gilt einerseits
— FE<£> — Fe(g*)
(%) e(£) : "y
andererseits wegen der Definition von F;
o(&) = (€ =&V IF(©) — f@)] = 1f(€) = fl@)] = (L +e)(€ —z — (¢ — )]
= (=) FE) = f@)] = |f€) = f(@)]) = (L +e)
(&) — (&)l
WAS) 7 IS L
=T e
Nunist £* ¢ A, day & F.(A). f besitzt also in £* eine rechtsseitige Ableitung. Wegen
| f4(€*)] < L gibt es also eine rechtsseitige Umgebung (£*,£* + ), § > 0, so, daB

£(§) = (&)l
¢

> 0 fiir alle € € (£, ],

< L+¢/2 firalle e (€,¢ +96)
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zutrifft. Dies hat jedoch
€
p(§) < —5 <0

fiir alle £ € (£*,&* + §) zur Folge, ein Widerspruch zu (). O

KOROLLAR 3.5. Essei f € C(I,C), und A C I abzdhlbar. Auf I'\ A sei f rechtsseitig
differenzierbar mit f’ (z) =0, z € I \ A. Dann ist f konstant.

BEWEIS. Setze L = 0 in Satz 3.4. O

Fir Stammfunktionen bedeutet Korollar 3.5:

SATZ 3.6. Es seien f: I — C und F,G € C(I,C) Stammfunktionen von f. Dann ist
F — G konstant.

4. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl die Integration in gewisser Weise die Umkehr-
operation zur Differentiation ist. Wir beginnen mit einer Eigenschaft von Regelfunk-
tionen:

SATZ 4.1. Jede Regelfunktion f: 1 = [a,b] — C besitzt hichstens abzdhlbar viele
Unstetigkeiten.

BEWEIS. Es sei (t,) € T(I,C) eine approximierende Folge von Treppenfunk-
tionen, d.h. es gilt f = lim, ¢, glm. auf I. Jede Treppenfunktion ¢, ist stetig,
ausgenommen auf einer hochstens endlichen Menge A, C I. Nach Satz I11-2.13 ist
A =2, A, abzihlbar. Da jede Treppenfunktion ¢, auf I \ A stetig ist, folgt aus
Satz V-8.5, dal auch f auf I\ A stetig ist. O

SATZ 4.2. Es sei f € R(I,C) und F: I — C die Abbildung

:U—>F(x):/f(t)dt, r el

Dann folgt:
(1) F ist Lipschitz stetig auf I,
(2) F ist auf [a,b) rechtsseitig differenzierbar und auf (a,b] linksseitig differen-
zierbar und es gult
Vo € [a,b): FL(x) = (),
Vr € (a,b]: F' (z) = f(z7).
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BEWEIS. 1) Da f|(,,4] eine Regelfunktion ist, ist /" sinnvoll definiert. Aus Satz 2.13
ergibt sich fiir z,y € I, z < y, die Abschéatzung

|F(x) = F(y)| = !jf(t)dt—if(t)dt! = \/xf(t)dt—/xf(t)dt—/yf(t)dt\

Yy
oy / FOdt < 1)1y — 2l

2) Wir fithren den Beweis nur fiir die rechtsseitige Ableitung an x € [a,b). Fiir h > 0
(h so klein, daBB = 4+ h € I) ergibt sich fiir den rechtsseitigen Differenzenquotienten
von F

z+h z+h

%(F(x+h) /f dt—/f t) dt) /f

Zu ¢ > 0 wéhlen wir nun § > 0 so, daB |f(t) — f(zT)| < € fiir alle t € (z,z + 0)
zutrifft. Damit folgt fiir 0 < h < ¢ mit Satz 2.9

1 z+h z+h

3 (a4 h) ~ F(2) - \_/f £) di - :_y/ fla)) d
z+h ] z+h
/ )= s <y [ w170 - fla o < e

T

SATZ 4.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
1) Fiir jedes f € R(I,C), I = [a,b], ist die Abbildung f: I — C,

:/f(t)dt, xel,

eine Stammfunktion von f. Insbesondere ist F' in den Stetigkeitsstellen von f diffe-
renzierbar und es qilt dort

F'(z) = f(x).
2) Mit einer beliebigen Stammfunktion ® von f gilt

/f(t) dt = B(b) — d(a).

Fiir die Differenz ®(b) — ®(a) schreibt man auch ®|°.



4. DER HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG 319

BEWEIS. 1) Nach Satz 4.2 ist F' auf I stetig und in allen Stetigkeitsstellen von f

gilt
Fi(x) = f(a") = f(z) = f(a7) = F'(2),
also
F'(z) = f(=),

d.h. F ist dort differenzierbar (in den Randpunkten von I natiirlich nur rechts- bzw.
linksseitig). Da nach Satz 4.1 f nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt, ist F
eine Stammfunktion von f im Sinne von Definition 3.1.
2) Die Behauptung ist trivial fiir F'. Fiir jede weitere Stammfunktion gilt nach Satz 3.6
F(x) — ®(x) = ¢, x € I, fiir ein geeignetes ¢ € C. Es folgt somit

/f(t) dt = F(b) — F(a) = (®(b) + ¢) — (®(a) + ¢) = ®(b) — O(a).

KOROLLAR 4.4. Fiir jedes F' € C'(I,C), gilt fiir alle z € T

xT

/ F(t)dt = F(z) — Fla).

a

BEMERKUNG 4.5. 1) Der Hauptsatz beinhaltet die theoretisch sehr zufriedenstellende
Erkenntnis, dafl zumindest jede integrierbare Funktion (Regelfunktion) eine Stamm-
funktion besitzt. Diese ist in der Form eines Integrals mit fester unterer und variabler
oberer Grenze gegeben. Dieser Zusammenhang zwischen Integration und Differen-
tiation ist umso bemerkenswerter, wenn man sich die hoéchst unterschiedlichen Aus-
gangspositionen fiir den Begriff der Stammfunktion und des Integrals vor Augen hélt.
2) Fiir die Menge aller Stammfunktionen einer Regelfunktion f,

{xHCD(x):/f(t)dt—i—c:cE(C}

/f(x) dz oder /fdx oder /f

gebrauchlich, welches man unbestimmtes Integral von f nennt. Der Einfach-
heit halber wird dasselbe Symbol auch zur Bezeichnung irgendeiner Stammfunktion
beniitzt, wie etwa in

1
/sinmdz = —cosz, /em dr = —e*, a#0.
!

Diese Bezeichnung fiihrt zu keinen Mifiverstédndnissen, wenn man beriicksichtigt, dafl
mit [ f(z)dx = F auch [ f(z)dx = F + ¢, ¢ € C, gilt. Hat man auf einem Intervall

ist auch das Symbol
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I die Beziehungen [ fdz = F und [ fdz = G gefunden, so ist es nicht zuldssig, auf
F = G zu schlielen. Vielmehr gilt dann /' — G = ¢ fiir ein ¢ € C.

3) Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion F': I — C muf} keine Regelfunktion
sein. Als Beispiel betrachte man F': [—1,1] — R, gegeben durch

Fla) = x2sin%, x # 0,
0, x=0.

F ist iiberall differenzierbar, aber in x = 0 besitzt F’ weder einen rechts-, noch eine
linksseitigen Grenzwert. F” ist also keine Regelfunktion auf /. Insbesondere kann da-
her eine Stammfunktion von F” nicht durch eine Integration (nach Cauchy) gefunden
werden.

4) Mit dem Hauptsatz la8t sich die oft mithsame Berechnung eines unbestimmten
Integrals iiber die Definition zuriickfithren auf das Auffinden einer Stammfunktion.
Der Hauptsatz ermoglicht es auch, die Produktregel und die Kettenregel aus der
Differentialrechnung in haufig benutzte Integrationsregeln umzusetzen. Um die Be-
ziehung [ u'dxz = u zu haben, formulieren wir diese Regeln fiir stetig differenzierbare
Funktionen:

4.1. Partielle Integration.

SATZ 4.6. Es sei f € C(I,C), g € C*(I,C) und F eine Stammfunktion von f. Dann
qgilt

/f(ac)g(x) dx = F(x)g(x)‘z - /F(ac)g/(x) dx (partielle Integration).

BEWEIS. Es gilt F' € C'(I,C) und somit Fg € C*(I,C). Nach der Produktregel
gilt
(Fg)=Fg+Fg =fg+Fqg.
Somit ist F'g eine Stammfunktion von fg+ F¢’ und es folgt
b

(Fg)(b) — (Fyg)(a) = / f(x)g(x) d + / F(z)g'(x) dz.

a

Dies ist dquivalent zur Behauptung. 0

Héufig wird die Regel fiir die partielle Integration in der einprdgsameren Form
b b
/u’v dx = uv|® — /uv’ dr

bzw. als unbestimmtes Integral

/u’vdx:uv—/uv'dx
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formuliert.

anrl
(a+1)?

BEISPIEL 4.7. 1) [z*Inzdx =
Wir definieren

(a+1)lnz —1), a # —1.

f@) =2 g(z)=Tnz
(bzw. v/(z) = 2%, v = Inz, fiir x > 0). Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch
F(z) = 222 er erhalten somit

a+1 a+1 1
/xo‘lnxdm: z lnx—/ * - —dx
a+1 a+l =

= Inx —
_l’_

a+l1”’

2) [V1—2a2de = L(zv1 —2? +arcsinz), z € [—1,1].

Fiir |z] <1 —¢, 0 < el setzen wir

flz) =1, g(z) =V1-a?
(bzw. u/(z) = 1, v(z) = V1 — 22), und erhalten
/1-\/1—x2dx:x\/1—:1:2—/x-\/%dx
=zvV1—a%— 1_136—\/;;216156
_xm+/ L /mdx,
d.h.
/\/1—x2dx—x\/1—x2+/m

Nach Beispiel 3.2 ist arcsin x eine Stammfunktion von ﬁ auf (—1,1). Daraus folgt

die behauptete Formel zunéchst auf (—1,1). Da f: x — /1 — 22 stetig auf [—1,1]
ist, besitzt f eine Stammfunktion auf /. Die Abbildung » — %(x\/ 1 — 22 + arcsin x)
ist auf [—1, 1] stetig und stellt daher auch auf [—1, 1] eine Stammfunktion dar.

Als Anwendung der partiellen Integration beweisen wir folgende niitzliche Variante
des Satzes von Taylor:

SATZ 4.8. Es sei f € C""Y(I,C) und xg € I. Dann gilt fiir alle x € I

n!

"L ) (2 f xr—1)" 1
f(a:)zzf k(, >(x—x0)k+/ﬁﬂn+>(t>dt.

Zo
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BEWEIS. Wir fiihren den Beweis mit vollstéindiger Induktion. Fiir f € C'(I,C)
ergibt der Hauptsatz 4.3 die Identitét

f(x):f(xo)+/f'(t)dt, r el

Dies ist gerade die Behauptung fiir n = 0. Die Behauptung gelte nun fiir alle C"-
Funktionen und es sei f € C""!(I, C). Insbesondere gilt also f € C"(I,C) und daher
auch

T

n—1 (k) Zo T — n—1
f(z) = Ll )(w—xo)k—i—/ﬁﬂ")(t}dt, z el

zo

f™ e CY(I,C), somit kénnen wir partiell integrieren und erhalten

fz) = S f(k)('xo) (x — xo)k _ (z ;!t>nf(")(t)|zo + / (:c;—!t)"f(nﬂ)(t) dt

-9 FrED () dt.

I
3
—
=
=
(=]
=
—
8
|
8
=
v
=
_l’_
)

l

4.2. Integration durch Substitution. Die Kettenregel der Differentialrech-
nung ermoglicht die Integration durch Substitution. Diese Technik kann in zwei un-
terschiedlichen Situationen eingesetzt werden:

Fall 1: Der Integrand besitzt die Form f(g(t))g'(t): Als Beispiel betrachte man den
Integranden .

h(t) = (sin® t + ") cost,
welcher offensichtlich die Ableitung von

1 .
H(t) = 1 sin® ¢ + "
ist. H ist also Stammfunktion von h. Der folgende Satz beschreibt die allgemeine
Situation.

SATZ 4.9 (1. Substitutionsregel). Es sei f € C(I,C), g € C*(J,R), I = [a,b], J =
la, B] und g(J) C I. Dann gilt fir alle x,y € J

Yy Q(y)
/&mmﬂwﬁszww
z g(x)

und

[ taong @it = [
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Dabei bedeutet ff(u)du!u:g(t) die Auswertung einer Stammfunktion von f an der
Stelle g(t).

BEWEIS. Da f stetig ist, besitzt f eine Stammfunktion F' € C'(I,C). Wegen
g(J) C def F ist die Komposition F o g moglich. Wir zeigen, dafi F o g eine Stamm-
funktion von (f o g)¢’ ist: Nach der Kettenregel VI-?? gilt fiir alle t € J

(Frog)(t) = F'(g(t)g'(t) = f(g(1))g'(t)
(die letzte Gleichheit gilt iiberall, weil F' eine Stammfunktion von f ist und f stetig
ist). Damit folgt

8 9(B)
/f(g(t))g’(t) dt = (F o g)(8) — (Fog)(a) =F(g(8)) — F(g(a)) *=° / f(u)du.
«@ g(a)

O

BEISPIEL 4.10. 1) I = [(cost + cos®t) dt.
Um den Satz anwenden zu koénnen, schreiben wir das Integral in der Form

J = /(1 + cos?t) cost dt = /(2 — sin®t) cost dt.

1. Schritt: formale Substitution: ¢(t) = u, ¢'(t) dt = du,
hier: g(t) = sint = u, costdt = du,

Ju = /(2 — u?)du.

2. Schritt: unbestimmte Integration nach w:

1
Ty = 2u — —u?.
U 3u

3. Schritt: Riicksubstitution u = g(t):
1
J; = 2sint — §s1n3t.

Diese formale Vorgangsweise spiegelt die Anwendung der Substitutionsregel folgender-
mafen wieder: Es ist f(g(t))g'(t) = (2—sin®t) cost mit g(t) = sint und f(u) = 2 —u?>.
Geméaf der Substitutionsregel hat man die Stammfunktion von f an der Stelle
u = sint auszuwerten.
2)

2 2

1
J = /etQtdt: 5/etQQtdt.
0 0

1. Schritt: formale Substitution ¢? = u, 2t dt = du.
2. Schritt: Transformation der Grenzen: t =0=u=0,1t=2 = u = 4.
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4
3. Schritt: Integration: J = [ e"du = e* — e = e* — 1.
0

Fall 2: Einsetzen einer beliebigen Substitutionsfunktion g. Dies ist der eigentliche
Anwendungsbereich der Substitutionsregel. Man fiihrt ein Integral [ f(z)dx durch
geschickte Wahl einer Substitutionsfunktion ¢ in die Form

[ Haong o
iiber, in der Hoffnung, daf letzteres Integral einfacher als das Ausgangsintegral ist.

SATZ 4.11 (2. Substitutionsregel). Es sei f € C(I,C), g € CY(J,R), J = [a, 8] und
g(J) C 1. Ferner sei g injektiv. Dann gilt fir alle u,v € g(J)

v g_l(ﬂ)
/&@wm: / F(g(t)g'(t) dt

g H(w)

/}mwxzjjwwmvmmwmﬁ

BEwWEIS. Wie im Beweis von Satz 4.9 sieht man, dafl F' o g eine Stammfunktion
von (fog)g ist, falls F' eine Stammfunktion von f ist. Fiir die linke Seite erhdlt man
daher

[ H@)de = F(0) - Pla)
fir die rechte ’
g 1 (v)
flg(t)g'(t)dt = (F o g)(g~(v)) = (Fog)(g~(u) = F(v) — F(u).

g ()

O

BEISPIEL 4.12. 1) [ £ = In|tan %|.

Ist der Integrand eine rationale Funktion in sin und cos, R(sin z, cos z), kann man im-
mer — soferne sich nicht andere, einfachere Methoden anbieten — folgende Substitution
ansetzen:

x
r = g(u) =2arctanu bzw w = tan—.
2

Ersetzt man in den Identitaten

1 —tan? z i 2tan z
cos2z = ————, sin2z=_————
1+ tan® z 1+ tan® z
z durch arctan u, erhélt man
1 —u? 2u
cos(g(u)) = sin(g(u)) =
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Wegen Satz 4.11 gilt die Identitét

/R(sin:v,cosx) dr = /R(Sin(g(u)),cosg(u))g’(u)du’ugl(x)

2u 1 —u? 2
_ R d ..
/ e T 15 @ ™l

Umgelegt auf das konkrete Beispiel bedeutet dies

d 1 22 d
/ a :/ tu du:/—uzln]uH _ len\tan£|.
sin x 20 14 u? u u=tan 3 2

1
2)I= [V1—a?de=13.
-~

Dieses Integral stellt somit eine erste Verbindung zwischen der Zahl m und dem Ein-
heitskreis her: Interpretiert man das Integral als Flicheninhalt, ergibt sich, daf§ § —
die kleinste positive Nullstelle des Kosinus — den Flacheninhalt eines Halbkreises mit
Radius 1 angibt.

1. Schritt: Wahl der Substitutionsfunktion. Zu f(x) = /1 — 2? kann man, um die
Wurzel zu eliminieren, als Substitutionsfunktion g wéhlen:

g(t) =cost, te][0,m].

Man beachte, da8 g auf [0, 7] streng monoton ist und g([0, 7]) = [—1, 1] gilt. Natiirlich
ist g stetig differenzierbar.
2. Schritt: formale Substitution: Auf [0, 7] gilt

f(g(t)) = V1 —cos’t =sint, ¢'(t) = —sint.

Wir erhalten also das unbestimmte Integral
/\/1 —2?dr = —/sinztdt.

3. Schritt: Transformation der Grenzen: x = —1 = t = arccos(—1) =m, z=1=1t =
arccos1 =0

4. Schritt: Integration durch Auswertung der Stammfunktion von f(g(t))¢'(t) int =0
und t = 7.

Zur Bestimmung der Stammfunktion F o g von t — —sin?¢ verwenden wir die Um-
formung

. 9 1
sin“t = = — = cos 2t,
2 2

und erhalten somit unmittelbar

1 1
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Nach Satz 4.12 erhalten wir

1
= 1 1
/\/1 — 22y = (Fog)(t) =0 _ —(—tlg + §sm2t|2) = Z
—1

t=r 2 2

4.3. Partialbruchzerlegung. Eine unmittelbare Folge von Lemma V-2.16 und
dem Fundamentalsatz der Algebra, den wir erst in der Funktionentheorie beweisen
werden, ergibt folgende kanonische Produktdarstellung fiir Polynome.

SATZ 4.13. Jedes Polynom p mit gradp = n > 1 ldfit sich mit Hilfe seiner paarweise
verschiedenen Nullstellen z; € C, 1 =1,...,m, in der Form

p(z) = an [ [(z = 2)"
i=1
darstellen, wobei a,, € C, a, # 0. Die Zahlen v; € N, i = 1,...,m, sind eindeutig
bestimmt und erfiillen
Z vy =n.
i=1

Man nennt v; die Vielfachheit (Multiplizitit) der Nullstelle z;.
BewEis. Ubung. O

apz* reell und ist p(¢) = 0, so gilt
=0

Sind alle Koeffizienten des Polynoms p(z) =
k
wegen ap = ax, k=1,...,n,

p(€) =Y an(©)F =) al = wF =t =p(€) = 0.
k=0 k=0 k=0 k=0

Mit ¢ € C ist also auch & € C eine Nullstelle von p. Besitzt € die Vielfachheit p, d.h.
gilt
p(z) = (z = §"q(2), q(§) #0, =z€C,
dann folgt mit einer &hnlichen Rechnung wie vorhin
p(2) =p(z) = (2-€)"q(2), zeC.

Schreibt man fiir zZ wieder z, erhélt man

p(z) = (2 = §)"q(2),
also ist € eine Nullstelle von p (dies wissen wir bereits) mit der Vielfachheit p/ > p. Die
erste Uberlegung zeigt auch q(€) = q(&) # 0. Somit gilt 4 = p/ und die Vielfachheiten

der Nullstellen & und ¢ stimmen also iiberein.
Wir betrachten nun den Fall £ = o + i3, § # 0. Fiir jedes reelle x gilt dann

(x =&z —&) = (xr—(a+if))(z— (a—if) = (x — a)* + 5
=22+ Az + B,
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mit

A=—2a, B=d+/.
Das quadratische Polynom 2% + Ax + B besitzt also keine reellen Nullstellen. Zusam-
men mit Satz 4.13 erhalten wir die reelle kanonische Produktdarstellung von p:

SATZ 4.14. Es sei p(z) = > apz® ein Polynom mit reellen Koeffizienten ay, k =
k=0

0,...,n. Dann gilt

(1) Komplexe Nullstellen § mit Im& # 0 treten in konjugierten Paaren auf: Mit
& ast auch & eine Nullstelle gleicher Multiplizitdt wie €.

(2) Sind x4, ...,x, alle verschiedenen reellen Nullstellen von p mit der Multipli-
zitdt p;, v =1,...,r, qilt die Darstellung

p(z) = a, H(a: — x;)P H(:c2 + Ajx + B;)”, zeR.
i=1 j=1

Die Polynome 2* + Ajx + B;, A;,B; € R, j = 1,...,s, sind paarweise
verschieden und besitzen keine reellen Nullstellen. Die natiirlichen Zahlen p;,
i=1,...,r,und oj, j =1,...,s, erfiillen

ipi + 2iaj =n.
i=1 j=1

SATZ 4.15 (Partialbruchzerlegung). Fs seir = § eine rationale Funktion mit grad p <
grad ¢ = n. Das Nennerpolynom habe die kanonische Produktdarstellung

q(2) = ay H(z —z)", zeC,
j=1
mit z; # 2z, fiir j # k. Dann besitzt v eine eindeutig bestimmte Summendarstellung
(Partialbruchzerlegung) der Form

r(z):ZEjﬁ, 2€C\ {21, 2},

i=1 j=1
mit komplexen Zahlen a;;.

BEWEIS. 1. Existenz: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach grad ¢ = n.
Im Fall n =1 gilt gradp < 1, d.h. p ist eine Konstante ¢ € C. Es gilt also
( ) c a1 it C
r(z) = = mit ap; = —.
ar(z—2z) z—2 1 a;

Induktionsschritt: Es sei n > 1. Wir nehmen an, der Satz sei fiir alle rationalen

Funktionen g mit grad P < grad Q < n — 1 bewiesen. Wir schreiben ¢ in der Form

m

q(z) = (z — z1)"s(z) mit s(z) =a, H(z — z;)".

=2
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Wegen 2 # z;, i =2,...,n,ist s(z;) # 0. Fiir a € C berechnen wir
p(z) a _ pz) —as(z)

~—

r(z) =

9(z)  (z—z)r (z—=)"s(z)
Wiéhlt man speziell a = i’gzg, gilt p(z1) — as(z1) = 0. Gilt sogar
p(z) —as(z) =0 fir alle z € C,

folgt
a
r(z) = ———
(2) o)

und wir sind fertig. Ist jedoch p—as nicht das Nullpolynom, kann man nach Lemma V-
2.15 den Linearfaktor z — z; abspalten, d.h. es gibt ein Polynom P mit

p(z) —as(z) = (z — 21) P(z)
grad P < max{gradp,grad s} —1 <n —2.
Somit folgt

B a P(2)
== T aey
mit .
Q(z) = (z = 21)" "s(2) = (z — 20)" an [ [ (2 = %),
also

grad Q =n—1.
Nach Induktionsvoraussetzung besitzt £ g eine Partialbruchzerlegung

P(z) =
%:Z 2—2’1 +ZZ Z—Zz

j=1 =2 j=1
und daher mit a;,, = a

MM

=1 j=1
2. Eindeutigkeit. Es geniigt zu zeigen, dafl simtliche Koeffizienten der Zerlegung von
ro(2) = 0 verschwinden. Angenommen es ist

() TO(Z):ZiﬁIO, z2€C\{z1,..-,2m}

Wir betrachten eine feste Nullstelle z;, und wéihlen 1 < jo < vy, so, dafl a;,; = 0 fiir
J > jo zutrifft. Multipliziert man (x) mit (z — z;,)?°, erhdlt man

Oz(iiua ) 7= %) ””*Zz—z "aig.
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Durch Grenziibergang z — z;, erhilt man a,,;, = 0. Schrittweise ergibt sich auf diese
Weise fiir sdmtliche Koeffizienten a;; = 0. O

Fiir die praktische Berechnung der Partialbruchzerlegung gibt es mehrere
Moglichkeiten:
1. Koeftizientenvergleich: Multipliziert man die Darstellung von r = § mit ¢, erhélt

p(z) = i(z T e I16 - ="

i=1 “j=1 k=1
m v m
= an E E CLZ']‘(Z — Zi)yi_] H(Z - Zk)yk, z e C.
=1 j=1 k=1
k#i

Der Identitatssatz V-2.17 ist nun die Grundlage fiir den Koeffizientenvergleich, bei
dem man die Koeffizienten gleicher Potenzen von z* in p und im Polynom auf der
rechten Seite gleichsetzt. Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Un-
bekannten a;;, welches wegen der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage in Satz 4.15
genau eine Losung besitzen mufs.

2. Substitutionsmethode: Ein anderes lineares Gleichungssystem fiir a;; 148t sich
gewinnen, wenn man fiir z nacheinander n verschiedene und moglichst zweckméfig
gewihlte Werte &1, ..., &, einsetzt.

3. Grenzwertmethode: Die ,,héchsten® Koeffizienten a;,, erhdlt man besonders ein-
fach, indem man die Darstellung fiir r(z) mit (z — 2;)" multipliziert und den Grenz-
wert z — z; betrachtet (in der Praxis bedeutet dies natiirlich, dal man nach der
Multiplikation den gekiirzten Ausdruck in z = z; auswertet). Hat man a;,, berechnet,
kann man den Term ——%

EmeAL auf die linke Seite bringen und das Verfahren mit dem

ndchstniedrigeren Koeffizienten a;,, 1 wiederholen.
BEISPIEL 4.16. 1) T(Z) = W—ll)(z—ﬂ)
Da sdmtliche Nullstellen des Nennerpolynoms Vielfachheit 1 haben, fiithrt folgender
Ansatz zum Ziel (a;; = A, ag; = B, az1 = C, aq; = D):
A B C D
+

(+) r@ =Sttt

a) Koeffizientenvergleich:
Wir multiplizieren (x) mit z(z — 1)(z — i)(z 4 ¢) und erhalten die Identitét

24+ 1=Az—-1)(22+ 1)+ Bz(2* + 1) + Cz(z — 1)(z +1) + Dz(z — 1)(z — i)
=AP -2+ 2D+ B +2)+CE3+ (i —1)22 —iz)
+ D(2* — (1 +1)2° +i2)
=(A+B+C+ D)+ (—A+(i—1)C - (1+1i)D)2*
+(A+B—iC+iD)z — A.
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Vergleicht man die Koeffizienten gleicher Potenzen, erhélt man das Gleichungssystem

A +B +C +D = 0
—A +(i—1)C —(1+414)D 0
A +B —iC +iD =1
—A =1
b) Substitutionsmethode:
Setzt man nacheinander in (%) etwa z = —1,—2,2,3 ein, erhélt man das Gleich-
ungssystem
z= —1: 0 = -A —%B —%H.C —|—f+iD
| 1 1 1
z= =20 5 = —3A =3B —550 455D
z= 20 % = 1A 4B +;5C 45D
= 3 5 = A +3B +35C 455D

c¢) Grenzwertmethode:
Wir multiplizieren (x) mit z. Dies ergibt

z+1 . B N C . D
N I R CE T AT

Fiir z = 0 erhélt man A = —1. Multipliziert man mit z — 1, folgt

z+1 1 C D
=B -1 —-
z2(z —i)(z+1) S )< z+z—i+z+i)’
fir z = 1 ergibt sich B = 1. Ganz entsprechend findet man C' = %, D = —% und

damit die Partialbruchzerlegung
z+1 1 1 1 4 I

D —0G+9) : z-1t2z=i 2i4i
2) r(z) = 22k,
1 ist eine zweifache Nullstelle des Nennerpolynoms, somit ist (a1; = A, as = B,

Q99 = C)

A B C
T<Z>_;+z—1 i (z—1)2
anzusetzen. Multipliziert man mit z und wertet in z = 0 aus, erhdlt man A = 1.
Multiplikation mit (z — 1)? liefert
241 (z2—-1)°
z z

+B(z—1)+C.

Fiir z = 1 erhélt man also C = 2. Setzt man nun in

r(z)——Z2+1 —1+ b + 2
Cz(z-12 2z oz—1 (z—1)2
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z = 2 ein, erhélt man
5 1

s 2 PR
also B = 0. Die gesuchte Partialbruchzerlegung lautet somit
1 2

T(z) = ; + m
Das Beispiel zeigt, dafl es vorteilhaft sein kann, verschiedene Methoden zur Berech-
nung der Partialbruchzerlegungen zu kombinieren.

Ist die rationale Funktion reell, d.h. sind alle Koeffizienten der Polynome p und q
reell, ist es z.B. fiir Anwendungen in der Integralrechnung oft zweckméfig, eine reelle
Partialbruchzerlegung zur Verfiigung zu haben.

SATZ 4.17. FEs seir = ’EJ eine rationale Funktion mit grad p < grad g = n. Sdmtliche
Koeffizienten der Polynome p und q seien reell. Das Nennerpolynom besitze die reelle
kanonische Produktdarstellung

s S

q(z) = a, H(x — ;)" H(xQ + Az + B,)

i=1 Jj=1

(vgl. Satz 4.14). Dann besitzt r eine eindeutig bestimmte Partialbruchzerleqgung der

Form
(x—2) = ~ (22 + Ajx + B;)d’

i=1 j=1

wobei die Koeffizienten a;j, ouj, Bi; reelle Zahlen sind.

BEISPIEL 4.18. 7”(.17) = W%,.T eR \ {0, 1}

Die einzigen reellen Nullstellen von ¢(x) = z(z — 1)(z* + 2+ 1), z = 0 und o = 1,
besitzen Multiplizitdt 1. Somit lautet der Ansatz fiir die reelle Partialbruchzerlegung
A B Cx+ D
T(x):;+x—1+x2+x+1'
Die Koeffizienten A und B erhélt man leicht mit Hilfe der Grenzwertmethode. Man
findet

A=-1, B=2
3
Es ist also
x+1 B 1+2 1 +C:c—irD
vz —D(22+x+1) = 3zx—-1 22+2+1
Setzt man die Werte x = —1 und x = 2 ein, erhélt man das Gleichungssystem

!
3 1 2 92 1

2 sz °D
1= a3t
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woraus C' = % und D = —% folgt. Insgesamt gilt also die Darstellung
1 2 1 1 -1
/(@) __;+§x—1+§x2+a:+l'

Die reelle bzw. komplexe Partialbruchzerlegung ermoglicht die systematische, ge-

schlossene Integration rationaler Funktionen r(x) = %. Im Falle gradp > gradq

ist vorerst der polynomiale Anteil in 7 durch Division von p durch ¢ abzuspalten. Wir
demonstrieren die Methode an einigen einfachen Beispielen:

BEISPIEL 4.19. 1) Mit Hilfe von Beispiel 4.16-1) finden wir

/m(_n /dx /x—l /<x1—z‘x1+z) o

:—1n|x|—|—ln|x—1|+ /

2+ 1
— _1n|x| +1In|z — 1| — arctan x.

ersetzt, da wir den natiirlichen Logarithmus vorerst

(Wir haben — — —- durch

i x+z 2+1
nur fiir reelle Argumente definiert haben).

2) Aus Beispiel 4.16-2) folgt

1 2
/ z+ dm—/——i—Z/ d =In|z| — :
(x —1)2 (x —1)2 r—1

3) Wir beniitzen Beispiel 4.18 in

r+1 dr 2 dz 1 x—1
de = — | —+ 3 +- | 5——dx
z(r—1)(22 +2x+1) x 3J) -1 3) 224z+1

Lediglich das letzte Integral erfordert etwas Aufwand:

z—1 1 20+ 1 3 dz
— dz == | —4mdr — = | —
24+ x+1 2 ) 22+x+1 2 ) 22 +x+1

1 3 dz
= —In(z? -z | ———
2n(x +z+1) 2/x2+x+1

(man beachte 2% + x + 1 > 0 fiir x € R). Den Integranden im letzten Integral formt
man um zu

1 3 3

2 1
2 2

1= - — ==
v (x+2) +4 4((

—3(:13 + 5))2 + 1).

Substituiert man g(z) = \%(a: + 1), erhilt man

dz 2 1
/m = Tarctan(T( —))
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Insgesamt ergibt sich also

r+1 2 1
dr = —1 “In|z — 1| + = In(z? 1
/:E(a:—l)(x2+:x—|—1) x n|x|+3n|m |—|—6n(x +x+1)

1

5):

($+2

3arctan(—=

V3

BEMERKUNG 4.20. Im Prinzip ist es nicht notwendig, fiir die Integration einer reellen
rationalen Funktion, die reelle Partialbruchzerlegung aus Satz 4.17 zu verwenden. Man
kann natiirlich auch die komplexe Partialbruchzerlegung zur Integration heranziehen

und erhélt
/ ) dv = Z Z/ (z — 21,)7

k=1 j=1
_m k1 . Oy \—j+1
z[/x_% 3ty

Problematisch ist nur die Berechnung der Stammfunktion von (z—z;) ™" fiir 2, € C\R,
da die Logarithmen nur fiir reelle Argumente definiert wurden. Es sei zp = ay + 0k,
Ok # 0. Mit der Umformung

1 . I—Oék—i-iﬁk
r—z  (z—ag)?+ G}

erhalten wir

dv T — Qp . dx
/ﬂﬁ—Zk_/(x—ak)2+5£d$+wk/(95—0%)2+5£

71 2(x — ay,) . dx
—2/(x—ozk)2+ﬁ,%dx+lﬁk/(m—oz;c)z-i—ﬁ,f

1 _
= —In((x — a)* + B7) + iarctan i
2 D

Der gesamte Ausdruck fiir [r(z)dx ist natiirlich wieder reell. Allgemein sind je-
doch die reellen Gleichungssysteme, auf welche die reelle Partialbruchzerlegung fiihrt,
héandisch leichter zu losen, als Gleichungssysteme mit komplexen Koeffizienten.

5. Integration und Grenziibergang

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Vertauschbarkeit von Limes und Integral.
Diese ist im allgemeinen nicht gegeben:

no €5

BEISPIEL 5.1. f,(z) = {0 e
T
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Es gilt lim f,,(x) = f(z) = 0 fiir alle z € [0,1] und fo fa(z)dz = 5, n € N, und

fol f(z)dx = 0. Man beachte, dafl in diesem Beispiel die Folge (fn) nur punktweise
gegen f konvergiert und dariiber hinaus {||f,||: » € N} unbeschrénkt ist.

In Hinblick auf die Definition des Cauchy Integrals ist es jedoch nicht weiter
iiberraschend, daf3 die Integrale einer gleichméfig konvergenten Folge von Regelfunk-
tionen gegen das Integral der Grenzfunktion konvergieren (diese Eigenschaft ist ge-
wissermaflen von Haus aus in das Integral eingebaut):

SATZ 5.2. Es sei (fu)n>1 C R(I,C), f: 1 — C, und f, = f. Dann ist f eine
Regelfunktion, die Folge der Integrale (I(f,)) ist konvergent und es gilt

b b

b
lim fn(:v)da::/Jirgofn(m)dx:/f(x)dx

n—oo
a a

BEWEIS. Wegen Satz 1.7 gilt f € R(I,C). Aus der Beschrianktheit des Integrals
Satz 2.9 folgt
9(f2) =IO =13(fu = HI < 0= a)l[ fu = fI-
0]

KOROLLAR 5.3. Essei (f,) C R(I,C) und die Reihe )7 f,, gleichméBig konvergent.

Dann gilt
fulz) dz = fulz)d

Dieses Ergebnis eroffnet eine weitere Moglichkeit, Potenzreihenentwicklungen zu be-
rechnen:

BEISPIEL 5.4. Aus der Binomialreihe (Beispiel VI-10.13) ergibt sich fiir |[t| < 1 die

Reihenentwicklung

1
2\—2 _ k{73 2k
(1—1%)"2 _;(—1) <k2>t .
Auf kompakten Teilintervallen von (—1, 1) ist die Potenzreihe gleichméBig konvergent.
Auf [0, z] bzw. [z,0], |x| < 1, kann nach Korollar 5.3 die Reihe gliedweise integriert
werden: Es gilt somit

g0

k=0

Die Stammfunktion auf der linken Seite ist arcsin z. Die rechte Seite ergibt mit (k > 1)

(—%)_k|H - ik[[ouzy
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die Reihenentwicklung

[o@)
arcsinx = x + E
k=1

die zumindest fiir |z| < 1 konvergiert. Tatséchlich 148t sich zeigen, daf diese Darstel-
lung sogar fir |z| < 1 giiltig ist.

el
|
—

]‘ N 2k+1

;r|H

k—i—l
j=

O

Unser néchstes Ziel ist es, Satz 5.2 erheblich zu verallgemeinern. Dazu benotigen wir
zwei technische Resultate. Im folgenden wollen wir unter einer Elementarmenge
eine endliche Vereinigung von disjunkten, beschrénkten Intervallen verstehen. Ist £ C

R eine Elementarmenge, d.h. ist
n

E=JJ,

i=1
J; C R beschrianktes Intervall, ¢ = 1,...,n, und bezeichnet A(J) die Lénge eines
Intervalls J, dann nennen wir

n

W
i=1
Lange von E. Wir iibergehen hier den Nachweis, dal A\(E) unabhéngig ist von der

speziellen Darstellung | J;, J; von E. Ohne Beweis zitieren wir folgendes Resultat:

LEMMA 5.5. Es sei (E,),>1 eine Folge von Elementarmengen mit E, C I = [a,}b],
n € N, und es existiere ¢ > 0 so, dafs

Vn € N: A(E,) > ¢ > 0.
Dann gibt es ein Element xy € I, das zu unendlich vielen Elementarmengen gehort.

LEMMA 5.6. Es seit € T(I,C), I = [a,b]. Gilt fiir ein e >0
b
| [ tla)ds =

E:{x61:|t(m)|2m}

eine Elementarmenge, fir deren Linge die Abschdtzung

dann ist die Menge

€
ME) = 5
2|I¢]

zutrifft.
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BEWEIS. Es sei Z:a = 29 < --- < x; < .-+ < x, = b eine zu t gehorende
Zerlegung von I und es sei ¢; der Wert von ¢ auf J; = (x;_1, ;). Dann ist klar, daf§
E eine endliche Vereinigung von disjunkten Intervallen ist (es konnen nur Intervalle
des Typs J; oder [z;, x;] auftreten). Es gilt

b
n n

a i=1

Wir spalten nun die Summe folgendermaflen auf:

n

i=1 leil>5p=ay leil<sp=ay

2(b a) 2(b a)

Dies ergibt die Abschétzung

g<\/ ) dz| < GA) - DD lelM()

‘CZ|> leil<sp=ay

2(b a) 2(b a)
£

< |It]| - AM(E -(b—

<1t ME) + = - (0= 0)

und somit (man beachte ¢ # 0 und daher auch ||t|| > 0)

€

AME) > —.

2]l

SATZ 5.7. Es sei (t,)n>1 C T(L,C) mit
i) lim, .o t,(z) =0 fir alle x € I (t,, konvergiert punktweise gegen 0),
ii) dc > 0Vn € N: ||t,|| < ¢ ((t,) ist beschrankt).
Dann gilt
b

lim [ t,(z)dx =0.

BEWEIS. Angenommen, die Folge (J(t,)) wire keine Nullfolge, dann gébe es ein
g0 > 0 und eine Teilfolge (J(t,())) mit [I(tomy)| > €0, n € N. Wir bezeichnen der
Einfachheit halber nun diese Teilfolge wieder mit J(¢,) und gehen daher von der
Annahme aus:

Vn € N: |I(t,)| > eo.

Nach Lemma 5.6 besitzt fiir jedes t,, die Elementarmenge

E,={xz € l:|t,(x)] >

2(bia)}7
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die Lange

€0
ANE,) > .
2[[n

Wegen ||t,|| < ¢, n € N, gilt daher
€0
MNE,) > —, N.
(Bn) 25, n€

Nach Lemma 5.5 gibt es daher eine Stelle x¢ € I, welche in unendlich vielen Element-
armengen F, liegt. Fiir unendlich viele n € N gilt also

€0
|tn<x0)‘ > 2(b — a)7

im Widerspruch zur Voraussetzung lim,, . t,(zo) = 0. O

SATZ 5.8 (Arzela-Osgood). Die Folge (f,) C R(I,C) konvergiere punktweise gegen
die Regelfunktion f. Ferner sei {||fn||: n € N} beschrinkt. Dann gilt

b b

b
lim [ f.(x) dx:/f(x) dm:/ llm fulz)dz.

n—oo

a a

Wir bemerken, daf§ aus der punktweisen Konvergenz von f, gegen eine Funktion f
nicht gefolgert werden kann, dal f eine Regelfunktion ist. Es ist daher notwendig,
f € R(1,C) vorauszusetzen.

BEWEIS. Da f nach Voraussetzung eine Regelfunktion ist, gilt auch f, — f €
R(1,C). Da (f — f,) eine Nullfolge und (|| f — f.||) beschrankt ist, geniigt es wegen
der Linearitédt des Integrals den Satz fiir den Spezialfall

(%) lim f,(z) =0, ze€l,
zu beweisen. Zu jeder Regelfunktion f,, wihlen wir — wie im Beweis von Satz 1.7 —
eine Treppenfunktion t,, € T(I,C) mit
1
It, — full <—, mneN
n

Fiir alle n € N und fiir alle x € I gilt also

1)) = = < @] < |fal0)] +

Wegen (x) gilt dann auch

lim ¢,(xz) = 0 punktweise auf I.

n—oo

Aus der Abschéitzung

1
lEall < 1 fall + 1fn = tall < 1 full + —

lesen wir die Beschranktheit von (||¢,]|) ab. Aus Satz 5.7 folgt daher
lim J(t,) = 0.

n—oo
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Zusammen mit der Beschrénktheit des Integrals ergibt sich daraus die Behauptung
Il < [T+ 13 = fo)l < ()| + (b= a)l[tn = fall
1
<|I(t,)| + =(b—a).

n

Wir formulieren den Satz von Arzela-Osgood auch fiir Funktionenreihen:

KOROLLAR 5.9. Es sei (f,) C R(I,C). Die Reihe Y .-, fi konvergiere punktweise
gegen eine Regelfunktion. Ferner sei die Folge der Partialsummen gleichméflig be-
schrankt, d.h.

Je>0Vz € IVn eN: | filz)| <«
k=1
Dann gilt

-~ b b
S| [ @)= [ (Z fk<x>> do.
k=0 \ 7 o \k=0
6. Parameterabhingige Integrale
Wir gehen von einer Funktion f: I x D — C, D C R, mit folgender Eigenschaft aus:
Vt € D: x — f(x,t) ist eine Regelfunktion.

(Die Abbildung = +— f(z,t) bezeichnen wir mit f(-,¢)). Man bezeichnet ¢ in diesem
Zusammenhang oft als Parameter. Definiert man

D —C
b
t— [ f(z,t)dz,

sagt man, F' sei durch ein parameterabhiingiges Integral gegeben. Wir untersu-
chen nun die Eigenschaften von F'.

SAaTz 6.1. f € B(I x D,C), D C R, habe folgende Figenschaften:

i)Vte D: f(-,t) e R(I,C),
i) Ve e I: f(z,-) € C(D,C).
Dann ist die Abbildung F': D — C,

F(t) = /f(x,t) dx

stetig auf D.
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BEWEIS. Esseitg € D ein Hiufungspunkt von D und (¢,,) C D konvergiere gegen
to. Wir betrachten nun die Folge von Regelfunktionen (g, ),
gn(x) = f(x,t,), w€Il,neN.
Aus ii) folgt fiir alle x € T
lim g,(z) = lim f(z,t,) = f(x,t0).

n—oo n—oo

Es gilt f(-,t9) € R(I,C) und wegen f € B(l x D,C) ist die Folge (||gn|), d.h.
(IIf(-,t,)]]) beschrinkt. Nach dem Satz von Arzela-Osgood 5.8 folgt daher
b b b

lim F(t,) = lim [ f(z,t,)dx = lim [ g,(z)dx :/ lim g,(x)dx

_ / Fz,t0) dx = F(ty).

O

Der Beweis zeigt, dafl die Forderung der globalen Beschrénktheit von f abgeschwécht
werden kann zu

Vt € DU € U(t): f ist beschrankt auf I x (U N D).
BEISPIEL 6.2. 1) Es sei [ = [a,b],0 <a <b, D =R, und f(z,t) = 2'. Aus dem Satz

folgt, daf
ptt+1_gt+1
t#£—1
F(t):{ ot L

lng7 t=—1,

auf beliebigen kompakten Intervallen von R und damit auf R selbst stetig ist. Insbe-

sondere folgt
prl _ gt b
lim % = F(—1) =In-.
t——1 {41 a

2) Essei [ =a,b] CR, D = (0,00) und f(z,t) = t*. Mit Hilfe von Satz 6.1 schlieflen

wir auf die Stetigkeit von

P(t) = {ﬁ(tb—m, te (0.00)\ {1}

b—a, t=1,
b
und insbesondere F(1) = [1dz =b—a = lim,_; o7 (" — t*).

SATZ 6.3 (Vertauschung von Integration und Differentiation). Es sei
f:IxD—C, und D CR ein Intervall. f besitze folgende Eigenschaften:

i) Vte D: f(-,t) € R(I1,C),
ii) Vo € I: existiere die partielle Ableitung 88—{: I xD—C,
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i) V¢ € D: %(-,t) € R(I,C),
(95 t| <e.

iv) &L € B(I x D,C), d.h. 3¢ > 0V(x,t) € I x D:
Dann ist die Abbildung F: D — C, definiert durch

- /b f(a,t) do

auf D differenzierbar und es gz’lt

F'(t) = 86{ (x,t) dz.

a

BEWEIS. Es sei t € D und (¢,) C D mit lim,, .o ¢, =t und ¢, # t, n € N. Wir

betrachten den Differenzenquotient von F:
b

F(t
/f:vt xt)d :/gn(x)dx, n € N.
t —t tp, — 1
Wegen 1) gilt (g,) C R(I,C) und aus ii) folgt fiir alle z € I
of
lim g,(x) = —=(z,1).
im g,(x) = 2 (z. 1

Nach iii) ist 8t’

gn() = to—t ot

und iv) ergibt
Vo € IVn € N: |g,(2)] < ec.

Aus dem Satz von Arzela-Osgood 5.8 folgt somit

—F(tn) — P _ lim [ g,(z)dz

F'(t) = 1i =
W=t o T
b ba

:/Jirgogn(x) dx:/ T (x,t)dx

Man beachte, dafl in Satz 6.3 nicht die Beschrénktheit von f, sondern jene von

gefordert wird.

also der punktweise Grenzwert der Folge (g,), eine Regelfunktion.
Wir zeigen nun die Beschrénktheit von (g,||): Der Mittelwertsatz VI-6.7 zeigt

flx,t,) — fz,t) ﬁ(m*(x))’ t*(x) € (min{t, t,}, max{t, t,})

U
of

ot
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BEISPIEL 6.4 (GauBsches Fehlerintegral). Wir betrachten das parameterabhéingige

Integral
16—(1—0—m2)t2
Fit)= | ————d
0= [ s
0

fiir t € R. Wir setzen also I = [0, 1] und

0,1] x R — R,
f = ) o~ (1+a2)e2

(LL’, t) — 14z2

Wir verifizieren die Voraussetzungen von Satz 6.3: Fiir jedes t € R ist die Abbildung
x — f(x,t) stetig, also eine Regelfunktion und fiir jedes = € [0,1] ist t — f(z,1)
differenzierbar. Es gilt

a 2\42
a—{(x,t) = —2te(1Ha)t

somit ist %(-,t) € R(I,R) fiir alle t € R. Ferner gilt fiir alle (z,t) € I x R

Bf _ 2,2 2|t‘§2 ’t|§ll’€]
i — (I+z)t* ’ ’

(I+22)t> = [t
also ist % € B(I x R,R). Nach Satz 6.3 ist F' auf R differenzierbar und es gilt
1
F'(t) = —2¢" /e‘z2t2tda:.
0

Substituiert man fiir festes ¢ im Integral g(z) = «t, also g(0) = 0 und g(1) = ¢, erhélt
man mit Hilfe von Satz 4.9

F'(t)=—=2¢" [ e du.

O\w

Beschrinken wir uns voriibergehend auf ein kompaktes t-Intervall, folgt wegen der
Stetigkeit von u — =% aus dem Hauptsatz 4.3 die Bezichung

t t

%(/ e du)? = 2/6_“2du et

0 0

Wir erhalten also
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d.h.

Die Konstante c ist festgelegt durch

1
/ dx " 1T
= = arctanz|. = —.
1422 0 4
0

Wir erhalten daraus fiir alle t € R

¢
2 T
—d =— — F(¢t).
/e U 1 (1)
0

Wir betrachten nun eine beliebige Folge (t,,) mit lim,, ., ¢, = co. Fiir alle n € N und
x € I gilt dann

lim f(z,t,) =0

n—oo

und
|fz,ta) < 1.
Aus dem Satz von Arzela-Osgood folgt daher

und folglich

lim [ e du=
t—o0
0
Vorausgreifend bemerken wir, dafl man den Grenzwert auf der linken Seite mit dem

Symbol fooo e~“*du bezeichnet. Somit wurde gezeigt

VT
=

e}

/e‘“Qdu = ﬁ
2
0

Schliefflich betrachten wir noch die Integration einer durch ein parameterabhéngiges
Integral definierten Funktion F. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.1 ist F' stetig
und somit auf kompakten Teilintervallen von D integrierbar. Es sei etwa [, 3] C D,

dann gilt
B b
/ / / f(z,t) dx
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Die Frage liegt nahe, ob die Gleichung

8 b b8
/[/f(x,t)dx} dt:/[/f(x,t)dt] dx

gilt, d.h. ob es zuléssig ist, die Integrationsreihenfolge zu vertauschen. Da die Varia-
blen  und t bei dieser Problemstellung gleichberechtigt auftreten, fordern wir, daf
f(-,t) € C(1,C) fir alle t € D ist.

SATZ 6.5 (Vertauschung der Integrationsreihenfolge). Es sei
f € B(la,b] x [a, B],C) und es gelte

i) Va € [a,b]: f(z,-) € C([a, 5], C),
i) Vt € [o, B]: f(-,t) € C([a,b],C).

Dann gilt
20 b8
/[/f(a:,t)d:c} dt:/[/f(x,ﬂdﬂ .

Es ist klar, dal f € C([a,b] x [«, 5], C) eine hinreichende Bedingung fiir i) und ii)
darstellt.

BeEwEIs. Nach Satz 6.1 ist die Abbildung F': [, 5] — C

F(t) = / Fo. 1) da

stetig auf [, 5] und somit integrierbar. Wir definieren die Abbildung H: [a, 5] — C
durch

Y

H(y) = / Ftydt, y e [o 0]

«

Nach dem Hauptsatz 4.3 gilt fiir alle y € [«, []
b
H'(y) = F(y) = /f(w,y) dz.
Wir untersuchen nun die Abbildung g¢: [a,b] x [a, 3] — C, welche gegeben ist durch
Y
) = [ fa )t

und verifizieren die Voraussetzungen von Satz 6.3. Fiir jedes y € [a, (] ist g(-,y) €
C([a,b],C) nach Satz 6.1 (mit y als Parameter). Fiir jedes x € [a,b] ist g(z,-) nach
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dem Hauptsatz 4.3 wegen der Stetigkeit von f(z,-) stetig differenzierbar auf [, ]
und es gilt fiir alle y € o, 8], € [a, ]
g—j(x,y) = [z, y).

Es ist also auch g—z(-,y) € C([a,b],C) und g—z € B([a,b] x [a, f],C). Nach Satz 6.3 ist
die Abbildung G: [a, f] — C, definiert durch

Somit folgt fiir alle y € [«, (]
H'(y) = G'(y).
Es gibt daher eine Konstante ¢ € C mit
H(y) = G(y)+¢ y el bl
Wegen H(a) = G(a) =0 (g(z,«a) = 0 fiir alle z € [a,b]) folgt sogar H = G, d.h. es

18t
y b by
/[/f(x,t)dx} dt:/[/f(:r:,t)dﬂ der, y€la,p.
Fiir y = (8 ergibt sich die Behauptung. O

7. Uneigentliche Integrale

Die bisher entwickelte Integrationstheorie bezog sich auf Funktionen, deren Defini-
tionsbereich ein kompaktes Intervall in R ist. Dies hat zwei starke Einschriankung-
en der Anwendbarkeit der Theorie zur Folge: Einerseits mufl der Integrationsbe-
reich beschrinkt sein, andererseits sind integrierbare Funktionen notwendigerweise
beschriankt. Wir zeigen nun, wie man Funktionen, die diesen Anforderungen nicht
geniigen, unter bestimmten Umsténden einen sinnvollen Wert des Integrals zuordnen
kann.

DEFINITION 7.1. Es sei [ = [a,b] CR, —coc <a<b<oound f: INR — C. Wir

b
definieren folgende uneigentliche Integrale [ f(x)dx:
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(1) Es s;i a € R und flog € R(la,p],C) fir alle 3 € [a,b). Existiert

hm/f(:z:) dx, so definiert man

B1b
b B
/f(m) dz = lé?g/f(x) dx

(2) Eine analoge Definition gilt, falls b € R fiir a | a.
(3) Es sei —oo < a < b < oo. Ezistieren fir ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen

c b
Integrale [ f(x)dz und [ f(x)dx, definieren wir

/bf@) dx ::/Cf(x) dm+/bf(x) dx

b
(4) Das uneigentliche Integral [ f(z)dxz heift divergent, wenn der entsprechen-

de Grenzwert nicht existiert.

Die Unabhéngigkeit des uneigentlichen Integrals in (3) von der Wahl der Zwischen-
stelle wird spéter behandelt. Ist I = [a,b] C R und f € R(I,C), so stimmt das
uneigentliche Integral mit dem Integral gemé&fl Definition 2.1 iiberein. Wegen der ste-
tigen Abhéngigkeit etwa von der oberen Grenze gilt namlich

b

/ dx_lﬁl?g/f

a

(Beweis: Ubung).
Diese Definition erfaf3t die fiir die Praxis relevanten Typen von uneigentlichen Inte-
gralen:

oo

BEISPIEL 7.2. 1) [ 27 *dz.
1
(Typ 1: @ € R, b = 0o, unbeschrénkter Integrationsbereich). Der Integrand ist stetig

auf [1, 7] fir § € [1,00). Man erhélt

B
/xsdm_ Si(l=p7), s A
In 3, s=1.

1
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B
Somit existiert limg_, [ 27%dz genau dann, wenn s > 1 gilt. Sein Wert ist
1

o0 B
1
/xsdx = lim [ 27°%ds =

B—00 s—1
1 1

1
2) [z5dux.
0

(Typ 2: a, b € R, Integrand unbeschrinkt am Rand des Integrationsbereiches). Der
Integrand ist stetig auf [« 1] fiir alle a € (0, 1]. Man erhilt

1
1 1-s
/$_8d13: E(l_a )7 8#17
—Ina, s =1.
Das uneigentliche Integral fol x~*dx existiert also genau fiir s < 1. Es hat den Wert

1 1

1
/:E_Sda: =lim | 27 %dx = .
alo 1—s5
0 «
3) f 146::;2 =T
(Typ 3: a = —00,b = 00, ¢ = 0). Wie vorhin untersuchen wir die beiden uneigentlichen

Integrale
B

/ du = lim du = lim arctan (8 :g
0
0

1 + 1’2 B—00 1 + x2 B—00
0

0

/ dx . / dx . ¢ T
= lim = — lim arctana = —.
14+22 a—-—co) 14+ 22 a——00 2

—00 @

Beide zusammen ergeben die Behauptung. Aus Symmetriegriinden kénnte man sich

0
in diesem Beispiel die Berechnung von f % ersparen.
—00

4)!;;%:4.

(Typ 4: a, b € R, a < b, ¢ = 0, Integrand unbeschrinkt im Inneren des Integrations-
bereiches). Nach Beispiel 2) existieren die beiden uneigentlichen Integrale

1 0

dr [ dr
) VE
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Daraus folgt die Behauptung.

Wir weisen darauf hin, dafl bei uneigentlichen Integralen vom Typ 3) und 4) die
c b
Grenzwerte in den beiden uneigentlichen Integralen [ f(z)dz und [ f(x)dz vonein-

a c
ander unabhdngig durchzufithren sind. Durch eine geeignete Koppelung der beiden
Grenzwerte kann man manchmal die Existenz des Grenzwertes erzwingen: Als Bei-
spiel betrachte man das uneigentliche Integral

b
1
/—dx, a<0<b.
x

Dieses existiert nicht, da die beiden uneigentlichen Integrale fao % dx und fob i dx nicht

B b
existieren. Koppelt man jedoch die beiden Grenzwerte limgyo [ 1 d und limg, o [+ da
a (03

in der Form

—& b
1 1
lim /—da:—l—/—d:c =lim(In| —¢| —Inja] +Inb—Ine) =In
€l0 xT xX €l0

b
jal’
existiert der Grenzwert. Man nennt diesen speziellen Grenzwert Cauchyscher
Hauptwert des divergenten uneigentlichen Integrals und schreibt
/ b
1
(C’)/—dmzln—.
x

lal
a

Existiert das uneigentliche Integral [ f(x)dz fiir ein a € R, dann existiert auch das

uneigentliche Integral f;o f(z) dx fiir alle & > a und sein Wert ist

]Of(x) dz = /Oof(a:) dz — ]f(:c) dz.

So selbstversténdlich dies erscheinen mag, bedarf es trotzdem einer Rechtfertigung.
Die Existenz von [ f(x) dz bedeutet

) B
(%) Ve > 03> aVp > E: ’/f(ac)d:v—/f(:v)dx|<€.

a
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Es sei nun o > a und € > 0 beliebig und & entsprechend (%) gewahlt (O.B.d.A. kénnen
wir £ > « annehmen). Fiir § > « gilt dann

\(7f(x)dx—/af(f€)dx) —/Bf(l“)dxl = |7f(f€)dx—/ﬂf(x)dw\ <e,

d.h.

ﬁli_)rglo/ﬂf(x)d:v:]Of(x)dx—/af(x)dx.

Auch uneigentliche Integrale sind also additiv in Bezug auf das Integrationsintervall
und verhalten sich in dieser Hinsicht wie das Cauchy Integral. Insbesondere gilt auch

fir alle o < (3
B 00 00
/f(x)dx:/f(x)dx—/f(x)dx
a a J6]

soferne die uneigentlichen Integrale existieren. Tatséchlich gilt diese Formel fiir alle
a, > a.

Ahnlich der Situation bei Reihen ist es meist nicht méglich, uneigentliche Integrale
zu berechnen, sodafl man sich mit der blofen Existenz (man sagt auch Konvergenz)
der uneigentlichen Integrale bescheiden muf}. Hiefiir gibt es verschiedene Kriterien,
welche wir nur fiir den Typ [ f(x) da formulieren. Die Modifikation fiir die anderen
Moéglichkeiten sind evident. Universell einsetzbar ist das Cauchy-Kriterium:

SaTz 7.3 (Cauchy-Kriterium). Es sei f: [a,00) — C und flj.5 € R([a, 8],C) fir alle
B > a. Das uneigentliche Integral faoo f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt:

B
Ve > 03 > aVa, B > E&: ‘/f(x)d:d <e.

a

B
BEWEIS. Man betrachte limg_.o, F'(3) fiix F(3) = [ f(z)dz, B > a. O

a

BEISPIEL 7.4. [~ 322 dy.

xT

Wir definieren die Funktion f: [0, 00) — R durch

f<x>={1;ﬂ r=0

=, x>0,
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und bemerken, daf f auf [0,00) stetig ist. Insbesondere ist f integrierbar auf [0, a]
und auf [a, f] fiir beliebige 0 < a < < co. Spalten wir daher fo’g f(z)dz auf in

i fa) dz = / f() dz + i /() d,
B

geniigt es, die Existenz von limg_.« [ f(2) dz nachzuweisen. Dazu formen wir vorerst
a
das Integral mit partieller Integration um:

ﬂl 1 ; 1
/—sinxdas:——cosx‘ﬁ—/jcosxdx.
x x a x
a

a

Der erste Term auf der rechten Seite besitzt einen Grenzwert fiir 5 — oco. Auf das
Integral wenden wir das Cauchy-Kriterium an und erhalten fiir a <u < v

vcos:c vdx 1 1 1
[ Sran< [ S0 -1<

u (% u

Wiihlt man € > 0 und setzt £(¢) = 1, erhélt man fiir £(¢) < u < v

v

)/C‘;x de < ¢,

u

und damit die Konvergenz von faoo 5% dz. Somit existiert auch fooo Si‘f dz.
DEFINITION 7.5. Es sei f: [a,00) — C und f|ja5 € R([a, B],C) fir alle 3 € [a,c0).
Das uneigentliche Integral Tf(x) dz heift absolut konvergent, wenn [~ |f(z)|dx
existiert. ’

Aus der absoluten Konvergenz eines uneigentlichen Integrals folgt dessen Konvergenz
(Existenz). Dies ergibt sich mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums aus der Ungleichung

(u <) U v
|/f<x>dx| S/If(x)|d:z:.

Die Umkehrung ist — wie bei Reihen — nicht richtig: Aus der blolen Existenz eines un-
eigentlichen Integrals folgt nicht dessen absolute Konvergenz. Als Beispiel betrachten
wir das konvergente Integral fooo S22 dx. Die Abbildung F': [0,00) — R sei gegeben
durch

s
F(ﬁ)—/}81”]dx.

X
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Fiir 8 = nm erhalten wir

F(mr):/|8i2m‘dxzz / ]sinx%dwzz,i / |sinz|dr = — Z_
0

=iy =i ye

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe kann also limg_, . /() nicht existieren.

SATZ 7.6 (Vergleichskriterium). Es sei f: [a,00) — R, g: ([a,00) — Ry) und f|5 €

R(la, B],R), gl@wa € R([a, B],Ry) fir alle 8> a. Gilt |f(t)] < g(t) fir alle t € [a,00)
und existiert f g(t)dt, dann ist f f(t)dt absolut konvergent.

Umgekehrt Gilt f(t ) g(t) > 0 fir alle t (notwendigerweise ist bild f C R) und ist
f g(t) dt divergent, dann divergiert auch das uneigentliche Integral f f(t)dt

BEWEIS. Die erste Behauptung ergibt sich aus der Abschétzung

| / f(x)da] < / (o)l de < / gla) de

fiir a < u < v und dem Cauchy-Kriterium 7.3. Die zweite Behauptung folgt aus

6] 8
[ow s < [ 1w

B
fiir § € [a,00) und der Unbeschrinktheit von { [ g(z)dz: 8 € [a,00)}. O
KOROLLAR 7.7. Es sei f: [a,00) — R, a > 0, und f|,5 € R([a,B],R) fiir alle
B € [a,0). Gilt
1
|f(z)| < —, fireins>1
xS
fiir alle x > x¢ > a, dann ist faoo f(x) dx absolut konvergent. Ist bild f C R und gilt
1
0< — < f(z), fireins<l1
I‘S
fiir alle x > 29 > a, dann ist faoo f(x) dx divergent.

Die manchmal recht mithsamen Abschétzungen bei der Anwendung des Vergleichs-
kriteriums kann man u.U. auch umgehen:

SaTz 7.8 (Grenzwertkriterium). Es seien f,g: [a,00),R und fliug,9lag €
R(la, B]),R) fir alle § > a. Dariber hinaus gelte f(x) > 0 und g(x) > 0 fir alle
x € |a,00). Es existiere
p = lim _f(:v) e R.
2= g()
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i) Gilt p € (0,00), dann sind [ f(z)dz und [° g(z) dz beide konvergent oder
beide divergent.

ii) Gilt p=0 und existiert [~ g(x)dz, dann existiert auch [ f(z)dz.

ii) Gilt p= o0 und diergiert [° g(x)dz, dann divergiert auch [ f(x)dx.

BEWEIS. i) Es gibt ein £ > a so, daf fiir alle x > £ die Abschétzung

Lo(a) < J(@) < Lolw)

gilt. Die Behauptung folgt nun aus dem Vergleichskriterium.
ii) Es gibt ein £ > a so, daB fiir alle x > £ die Abschétzung

0 < f(x) < g(x)
zutrifft.
iii) In diesem Falle gilt fiir alle hinreichend grofien = die Abschitzung

1 <g(x) < f(x).
U

Ersetzt man im Grenzwertkriterium f durch |f|, erhdlt man natiirlich ein Kriterium
fiir die absolute Konvergenz des uneigentlichen Integrals. Wir betonen noch einmal,
daf analoge Kriterien auch fiir die iibrigen Typen von uneigentlichen Integralen gel-
ten.

BEISPIEL 7.9 (Eulersches I'-Integral).
['(s) = /:Us_le_m dr, s>0.
0

Da beide Grenzen kritisch sind, spalten wir das Integral auf in

[y

o0

[(s) = /ms_le_“C d:z:—i—/xs_le_m dz.

0 1

Fiir das erste Integral verwenden wir die Vergleichsfunktion g(x) = x°~!. Nach Bei-
spiel 7.2 existiert fol 257t dz genau fiir s > 0. Mit f(x) = 257 te™® ergibt sich
p= lim@ =lime * = 1.

210 g(x)  =lo
Nach dem Grenzwertkriterium existiert fol 2~ te™® dx genau fiir s > 0. Fiir das zweite
Integral verwenden wir die Vergleichsfunktion g(x) = =2 (um das mogliche Anwach-
sen von x — x*~! zu kompensieren). Wir erhalten nun

s—1,—x
f(z) im =€ 1

. 1 _z
= lim 2° e 2 = 0.
T—00 g(x) T—00 6_$/2 T—00
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Aus der Konvergenz von floo e"2 dr folgt daher mit Satz 7.8 die Existenz von
[T a5 e dx (sogar fiir alle s € R). Somit existiert I'(s) genau fiir s > 0. Als
Ubung beweise man

Vn e N: T'(n) = /x”_le_a” dx = (n— 1)
0

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale 1&83t sich in manchen Féllen bequem die Konvergenz
unendlicher Reihen nachweisen:

SATZ 7.10 (Integralkriterium). Es sei f: [1,00) — R monoton fallend und f(z) > 0
fiir alle x € [1,00). Die unendliche Reihe

> f(n)

konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral
[ faas
1

existiert.

BEwEIS. Da f monoton fillt, ist f|j 5 € R([1,5],R) fiir alle § > 1. Ferner gilt
fiir alle £ € N die Abschéatzung

k+1

f(k—l—l)g/f(x)dng(k).

k
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Bezeichnet S, die n-te Partialsumme der Reihe Y.~ | f(k) erhélt man

/f x<Sn17

Sp < Spt1, neN

Existiert [ f(x)dz, ergibt sich aus
1

S, < f(1 /f dr < f(1 /f

die Konvergenz der Folge (5,) aus dem Monotoniekriterium. Divergiert hingegen
[ f(x) dz, ist wegen

/nf(x) dr < Sn

1
auch die Reihe Y ;- | f(k) divergent. O

BEISPIEL 7.11. >~ . m konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.

Wir betrachten die Abbildung f(x) = x(ln )P firx >3 Aufx >3 >eist lnz >0
und somit f(z) > 0. Man verifiziere f'(x) < 0 fiir > 3. Die Voraussetzungen des
Integralkriteriums sind also erfiillt. Substitutiert man g(z) = Inz, erhdlt man

n Inn
dx dt 1
- = R l 1—s _ 1 1—s 1
/:c(lna:)s / ts 1_8[(nn) (In3)™], s#
E In3

Fiir s > 1 folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals

7 dz
x(lnz)s’
3

fiir s < 1 dessen Divergenz. Fiir s = 1 ergibt sich wegen

n Inn

/ de [ dt_ In(lnn) — In(In 3)

zlnzx t
3 In3

ebenfalls die Divergenz des uneigentlichen Integrals. Dies zeigt die Behauptung.

Da uneigentliche Integrale durch einen Grenziibergang definiert sind, bleiben Line-
aritét, Positivitdt und Monotonie erhalten. Der Betrag des Integrals kann aber nicht
mehr gegen die Intervallinge und || f|| abgeschétzt werden. Dies wurde jedoch wesent-
lich im Beweis des Satzes von Arzela-Osgood verwendet. Wir zeigen nun, dafl dieser
Satz fiir uneigentliche Integrale nicht mehr gilt:
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BEISPIEL 7.12. Es sei (f,) C C(R) gegeben durch
n
fn(x):m7 ZL’ER,TLEN

Es gilt lim, ., f,, = 0 gleichmé&fig auf R. Fiir jedes f, existiert das uneigentliche
Integral

[e.e] o)

/ n J / dt T
—_— Tr = = —.
n? + x? 1+¢2 2

0 0

Es gilt also nicht lim,,_ f fo(z)de = f lim,, o0 fn(x) dx

8. Parameterabhingige uneigentliche Integrale

Wie bei Funktionenreihen spielt bei parameterabhéngigen uneigentlichen Integralen
die GleichméBigkeit der Konvergenz eine wesentliche Rolle:

DEFINITION 8.1. Es sei f: I x D — C, I = [a,00), D C R. Fiir alle 5 € |a,00) und
fiir alle t € D sei fla5(-,t) € R([a, 8], C).

faoo f(z,t)dx heifsit gleichmdf3ig konvergent (auf D) l<):>f
e
B
Ve > 03¢ € [a,00)Va, 3 > &Vt € D: | [ f(x,t)dx] <e.

Eine offensichtlich hinreichende Bedingung fiir gleichméflige Konvergenz des un-
eigentlichen Integrals ist die Existenz einer beziiglich ¢ gleichméfBigen Majorante
g: la,00) — R. Gilt also fiir alle 2 € [a,00) und fiir alle t € D

[f(z,t)] < g(x),

und existiert [ g(z)dx, dann ist [ f(z,t) dx gleichméBig konvergent. Dies folgt
unmittelbar aus der Abschitzung (o < )

B8 B8
| [ ftydal < [ gla)as

BEISPIEL 8.2. [ Lexp((—t+i)x)dx, a > 0,t > 0. Fiir ¢ > ¢ > 0 ergibt sich aus
1L exp((—t + i)z)] < 14 die gleichméBige Konvergenz auf [c, 00). Wir dehnen nun
die GleichméBigkeit der Konvergenz auf ¢ > 0 aus. Durch partielle Integration erhélt
man fira <u <o

/1 (~ttie g _ 1 1 e(-tHe|” 11 St g
x r —t+1 u x2 —t+i

u u
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Wegen |—=| <1 und (=102 = e~t* < 1 fiir t > 0, ergibt sich die Abschitzung

r 1 1 [1 2
‘/—e(_tﬂ)rdx‘ §—+—+/—2dx:—
X u v X u

und damit die gleichméflige Konvergenz fiir ¢ > 0. Durch Zerlegung in Real- und
Imaginérteil folgt dann die gleichméfiige Konvergenz der reellen Integrale

o0 o

cosT _ sinx _
/ e dx und/ e dr, a>0,

T T
a a

auf t > 0. Da z — % stetig nach 0 fortgesetzt werden kann, ist sogar
o0 .
sin x
/ e " dx
x
0

SATZ 8.3. Fir f € B(I x D,C), I = [a,00), D = [¢,d] C R, gelte

i) faoo f(x,t)dx sei gleichmdfig konvergent auf D,
i) Ve e I: f(z,-) € C(D,C).
Dann ist die Abbildung F: D — C, definiert durch

gleichméBig konvergent auf [0, 00).

F(O) = [ flat)d.

stetig auf D.

BEWEIS. Es sei tg € D. Fiir a € [a, 00) betrachten wir

F(t) - F(to) = | / f(t) de — / f(a.to) da

<| / f(a 1) de / f(to) da] + | / f(at)da| + | / f(.to) del.

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von [ f(x,t)dx fiir t € D gibt es zu e > 0
ein £ > a derart, daf fiir alle £ < o < co und fiir alle t € D

|/f(x,t)dx| < e.
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Wir fixieren nun ein derartiges a. Auf [a, o] erfiillt f die Voraussetzungen von Satz 6.1.
Also gibt es ein 6 > 0 so, dafl [t —ty| < dund t € D

|/f(:c,t) d:c—/f(x,to)dx| <

nach sich zieht. Insgesamt erhilt man daher fir [t — to] < d und t € D

IF(t) — F(to)| < 3.

SATZ 8.4. Fir f € B(I x D,C), I =[a,00), D = [a, ] C R, gelte

i) faoo f(z,t) dx sei gleichmdfig konvergent auf D,
ii) Vte D: f(-,t) € C(I,C),
iii) Ve e I: f(x,-) € C(D,C).

oo f
Dann konvergiert das uneigentliche Integral f | f(z,t)dt] dz und es gilt

//fxtdxdt //fmtdt

BEWEIS. Nach Satz 8.3 ist ¢ — [ f(z,t)dx stetig auf D. Somit existiert

B oo
das iterierte Integral [[[ f(z,t)dxz]dt. Es sei ¢ > 0 beliebig gewihlt. Wegen der

o a

gleichméfligen Konvergenz von faoo f(z,t)dx gibt es ein £ > a, so daB fiir alle u > ¢
und ¢t € D die Abschétzung

’/f(x,t)dm—/f(a:,t)dﬂ <e¢

zutrifft. Damit ergibt sich die Ungleichung

|/ﬁ[?f(x,t)dx]dt—/ﬁ[/uf(x,t)d:c]dﬂ
S/ﬁ‘7f($7t)dx—/uf(x,t)dx]dtga(ﬁ—a),
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Auf Grund der Voraussetzungen an f kann man in | f [ fau f(z,t)dz] dt nach Satz 6.5
die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhélt fiir alle u > £

}//fxtdxdt //fxtdtdx|<5 — ).

Daraus folgt die Behauptung. 0

SATZ 8.5. Fir f: I x D —C, I =a,0), D = |, ] CR, gelte:
i) Es ezistiere [ f(z,a)dz,
ii) Es existiere 6f : I xD—C,
) 9 e B(I x D ,C),
iv) Vt € D: %L(-,t) € C(I,C),
) Vo € I: 6f( )€ C(D,C),
vi) [ g—{(x,t) dx sei gleichmdflig konvergent auf D.

- 7 Fla,t) do

fiir allet € D, F ist differenzierbar auf D und es gilt

[of
ot

Dann konvergiert

)= | L, t)da.

a

BEWEIS. 86{ erfiillt die Voraussetzungen von Satz 8.4 auf I x [a, y] fur alle y € D.

Somilt konvergiert fiir alle y € D das uneigentliche Integral fa 5 %{ (x,t) dt] dx und
es gilt

“ [1] wraiin= [ [

Fiir festes z € I ist g—{(:v, -) € C(D,C). Nach dem Hauptsatz 4.3 folgt daher fiir alle
yeD

[of

Sty dt = f@.y) - f(w.0)

Wegen der Konvergenz von [ f(x,a)dx ergibt sich damit aus (x) die Konvergenz
von [ f(z,y)dz und

—jof(x,y)dx—]of(m,a)dx—i—/y[/Oog—{(:v,t)d:c] dt, yeD.
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% erfiillt auch die Voraussetzungen von Satz 8.3. Also ist ¢ — [ g—{(x, t) dz stetig auf

D. Der Hauptsatz 4.3 sichert daher die Differenzierbarkeit VOIlaF auf D und

o0

F'(t) :/%(x,t) dr.

a

BEISPIEL 8.6. 1) Wir betrachten das komplexe uneigentliche Integral

o0

- 1
/e(_H”)x dr = ————, teR
-1+t
0
Dies folgt aus
B
—B itB 1
/elﬂtdm—ee.— —.
-1+ -1+t

0
Durch Aufspalten in Real- und Imaginérteil ergibt sich

e} o0 [e.e]

. 1+t
/e(_H”)“‘ dx = /e‘aC costx dx + i/e_“” sintr dr = i,
1+¢2

0 0 0
und damit die reellen uneigentlichen Integrale

- tr d 1
C =
e ostzx dx .
(*) Ooo , teR
/e‘x sintz de = ——
1+ ¢2
0

Aus [e71H2] < e7® (t,z) € [0,00) x R, folgt die gleichmiBige Konvergenz der
uneigentlichen Integrale. Wir schrinken nun ¢ auf D = [0, 1] ein. Die Abbildung
f:]0,00) x D — R, f(z,t) = e “costx, erfiillt die Voraussetzungen von Satz 8.4.

Somit existiert fooo fol e % costx dt] dx und es gilt

00 [e’s) 1
/ /e costx dx :/ /e costx dt dz.
0 0 0

Auf der linken Seite erhélt man mit (x)

1
/ dt

1+¢2
0

T
—arctanl — arctan(0 = —

Y
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auf der rechten Seite kann man das innere Integral ausfiihren:

0 1 00

/[/ew costx dt] dr = /exsmxdx.
T

0 0 0

(Man beachte, dafl der Integrand stetig nach x = 0 fortgesetzt werden kann). Insge-

samt wurde also gezeigt
o0

. sinx T
e’ der = —.
T 4

0

2) Fiir t > 0 definieren wir die Abbildung F' durch

[e.9]

F(t) = /e_msmx dzx.

T
0

Die Existenz von F(0) wurde in Beispiel 7.4 nachgewiesen, fiir ¢ > 0 kann man wie
in Beispiel 1) argumentieren. Dort wurde auch

T
Fa)y="1
="
gezeigt. Wir setzen f: [0,00) x [0,1] — R fest durch
o) = efmsmx’
x
und erhalten 3
8—‘7}:(% t) = —e “sinu.
Fiir jedes t > 0 ergibt eine einfache Rechnung wie in 1)(x) das uneigentliche Integral
[o ! ~1
8_{($’t> dx = — /et’” sinx dr = T
0 0

welches gleichméfig fir ¢ € [a, 1], @ € (0,1] konvergiert. Somit erfiillt f sdmtliche
Voraussetzungen von Satz 8.5 auf [0,00) X [o, 8] fur alle a € (0,1]. Daher ist F' auf
(0, 1] differenzierbar und es gilt

142

Folglich ist mit einer Konstanten ¢ € R
F(t) = —arctant + c.
Der Wert von c ergibt sich aus

F(l):%:—arctanquc
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Al
T
c=—.
2
Fiir alle t € (0,1] gilt daher
F(t) = g — arctant.

Nach Satz 8.3 ist I stetig auf [0, 1], soferne [° f(x,t) dx gleichméBig auf [0, 1] kon-
vergiert. Nehmen wir dies vorerst an, kann man auf F'(0) = 7 schlieen. Also gilt

[e.9]

sin T

der = —.

/ T o 2
0

Fiir den Nachweis der gleichméfBigen Konvergenz von fooo f(z,t)dzx fir t € [0,1] be-
merken wir, daB es geniigt, die uneigentlichen Integrale [ f(z,t) dz zu betrachten.
Integrieren wir partiell und beachten

1
—tx - . —tx
e sinxdr = — tsinx + cosxle ",
/ 1+t2[ ]

erhalten wir
B

. 1 —tx 1 1
/e—txm;x dr = _Ele—i— - [tsinx+cosx]‘f — m/;e_m[tsinx + cos x| dx
4 1
1 et e
- _Bl+t2[tsinﬁ+cosﬂ] + 1+t2[tsin1+cosl]
1 1 .
_ 1+t2/ﬁe [tsinz + cos x| dx.

1

Der erste Term auf der rechten Seite kann gleichméBig in ¢ € [0, 1] durch % abgeschétzt

B
werden. Ebenso kann das Integral durch 2 [ m% dx beschrinkt werden. Daraus folgt
1

die gleichméfige Konvergenz von floo e*t“i% dx fiir t € [0, 1].



KAPITEL ix

Integralrechnung im R”

Notation: Im Folgenden bezeichnen wir mit f, = f die gleichméflige Konvergenz der
Funktionen f, gegen die Grenzfunktion f.

1. Halbstetige Funktionen

DEFINITION 1.1. (1) Eine Abbildung f: R™ — RU{oo} heifst im Punkt o € R™
von unten halbstetig, wenn zu jedem ¢ € R mit ¢ < f(xg) eine Umgebung
U € U(xg) mit f(U) C (¢, 0] existiert.

(2) Eine Abbildung f: R" — R U {—o0} heifst im Punkt zo € R™ von oben
halbstetig, wenn zu jedem ¢ € R mit ¢ > f(xqg) eine Umgebung U € U(xq)
mit f(U) C [—o0,c) existiert.

Die Abbildung f heifft von unten (oben) halbstetig, wenn sie an jeder Stelle
xo € R™ von unten (oben) halbstetig ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir nur Funktionen, welche auf R™ definiert sind.
Die Erweiterung dieses Konzeptes auf Funktionen f: D — R, D C R", sei dem Leser
iiberlassen. Offenbar ist eine Abbildung f in xy von oben halbstetig genau dann, wenn
—f in zy von unten halbstetig ist.

Schreibt man ¢ in der Form f(z¢) — ¢, dann ist die Halbstetigkeit von unten von f in
xo gleichwertig mit

(%) Ve > 030 > 0Ve e R": ||z — ol < d = f(xo) — f(x) < e.

Wire f stetig in g, dann wire in (x) die Folgerung f(z¢) — e < f(z) < f(xo) + €.
Halbstetige Funktionen niitzen also nur eine der beiden Ungleichungen. Somit ist eine
Funktion in xy genau dann stetig, wenn sie in zy von unten und von oben halbstetig
ist.

LEMMA 1.2. 1.) Eine Abbildung f: R" — R U {oo} ist von unten halbstetig genau
dann, wenn f~1((c,00]) fiir alle c € R offen ist.

2.)Eine Abbildung f: R — R U {—o0} ist von oben halbstetig genau dann, wenn
fH[—=o0,c¢)) fiir alle c € R offen ist.

BEWEIS. Es geniigt die erste Behauptung zu zeigen: “=" Es sei ¢ € R und x €
f (¢, )]), also ¢ < f(z). Da f in x von unten halbstetig ist, gibt es eine Umgebung
U € U(z) mit f(U) C (¢,00], also U C f~((c,00]). Somit ist = ein innerer Punkt
von f~1((c, 00]).

361
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“="Es sei # € R" und ¢ < f(z), also z € f~'((c,00]). Da f~!((c,o0]) offen ist,
existiert eine Umgebung U € U(z) mit U C f~1((c, 00]), also f(U) C (e, 0] O

BEISPIEL 1.3. 1) Die charakteristische Funktion y 4 einer Teilmenge A C R™ ist
gegeben durch

(z) 1, z€A,
€Tr) =
XA 0, zeR"\ A

Es gilt: A ist offen genau dann, wenn y 4 von unten halbstetig ist. Dies folgt aus

R™ <0,
le((c, x]) =494, 0<c<l,
0, c> 1.

2) Ersetzt man A durch CA und beriicksichtigt yg4s = 1 — x4 findet man: A ist
abgeschlossen genau dann, wenn Y 4 von oben halbstetig ist.

3) Die Abbildung f: R — R definiert durch f(z) = 0 fir + < 0 und f(x) = 1 fiir
x > 0 ist in = 0 von unten halbstetig. Fiir ¢ < 0 = f(0) erfiillt ndmlich sogar jede
Umgebung U von = = 0 die Bedingung f(U) C (¢, 0o]. Ein anderer Beweis ergibt sich
aus der Beobachtung f = x(0,0)-

Auch die Halbstetigkeit einer Funktion kann man mittels Folgen charakterisieren:

LEMMA 1.4. Eine Funktion f: R™ — R U {oo} ist in o € R" von unten halbstetig
genau dann, wenn

lim inf f () > /(o)
fir jede nach x¢ konvergierende Folge () gilt.

BEWEIS. “=" Es sei f in x, halbstetig von unten, also f~!((c,oc]) offen in R"
fur alle ¢ € R mit ¢ < f(xg), und (zj) eine Folge mit Grenzwert xy. Wihlt man ¢ =
f(xg) — &, € > 0 beliebig, gibt es somit eine Kugel K (zg,d(¢)), welche in f~!((c, oo])
enthalten ist. Wegen der Konvergenz der Folge (zj) gilt ferner x; € K(xg,d(¢€)) fiir
k > N(d(e)) mit einem geeigneten N (0(¢)). Somit folgt f(zx) > ¢ = f(xo) — &,
k> N(d(e)), d.h.

liminf f(wg) > f(x0) — .

Da ¢ > 0 beliebig gew&hlt war, ergibt sich die Behauptung.

“<” Umgekehrt sei f in xg € R™ nicht von unten halbstetig. Dann gibt es ein ¢ <
f(xg) derart, dafl jede Umgebung U € U(xq) einen Punkt zy enthélt mit f(xy) < c.
Also existiert eine Folge (zy) so, daBl limg_.o, = zo und f(zx) < ¢, k € N. Dies hat
liminfy, .o f(zx) < ¢ < f(x) zur Folge. O

LEMMA 1.5. Fine von unten halbstetige Funktion nimmt auf einer kompakten Menge
das Minimum an.
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BEWEIS. Es sei f von unten halbstetig, X' C R™ kompakt und (z;) C K eine
Folge mit limy_.o f(71) = inf.ex f € R. Wegen der Kompaktheit von K gibt es
xo € K und eine Teilfolge (z,,) C (zx) mit limy_.o x,, = zo. Mit Lemma 1.4 folgt
infex f(2) = limy_oo f(2y,) > f(z9) > —o0. Dies zeigt f(zo) = mingex f(x) und
mingcx f(z) > —oc. O

DEFINITION 1.6. Es sei f,: R" — RU{oo}, o € I, I eine nichtleere Indezmenge,
eine Familie von Funktionen. Man nennt

¢ — sup fo: {R”—JRU{OO}

ael T+ Sup,es folT)

die obere Einhiillende (Enveloppe) der Familie (fo)acr- -

Analog definiert man fiir f,: R" — R U {—o00} die untere Einhiillende durch f =
infaej.

LEMMA 1.7. Es sei f,: R" — RU{o0}, a € I, eine Familie von in xy von unten
halbstetigen Funktionen. Dann ist auch die obere Finhiillende von unten halbstetig in
Zo.

BEWEIS. Es sei f = sup,¢; fo und ¢ < f(x¢). Dann gibt es einen Index o € I mit
¢ < fa(zo) < f(x0). Da f, in xy halbstetig von unten ist, existiert eine Umgebung
U € U(zg) mit fo(x) > ¢, somit auch f(x) > ¢, fir alle x € U. O

BEISPIEL 1.8. Es sei f,,: [0,1] — R, n € N, definiert durch
nz, x € 0,3],
fol@) = {1, x € E%,n]].
Die obere Einhiillende f ist gegeben durch
0, =0,
falw) = {1, z € (0,1].
Sie ist nicht stetig, nach Lemma 1.7 aber zumindest halbstetig von unten. Aulerdem
gilt f,, < foi1 und f = lim, .o fan.
DEFINITION 1.9. FEs sei f: R® — R. Man nennt
supp f = {z € R": f(z) # 0}
den Trager (Support) von f. Weiters definieren wir
Co(R") :={f € C(R",R): supp f ist kompakt }.

Man nimmt den Abschlufl in der Definition des Trégers einer Funktion f, um si-
cherzustellen, dafl es zu jedem z ¢ supp f eine Kugel K (x,¢) mit K(x,¢) C Csupp f
gibt. Somit gilt dann f = 0 auf K (z, ). Isolierte Nullstellen und Haufungspunkte von
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Nullstellen einer Funktion liegen in ihrem Tréager. Bei der Analyse der qualitativen Ei-
genschaften einer Funktion kann man sich also ohne Beschrankung der Allgemeinheit
auf deren Tréager beschrianken.

Einen wesentlichen Baustein bei der Entwicklung eines mehrdimensionalen Integrals
bilden jene Funktionen, welche durch monotone Grenzwerte stetiger Funktionen mit
kompaktem Tréger darstellbar sind:

DEFINITION 1.10. Fiir eine Folge (fi) C C.(R™) vereinbaren wir die Schreibweise
fe T fe Ve e R"VE € Nfy(r) < fra(z) A ]}1_{{)10 fi(z) = f(z),
fril f e Vo e R*"VEk € Nfiyi(z) < fi(z) A Jim fe(@) = f(2).

Wir definieren ferner

Ho(R") = {f: R" = RU{oo}[3(fi) C Ce(R"), fi T f},
Ho(R") = {f: R" = RU{—00}[3(fi) C Ce(R"), fi | f}-

Wenn keine Verwechslung moglich ist, verwenden wir die einfachere Schreibweise Hy,
bzw. Hp. Die Funktionen in Hy sind die obere Einhiillende einer Folge stetiger Funk-
tionen und daher von unten halbstetig, jene in Hp von oben halbstetig. Die Mengen
Hy und Hp sind jedoch keine Teilrdume. Eine alternative Charakterisierung ist fol-
gende.

SATZ 1.11. Eine Funktion f: R™ — RU{oc} gehirt genau dann zu Hy, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

(1) f ist halbstetig von unten.
(2) Es gibt eine kompakte Teilmenge K C R™ mit
f(z) >0, xzeR"\K.

BEWEIS. “=" Es sei f € Hy und (fi) C C.(R™), fr T f. Wahle K = supp f.
“<” Die Abbildung f besitze die Eigenschaften (1) und (2). Nach Lemma 1.5 nimmt
f auf K das Minimum an. Somit existiert M € Q, M > 0, mit

Ve e R": f(z) > —M.
Wir betrachten nun die Menge
J ={(a,e,0) eQ"xQxQ:e>0,c>—MVx e K(a,e): f(x) > c}.
Offensichtlich ist J abzdhlbar. Fiir j € J sei g; € C.(R") eine Funktion mit folgenden

Eigenschaften:

(1) gj(z) =c, z € K(a,e/2),

) gi(r) <e¢, € K(ae),

) gi(z) = —M, x € K\ K(a,e),

) gi(z) <0, r €R"\ (KUK(a,¢)).
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Es folgt g; < f, j € J und somit sup;c;g; < f. Wir zeigen sup;c7g; = f: Ange-
nommen es gibe o € R", ¢y € Q, cg > —M mit sup,c 7 g;(z0) < co < f(20). Da f in
xo von unten halbstetig ist, gibt es eine Umgebung K (z, 1) derart, dafl

(%) f(y) > co, y € K(xo,70).

Da Q" in R™ dicht liegt (Beweis: iibung), existiert eine Kugel K(ag, &) C K (xo,70)
und xy € K(ag,e0/2). Natiirlich gilt (x) auch auf K(ag,e0). Zu jo = (ao, €9, ¢o) kann
man eine Funktion g;, mit den Eigenschaften (1) - (4) konstruieren. Daraus ergibt
sich der Widerspruch gj,(zo) = co > sup;c 7 g;(20).

Es sei nun ji,jo,... eine Aufzihlung von J. Setzt man f;, = max{g;,..., 0.} €
Ce(R™), gilt fr < fr1 und limy o fx = f, d.h. f € Hy. O

Als Konsequenz dieses Satzes halten wir fest
Hy NHo = C.(R™).

BEMERKUNG 1.12. Es sei f € Hy und f > 0. Dann gibt es eine Folge (fx) C C.(R")
mit fi 7 f und f > 0, £ € N (man ersetze notigenfalls fp durch max(0, fi)). Setzt
man ¢ = fr. — fx_1, kK > 2, p1 = f1, dann ist ¢, > 0 und ¢y € C.(R"), k € N und es

gilt f =307, o

2. Das Integral fiir halbstetige Funktionen

Unter einem achsenparallelen Quader versteht man die Menge @ = X", [a;, b;], —00 <
a; <b;<oo,i=1,...,n. Gilt q; =aund b; = b, 2 = 1,...,n spricht man von einem
Wiirfel. Durch Translation und Rotation eines achsenparallelen Quaders erhélt man
einen Quader in allgemeiner Lage. Setzt man V(Q) = [[/_,(b; — a;), stimmt V(Q)
fiir n = 2 und n = 3 mit der Fléache eines Rechtecks bzw. mit dem {iblichen Volumen
eines Quaders im R? iiberein. Es ist daher sinnvoll, die Grée V(Q) als Volumen des
Quaders @) zu bezeichnen. Wir werden spéter sehen, daf} sich diese Vereinbarung aus
der allgemeinen Definition des Volumens kompakter Korper zwanglos ergibt.

DEFINITION 2.1. Es set Q C R™ ein Quader.

ine Menge von Quadern {Q1,...,Qk} heifit Zerlegung artition) von
1) Eine M Quadern {Q Qi} heifit Zerl Partitt
Q genau dann, wenn
(a)QiCQ, 1=1,...,k.
b) UL @=0Q, @nQi=0, i#j
(2) Eine Abbildung t: QQ — R heifit Treppenfunktion wenn es eine Zerlegung
{Q1, ..., Qr} von Q gibt, so daff flqe jeweils konstant ist, i =1,... k.
(3) T(Q,R) :={t: Q — Rt ist eine Treppenfunktion}.

Eine Zerlegung in Teilwiirfel entspricht einer dquidistanten Partition in Definition VII-
1.1. Die Verfeinerung einer Zerlegung kann wie im Fall n = 1 erklart werden. Der
Leser iiberzeuge sich davon, dal 7(Q,R) versehen mit den natiirlichen algebraischen
Operationen ein Vektorraum ist.
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DEFINITION 2.2. Es seit € T(Q,R) und {Q1,...,Qx} eine passende Zerleqgung des
(nicht notwendig achsenparallelen) Quaders @ in Teilquader Q; mit Volumen V (Q;)
und flge = ¢, t =1,..., k. Das Integral von t ist definiert durch

/Qt(w) dr = gcﬂ/

Wie im 1-dimensionalen Fall kann man sich davon iiberzeugen, dafl das Integral einer
Treppenfunktion unabhéngig ist von der Zerlegung, welche fiir die Darstellung der
Treppenfunktion verwendet wird.

Folgende Eigenschaften des Integrals ergeben sich unmittelbar aus der Definition.

LEMMA 2.3. Es seien f, g € T(Q,R) und a, B € R und V(Q) das Volumen des
Quaders Q). Ferner sei A € R™ " eine orthogonale Matriz, b € R™ und p: Q — Q die
lineare Abbildung p(z) = Az +b, x € R" des Quaders Q = ¢~ (Q) auf Q. Dann gilt:

/f dm—l—ﬁ/ dx—/ (af + Bg)(x)dx,  Linearitit

2) f> do > de, Monotoni

) f_gj/czf(ﬂ?)x_/cgg(x)m onotonie

3) \/ flz)dz| < || fllV(Q) Beschrinktheit
Q

4) /(fow)(x) dr = / f(y) dy Bewegungsinvarianz.
Q Q

Der Nachweis der Bewegungsinvarianz des Integrals ergibt sich aus der Beobach-
tung, dafl ¢ und somit ¢! eine Translation, gefolgt von einer Rotation beschreiben.
Somit ist Q ein zu Q kongruenter Quader. Eine Zerlegung {Q1,..., @} von @ in
Teilquader wird daher abgebildet auf eine Zerlegung des Quaders Q in Teilquader
{o(@Q1), ..., 0(Qn)} mit V(o(Q;)) = V(Q;), i = 1,...,m. Einer Treppenfunktion f
auf Q entspricht daher die Treppenfunktion f o ¢ auf Q.

Wir erweitern nun das Integral auf stetige Funktionen mit kompaktem Tréiger. Dazu
benotigen wir folgendes Approximationsresultat, vgl. Satz VII-1.2.

SATZ 2.4. Es sei f € C.(R™). Dann gibt es eine Folge von Treppenfunktionen (t),
welche gleichmdflig gegen f konvergiert.

BEWEIS. Der Tréager von f sei in einem Quader () enthalten. Es geniigt, folgende
Behauptung zu beweisen:

Ve>03t. € T(Q,R): ||f —te]|oo < &

Nach Satz VIII-5.6 ist f auf @) gleichméBig stetig. Es sei ¢ > 0 beliebig gewéahlt. Dann
gibt es ein 0 > 0, so daf

v,y e Wiz -yl <= [f(x) = fy)| <e
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Ferner sei {Q1, ..., Qx} eine Zerlegung von @ in Teilquader derart, dafi diam Q; < ¢,
1 =1,...,k. In jedem Teilquader (); wiahlen wir einen Punkt & und definieren die
Treppenfunktion ¢. durch

fl&), xze@, i=1,...k,
t(z) = ¢ f(&+), ze€@Q;NQ und j* < j <,
0 sonst.

Der Index j* ist z.B. charakerisiert durch die Bedingung
Jr=min{l <j<n:3(e{l,....n}H)[H<INze@Q;NQ)}
Diese Konstruktion stellt sicher, dafl |f(x) — t.(z)| < e fiir alle z € @ gilt. O

Es sei nun f € C.(R™) und (¢) eine Folge von Treppenfunktionen, welche nach
Satz 2.4 gleichméflig gegen f konvergiert. Die Linearitdt und Beschréinktheit des In-
tegrals ergibt

| /Q t(x) dir — /Q () d) = | /Q (e — ) (@) da] < [[tx — ]V (Q).

Somit ist ( J, o tk(@) dx)i>1 eine Cauchy Folge in R und daher konvergent. Wir zeigen,

daB ihr Grenzwert von der Folge (t), welche zur Approximation von f verwendet
wird, nicht abhéngt. Es sei also (s;) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit
sy = f. Die Beschrianktheit des Integrals ergibt wie vorhin

[ (o)~ tala)) d] < e 1]V (@),
Q
also limy_ fQ(sk(x) — tx(z)) dx = 0. Daraus folgt

klim sk(z) dx = klim tr(x) dz,

(die Existenz der Limiten wurde ja bereits nachgewiesen). Somit ist folgende Defini-
tion sinnvoll.

DEFINITION 2.5. Es sei f € C.(R"™), supp f C QV/, und (tx) eine Folge von Treppen-
funktionen, welche gleichmdflig gegen f konvergiert. Das Integral von f ist definiert
durch

f(z)dx = lim [ tg(x)dx.
Rn

k—o00 Q

Fiir n = 1 stimmt dieses Integral mit dem Cauchy Integral {iberein. Die Eigenschaften
des Integrals fiir Treppenfunktionen bleiben bei der Bildung des Grenzwertes erhalten.
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LEMMA 2.6. Es seien f, g € C.(R") und o, f € R und supp f C Q. Ferner sei
A € R™™ orthogonal, b € R"™ und ¢: R™ — R" definiert durch ¢(x) = Ax +b. Dann
qgilt:

1) af fx)de+p | g(x)de= / (af + Bg)(x)dx, Linearitdt

2) f>g= flz)dx > / g(x)dx, Monotonie
Rn n
3) || flx)dz| < / |f (@) dx < || fllooV(Q) Beschrinktheit
R R
4) / (fop)(r)de = f(y)dy Bewegungsinvarianz.
n Rn

BEWwWEIS. Wir zeigen nur die Bewegungsinvarianz. Es sei Q= ¢ 1(Q). Dann ist
foype C(R™) und supp f o ¢ C Q. Fiir eine Folge (t;) C T(Q,R) mit t;, = f ergibt
sich somit t, 0 p € T(Q,R) und t; 0 ¢ =% f o . Aus der Definition des Integrals und
Lemma 2.3 folgt daher

[ repi@de = lin [ (op)w)dr= tim [ nwyay= [ sy
n * Jo R»

k—o0 Q
]

Als néchstes erweitern wir das Integral auf die Familien H;; und He halbstetiger
Funktionen.

DEFINITION 2.7. Es sei f € Hy und (fy) C C.(R™) eine Funktionenfolge mit fi, T f.
Das Integral von f ist definiert durch

(z)dxr = lim fr(x)dr € RU{oco}.
Rn k—o00 Rn

Fiir f € Hp setzen wir
F(@) do —/ (—f)(@) dz € RU {—o0).
Rn n

Da die Folge ([g. fr(x) dz) monoton wichst, vgl. Lemma 2.6-2), existiert der Grenz-
wert in R. Wir zeigen nun, daf§ dieser Grenzwert unabhéngig ist von der speziellen
Folge (fx) € C.(R™), die zur Approximation von f verwendet wird.

LEMMA 2.8. Es seien f € Hy und (fy), (gx) C C.(R™) Folgen mit f, T f und g, T f.
Dann gilt

lim fr(z)dr = lim gr(z) dz.

k—oo Rn k—oo R™

BEWEIS. Wir zeigen: Fiir festes £ € N gilt

fie(x)dz < lim [ gi(z) dz.
R7 —00
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Aus Symmetriegriinden ergibt sich daraus die Behauptung. Wir betrachten die Funk-
tionen h; = min(fy, g;). Wegen fr < f und ¢, T f folgt h; T fr. Die Funktionen h;
sind stetig und haben kompakten Trager

supp h; C supp hy Usupp fr, [ € N.

Dies sieht man folgendermafen ein: Wihlt man o € Csupp hyNCsupp fi, existiert eine
Umgebung U € U(x) mit fr, = hy =0 auf U. Wegen hy < h; < fi folgt daraus h; =0
auf U und somit = ¢ supp h;. Nach dem Satz von Dini 5.7 ist die Konvergenz daher
gleichméBig. Es sei nun @) ein Quader mit supph; C ). Mit Hilfe von Lemma 2.6
erhélt man

(i) = hu(x)) de| < || fi = Ml V(Q),

|
R’VL

also
fol@)dz = lim [ h(z)de < lim [ g(x)dz,
Rn l—o0 Rn l—o0 R™
wobei wir h; < g; und wiederum Lemma 2.6 verwendet haben. O

Dieses Lemma zeigt, dal die Definition des Integrals fiir Funktionen in Hy sinn-
voll ist. Setzt man insbesondere eine Funktion f € C.(R") ein, kann man f; = f
wihlen, so dafl die Integrale geméafl Definition 2.5 und Definition 2.7 {ibereinstimmen.
Da die Funktionen in Hy nicht beschréankt sein miissen, ihr Trédger nicht unbedingt
kompakt ist, macht die Beschrédnktheit des Integrals keinen Sinn mehr. Die {ibrigen
Eigenschaften des Integrals kénnen jedoch {ibertragen werden.

LEMMA 2.9. Es seien f, g € Hy und o, § > 0. Ferner sei A € R™"™ orthogonal,
b€ R" und p: R* — R" definiert durch p(x) = Ax + b. Dann gehoren auch die
Funktionen af + Bg, sowie f oy zu Hy und es gilt
D af f@dess [ grde= [ (af + 59
R" Rn

n

2) f>g= flz)dx > / g(x)dx, Monotonie

Rn
3) / (fop)(zr)de = f(y)dy Bewegungsinvarianz.
n R

BEWEIS. Es seien (fx), (gx) € C.(R™) Funktionenfolgen mit f; T f und gx T g.
Dann gilt auch afy + GBgr T af + Bg fiir a, f > 0 und somit af + Bg € Hy. Aus der
Definition des Integrals in Hy folgt dann

[ (ar+sg) @ do =t [ (afi+ 5o (o) do

[o.¢] Rn

=« lim fr(@)de+ B | g(z)de=a | f(z)de+pB | g(z)de.
Rn

Die restlichen Aussagen beweist man analog. 0
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BEMERKUNG 2.10. Das Integral in Hy ist nicht linear, da Hy kein Vektorraum ist
und daher 1) nur fiir o, § > 0 gilt. Allerdings gilt fiir « € R und f € Hy

a - f(x)dx:/n(af)(x)dx

Fiir a < 0 folgt ndmlich af € Hp und

| @n@de=- [ ~@p@de=— [ a)fais=—(-a) [ fw)d

Die erste Gleichheit ergibt sich aus der Definition des Integrals in Hp, die letzte folgt
aus 1).

LEMMA 2.11. Es sei (fy) C Hy und fry > 0, k € Ny, und f = > ;7 fx. Dann ist

f € Hy und es gilt
x)dr = Z fr(x)dz
k=0 /R

BEWEIS. Wegen Bemerkung 1.12 gibt es Funktionen ¢y, € C.(R™), ¢ > 0, k,
l € No mit fi = >, o Somit gilt f = >"7" > ¢w. Fiir jedes z € R" ist die
iterierte Reihe (und somit auch die entsprechende Doppelreihe) (absolut) konvergent
oder divergent. Dann ist jede Anordnung der Doppelreihe in eine einfache Reihe
konvergent (mit gleichem Grenzwert) oder divergent. Somit gilt insbesondere

[e's) k 00
f=2_2 1= I
k=0

k=0 1=0
mit
k
hi, = Zsﬁz,k—l € C.(R"), hy>0,kec N,

=0

Fir die Partialsummen s, = ;" hy, folgt dann s,, € C.(R"), s,,, T f, m € Ny, und
somit f € Hy. Aus der Abschétzung

k=0 k=0

der Definition des Integrals in Hy und Lemma 2.9 ergibt sich daher

dr = i x)d li
Rnf(a:) r = lim r < lim /ank

m—00 Rn m—00

TAE%OZ dx—Z
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also

x)dr < f: fr(x)dx
k=0 /R

Die Abschéitzung
Z fe <f, meNg
k=0

ergibt wieder mit Lemma 2.9

E fk ) dx = / E fe(x)de < | f(r)dx
n Rn
also auch

x)d d
Z xr < Rnf(x) T

Wir kommen nun zu einem zentralen Satz der Integrationstheorie.

SATZ 2.12 (Fubini). Es seien f € Hy, (i1,...,i,) eine Permutation von (1,...,n)
und 1 < k < n. Fir x = (xy1,...,x,) setzen wir & = (Tyy,..., ;) € R’“ 77 =
(Tipors- -5 Tip) € R"F und
f(f,n) = f(a:l-l, Ty Ty s Ty ) = [T, ).
Dann gilt: Fiir jedes feste n € R"™* gehort die Funktion
&= f(&m)
2u Hy (R¥). Es existiert das Integral

/ffndf /fxl,..., )dx;, ... dx;,,

es ist F € Hy(R"*) und es gilt

() [ =[] Femddin= [ s

BEwEIs. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Die orthogonale Matrix
A € R™ ™ entstehe aus der Einheitsmatrix durch der Permutation (i1, . .., 7,) entspre-
chende Vertauschungen der Spalten. Dann ist (£,7) = Az und f=foA ! Somit ist
feHy und wegen der Bewegungsinvarianz des Integrals in H;; kénnen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit von £ = (x1,...,2%) und n = (Xgy1,...,2,) ausgehen
und

) [ rwan=[ ([ rendgan=[ @
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statt (1) beweisen.
Schritt 1: Es sei xq die charakteristische Funktion eines achsenparallelen Quaders

Q =11, (a;,b;). Zerlegt man @ in Q = Hle(ai, bi) X [T72p i1 (aj,b5) = Q' x Q" folgt
XQ(&:n) = X (§)xq(n). Somit folgt

Lo xetemagan= [ xartnl [ xe€asian
(@@ = Val@) = [ xolw)da,

Jede Treppenfunktion t € 7(Q,R) 148t sich mit einer geeigneten Zerlegung von @) in
Quader {Qq,...,Q;} darstellen in der Form

l
= Z CiXQi>
=1

wobei ¢c; e R, =1,...,1.
Wegen der Linearitédt des Integrals ergibt sich daher

(¥ [ tendgan= [ ta)a,

fur alle t € 7(Q,R).

Schritt 2: Wir zeigen nun die Giiltigkeit des Satzes fiir f € C.(R™). Wir schlieffen den
Tréger von f in einen achsenparallelen Quader () ein und konstruieren nach Satz 2.4
zu einer Folge von Zerlegungen {Qy,...,Qm} von @, | € N, Treppenfunktionen
t = Y. caxg, mit & = f. Wie vorhin setzen wir Q = Q' x Q" C R x R"*
und Qi = Q) x Q) € Q' x Q". Fiir n € R"* betrachten wir die Funktionen ¢},
frT:RF - R

/€ =tmn) ud U =[fEn), {€Q"

Auch die Funktionen ¢/ = > caxqr(nxq:,, I € N, sind Treppenfunktionen auf Q'
und es gilt t] = f7 € C.(R*) gleichmiBig in n € Q”. Dann sind auch die Funktionen

my
i) = [ (€ ds =Y eV @xagtn) = [ i€ de
i=1
Treppenfunktionen auf )", welche gleichméBig gegen

P = [ rede= [ femde

konvergieren, T; = F'. Dies ist eine Folge der Abschétzung

Ti(n) — F(n)| = I/Rk(ﬁ(i) — (&) de| < It} = V(@)
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Aus der analogen Abschitzung

[E(n) = F(0)] = | ( (&) — (¢ §)) €| < max|f(&,n) — F(&M)IV(Q)

erkennt man wegen der glelchmaﬁlgen Stetigkeit von f, dafl auch F' gleichméfBig stetig
ist. Somit liegt F' in C(R"*) und wegen supp F' C Q" auch in C.(R"*). Wegen der
Definition des Integrals fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréager erhélt man
daher

/F(n)dnznm T(n) dy = lim [/ H(€.m) €] dn
Rn—k Rn—k JRE

(**) l—o0 Rn—k l—o0
Y lim ti(z)dx = f(x)dx
Rn

|—o0 R™

Die mit “(%)” markierte Gleichheit folgt aus Schritt 1.

Schritt 3: Es sei nun f € Hy und (f;) C C.(R") eine Folge von Funktionen mit f; T f.
Definiert man fiir festes n € R"* wie vorhin die Funktionen f; und f7, ergibt sich
[ € C.(RF,R) und f;' 1 f7. Somit gilt f7 € Hy(R*) und es existiert das Integral

Fo) = [ rede= [ femde

Setzt man wie in Schritt 2
/ £1(6) dé = / s

folgt aus der Definition des Integrals in Hy (R¥)

F(n) = lim [ f(§) d€ = lim Fi(1).

l—o0 RE

Es sei nun (); ein achsenparalleler Quader mit supp f; C Q; = Q] x ;. Dann folgert
man aus der Abschétzung

Fi(n) — ()| = | / (7€) = 57(©) de] < max | e, ) — AEDV(Q)

wie vorhin F; € C.(R" ). Da aber auch F; < F,; gilt, folgt F € Hy(R" ). Eine
zweifache Anwendung der Definition des Integrals in Hy ergibt nun

/Rnk F(n)dn = lim Fi(n)dn = hm [ . fi(€,m) d€] dn

l—o0 Rn—k Rn—k

“ Jim filz)de = f(z)dx
n R

l—o00 R

Die mit “(*%)” markierte Gleichheit wurde in Schritt 2 bewiesen. O
Der Satz von Fubini beinhaltet zwei Aussagen: zum einen zeigt er auf, dal man ein

n-dimensionales Integral zuriickfiithren kann auf iterierte Integrale kleinerer Dimen-
sion. Eine wiederholte Anwendung dieses Argumentes reduziert die Berechnung eines
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n-dimensionalen Integrales auf die Auswertung von n eindimensionalen Integralen,
namlich

Rnf(l’)dx:/R...[/Rf(xl,...,xn)dxl]...dxn.

Zum anderen besagt der Satz, dal die Gruppierung der Integrationsvariablen und
somit die Reihenfolge der iterierten Integrale belanglos ist. Im Fall n = 2 ergibt die
spezielle Wahl der Permutationen (iy,iz) = (1,2) bzw. (i1,i2) = (2,1)

[ stemdein= [ 1] semdcian= [ 1 s nac

KOROLLAR 2.13. Es seien ¢ € Hy(RF, R, ) und ¢ € Hy (R * R,). Dann liegt die
Abbildung f: (§,1) = f(§,1) = ©(§)¢(n) in Hy(R™, Ry) und es gilt mit = = (&, 7)

[ tayie= [ @i [ vman

Ein weiteres niitzliches Werkzeug in der Integrationstheorie ist die Variablentransfor-
mation. Wir betrachten vorerst einen einfachen Spezialfall.

SATZ 2.14. Es seien f € Hy, A € R™™" reguldr und b € R". Dann liegt die Abbildung
x— f(Az +b) in Hy und es gilt

f(Az +b)dx = !

dx.
Rn \detA| Rn f(aj) v

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf die Singuldrwertzerlegung einer Matrix.

SATZ 2.15. Zu jeder Matrix A € R™™ mit Rang r < min(m,n) gibt es orthogonale
Matrizen U € R™™ und V € R™ ™ und eine Diagonalmatric D € R™™ D =
diag (01,...,0,,0,...,0), 0, >0,1=1,...,7, so daf§

A=UDV.

BEWEIS DES SATZES 2.14. Es sei (fx) C C.(R™) eine Folge von Funktionen mit
fr T f.Dader Trager von x — fp(Ax+b) kompakt ist und fi,(Az+b) T f(Az+D) fiir al-
le x € R" gilt, folgt z +— f(Az+b) € Hy. Essei A = UDV die Singuldrwertzerlegung
von A mit einer Diagonalmatrix D = diag (o1,...,0,), 0; > 0,4 =1,...,n. Wegen
der Invarianz des Integrals unter Translationen und orthogonalen Transformationen
folgt

fe(Az +b)dz = | f(UDVx)dz= [ f.(UDz)dx.
R R” R

Mit Hilfe des Satzes von Fubini schreiben wir das letzte Integral als n-fach iteriertes
Integral und substituieren in jedem der eindimensionalen (Cauchy-)Integrale y; =
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oz, 1t =1,...,n. Auf diese Weise erhalten wir

fe(UDzx) dx = /R. . [/R fe(U(or2y, ..., 002,) )day] . .. dxy,

Rn
= | sy = [ s
T det D Jo. YW T 4D Jp, THY W

In den letzten beiden Schritten wurde der Satz von Fubini und anschliefend wieder
Lemma 2.6 verwendet. Da der Betrag der Determinante einer orthogonalen Matrix
gleich 1 ist, folgt

|det A| = | det Ul|det D||det V| = det D > 0.

Eine neuerliche Anwendung des Satzes von Fubini und der Grenziibergang k — oo
beenden den Beweis. O

In vielen Anwendungen will man eine Funktion f nicht iiber R", sondern iiber eine
kompakte Teilmenge K integrieren. Dies kann man in die bisher entwickelte Theorie
einbauen, wenn man zusétzlich fyx € Hp fordert (wir erinnern daran, daf die cha-
rakteristische Funktion einer kompakten Teilmenge in Hy liegt, vgl. Satz 1.11 und
Beispiel 1.3). Wir vereinbaren folgende Schreibweise.

DEFINITION 2.16. Es sei K C R" kompakt und f: R — R U {—oc} derart, daff
Ixrx € Ho. Wir setzen

[ f@yde = [ e

Ist K das Intervall [a,b] in R, schreiben wir auch

/Kf(x)dm:/abf(x)dar.

3. Berechnung elementarer Volumina

In diesem Abschnitt wenden wir die Integralrechnung auf die Berechnung der Volu-
mina von elementaren geometrischen Korpern an.

DEFINITION 3.1. Das Volumen V (K) einer kompakten Teilmenge K in R™ ist de-
finiert durch

V(K) = / X (@) dr.

Im Fall n = 2 nennt man V(K) Flacheninhalt von K, im Falln =1 ergibt V(K)
die Lédnge von K.
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Da es zu einer kompakte Menge K stets einen Wiirfel W = [—M, M]* mit K C
W gibt, folgt aus xx < xw, daBl eine kompakte Menge endliches Volumen besitzt.
Gelegentlich verwenden wir die Schreibweise V;,(K), um anzudeuten, daf das Volumen
von K in R" gemeint ist. Wir ziehen zuerst eine Folgerung aus dem Satz von Fubini.

SATZ 3.2. Es sei 1 <k <n und K; C R¥, Ky C R*"* seien kompakte Teilmengen.
Dann gilt
V(K7 X K3) = Vi (Kq) Vi (Ky).
BEWEIS. Schreibt man x = (z1,...,2,), £ = (21,...,2x) und 7 = (Tpy1, ..., Tp),
gilt
X xi (§,1) = X, (§) X (1)
Die Behauptung folgt nun aus Korollar 2.13. O

BEISPIEL 3.3. 1) Intervall, K = [a,b], V(K) = fab dex =b—a.
2) Parallelepiped K = X [a;,b;], V(K) = [}, (b; — a;).
3) gerader Zylinder mit Basis B und Héhe h, K = B x [0, h], V(K) = V(B)h.

SATZ 3.4. Es sei ¢: R — R" die affine Abbildung x — Az + b mit A € R™"™ und
b € R™. Dann gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C R"
V(p(K)) =|det A|V(K).

Insbesondere ist das Volumen unter lingentreuen Abbildungen invariant (diese werden
durch orthogonale Matrizen beschrieben).

BEWEIs. Ist det A # 0, folgt die Behauptung aus

Xo(K) = XK O @'
und Satz 2.14

Vi) = |
- |m| /R yie(w) do = | det A|V(K).

Falls aber det A = 0, ist ¢(K) in einer Hyperebene enthalten, die man nach einer
orthogonalen Koordinatentransformation als {(z1,...,z,) € R": x, = 0} annehmen
darf. Somit ist ¢(K) ein Zylinder mit der Hohe Null und hat somit nach dem vorigen
Beispiel das Volumen null. O

SATZ 3.5. Es sei K C R™ kompakt, r > 0 und rK = {rx: x € K}. Dann gilt
V(rK)=r"V(K).

Xo(x) (y) dy = / xi(A7ly — A7) dy

n n

BeEwEIs. Fiir r = 0 ist die Behauptung klar. Fiir » > 0 iiberzeuge man sich von
der Giiltigkeit der Beziehung

1
XTK(:E) = XK(;$>a r € R"™
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Mit Satz 2.14 folgt

V(rK) = / Yo () do = / XK(%) dr = r" / Xk (x)dz = r"V(K).
0

Das Volumen von Kérpern, die in einer Koordinatenrichtung durch den Graph einer
Funktion begrenzt werden, erhélt man wie im eindimensionalen Fall.

SATZ 3.6. Es sei K C R"™ kompakt, f € C.(R™) und f > 0 auf K. Das Volumen des
Korpers

Ky ={(z,t): e K,0<t < f(x)} cR™
st gegeben durch

VnH(Kf):/Kf(a:)d:U.

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Fubini findet man wegen xg,(7,t) =
Xo,7()](t) Xk () mit z = (z,t) € R"*!

Vo) = [ ez = [ [ osntcta) de da

Rn+1

5@%mHmme=Rgmm@m:Aﬂ@m
[l

SATz 3.7 (Cavalierisches Prinzip). Es sei K C R™ kompakt. Firt € R bezeichne K,
die (n — 1)-dimensionale Schnittmenge

K, ={a eR" " (2/,t) € K},

(K kann auch leer sein). Dann gilt

Vi (K) = /R Vo (K dt.

BEWEIS. Die charakteristische Funktion von K, erfiillt fiir 2/ € R"~!
XK, (zl) = XK(J'Jv t)a
und somit

Vo (KD = / (@l 1) dat.
Rn—l

Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Satz von Fubini

V(K = / () dr = /R [ /R e e d = /R Vi (K dt.

Das klassische Prinzip von Cavalieri ist nun eine einfache Folgerung.
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KOROLLAR 3.8. Es seien K, L C R™ kompakt. Gilt V,,_1(K;) = V,_1(L,) fiir alle
t € R, dann haben K und L gleiches Volumen.

BEISPIEL 3.9. Es sei B € R"! kompakt und A > 0. Wir definieren einen Kegel
K, (B) mit Basis B und Hohe h durch

Ki(B) = {(1=XN&M) eREXR: €€ B,0< A< 1}
Fiir die Schnittmengen
Kn(B); = {2’ e R"': (2/,t) € Ki(B)},
t e R, gilt
(1—-9HB, tel0,h],

t
K, (B), = h
W(B): {(7), sonst.

Mit den Sétzen 3.7 und 3.5 folgt

h h

t

Vi (K (B)) = / Vo o (Kn(B)y) dt = / Vs (1= ) B)
0 0
h
t h

=V, 1 (B 1——)"'dt = =V, 1(B).

waB) [ == V()
BeispieL 3.10. Es seien ay,...,a, Vektoren im R"™. Das Volumen des von diesen

Vektoren aufgespannten Simplex

S(al,...,an) = {SL’:Z)\ZCLz Z)\z:L)\zZO;ZIL’n}
i=1 i=1

ist gegeben durch
1
V(S(ay,...,a,)) = ﬁl det(aq, ..., a,)|

Wir betrachten zuerst den Einheitssimplex S(es, ..., e,), der von den Vektoren e; der

kanonischen Basis aufgespannt wird. Mittels vollstdandiger Induktion zeigen wir
1
V(S(er,...,en)) = l
Fir n = 1ist S(e;) = [0, 1], also V(S(ey)) = 1. Allgemein ist S(ey, ..., e,) ein Kegel
mit der Hohe 1 iiber der Basis S(ey, ..., e,—1). Nach Induktionsvoraussetzung gilt

1
Vn_1(5<61, e ,Gn_1>> = (n — 1)'
Der Induktionsschritt folgt nun aus Beispiel 3.9
1 1
Vn<K1(S<€1, Ce ,6n71>>> = E n,l(S(el, Ce ,en,l)) = a

Da x € S(ay,...,a,) genau dann gilt, wenn

r = zn:/\,az = zn: /\i(al, .. ,an)ei = Azn:)\zez
i=1 i=1 1=1
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also

S(ay,...,a,) = AS(e1, ..., en),
mit A = (ay...a,), ergibt Satz 2.14 die Behauptung.

BEISPIEL 3.11. Das Volumen der n-dimensionalen Kugel K(0,7) = {z € R": ||z]|s <

r}.
Nach Satz 3.5 gilt
V(K (0,7)) = r"V,(K(0,1)).
Gebriuchlich ist auch die Bezeichnung w, = V,(K(0,1)). Fiir n = 1 ist K(0,1) =
[—1,1], also wy = 2. Fiir n > 1 fithren wir die Berechnung von w,, mit dem Cavalieri-

schen Prinzip auf w,,_; zuriick. Fiir die Schnittmengen gilt

_ K, 1(0,v/1—12), |t| <1,
Kn(O, 1>t - 0 sonst

Daraus folgt mit Satz 3.5
1

(%) Wy, = /_1 Vi1 (K1 (0,V/1 — 2)) dt = wn_l/_ (1— )" dt.

1 1
Substituiert man im letzten Integral ¢ = cos x, erhélt man

1 n—1 g
Cn :—/ (1—t*)"2 dt—Q/ sin” x dz.
-1 0

Setzt man wy = 1, gilt (*) fiir alle n > 1. Mit partieller Integration und Induktion
nach n zeigt man fiir £ > 1

21 2ﬁ 2i
Cofy =T c = .
2k | 2 2k+1 119,
i=1 i=1
Insbesondere gilt
27
CkCh—1 = —, k€N,
k
und somit wegen (x)
2m
Wp = Wp-1Cp = Wp_2CnCp_1 = 7(4}71—2'

Eine einfache Induktion ergibt schliefflich fiir £ > 1

ﬂ.k 2k+1

- d =

Tt e T S &Y AU
BEMERKUNG 3.12. Der Fldcheninhalt des Einheitskreises betrigt demnach 7. Hier
zeigt sich zum ersten Mal die enge Beziehung zwischen der Zahl 7 und gewissen

Kenngrofien des Kreises. Wir erinnern daran, daf§ 7 als kleinste, positive Nullstelle
des Kosinus eingefiithrt wurde.

)7'('.

Wop =
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BEispIEL 3.13. Volumen eines Rotationskorpers.
Es sei [a,b] C R, f € C([a,b],R), f >0 und

K ={(z,y,t) € R* x [a,b]: 2* +9* < f(t)*}
Dann gilt
V(K) = w/bf(t)Zdt.
Die Schnittmengen K; sind namlich gegebe?n durch
o {{(cay) eR%: a2 4+y? < J(O?), t€all,
0, sonst.

Nach dem vorangehenden Beispiel gilt Vo(K;) = wf(t)?. Das Volumen des Rotati-
onskorpers ergibt sich nun aus dem Cavalierischen Prinzip.

4. Das Lebesgue Integral

Wir fiithren nun die letzte Erweiterung des Integrals durch. Dazu bendétigen wir den
Begriftf des Ober- und des Unterintegrals.

DEFINITION 4.1. Fiir eine beliebige Funktion f: R™ — R definieren wir das Ober-
integral durch

/*f(x)dx:inf{ o(x)dr: p € Hy,o > f} €R,
Rn

und das Unterintegral durch
/f(x)da::sup{ Y(r)dz: Y € Ho, v < f} €R,
* R

Die Funktion ¢ = oo gehort zu Hy, die Funktion ¢ = —oo gehort zu Hp. Daher
sind die Mengen, iiber welche das Supremum bzw. das Infimum gebildet wird, nicht
leer. Wir betonen, dafl das Oberintegral bzw. das Unterintegral fiir beliebige Funk-
tionen gebildet werden kann. Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition ist die

Beziehung .
[t == [ =pwe

Wir konnen uns im Folgenden also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf die
Diskussion des Oberintegrals beschrénken.

LEMMA 4.2. 1) Fiir jedes f: R™ — R gilt

[iwar s [ )ar

2)Fiir jedes f € Hy oder f € Ho gilt

/*f(x)dx:/*f(:c)dx: Rnf(x)dx.
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BEWEIS. 1) Es seien ¢ € Hy und ¢ € Hp Funktionen mit ¢ < f < . Daraus
folgt ¢ — ¥ > 0und ¢ — ¥ € Hy, da —y € Hy. Mit Lemma 2.9 schlieffit man

/Rn(so — 1) (x) do = /n o(x) dr + /n(_w)(w) dz > 0,
also
/n pla)de > —/n(—w)(l') dr = - Y(x) dz.

Man achte auf die unterschiedliche Definition der Integrale fiir ¢ und .
2) Es sei f € Hy. Die Gleichheit der Integrale

| f@de= [t
Rn
ergibt sich aus der Definition. Um die Gleichheit
[r@de= [ fds
* Rn

einzusehen, wihle man eine Folge (1) C C.(R™) mit ¢ T f. Aus der Definition 2.7
des Integrals von f folgt

(%) f(x)dz =sup | y(z)da.
R™ k Rn

Da die Funktionen v, auch in Hy liegen, erhélt man aus der Definition 4.1 andererseits

sup [ Yp(x)dr < /f(a:) dx g/ f(z)dx = f(z)dx.
k Rn * Rn
Zusammen mit (x) ergibt dies die Behauptung. O
LEMMA 4.3. 1) Fiir f, g: R* — R mit f < g gilt

[ i< [ [rwde< o) i

2) Fiir f: R" — R und X\ >0 gilt

/*()\f)(x)dx:)\/*f(x) iz, /*()\f)(x)dx:/\Zf(x) da.

3) Fiir f, g: R* — R gilt
[u@+geyars [ s@aes [ g
Juw +aenan> [s@ars [g@ar

(wir nehmen an, daf$ f und g nicht gleichzeitig die Werte co und —oo annehmen).
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BewErs. 1) Ubung.
2) Fir A = 0 ist die Aussage trivial ( wir treffen die Vereinbarung 0 - co = 0). Es sei
also A > 0. Zu beliebig gewéhltem ¢ > 0 gibt es nach der Definition des Infimums
eine Abbildung ¢ € Hy mit ¢ > f und

/ngo(x)dx < /*f(x)der;

Wegen \p € Hy und Ap > Af folgt aus der Definition des Oberintegrals
/*()\f)(x) dr < / (M) (x) dz = )\/ o(x)dr < /\/* f(x)dx + ¢,

also

(+) [ onwar<a [ s

Ersetzt man f in (*) durch Af und gleichzeitig A durch %, erhalt man

/*f(:z:) dz < %/*()\f)(x) iz,

Zusammen mit (x) ergibt dies die Behauptung.
3) Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es Funktionen ¢, ¢y € Hy mit ¢ > f, ¥ > g und

/*f(x)dac—i—% >/n90(m)dx, /*g<$)d$+§ > Rn¢(m)dx.

Wegen ¢ + ¢ € Hy und ¢ + 1 > f + g folgt

*

[ s+ [gwar+e> [ @ +oaaez [0+ g

Dies zeigt die Subadditivitit des Oberintegrals. Die Ungleichung fiir das Unterintegral
ist nun eine einfache Konsequenz:

Ju@ +gwyar=— [(=5@) - g@)de = - [ p@ae - [ (o)was
:/*f(x)dx—i—/*g(x)dx

SATZ 4.4. Fir beliebige Funktionen fr: R" — [0,00], k € N, gilt

[ s g/*fm)dx.

BEWEIS. Zu e > 0 gibt es fiir jedes k € N eine Funktion ¢, € Hy mit 0 < fr < @4
und

/n or(r)dr < /* fr(x)dx + %
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Nach Lemma 2.11 gilt ¢ = > 77 | ¢ € Hy und

/ dx—Z/ ox(x dx<2/ fr(x)de +e.

Wegen
SRS =g
k=1 k=1

k=1
also - -
/ ka(x) dx < Z/ fr(z)de +€
k=1 k=1
Dies ist gleichwertig mit der Behauptung, da € > 0 beliebig klein gewiahlt werden
kann. O

DEFINITION 4.5. Eine Abbildung f: R" — R mit

—oo</*f(x)d:c:/*f(x)da:<oo.

heifst Lebesgue-integrierbar. Den gemeinsamen Wert des Ober- und Unterinte-
grals nennt man Lebesgue-Integral von f, fRn f(z)dx. Die Menge der Lebesque-
integrierbaren Funktionen f: R™ — R bezeichnen wir mit L1(R™).

Die Funktionen in H sind nach Lemma 4.2 somit genau dann Lebesgue-integrierbar,
wenn ihr Integral geméfl Definition 2.7 endlich ist. Insbesondere sind somit stetige
Funktionen mit kompaktem Tréger Lebesgue-integrierbar. Lemma 4.2 zeigt auch auf,
dal der Wert des Lebesgue-Integrals dieser Funktionen mit dem fritheren Integral
ibereinstimmt. Aus diesem Grunde werden wir im Folgenden Lebesgue-integrierbare
Funktionen kurz integrierbar bezeichnen.

Als néchstes leiten wir eine dquivalente Charakterisierung der Integrierbarkeit her.

SATZ 4.6. 1) Eine Abbildung f: R™ — R ist integrierbar genau dann, wenn
Ve > 0dg € C.(R"): /* |f(x) —g(x)|dx < e.

2) Es sei (¢r,) C Co(R™) und f: R" — R derart, daf

lim / £(2) — pu(x)| dz = 0.

k—oo

Dann ist f integrierbar und es gilt

nf( x)dr = hm or(z) dz.

Rn
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BEWEIS. 1) Es sei f integrierbar, also [* f(z)dz = [ f(z)dz € R. Zu beliebig
gewdhltem ¢ > 0 gibt es daher Funktionen ¢ € Hy und ¥ € Hp mit ¥ < f < ¢, so
daB

—00 < Y(z)dr < f(z)dx < / o(x)dr < oo
Rn Rn n
und

[ o=@ <,

Bei der Herleitung der letzten Ungleichung verwendet man —i» € Hyy, somit p — ¢ €
Hy und — [o, ¥(z) de = [, (=) (x) dz (man achte darauf, daB auf der linken Seite
das Integral in Hp, auf der rechten Seite das Integral in Hy zur Anwendung kommt).
Aus der Ungleichung

—f<o—1

folgert man
[ 1ot = s@lar = [ (o) - s@)ae < 5

Weiters existiert nach der Definition des Integrals fiir Funktionen in Hy eine Abbil-
dung g € C.(R") mit g < ¢ und
€
fo(a) — (o)l dx < 5.
RTL

Insgesamt erhilt man

/*|f($)—g($)|d$§/*|f(x) ]d:c—l—/ lo(x z)|dr < e.

Umgekehrt existiere zu jedem ¢ > 0 eine Funktion g € C.(R") mit [~ |f(z) —
g(x)| dz < e. Nach der Definition des Oberintegrals existiert h € Hy mit

lf—9g|<h  und / h(z)dz < e.

Es folgt

g—h<f<g+h
(wegen der Beschriinktheit von ¢ sind die Funktionen g & h: R® — R definiert),
g—héeHo, g+ h € Hy und somit

/Ja+mqu—/5g—m@ym:2/}M@dx<%.

Dies zeigt die Integrierbarkeit von f.

2) Die Integrierbarkeit von f ist eine Folge von 1). Es sei nun € > 0 und N(¢) € N so
grof, daB [*|f(z) — ¢x(z)|dx < e fiir k > N(e) gilt. Wie im Beweis des ersten Teiles
schlieBt man auf die Existenz von hj, € Hy mit

|f — ol < Py und / hi(x)dx < e.



4. DAS LEBESGUE INTEGRAL 385

Aus g — h, < f < o + hy, folgt
/ (oo —h)(@ydr < [ flo)de < / (0 + I (@) do,
n Rn

n

und daraus wegen Lemma 2.9

[ @i [ sl < [ e <e
fir k > N(e). 0

Fiir das néichste Resultat ist folgende Notation zweckmifig. Es sei f: R — R. Wir
vereinbaren

fo(@) = max{f(z),0}, [ (¢) = —min{f(z),0}, wER
Offensichtlich gelten die Beziehungen
f=fe—f- wd |f[=[fr+ /-

SATZ 4.7. Ist f: R* — R integrierbar, dann sind auch |f|, fi und f_ integrierbar
und es gilt

() [ Saydel < [ (7)) d

Sind umgekehrt fi und f_ integrierbar, dann ist auch f integrierbar.

BEWEIS. Ist f integrierbar, dann gibt es nach Satz 4.6 zu jedem ¢ > 0 eine
Funktion ¢ € C.(R") mit [*|f(z) — p(z)|dr < e. Die Funktionen ¢y, ¢_ und |¢|
liegen ebenfalls in C,(R™). Unter Beriicksichtigung von

f(@) —¢(z), flz)=0,p(x) >0,
f(z), f(x) > 0,p(z) <0,
fe(@) —pi(x) = 0, F(x) <0, 0(z) <0,
—p(z), f(x) <0,0(x) >0,

(analoge fiir f_(z) — ¢_(z)) findet man

[fe—eel <If =l und  JIf] = el <1 —¢l.
Mit Lemma 4.3 folgt

[ 1w -e@iew<e  we [l - e@)d <,

was gleichwertig mit der Integrierbarkeit von fi und |f| ist. Die Ungleichung (x) ist
eine Konsequenz der Monotonie des Ober- und des Unterintegrals und der Unglei-
chungen —|f| < f < |f].

Sind umgekehrt die Funktionen f, und f_ integrierbar, dann gibt es nach Satz 4.6
Funktionen ¢ und ¢ € C.(R™) mit

file) = e(@)dv <5 und f-(0) = Y@l dr < 3,
Rn R™
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Dies hat
[ 110 - e+ vl de < [1520) - el o+ [ 1) - vl do <
zur Folge. Wegen ¢ — ¢ € C.(R"™) bedeutet dies die Integrierbarkeit von f. ([l

Wir kénnen nun zeigen, da§ £!(R") ein Vektorraum ist. Die Addition von Funktionen
in LY(R") ist definiert, da wir die Funktionswerte +oo fiir Elemente von £!'(R")
ausgeschlossen haben.

SATZ 4.8. Es scien f, g € LY(R™) und X\ € R. Dann sind auch f + g, \f € L'(R")
und es gilt

) Jan (f +g z)de = [g. f(x)de + [, 9(x)dz,
2) [en(Af) (2 dx = )‘fRn dw
( )aus f<g folgt Jan £ dx < fRn x)dz.

BEWwWEIS. Wegen der Integrierbarkeit von f und g gibt es nach Satz 4.6-1) Folgen
(o), (Yr) C Co(R™) mit

/ |f(x) — pr(x |d:v — O und / lg(x) — Yp(x)| dx I 0.
Mit Lemma 4.3 folgt dann

[ @ = xalds = [ 1@ - @l de =N [ 1560 - el de — o

[ 10 +9@ - et w@lde < [ 150 - au@l o+ [ o) o)l de — o

Nach Satz 4.6-2) sind daher die Funktionen Af und f + g integrierbar. Die Gulmgkelt
der Regeln (1) und (2) ergibt sich aus deren Giiltigkeit in C.(R™). Die Aussage (3)
ist ein Spezialfall von Lemma 4.3-1). O

SATZ 4.9. Es seien f, g € LYR™). Ist g beschrinkt, dann gilt fg € L1(R™)

BEWEIS. Da g beschréinkt ist, existiert eine Konstante M > 0 mit |g(x)| < M,
x € R™. Nach Satz 4.6-1) gibt es zu jedem e > 0 Funktionen ¢, ¢ € C.(R™) mit

£
|f(z |dx< und /\g |d:c<—.
/ 2([leplloe + 1)

Aus der Ungleichung

1fg— ] < |f —ollgl +lellg =¥ < |f — oI M + ||¢]lsolg — ¢
folgt mit Lemma 4.3

/’fg ~ () !dw<M/ fx <>|czas+usouoo/ 9(z) — ()| do < e.
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Geméaf Satz 4.6 ist fg integrierbar. Da die Werte von fg in R liegen, gilt fg €
L(R™). O

DEFINITION 4.10. 1) Fine Teilmenge M C R™ heifit integrierbar, wenn ihre cha-
rakteristische Funktion x integrierbar ist.
2) Ist M C R™ integrierbar, nennt man

A(M) ::/ Xum(x)dx
Lebesgue Maj3 (oder Volumen) von M.

Da die charakteristische Funktion einer kompakten Teilmenge des R"™ in Hp liegt,
sind nach Lemma 4.2-2 kompakte Mengen integrierbar und das Lebesgue Mafl A(M)
geméf Definition 4.10 und das Volumen V(M) geméf Definition 3.1 stimmen tiberein.

SATZ 4.11. Eine offene oder abgeschlossene Teilmenge M C R™ ist integrierbar genau
dann, wenn [*xn(z)dr < co.

BEWEIS. Die charakteristischen Funktionen offener bzw. abgeschlossener Mengen
liegen in Hy bzw. Hp. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 4.2 und Definition 4.10.
O

SATZ 4.12. FEs seien A, B C R" integrierbare Mengen. Dann sind auch die Mengen
ANB, AUB und A\ B integrierbar und es gilt

AMAUB) =AA)+ A(B) — ANANB),
AMA\ B) =AA) — ANANB).
BeEwEIs. Fiir charakteristische Funktionen gelten die Beziehungen
XAnB = XAXB;
XAuB = XA T XB — XAnB;
XA\B = XA — XAnB-

Da x4 und yp integrierbar sind, folgt mit Satz 4.9 die Integrierbarkeit von x 4np. Die
Integrierbarkeit von xaup und x4\ p ist dann eine Folge von Satz 4.8. U

Wir wollen uns nun von der Einschrankung befreien, daf integrierbare Funktionen a
priori auf R" definiert sind.

DEFINITION 4.13. Es sei M C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f: M —
RU{+oc} heifst integrierbar iber M, falls die trivial fortgesetzte Funktion f: R" —
R U {£o0}

0, sonst,

Ao - {f(x), r € M,

integrierbar ist. Wir setzen dann

/Mf(a:)da: = Rnf(a:)dx.
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BEISPIEL 4.14. 1) Es sei f: K — R stetig und K C R" kompakt. Dann ist f {iber K
integrierbar.

BEWEIS. Es sei f:R" — R die trivial fortgesetzte Funktion. Ist f > 0, dann
ist f von oben halbstetig. Sie gehort somit zu Hp und ist daher integrierbar. Im
allgemeinen Fall schreiben wir

f=(f+exr) —exx,

c € Ry so grof}, daB f+cxx > 0 gilt. Wegen f+exx = f/%\—/c ist f+cxx integrierbar.
Die Integrierbarkeit von f ergibt sich nun aus der Integrierbarkeit von yx. 0

2) Es sei U C R™ eine beschrankte, offene Menge. Dann ist jede beschrinkte, stetige
Funktion f: U — R integrierbar iiber U.
3) Es sei f € LY(R") und M C R" integrierbar. Dann ist f|y; integrierbar iiber M.

Dies folgt aus der Beobachtung f|y = fxa und Satz 4.9.

5. Nullmengen

DEFINITION 5.1. 1) Fine Teilmenge M C R™ heifst Nullmenge, wenn sie integrier-
bar ist und Lebesque Mafs null hat.
2) Ein Pradikat E(z) gilt fast iberall, wenn

{r e R": =E(2)}
eine Nullmenge ist.

Wegen
Og/XM(x)de/ xu () dz

ist M C R"™ eine Nullmenge genau dann, wenn

/* yur(x) dz = 0.

BEISPIEL 5.2. Jede einelementige Menge M = {z¢} C R" ist eine Nullmenge, da M
in einen Wiirfel W, beliebig kleiner Seitenlénge ¢ > 0 eingeschlossen werden kann.
Aus xu < xw. folgt

[ o< [y de =

SATZ 5.3. 1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
2) Eine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ergibt wieder eine Nullmenge.

BEWEIS. Der Beweis der Aussage 1) ist trivial, der Beweis von 2) ergibt sich aus
der Beobachtung

XM < ZXMk
k=1
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fir M = U M. Gilt A(M},) = 0 fiir alle k € N, ergibt Satz 4.4

/XM dZE</ zka(x)de;/ X, () de = 0.

U
KOROLLAR 5.4. Das Intervall [0, 1] ist iiberabzdhlbar.

Beweis. Wire [0, 1] abzdhlbar, dann wire [0, 1] eine Nullmenge im Widerspruch
zu V([0,1]) = 1. O

BEISPIEL 5.5. Es sei K C R"! kompakt und f: K — R stetig. Dann ist der Graph
G(f) von f eine Nullmenge in R™.

Um dies einzusehen, beachte man, daf§ der Graph von f wegen der Kompaktheit von
K und der Stetigkeit von f kompakt ist. Somit ist xq(s) integrierbar. Wegen

G(f) = {2, 1) eR" I x R: 2’ € K.t = f(a')}.

gilt xa(p) (@', t) = xx (2") X (@)} (). Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Satz von
Fubini und Beispiel 5.2

/ Xa(p (@', t) da'dt :/ Xan (@' t) dz'dt

= [ xven it <o

Als Folgerung halten wir fest, dal beispielsweise der Rand eines Kreises oder der
Rand einer Kugel Nullmengen im R? bzw. R? sind.

BEISPIEL 5.6. Jede Hyperebene H C R”™ ist eine Nullmenge. Man kann nadmlich H
auffassen als abzéhlbare Vereinigung kompakter Quader, von denen eine Seite die
Lange null hat (Details Ubung).

Nullmengen haben folgende bemerkenswerte Eigenschaft.

LEMMA 5.7. Es set N C R™ eine Nullmenge und ux: R™ — [0, 00] gegeben durch

0, x€R"\N,
uN(x):{oo re N

Dann ist uy integrierbar und es gilt

/nuN(x) dz = 0.

BEWEIS. Man iiberzeuge sich von der Giiltigkeit von uy = Y, | xn. Aus Satz 4.4

folgt daher
/ uy dr < Z/ xn dxr = 0.
k=1

Andererseits gilt 0 < f* uy dz < f “uy dr < 0. Dies zeigt die Behauptung. O



390 IX. INTEGRALRECHNUNG IM R™

Mit Hilfe dieses Resultates konnen wir eine fundamentale FEigenschaft integrierbarer
Funktionen zeigen.

SATZ 5.8. Stimmen zwei Funktionen f, g: R® — R fast tiberall dberein und ist f
integrierbar, dann ist auch g integrierbar und es gilt

f(a:) dx = / g(x)dx.
BEWEIS. Es sei (py) C C’ (R™) eine Folge von Funktionen mit

hm/|f ()| dz =0,

k—oo

vgl. Satz 4.6. Ferner seien
N = {z €R": f(z) # g(x)}
und uy wie in Lemma 5.7. Dann gilt
9 — ekl < [f — orl + un.
Da N eine Nullmenge ist, ergibt sich

(fmm—wmmmsfvwwmmmm+/lmwm
- 1@ - a0

Bezieht man sich wieder auf Satz 4.6, folgt die Integrierbarkeit von g und

/n g(x)dr = lim or(z) dx = - f(x)dx

k—oo R™

O

Satz 5.8 zeigt, daBl man die Werte einer integrierbaren Funktion auf einer Nullmenge
abédndern kann, ohne den Wert des Integrals zu verdndern. Wir zeigen nun, daf eine
integrierbare Funktion die Werte 400 hochstens auf einer Nullmenge annehmen kann.

SATZ 5.9. Es sei f: R" — R und es gelte

M:—/ |f(z)|dz < oo.
Dann ist die Menge
N ={z e R": [f(z)] = oo}

eine Nullmenge.

BeEwEIs. Fiir alle ¢ > 0 gilt

xn <el|f]
und somit

/*XN(%’)CZSE < 5/* |f(x)]| dx < eM.
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Dies ist nur moglich, falls [* xy(z)dx = 0, also N eine Nullmenge ist. O

Als Konsequenz aus den letzten beiden Sétzen erkennen wir, dal man jede integrier-
bare Funktion durch eine fast iiberall gleiche Funktion, die allerdings nur endliche
Werte annimmt, ersetzen kann, ohne den Wert des Integrals zu verdndern. Die Be-
schrinkung auf endliche Funktionswerte fiir Funktionen in £!(R™) stellt demnach
keine Beschrankung der Allgemeinheit dar.

SATZ 5.10. Fiir f: R — R gilt

[ 5@z =0
genau dann, wenn f =0 fast iberall gilt.

BEWEIS. Sei A = {x € R": f(x) # 0}. Ist A eine Nullmenge und u 4 definiert wie
in Lemma 5.7, dann folgt aus

|f| < ua

mit Lemma 4.3 und Lemma 5.7

[ i< [Cw@ar=o

Es sei nun umgekehrt [*|f(x)| = 0. Fiir F(z) = Y0, |f(z)], € R", gilt F = uyx
und somit y a4 < uy. Mit Satz 4.4 erhélt man

/*XAde/*uAd:U:/*gU(x)\dxgg/*\f(x)]dx:()

Somit ist x(A) integrierbar und es gilt A\(A) = 0. O
Fiir f € L(R") setzen wir
Iflle:= | 1f(@)]dz.

Die Abbildung || - ||;: £'(R") — R besitzt folgende Eigenschaften. Es seien f, g €
LY(R") und X € R, dann gelten

Lo lfll =0,

2. A flle = AL
3. f + gl < 71 + llgllh

Der Satz 5.10 zeigt allerdings, dafl aus || f||; = 0 nicht f = 0 gefolgert werden kann.
Somit definiert || - ||; keine Norm in £'(R"), sehr wohl aber z.B. in C,(R™).

Der weitere Ausbau der Integralrechnung bleibt der Spezialvorlesung “Maf3- und In-
tegrationstheorie vorbehalten. Wir beschrianken uns hier auf die Formulierung der
zentralen Sétze und einige Anwendungen.
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6. Die zentralen Sitze der Integralrechnung
6.1. Der Satz von Fubini.

SATZ 6.1 (Fubini). Es sei f: R¥ x R™ — R integrierbar. Dann gibt es eine Nullmenge
N C R™, so daf fiir jedes feste n € R™\ N die Funktion

R - R

§ f(€m)
integrierbar ist. Setzt man

Fly) = ka (§,m)d§, neR™\N,
0, n e N,

dann ist die Funktion F': R™ — R integrierbar und es gilt mit x = (£, 7)

[ f@ae= [ Foyan= [ (] s

BEMERKUNG 6.2. Da die Vertauschung der Variablen (£,7) — (n,£) ein Automor-
phismus des R¥*™ mit Determinante +1 ist, folgt mit Satz 2.14, der offenbar auch
fiir integrierbare Funktionen gilt,

/Rm[/ka(f,ﬁ)df]dn—/Rk[ [ e

In vielen Anwendungen ist eine stetige Funktion iiber eine kompakte Teilmenge
K C R” zu integrieren. Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe des Satzes von Fubini
dieses Problem auf die Berechnung von n iterierten Ingeralen in einer Verdnderlichen
zuriickfiihren kann. Es sei also f € C(K,R). Nach Definition 4.13 gilt

[ fa@yde= [ Font e

wobei f die triviale Fortsetzung von f durch Null bezeichnet. Nach Beispiel 4.14 und
Satz 4.9 ist fyx integrierbar. Partitionieren wir z € R" in der Form z = (2/,t),
7 € Rt € R, folgt aus dem Satz von Fubini (wir kénnen sogar die schwiichere
Version Satz 2.12 verwenden) die Integrierbarkeit von ¢ — f(a,t)xx (2, t) fiir alle
2’ € R" ! Fiir jedes 2/ € R" ! betrachten wir die Schnittmengen

K, ={teR: (2 t) € K}.
Die Abbildung ¢ — x (', t) stimmt also mit yx , {iberein. Nach dem Satz von Fubini

gilt ferner
/f dx—/ /fxtXth)dt]d
Rn—1

)
- [ fe e
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Setzt man

B' = {2 e R"': K, # 0},
148t sich (%) schreiben in der suggestiven Form
(h [ t@do= [ (| s paar

K B JK,
BEISPIEL 6.3. Wir berechnen das Volumen des Korpers
K={(z,y,2) eR>: 2>0,y>0,2>0,x+y+2<v222+3><1}.
Wir setzen im ersten Reduktionsschritt
B ={(z,y) €eR*: x>0,y >0,2° +y* <1}
und fiir (z,y) € B’
Koy = [0,V2 =2 —y].

Wir erhalten mit (})

V(K) = /3XK(:c,y,z) dxdydz :/ [/\/5 ' ydz] dxdy :/ (V2 —x —y) dzdy.
R B Jo B
Auf das letzte Integral wenden wir wieder (f) an und setzen im zweiten Reduktions-
schritt
B" =10,1],
K,=[0,v1—2a?, ze€B"
Dies ergibt

V(K)Z/,(\@—x—y)dﬂﬁdyZ/m1 [/ym<ﬁ—x—y)dy]dx

=0 Jy=0

= [ V== RIS e = [ (VR T - G-
s 2

N
Die tragende Voraussetzung des Satzes von Fubini ist die Integrierbarkeit der Abbil-

dung f: R¥ x R™ — R, welche manchmal nicht leicht zu verifizieren ist. In solchen
Fillen kann der Satz von Tonelli hilfreich sein.

SATZ 6.4 (Tonelli). Es sei f: R¥ x R™ — R. Ist fiir fast alle n € R™ die Abbildung
§—|f(&n)l

integrierbar und existiert das iterierte Integral

/Rm[/m (&, m)] dé) dy < oo,

dann ist f: RF x R™ — R integrierbar.
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6.2. Konvergenzsitze. Die guten Konvergenzeigenschaften des Lebesgueinte-
grales gehoren zu den wichtigsten Griinden fiir dessen weite Verbreitung. Wir zitieren
zwei zentrale Ergebnisse.

SATZ 6.5 (B.Levi, monotone Konvergenz). FEs sei fr: R* — R, k € N, eine Folge
integrierbarer Funktionen mit fi < friq fir alle k € N. Gilt

M := lim fr(z)de < M,

k—oo Rn

dann ist f = limg_.o fi integrierbar und es ist

f(z)dx = lim fr(z)dx.
Rn k—o0 Rn
SATZ 6.6 (H.Lebesgue, majorisierte Konvergenz). FEs sei fi: R — R, k € N, eine
Folge integrierbarer Funktionen, welche fast iberall punktweise gegen eine Funktion
f: R" — R konvergiert. Gibt es eine integrierbare Funktion F: R™ — [0, 00| mit

Vi € N: |fu(z)| < F(a),

fast diberall auf R™, dann ist f integrierbar und es gilt

f(z)dx = lim fr(z)dx.
R

k—oo Rn

Wir konnen nun miihelos zeigen, dafl Regelfunktionen Lebesgue-integrierbar sind
und ihr Lebesgue Integral mit dem Cauchy Integral iibereinstimmt. Es sei also
f € R(I,R), I = [a,b], eine Regelfunktion. Dann gibt es eine Folge von Treppen-
funktionen (t;) C 7(I,R) derart, da8 ¢, = f. Da f beschrankt ist, folgt aus der
gleichméBigen Konvergenz der Folge (t;) die Existenz einer positiven Konstanten M
mit

Vk € NVz € I: |tp(z)| < M.
Da I kompakt ist, ist die Funktion F(z) = M, x € I, und F(z) = 0, z € R\ [,
integrierbar. Nach dem Satz von Lebesgue ist daher f integrierbar, also f integrierbar
iiber I und es gilt

/f(x) dx = f(x)dz = lim te(z)dr = lim | t.(z)dz.
I Rr

k—oo Rn k—oo I

Auf der rechten Seite steht das Lebesgue Integral von f, die linke Seite definiert
gerade das Cauchy Integral von f.

Als weitere Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz betrachten wir
parameterabhéngige Integrale.

SATZ 6.7. Es sei f: R" x D — R, D C R*¥ und ty € D. Es gelte
(1) vVt e D: f(-,t) € LYR").,
(2) fir fast alle x € R™ sei t — f(x,t) stetig in i,
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(3) es existiert eine integrierbare Funktion F: R™ — [0, 00], so daf fir allet € D

|f(z, )] < F(x)
fiir fast alle x € R™ gilt.
Dann ist die Abbildung

)1 =R,
(A P Jan [z, t) da
stetig 1 t = tg.
BEwEIs. Vgl. Satz VII-6.1. U

SATZ 6.8. Es sei [ C R ein offenes Intervall und f: R™ x I — R. Ferner gelte
(1) vt e I: f(-,t) € LYR"),
(2) fir fast alle x € R™ ist t — f(x,t) differenzierbar auf I,
(3) es gibt eine integrierbare Funktion F': R" — [0,00), so daf$ fir alle t € 1

% a0 < @)
fiir fast alle x € R™ gilt.
Dann ist die Abbildung
) D =R,
g t— fou flz,t)dx

differenzierbar auf I und es gilt

gt) = /Rn %(w,t) dr.

BEwEIs. Vgl. Satz VII-6.3. U

7. Die Transformationsformel

DEFINITION 7.1. Es seien U, V C R™ offene Mengen. Ein Homéomorphismus ¢: U —
V' heifit Diffeomorphismus , wenn ¢ und ¢~ stetig differenzierbar sind.

SATZ 7.2 (Transformationssatz). Es seien U, V C R"™ offene Mengen und ¢: U — V
ein Diffeomorphismus. Eine Abbildung f: V — R ist genau dann integrierbar, wenn
(f o ¢p)|det Do| diber U integrierbar ist. Es gilt dann

| sy = [ sotapldet Do)l ds
¢(U) U

KOROLLAR 7.3 (Ebene Polarkoordinaten). Es sei

" [0,00) x [0,27] — R?
" (r, ) — (rcosp,rsing).
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Eine Abbildung f: R? — R ist integrierbar genau dann, wenn die Abbildung

(r; ) = rf(d(r,¢))
tiber [0, 00) x [0, 27| integrierbar ist. Es gilt dann

2 00
/2 f(z,y) dedy = / / f(rcosq,rsin)rdrde.
R o Jo

BEwEIS. Wir setzen in Satz 7.2
U={(r,p): 7>0,0<p<2r}
und
V =¢(U)=R*\ {(x,0): 2 > 0}.
Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus von U auf V. Wegen |det Do(r, )| = r folgt die
Behauptung aus dem Transformationssatz, da U und 0V Nullmengen sind. U

BEISPIEL 7.4. Wir demonstrieren eine elegante Berechnung des Gauf3’schen Integrals

fooo e dr = \/T%

BEWEIS. Wir zeigen zuerst die Existenz des Integrals. Wir gehen aus von den
Treppenfunktionen

1, x€]0,2),
th(z) = %, z€lkk+1), 2<k<n-1,

2 T € [nyn+1]

n > 2. Treppenfunktionen sind integrierbar und es gilt fiir alle n > 2

> "1 =1
Wir definieren nun fiir n > 2 die Funktionen

B e, z € [0,n+1],
falw) = {0, x>n—+1.

Diese Funktionen sind integrierbar, vgl. Beispiel 4.14, es gilt f,, < t,, und somit

n+1 n+1 00 1
/ folz)dx < / tn(x)dr < 1—|—Z,—2
0 0 im1 '

fiir alle n > 2. Beriicksichtigt man noch f, 1 f mit f(z) = e, 2 > 0, folgt aus dem
Satz von B. Levi die Integrierbarkeit von f, d.h

e 2
/ e " dr < .
0

Dann existiert aber auch das iterierte Integral

/ [/ eV da] dy = (/ e dx)?.
o Jo 0
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Nach dem Satz 6.4 von Tonelli ist die Abbildung h: [0,00) X [0,00) — R, (z,y) —
e +=¥" integrierbar. Kombiniert man daher den Satz von Fubini und das Korol-

lar 7.3, ergibt sich

(/ =% dz)? / / Y dxdy—/ / " drdp
0
= e rdr/ dp =
/0 0 22
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