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Vorwort

Viele Wissenschaften erleben zurzeit einen ungeheuren Schub der Mathematisierung.
Mathematische Modelle, die vor wenigen Jahrzehnten noch rein akademischen Wert hatten,
konnen heute mit Hilfe von Computern vollstandig durchgerechnet werden und liefern
praktische Vorhersagen, die helfen, Phdnomene zu verstehen, Vorgéange zu planen, Kosten
einzusparen. Damit unsere Gesellschaft auch in Zukunft mit der technologischen Entwicklung
schritthalt, ist es wichtig, bereits junge Leute fur diese Art mathematischen Denkens zu
begeistern und in der Gesellschaft das Bewusstsein fur den Nutzen angewandter Mathematik
zu heben. Dies war fir uns einer der Grinde, die Woche der Modellierung mit Mathematik zu
veranstalten.

Nun ist leider fir viele Menschen Mathematik ein Schulfach, mit dem sie eher unangenehme
Erinnerungen verbinden. Umso erstaunlicher erscheint es, dass Schilerinnen und Schiiler sich
freiwillig melden, um eine ganze Woche lang mathematische Probleme zu wélzen - und dabei
auch noch Spald haben. Sie erleben hier offensichtlich die Mathematik auf eine Art und
Weise, wie sie der Schulunterricht nicht vermitteln kann. Die jungen Leute arbeiten und
forschen in kleinen Gruppen mit Wissenschaftler/innen an realen Problemen aus den
verschiedensten Bereichen und versuchen, mit Hilfe mathematischer Modelle neue
Erkenntnisse zu gewinnen. Sie arbeiten ohne Leistungsdruck, dafir mit Eifer und
Enthusiasmus, rechnen, diskutieren, recherchieren, oft auch noch am spaten Abend, in einer
entspannten und kreativen Umgebung, die den Schiler/innen und betreuenden
Wissenschaftler/innen gleichermaflen SpalR macht. Als Projektbetreuer konnte ich auch in
diesem Jahr wieder erleben, wie eigenes Entdecken und Selbstmotivation das Verhalten der
Schuler/innen wahrend der ganzen Modellierungswoche bestimmen. Sie lernen eine
Arbeitsmethode kennen, die in beinahe allen Details den Arbeitsmethoden einer
Forschergruppe entspricht. Bei keiner anderen Gelegenheit erfahren Schuler/innen so viel
Uber Forschung wie bei so einer Veranstaltung.

Modellierungswochen gab bzw. gibt es zum Beispiel auch in den USA, in Deutschland, in
Italien. Wir verdanken Herrn Prof. Dr. Stephen Keeling den Vorschlag, auch durch die
Universitdt Graz so eine Woche zu veranstalten, und seiner unermudlichen
Organisationsarbeit das tatséchliche Zustandekommen. Er leitet nun bereits zum siebten Mal
diese inzwischen zur Institution gewordene Veranstaltung. lhm sei an dieser Stelle noch
einmal ausdricklich und herzlich gedankt. Besonders wichtig war in den vergangenen Jahren
auch die Unterstitzung durch den langjahrigen Mentor der Modellierungswoche, Herrn
0.Univ.-Prof. Dr. Franz Kappel, der oft auch eine eigene Gruppe mit interessanten
Problemstellungen betreut hat.

Wir danken dem Landesschulrat fur Steiermark, und hier insbesondere Frau
Landesschulinspektorin Frau HR Mag. Marlies Liebscher, fur die Hilfe bei der Organisation
und ihre kontinuierliche Unterstitzung der Idee einer Modellierungswoche. Ohne den
idealistischen, unentgeltlichen und engagierten Einsatz der direkten Projektbetreuer Dr. Peter
Schopf, Dr. Kristian Bredies, Dr. Georg Propst und Dr. Christian Clason - alle Institut fir
Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen - hatte diese Modellierungswoche nicht
stattfinden kdnnen.
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Besonderer Dank gebuhrt ferner Herrn Mag. Christoph Gruber, der die ganze Veranstaltung
betreut und auch die Gestaltung dieses Berichtes bernommen hat, Frau Michaele Seiwald fur
die tatkraftige Hilfe bei der organisatorischen Vorbereitung, und Herrn Dr. Georg Propst fur
die Hilfe bei der Betreuung der Hard- und Software. Es wird auch heuer die
Modellierungswoche  selbst  wissenschaftlich  untersucht. Die  fachdidaktische
Begleitforschung wird von Herrn Mag. Christoph Gruber im Rahmen einer Dissertation an
unserem Institut und im Auftrag des Bundesministeriums fur Wissenschaft und Forschung
durchgefuhrt. Wir danken den Schilerinnen und Schilern fur ihre Geduld beim Ausfillen
zahlreicher Fragebdgen und fir ihre Bereitschaft, sich psychologischen Tests aller Art zu
unterziehen.

Finanzielle Unterstitzung erhielten wir vom Land Steiermark durch Landesratin Mag.
Kristina Edlinger-Ploder und von der Karl-Franzens-Universitat Graz durch Vizerektor Prof.
Dr. Martin Polaschek, Dekan Prof. Dr. Karl Crailsheim und Prof. Dr. Karl Kunisch, dem
Leiter des Instituts fur Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen.

Péllau, am 12. Februar 2011
Bernd Thaller

Institut fir Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen
Karl-Franzens-Universitat Graz
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l. Problemstellung

Signalausbreitung und -analyse spielen eine wichtige Rolle bei Radarmessungen. Dabei mussen
wir zwei Arten der Messung unterscheiden: Sendung von Impulsen und deren Echos, oder
dauerhafte Aussendung von Wellen konstanter Frequenz. Die Impulse haben alle die gleiche
Zeitdauer (PW) und werden in gleichmaligen Abstdanden (PRT) ausgesendet. Ein Messvorgang
besteht in der Aussendung von ca. 100 solchen Impulsen und der Registrierung ihrer Echos.

Im Rahmen der Modellierungswoche setzten wir uns das Ziel die Welt der Physik mit der
Mathematik zu verbinden. Um uns den anschaulichen Einstieg in die Probleme zu erleichtern,
modellierten wir die auftretenden Bewegungsvorgdnge zunachst mit GeoGebra. AnschlieRend
leiteten wir allgemein giiltige Formeln fiir einige Fragestellungen her. Insbesondere bestimmten
wir die Glltigkeitsbereiche fiur Ort und Geschwindigkeit des bewegten Objektes, die fiir ein
korrektes Funktionieren des Messgerates notwendig sind.
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II. Grundlegende Uberlegungen

1. Echoberechnung

‘Weltlinie Wand

Abbildung 1

t; ... Aussendungszeitpunkt des Signals

t’; ... Zeitpunkt des Zusammentreffens des Signals mit der Wand

w ... Wandgeschwindigkeit (-w Naherung zum Sender)

t* ... Zeitpunkt der Riickkehr des von der Wand reflektierten Signals (=Echo)
c ... Lichtgeschwindigkeit bzw. Ausbreitungsgeschwindigkeit des Signals

x(0) ... Startpunkt der Wand

Fur die Formelherleitung haben wir folgende GréRen gegeben: ¢, x(0), w, t;

- Signalgeschwindigkeit s(t) = c -t
- Wandgeschwindigkeit x(t) = x(0) + w -t (w=const.)

Ein ruhender Sender sendet ein Signal s; zum Zeitpunkt t; aus und trifft zum Zeitpunkt t*; auf ein
bewegte Wand (z.B. Auto) und wird durch Reflexion als Echo(signal) zurtickgesandt, welches zum

Zeitpunkt t* ankommt.
Nun wollten wir unsere geometrischen Uberlegungen auch in mathematischen Formeln ausdriicken:

Dabei stellten wir Geradengleichungen fiir das Signal und die Wand auf:
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s =ct>st)=0t—-t;)-c
x(t)=x(0)+w-t

Um den Zusammentreffzeitpunkt von Strahl und Wand zu berechnen miissen wir beide Gleichungen
miteinander schneiden: x(t) = s(t)

x()+w-t=({t—t;)cC

_ . z x(0)+tq
Daraus ergibt sich der Zusammentreffzeitpunkt ti = Teow

Daraus kdnnen wir t7, den Ankunftspunkt des Echos, berechnen: t; = t1 + (t¥ — t;)

Danach haben wir t7 in diese Formel eingesetzt und daraus hat sich folgende Formel fiir t; ergeben:

=20 ey
1= 1(c+w)

Zu diesem Zeitpunkt trifft das Signal auf die Wand.

2. Senden zweier Signale
Nun haben wir analog zum ersten Signal einen parallelen Signalstrahl zum Zeitpunkt t, ausgesendet
und auch hier den Zusammentreffpunkt t; und den Echopunkt t5 berechnet.

Es wird definiert:

Abbildung 2
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Unter der Annahme, dass ¢, ty, t,, t;*und t,* gegeben sind, haben wir das w (durch Umformung)
At"—At c
At*+At

berechnet: w =

Nun haben wir das w in die Formel von t{ eingesetzt und erhalten nach Umformungen die Herleitung
von x(0)

x(0) ist nun die Position der Wand x(0) zum Zeitpunkt 0.

Unter Berlicksichtigung, dass das Echo des ersten Signals vor dem Aussenden des zweiten Signals
ankommen muss, galt es herauszufinden wie weit die maximale Entfernung der Wand sein darf.

t; <t <ty,(=t; +At)
Gegeben waren:
C ... Lichtgeschwindigkeit
At ... Sendeintervall =t; 4 — t;

Nun haben wir durch Uberlegen anhand der Skizze folgende Formel hergeleitet:

thr—t
2

X(0)max =+

x(0) ist die maximale Entfernung die eine Wand (Auto) haben darf, sodass das Echo noch vor dem
Aussenden des zweiten Signals ankommt!
(Durch 2 wird dividiert da der Ankunftspunkt nur die halbe Strecke ist)

3. Problemstellung
Die obige Formel gilt allerdings nur fiir punktférmige Signale, welche in der Realitdt nie vorkommen.

Also mussten wir im weiteren Verlauf Gberlegen, wie wir eine Formel aufstellen kénnen, in der die
Pulsweite der Signale (=Signaldauer) sowie die Totzeit beriicksichtigt werden. Zwar gibt es noch eine
sogenannte Umschaltzeit, diese wird aber aus Erleichterungsgriinden nicht bericksichtigt.
AulRerdem wurde die Annahme getroffen, dass die Echoweite gleich groR ist wie die Pulsweite.
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PW

EW

Totzeit

iy

[+]

Abbildung 3

Gegeben waren:

Covevrerenn Lichtgeschwindigkeit

PW ... Pulsweite

PRT ..... Pulse Repetition Time = At

TZ ....... Totzeit (Sender und Empféanger schalten fir kurze Dauer ab. Hier werden vom Radar interne
Kontrollen der Systeme durchgefiihrt)

Flr die Position des Objekts bei einem Signal zu einem Zeitpunkt t;, welches selbst eine Signaldauer

PW hat, ergibt sich nun folgende Formel:
PW

X(0)pin =€ T

t;+ PRT —TZ - PW
2

X(0)max =€

- sprich der Standort der Wand (Auto), mit jener minimalen bzw. maximalen Entfernung, dass das
reflektierte Echosignal eines Signals zum Zeitpunkt t; noch vor dem Signal zum Zeitpunkt t;,,
hineinfallt.
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lll. Dopplereffekt

1. Dopplereffekt — klassisch

Abbildung 4

Nun haben wir uns den Doppler-Effekt unrelativistisch tiberlegt. Das heif3t wir gehen davon aus, dass

t = t* ist. Im Folgenden wollten wir uns den Zusammenhang von At und At* anschauen und die
Anderungen in Bezug auf c und wy , betrachten.

Gegeben war:

t;... Aussendezeitpunkt des ersten Signals

t,... Aussendezeitpunkt des zweiten Signals

Wy, W,... die Geschwindigkeiten der zwei Wande (Auto)

x1(0), x5(0)... Standpunkte der Objekte zum Zeitpunkt 0

Um diesen Zusammenhang zu untersuchen haben wir zuerst Funktionen fiir die verschiedenen
Startpunkte der beiden Wande (bzw. Autos) aufgestellt:

x1(t) = x1(0) + wyt
x2(8) = x2(0) + wyt
Danach haben wir die Strahlen der ausgesandten Signale ebenfalls als Funktionen ausgedriickt:

s1():x =0+ 2 - (%)

S;(t):x =0+ 4 - (i)
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wobei 0 , als die Startpunkte der Signale von der ersten Wand w; aus zu sehen sind:
01 = (x1(t1) [ t)) 201 = (x1(0) + wyt | ty)
0z = (x2(t2) | t2) 2 02 = (x1(0) + wyt | ¢3)

Wir formten s; auf eine Normalvektorform um und driickten x aus. AnschlieRend setzten wir dieses x
in x,(t) ein um den Schnitt(zeit)punkt des ersten Signals mit dem zweiten Auto zu veranschaulichen.
Analog dazu das gleiche mit s, und x,(t) um auch den Schnitt(zeit)punkt des zweiten Signals mit
dem zweiten Auto darzustellen. Dafiir erhalten wir folgende Formeln:

wity +x1(0) — ct; — x,(0)
w, —C

f—
1=

wity +x1(0) — ct; — x,(0)

t, =
2 Wy, —C
Die Differenz aus den beiden ist nun unser At*
A =2, — 1)
“w.—c 2t

Nun haben wir die obigen Formeln mithilfe unserer GeoGebra-Konstruktion mit konkreten Zahlen
verglichen. (siehe Abb. 4) Daraus konnten wir nun schlieRen, dass, wenn sich die Wande zueinander
hin bewegen, At* kleiner wird. Wenn sich die Wande allerdings voneinander wegbewegen wird At*
wq—cC

groBer. Das Verhaltnis von At™* : At =

Wy—C

Da wir auch zeigen wollten, dass sich die Frequenz des Anfangssignals und des Echosignals

verdandern, haben wir die Frequenz wie folgt definiert > fi= Ait
1
Wenn man unsere Formel fir At* : At = xl_z mithilfe der Frequenz ausdriickt erhalten wir
o

Folgendes: f, = xz_z'fl
-

Weiters haben wir uns auch noch einige Spezialfille des Doppler-Effekts Giberlegt:
wj;... Geschwindigkeit des Senders (1. Wand bzw. Auto)
w,... Geschwindigkeit des Empfangers (2. Wand bzw. Auto)

1. Fall: Beobachter in Ruhe und Sender néhert sich

W2=O
1
f2_1_m'f1
c

2. Fall: Beobachter in Ruhe und Sender entfernt sich
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W2:O
1
f2_1 mfl
c

3. Fall: Sender in Ruhe und Empfénger néhert sich

wy =0
Wy
f2:(1+7)‘f1

4. Fall: Sender in Ruhe und Empfénger entfernt sich

2. Doppler - Effekt — relativistisch
Nun haben wir uns auch noch den Doppler-Effekt in Bezug auf eine relativistische Anschauung
Uberlegt. In einem relativistischen System konnen wir das Medium vernachlassigen.

Als Beispiel haben wir zwei Koordinatensysteme verwendet von denen wir eines gedanklich bewegt
haben. Wir definierten ein Ereignis () welches wir vom ersten (blauen) Koordinatensystem aus
sehen kénnen, und in Bezug auf das bewegte zweite (rote) Koordinatensystem mit Beriicksichtigung
der Relativitatstheorie, berechnen wollen. Wir senden ein Signal s zum Zeitpunkt t aus und
beobachten, wann dieses Signal im zweiten bewegten Koordinatensystem ankommt. Dadurch
kénnen wir die Zeit- und Wegeinheit im zweiten (roten) Koordinatensystem bestimmen und in
weiterer Folge das Ereignis in Bezug auf das zweite, bewegte (rote) Koordinatensystem.
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Ereignis

Abbildung 5

Dazu verwendeten wir die Lorentztransformation:

x' = M.x—m.t

t' = Jl_—ﬁ.x_\fl_—w't
(::>:1+(2),<g 1)6)

c

Das bewegte Koordinatensystem haben wir mit der Funktion w(t) = v - t, und die Strahlen
s1(t) = c - (t —ty) bzw. s,(t) = ¢ - (t — t,) definiert.

Nun haben wir w(t) und s(t) geschnitten um die Punkte t{ und t; zu berechnen:

« C'tl
t1=

cC—7vV
% C'tz
t2=

cC—7vV
« C‘tl
x1=v

cC—vV
« C'tz
x2=v



Modellierungswoche 2011

. * * o . . ‘ . . . 1
Danach haben wir t] und xj in t' eingesetzt. (da wir x* bereits haben). Weiters haben wir f; = =

undf’=$

Nach Umformen kamen wir auf folgende Formel, die die Empfangsfrequenz des roten
Koordinatensystems darstellt:

c—v

f’= ‘fi

c+v

IV. Radarmessungen

1. Geschwindigkeitsintervall bestimmen

[ SR Iy [ toeq
Abbildung 6
EW... Echoweite Gegeben: c; n; EW=a(w)*PW; PW<KPRT
PW...Pulsweite

PRT ... Signalaussendungsintervall
n... Anzahl der Pulse
t,,-... Anfangspunkt Pulsweite = Startpunkt des Signals

t;,...Anfangspunkt Echoweite = Ankunftspunkt des Echos

Zum Vereinfachen setzten wir t;=0

Somit ist t, = PRT und t,, lasst sich durch folgende Funktion beschreiben: t,, = PRT - (n — 1)
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Wir wollten nun das Intervall flir die maximale und die minimale Geschwindigkeit, die die Wand
(bzw. Auto) haben darf, um das Echosignal noch vor dem Aussenden des zweiten Signals zu
empfangen, berechnen. Aus vorhergegangenen Berechnungen wissen wir, dass folgendes gilt 2>

At*_c+w
At c—w

Wir iberlegten uns zuerst den Fall der maximalen Geschwindigkeit ...
t; = PRT —EW
tp=Mm—1):-PRT + PW
... und setzten in die obige Formel ein:

c+w (n—1)-PRT +PW — PRT + EW
c—w (n—1) - PRT

Nach Umformen haben wir folgendes Ergebnis flir w erhalten:

_ (2PW — PRT)
Wmax = ppr (2n—3) ©

_ PRT—2PW
Wmin = ppr 2n—1) ©

Das Intervall flr die ,,Wandgeschwindigkeit” lautet wie folgt:
Whnax S W < Wrin

2. Ortsintervalle
Problemstellung: Gleich wie bei der Bestimmung des Geschwindigkeitsintervalls, war unser nachstes
Ziel ein konkretes Ortsintervall zu bestimmen, indem sich die ,Wand“ (Auto) befinden muss um eine
zuverldssige Aussage (ber dessen Entfernung und Geschwindigkeit bestimmen zu kénnen.

Zur ersten Analyse waren folgende Werte gegeben:
c ...Signalgeschwindigkeit (z. B. Lichtgeschwindigkeit)
w ...Geschwindigkeit der Wand
—w ... Naherung der Wand zum Sender
+w ... Entfernung der Wand vom Sender
Xg ... Startposition der Wand zum Zeitpunkt 0
At ... Abstand zwischen den beiden gesendeten Signalimpulsen (pulse repetition time)
PW ...Dauer eines Signalimpulse
n ... Anzahl der Signale

Aus der Pulse Repetition Time At kann der Aussendezeit jedes Signals berechnet werden:
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tl =1
t;=0—1)-At
t; ... Aussendezeitpunkt des i.Signals

Aufgrund dieser gegebenen Werte lassen sich Funktionen aufstellen, die zu jedem Zeitpunkt den
Signalen bzw. der Wand einen eindeutigen Ort zuweisen:

si®)=c-(t—t)

x(t) = w-t+x,
s;(t) ... Position des i.Signals zum Zeitpunkt t
X(t)...Position der Wand zum Zeitpunkt t

Damit der Bewegungsverlauf der Wand zuverlassig bestimmt werden kann, ist es in diesem Modell
erforderlich, dass das Echo eines Signals erst nach dem Ende des Impulses des zugehdrigen Signals
und vor dem néachsten Signal eintrifft:

ti+ PW <t/ + EW <t

t; ... Zeitpunkt des Eintref fens des Echos des i.Signals
EW ...Impulsdauer des Echos

Aus dieser Bedingung kann das erlaubte Zeitintervall des Echos des 1. und des n. Signals hergeleitet
werden:

t1+ PW<t;< t,— EW
th+ PW < t;, < tpy — EW

Anstelle der Zeitpunkte des Absendens der Signale kdnnen nun die entsprechenden Formeln
eingesetzt werden:

PW < t; < At— EW
n—1)-At+ PW< t, < n-At— EW

Falls das 1. und n. Signal die genannten Bedingungen erfiillen, liegen auch alle anderen im zulassigen
Intervall.

Um nun das Intervall, indem sich die Wand zum Zeitpunkt 0 befinden muss, bestimmten zu kénnen,
werden fir t; ,, und EW die bereits bekannten Formeln substituiert und die Ungleichungen nach x,

aufgelost:
1. Signal (c—wz)-PWSx0 SAt-(c—w)—z(c+w)-PW

; c—w)-PW At -(c—w-2-n—1))— (c+w)-PW
nsignal CTMPW 1y at < gy < AW ) = (c+w)

2 2

Das endgtiltige Intervall wird nun auf den Bereich eingeschrankt, der alle aufgestellten
Ungleichungen erfillt:
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 ((c—=w)-PW (c—w) -PW
mm{ 3 , >

—w-n—-1)-At }S X

At -(c—w)— (c+w)-PW At -(c—w-(2:n—-1))— (c+w)-PW}
2 ’ 2

Xy < max{

Xo

w w w

Abbildung 7: (a) stellt die Mindestentfernung des Objekts bei gegebener Geschwindigkeit w dar. (b) stellt die
Maximalentfernung bei gegebener Geschwindigkeit w dar. (c) gibt den zulassigen Anfangsort des Objekts wahrend der
Messung wieder.

3. Erweiterung des Modells: Senderlage aulerhalb der Bahn (realistisch)
N&dherungsweise Berechunung

Zur Entwicklung eines realistischeren Modells, haben wir angenommen, dass sich der Sender
nicht auf der gleichen Linie wie die Wand (Auto) befindet, sondern im Normalabstand d von der
StraRe. Es galt zu beachten dass eine Radarmessung nur im Winkel von 20°-22° maglich ist. Zur
naherungsweisen Berechnung haben wir angenommen, dass sich ein imaginarer Sender auf der
Bahn der Wand (Auto) befindet und eine im Vergleich zu c reduzierte Signalgeschwindigkeit
besitzt, sodass die Signale beider Sender zur selben Zeit bei der Wand eintreffen, wobei sie
gleichzeitig abgeschickt werden.

Sender

imaginarer q Bahn

T ° T T T T T T T w T T T

Bewegung
-

Abbildung 8

S1... erstes Signal bewegt sich mitc - t

S14... €rstes Signal des imaginaren Senders bewegt sichmitc -t - k
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k ... ist ein Faktor um den sich das imaginare Signal langsamer bewegen muss als das erste Signal des
realen Senders. Diesen galt es zu berechnen.

Somit kann man erkennen, dass der Faktor k, um den das imaginare erste Signal langsamer sein
muss, gleich cosa ist:

t-c-cosa

Somit gelten alle alten Formeln, wobei wir fiir die Lichtgeschwindigkeit auch ¢ - cosa schreiben
kénnen, da wir nun den realistischen Fall haben, dass das Radarmessgerat sich nicht auf der gleichen
Linie wie das Auto befindet.

Einheitskreis

Sender

Abbildung 9

Exakte Bestimmung

Durch geometrische Uberlegungen gelang es uns die exakte Formel fiir die Geschwindigkeit des
Autos zu bestimmen:

* 2 4d2 * 2 4d2
(tz = t2) Yz (tf —t1)" = e

WE A+ AL
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4. Amplitudenmodulation eines hochfrequenten Tragersignals

mit einem niederfrequenten Audiosignal

Es seien as1(t), as2(t) und as3(t) drei Audiosignale, die in verschiedenen Studios aufgenommen
wurden.

Wie man aus den unten definierten Audiosignalen abliest, handelt es sich jeweils um zwei Sinusténe
im Abstand einer Oktave. Um das Prinzip der Amplitudenmodulation des Tragersignals mit dem
Audiosignal zu verstehen und am Bildschirm anschauen zu kénnen, wahlen wir unrealistisch kleine
Tragerfrequenzen ndmlich tf1 = 8, tf2 = 16, tf3 = 24.

1) Im ersten Plot zeigen wir die Wellenbilder aller drei Audiosignale.

as1(t) = 3sin(t) — 2 sin(2t) 10 -
as2(t) = 5sin(t) + 6 sin(2t) I
as3(t) = 4sin(t) + 7 sin(2t) 51
tf1=8 (Hz)
tf2 = 16 (Hz)
3=24(H l ‘ - —
tf (Hz) : 1 4
5
10+

2. Im zweiten Plot sehen wir die Superposition der drei Audiosignale, wenn alle in einem Raum
zugleich erzeugt werden. Aus dieser Superposition der Audiosignale sind die einzelnen Audiosignale
nicht mehr rekonstruierbar, weil sich z.B. der Anteil mit der Audiofrequenz 2 auf verschiedene Arten
in drei Signale zerlegen lasst:

—2sin(2t) + 6 sin(2t) + 7 sin(2t) = sin(2t) — 3 sin(2t) + 14 sin(2t) = 12sin (2t)

20+

10+

10+

20+



Modellierungswoche 2011

3. In den drei folgenden Plots sehen wir immer zugleich das urspriingliche Audiosignal und das mit
diesem Audiosignal amplitudenmodulierte Tragersignal. Das Audiosignal "umhdllt" das
amplitudenmodulierte Signal, es ist bis zu einem gewissen Grad noch immer erkennbar.

4. Nun superponieren wir alle amplitudenmodulierten Tragersignale. Dies entspricht der
elektromagnetischen Welle, die am Ort des Radioempfangers eintrifft.

Wie kann man das urspriingliche Audiosignal as2(t) aus diesem Wellengemisch wieder
herausfinden?

Wir missen dabei ganz genau zwischen physikalischen und mathematischen Problemen
unterscheiden.

Der Empfangsapparat muss die Frequenzen der Frequenzbander aller Sender bis auf diejenigen des
Frequenzbandes des gewlinschten Senders ausblenden kénnen - das gehort zur Elektrotechnik.
Ferner muss der Empfangsapparat entweder analog oder digital empfangene Wellen (im
mathematischen Sinne) integrieren kénnen - auch dies gehort in die Elektrotechnik.

Wir wenden uns nun der mathematischen Problembehandlung zu. Alles Folgende beruht auf dem
Additionstheorem fiir die Cosinunsfunktion und der Berechnung von Fourierkoeffizienten.
Aus den beiden Formeln

cos[(T — A)t] = cos(At) cos(Tt) + sin(At) sin (Tt)

cos[(T + A)t] = cos(At) cos(Tt) — sin(At) sin (Tt)

erhalten wir die fundamentale Formel zur Verwandlung von Produkten der Art sin (T't) - sin (At) in
eine Differenz von Cosinusfunktionen:

sin(At) sin(Tt) = %(cos[(T — A)t] — cos [(T + A)t]
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Aus mnemotechnischen (gedachtnisstiitzend) Griinden soll man bei T an eine riesige Tragerfrequenz
(MHz bis GHz) und bei A an die vergleichsweise sehr kleine Frequenz eines Audiosignals denken
(20Hz bis 20kHz). Die obige Darstellung zeigt auch wie breit das sogenannte Frequenzband eines
Senders mit Tragerfrequenz T sein muss, wenn 20kHz die maximale Audiofrequenz ist die gesendet
werden soll. Das Frequenzband muss alle Frequenzen zwischen T-20kHz und T+20kHz enthalten
und die Frequenzbander verschiedener Sender diirfen sich nicht Gberlappen.

Die letzte Formel gestatte uns die Umformung des elektromagnetischen Signals (Superposition aller
Sender) folgender Weise:

f () :=[3sin(t) — 2sin(2t)] - sin(8t) + [5sin(t) + 6 sin(2t)] - sin (16t) + [4sin(t) + 7 sin(2t)]
- sin (24t)

= 3sin(t) - sin — 2sin(2t) - sin(8t) + 5sin(t) - sin(16t) + 6sin(2t) - sin(16t) + 4sin(t) -
sin(24t) + 7sin(2t) - sin(24t)

= 3/2(cos[(B—1)t] —cos [(8+ 1)t)] — 2/2(cos[(8 — 2)t] — cos [(8 + 2)t]
+ 5/2(cos[(16 — 1)t] — cos [(16 + 1)t]) + 6/2(cos[(16 — 2)t] — cos [(16 + 2)t])
+ 4/2(cos[(24 — 1)t] — cos [(24 + 1)t]) + 7/2(cos[(24 — 2)t] — cos [(24 + 2)t])

= 3/2(cos[7t] - cos[9t]) - 2/2(cos[6t] - cos[10t])
+ 5/2(cos[15t] - cos[17t]) + 6/2(cos[14t] - cos[18t])
+ 4/2(cos[23t] - cos[25t]) + 7/2(cos[22t] - cos[26t]).

Die mathematische Umformung des Signals f(t) in eine Summe von Cosinusfunktionen (mit
verschiedenen ganzzahligen Frequenzen) wird uns spater helfen die Fourieranalyse zu verstehen! Die
Fourieranalyse ist ein Bestimmungsverfahren, das die in einem Signal versteckten Cosinusfunktionen
(allgemeiner harmonischen Funktionen) und ihre Koeffizienten liefert. Mit unserer Umformung
haben wir dies bereits fiir unser Signal f (t) geleistet. Es geht jetzt darum, zu zeigen, wie man die
Koeffizienten der Cosinusfunktionen auf andere Art aus dem Sendesignal bestimmen kann, denn das
Sendesignal liegt beim Empfanger ja gar nicht als mathematische Formel vor: weder in der Gestalt als
amplitudenmoduliertes Sinussignal noch als Summe von Cosinusfunktionen. Das einlangende Signal
miissen wir uns als physikalisch repradsentiert denken, z.B. sichtbar gemacht auf einem
Oszillographen oder unsichtbar als physikalischen Schwingvorgang in einem elektrischen Schaltkreis.
Ein so reprasentiertes Signal kann man nur auf analoge oder digitale Weise integrieren. Letztlich

mochten wir aber die Koeffizienten als Zahlen kennenlernen.

Es ware nicht schwer die numerische Integration mit den Funktionswerten aus obiger Wertetabelle
zu beschreiben, und damit die Fourierkoeffizienten by in der Fourierreihe

[oe]

£ = zk:lb" . cos(kt) dt

mit der Formel

by = 2/x fo nf(t) - cos(kt) dt
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berechnen. Wir zeigen nun, dass diese Berechnung in unserem Beispiel die (bereits bekannten)
Koeffizienten liefert.

Dazu benétigen wir die Werte einiger bestimmter Integrale tiber das Intervall [0,1]. Die Integration
ist in allen Fallen ganz einfach und liefert:

s
f cos(kt) - cos(mt) -dt =0 fiurallek #m @Y
0

T 0,firk #0
fo cos(kt) - dt = {n, Firk =0

Vs T T
f cos?(kt) - dt = f sin?(kt) - dt =E,f£ir alle k (2)
0 0

T
f sin(kt) - sin(mt) -dt =0 firallek #m
0

- 0, fir alle geraden k
f sin(kt) - dt = { 2
0

x fir ungeraden k

Wenn wir in Analogie zur Vektorgeometrie des zwei - und dreidimensionalen Raumes die Funktionen
cos(t), cos(2t), cos(3t), ..., cos(kt), u.s.w. als Basisvektoren eines Vektorraumes von reellen
Funktionen g: [0, ] — P auffassen und die Zahl

9(0) * h(t) = f 9(0) * h(D)dt
0

als Skalarprodukt auffassen, dann sind die Funktionen cos(kt) und cos(mt) gemél Formel
(1) orthogonal zueinander und jede dieser Cosinusfunktionen hat wegen (2) die Norm \E

Die Norm entspricht der Lange eines Vektors in der Geometrie und ist die Quadratwurzel aus dem
Skalarprodukt des Vektors mit sich selbst.

Nun zuriick zu unserem eigentlichen Problem der Berechnung der by, aus dem Signal f(t).
Unser Empfanger kann die Frequenzen in der Ndhe der Tragerfrequenzen tf1=8 und tf3=24
ausblenden, sodass wir nur mehr das reduzierte Signal

frea(t) = ;[cos(15t) —cos(17t)] + g [cos(14t) — cos(18t)]

analysieren missen (Siehe: mittlere Zeile in der Summe der Cosinusterme weiter oben).

Es genligen die Skalarprodukte von f,.;(t) mit den Funktionen cos(14t), cos(15t),
cos(16t),cos(17t) und cos(18t) aus dem kleinen Frequenzband [14, 18] um die Tragerfrequenz
tf2 zu berechnen.
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V. Einblicke in die Fourieranalyse von Signalen

Durch Amplitudenmodulation kénnen viele niedrig-frequente Signale (z.B. Audio, 20Hz-20kHz) auf

sehr hoch-frequenten Tragerwellen (10MHz-10GHz) Gbertragen werden

Hauptproblem: Das Ausblenden unerwiinschter Frequenzbander beim Empfanger und der Empfang
der amplitudenmodullierten Welle. Das Ausblenden unerwiinschter Frequenzen bewerkstelligt der
Empfangsapparat physikalisch, aber das Wiederherstellen der urspriinglichen Audiosignale aus dem
amplitudenmodulierten Sendesignal erfordert Mathematik und dieser Vorgang kann mathematisch
beschrieben werden. Das mathematische Hauptwerkzeug ist die Frequenzanalyse mit Hilfe der
Fourieranalysis. Das Ziel der Frequenzanalyse besteht in der Darstellung des Sendesignals durch eine

unendliche Reihe von Sinus- und Cosinus-Wellen mit ganzzahligen Frequenzen.

VI. Formelsammlung®:

Reflexionszeitpunkte
Reflexionsorte
Eintreffzeiten der Echos
Zusammenhang zwischen
titf; ti
Zeitliche Echodistanz

Geschwindigkeit aus 2
Messungen

Ort aus 2 Messungen

n... Anzahl der Impulse
PW... Pulsweite
t;=(0{—-1)-At
Bedingung fiir das 1. Echo

Z=W(0)+C - t;
: c—w

W(tF) = —— - w(0) + W £;)

., 2w0) c+w
i = + "t
c—w c—w

t; +t]
=T
tZ — t;
wt) = ¢ =——
c+w
At* = - At
c—w
At* — At
=CcC+—
At* + At

tit, — taty

0)=c-
w(0) = ¢ m A

Laserdaten

c+w
PWStISAt——PW
c—w
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Bedingung fiir das n-ten
Echo

Zeit des 1. bis zum n-ten
Echo

Geschwindigkeit wl bei
minimalen At*

Geschwindigkeit w,
maximalen At*

Erlaubter
Geschwindigkeitsbereich

Obere Grenze fir
erlaubten Ort bei
gegebener
Geschwindigkeit

c+w
t, + PW < tpt, < +PW—mPW

c+w
(n—2)At+<1+—>-PW§t;;—t;‘
cC—w

ct+w
Sn-At—(1+—>PW
c—w

_2PwW - A
Y= an—3)ac
At — 2PW

W2 = O on— DAt

wiS<w<sw,

c—w c+w 2n—1

0) < { W+ At
Wiy =mm=—; 2 “bTT 2

c
—=At
+3 }

- At

! alle Formeln wurden selbstéindig hergeleitet
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1 Einleitung und Problemstellung

Unser Projekt beinhaltet vier dhnliche Problemumgebungen: ein Labyrinth, einen Berg,
die eigene Wohnung und ein Straflennetz.

e Die Aufgabe im Labyrinth besteht darin, den kiirzesten Weg von einem Anfangs-
punkt zu einem beliebigen anderen Punkt zu finden. Wir gehen von einem zwei-
dimensionalen Objekt aus, das aus beliebig vielen Késtchen besteht. Jedes dieser
Kastchen hat vier Seiten, die entweder passierbar oder unpassierbar sind. Unpas-
sierbare Seiten werden als Winde definiert. Wir unterscheiden zwischen zwei Arten
von Labyrinthen: jenem mit einem méglichen Losungsweg (maze) und jenen mit
mehreren (strange maze).

e Beim Berg ist nicht der kiirzeste Weg der entscheidende, sondern der kostenidrm-
ste bzw. der am wenigsten anstrengende Weg. Im Gegensatz zum Labyrinth ist
der Berg dreidimensional und die Héhenkoordinaten jedes einzelnen Punktes sind
gegeben. Auch variiert der Kostenaufwand um von einem Punkt zum néchsten zu
gelangen je nach Steigung.

e Das dritte Problem beschéftigt sich mit der eigenen Wohnung und zwar mit dem
Transport eines Klaviers durch die moblierte Umgebung. Man betrachtet hierbei
den Grundriss der Wohnung als eine 2D-Bild. Allerdings gilt es die Form des Kla-
vieres in weiterer Folge zu beriicksichtigen. Die M&glichkeit, das Klavier auch zu
drehen, erschwert die Modellierung zusétzlich.

e Das Straflennetz stellt durch seine grofien Datenmengen eine besondere Herausfor-
derung des Projekts dar. Man kann sich es als gigantisches Labyrinth vorstellen,
bei welchem noch zusétzlich Strafienlangen, Geschwindigkeitsbegrenzungen und
Sonderfélle wie Einbahnstraflen beriicksichtigt werden miissen. Diese Art der Na-
vigation ist wohl die uns bekannteste, da sie von einer grofien Menschenmenge
tdglich in Form von Navigationsgerdten im Auto oder {iber das Internet, mit Sei-
ten wie zum Beispiel ’google maps’, genutzt wird.

Unsere Projektziele waren ein einheitliches Modell und verschiedene Losungsstrate-
gien zu finden und diese am PC mithilfe von MatLab umzusetzen.



2 Chronologische Entwicklung der Losungsanséitze

Am Anfang hatten wir vor, die vier Probleme nacheinander zu bearbeiten und Losungs-
strategien fiir sie zu entwickeln. Der Einfachheit wegen beschiftigten wir uns als erstes
mit dem Labyrinth, da am wenigsten Zusatzfaktoren zu beriicksichtigen waren. Mit der
Zeit fielen uns die zahlreichen Gemeinsamkeiten der vier Probleme auf und wir begannen
unsere Ideen auf alle Beispiele zu erweitern.

2.1 Rechtsregel & CutLoops-Algorithmus

Den ersten Losungsansatz erhielten wir durch die uns bekannte Rechtsregel, mit der man
von jedem Punkt eines Labyrinths zu jedem anderen erreichbaren Punkt finden kann,
auch wenn dies viel Anstrengung und lange Wegstrecken bedeuten kann. Sie liefert immer
einen moglichen, aber in den seltensten Féllen den kiirzesten Weg.

Die Rechtsregel besagt, dass man bei jeder Weggabelung nach rechts abbiegt, man
hélt sich also immer an der rechten Mauer.

Da man bei Anwendung dieser Regel gewisse Punkte im Labyrinth ofters passiert,
nédmlich genau dann, wenn man aus einer Sackgasse wieder herauskommt, entstehen ge-
laufene ’Schlaufen’; welche fiir den Weg zum Zielpunkt unnotig wiren. Wir entschieden
diese ’Schlaufen’ mit dem CutLoop-Algorithmus zu eliminieren. Dieser besagt, dass alle
mehrfach passierten Késtchen der Ursprung und das Ende einer ’Schlaufe’ sein miissen
und, dass alle jene Eintrige zwischen diesen zwei identen Werten, und somit die "Schlau-
fe’, geloscht werden musste. Bei einer Sorte Labyrinthe (‘maze’) (Abb.1) erhielten wir
ein positives Ergebnis, den kiirzesten Weg. Mazes haben eine Wegbreite von genau einem
Késtchen (Punkt) und enthalten keine Inseln, folglich sind alle Wande mit der Auflen-
wand verbunden. Bei allen anderen Labyrinthen (’strange maze’) (zum Beispiel Abb.2),
bei denen mehrere Wege zum Zielpunkt fithren, ohne dass sie einen Punkt mehrmals
passieren miissen, fithrt diese Technik jedoch nicht zwangslaufig zum kiirzesten Weg.
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Abbildung 1: Labyrinth mit einem Abbildung 2: Labyrinth mit mehreren
Losungsweg Losungswegen
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2.2 TAP-Algorithmus (Try All Possibilities)

Der TAP-Algorithmus versucht von einem Ausgangspunkt im Labyrinth jedes von dort
aus erreichbare Késtchen, und von diesen wiederum jedes von diesen erreichbare Késtchen,
zu begehen. Er probiert erst alle Wege der Lange 1, danach der Lénge 2 bis zur Linge n,
welche dann der Lénge des kiirzesten Weges zum Ziel entspricht, aus. Diese moglichen
Wege steigen von der Weglinge abhéngig exponentiell, somit wird dieser Algorithmus,
der jeden moglichen Weg zum Ziel berechnet, mit zunehmender Wegldnge in 'mazes’
sowie in ’strange mazes’, immer ineffizienter. Dennoch stellt dieser Algorithmus unsere
erste, auf alle Labyrinthe anwendbare, Losung dar.

2.3 FillUp-Algorithmus

Ein anderer Losungsansatz war der von uns in zwei Schritten entwickelte FillUp-Algorith-
mus. Dieser schliefit in ‘'mazes’ alle Sackgassen, indem er zusétzliche Wénde in das La-
byrinth einbaut. Der erste Schritt (Abb.3 und 4) ist dem jeweils letzten Késtchen einer
Sackgasse, welches bereits von drei Winden umschlossen ist, eine vierte hinzuzufiigen.
Somit werden die jeweiligen Nachbarkéstchen auch zu Késtchen mit drei Wénden, wel-
che im n#chsten Schritt ebenfalls geschlossen werden, aufler der Anfang der Sackgasse
ist bereits erreicht. So wird der kiirzeste und einzige Losungsweg sowohl visuell als auch
mathematisch herauskristallisiert, da alle Wege bis auf den einen, vollig geschlossen sind.
Daraufthin wenden wir den TAP-Algorithmus an, der nun den unverzweigten, einzigen
Weg findet und ausgibt.

Da der FillUp-Algorithmus, welcher zu dem Zeitpunkt erst aus Schritt eins bestand,
nicht ausreichend fiir das Losen von ’strange mazes’ war, entwickelten wir einen Schritt
zwei. Der zweite Schritt (Abb.5 und 6) besteht darin, dass bei einem Kistchen, wel-
ches zwei aneinander liegende Wénde besitzt, und das diagonal benachbarte, der Ecke
gegeniiber liegende Késtchen die gleichen zwei Winde nicht besitzt, alle noch offenen
Seiten geschlossen werden. Von diesem Schritt, in Kombination mit dem ersten (Abb.7),
erhofften wir uns, dass sdmtliche ’strange mazes’ und offenen Flidchen deutlich verein-



facht wiren und effizient mit dem TAP-Algorithmus geldst werden konnten, was jedoch
nicht immer zutraf.
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2.4 Der Spezielle Flow-Algorithmus

Auf diesen Losungsweg kamen wir mit dem Gedanken, es wire moglicherweise von Vorteil
die Richtung von Start- nach Zielpunkt auf dem gesamten Weg mitzuberiicksichtigen
und nicht einfach willkiirlich von jedem Kistchen aus eine Richtung zu wihlen bzw.
alle Moglichkeiten durchzuprobieren. Erst zeichneten wir also in jedes Kiéstchen des
Labyrinths einen Pfeil, welcher von diesem aus genau auf den Zielpunkt zeigte. Das
bleibende Problem hierbei war jedoch, dass Hindernisse bzw. die Wande des Labyrinths,
von den Pfeilrichtungen nicht beriicksichtigt wurden. Allerdings brachte uns diese Skizze
die ziindende Idee.

Wir sahen, dass der gleichméflige 'Fluss’ der Pfeilrichtungen einfach nur an die Hin-
dernisse angepasst werden musste, um von jedem beliebigen Punkt den kiirzesten Weg
zum Zielpunkt zu erhalten. Wir begannen mit dem Pfeil vor dem Zielfeld, wessen Rich-
tung als erste eindeutig definiert werden konnte. Dieses Feld zeigte direkt auf den Aus-
gang bzw. das Ziel. Danach richteten wir alle Pfeile von den benachbarten Késtchen
des einen Késtchens, welche nicht durch Winde getrennt waren, auf dieses aus. Das gab
uns bereits den kiirzesten Weg der ersten Felder zum Zielpunkt. Darauthin richteten wir
alle weiteren Pfeile immer jeweils auf die bereits definierten Pfeile, sodass wir nun einen
optimal an das Labyrinth angepassten 'Fluss’ aus Pfeilen erhielten (Abb.8). Der kiirzest
mogliche Weg konnte nun fiir jedes Késtchen gefunden werden. Dieser Algorithmus war
nun der erste, welcher auf jegliche Art von Labyrinthen anwendbar war.

Um diese Methode fiir einen Computer verstéindlich zu machen, ersetzten wir alle
Pfeile mit aufsteigenden Zahlen. Das Zielfeld bekam den Wert 1, alle angrenzenden Felder
den Wert 2, alle an diese Felder angrenzenden Felder den Wert 3 und so weiter. Der
programmierte Algorithmus musste nun nur mehr von einem beliebigen Anfangskéstchen
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Abbildung 7: Strange maze nach
Schritt 1 und 2

mit dem Wert n, welcher bereits die Ldnge des kiirzest moglichen Weges anzeigt, immer
auf das benachbarte Késtchen mit einem kleineren Wert als n (im Fall von Labyrinthen
genau n — 1) gehen, solang bis er nach genau n Ziigen am Zielfeld ankédme (Abb.9).

3 Resultate

3.1 Einheitliches Modell

Waéhrend der Arbeiten an dem Speziellen Flow-Algorithmus wurde uns bewusst, dass
wir diesen Algorithmus auf alle Problemstellungen anwenden koénnen, vorausgesetzt wir
fanden ein einheitliches Modell. Dies fiihrte uns zu der Frage nach den Gemeinsamkeiten
aller Probleme. Alle Probleme kénnen auf folgendes reduziert werden:

e Gegeben sei:

— Die Menge aller Punkte K,

weiter, die Menge aller benachbarten Punkte E

— und eine Funktion w : £ — R>,

welche die Kosten angibt, von einem Punkt zu einem anderen zu gelangen.

o Gesucht ist:

Ein Weg W = [K4,...,K,], Ki=A, K,=B
dessen Kosten gleich das Minimum der Kosten aller Wege von A nach B ist.

n—1 m—1

E w(K;, Kitq) = min E w(Xi, Xit1)
i—1 X= [XL 7Xm] i—1

= X1=A, Xm= =

Kosten des Weges
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Abbildung 8: Erste Dar-
stellung des Flows
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Abbildung 9: Der durchgezihlte flow

3.2 Vom Problem zum Modell
3.2.1 Labyrinth

Das einzige, das wir mit dem Labyrinth machen mussten war offene Seiten und Wénde
mit Kosten zu versehen. Wir wéhlten die Kosten 1 um eine offene Wand zu passieren
und die Kosten 0 bzw. co um die Uniiberwindbarkeit einer Wand zu beschreiben.

3.2.2 Berg

Das néchste Problem war die Routenplanung fiir eine Bergtour. Hier gilt es nicht un-
bedingt den kiirzesten, sondern den am wenigsten anstrengenden Weg zu finden. Wir
mussten iiberlegen in welcher Weise wir den Berg mathematisch darstellen kénnten. Wir
hatten die Idee Punkte auf der Bergoberfliche zu verteilen und ihre Absténde zueinander
zu berechnen. Diese Idee brachte uns aber nicht weiter, daher mussten wir eine andere
Strategie entwickeln.

Den Berg kann man auch als flachgedriickte’ 2D-Ebene sehen. Diese ist eingeteilt in
Késtchen, dhnlich wie ein Labyrinth, wobei jeder Punkt am Berg zu einem Késtchen
wird, welches einen bestimmten Hohenwert hat. Auch gibt es keine herkémmlichen
"Winde’ sondern jede Seite eines Késtchens bekommt einen errechneten Wert, welcher
den notigen Aufwand beschreibt, um diese Seite zu passieren. Um auf diesen Wert zu
kommen erstellten wir folgende Funktion:

S(xz) = /14 (zn)?

In dieser Funktion beschreibt  den Hohenunterschied zwischen den zwei benachbar-
ten Késtchen und n beschreibt den Anstrengungsfaktor, welcher ausdriickt um wie viel
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Abbildung  10:

S(x) visualisiert
Abbildung 11: Berg mit optimalem Weg, errechnet mit dem All-
gemeinen Flow-Algorithmus (Schockl)

anstrengender ein Meter in die Hohe, als ein Meter in die Breite zu bewéltigen ist. Der
Funktionswert S(x) (Abb.10) gibt den Aufwand an.

3.2.3 Straflenkarte

Die Straflenkarten des OpenStreetMap-Projekts liegen in einem Web-dhnlichen Format
vor, was nicht gerade vorteilhaft fiir die Verarbeitung mit MatLab@®) ist. Darum schrieben
wir ein Programm zur Verarbeitung der Daten; es liest die XML-Daten ein, berechnet
die Absténde zwischen den Straflenpunkten und schreibt das Resultat wieder in Dateien,
die mit MatLab® gut aufgenommen werden kénnen.

Das downloadbare Format ist prinzipiell in zwei Teilen aufgebaut: Im Ersten werden
Wegpunkte mit Koordinaten definiert, im Zweiten finden sich verschiedene Objekte (bzw.
Wege), die durch mehrere Punkte verbunden sind. Im Programm werden die beiden Li-
sten eingelesen; anschlieend werden aus den Objekten die Straflen gefiltert, da Fliisse
und Gebédude mit gebrauchlichen stédtischen Verkehrsmitteln (ausgenommen natiirlich
Amphibienfahrzeuge) nicht befahrbar sind. Nach einer Umordnung nach IDs, die vorder-
griindig fiir Performance und Sichtbarkeit wichtig sind, werden die verwendeten Punkte
in die eine, und die Wege von einem Punkt zum néchsten, in eine andere Datei ge-
schrieben. Auflerdem werden automatisch die Punkte erkannt, die in mehreren Wegen
vorkommen und somit Kreuzungen darstellen.

3.3 Der Allgemeine Flow-Algorithmus

Um den idealen Weg von A, dem Startpunkt, nach B, dem Endpunkt, zu finden, bedarf
es zwei grofler Schritte.

Der erste Teil besteht darin, auf jedem Punkt, wie es der Spezielle Flow-Algorithmus
im Labyrinth getan hat, den genauen Wert der addierten Anstrengungswerten fiir den



Abbildung 12: Navigation auf Straflen-  Abbildung 13: Navigation auf Straflen-
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optimalen Weg anzugeben. Dies ist um einiges schwieriger als im Labyrinth da es nun
verschiedene 'Kosten’, um Seiten bzw. Verbindungen zu passieren, gibt.

Teil 1:

Der Algorithmus beginnt am Zielpunkt B, der anfangs der einzige Punkt in der Menge
S ist, und berechnet die Kosten um von allen benachbarten Késtchen C' auf dem ’di-
rekten’ Weg (iiber die trennende Seite beziehungsweise die direkte Verbindungsstrecke)
zu ersterem Punkt B, zu kommen. Diese errechneten Werte kommen alle in eine Menge
U, welche alle 'unsicheren Wegpunkte’ beinhaltet. Dann wird die Menge U gepriift und
das Késtchen mit den geringsten Kosten (wenn dies auf mehrere Késtchen zutrifft, gilt
folgendes fiir alle diese) wird in die Menge S eingetragen und aus der Menge U geldscht.
Dies geschieht, da dieser Weg mit Sicherheit der kiirzeste Weg von jenem Punkt zum
Ziel ist, weil jeder andere Weg von diesem Punkt zum Ziel mindestens ein Element der
Menge U passieren miisste und somit zwangslaufig grofiere Kosten als der urspriingliche
Weg haben miisste. Nun wird dieser Vorgang fiir alle angrenzenden Punkte des Punk-
tes, der zuletzt zur Menge S hinzugefiigt worden ist, wiederholt. Wiederum kommen
alle moglichen angrenzenden Késtchen, in die Menge U, in der sich aber auch noch die
unsicheren Késtchen des vorherigen 'Durchgangs’ befinden. Die Kosten auf der Menge
U werden erneut gepriift und das Késtchen mit dem kleinsten Wegwert wird zur Menge
S hinzugefiigt. Diese Prozedur wird solange wiederholt, bis jeder Punkt in der Menge S
enthalten ist.
Diese Prozedur lasst sich auch wie folgt formal ausdriicken:

1. Setze:

K, =B, (B=Zelpunkt), i=1, K,€S; S ={K;}



v+ Si = Rxo, 7i(Ky) =0, N;=10

2. Wenn S; = K gehe zu Schritt (4.), sonst:
Suche alle K, fiir die gilt K, € K und (K,, K;) € E
Setze U1 = (U U{Ky|(Ky, K;) € E})\S;
Definiere Aj+1 : Uiy1 — R fiir alle K, wie folgt:

Yi(Kz) +w(Ky, Kp)  falls K, ¢ U;
falls K U,
Ai(Ky) alls 1y €
)\i—i—l(Ky) = und ’}/Z(Kx) + W(Ky, Kw) Z )\Z(Ky)
falls K, eU;

(Ka) + w(ky, Ke) und 7, (Kz) + w(Ky, Kz) < Ai(Ky)

3. Suche in U4 ein K, fiir das gilt:

Nit1(Ky) = KHGI}JI_I+1 Xit+1(K,)

Setze S;+1 = S; U (K,) und definiere ;41 : Siz1 — R>o

Yi (K falls K € 5;
Yir1(K) = ()
Ai+1(K) falls K =K,

Setze: 1<+ 1+1

Gehe zu Schritt (2.)

4. Ausgabe Funktion v: K — R>0: v =

Teil 2:

Der zweite Teil beschiéftigt sich mit dem tatsdchlichen Finden des idealen Weges von
einem beliebigen Punkt aus, anhand der durch Teil 1 vorhandenen Daten. Man hat einen
Wert fiir jeden Punkt (aus der Menge S, welche aus Teil 1 stammt), der die Kosten fiir
den kiirzesten Weg anzeigt, und die Kosten um jede Seite beziehungsweise Verbindung
zu passieren, gegeben. Um den idealen Weg von A nach B (Anfangs- nach Zielpunkt)
zu finden beginnt man bei Punkt A. Man priift alle Nachbarpunkte von Punkt A und
zieht den jeweilig eingeschlossenen Passierwert ab. Uber den Punkt, bei welchem das



Ergebnis dieser Differenz der Wert des Punktes selbst ist, verlduft der gesuchte ideale
Weg. Von diesem Punkt aus priift man nun wieder alle Nachbarkéstchen und zieht vom
Wert in diesem Punkt wieder die jeweilig eingeschlossenen Passierkosten ab. Man findet
auf diesem Weg den néichsten Punkt der auf dem idealen Weg liegt. Diese Technik muss
man anwenden bis man am Endpunkt B, mit dem Wert 0, angekommen ist. Die somit
passierten Punkte beschreiben den idealen Losungsweg und kénnen vom Allgemeinen
Flow-Algorithmus ausgegeben werden.
Diese Prozedur lasst sich wieder auch formal ausdriicken:

Sei v: K — R>, wie in Teil 1 definiert, dann:
1. Setze K; = A, i=1

2. Falls K; = B, dann ist W = [K}, ..., K;] gefunden, sonst:
Wihle Ki—f—l so, dass (KZ‘, Ki+1) € F und ’Y(Ki+1) = "}/(KZ) — w(Ki,Ki+1)

Setze 7 + 7+ 1 und fahre mit Schritt 2 fort.

4 Realisierung am PC

Parallel zur Findung neuer Algorithmen versuchten wir diese auch auf dem Rechner
zu verwirklichen. In MatLab fanden wir ein sehr méchtiges Werzeug, das uns erlaub-
te die Algorithmen relativ einfach auf dem Rechner zu implementieren. Einzig bei der
Effizienz stiefen wir an unsere Grenzen, unter anderem weil MatLab eine Skriptspra-
che ist, weil unsere Laptops mit ihren 2 GB Arbeitsspeicher nicht in der Lage waren
grofere Datenmengen (zum Beispiel eine hochaufgeloste Karte des Schockls oder eine
StraBenkarte von Graz) effizient zu verarbeiten und weil wir uns erst mit den Feinheiten
dieser Sprache vertraut machen mussten. MatLab ist ndmlich insgesamt eher an Ma-
thematik orientiert als an der Architektur von Computern. Auflerdem stehen sehr viele
mathematische Funktionen und diverse Operationen, die man bei der Umsetzung von
Algorithmen am Computer benétigt, zur Verfiigung. Bei Beachtung dieser Eigenheiten
ist ein geschriebenes Programm recht einfach zu verstehen, jedoch bei Nichtbeachtung
und falscher Verwendung fithrt das zu sehr langsamen und ineffizienten Programmen,
die dann auch nicht wirklich praxistauglich sind.

4.1 Labyrinth

Die auf das Labyrinth anwendbaren Algorithmen am Rechner zu implementieren gestal-
tete sich relativ einfach. Die computergenerierten Labyrinthe lagen in einer Matrix vor,
die die Nachbarschaftsbeziehungen eines jeden Kastchens zu seinen Nachbarn beschrieb.
Dies sah aus wie in Tabelle 1, die Matrix die dem Beispiel-Labyrinth (Abb. 14) zu Grun-
de liegt. Die Indizes rechts stehen fiir die Nummer eines jeden Késtchens des Labyrinths
und die Finsen und Nullen rechts daneben an geben an, wo sich relativ zum Késtchen
eine Wand befindet.
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Indizes Wand Oben Wand Rechts Wand Unten Wand Links
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Tabelle 1: Nachbarschaftsbeziehungen der Késtchen

Die Umlegung sémtlicher erdachter Algorithmen geschah ziemlich speziell und wurde
direkt auf die vorliegenden Daten des Labyrinths zugeschnitten. So kamen fiir Labyrinthe
immer eigene und spezielle Programme zum Einsatz. Nur der TAP benutzte einen etwas
allgemeineren Datensatz als Eingang, einen Graphen. Das ist eine Matrix, die fiir jeden
Punkt beschreibt zu welchen Punkten er benachbart ist. Dies wiirde fiir das Beispiel
Labyrinth (Abb. 14) so aussehen wie in Tabelle 2.

Indizes 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 1.0 0 0 0 0 0O
2 1 0 1. 0 0 0 0 0 O
3 0 1.0 0 0 1 0 0O
4 0O 0001 01 00
5 0O 001 01 0 00
6 0O 01 01 0 0 00
7 0O 001 00 0 10
8 0O 000 OO 1 01
9 0O 0o 000 0 10

Tabelle 2: Der Graph der Nachbarschaftsbeziehungen der Késtchen

Im Laufe der Woche entdeckten wir immer mehr MatLab-eigene Funktionen und pro-
grammierten unsere Funktionen immer MatLab-gerechter. Aufgrund der Einfachheit von
Labyrinthen spielte es eigentlich keine Rolle, wie effizient unsere Programme arbeiteten.
So legten wir nur Wert darauf das Programm moglichst zuverléssig zu machen.

4.2 Berg

Beim Berg wurde zum ersten Mal der allgemeine Flow verwendet, der ja auch beim
Nachdenken iiber eine Losungsstrategie fiir den Berg entstanden war. Zuerst mussten
die Daten des Berges, die in einer Matrix mit den Hohenwerten vorlag, in einen Graphen
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Abbildung 14: Ein Beispiel Labyrinth

umgerechnet werden. Konkret verwendeten wir die SRTM-3-Daten des Grazer Hausber-
ges, dem Schockl. Diese Daten werden vom USGS frei zur Verfiigung gestellt und haben
in unseren Breitengraden eine Auflésung von 90 m Nord-Siid und 60 m in West-Ost
bei einer Hohengenauigkeit von 6 m. Jetzt mussten wir diese Matrix erst einmal in ei-
ne brauchbare Form fiir Flow bringen. Dafiir schrieben wir eine Funktion, die uns, wie
schon beschrieben, den Aufwand von einem Punkt zum néchsten zu kommen errechnete
und mit diesem Werten den Graphen befiillte. Der Graph beschrieb somit nicht nur die
Nachbarschaftsbeziehung, sondern auch gleichzeitig den Aufwand von einem Punkt zum
néichsten zu kommen. Hier kam ein spezieller Matrixtyp zum Einsatz, da sonst riesige
Datenmengen entstehen wiirden, die der Arbeitsspeicher nicht fassen kénnte, und zwar
die Sparse-Matrix. Das Besondere dabei ist, dass nicht alle Werte der Matrix gespeichert
werden, sondern nur die, die nicht null sind, trotzdem kann man eine Sparse-Matrix ge-
nauso wie eine normale Matrix verwenden. Dies bringt eine enorme Verkleinerung des
bendétigten Speichers, da ein Punkt am Berg ja nur 8 Nachbarn haben kann. Die ur-
spriingliche Matrix des Schockls aus SRTM-Daten hat eine Ausdehnung von 145x97
Feldern. Dies ergibt ein Produkt von 14065 Feldern. Also hat der Graph eine Ausdeh-
nung von 14065x14065 Feldern. Die erste Implementierung von Flow hatte hier massive
Effizienzprobleme und konnte nur ein 100stel der Felder des Schockls in einer sinnvollen
Zeit bearbeiten. Sie funktionierte richtig, jedoch zu langsam. Dies war das erste Mal,
dass wir die Effizienz einer unserer Programme in den Vordergrund stellen mussten. Un-
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ser Programm war deswegen so langsam, weil es viel zu viele sinnlose Abfragen machte
und auBerdem viel zu wenig an MatLabs Feinheiten angepasst war. Uber zwei Schritte
néherten wir uns immer mehr der idealen Losung an und konnten schliefilich den Schéckl
in voller Auflésung innerhalb von einer halben Minute bearbeiten. Wir mussten unser
Programm sehr genau auf die Eigenheiten von MatLab zuschneiden und ersetzten dabei
viele der eigenen Operationen durch MatLab-eigene.

4.3 Straflenkarte

Um die Verarbeitung des realen Strafiennetzes zu ermoglichen, griffen wir auf die Daten
von OpenStreetMap zuriick. Die Dateien sind mit freier Lizenz verfiigbar.

Die Daten werden vom Web-Dienst in einer speziellen Version des XML-Standards ge-
speichert. Das Format besteht grob aus zwei Teilen: Einerseits finden sich im Anfangsbe-
reich Koordinatenpunkte (bestehend aus Langen- und Breitengraden), andererseits wer-
den mit diesen als Basis auf der zweiten Seite verschiedene Arten von Wegen, Gebduden,
Fliissen und vielem mehr dargestellt.

/* Koordinatenpunkte */
<node id="418731727" lat="46.8335555" lon="15.5459667"/>
<node id="418731047" lat="46.8335501" lon="15.5468256"/>

/* Wegdefinition */

<way 1d="35814197" user="StefanTiran" uid="56870"
visible="true" version="1" changeset="1485927"
timestamp="2009-06-11T11:55:417">

<nd ref="418731727"/>

<nd ref="418731047"/>

<tag k="highway" v="track"/>

</way>

Obwohl diese Daten durchaus zur Verwendung in unserer Hauptprogrammiersprache
MatLab@®) geeignet erschienen, stellten sie uns doch vor relativ grofle Probleme: Nur
ein kleiner Teil der Wegpunkte wird verwendet, Straflen und Wege darzustellen, der
Rest dient vor allem der Definition von Fliissen und Verwaltungsgrenzen. Um diesem
Problem zu begegnen, wurde ein Programm in Microsoft® C# aufgesetzt, das die Daten
verarbeitet und im CSV-Datentyp exportiert.

Der Aufbau dieses Converters besteht aus mehreren Teilen:

1. Vereinfachung der 1D,
2. Filtern der Wegdefinitionen nach befahrbaren Strafien,
3. Erkennung der verfiigharen Bewegungsvektoren,

4. Ausgabe von Bewegungsvektoren (Strecken),
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5. Ausgabe der benétigten Koordinatenpunkte,
6. Ausgabe der Kreuzungspunkte.

Der erste Schritt wurde notwending, da MatLab® Daten auf Basis von Indexda-
ten verarbeiten kann. Dies macht es moglich, statt mit Zahlen in der GroBenordnung
von Milliarden mit IDs von 1 bis zur Anzahl der Wegpunkte zu arbeiten. Im néchsten
Teil werden alle Stralen ausgelassen, die nur fiir Fulgénger, Radfahrer und Eigentiimer
(Privatwege) benutzbar sind. Auflerdem werden auf dieser Basis geméf Gesetz und Fahr-
praxis Annahmen fiir Geschwindigkeit getroffen (siche Tabelle 3).

Strafle km/h
Autobahn 130
Bundesstrafie 100
Landstrafle 70
Ortsgebiet 50
Kleine Ortsstrafien 30

Tabelle 3: Annahmen {iber die Geschwindigkeit
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Abbildung 15: Stralenkarte von Leibnitz

Die Bewegungsvektoren geben an, welche Punkte untereinander als Start und Ziel
fungieren (zwischen denen eine Verbindung existiert). Die Bestimmung erfolgt mit ei-
nem simplen Algorithmus: Alle Wegpunkte aller Wege werden mit einer foreach-Schleife



durchlaufen und mit dem jeweils néchsten verbunden; unter Zuhilfenahme der Geschwin-
digkeit wird als dritter Wert die benotigte Zeit berechnet. Im Anschluss erfolgt die Aus-
gabe als CSV(Comma Seperated Values)-Datei mit dem Format

ID 1,ID 2,Zeit
In der zweiten Datei finden sich Daten zu Wegpunkten nach dem Format
ID,Langengrad,Breitengrad

Der Abstand (in Kilometer) zwischen zwei Wegpunkten Py = (I1,b1) und P» = (l2, b2)
(Léngen- und Breitengrad) Kann durch die folgende Formel angenéhert werden:

PPy = /[l — 1) + [y(b2 — b1)]?  mit
x = T77,24249606 1y = 111,1949403

Sie ist anwendbar unter den Annahmen, dass man sich im Bereich von ca. 46 Grad
Breite bewegt und die Erde als Kugel dargestellt wird.

Die dritte Datei stellt nun zum Zweck der Zeichnung eine Liste der Punkte dar, an
denen mehrere Wege zusammentreffen; die Berechnung erfolgt iiber einen Vergleich aller
Wegpunkte und Wegen untereinander.

5 Konklusion

Im Laufe dieser Modellierungswoche haben wir einige interessante Losungsansétze und
auch eine durchaus effektive Losung fiir drei von den vier uns gegebenen Problemstellun-
gen gefunden. Diese drei gelosten Aufgaben waren jedoch bereits so umfangreich, dass
wir nicht mehr zur Bearbeitung der letzten Aufgabe, dem Klaviertransport, kamen. Die
allgemeine Arbeitshaltung der Gruppe und das Klima beim Ausarbeiten der Probleme
waren sehr positiv. Auch war die Motivation zu (beinahe) jeder Stunde gegeben und wir
arbeiteten auch abends freiwillig an unserem Modell weiter. Einige lernten besser mit
MatLab umzugehen, zu programmieren und wir bewiesen auch manche unserer relevan-
ten Algorithmen mathematisch. Ohne Ausnahme jeder von uns wird von dieser Woche
positive Erinnerungen mitnehmen.
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1. Einleitung

In diesem Projekt geht es um die Erforschung bzw. Auffindung von Zeit-diskreten Pumpen. ,,Pumpen®
nennt man Systeme, die bei periodischer Erregung in ein Nichtgleichgewicht konvergieren. Unser Ziel
war es, herauszufinden, ob es auch Zeit-diskrete Modelle gibt, fir die dies zutrifft. ,Zeit-diskret”
bedeutet, dass die Werte einer Funktion nicht fir alle Argumente einzeln, sondern von Zeitpunkt zu
Zeitpunkt berechnet werden.

Wir beschaftigten uns also mit zeit-diskreten Modellen der Form x;,; = F(x;) + s¢, wobei es sich

bei s; um eine periodische Stérung handelt. Eine periodische Stérung ldsst sich z.B. durch eine

Sinusfunktion oder einen Modulobefehl konstruieren.

Pumpen sind diese Modelle genau dann, wenn der Mittelwert der Argumente ungleich der Summe

des Funktionswertes dieses Mittelwerts und dem Mittellwert der Stérung ist, das heilst:
X+F(x)+5

Wir erzeugten Modelle fiir verschiedene F () und behandelten auch fir die Stérungen s;
verschiedene Falle, wobei wir zunachst stets versuchten, auch Pumpen ohne Stérung zu finden.

Fiir numerische Berechnungen verwendeten wir das Programm Octave und konnten so auch unsere
Modelle grafisch darstellen. Weiters eignete sich Octave gut, um zu testen, ob die am Papier
erhaltenen Ergebnisse richtig sind.

Zusatzlich verwendeten wir GeoGebra, um die untersuchten Funktionen grafisch darzustellen und
z.B. Fixpunkte sofort zu erkennen.

2. Grundvoraussetzungen fiir Pumpen

Bei einem System kann es sich nur um eine Pumpe handeln, wenn bestimmte Bedingungen erfillt
sind:

1. x#F(x)+5s

2. Es muss periodisch sein. In einem bestimmten Intervall miissen also die gleichen Funktionswerte
immer wieder auftreten. Die Periode T muss zwischen 1 und oo liegen. Ein System mit der
Periode T=1 kann keine Pumpe sein, da fur diese x immer gleich F(x) + s ist. Somit ist auch X
immer gleich F(X) + 3.

Die Periode T darf den Wert o nicht annehmen, da sonst der Mittelwert X nicht mehr berechnet
werden kann.

3. Affin-lineare Systeme

Wir begannen unsere Suche nach zeit-diskreten Pumpen mit der Untersuchung von affin-linearen
Systemen. Wir wahlten diese als erstes, da von ihnen die einfachsten Funktionsterme zu erwarten
waren.

Ein affin-lineares System hat die Form: F(x) = G(x) + d mit linearem G. ,Linear” bedeutet, dass es
sich bei der Funktion um eine durch den Ursprung verlaufende Gerade handelt.
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Ein lineares System ist also eine Sonderform der affin-linearen Systeme mit d=0.

Aufgrund der Tatsache, dass eine Pumpe (1+n)-periodische Losungen (fir n € N*) besitzen muss,
nahmen wir an, dass diese affin-lineare Systeme keine Pumpen sein kénnen, weil sie keine
mehrperiodischen Losungen zu liefern schienen.

Um dies zu beweisen, behaupteten wir das Gegenteil, namlich dass es affin-lineare Pumpen gibt, und
suchten einen Widerspruch:

Behauptung: Es gibt affin-lineare Pumpen.
Beweis durch Annahme X # F(X) + 5:

T-1
1
x:? Xt+1
t=0
T-1
o ‘.
t=0
T-1 T-1
F(X)= G 1 PR
= U\T LT
t=0 t=0

Jedoch folgt daraus: ¥ = F(X) + §

Affin lineare Systeme sind also keine Pumpen. Wir kamen zu dem Schluss, dass nur nicht-lineare
Systeme Pumpen liefern kénnen und untersuchten als nachstes quadratische Modelle.

4. Quadratische Modelle

Wir betrachteten Parabeln im Intervall [0,1], wobei nur die 4. Hauptlage sinnvolle Ergebnisse lieferte:
Versuch mit dem Modell x4, = px;(1 —x;) +s fiurx € R|{0 < x < 1}, p ist beliebiger positiver
Parameter

41s=0

Zundachst versuchten wir der Einfachheit halber die Stérung wegzulassen: x;,; = px;(1 — x;)

Wir flihrten eine Kurvendiskussion durch:

Durch Nullsetzen der ersten Ableitung ergibt sich, dass bei x= % ein Hochpunkt liegt. Weiters verlauft
die Funktion immer durch den Ursprung und den Punkt (1]0).

Besitzt das Modell einen weiteren Fixpunkt auBer dem Ursprung, so liegt dieser bei x = 1 — %:

pxe(1—x¢) = x¢ > X = 1_%

Fir alle p > 2 besitzt der Schnittpunkt (S;) der Funktion mit der ersten Mediane einen hoheren x-
Wert als der Hochpunkt, was Iterationen zu einer Ruhelage fiir 2 < x < 3 ermoglicht.
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Man kann erkennen, dass in der ersten Abbildung die Funktion F(F(xt)) nur einen Schnittpunkt
zwischen 0 und 1 mit der ersten Mediane hat, wahrend in der zweiten und dritten Abbildung drei
Schnittpunkte vorliegen. In der ersten Abbildung ist die Losung daher nur (1)-periodisch, in den
Abbildungen zwei und drei sind 2er-Perioden maoglich. Da jedoch die dritte Funktion aus dem
Intervall [0,1] austritt, fallt die Iteration ins negativ Unendliche ab.

In weiterer Folge wollten wir beweisen, dass es (2)-periodische Pumpen fiir dieses System im

Intervall ]O,pT?l[ gibt:

Das heiBt, dass gelten muss: x¢4, = F(F(x)) = x,

F(F(x)) = p*x(1 —x)(1 — px(1—x))
Durch Gleichsetzen mit x ergibt sich folgende Gleichung (x=0 ist nicht interessant):

1
px3—2px2+px+x—1+p—2=0

. . . . -1 . . . .
Um zu zeigen, dass diese Gleichung im Intervall ]0,%[ eine Losung besitzt, verwendeten wir den

Zwischenwertsatz:
Wenn von einer stetigen Funktion f(x) ein positiver und ein negativer Funktionswert bekannt sind,
muss die Funktion zwischen diesen mindestens eine Nullstelle besitzen.

An unser Beispiel angepasst, wahlten wir zunachst fir x den Wert 0:

-1 +pi2<0fi]rp>1
Flr x = ijl ergibt sich, dass f(x) > 0 ist fur p > 2.

Folgerung: 3 x € [0,1]: f(x) = 0, was bedeutet, dass es eine 2-periodische Lésung gibt, die
grundsatzlich erst ab p > 3 auftreten kdnnen, wie wir mit GeoGebra zeigen konnten.

[Text eingeben] [Text eingeben] [Text eingeben]



Nun bewiesen wir, dass es sich auch um eine Pumpe handelt, indem wir wiederum annahmen, dass
gilt: X = F(X) und einen Widerspruch suchten:
px; — pxf + x4
2
2 2
Xq —pxi +x X1 —pxi +x
F(f)=p<p1 1’21 1)(1_7)1 1721 1)

Wir setzten X mit F (k) gleich und erhielten dadurch folgende quadratische Gleichung:

X =

2
px? — (p+1)x1+2—5=0

I . -b+Vb2— . . N
Mithilfe der Losungsformel — " 29¢ erhielten wir 2 Losungen:

p—-1
X1, = —

2
x12 —5

Die Lésung x4, ist nichtin ]0,%[ enthalten und féllt somit als Losung aus. Aus x4, |dsst sich der

Funktionswert F(xy,) = x,, berechnen, jedoch ergibt sich aus F(x,,) nicht wieder x;,, was ein
Widerspruch zur urspriinglichen Annahme X = F(X) ist. Das bedeutet, dass es sich um Pumpen
handelt.

Konkretes Beispiel fir p = 10/3:
X1, = 7/10 = FiXpUnkt

1
Xy, = 3/5 Xz, = 4/5 F(x22)=8/15 * 3/5
Folglich ist das System fiirp = 10/3 eine Pumpe.

42 s+ 0

Wir wahlten eine konstante Stérung s,:

Auch dieses Modell ist bei geeigneter Einstellung von p und s eine Pumpe, wobei p-Werte, die ohne
Stérung keine Pumpen waren, durch Stérung zu einer Pumpe werden kénnen und umgekehrt. Dies
lasst sich gut durch numerische Berechnungen zeigen, die wir mit Hilfe des Programmes Octave,
durchfihrten.

4.3 Programm

Das oben erwdhnte Octave-Programm ist folgendermalien aufgebaut und dient zur Darstellung bzw.
Berechnung des Modells mit oder ohne Storung:

x=(0.8236) x ist der Startwert der Iteration

T=4 T ist die Periode

=50 | gibt die Anzahl der Iterationen an

s=0.1 s ist die Stérung

p=3.3 p ist der Parameter

v=zeros(3,l) v speichert die erzeugten x-Werte

v(1,1)= p*x -p*x*x dieser Befehl speichert den Startwert in v

z=1 z ist eine Zahlvariable fir v und eine while-Schleife

[Text eingeben] [Text eingeben] [Text eingeben]



while z<(l+1)

v(1,z41)= (-p)*v(1,2)*v(1,z)+p*v(1,z)+s
z=z+1

end

xquer=mean(v(1,(l-T+1):1))

fxquer= (-p)* xquer * xquer +p* xquer
fxend=fxquer+s

z=1

while z<(l+1)

v(2,z)= xquer

v(3,z)=fxend

z=z+1

end

g=[1:1:1+1]

plot(q,v)

Stabile 2er-Periode mit:

Grine (untere) Linie: X

Rote (obere) Linie: F(x)

Stabile 2er-Periode mit:
p=28
$s=0,2
Grine (untere) Linie: X

Rote (obere) Linie: F(x)

startet die Schleife mit | Wiederholungen
Berechnung und Speichern der restlichen x-Werte
dieser Befehl verhindert eine Endlosschleife
Beendet die Schleife

mean berechnet den Mittelwert der Argumente
Berechnung des Funktionswertes des Mittelwertes
Addieren der Durchschnittlichen Stérung
Zuricksetzen der Zahlvariable

Beginn einer neuen Schleife

dient zum Darstellen von x

dient zum Darstellen von F(X) + 5

dieser Befehl verhindert eine Endlosschleife
beendet die Schleife

gibt den Intervall fiir die Darstellung an

Stellt den Vektor v im Intervall q dar

0.8

0.6

04

02

06

04

0 1 1 1 1
0 10 20 30 40

Ohne die Stérung wiirde sich dieses Modell in eine Ruhelage einpendeln, da p < 3.

[Text eingeben]
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[Text eingeben]
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Hier kann man gut erkennen, dass die s | | v v | |
Mittelwertberechnung nicht mehr '
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5. Hyperbolische Modelle

Wir versuchten analog zu den quadratischen Funktionen auch fiir Modelle, die durch Hyperbeln
beschrieben werden, Pumpen zu finden, und zwar fiir s.=0.

Die Abbildung zeigt eine (2)-periodische
Folge x; , welche rechts unten bzw.
links oben beginnt.

Als Modell wahlten wir die Funktion der Form F(x;) = xﬂ mitp >0, x>0
t

Flr 2-periodische Lésungen muss gelten:
Xt+2 = Xt

DX
Xi42 = F(F(xt)) = Tt = Xt

Folglich gibt es 2-periodische Losungen.

Um den Fixpunkt der Funktion zu berechnen, setzten wirxl = X

t

Daher ergibt sich fiir den Fixpunkt: x, = \/5

Parallel zu den quadratischen Modellen bewiesen wir auch fiir dieses Modell, dass es Pumpen gibt.

X = 1/2 (x% + xt)
2px;

F(x) =
(€3] )

Wir setzten X mit F(x) gleich und erhielten: x,* — 2px,? + p?
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Wir substituierten x,* mit u? und erhielten so fiir Uy, = pundsomit firx; = \/5, die negative

Losung -\/5 fallt weg, da wir nur positive x-Werte betrachten.

Die Losung ist genau der Schnittpunkt mit der ersten Mediane (=Fixpunkt), was bedeutet, dass nur
fur diesen Wert zutrifft, dass X = F (x).

Fir alle anderen x; # \/5 gilt: ¥ # F(X). Also haben wir bewiesen, dass dieses Modell fir alle

Xo # /P eine Pumpe ist.

6. Quadratwurzel-Modell

Wir untersuchten die Funktion x, = \/x_t + 5

Fiir s = 0 kann das System keine Pumpe sein, da es keine periodischen Losungen aulier x;=0,1 gibt.
Diese sind jedoch die Fixpunkte der Funktion, die wir durch Gleichsetzen von x; = \/x_t mit x;
errechneten, wodurch es sich um einperiodische Losungen handelt, die, wie oben bewiesen, nie
Pumpen sein kdnnen.

Die Abbildung zeigt eine Folge,

=7 die links unten beginnt und

gegen 1 konvergiert.

Wir interessierten uns in weiterer Folge dafiir, ob wir eine Stérung so konstruieren kénnen, dass wir
eine 2-periodische Losung erhalten.

Als Startwert wahlten wir ein beliebiges x, und s, setzten wir O.

Daraus ergibt sich fur x; und x5:

X1 =+/xg , Xy =%/xq+s; wobei xy # 1ist.
Wiederum setzten wir x, mit x, gleich und driickten s;explizit aus: s; = xo — /X,

Weiters berechneten wir X , F(X) und § und konnten dann zeigen und nahmen an, dass gilt:
XxX= F(X)+5:

x|

Syt iF) 0= [l 5=

[Text eingeben] [Text eingeben] [Text eingeben]
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Das Gleichsetzen fuhrt zu folgender Gleichung:
%% ((xp —1)?*=0
Die Losungen lauten demnach: xy, =0und xp, =1

Dies sind genau die x-Werte der Fixpunkte, weshalb fir alle x auler den Fixpunkten gilt, dass X
ungleich F(Xx) + S ist, d.h. es handelt sich um Pumpen.

[Text eingeben] [Text eingeben] [Text eingeben]
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1 Einleitung

Wir alle kennen Google, und wir alle benutzen es, wahrscheinlich mehrmals
taglich. Aber wie oft haben Sie sich schon gefragt, warum ausgerechnet Goo-
gle? Es gibt ja auch andere Suchmaschinen, die man verwenden kénnte. Warum
nimmt selbst Google diese Konkurrenz nicht so ernst, wie sie sein kénnte? Die
Antwort ist leicht: Google ist einfach besser. Um Langen. Aber wieso? Einer
der Griinde, warum Google so beliebt ist, ist die Tatsache, dass man oft sofort
findet, was man gesucht hat. Dies geschieht mit Hilfe eines Programms, das
die Seiten mit dem gewiinschten Suchbegriff nach Relevanz ordnet. Es funktio-
niert ziemlich gut: Die meisten Suchen enden bereits auf der ersten Seite der
Google-Ergebnisse, da diese genau die richtige Information beinhalten. Unse-
re Aufgabe diese Woche war es, ebenfalls so einen Algorithmus zu kreieren:
Den sogenannten ,,PageRank-Algorithmus®. Zur Implementierung unserer Al-
gorithmen haben wir uns fiir die Software ,,Octave® entschieden, da diese eine
effiziente Verarbeitung von Matrizen erméglicht, mit deren Hilfe sich dieses
Problem sehr gut modellieren l&sst. Wir haben uns entschlossen mehrere Fak-
toren in unsere Seitenbewertung einzubeziehen, ndmlich Linkstruktur, Inhalt,
Klick-Statistik und Domain-Wichtigkeit.

2 Linkstruktur
2.1 Grundidee

Anfangs versuchten wir, iiber die Verlinkungen einer Seite ihren , Wert“ her-
auszufinden: Je ofter eine Seite verlinkt wird, desto wertvoller erscheint sie
in unserem System. Natiirlich kénnen wir hier nicht alle Links zéhlen, sonst
wiére das Ergebnis unbrauchbar: Mehrere gleiche Links von einer Seite zu einer
anderen wéren zum Beispiel nichts weiter als Spam und sollten dementspre-
chend auch nicht bewertet werden. Eine Seite, die sich selbst verlinkt, kann
man auch nicht als besser betrachten als eine, die dies nicht tut. Nachdem
wir das in Betracht gezogen hatten, kamen wir zu unseren Einschrankungen,
wie zum Beispiel bei mehreren gleichen Links nur einen davon zu zdhlen und
Verlinkungen auf die eigene Seite gar nicht. Da wir mathematische Software
fiir die Modellierung verwendet haben, haben wir Linkstrukturen als Matrizen
interpretiert. Wenn die Seite ¢ auf die Seite j verweist, dann soll in der Matrix

A = (a;) € R™™ (1)

der n Seiten das Element a;; eins sein. Die iibrigen Werte in der Matrix be-
tragen null. Dadurch kann in der verwendeten Software mit einer sogenannten



Sparse-Matrix gearbeitet werden, die nur jene Werte speichert, die ungleich
null sind und damit eine effizientere Speicherung und Verarbeitung ermoglicht.

iBild;,

2.2 Entwicklung

Unser erster Algorithmus arbeitete wie folgt: Man definiert einen Startwert,
mit dem jede Seite in den Algorithmus einsteigt; in unserem Fall betrug die-
ser Wert eins. Jede Seite bekommt nun pro Link, der auf sie zeigt, den Wert
der verlinkenden Seite addiert. Nach mehreren Wiederholungen dieses Schrit-
tes bekommen wir eine Rangliste, welche sich nicht mehr verdndert: Unseren
PageRank, zumindest unseren ersten.

Nachdem wir den Algorithmus mit gewohnlichen Programmstrukturen im-
plementiert hatten, fanden wir einen Weg, ihn als Matrizenmultiplikation zu
formulieren, wodurch er effizienter und iibersichtlicher wurde. Dieser Algorith-
mus kann nun als folgende Gleichung geschrieben werden, wobei k& die Anzahl

der Iterationen ist:
Xk:—i—l — Xk + AXk, (2)

wobel
A = (CLU) € Rnxn (3)

die Linkmatrix von n Seiten und
x'=(1,...,1) eR" (4)

der Vektor der Startwerte ist.

Der Nachteil dieses Verfahrens ist aber, dass die einzelnen Werte mit k gegen
Unendlich gehen, weshalb wir den resultierenden Vektor normieren, indem wir
durch seinen Maximalwert dividieren:

k k
x" + Ax
Xk+1 — + (5)

max (xF + Ax*);
1<i<n

Dadurch erhalten wir relative Werte, die sich alle zwischen null und eins be-
finden und so gut vergleichbar sind.

Um zu verhindern, dass Seiten, die selbst nicht verlinkt sind, den Wert null
an andere Seiten weitergeben, haben wir einen Parameter a eingefiihrt, der
nach jedem Durchlauf zu x addiert wird:

W XA (6)

max (x¥ + AxF);
1<i<n
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Abbildung 1: Anzahl der Iterationen als Funktion des Parameters «
(halblogarithmisch)

Dieser Parameter o beeinflusste sowohl die Laufzeit als auch die Genauigkeit
der Werte, und zwar so, dass bei groflerem « die Anzahl der Iterationen, aber
leider auch die Aussagekraft der Resultate sank (siehe Abb. 1).

Ein weiteres Problem dieses Modells taucht auf wenn Subnetzwerke existie-
ren, die iiberhaupt nicht miteinander verbunden sind, da sich die Verhéltnisse
der Wertigkeiten dieser Netze nicht eindeutig bestimmen lassen. Daher ha-
ben wir uns in unserem endgiiltigen Modell fiir einen anderen Algorithmus
entschieden.

2.3 Der Algorithmus

Der Algorithmus, den wir schlieflich gewéahlt haben, 16st das Problem mit
den Subnetzwerken durch das Hinzufiigen einer imaginéren Seite, die auf alle
anderen Seiten verweist und von allen anderen Seiten verlinkt wird. Deren
Wert, der aufgrund der Funktionsweise unseres Algorithmus sehr grof3 wird,
wird nach jeder Iteration unseres Programms auf alle anderen Seiten aufgeteilt,
und zwar gewichtet nach deren derzeitigem Wert.

Da jedes Element der Matrix, auf die man den Algorithmus anwendet, durch
die jeweilige Zeilensumme dividiert wird, summieren die Zeilen sich immer



auf eins, und daher betrdgt auch die Summe der Seitenwerte eins. Dadurch
sind sie leicht vergleichbar, konnen nicht gegen Unendlich gehen und sind als
Wahrscheinlichkeit deutbar. Das bedeutet, dass ein Surfer, der zufélligen Links
folgt, mit eben dieser Wahrscheinlichkeit x; auf eine gewisse Seite i gelangt.
Die Startwerte jeder Seite werden als % festgelegt, damit sie sich schon zu
Beginn auf eins summieren. In jeder Iteration wird 2% festgelegt als die Sum-
me aller auf ¢ verweisenden Seiten, geteilt durch die Anzahl der Links auf der

Seite 1.
Wir beginnen wieder mit unserer Linkmatrix
A = (a;) e R (7)

Nun bilden wir fiir jede Zeile 7 von A die Zeilensumme s; erhohen sie um eins
und bilden den Kehrwert, um hinterher eine Division zu vermeiden, die die
Berechnung verlangsamen wiirde:

s =1(s;) mit si:<(zn:aij>+1> fir 1<i<n. (8)

J=1

Jedes Element von A” wird durch die entsprechende Zeilensumme geteilt.
Die Transponierte von A wird verwendet, da Octave Matrizen in dieser Form
schneller verarbeiten kann, und um die Weiterverarbeitung zu vereinfachen.
Als neue Matrix erhalten wir

A = (&”) = (ajiS]’) fir 1 < Z,] <n. (9)
Wie oben beschrieben betragen die Startwerte jeweils %:
1
x'=~-e mit e=(1,...,1)T e¢R" (10)
n

Somit erhalten wir die Folge x*, die fiir £ — oo gegen die von uns gewiinschten

Werte konvergiert:

sT'xk

xF+l = AxF 4 e (11)

n
Die Berechnung wird beendet, sobald die Summe der Betrége der Differenzen
kleiner 107> ist

n
Z l2h T — 2k <1077, (12)
=1

weil dann angenommen werden kann, dass die Werte annidhernd konstant blei-
ben.
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Abbildung 2: Laufzeit als Funktion der Seitenzahl (in Hunderterschritten)

2.4 Eigenschaften des Algorithmus

Die Laufzeit unseres Verfahrens ist, wie in Abb. 2 zu sehen, linear beziiglich
der Seitenanzahl n, da die Iterationszahl unabhéngig von der Seitenzahl und
die in der Schleife ausgefithrte Matrizenmultiplikation fiir eine Sparse-Matrix
annidhernd linear ist.

Eine weitere Besonderheit ergibt sich, wenn man unseren Algorithmus als
Suche nach einem Eigenvektor sieht. Sei

T
~ 1
Al=A+—| ], (13)
n\r
s
dann kann man (11) auch in der Form
Xk+1 _ A*Xk (14)

schreiben. Wenn jetzt k — oo geht und x* gegen X konvergiert, gilt
1x = A™x. (15)

Damit lésst sich unser gesuchter Vektor der Wertigkeiten als Eigenwertglei-
chung der Matrix A" mit bekanntem Eigenwert A\; = 1 und Eigenvektoren



Vi,...,V, interpretieren, wobei \; zu v; gehért. Sei nun x* = (2%, ..., 2%)T ein

Wertungsvektor der Grofle n, und sei x* eine Linearkombination av, + 3vs.
Dann ist
Xk+1 — A*Xk
= A"(av, + fv
o (16

= aA'v, + A"V,

= Oé>\1V1 + 6/\2V2
und damit

k+2 — A* Xk:+1

= aAMA'V] + Sl A vy (17)

= Mav, + \3Bvs.
Offensichtlich ergeben sich nach k + ¢ Wiederholungen ¢-te Potenzen der Ei-
genwerte. Wenn nun Ay > Xy und A\; = 1, strebt der zweite Summand durch
die wiederholte Potenzierung gegen null, der erste dagegen gegen vy, also unser
gesuchtes x. Ist aber A\ &~ A\, werden durch die numerische Berechnung der
Werte deutlich mehr Iterationen benotigt, um einen hinreichend genaues x zu
erhalten, da die Konvergenzgeschwindigkeit viel geringer ist.

Die Differenz der Eigenwerte ist nun eine Figenschaft, die nicht von der
Grofe, sondern nur von der Struktur der Linkmatrix, also den Verlinkungen
der einzelnen Seiten, abhéngt. Dadurch ist das eigentliche Hindernis einer ef-
fizienten Berechnung nicht die grofle Anzahl der Seiten, sondern die schwer zu
berechnende Struktur der Verlinkungen.

Dieses Problem wird eben durch die imaginére Seite geldst, die das Problem
der getrennten Subnetze behebt.

X

2.5 Vergleich mit Google

Google verwendet einen PageRank-Algorithmus, der unserem sehr dhnelt. Es
gibt nur einen gravierenderen Unterschied. Wahrend wir das Problem der Sub-
netze, also Netze die nicht untereinander verlinkt sind, durch die bereits be-
schriebene imaginére Seite 16sen, geht Google einen etwas anderen Weg. Google
nimmt an, dass es von jeder Seite eine Chance gibt, einfach auf eine beliebi-
ge andere Seite mithilfe der Adressleiste zu wechseln, auch wenn diese auf
der aktuellen Seite nicht verlinkt ist. So erzeugen sie, ohne Einfiihrung einer
Hilfsseite, ein vollstandig verlinktes Seitennetzwerk. Wie grof3 die Wahrschein-
lichkeit ist, dass der Surfer iiber diesen Weg die Seite wechselt, ist aber schwer
einzuschétzen, und so macht sich auch Google nicht zu viele Gedanken dariiber
und wihlt einen willkiirlichen Wert: Eine Chance von 15%. Falls man nun die-
sen Wert auf 43% verdndern wiirde, bekidme Google mit seinem Verfahren
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Abbildung 3: Laufzeit als Funktion der Seitenanzahl in Hunderterschritten —
Googles Modell (siche Abb. 2)

sehr d&hnliche Wertigkeiten wie wir. Mit diesem hoheren Wert enden wir mit
dem Unterschied, dass unser Algorithmus kleinere Seiten stiarker unterstiitzt.
AuBlerdem ist unser Algorithmus schneller, da wir damit weniger Iterationen
brauchen, doch bei genaueren Vergleichen hebt Google kleinere Rangunter-
schiede deutlicher hervor.

3 Inhalt

Unser Algorithmus beriicksichtigt auch die Héufigkeit des Suchbegriffes im
Text bzw. in den Uberschriften und im Titel einer Seite. Die relative Hiufigkeit
im Text wird anhand einer Gauflschen Glockenkurve mit den Parametern u =
0.05 und o = 0.02 bewertet (siche Abb. 4):

or(le) = exp (—% (“";“)j (18)

wobei h; der relativen Haufigkeit des Suchwortes auf der Seite i und ¢; der
Bewertung der jeweiligen Seite entspricht.

Die relative Haufigkeit in den Uberschriften wird als solche beibehalten, fiir
den Titel existieren nur die Werte 1 (kommt vor) und 0 (kommt nicht vor).
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Abbildung 4: Glockenkurve, zur Gewichtung der relative Haufigkeit der
Suchworte

Der Durchschnitt dieser drei Werte wird jeweils durch die Summe ebendieses
Durchschnitts fiir alle Seiten dividiert, damit sich die Werte aller Seiten auf
eins suminieren:

i T Wi + X

7 n

> (@5 + 05+ x5)

J=1

wobei ¢; die Text-Wertung, 1; die Uberschriften-Wertung, y; die Titel-
Wertung fiir die Seite ¢ und w¢, der anhand des Inhalts erstellte Wertigkeiten-
vektor sei.

4 Klick-Statistik

Um die Klicks auf eine Website in unsere Bewertung mit relativem Wert einflie-
Ben zu lassen, dividieren wir die gesamten Klicks auf diese Website durch die
Summe aller Klicks auf jede Seite. Hierbei werden nur die Seite beriicksichtigt,
die aufgrund der Suchabfrage ausgewéihlt wurden. Dazu beniitzen wir einen
Spaltenvektor, der uns als Datenbank fiir die Klicks dient, und dividieren ele-



mentweise durch die Summe des Vektors:
" -1
w.=c¢C (Z ci> (20)
i=1

5 Domain-Wichtigkeit

In die Bewertung einer Seite soll in unserem Modell auch der Wert der Domain,
auf der Seite liegt, miteinbezogen werden, weil eine renommierte Domain mit
grofler Wahrscheinlichkeit auch Seiten mit gutem Inhalt beherbergt. Der Wert
einer Domain soll sich aus den Wertigkeiten ihrer einzelnen Seiten zusammen-
setzen.

Dies erledigt folgender Algorithmus: Wir gehen aus von einer Matrix D fiir
die gilt d;; = 1 wenn die Domain 4 die Seite j beherbergt und einem Vektor
w4, der alle Seitenwerte enthélt. Fiir jede Domain werden nun die Werte der
zugehorigen Seiten addiert. Jeder einzelne Wert wird dann noch durch die
Summe aller Domain-Wichtigkeiten geteilt, damit auch diese Werte sich auf
eins summieren.

Durch eine Matrizen-Multiplikation und anschlieBende Division des Vektors
durch die eigene Summe

D" (Dw,)

i D" (Dw,),
i=1

(21)

Wp =

erhilt jedes Element wp,, das der Domain ¢ entspricht, einen aus den Seiten-
Wichtigkeiten errechneten Wert. Alle Domain-Wertigkeiten summieren sich
wiederum auf 1, wodurch die Vergleichbarkeit mit den aus den iibrigen Algo-
rithmen gewonnenen Werten gewéhrleistet ist.

6 Gesamtwertung

Die Gesamtwertung wg entsteht aufgrund der einzelnen Wertungen als ge-
wichtete Summe, wobei die Linkstruktur einen Anteil von 40% ausmacht, die
Klick-Statistik 30% und die Inhaltswertung und die Domain-Wichtigkeit je-
weils 15%. Daraus ergibt sich folgende Formel:

wg = 0.4w, + 0.15wpg + 0.3we + 0.15wp, (22)

10



wobei w4 die Bewertung der Linkstruktur, wg die Inhaltswertung, w¢ die sich
aus der Klick-Statistik ergebende Wertung und wp die Domain-Wichtigkeit
sind.

Das hat den Sinn, dass die Summe eins ergibt und als Wahrscheinlichkeit
deutbar ist, und dass eine Einzelwertung immer weniger Einfluss hat als die
Gesamtheit anderen, also keine absolute Mehrheit hat. Dadurch wird wiederum
vermieden, dass ein Spammer durch Manipulation eines einzelnen Kriteriums
den PageRank seiner Seite in zu grofem Ausmafl veréindern kann.

11
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PROBLEMSTELLUNG :

Es ist nicht unublich, dass ein Burger eine Kritik flir seine Regierung hat. lemphzi

dieser Kritik ist ublicherweise der Glaube, dass ein Kurswechsel existiert, der dem
Gemeinwohl besser dienen wirde. Kann es sein, dass diese Einstellung fundamental falsch
ist? Was ist das Gemeinwohl tberhaupt? Wie gewichtet man die vielen Praferenzen der
Birger um das Gemeinwohl zu definieren? Und wenn das Gemeinwohl sinnvoll gemacht
werden konnte, wie sollen die Praferenzen gemessen werden? Wiuirden die Buirger ihre
Praferenzen ehrlich bekannt geben oder eher ein Wahlsystem manipulieren?

Nach dem Satz von Arrow (The Impossibility Theorem) ist es nicht méglich, die Préaferenzen
der Birger in einer gemeinsamen Praferenzenliste zu kombinieren, wéahrend natirliche
Gerechtigkeitsbedingungen erfillt werden. Trotzdem muissen Entscheidungen von einer
demokratischen Regierung getroffen werden, die alle Burger beeinflussen und einigermaf3en
reprasentieren sollen. Oder soll die Regierung den Satz von Arrow bereitwillig annehmen?
Sie konnte einen Konsens dynamisch entstehen lassen, wahrend die Birger ihre Praferenzen
durch ihre Kaufe auf einem freien Mark bekanntmachen. So ist die Politik in den USA von
Spieltheoretikern gesteuert worden. Wenn ein Konsens dynamisch entstehen sollte, stellt sich
die Frage ob die Dynamik tats&chlich zu einem stabilen Ergebnis fuhrt und welche Beziehung
dies zu den individuellen Praferenzen hatte.

Die Ziele des Projekts sind folgende: Fir eine bevorstehende Gruppenentscheidung soll eine
Zielfunktion definiert werden, mit der berechnet werden kann, wie erfolgreich ein
Wabhlergebnis gegenuber dem anderen ist. Dann sollen einige Wahlsysteme untersucht
werden. Ein System kann aus einem Wahlgang oder aus mehreren wiederholten Wahlgéngen
bestehen. Es soll fur ein System bestimmt werden, welche Bedingungen des Satzes von
Arrow verletzt werden. Wenn das System aus mehreren wiederholten Wahlgangen besteht,
soll bestimmt werden, ob das System tatsachlich zu einem stabilen Ergebnis fuhrt. Man soll
auch Uberlegen, wie die Gruppenmitglieder das System manipulieren kdnnen. Schlief3lich soll
mit der eigenen Zielfunktion berechnet werden, welche der eigenen Ergebnisseielniigre

als andere sind.

WAS IST DAS GEMEINWOHL?

EINFUHRUNG IN DEN SATZ VON ARROW

“Suppose we have a finite set V of voters who have to vote for a finite set of candidates C.
Each voter ranks the candidates in some ordering, e.g. if C={X,Y,Z} then a voter v might
rank Y > Z > X. We assume voter rationality- that every voter ranks candidates in a total
ordering, and voter free will- each voter can rank candidates in any order (subject to voter
rationality) and independently of all other voters.
A voting system is a function which takes as input the voting preferences of each voter in V,
and returns as output a ranking of the candidates.
One would like the voting system to satisfy the following reasonable axioms.

e (Voting system rationality) The output of the voting system is a total ordering.



e (Determinism) The output of the voting system is determined only by the ranking
preferences of the voters and on no other factors (in particular, no randomization is
allowed).

e (Consensus) If all the voters prefer A to B, then the output of the voting system also
prefers A to B.

e (Impatrtiality) All candidates are treated equally; in other words, the voting system is
invariant under permutations of the candidates.

¢ (Independence of a third alternative) The relative ranking of X and Y in the output of
a voting system is independent of the voters preferences for a third candidate Z.

e (No dictators) If a single voter prefers X to Y, but all other voters disagree, then the
voting system should override the wishes of that single voter and rank Y higher than
X.

Unfortunately, we have Arrow’s theorem: If there are at least three candidates, then the above
six axioms are inconsistent.

ERGEBNISSE:

Zu Beginn stand die Frage, welche Mdglichkeiten von Auswertungssystemen es gibt. Hierfur
nahmen wir ein einfaches Beispiel, namlich esirSchdnheitswettbewerb zwischen drei
Katzen. Jeder sollte die drei Katzen fur sich mit einer Gesamtsumme von 10 bewerten, indem
jeder Katze ein bestimmter Wert zwischen null und zehn zugewiesen wurde. Am Ende hatte
jene Katze gewonnen, die insgesamt mehr Punkte hatte, ohne andere Faktoren zu
berticksichtigen, die das Ergebnis in eine andere Richtung beeinflussen hatte kénnen, zum
Beispiel Streuung oder Unzufriedenheit. Spater suchten wir Kritikpunkte dieser Methode und
versuchten sie zu verbessern, indem wir oben genannte Faktoren einzubauten.

Gegen Abend bekamen wir eine kurze Einfihrung in Matlab um an den folgenden Tagen
mogliche Wahlsysteme programmieren zu konnen.

Am Beispiel des Wahlens eines Reiseziels stellten wir uns die Frage, welches Wahlsystem
nun am besten sei. Daflr machten wir einen Selbstversuch, indem wir verschiedene
Moglichkeiten ausprobierten und diskutierten. Die erste Mdglichkeit war, die einzelnen
Reiseziele mit Punkten von -5 bis 5 zu bewerten, wobei hier keine Gesamtsumme vorgegeben
war. Probleme waren unter anderem, dass der Grad der Unzufriedenheit nicht berlcksichtigt
wurde und das System zudem im Laufe mehrerer Wahldurchgange zunehmend manipulierbar
wurde. In den weiteren Wahlgadngen bewerteten wir die einzelnen Lander nur mehr mit plus
und minus, wobei es je nach Wahlgang verschiedene Einschrankungen gab: Unbegrenzte Zahl
an plus beziehungsweise minus, eine maximale Zahl an plus beziehungsweise minus, eine
genaue Anzahl von plus beziehungsweise minus sowie verschiedene Kombinationen aus den
eben genannten. Im Laufe dieser Wahldurchgénge stellte sich fur uns heraus, dass die
Zusammenfuhrung von hoéchstens zwei negativen und unbegrenzt vielen positiven Werten
(jede Mdoglichkeit muss bewertet werden!) am aussagekraftigsten sei. Um dies in groRerem
Rahmen zu testen, fuhrten wir eine Wahl zum Thema Freizeitaktivitaten unter allen 30

! Quelle: Department of Mathematics, UCLA, Los Angeles, CA 90024



Teilnehmern der Modellierungswoche durch, wobei man seine negativen und positiven
Wertungen noch zwischen null und zehn gewichten musste.

Im Laufe des Nachmittages werteten wir die Ergebnisse aus und versuchten aufgrund dieser
Ergebnisse unser Wahlsystem zu beschreiben. Ziel war es, moglichst viele Leute zufrieden zu
stellen beziehungsweise in weiterer Folge vor Unzufriedenheit zu bewahren, dies definierten
wir zunachst als Gemeinwohl. Die Frage nach dem Gemeinwohl sollte uns noch langer
beschaftigen. Um unser Ziel zu erreichen, brachten wir verschiedene Komponenten in eine
Formel. Diese waren arithmetisches Mittel der einzelnen Wertungen bezuglich einer
Wahimdéglichkeit, die Streuung (Varianz, Standardabweichung, Median, Modus,
durchschnittliche Unzufriedenheit pro Person.

Unsere ursprungliche Formel war folgende:

a =

Kl Q

Zustande kam diese durch die Uberlegung, dass die zwei wichtigsten Faktoren wohl die
Standardabweichung und das arithmetische Mittel seien. Das arithmetische Mittel ist immer
dann aussagekraftig, wenn ich von jeglicher Manipulation absehe. Auch die
Standardabweichung ist wichtig, weil sie die Geeintheit der Wahler angibt. Ist sie klein, ist
dies fur die Gruppe gut. Je Kleiner a ist, desto besser. Probleme sind, dass keiner der Werte
null sein darf und dass diese Formel bei Entscheidungen zwischen zwei Wahlmadglichkeiten
aufgrund der Standardabweichung nicht aussagekréftig ist. Dies ergibt sich dadurch, dass bei
hohem arithmetischen Mittel und grof3er Standardabweichung im Vergleich zu niedrigem
arithmetischen Mittel (vor allem im unteren Drittel der Werte) und kleiner
Standardabweichung a anndhernd gleich grof3 sind. Hier ist jedoch das erste Ergebnis besser,
dies ist an dieser Formel aber nicht ersichtlich. Auch andere Systeme beziehungsweise
Formeln kamen in Frage, diese verwarfen wir allerdings aufgrund verschiedenster Probleme
wieder.

230201 14 12140-210520253-5242502350
124144 10 0301053152313 200254221
355553 13 40-53-5-5-5-5-5224-545-5-22-5414
344400 23 0113-155302320115544043
-2-3 20-3-2 55 -50-3-5220023-1-305-1-30-+4-2-2-2-3-5
0-55-520 02 012051-54324143133 43000
Arithmet. Mittel Unzufriedenheit Standardabweichung  Median Modus
EisstockschieBen 25 0,83 1000000002000O010O020000220000000 10 2,66 1 0
Heimkino 62 2,07 O0oo0O0OGQCQOQOOOCOOOOODOOOOOOO0000000O00 0 2,03 2 1
Fulball -6 -0,87 0022200200202 22220002002102002 29 4,27 -1 -5
Kegeln 71 2,37 O0ooo0OO0CO0QCOCOOQCOOOT11O0O0O0OOOO0OD0O0000000O00O0 1 2,38 3 3
Stadtbesichtigung -45 -1,50 1200212 22022000001200120211122 31 3,46 -2 3
Spieleabend 38 127 0020200000000O0O0C2CO0O0O0O00000CCC00C00O0 6 2,66 ] 0
UZ/neg.p
2000000003000 20O0530000350000000 20 3,33 0,67
O0oo0O0OGQCQOQOOOCOOOOODOOOOOOO0000000O00 0 0,00 0,00
0055500300505 55550005005205004 69 4,60 2,30
O0ooo0OO0CO0QCOCOOQCOOOT11O0O0O0OOOO0OD0O0000000O00O0 1 1,00 0,03
230032555035 000001300130422235 59 311 1,97
050500000000O0O0CS5O0000000000000C00 15 5,00 0,50



Als neuen Input bekamen wir eine kurze Einfuihrung in die Spieltheorie. Wir gehen von drei
verschiedenen Mdoglichkeiten aus, die von zwei Personen bewertet werden. Diese stellen wir
graphisch als Dreieck dar. Die jeweiligen Eckpunkte entsprechen den Optionen, die erste
Koordinate der Wertung der ersten Person (Summierung auf eins!), die zweite analog dazu
der Wertung der zweiten Person. So sehe ich auf einen Blick, dass A die beste Losung ware.
Die mathematische Erklarung dazu stellt die Spieltheorie dar.

Person 2
X*A y*B z*C
*A 11 51 15,
P *(3‘: 2) « (12*’ 3) > (4 "12 )

* 57 1 171 171
q*B 3 « G+ G

* 15 171 11
CER D 6D

Person 1

* .. Gleichgewicht

.... Ergebnis

Wenn sich die Personen entscheiden missten, welche Madglichkeit
abgesehen von ihrer eigenen Préferenz die bessere ist, so ergibt s A (1 1)
Ergebnis, das A am néachsten ist, woraus wir schliel3en kénnen, das 3’2

das beste Ergebnis ist.

Auch bei mehreren Wahldurchgangen bleibt

dieses Ergebnis stabil, da man davon ausgeht, dass <
die Personen ihre Wertungen nur verstarken um

ihr gewuinschtes Ergebnis zu erreichen.

Als Erganzung zu dieser Einfuhrung haben

wir spéater noch einen Film dazu angesehen, B(%,%) / C (%}%)

Am dritten Tag besprachen noch einmal die Spieltheorie und griffen ein weiteres Wahlsystem
auf, welches darauf aufbaut, dass die Wahlimdglichkeit die von den wahlenden Personen mit
dem geringsten Widerstand bedacht wurde, gewinnt.

Dazu ein Beispiel: Es gibt drei Wahlmdglichkeiten und zwei Personen, die diese
Mdoglichkeiten je nach Praferenz bewerten. Die Bewertungen haben insgesamt die Summe 1
und es gilt, je hoher die Bewertung, desto beliebter die Wahlmdéglichkeit. Daraus folgt, je
kleiner die Bewertung desto grof3er ist der Widerstand der Person gegen die entsprechende
Moglichkeit. Nun wird je Person auf der gegenuberliegenden Seite der beliebtesten
Mdoglichkeit ein Widerstandspunkt gesetzt. Dieser befindet sich je ndher an einer der
verbliebenen Wahlmaoglichkeiten desto unbeliebter die entsprechende Mdéglichkeit ist. Als
nachstes werden die Widerstandspunkte der einzelnen Personen gemittelt und die Mdglichkeit
gewinnt, die am weitesten von diesem entfernt ist. Werden die Mdglichkeiten um eine weitere
Variante erhoht, so erhéht sich auch die Dimension der grafischen Darstellung um eins. Daher
gilt, dass bei drei Mdglichkeiten die grafische Darstellung zweidimensional und bei vier
Mdoglichkeiten dreidimensional ist.

2 =(§+§)/2; analog dazu fiir alle anderen Felder



Nun teilten wir uns in drei Zweiergruppen auf.
Modellierung mithilfe von Widerstandspunkten

Eine Gruppe beschéftigte sich damit, das oben genannte Wahlsystem, basierend auf
Widerstandspunkten, in Matlab zu programmieren, zu simulieren und auch grafisch
darzustellen. Dabei wurde zuerst ein Programm geschrieben, das im Stande war, dies bei
einem Wahlgang und drei Moglichkeiten zu tun. Die Verteilung der Stimmen wird jedes Mal
mittels eines Zufallsgenerators neu ernmittdlach weiteren Arbeitsstunden wurde es auch
maoglich, eine Wahl bei vier Mdglichkeiten zu simulieren und auch grafisch als Tetraeder
darzustellen.

* ...Widerstandspunkte bei 50 Personen
% ...Punkt der gemittelten Widerst nde (Die Option in der Spitze des Tetraeders gewinnt)
) ...Schwerpunkt des Tetraeders

Diese Gruppe beschaftigte sich auch damit, wie sich die wahlenden Personen bei einem
zweiten Wahlgang verhalten wirden, wenn ihnen nur das Endergebnis des ersten Wahlgangs



und ihre Stimmabgabe bekannt sind. Nach langeren theoretischen Uberlegungen kam diese
Gruppe aber nur auf ein Ergebnis, bei dem sich die Widerstandspunkte in den Eckpunkten des
Obijekts, also den einzelnen Mdglichkeiten sammeln wiirden. Diese Uberlegungen stellten uns
aber nicht zufrieden, da bei Selbstversuchen ein solches Ergebnis nicht zu Stande kam. Unser
Gruppenbetreuer machte uns daraufhin auf eine Moglichkeit aufmerksam, nach der die
wahlenden Personen so handeln, dass sie beim Wahlen den grol3tmdéglichen Gewinn fir sich
erzielen. Der Gewinn ist dabei so definiert, dass die Person durch ihre neue Stimme versucht,
das Ergebnis zu ihren Gunsten zu verandern beziehungsweise beizubehalten, sollte es fir sie
schon zufriedenstellend sein. Dazu wurde der mittlere Widerstandspunkt aus den Meinungen
aller anderen berechnet und eine Gerade durch diesen und den beliebtesten Punkt gelegt.
Dadurch schneidet die Gerade die Seite des Objekts, die dem beliebtesten Punkt gegeniber
liegt; es entsteht ein neuer Punkt R. Nun fragt das Programm ab, wie hoch der Gewinn fir die
Person ware, wenn bei der nachsten Wahl diese nun hier ihre Stimme setzt. Dasselbe fragt das
Programm nun auch fir die Eckpunkte, die nicht als beliebteste Mdglichkeit ausgewahlt
wurden, und fur den Mittelpunkt der Seite zwischen diesen. Das Programm errechnet nun,
dass fast immer der Punkt R die beste Wahl ist. Dadurch wandern die Widerstandspunkte
innerhalb einiger Wahlen zu den R-Punkten der Seiten.
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Diese Simulation zeigt uns, dass mehrere Wahlgénge nicht sinnvoll sind, da der erste
Wahlgang am aussagekraftigsten ist und mehrere Wahlgange die Aussagekraft nur
verfalschen.

Modellierung einer allgemein gultigen Formel

Eine weitere Gruppe beschaftigte sich an den folgenden Tagen weiter mit der idealen Formel
fur unsere Wabhl.

Da die Formel, bei der wir arithmetisches Mittel sowie Unzufriedenheit pro Person
bertcksichtigten, sehr gut funktionierte, programmierten wir am Mittwoch ein Modell dieses
Wahlsystems. Wir testeten das System mit einer unterschiedlichen Anzahl von Personen und
Maglichkeiten, wobei die Ergebnisse immer Ubereinstimmten. An dem fertigen Modell
testeten wir mogliche Wabhlsituationen.



Eine weitere Tatigkeit an diesem Tag war der Versuch, eine allgemein gultige Formel
aufzustellen. Da wir ja die Standardabweichung verworfen hatten, ergab es sich, die
durchschnittliche Unzufriedenheit pro Person mit einzubauen, weil wir ja die Unzufriedenheit
der Wahler trotz Verwerfens der Standardabweichung beriicksichtigen wollten. Also entstand
folgende Formel:

a...gesuchter Wert
b...durchschnittliche Unzufriedenheit pro Person

Es gilt nun: Je groRer der gesuchte Wert, desto besser diese Wahlmdglichkeit. Ziel war es
auch hier, die durchschnittliche Unzufriedenheit zu minimieren, wahrend die Mehrheit fir
diese Maoglichkeit ist (=arithmetisches Mittel). Im Gegensatz zur bisherigen Formel ist es
auch wichtig, wie viele Leute wirklich unzufrieden sind und zusatzlich wird auch der Grad
der Unzufriedenheit berlcksichtigt, was in der bisherigen Formel nicht der Fall war. Durch
die Addition von eins im Nenner verhindern wir eine Division durch null.

Wir probierten diese Formel anhand unserer Auswertung der Umfrage aus und befanden es
fur akzeptabel.

Veranderten wir einen negativen Wert in der Nahe von null bei der Mdglichkeit Kegeln in
einen klar negativen (zum Beispiel -5), so nderte sich a so, dass in diesem Fall Heimkino
gewann, was unserer Meinung nach richtig war, da im Vergleich Heimkino- auch wenn das
arithmetische Mittel nicht so grofl? war wie bei Kegeln- weitaus mehr zufriedene Leute hat als
Kegeln. Bei unserer urspringlichen Auswertung hatte Kegeln nur eine negative Stimme, diese
Person war allerdings nicht strikt dagegen, was zur Folge hatte, dass Kegeln gewann.

Zusatzlich programmierten wir in Matlab eine Mdglichkeit zur Gruppenbildung bei mehreren
Wahlgangen. Wir gingen davon aus, dass in diesem Modell auch Dominanz eine wichtige
Rolle spielt. Dies kénnte de facto spater umgelegt werden auf Manipulation oder
Wahlwerbung vor einer Wahl. Im zweiten Wahlgang ware die Meinung M dann

Y D) * Malt(i)
D@

M@) =

D.... Dominanz (Zufallsvariable)
M....Meinung nach n Wahlgdngen
Malt...Meinung vor dem n-ten Wahlgang

100

90+
&p An dieser Grafik sehen wir, wie sich die
verschiedenen Meinungen so lange
zusammenschliel3en, bis eine
,Gesamtmeinung® heraus kommt. Die Farben

rot und blau stehen fir die zwei

70

B0

S0

o}

= 1 Wahlméglichkeiten. Zu jeder von diesen hat

i 1 jeder der insgesamt 50 Personen eine Meinung

12 %7 . zwischen 0 und 100. Gewonnen hat die
S Meinung, bei der am Schluss die

Gesamtmeinung am hochsten ist, in diesem



Fall WahIimaoglichkeit rot. Im Endeffekt entspricht die Endmeinung dem arithmetischen
Mittel. Dies erschien fir uns als richtig, da jeder andere Wert von Wahlmanipulation zeugen
wurde. Die Tatsache, dass auch hier wieder das arithmetische Mittel heraus kommt liegt
daran, dass die Dominanz eine Zufallsvariable ist, die sich immer gleichmaRig verteilt,
weswegen sie hier keinen Einfluss auf das Endergebnis hat.

Da wir nun das Wahlsystem mit den Wertungen zwischen -5 und 5 wahrend eines
Wahlganges ausreichend getestet hatten, Gberlegten wir uns, was passieren wiirde, gabe es
mehrere Wahlgéange und arbeiteten an einer Programmierung auf dem Computer.

Bei unseren theoretischen Uberlegungen kamen wir zu dem Schluss, dass sich schlieBlich ein
Gleichgewicht einstellen wirde, bei dem keine der Wéahler seinen Gewinn noch optimieren
kann. Dieses Gleichgewicht ist dem Anfangsergebnis sehr dhnlich. Ist das Ergebnis anders
und vergleicht man die beiden Ergebnisse anhand der ehrlichen Bewertungen miteinander, so
sieht man, dass das erste Ergebnis besser ist, da es den ehrlichen Meinungen eher entspricht.
Nach mehreren Wahlgangen wird auch die Unzufriedenheit dementsprechend grof3er, da jeder
nur mehr auf seinen eigenen Vorteil bedacht ist. Auch diese wird irgendwann zu einem
gewissen Gleichgewicht konvergieren.

Modellierung mithilfe von Praferenzpunkten

Die Basis unseres praferenzbezogenem Modells bilden drei Wahlmoglichkeiten m, die von
zwei Spielern n bewertet werden. Zur Visualisierung wird ein Dreiecksmodell verwendet.
Dieses Modell bezieht sich auf ein System mit nur einem Wahlgang. Im weiteren
Evolutionsprozess unseres Modells extendieren wir auf mehrere Wahlgénge.

Den Punkten des Dreiecks werden einfachheitshalber die Koordinaten A(0/0), B(1/0) und
C(0/1) zugewiesen, da diese Einteilung das Programmieren des Modells vereinfacht.
Grundsatzlich sind die Koordinaten irrelevant fir das Ergebnis eines gemeinsamen
Praferenzpunktes T. Den Spielern werden zuféllige Praferenzen fir die Wahlmaoglichkeiten
zugewiesen, welche immer auf eins summieren. Durch diese spielerbezogenen Praferenzen
ergibt sich fur jeden Spieler ein Praferenzpunkt im Dreieck. Der Mittelwert dieser
PraferenzpunktB, definiert den gemeinsamen Praferenzpunkt T.
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Steigert man die Anzahl der Spieler tendi€rzum Schwerpunkt des Dreiecks. Dieses
Verhalten kann durch ein anndherndes Gleichgewicht der gesetzten Praferenzen erklart
werden.

Die Dimension des Modells verandert sich gleich wie bei der Modellierung mit
Widerstandspunkten.
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Wahlvorgang mit n=10000

Fur das Modell mit mehreren Wahlgangen andern sich die Praferenzen der Spieler. Wir
nehmen an, dass der Spieler seine bevorzugte Option hher gewichtet als im ersten Wahlgang,
folglich muissen die anderen Praferenzen benachteiligt werden. Fir diese Auf-
beziehungsweise Abwertung wird ein dynamisches Gewicht verwendet, welche aus einer
Funktion(1.1) besteht, die im Intervall [0;10] streng monoton fallend ist und das Verhalten
einer Parabel bis zu ihrem Tiefpunkt aufweist, danach ist sie als lineare Funktion parallel zur

x-Achsey = § definiert.
1+sgn(10-x) (10—x)?

) == =42 (1.1)

0.44

Funktion

Das heif3t, mit zunehmenden Wahlgangemiwimt das Gewicht ab und stabilisiert sich
nach W = 10.



Bei Verwendung dieses Modells wird hingegen die Prazision vernachlassigt, da der Spieler
unabhangig von dem Ausgang des vorhergehenden Wahlganges in den Punkt seiner grof3ten
Praferenz zieht.

Zur Steigerung der Prazision bei weiteren Wahlganc
verwenden wir ein vordefiniertes taktisches Verhalten
jeden Spieler. Jeder Spieler versucht auf Basis
Praferenzpunktes der anderen  Spieler q ¢
vorhergehenden Wahlganges seinen Gewinn zu optimie
Wir definieren eine Anzahl vodk-m + 1 Mdglichkeiten
fur taktische Zige. Diese setzen sich zusammen aus:

. den Eckpunkten

. den Mittelpunkten der Kanten des Polygons

. einem besonderen Punkt der wie folgt definiert
wird: Der Vektorgz, wobei x den eigenen Praferenzpunk
reprasentiert, wird so lange verlangert bis einer der
Praferenzkoeffizienten gleich null ist.

Berechnung des besonderen Punktes

Jeder Spieler Uberpruft anhand des g-Wertes der vorhergehenden Wahl seinen Gewinn,
welchen er durch einen Zug zu einem der vorhin genannten Punkte erzielen kdnnte. Daraufhin
wahlt er diesen Punkt fir den nachsten Wahlgang aus. Dabei kommt es oft zu Handlungen
entgegen des eigenen Instinkts, da der Spieler in gewissen Situationen gezwungen ist naher zu
seiner zweiten Wahl zu ziehen.

Zur Veranschaulichung ein Beispiel fUr eine derartige Situation:

Im Schwerpunkt S wirde ein Gleichgewicht zwischen allen Optionen entstehen. Zurzeit
befindet sich der Wert der andern Persogem Bereich A, jedoch sehr nahe an der Grenze

zu B. Wir gehen davon aus, dass die betroffen PergaOptionen A, B, C folgendermal3en
bewertet hat: C>B > A

Fur die Person ist es nicht mdglich mit ihrer Stimme q in den Bereich C zu ziehen also muss
sie sich fur ihre zweite Wahl B entscheiden.

T
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Bei Durchfuihrung mehrerer Wahlgange dieses Systems ist eine klare Tendenz zu erkennen:
Alle Spieler tendieren zu den Eckpunkten des Polygons.
In Abbildung 6 sehen wir das Ergebnis nach 2 Wahldurchgéngen mit n=3 und m=3.
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2 Wahlgénge; m=3; n=3

Die Personen P1, P2 und P3 befinden sich bereits in den Eckpunkten des Polygons, da sie
nach dem ersten Wahlgang bereits eine Optimierung vorgenommen haben. Die Punkte A, B
und C stellen eine erhoffte Verdnderung der Person fir den Fall, dass die anderen Personen
ihre Wahl nicht verandert hatten (A fur P1, B fir P2 und C fur P3), dar.

Diese Punkte A, B und C werden mit folgender Formel berechnet:

n—1)g+ Pn
AB,C,...0m) =" iq

Da jedoch jede Person ihre Stimme optimiert lauft alles auf ein Gleichgewicht im
Schwerpunkt hinaus.

Umso hoher die Anzahl der Personen beziehungsweise die Anzahl der Wahlgange ist umso
weniger Mdglichkeit hat eine einzelne Person ihren Gewinn nach mehreren Wahlgangen zu
optimieren. Dieses scheinbare Gleichgewicht wird durch das nachste Beispiel belegt. In
diesem haben wir auf n=100, m=3 und 5 Wahldurchgange erweitert:
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Beispiel n=100; m=3; 5 Wahlgadnge



Es entsteht ein Gleichgewicht im Schwerpunkt, da sich alle Wahler (P1,P2,P3) in den
Eckpunkten befinden. Eine weitere Gewinnoptimierung ist fur jede Person auszuschlie3en.

Mit mehreren Wahlgangen bemerken wir eine Konvergenz im Schwerpunkt. Wir haben durch
dieses System ein gewtinschtes Gleichgewicht erhalten, welches jedoch auch einer unlésbaren
Konfliktsituation zwischen den Spielern entspricht.

Weiters kann man eine Unstetigkeit bei der Zielfunktion beobachten. Der Wechsel des
Praferenzpunktes zwischen dem Bereich zweier Optionen geschieht sprunghaft. Bei der
folgenden Repréasentation der Zielfunktion kann man diese Unstetigkeit durch den
Hohenunterschied zwischen den verschiedenen Ebenen erkennen.
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Zusammenfassung:

Von unseren verschiedenen Modellen kénnen wir ableiten, dass das Ergebnis durch mehrere
Wabhlgange nicht verfeinert wird, sondern nur auf ein Gleichgewicht hingefiihrt wird. Das
scheinbar ehrlichste und ausschlaggebendste Ergebnis erhalt man nach nur einem Wahlgang,
ohne jegliche persdnliche Praferenz- beziehungsweise Widerstandsoptimierung.

Der einzige Vorteil bei mehreren Wahlgéngen ware die Behauptung, ein stabiles Ergebnis zu
erhalten, was allerdings in der Wirklichkeit wiederum nicht sehr vorteilhaft ware, da das
Ergebnis verfalscht wére, sodass man keine Aussage mehr treffen konnte.

Wichtig fur unser Modell ist aber, dass Gewichtungen trotzdem vorhanden sind, die sowohl in
den positiven als auch in den negativen Bereich fallen. Dies soll garantieren, dass jeder seine
Meinung moglichst nahe der Realitat ausdriicken kann.

Unsere Definition des Gemeinwohls ist: Fir uns ist es ausschlaggebend, dass jeweils die
Meinung der unzufriedenen Wahler als auch der zufriedenen bezlglich der verschiedenen
Wahlmdéglichkeiten mit einbezogen wird. Ziel ist es, die Unzufriedenheit zu minimieren und

die Zufriedenheit der Gesamtheit zu maximieren.

Also setzten wir dies, wie schon oben besprochen, in unserer Formel um, die unserer Meinung
nach dem Gemeinwohl so nahe wie moglich kommt.

a4 = 1/n2?=1x(i)
psm x() +1

a...gesuchter Wert
n... Anzahl der Wiihler
m... Anzahl der unzufriedenen Wdihler



Unser entwickeltes Wahlsystem bestatigt in vielen Féallen den Satz von Arrow, da immer
mindestens ein Axiom verletzt wird. Verletzt werden unter anderem das erste, fiinfte und
sechste Axiom.
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