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Vorwort

Die Idee zu der in der Steiermark durchgefiihrterog®llierungswoche* fir Schiler der
7.und 8. Klasse der AHS wurde schon langere Zeit lastitut fir Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen der Universitat Grazutiesrt. Vorbild waren &hnliche
Vorhaben, die bereits in Kaiserslautern, in Bozed auch in Linz durchgefihrt wurden.
Mitglieder des Institutes haben bereits Erfahrungeit @hnlichen Veranstaltungen fur
Studierende und angehende Wissenschafter. Im Jab@® wurde vom Institut flr
Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen der Rahzens-Universitdt erstmals eine
Modellierungswoche durchgefihrt, die bei allenneiimenden Schilern und Schilerinnen
gro3en Anklang gefunden hat. Ermutigt durch diederchschlagenden Erfolg haben wir
seither jedes Jahr wieder eine Modellierungswochegelaoten. Hauptziel der
Modellierungswoche ist es, Schiler und Schulerinméneinem Aspekt der Mathematik zu
befassen, der unserer Meinung nach im Unterrichtlean AHS unterreprasentiert ist: Die
Rolle der Mathematik als Werkzeug zum Verstandres Welt, die uns in Alltag und
Wissenschaft umgibt. Wahrend ihrer gesamten Gdsiehistand die Mathematik immer in
Wechselwirkung mit angewandten Bereichen. Vielehe@iatische Theorien entstanden in
Reaktion auf Anforderungen aus den verschiedensfégiwendungsbereichen. Die
Verfugbarkeit immer leistungsfahigerer Computer hag¢ue Moglichkeiten fir die
mathematische Behandlung verschiedenster kompl&ebleme erdffnet. Quantitative
Resultate statt qualitativer Aussagen sind immehtiger und erfordern zu ihrer Bewaltigung
die mathematische Modellierung komplexer Systemasterdisziplindrer Zusammenarbeit.

Den an der Modellierungswoche teilnehmenden Schilerd Schilerinnen sollte an
Hand sorgfaltig ausgewahlter Projektaufgaben Gelegié gegeben werden, den
angewandten Aspekt der Mathematik durch TeamaibeRrojektgruppen zu erleben. Es
wurde versucht, den Teilnehmenden die wesentli¢hieasen eines Modellierungsprozesses
nahe zu bringen: Einarbeiten in das Anwendungsgeéiahl der Modellstruktur in Hinblick
auf die Aufgabenstellung, Einsatz numerischer Me#&mo Interpretation der Ergebnisse,
Présentation der Resultate.

Treibende Kraft fur die Realisierung der Modellieggswoche ist Dr. Stephen Keeling,
dem hier fur seinen groRen Einsatz gedankt sebrmkser Dank gebihrt dem Landesschulrat
fur Steiermark, und hier insbesondere Frau Lantiedisspektorin Hofrat Mag. Marlies
Liebscher. Sie hat die Idee einer gemeinsamen Y¥wimng sofort sehr positiv
aufgenommen und tatkraftig unterstitzt. Ohne demRgn Einsatz der direkten
Projektbetreuer, Dr. Sigrid Thaller — Institut f@portwissenschaft, Dr. Peter Schopf, Dr.
Wolfgang Ring und Dr. Stephen Keeling — alle Indtitfur Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen, und von Herrn Markudlevjieinem Doktoranden unseres
Institutes, der die ganze Veranstaltung betreutundt auch die Gestaltung dieses Berichtes
Ubernommen hat, ware die Modellierungswoche nichirclidfihrbar gewesen. Eine
wesentliche Rolle im Organisationsteam der Modeifigswoche spielten Gerlinde Krois und
Dr. Georg Propst vom Institut fir Mathematik undsdénschaftliches Rechnen. Wir danken
der Abteilung flr Wissenschaft und Forschung dendesregierung Steiermark fur ihre
Subvention.

Wir danken Frau Landesschulinspektorin Hofrat MMtarlies Liebscher und Herrn
Prasident Wolfgang Erlitz vom Landesschulrat fuei&mark und Vizerektor Martin
Polaschek, Vizerektor Ralph Zettl und Dekan KaraiSheim von der Universitat Graz flr
die finanzielle Unterstiitzung.

Schloss Seggau, am 17. 1. 2009
Fapgel
(Institut furdthematik und Wissenschatftliches Rechnen)



Projekt Medizin

Bromsulphalein-Test
Prof. Franz Kappel

Teilnehmer Lukas Andritsch, Nasifa Ghazi, Kerstin Klampfer, iBaKovacs

Stefan Meighen-Berger, Alexander Pfleger

PROBLEMSTELLUNG :

Der Bromsulphalein-Test ist ein Leberfunktionstest, dem eine Dosis D=5mg/kg
Kdrpergewicht des Farbstoffes Bromsulphalein irgrads verabreicht wird. Dieser Stoff wird
in der Leber abgebaut, wodurch man mithilfe der #@bhte auf die Funktion der Leber
schlieB3en kann. Zur Bestimmung der Abbaurate mimatedie Konzentration der Substanz
im Lebergewebe alle 3 Minuten messen. Da diesi&iPdtienten aufl3erst unangenehm waére,
wird zur Ermittlung der Abbaurate die Konzentratimm BSP in Blutproben unmittelbar
nach der Verabreichung zum Zeitpunkt t = 0 und damegelmafigen Abstdnden gemessen.
Eine Konzentration von 0.4mg oder weniger pro 100ddr weniger als 4% ist normal.

Das Ziel unseres Projekts ist daher, ein einfaot®ematisches Modell zu entwickeln.
Anhand realer Messdaten soll die Problemlésunghddas Modell dargestellt werden.

ERGEBNISSE:

Anhand unserer Berechnungen in der Woche kamenundem Ergebnis, dass der gesamte
Bromsulphalein-Test an sich aussagekraftig, uneidahch durchaus empfehlenswert fur
Leberpatienten ist. Das Endergebnis ist der Nachwideiss die uns gegebenen Messdaten
denen eines gesunden Leberpatienten entsprechen.

Kompartment-Modell

k1
kO
%

CB(®) CL®

Cs(t)= Die Konzentration von Bromsulphalein im Blut

C_(t)= Die Konzentration von Bromsulphalein in detbee

k,= Die Rate von Bromsulphalein vom Blut in die Leber

ko= Die Rate von Bromsulphalein von der Leber zuriiaskBlut
ko= Die Rate von Bromsulphalein, die in der Lebereddayt wird.

Durch dieses Schema sieht man, wie durch die ®peitee Dosis Bromsulphalein injiziert
wird und so in das Blut gelangt. Von dort weg wdiet Farbstoff weiter in die Leber geleitet,
um dort letztendlich abgebaut zu werden.

Je mehr Bromsulphalein in der Leber zerféllt, déstsser ist die Ausscheidungsfunktion des
Organs, wodurch man anhand der Abbaurate eine Bsagitber den Gesundheitszustand der
Testperson erstellen kann.
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Mathematische Aspekte des Modells:

Aufgrund des Kompartment-Modells konnten wir folgenzwei Formeln erstellen, die die
Veranderung der Bromsulphaleinmenge im Blug)iwew. in der Leber () zum Zeitpunkt t
beschreibt:

% Mg (1) = —kymg (t) + k,m_(t)
%mL (t) = kimg () = (k; +k;)my (1)

Da wir nur die Konzentration und somit auch die Basles Farbstoffes im Blut kennen,
ersetzten wir nach Umformungen wohurch ng, wodurch wir eine Funktion in den Parametern
ko, k1 und k erhalten.

My (8) + i (8) LKy + K, + ;) + Mg (1) Lk, Tk, +k, Tk, —k, [k,) =0

Da es sich bei ;ium einen biologischen Abbau handelt, kbnnen wiodaausgehen, dass es
durch eine Exponentialfunktion beschrieben wird:

mg(t) =™

Durch Einsetzen erhalten wir eine quadratischedBigig und somit zwei Losungen fir

1ok mko 2 (ke ko) - Aok

12 =
2

Beide A nehmen negativ reelle Werte an, was Vorraussetfiingen Abbau ist. Dies ist
einerseits durch quadratische Vervollstandigunghwadcsbar, andererseits aufgrund des
Umstands, dass alle drei k positiv sind.

Fur die Funktion mg(t) gilt:

mg (t) = a @"° + g &*"

Die nachste Aufgabe besteht darin, die beiden kaoefftena undf zu bestimmen, um die
Funktion auf die drei Parameter k und die Zeit tomschranken. Dazu verwenden wir die
Werte fur ng(0) und mg(0), die sich aus den beiden Differenzialgleichungegeben (da das
Bromsulphalein bei t=0 gerade injiziert wurde, bdét es sich ausschlie3lich im Blut:
mg(0)=D, m (0)=0).

Wir erhalten:

DO, +k) " DA +k,) &
/]2 - /]1 /]1 _/]2
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Da wir die Menge im Blut durch die drei Parametese&zt haben, ergibt sich sofort die
Konzentration im Blut und zwar aufgrund der Divisidurch das Blutvolumen V:

C(t) — mB (t)
VB

Damit haben wir das Messbare, die KonzentrationBtemsulphaleins im Blut, auf unsere 3
Parameter und zusatzlich das Blutvolumen reduziert.
Wir bendtigen nun eine Funktion, die so gut wie hofigden realen, gegebenen Messdaten
entspricht. Diese nennen wi(t)J Die effektivste Mdglichkeit eine Kurve mit démmten
Punkten anzugleichen besteht darin, den Abstandciwn Kurve und Punkt zu messen und
diesen zu minimieren. Die Messpunkte definierten als Werte der Menge ;Xwobei die
Messwerte vom ersten bis zum letzten durchlaufemdmeriert werden:

I (KooK ko) [Co 6 i K Ky) = X

N entspricht hierbei der Gesamtanzahl der Messung@nmuissen die Summe der Betrage
der Abstande minimieren, da der Abstand eines Rgrikli einer Kurve stets positiv ist. Da
die Betragsfunktion nicht fir alle Werte differesdbar ist, erstellen wir eine zweite
Funktion J(t), die die Quadrate summiert:

N
J(ky, Ky, k) = Z(CB(ti Ky Ky Kg) = X)?
i=0
Im Idealfall entspricht die Kurve exakt den Messdaidann ware die Summe optimal, also 0.

MATLAB:

Um maglichst viele Falle mit beiden Annaherungsnaidleiten zu uberprufen verwenden
wir die Programmiersprache MATLAB: T e ——rs ‘

Unser Ziel ist es also, die optimalen Werte in* erie 23D

Bezug auf die Messdaten fiy, ki, ko und \\M i

spater auch fur V zu bekommen. Dazu

verwenden wir die Programmiersprache ——
MATLAB, genauer gesagt den Befehl
~iminsearch®, mit dem man eine Funktion mit:

beliebigen Startwerten von Parametern 1
aufstellen und mittels Anderungen von den =
gesuchten Konstanten diese an die Messdatér /
anndhern kann. Im Idealfall ware zum Schluss’ .
die Differenz zwischen Messwerten und s e % a & & s 4 % =
Funktion gleich Null, doch ist dies fast unmoglmherrelchen Einer der Hauptgrunde dafur
ist, dass man mithilfe von ,fminsearch” nicht imnuas globale Minimum findet, den von
uns gesuchten Wert, sondern meistens ein lokalasrim. Daher ist vorerst das Ergebnis
auch nicht immer konstant. Ein weiteres Problem wass wir anfanglich zu viele Messdaten
hatten und das Programm versuchte sich allen angéizunahern, was nicht moglich ist.
Weil sie fur die Berechnung keinesfalls ausschlaggd sind, durften wir die Messwerte ab
20 Minuten nach der Injektion ignorieren. Daduralraée die Berechnung viel exakter.

Somit bestatigten wir die Angabe, dass die Lebesali Patienten einwandfrei
funktionstichtig ist.

(/2




Projekt Sportwissenschaften

Treffsicherheit im Sport
Prof. Sigrid Thaller

Teilnehmer: Jakob Bloder, Eva Grof3, Sebastian Hbfadja Koch, Amanda Schalk, Nina Waldner

PROBLEMSTELLUNG :

In diesem Projekt sollen mathematische Modelle Béwegungen entwickelt werden, mit
denen man beschreiben kann, wie man trotz kleineder gro3erer Abweichungen einen
Treffer erzielen kann. Die Ergebnisse werden natene sportlichen Bewegungen verglichen.
Wir konzentrierten uns hauptsachlich auf den Wurfden Basketballkorb. Wo ist der
optimale Abwurfpunkt? Was sind die mdglichen Abwxirfkel, um den Korb zu treffen?
Welche Geschwindigkeit sollte man am besten wahlen?

ERGEBNISSE:

Die ersten Berechnungen basieren auf folgendenotes Werten:

Abstand zum Korb 4am
Hbhe des Korbes 3,05m
GroRRe des Basketballers mit gestreckten Armen 2,05m
Hohenunterschied Arme- Korb (h) 1m
Korbdurchmesser 45,7cm
Balldurchmesser 24cm
Gravitation 9,81m/sp

Mithilfe ein wenig Vorwissens Uber den Freien Hahn recht schnell folgende Funktion fir
die Wurfparabel entwickelt werden:

2
y =tana X -9 i [{{tan2a +1)
2 v?

Wurfkurven
4° —in die Mitte N
! —vorne 1
. 13, hinten a...Abwurfwinkel
8 15| Vo...Abwurfgeschwindigkeit
z 2 / \ y... H6henunterschied zwischen Korb
s 7 RN und Hand
. X...Entfernung des Spielers zum Korb

x-Werte
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Die Gleichung der Wurfkurve beschreibt die Abhakgiy zwischen Ho6he, Lénge,
Abwurfgeschwindigkeit und —winkel.

Um einen Abwurfwinkel zu finden, mit dem man beggbenem Abstantund gegebener
AnfangsgeschwindigkeitvO genau in die Mitte des Korbes trifft, formt manedi
Parabelfunktion nach Tangens woam:

V(R + \/V04 - g342-2ghv(?
al

tana =

Interessant ist auch die Fragestellung, mit weldlerdestgeschwindigkeit man den Ball
abwerfen muss, damit er den Abstand zum Korb Ulthzuriicklegen kann. Die Antwort
darauf liefert folgende Formel, welche sowohl diaation als auch Hohe und Abstand mit
einbezieht:

V0, =g qh+/h2+12)

Um den gro3tmoglichen Abstand des Spielers zum Karlberechnen, kann man folgende
Formel, welche sich ebenfalls mit der Wurfparabeiriel ausdriicken lasst verwenden:

_ —tana V2 £ v0,/tanza VO — 2hg (an2a — 2gh
- g(tan?a +1)

Entfernung zum Korb

4] Dieses  Diagramm  beschreibt  die
/\ Abhangigkeit des Abstands zwischen
35

Basketballspieler und Korb zum Winkel
\ mit dem der Spieler den Ball abwirft, bei
’ N\ einer konstanten Anfangsgeschwindigkeit

(Vo) von 7,1 m/s.

2

30 3‘5 4‘0 4‘5 5;0 5;5 éO éS 7‘0 75
Abwurfwinkel «
Aus der GrofRe des Basketballs und des Korbes kammman den Mindestwinkel, mit dem

ein Ball in den Korb treffen muss, berechnen. DAgende Diagramm zeigt die mdglichen
Schwankungen von der Abwurfgeschwindigkgibei verschiedenen Abwurfwinketn

,1,“ B Das Land ‘ ‘ ,.
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Trefferbereiche

©

— Mitte
= 78
g
> —vorne
S 76 .
£ hinten
ERAN
O 7,4
(7]
)
% 7,2 - \
(@] -
C
K]
c 7
<
6,8 T T T T
40 45 50 55 60 65
Startwinkel «

Reflexion:

Um das Modell mdglichst nahe der Realitdt anzupgsseiss bei der Reflexion am Brett
neben der Rotation des Balles auch der spezifisthstizitatskoeffizientd) berticksichtigt
werden. Dieser gibt Auskunft Gber die Verdnderueg librizontalen Geschwindigkeit nach
dem Kontakt.

Je nach gewahlter Drehung des Balles
kann man nun den Reflektionswinkel
beeinflussen. Ein  durch  Backspin
(Winkelgeschwindigkeit ® gegen den
Uhrzeigersinn) verkleinerter Ausfallwinkel
bedeutet gleichzeitig eine  grol3ere

~ /| Fehlertoleranz  bei der Wahl der
\/ | Abwurfgeschwindigkeit und des
Startwinkelso.

Um zu einem funktionierenden Modell zu gelangen,sseia mehrere Zwischenschritte
einbezogen werden: Zuerst muss man den Reflexioks@m Basketballbrett finden, um
anschlieBend die momentanen Geschwindigkeiten zeclween. Die unterschiedlichen
Geschwindigkeiten, die durch Rotation und Elastiziglhtstehen, fihren zu besagtem
Ausfallswinkel, wobei der Verlust bzw. die Zunahmen den x- und y-
Geschwindigkeitskomponenten durch die Winkelgesohbigkeit kompensiert wird.
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Projekt Geometrische Optik
Verfolgung des Strahlenganges (ray tracing) in der

geometrischen Optik
Prof. Peter Schopf

Teilnehmer: Petra Erdely, Susanne Guidassoni, Dxajdani, Dino Mehic, Julia Nitsch, Mattias Schéniper

PROBLEMSTELLUNG :

Das Wissen um den Strahlengang ist ein entschdgdeilement fir den Bau von optischen
Systemen wie zum Beispiel Brillen, Kontaktlinsen|eB&open oder Kameras. Aber auch bei
Computerspielen und computeranimierten Filmen isie dBerlcksichtigung des
Strahlenganges von grof3er Bedeutung (ray tracing).

Im Rahmen der Modellierungswoche setzen wir uns zum Ziel, die Mathematik mit der
Physik zu verbinden und in die Welt der Strahlemeiauchen. Wir wollen die Reflexion
bzw. Brechung von Lichtstrahlen an verschiedenean@tachen geometrisch darstellen, und
exakt und néaherungsweise berechnen.

ERGEBNISSE:
1 Grafische Darstellung der Brechung eines Lichtsthls (mit GeoGebra)
Um uns mit der Problemstellung vertraut zu mackenstruieren wir mit der Grafiksoftware

GeoGebra zunéachst verschiedene Strahlengange (Brgem Keil, an einer Linse etc.), und
zwar nach folgendem Prinzip:

1. anmereN) M In der nebenstehenden Grafik ist
- die Brechung eines von links
kommenden Lichtstrahls an einer
Ebene dargestellt.

Zur Konstruktion verwenden wir
das Brechungsgesetz nach Snellius,
welches Folgendes besagt:

sina, _n,
sina, n

01y Gen.nn. Einfalls- bzw. Ausfallswinkel
ng, No...... Brechungsindizes

Wir konstruieren zwei konzentrische Kreise mit deadienn; und n, und schneiden den
ungebrochenen Strahl mit dem Kreis vom Rading Unter Anwendung des
Brechungsgesetzes ist es uns anschlieend mogleh, Ausfallswinkel a, exakt zu
konstruieren.
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2 Naherungsweise Berechnung des Strahlenganges dumine Linsenflache

Nach der exakten Konstruktion des Strahlengangeshdine Linsenflache beschéftigen wir
uns nun mit einer genaherten Berechnung. Die Vermangen fir die N&herung sind, dass
der betrachtete Lichtstrahl annahernd paralleloptischen Achse verlauft, sowie keine allzu
grol3e Distanz zu Selbiger aufweist. Denn die Afffitie y, =y, + d 05, sollte nicht gréf3er

als 1/10 des Krimmungsradius der Linsenflache sein.

Wir betrachten nun eine Lichtquelle in der Hojieund in der Distanzd links von der
konvexen Linsenflache. Von ihr gehe ein Lichtstratil dem Anstiegswinkef; in Richtung
der Linsenflache aus. Ferner seien der Krimmungsad der Linsenflache und die
Brechungsindizes; undn, der Medien links und rechts gegeben.

Aus den gegebenerusgangsdateny; und ni5; berechnen wir mit 2x2-Matrizen die
Auftreffhohe y, des Lichtstrahls an der Grenzfliche und den Anstetkel f, des
gebrochenen Lichtstrahls in der Linse:

10 {24)-(221
n W

Querungs-  Ausgangs-
Matrix Q vektor A

[1 nl“"ZJ [nlﬁlJ_(nzﬁzJ
R u =
0 1 Y2 Y,

Brechungs- End-
Matrix B vektor E

3 Naherungsweise Berechnung des Strahlenganges dumine Linse

Nachdem wir uns mit MatLab etwas vertraut gemaelien, berechnen wir den Strahlengang
durch eine Bikonvexlinse. Der Strahl beginnt in &etfernungd; links von der Linse und
trifft in der Entfernungds rechts von der Linse auf einen Bildschirm. DerBitistartet in der

,1,“ B Das Land ‘ ‘ ,.
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Hohey; mit dem Anstiegswinkep; und landet auf dem Bildschirm in der Hoyweund mit
dem Anstiegswinkeg,.

Den Endvektor E erhalt man aus der MultiplikatioreaMatrizen mit dem Ausgangsvektor
A:

E:(Qs*B Z*Q Z*B 1*Q 1)*A
Wir setzen fur die benétigten Ausgangsdaten festert&®Vein und Uberprifen unsere
berechneten Naherungswerte mit einer Strahlengangskiktion in GeoGebra.

4 Reflexion am Hohlspiegel

Hohlspiegel Bildschirm

Lichtquelle
I

optische Achse

Nach Anfertigung einer Skizze stellen wir zur Bémang der Auftreffhdhey, und des
Winkels S, zwischen dem reflektierten Strahl und der optischAehse eine Reflexionsmatrix
auf.

[—l _sz (nlﬂlJ_ ng,
R |U =
0 1 Y1 Y,

Reflexions- Ausgangs- End-
matrix R vektor A vektor E

5 Koordinatenfreie Berechnung des Auftreffpunktes &es Lichtstrahles auf eine
Grenzflache

Zur koordinatenfreien Berechnung des Auftreffpuskteines Lichtstrahles auf einer
Grenzflache verwenden wir Vektoren. Diese Art deerd@hnung kann auch im
dreidimensionalen Raum angewandt werden, bend@dych viel mehr Eingangsdaten und
Rechenfertigkeit.

51
Wir stellen also zunachst den Lichtstrahl in Partamierm dar:

S=a+tlr, t>0, wobei a der Anfangspunkt undr, ein Einheitsvektor ist, der die
Strahlrichtung angibt.

,1,“ & [Das Land ‘ ‘ ;
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Die Grenzebengeben wir in Gleichungsform an:
Xx[Ln=p, wobei n ein Einheitsvektor ist, der normal auf die Ebenétstendp eine Zahl,
deren Absolutbetrag den Abstand der Ebene vom Ungpaingibt.

Im Falle der Ebene sind grundséatzlich zwei Ausgangglich. Es kann einen Auftreffpunkt
geben, sofern der Richtungsvektor des Strahls imuEdene weist. Tut er dies nicht, gibt es
keinen Auftreffpunkt.

5.2
Wir stellen den Lichtstrahl in Parameterform dar:

S=a+tn, t>0, a undr, wie friher.
Die sphérische Grenzflaclyeben wir in Gleichungsform an:

(x —m) O(x - M) = R?, wobei mder Kugelmittelpunkt un&® der Kugelradius ist.

Hier sind zwei Falle zu unterscheiden:

- Der Strahl geht an der Sphére vorbei.

- Der Strahl trifft die Sphare in einem oder zwei ken.
Trifft der Strahl die Sphéare in zwei Punkten, saaistAuftreffpunkt der Punkt zu wahlen, der
naher an der Lichtquelle liegt.

6 Koordinatenfreie Festlegung des Flachennormalenkéors

Im Auftreffpunkt gibt es zwei normierte Normalvekta der Grenzflache. Fir die weiteren
Formeln ist derjenige zu wahlen, der in denselbalbtdum wie der Richtungsvektar zeigt,

d.h. bei demn Or; >0 ist.

7 Koordinatenfreie Berechnung des Richtungsvektorgles reflektierten (gebrochenen)
Strahls

Ist der einlaufende Strahl durch Anfangspuaktind Anfangsrichtung; gegeben,

und die Ebene durch die Gleichurg n=p

(die Sphéare durch die Gleichurfg - m) O(X —m) = R?),

dann kann man nach der Berechnung des Auftreffegngt und des Normalenvektor§ den
Richtungsvektorr, des reflektierten (gebrochenen) Strahls durch eégegenen Daten ausdriicken.

Alle Formeln von Abschnith bis 7 wurden von uns erarbeitet.
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Projekt: Spielstrategien

Modellierung taktisch gtnstiger Laufwege beim FulRb&
Petra Katolnig
Prof. Wolfgang Ring

Teilnehmer:Stephan Bayer, Christian Burghard, Gernot HolleliaPPichler, Michael Draxler, Sara Basara

PROBLEMSTELLUNG :

Manche Spielsituationen treten im Laufe eines Flifiials immer wieder auf: Ein Stirmer
steht einem Verteidiger gegentber, zwei Stirmersuagren an zwei Verteidigern
vorbeizukommen, etc. Der Verteidiger nimmt die Bosiund momentane Laufrichtung des
Sturmers wahr, und wéhlt seinen nachsten Schrittdam Ziel ihn von einer gunstigen
Schussposition fernzuhalten, bzw. um ihn unter Brae setzen und den Ball abzunehmen.
Dem Sturmer geht es nicht anders. Auch er mus<laziten wie sein nachster Schritt
aussieht, nur dass sein Ziel natirlich dem deseutBgers entgegengesetzt ist. Er méchte sich
dem Tor nahern, um eine gute Schussmdoglichkeit Zorbmen. Antworten auf solche
Fragen nach dem richtigen taktischen Verhaltenetindan einerseits in den Lehrblchern
uber FuRball, andererseits konnten mathematischezlétiungen herangezogen werden, um
Spielablaufe zu simulieren oder — im besten Falim+-optimale Strategien zu finden. Man
kann mit einer einfachen Eins- gegen- Eins Situatbne Ball beginnen und das Modell
schrittweise erweitern: Mehrere Verteidiger bzw. gkgifer, Miteinbeziehen des Balles,
Beschrankungen an die Beweglichkeit der Spieler etc

Unser Ziel war es ein realitatsnahes Modell eingeiZgegen- Zwei Situation mit Ball
darzustellen.

ERGEBNISSE:
Ansatze:

Beim FulR3ball wird, um die Technik der jeweiligen &pr zu verbessern, beim Training oft
eine Eins-gegen- Eins Situation gespielt und aucleineim richtigen Ful3ballspiel kommt es
oft zu einer &hnlichen Situation. Dabei spielt raliegs nicht nur die Technik eine wichtige

Rolle, sondern auch die Strategie, denn der Stusmlezwar immer sein Ziel verfolgen und

den Ball in Richtung Tor fihren, sich aber moglichstn Verteidiger fernhalten. Umgekehrt

sollte der Verteidiger nicht planlos auf den Sturrnelaufen, sondern dem Angreifer — auf
systematisch (kluge) Weise — den direkten Weg Zomversperren und zusatzlich auch die
Distanz zum Angreifer reduzieren. Das bedeutet desSpieler nicht nur auf den Ball fixiert

agieren und reagieren sollen, sondern auch auBefeegungen der Gegen- und Mitspieler.
Dadurch wir die Strategie umso komplexer, je mghel8r involviert sind.

Doch wie das Ganze modellieren? Wie soll man “intefjenzlose” Spieler strategisch
richtig laufen lassen?
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Als wir von unserer Problemstellung das erste Maten, hatten wir noch keine konkrete
Vorstellung, wie wir unsere Spielstrategien moéedin kénnten. Deshalb bekamen wir eine
kurze Einfihrung von Prof. Wolfgang Ring zu diesemer. In dieser Einleitung
prasentierte er seine grundlegende Vorstellungre@infachen Spielstrategie die wir mit
Hilfe des mathematischen Rechen- und Programmigranams MATLAB weiter ausgebaut
und bearbeitet haben.

Seine vereinfachte Strategie funktionierte nach fgendem Schema:

1) Strategie des Stirmers:

Die Strategie des Sturmers ist so angelegt, dassegster Linie direkt auf das Tor zulauft
und vor einem Verteidiger davon lauft, falls dieseseine Nahe gelangt.

2) Strateqie des Verteidigers:

Distanz ={s - v ) 1

Sturmer

Differenzvektor

. / Verteidiger
Distanz

Diese Skizze zeigt die 2 Anfangsstrategien dedeutkgers (1. Strategie= zum Stlrmer, 2.
Strategie = auf die Tangente des Stirmers zulaufedan Torbereich abzusichern).

Entwicklung:
Von der Eins- gegen Eins-, bis zur Zwei- gegen Zweésituation

Uber mathematische Wege und mit Hilfe von MATLABlagey es uns das urspringliche
Programm immer weiter auszubauen (z.B. Abbruchieit¢. Einerseits verbesserten wir die
ursprunglich unklugen Strategien der Spieler, aswles auch die Grafik.

Anfangs dachten wir dass an unserer urspringliafetage kaum etwas geandert werden
musse, doch wir hatten uns zu frih gefreut. Denn umserer Vorlage erreichte der
Verteidiger den Stirmer und der Sturmer lief vonmt¥idiger weg. Doch anstatt dem Stirmer
auf die Pelle zu riicken, lief der Verteidiger draseur hinterher. Deshalb mussten wir die
bereits gezeigte Strategie vollig umformulieren.cNamehreren Versuchen und langem
Uberlegen konnten wir schlieRlich diese ,intelliggne* Spielstrategie des Verteidigers
entwickeln:

1) Der Verteidiger betrachtet nun das ,Gebiet" 8&&mers:

,/,m B Das Land ‘ ‘ ,.
l/ %Steiermm‘k\ =
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Antizipieren der Situation des Stiirmers im nach&einritt:

~ P,""= die wahrscheinliche Position des Stiirmers ighaten Schritt
n

P, = Die aktuelle Position des Sturmers
At = SchrittgréRe
V." = Geschwindigkeit des Stirmers

- Psn+1 - I:)Sn +At*vsn

2) Der Verteidiger sucht jenen fir ihn im nachs8shritt erreichbaren Punkt, der ihm den
groRtmoglichen Gebietsgewinn verschafft

Unseren genauen Rechenweg kann man unserem ddeillBericht entnehmen.

Nachdem wir den Verteidiger modelliert hatten, wasere Eins- gegen Eins-Situation fertig
und wir konnten zur Zwei- gegen Zwei-Situation wegjthen.

Fur diesen neuen Spielzustand mussten wir noch weiere Spieler modellieren und einen
Ball hinzuftgen.

Dem zweiten Verteidiger teilten wir folgende Aulbgen zu: Einerseits musste er zum zweiten
Sturmer laufen und andererseits sollte er dafigesgrdass dieser den Ball nicht annehmen
kann. Um unsere Verteidigungsstrategie zu vollendeussten wir bei den beiden
Verteidigern bestimmen, auf welchen die Funktios desten Verteidigers und auf welchen
jene des zweiten zutraf. Wir einigten uns daraafssdder Verteidiger, der sich ndher am
ballfihrenden Stirmer befindet, die Funktion desegr Verteidigers Gbernimmt.

Nun hatten wir eine starke Verteidigung modelliedch unser zweiter Stiirmer zeigte keine
Spielbeteiligung, denn wir hatten ihm noch keinaliion zugeteilt.

Die Bewegung des Sturmers orientierte sich nun gridaran, so nah wie mdglich zum
Torbereich zu gelangen um einen Treffer zu erzielen.

Um die Stirmer zum Zusammenspielen zu bringen gbawir eine Passfunktion ein.

Einen endgultigen Feinschliff brachte uns die ré@itahe Gestaltung, welche das Ganze zu
einer sehenswerten Simulation macht.

MOGE DAS SPIEL BEGINNEN!!!

,/,m B Das Land ‘ ‘ ,.
l/ %Steiermm‘k\ =
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Projekt Forensische Wissenschaft

Simulation des Einsturzes eines WTC-Turms
Prof. Stephen Keeling

Teilnehmer Elisabeth Gaar, Elisabeth Heschl, Eva Meisterhdfigre Siegl, Lisa-Maria Sommer, Jasmin Stoff

PROBLEMSTELLUNG :

Der Einsturz der World Trade Center-Tlrme wurde vanatieerikanischen Regierung durch
Feuer und einen pfannkuchenartigen Kollaps der kSteke offiziell erklart. Allerdings
wurde diese Erklarung wiederholt angezweifelt.

In unserem Projekt ging es darum, den Einsturz einesis zu simulieren und aufgrund
unseres Codes zu entscheiden, ob wir die offizielldarung fur plausibel halten. Falls wir
auf andere Ergebnisse kdmen, so sollten wir egenei Hypothese aufstellen.

ERGEBNISSE:
Grundsatzlich haben wir uns mit zwei verschiedeMedellen beschaftigt.
Das Pancake-Modell

Beim Pancake-Modell wird angenommen, dass siclBdfestigungen losen, ein Stockwerk
auf das nachste prallt und somit alle in die Tieégigpen werden. Hier ist vor allem der
Impuls von Bedeutung.

Zuerst wurde die Geschwindigkeit kurz vor dem Aafpdes fallenden Stockwerks bzw. der
fallenden Stockwerke auf die noch nicht fallendetoc®wyerke berechnet. Danach
berechneten wir die Geschwindigkeit nach dem Alifptanter Berlcksichtigung der
Befestigung der Wéande und des Impulserhaltugssdize8efestigung erhielten wir aus dem
Druck, den ein Stockwerk aushélt. AuRerdem berabkigiten wir auch noch, dass die ersten
16 Stockwerke durch den Flugzeugeinschlag auf dirfallen, 75% der Masse verstaubt
werden und somit nur 25% der tatsachlichen Massesebtockwerkes wirklich auf das
nachste fallt.

Anschliel3end errechneten wir auch noch die Zeiwez kor den Aufprallen. Diese Zeiten
wurden summiert und man erhélt fir das Pancake-Maglee Falldauer von ca. 11
Sekunden.

Der freie Fall
AulRerdem betrachteten wir den freien Fall, derrekoatrollierten Sprengung entspricht. Da

in diesem Fall der Impuls und die Befestigung walgh, erhielten wir eine Falldauer von
ungefahr 9 Sekunden.
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Wir schrieben sowohl einen C# Code, als auch eMatlab Code. Zusatzlich erstellten wir

noch eine Simulation mit Netlogo.

Um die Auswirkung von Verstaubung und Starke defle®tggung auf die Dauer der Fallzeit
grafisch darzustellen programmierten wir einen Catbr fur jede beliebige Kombination
dieser beiden Werte die Zeit errechnet. Ergebnis &iar 3D-Diagramm, in dem die
Zusammenhange leicht ersichtlich sind.
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Conclusio

| Werstaubungsgrad

Aus unseren Ergebnissen schliel3en wir, dass dieiedi@ Erklarung der amerikanischen
Regierung nicht plausibel ist, denn das Pancakeellbdaucht langer als die tatséchlichen 9
Sekunden. Allerdings erreicht der freie Fall, das3h die kontrollierte Sprengung, diese

Zeitdauer.
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