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Vorwort

Die Idee zu der erstmals in der Steiermark durchgeftihrten ,,Modellierungswoche* fir Schiler
der 7. und 8. Klasse der AHS wurde schon langere Zeit am Institut fur Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen der Universitdit Graz diskutiert. Vorbild waren &hnliche
Vorhaben, die bereits in Karlsruhe, in Bozen und erstmals im letzten Jahr auch in Linz
durchgefihrt wurden. Mitglieder des Institutes haben bereits Erfahrungen mit &hnlichen
Veranstaltungen fir Studierende und angehende Wissenschafter. Hauptziel der
Modellierungswoche war es, Schiler mit einem Aspekt der Mathematik zu befassen, der
unserer Meinung nach im Unterricht an den AHS unterreprésentiert ist. Die Mathematik ist
einerseits eine Wissenschaft, die sich mit Problemen beschéftigt, die mit strukturellen Fragen
ihrer eigenen Theorien zu tun haben und wo man sehr bald mit grundlegenden Fragen
betreffend die logische Grundlegung der Mathematik und mit erkenntnistheoretischen
Problemen in Bertihrung kommt. Dieser Aspekt der Mathematik ist wohl nicht fiir alle ganz
einfach zuganglich. Andererseits war die Mathematik wahrend ihrer gesamten Geschichte
stdndig in Wechselwirkung mit angewandten Bereichen. Viele mathematische Theorien
entstanden in Reaktion auf Anforderungen in den verschiedensten Anwendungsbereichen. Die
Verfligbarkeit immer leistungsfahigerer Computer hat neue Madoglichkeiten fur die
mathematische Behandlung verschiedenster komplexer Probleme er6ffnet. Quantitative
Resultate statt qualitativer Aussagen sind immer wichtiger und erfordern zu ihrer
Bewéltigung die mathematische Modellierung komplexer Systeme in interdisziplinarer
Zusammenarbeit.

Den an der Modellierungswoche teilnehmenden Schulern sollte an Hand sorgfaltig
ausgewahlter Projektaufgaben Gelegenheit gegeben werden, den angewandten Aspekt der
Mathematik durch Teamarbeit in Projektgruppen zu erleben. Es wurde versucht, den Schilern
die wesentlichen Phasen eines Modellierungsprozesses nahe zu bringen: Einarbeiten in das
Anwendungsgebiet, Wahl der Modellstruktur in Hinblick auf die Aufgabenstellung, Einsatz
numerischer Methoden, Interpretation der Ergebnisse, Prasentation der Resultate.

Treibende Kraft fir die Realisierung der Modellierungswoche war Dr. Stephen Keeling,
dem hier fur seinen groBen Einsatz gedankt sei. Besonderer Dank geblhrt dem
Landesschulrat fiir Steiermark, und hier insbesondere Frau Landesschulinspektor Hofrat Mag.
Marlies Liebscher. Sie hat die Idee einer gemeinsamen Veranstaltung sofort sehr positiv
aufgenommen und tatkraftig unterstlitzt. Ohne den grolRen Einsatz der direkten
Projektbetreuer (Dr. Sigrid Thaller — Institut fir Sportwissenschaften, Dr. Wolfgang Desch,
Dr. Stephen Keeling, Dr. Georg Propst — alle Institut fir Mathematik und Wissenschaftliches
Rechnen) und der Betreuer aus dem Kreis der Lehrerschaft (DDr. Andrea Windischbacher-
Mailander, Mag. Melanie Wogrin), die auch die Gestaltung dieses Berichtes ibernommen
haben, ware die Modellierungswoche nicht durchfihrbar gewesen. Der Bank Austria —
Creditanstalt sei fur eine nicht unbetréchtliche Subvention gedankt. Das BM:BWK und die
Wissenschaftsabteilung der Steiermérkischen Landesregierung haben ebenfalls Subventionen
in Aussicht gestellt. In diesem Zusammenhang sei Vizerektor Polaschek, Universitat Graz, fur
seine Unterstiitzung gedankt.

Schloss Seggau, am 11. 3. 2005
F. Kappel
(Leiter des Institutes fiir Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen)
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Projekt: Physiologie Herzkreislaufregulierung
Dr. Franz Kappel

Teilnehmer: Andreas Fitzek, Eva Klampfer, Denise Loder, Andreas Postl, Matthias Praunegger, Clemens Schiffer

PROBLEMSTELLUNG:

Aufgabe dieses Projekts war es, anhand eines einfachen mathematischen Modells fur das
Herzkreislauf-System die Auswirkungen verschiedener Regelungsmdglichkeiten (wie etwa
Erhohung der Herzfrequenz) zu erforschen und wechselseitig zu vergleichen.

Erklarungen:

rechter Ventrikel Q.0 Herzminutenvolumen des linken bzw. rechten
& b Ventrikels
Sr
S 'S Kontraktilitit des linken bzw. rechten Ventrikels
. o (Starke der Kontraktion)
arteriell venos
1 O P l ar H H ili A
. . Blutvolumen im jeweiligen Gefal
- aps Taps vps Tvps PO Vas, Vvs, — - . _ o .
vends Cap Cup ateriell VR (as = arteriell systemisch, vs = vends systemisch, ap
systemisch & "W 1 =arteriell pulmonar, vp = vends pulmonar)
VVS! PVS
Cus . — Cas, Cus, Komplianz (Elgstizitat, Nachgiebigkeit) der
periphir Caps Cup jeweiligen GefaRwand
Fo, Rp
Pas, Pus, Blutdruck im jeweiligen Gefal
. |:'apy |:)vp
systemisch
periphir FE Blutfluss durch die periphdre Region des
Fs, R « P systemischen bzw. pulmonaren Kreislaufs
Blockdiagramm des Herzkreislaufsystems R Ry Blutstromwiderstand in der periphdren Region des

systemischen bzw. pulmonaren Kreislaufs

Eine wesentliche Aufgabe des Herzkreislaufsystems besteht darin, Organe und Muskel mit Sauerstoff
zu versorgen, der an die roten Blutkdrperchen gebunden ist. Da die Sauerstoffkonzentration im Blut
i.a. geséttigt ist, muss ein hoherer Sauerstoffbedarf durch eine Erhéhung des Blutflusses abgedeckt
werden. Ein sehr effizientes Mittel, dies zu tun, besteht darin, den Widerstand Ry zu verringern.

ERGEBNISSE:

Problem 1: Welche Auswirkungen hat eine Verringerung von R, auf die Druckwerte P, P, P,, P,, und auf
den Blutfluss F?

Abb. l1a: F(Rs) ,einfaches Modell Abb. 1b: F(Rs) ,komplexeres Modell*
Blutfluss F in Abhangigkeit von Rs Blutfluss F in Abh&ngigkeit von Rs
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PROBLEMLOSUNG 1: Blutfluss F pro Minute steigt bei Verringerung von R, der Druckwert Py sinkt
dabei allerdings eindeutig. Die anderen eher unbedeutenden Druckwerte P,s und Py, steigen, anders als
Pss, mit Verringerung von F. Interessant ist, dass Py, sich bei den beiden Modellen anders verhalt.
Aussagekraftiger sind hochstwahrscheinlich die Ergebnisse des ,,komplexeren Modells.

Problem 2: Warum ist eine blofle Verringerung von R, nicht sinnvoll? Was bewirken jeweils
Verdnderungen von H, S, S, und c,;? Wodurch unterscheiden sich die Auswirkungen?

PROBLEMLOSUNG 2: Was bei der alleinigen Verringerung von Ry geschieht, wissen wir ja aus den
Ergebnissen zu Problem 1: Da dies eine drastische Verringerung des fir uns bedeutenden mittleren
arteriellen Blutdruck P, zur Folge hat, was zu Miidigkeit tiber Schwindel und Ubelkeit bis hin zu
Zusammenbrichen fiihrt, kann nicht R; allein verandert werden. Ein mittlerer Blutdruck von 70 mmHg
wirde namlich etwa den vom Arzt gemessenen Blutdruckwerten 90 / 60 (systolisch / diastolisch)
entsprechen.

Wir verandern in unserem Gleichungssystem des ,,komplexeren Modells“ den Parameter fir den
Blutstromwiderstand in der periphdren Region des Systemkreislaufs Rs. Fiir die Graphen wahlten wir
folgende Intervalle:

[40;200] fur H (Norm = 80 Schlage/min),
[50;100] fur S, (Norm = 67,7 mmHg),

[7.5;15] fur S, (Norm = 10.9 mmHg),

[1;2.5] fur cys (Norm = 1.75 Liter/mmHg)

(und zusatzlich [4;6] fur Vo (Norm = 5.0 Liter))

Auswirkungen auf den Blutfluss und Blutdruck bei Veréanderung von H
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Problem 3: Eine Verstellung des Herzschrittmachers zu einer hoheren Herzfrequenz unter

Ruhebedingungen fiihrt im Allgemeinen zu keiner Erhéhung des Blutflusses. Kann dies mit Hilfe des oben
beschriebenen Modells simuliert werden?

PROBLEMLOSUNG 3: Die Erhdéhung von H und S, kompensieren wir hier einfach durch Erhéhung von c,s,
sodass wir als Resultat einen Blutfluss erhalten, der (ann&hernd) gleich dem Normwert ist. Bei H = 100
Schlage/min und S; = 75 mmHg missen wir cys in etwa bis auf 2.11 Liter/mmHg erhohen.

Der Abfall des Blutflusses durch Erhéhung von c., d.h. die GefdBwénde im vendsen systemischen
Kompartment sind elastischer, lasst sich wie folgt erkléren:

Werden die GefaRe in einem Kompartment elastischer, sinkt der Blutdruck in diesem Kompartment.
Dadurch stromt das Blut weniger schnell in die benachbarten Regionen, was einen geringeren Blutfluss
mit sich bringt.
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Projekt: Biomechanik Bewegungen am Mond
Dr. Sigrid Thaller

Teilnehmer: Gregor Klinser, Timon Kunter, Angelina Orthacker, Daniel Rieder, Eva Sprung

PROBLEMSTELLUNG:

Menschliche Bewegungen verlaufen bei geringerer Gravitation anders als auf der Erde. Ein
Astronaut springt am Mond klarerweise hoher als auf der Erde. Aber um wie viel springt er
hoher? Ist die Verbesserung der Sprunghohe fur alle Leute gleich, oder hangt sie von den
individuellen Eigenschaften der Personen ab? Kann es also sein, dass manche Menschen
(Muskel-) Eigenschaften besitzen, die fir einen Sprung auf dem Mond vorteilhafter sind als
fir einen Sprung auf der Erde? Was passiert, wenn man einem Astronauten soviel
zusatzliches Gewicht aufladt, dass er am Mond gleich schwer ist wie ohne Zusatzgewicht auf
der Erde? Springt er dann auch noch héher am Mond oder bleibt die Sprunghéhe gleich? Oder
springt er vielleicht weniger hoch, weil ja mehr Masse zu beschleunigen ist? Was muss man
an einem Film von einem Erdsprung &ndern, um einen Sprung am Mond vorzutauschen?
Gesucht ist ein mathematisches Modell fiir die Bewegung des Schwerpunktes eines
Astronauten bei einem senkrechten Sprung.

ERGEBNISSE:
Zuerst beschéaftigten wir uns mit der Definition der Begriffe Schwerpunkt und Sprunghohe.

0 Wir haben den Schwerpunkt des Astronauten im Bereich der Taille angenommen.
Gewicht der Beine sowie Gewicht des Oberkdrpers sind im Schwerpunkt konzentriert.

o Die Sprunghohe h definierten wir als den Weg,
den der Schwerpunkt vom normalen Stand bis
zum hochsten Punkt des Sprunges zuriicklegt.

0 Als h, bezeichneten wir die Schwerpunktshohe
bei der Ausgangshocke.

0 hpp ist die HOhe zum Zeitpunkt des Absprungs.

Durch praktische Sprungversuche haben wir einzelne Bewegungskomponenten des Sprunges
herausgefiltert. Wir zerlegten den gesamten Sprung zuerst in Absprungphase und Flugphase.
Die Absprungphase wird weiter aufgeschlisselt in Krafterzeugung durch verschiedene
Muskel. Wir haben ein sehr stark vereinfachtes Modell erzeugt, indem wir sowohl die
Krafterzeugung des Sprunggelenkes sowie das Schwungholen mit den Armen vorerst
ignoriert haben. Da die Flugphase eine gleichmaRig beschleunigte Bewegung und somit die
einfachere ist, haben wir uns zuerst mit ihr befasst.

Modell 1: Flugphase

Die Energie beim Absprung setzt sich aus kinetischer und potentieller Energie zusammen.
Die kinetische Energie wird am Umkehrpunkt zur Ganze in potentielle Energie umgewandelt.
Daraus folgt eine einfache Formel zur Beschreibung der Sprunghdhe h

(v = Absprunggeschwindigkeit, g = Gravitationsbeschleunigung):
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V2
h=—
2g
Die Gravitation auf der Erde betrégt ungefahr das Sechsfache der Mondanziehung. Bei
konstanter Absprunggeschwindigkeit kommt man somit auf dem Mond sechs Mal so hoch
wie auf der Erde.

Modell 2: Absprungphase

In unserem zweiten Modell beschéftigten wir uns mit dem Sprung unter der VVoraussetzung,
dass die vom Muskel angewandte Kraft F,, —m-g = m-a immer dieselbe bleibt.

2
Daraus folgt: s(t)—nh, =t—-i-(FM —m-g)
2 m
g jo (Fu=meg) (s(ty)=h,)
g-m

Am Mond springt man also etwa 11 Mal so hoch wie auf der Erde.

Modell 3: Modell unter Einbeziehung der Physiologie

Um das Modell realistischer zu gestalten, wollten wir auch physiologische Aspekte
miteinbeziehen. Darunter fallen Geometrie des Knies, Ansteuerung der Muskelaktivitat durch
das Gehirn und die Hillsche Gleichung (Muskelkraft in Abh&ngigkeit von der
Geschwindigkeit der Bewegung).

Einfluss des Kniewinkels

Nun wollten wir erfahren, welchen Einfluss die Tiefe der Hocke bzw. der Winkel des Knies
auf die Kraftubertragung zum Boden hat. Wir versuchten mit Hilfe einer Badezimmerwaage
eine Beinpresse nachzustellen. Wir lehnten diese an die Wand, setzten uns in Abstanden von
40/ 50/ 60 /70 cm dazu, so dass der Kniewinkel sich von Versuch zu Versuch vergroRerte,
und malen die groRtmogliche aufbringbare Kraft der Versuchsperson. Die Kraft konnte man
in kg von der Waage ablesen. Die Ergebnisse, die wir erhielten, trugen wir in eine Tabelle ein,
um sie anschlieBend als Graph darzustellen. Da die Messungen mit einer Badezimmerwaage
nicht sehr genau sind, haben wir zusétzlich bereits bekannte Messergebnisse aus der Literatur
miteinbezogen.

Ansteuerung

Ein zusétzliches Problem fir die Generalisierung der Sprungkraft stellt die unterschiedlich
bendtigte Zeit fur die Ansteuerung der Muskel dar. Unter Ansteuerung versteht man die
Ausbreitung der Aktivitat der Muskelfasern. Je weniger Muskelfasern aktiv sind, desto mehr
werden aktiviert, wenn man den Muskel maximal anspannen méchte. Nimmt die Anzahl an
aktiven Fasern zu, so sinkt die Rate der neuen Kontraktionen.
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3. Hillsche Gleichung

Auch die Geschwindigkeit, mit der die Bewegung durchgefiihrt wird, nimmt groen Einfluss
auf die Muskelkraft. Je groRer die Kontraktionsgeschwindigkeit, desto kleiner ist die Kraft,
die vom Muskel erzeugt werden kann.

Diese drei Teilmodelle und Newtons Bewegungsgleichung setzten wir zu einer
Differentialgleichung zusammen.

Durch  Simulieren mit verschiedenen Zahlenwerten fur die maximal mogliche
Kontraktionsgeschwindigkeit, den Parameter der Ansteuerung sowie der Gravitation kamen
wir zu dem Schluss, dass die Sprunghohe auf dem Mond nicht nur von der niedrigeren
Gravitation, sondern auch von den individuellen motorischen Eigenschaften abhangt.

Es kann vorkommen, dass eine Person mit fir einen Sprung auf der Erde schlechten
motorischen Eigenschaften bei einem Sprung auf dem Mond eine grol3ere prozentuelle
Sprunghohenerhdhung als eine Person mit guten motorischen Eigenschaften hat.

Weiters zeigt das Modell, dass eine Person, deren Masse so stark erhoht wird, dass das
Gewicht auf dem Mond dem auf der Erde ohne Zusatzmasse entspricht, auf dem Mond héher
springt als auf der Erde.
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Projekt: Mechanik Bewegung von

Schittgut in einer rotierenden Trommel
Dr. Wolfgang Desch

Teilnehmer: Christopher Albert, Angelika Haindl, Matteo Luisi, Patrick Schlégl, Stefan Zerobin

PROBLEMSTELLUNG:

In einer waagrecht liegenden Rohre befindet sich Schiittgut. Die Rohre dreht sich langsam um
ihre L&ngsachse. Beschreibe die Bewegung des Schiittgutes. Wie steil ist die Oberflache? Wie
schnell rutscht der Sand die Oberflaiche entlang ab? Von welchen Eigenschaften des
Schiittgutes héngt der Winkel ab? Besteht ein Unterschied, ob Glasmurmeln oder Mehl in der
Roéhre sind? Welche Rolle spielt die Drehgeschwindigkeit des Behélters?

ERGEBNISSE:

1. Modelle herabrutschender Ziegelsteine auf einer gekippten Ladeflache

Modell 1: Modell eines Kipplasters mit einem Ziegelsteinblock

Jy

K...Kraft, mit der man die Reibung tberwindet
A ... Kontaktflache der beiden Steine

¢ ... Reibungskonstante

p -..Dichte des Materials

o
> h-sina=>  Modelliert nicht, dass bei groRerem Druck die Reibung starker wird.
p

Beim langsamen Anheben (geringe Neigung) rutscht der gesamte Block (jedoch zunéchst ohne die
Schicht, die direkt auf der Ladeflache aufliegt, da die Reibung hier zu stark ist), bei groRem Winkel
zuerst die obere(n) Schicht(en).

Modell 2: Einbeziehung des Drucks auf die Ziegel

Mit diesem Modell wird gezeigt, dass der Winkel allein von der Reibungskonstanten abhéngig ist und
nicht von der Hohe des Stapels.

Modell 3: n Ziegelsteine, welche sich in Ruhelage befinden

Es herrschen zwei Arten von Spannungen j
(betreffend einen Ziegelstein in Innenlage), ,
welche  berticksichtigt  werden  muissen: =3
Normalspannung und Scherspannung.

Modell 4: Zwei Ziegelsteine auf einer gekippten Ladefliche, welche sich in Ruhelage befinden |
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Wir wollen die fehlenden Spannungen berechnen.
A C _1.h.r.
-1, 1+t -h=1-h-r-cosa

A C H
T I+ 1, -h=-I-h-r-sina
B C = . . .
1y, l=1,-h=I-h-r-cosa
B C H
1, l=15 -h=-l-h-r-sina

Das System ist statisch unbestimmt: Es gibt
keine eindeutige Ldsung.

2. Kugelbewegung in einer drehenden Trommel

Nach dem Kennenlernen des Systems der herabrutschenden Ziegelsteine wollen wir uns nun mit
unserem eigentlichen Problem beschaftigen: die Bewegung von Kugeln in einer drehenden Trommel.

Modell 1: Zwei Kugeln in einer sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegenden Trommel

M

... Reibungspunkte

. Radius der Trommel

. Radius einer Kugel (= 1)
. Gewicht einer Kugel

L ]

R..
r..
g..
K... Reibungskraft

K = g-sina.-cosp

Als Resultat erhalten wir :
sinf+1

Modell 2: Bewegung einer Kugel entlang der Trommelwand ohne Reibung

Wir wollen nun eine Kugel modellieren, die sich in der Trommel hin- und herbewegt. Die Reibung
lassen wir auller Acht, daher hért sie nie auf zu gleiten (ebenso vernachlassigen wir die Rollbewegung
— die Kugel rutscht).

.. Beschleunigung

.. Kraft

...Masse der Kugel

.. Gewicht der Kugel

.. Erdbeschleunigung

=M-a

=M- g

OreoOe

G

Zeichnen wir ein Zeit-Geschwindigkeit — Diagramm, ergibt sich etwa eine Sinuskurve.
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Fir die tangentiale Komponente der Schwerkraft erhalt man: M-(R-r)-a"=-M-g-sina(t)

Diese Gleichung l&sst sich nur unter Verwendung des Computers ldsen, wir zeigen die Lésung
grafisch an:

Hier lasst sich die Ahnlichkeit zu einer Sinuskurve deutlich erkennen.

rechte Trommelhilfte
0.8 T T

\ | JEEAY
06 — |
0

02

\ / / VA SO b winkel-
02Nty o, f BN i A /| geschwindigkeit

04k

06

| Position

-0.8

| s i T i I
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
linke Trammelhzlfte Zait

3. Computersimulation der Kugelbewegung in einer drehenden Trommel

Jokerballs: Ein Programm zur Simulation der Bewegung von Glaskugeln in einem
rotierenden Zylinder mit rauer Oberfliche

Die Grundlage des Modells bilden das Impulserhaltungsgesetz und damit elastische StoRe. Jede Kugel
hat eine Geschwindigkeit v und eine Masse m. Stofen zwei Kugeln aneinander, so tauschen sie Impuls
aus und fliegen auseinander. Selbiges geschieht bei der Kollision von Kugel und Zylinder mit dem
Unterschied, dass der Zylinder seine Position nicht veréndert.

Da Glaskugeln simuliert werden sollen, kann die Reibung zwischen den Kugeln vernachlassigt
werden, sie werden jedoch am Rand des Zylinders ,,mitgezogen®. Jokerballs wurde in der Sprache
Python geschrieben, fiir die dreidimensionale grafische Darstellung kommt die Erweiterung VPython
mit OpenGL zum Einsatz.

Bank®\ustria
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Projekt: Okologie Nachhaltige Bewirtschaftung

nachwachsender Ressourcen
Dr. Georg Propst

Teilnehmer: Florian Bloder, Bernhard Fuchs, Elias Karabelas, Susanne Kerndle, Anton Reiter

PROBLEMSTELLUNG:

In diesem Projekt wird untersucht, was einfache mathematische Modelle von Ernte-Strategien in
nachwachsenden Bestédnden zu deren nachhaltiger Bewirtschaftung beitragen kdnnen. Nachhaltigkeit
bedeutet dabei, trotz Entnahme den Bestand der Ressource nicht zu gefahrden. Gleichzeitig sollte nicht
unnotwendigerweise auf Ertrége verzichtet werden. Welche Strategien sind riskant, welche sind stabil?
Was geschieht in altersstrukturierten Populationen oder in Réuber-Beute Modellen? Kénnen - im
Prinzip - mathematische Modelle den Zusammenbruch der Ressourcen rechtzeitig voraussagen oder
die Wahl der Ernte-Strategie beeinflussen?

ERGEBNISSE:

Im Laufe der Modellierungswoche haben wir uns mit vielen Populationsmodellen beschaftigt, teils
realistisch teils sehr unrealistisch.

Aus allen Modellen die wir im Laufe der Modellierungswoche behandelten, kristallisierten sich
langsam gewisse Bedingungen heraus, die uns schlussendlich auf das Logistische Modell fiihrten.

Modell 1: Logistisches Modell

Die logistische Gleichung ist ein Beispiel dafiir, wie komplexes, chaotisches Verhalten aus einfachen

nichtlinearen Gleichungen entstehen kann.

&, Durch Fortpflanzung vermehrt sich die Population um einen Faktor, der proportional zur aktuellen
Populationsgrofie ist.

&. Durch Verhungern verringert sich die Population um einen Faktor, der proportional zur Differenz
der theoretischen MaximalgrdR3e der Population und der aktuellen GroRe ist.

Mathematisch konnten wir diese Bedingungen durch folgende Gleichung ausdriicken:
P K ... Kapazitatsgrenze, R ... Wachstumsrate
®(P,)=P,, =P, *|1+R* [1— ?"j R < 2 da sonst chaotisches Verhalten auftritt

Der Startwert dieser Folge ist nun die Population zum Jahr 0. Diese Folge fassten wir nun als
Funktion auf, und diskutierten sie um auf ihre Charakteristika schlie3en zu kdnnen.

Aus der Lage des Extremwertes und der Nullstellen bewiesen wir, dass die Funktion symmetrisch um
die Ordinate des Extremwertes ist.

Um nun auf ein Verhalten dieser Folge schlieen zu kdnnen muss man die Folge iterieren. Iterieren

bedeutet, eine Funktion immer wieder auf sich selbst abzubilden, also f (f (f...(x))) . Dabei gibt es
vier mogliche Falle von auftretendem Verhalten.

1. Konvergenz: Die Folge strebt gegen einen Fixpunkt Sf(x.) wenn der Betrag der

Ableitung f'(x.) Kleiner als eins ist. Dieser Fixpunkt ist also stabil.

2. Periodizitat: Die Folge kann zwischen einer gewissen Anzahl von Werten hin und her
springen. Dies ist ein Spezialfall und fur die Populationsdynamik nicht relevant.

3. Divergenz: Wenn der Betrag der Ableitung bei einem Fixpunkt f(x,) groRer als eins ist,
dann ist dieser Fixpunkt instabil, demzufolge verl&sst die Iteration die Gleichgewichtslage x.. .

4. Chaotisch: In unserem Modell haben wir dieses Verhalten durch Setzen von R<2
ausgeschlossen.

Bank®\ustria
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Um dies nun anschaulich darstellen zu kénnen, fuhrten wir eine graphische Iteration der Logistischen
Gleichung durch. Hierbei wahlt man einen Startwert auf der X-Achse und zeichnet eine Linie zum
zugehorigen Funktionswert ein. Danach zieht man eine horizontale Linie von diesem neuen Punkt zur
ersten Mediane (y=x). von diesem neuen Punkt zieht man wieder eine Linie zum zugehdrigen
Funktionswert, usw.

In unserem Modell ist der Anstieg der Kurve im Ursprung immer grofer als eins daher gibt es genau
einen Schnittpunkt mit der 1. Mediane, weil es eine quadratische Funktion ist.

Wenn f ein Populationsmodell ist, dann ist P,.; = f(P,) — E, ein Entnahmemodell, wobei
E, ein Modell fur die Entnahme reprasentiert. Nach einigen Umformungen hatten wir eine neue

Gleichung der Form
#(p)= P = Lo 150 o122
2 K

1+°¢
2

Doch man kann dieses Modell nicht in der Realitdt anwenden, da man, abgesehen davon ob dieses
Modell Uberhaupt giltig ist, nicht einmal die Parameter R und K kennt. In der Realitat kennt man nur

Schatzungen fiir den Aufwand e und den Ertrag Y, Eine Strategie flr eine nachhaltige Entnahme
kann nur diese GrofRen verwenden. Eine einfache Strategie besteht darin, den Aufwand solange zu
erhdhen, als gleichzeitig der Ertrag steigt. Sobald der Ertrag zuriickgeht friert man den Aufwand e ein.
- _ _ Die folgende Abbildung zeigt, wie sich die Population und
fogistisches Modell mit strategischer Entnahme - der Ertrag entwickelt wenn diese Strategie auf das logistische
Modell angewendet wird. Wahrend der Rechnung beobachteten
wir wie sich der Aufwand e dem maximal zuldssigen Aufwand

500

Population

Umschalten auf
konstante Entnahmerate | 4

400

R . . .
e = —ndhertund dort eingefroren wird. Der so erreichte

300

Gleichgewichtszustand ist stabil (laut obiger Analyse) und
w 1 unempfindlich gegentber Stérungen.

100

1)

L L L L L L
1} 0 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Modell 2: Quadratisches — Modell ohne Entnahme

Nachdem wir mit dem logistischen Modell ein relativ stabiles und nachhaltiges Modell gefunden
hatten, suchten wir nach einem Modell, welches auch zusammenbrechen kann, wenn eine gewisse
PopulationsgroRRe unterschritten wird. Dieses Modell kann durch folgende Gleichung mathematisch
beschrieben werden:

r 2 .
——*(y,)” r...Wachstumsrate, v, ... Population nach n Vermehrungszyklen
1+ (Wj
k

Bank®\ustria
ﬂ Creditanstalt -%!'%

Vina) =



15

Aus dieser Gleichung lassen sich nun 3 Fixpunkte finden:

konvergent gegen P, konvergent gegen P,
- 200 -
a0l p\ 180 F \
P, g P,
ot
1200 120r
80 - 100 - P|
&t mk
60+ ~ B0 &
10} PO Pl - PO
s nk
0 . ! . ! % ] 100 150 20 20

o 50 100 150 200 260

In der Iteration ist zu sehen, dass der Fixpunkt p, instabil ist und dass die Fixpunkte P und P, stabil
sind. Wird der Wert von P, unterschritten, wird die Population aussterben. Wird dieser Wert
uberschritten, wird die Population gegen P, gehen.

Modell 3: Quadratisches — Modell mit Entnahme

Bei diesem Modell wollen wir eine
: : Entnahme simulieren, indem wir nach jedem
Stopp S0 Vermehrungszyklus den Ertrag aus der
/ Population entnehmen. Der Aufwand der
aufgebracht werden muss um den Ertrag
zu  erzielen, wird nach  jedem
Vermehrungszyklus erhéht. Vor jedem neuen
Vermehrungszyklus wird Uberprift, ob sich
der Ertrag  verglichen mit  dem
s : : . E ' o vorhergegangen vergrollert oder vermindert
hat. Wurde der Ertrag vermlndert W|rd sofort danach der ganze Fischfang gestoppt, aber trotzdem
bricht die Population zusammen, wenn ein bestimmter Wert unterschritten wurde.

Quadratisches Wachstum mit Entnahme

[Popuation |

Wir testeten ein und dieselbe Strategie mit zwei verschiedenen Populationsmodellen. Als Strategie
erhéht man die Entnahmerate (=Aufwand) solange bis der Ertrag zurlickgeht und halt die
Entnahmerate dann konstant. Es werden dabei also nur in der Wirklichkeit beobachtbare GrofRen
verwendet, die vom mathematischen Modell unabhangig sind.

Angewendet auf eine Population, die von einem logistischen Modell beschrieben wird, nahert sich
diese Strategie dem maximalen nachhaltig erzielbaren Ertrag. Die zugehdrige Population befindet sich
in einem Gleichgewicht, das auf Storungen stabil reagiert.

Aber angewendet auf eine Population, die von einem quadratischen Modell beschrieben wird, kann
diese Strategie zur Ausléschung der Population fiihren, selbst dann wenn bei Rlickgang des Ertrages
die Entnahme sofort gestoppt wird.
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Projekt: Sozialwissenschaften
Wie konnen demokratische

Freiheit und Reichtum eines Landes gleichmaliig verteilt werden?
Dr. Stephen Keeling

Teilnehmer: Rudolf Griss, Michael Hsieh, Georg Michelitsch, Christoph Planitzer, Stefan Raminger,
Jan Schifko, Christoph Triebl, Markus Weger

PROBLEMSTELLUNG:

Es soll gezeigt werden, wie die Komplexitat sozialer Systeme aus dem Zusammenspiel
einzelner Individuen entsteht. Dabei wird eine so genannte Multi-Agenten Simulation
verwendet, um soziales Verhalten von interagierenden Individuen zu untersuchen. Die
Interaktion der Agenten wird mit Hilfe des Programmierwerkzeugs Netlogo untersucht.
Mdogliche Modelle beschreiben das Tauschen von Ressourcen und einfache diesbeziigliche
Entscheidungen der Agenten. Vom Tauschen erwartet man eine emergierende Wirtschaft.
VVon Gruppenentscheidungen erwartet man eine emergierende Regierung. Anhand eines
solchen Modells werden Parameter gesucht, die zur gleichmaRigen Verteilung von Reichtum
und Entscheidungskraft fiihren.

ERGEBNISSE:
Berufsgruppen, Ressourcen

Um der Realitat naher zu riicken, erstellten wir drei Berufsgruppen, die jeweils eine von drei
Ressourcen ernten konnen. Jedes Individuum benotigte fir das Uberleben eine gewisse
Anzahl an Ressourcen pro Zeiteinheit, konnte jedoch nur eine Ressource selbst abernten. So
erreichten wir eine Abhéngigkeit zwischen den Individuen, die eine Interaktion in Form eines
Tauschhandels forcierte.

Tauschhandel

Wir fuhrten einen selektiven Tauschhandel ein, bei dem sich jeder Agent den fiir ihn am
besten geeigneten Partner in seiner nahen Umgebung aussucht und mit diesem tauscht. Um
die Elemente der freien Marktwirtschaft nicht zu verlieren, gestalteten wir zunédchst einen
Markt, der die Regeln des Supply and Demand Modells befolgte. Wurde mehr an den Markt
verkauft, stieg das Angebot und sank der Preis; wurde mehr gekauft, stieg sowohl die
Nachfrage als auch der Preis. Wenn ein Agent keinen Tauschpartner gefunden hatte, hatte er
die Mdglichkeit, den Markt aufzusuchen und die fehlenden Rohstoffe im Tausch zu erwerben
— eine Art Sozialhilfesystem. Doch wéhrend der ersten Testlaufe zeigte sich die Tendenz zur
»Stadtebildung®, grole Ansammlungen von Agenten, die untereinander tauschten. Dies
machte das Vorhandensein eines Marktes unnétig. Um dennoch eine soziale Gerechtigkeit zu
garantieren, flhrten wir die von uns entwickelte SS Sonderregelung ein, eine Art Sozialsteuer,
die ab einem bestimmten Anteil von sich in Armut befindlichen Agenten von reichen Agenten
zu entrichten ist.

Entscheidungskraft

Um auch auf die demokratische Freiheit eines Systems Bezug zu nehmen, schufen wir den
Faktor ,, Entscheidungskraft“ und unser damit zusammenhangendes FEE-System. Der Faktor
dient zur Bestimmung des Einflusses auf andere Agenten bei Tauschgeschaften. Wie auch in
der Realitdat spielen zur Bestimmung dieses Wertes Faktoren wie Charisma,
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Aggressionsbereitschaft und Herkunft eine entscheidende Rolle. Bei einem Tauschgeschaft
wirken die beiden EK-Werte der Handelspartner antagonistisch und bilden so die fiir beide
Partner fairsten Tauschkonditionen.

Prozessverarbeitung

Wahrend unseres Arbeits- und Programmierungsprozesses stie3en wir natdirlich immer wieder
auf interessante Ergebnisse. Wir lieBen das von uns geschriebene Modell mit verschiedenen
Parametern einige Zeit lang laufen und analysierten die Resultate: manchmal waren diese fur
uns befriedigend bezligl. der Erwartungen: z.B. der erwarteten Verteilung, des Wachstums
etc.

System | .
Ergebnis: Ausgeglichenes, faires System

amount-of-food- 7 Stabile Population von 80 Individuen
amount-of-wood: 7 Fast ideale, ,,gerade* Lorenzkurve (Kurve)
amount-of-water: 7 Upper-middle-class: reichste, groRte Klasse
num-people: 211 Gesamtpopulation wird immer reicher
regI'OV\{th-rate: 47 Lorenz Curve Pens Dargestellt wird der Reichtum
max-vision: 10 100 in  Abhéngigkeit von der
life-expectancy-min: | 80 Bevélkerung in %.
life-expectancy-max: | 100 Je kleiner die Flache zwischen
birthrate: : 13 1. Mediane und Lorenzkurve,

irthrate. : desto gleichméRiger ist der
tax: 10 " Reichtum der  Population
Metabolism-max: 6 o 100 verteilt.
System 11 . )

Ergebnis: Unfaires, ausbeutendes System
amount-of-food: 10 Stabile Bevolkerung
amount-of—wood' 10 Sehr viele Arme, nur wenig Reiche
amount-of-water: 10 Arme haben nichts, Reiche extrem viel
num-people: : 200 Sehr groRe Flache zwischen Lorenzkurve und 1. Mediane
regrOV\{th-rate: 25 Lorenz Curve Pens
max-vision: . 8 100
life-expectancy-min: | 95
life-expectancy-max: | 100
birthrate: 3,3
tax: 0
metabolism-max: 14 ;
0 100
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