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Die einfachste (und die lastigste...) Problemstellung:
Noten zu bearbeiten !
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Was ist die Gesamtnote fur die Gruppe? Mittelwert? Hier ~ 50.



Robustheit des Zentrums
Wegen AusreiB3er ist hier der Mittelwert < 75 |
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Wie definiert man das Zentrum robust ?
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Gegebene Daten — das Auge sieht u = 25, v = 75:
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Bestimmung Zweier Zentren — Beispiel mit Noten

Startwerte: © = 60, v = 80, /(1) blau, /(v) braun
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Aktualisierte p, v, I(p), I(v)
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Aktualisierte u, v, (), I(v)
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Bestimmung Zweier Zentren — Beispiel mit Noten

Konvergierte u, v, I(1), I(v)
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Bestimmung Zweier Zentren — Beispiel mit Bildern
Das Bild B = {b;;}\._, hat Grauwert b;; € [0, 1] im Pixel P;;

Phantom-Bild 1005I(i)stog ramm der Grauwertverteilung
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0 (S B _ I:I
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Das Histogramm verrat was im Bild fast ersichtlich ist:
Es gibt nur 6 Grauwerte.



Bestimmung Zweier Zentren — Beispiel mit Bildern

Mit nur zwei Zentren: I(u) blau, /(v) braun
Startwerte: 4 =0.2,» =0.8

Histogramm der Grauwertverteilung
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Bestimmung Zweier Zentren — Beispiel mit Bildern

Mit nur zwei Zentren: /(1) blau, /(v) braun
Konvergiert: x =0.1, v =1.0
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Mit nur zwei Zentren: I(u) blau, /(v) braun
Startwerte: = 0.0, » = 0.1
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Bestimmung Zweier Zentren — Beispiel mit Bildern

Mit nur zwei Zentren: I(u) blau, /(v) braun
Konvergiert: = 0.0, » =0.3

Histogramm der Grauwertverteilung
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Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte p und v !
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Bestimmung Zweier Zentren — Mehrere Minima
Warum gibt es zwei Losungen in Abhangigkeit der Startwerte?

Phantom-Bild Zielfunktion Landschaft

log())

3.\/

12

.. bnn}

Lokale Extreme der Zielfunktion: {xi} ={b11,

Z I — X/|2+ Z |V*X/|2

i€l(p) i€l(v)
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Bestimmung Zweier Zentren — Mehrere Minima
Der Effekt des Rauschens!

Phantom-Bild + Rauschen Zielfunktion Landschaft

log())

Zielfunktion wird geglattet: (%} = {b11,.... by}

Z I — X/| + Z |V*X/

i€l(p) iel(v)



Bestimmung Zweier Zentren — Rauschen und Glattung
Mit nur zwei Zentren: /() blau, /(v) braun
Startwerte: 1 = 0.0, » = 0.1

Histogramm der Grauwertverteilung
10000

9000}
8000 |

7000 [ 4=0.0

6000 »=0.1
5000
4000

Anzahl der Pixel

3000

2000 1

0 I

0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte p und v !



Bestimmung Zweier Zentren — Rauschen und Glattung
Mit nur zwei Zentren: I(u) blau, /(v) braun
Konvergiert: x =0.1, v =0.5

Histogramm der Grauwertverteilung

Segmentiertes Phantom-Bi 10000

2000
8000
7000 4=0.1

6000 v=0.5
5000
4000

3000

Anzahl der Pixel

2000

1000 1

0 —]

0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte p und v !



Bestimmung Zweier Zentren — Rauschen und Glattung

Mit nur zwei Zentren: I(u) blau, /(v) braun
Startwerte: 4 =0.2,» =0.8

Segmentiertes Phantom-Bild 100(I;I(i)stogramm der Grauwertverteilung

9000}
gooo| |
7000 4=0.2

6000 »=0.8 -
5000

4000

Anzahl der Pixel

3000

2000 1
1000 1
V]

0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte p und v !



Bestimmung Zweier Zentren — Rauschen und Glattung

Mit nur zwei Zentren: I(u) blau, /(v) braun
Konvergiert: x =0.1, v =0.5 (gleich wie vorher!)

Segmentiertes Phantom-Bild molalastogramm der Qrauwenverteilung

9000+
8000
7000 4=0.1

6000 v=0.5
5000
4000

3000

Anzahl der Pixel

2000

1000 1

0 [/

0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte p und v !



Bestimmung Mehrerer Zentren: K-Means

» Der Ansatz fir mehrere Zentren {px}K_,:



Bestimmung Mehrerer Zentren: K-Means

» Der Ansatz fir mehrere Zentren {px}K_,:

mi?Z\M1—x,\2+---+ >k = xi?
k

i€, i€l



Bestimmung Mehrerer Zentren: K-Means

» Der Ansatz fir mehrere Zentren {px}K_,:

Ei?Z\m—Xi\er“'ﬂL >k = xi?
k

i€, =
» Bestimmung der Index-Mengen /(1.x),

i) = {0 e — Xil < |y — xil, 1 # k}



Bestimmung Mehrerer Zentren: K-Means

» Der Ansatz fir mehrere Zentren {px}K_,:

m'n Z g = X2 4+ Y e — Xl

lel“1 i€y
» Bestimmung der Index-Mengen /(1.x),

W) = {0 e — Xil < | — xil, 1 # k}

» Die zu minimierende Ziel-Funktion:

J({ikYizr) Z >l —xif?

k=1 i€ ()



Bestimmung Mehrerer Zentren: K-Means

» Der Ansatz fir mehrere Zentren {px}K_,:

mm Z =P+ Y k= X

lel“1 i€y
» Bestimmung der Index-Mengen /(1.x),

i) = {0 e — Xil < |y — xil, 1 # k}

» Die zu minimierende Ziel-Funktion:

J({ikYizr) Z >l —xif?

k=1 i€ ()

» Losung: bis Konvergenz,



Bestimmung Mehrerer Zentren: K-Means

» Der Ansatz fir mehrere Zentren {px}K_,:

mm Z =P+ Y k= X

lel“1 i€y
» Bestimmung der Index-Mengen /(1.x),

i) = {0 e — Xil < |y — xil, 1 # k}

» Die zu minimierende Ziel-Funktion:

J({ikYizr) Z >l —xif?

k=1 i€l(pk)

» Losung: bis Konvergenz,
> Aktualisiere .}, mit Mittelwerten tber /(u; "),



Bestimmung Mehrerer Zentren: K-Means

» Der Ansatz fir mehrere Zentren {px}K_,:

mm Z =P+ Y k= X

IG/M i€y
» Bestimmung der Index-Mengen /(1.x),

i) = {0 e — Xil < |y — xil, 1 # k}

» Die zu minimierende Ziel-Funktion:

J({ikYizr) Z >l —xif?

k=1 i€l(pk)

» Losung: bis Konvergenz,

> Aktualisiere .}, mit Mittelwerten tber /(u; "),
» Aktualisiere /(1) laut Definition.



Bestimmung Dreier Zentren — Rauschen und Glattung
Nun mit drei Zentren: I(uq) blau, /(u2) braun, I(u2) gelb
Rauschen wird ausgenutzt!
Startwerte: ©q1 = 0.3, up = 0.5, uz = 0.7 (egal!)

Segmentiertes Phantom-Bild 1005I(i)stogramm der Grauwertverteilung

9000 |
8000 _

7000 #,=0.3

6000 #,=0.5

5000 p3=0.7
4000

Anzahl der Pixel

3000

2000 1
1000 ’i 1
V]

0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte pq, p2 und ug !



Bestimmung Dreier Zentren — Rauschen und Glattung
Nun mit drei Zentren: I(uq) blau, /(u2) braun, I(u2) gelb
Rauschen wird ausgenutzt!
Konvergiert: 41 = 0.0, up = 0.3, u3 = 0.9

Segmentiertes Phantom-Bild 1005I(i)stogramm der Grauwertverteilung

9000}
sooo [ |
7000 1,=0.0

6000 £,=0.3

5000 113=0.9

4000

Anzahl der Pixel

3000

2000 ]
0

0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte pq, p2 und ug !



Bestimmung Dreier Zentren — Rauschen und Glattung
Nun mit drei Zentren: I(uq) blau, /(u2) braun, I(u2) gelb
Kein Rauschen, aber man verwendet die letzten Ergebnisse!
Startwerte: 41 = 0.0, o = 0.3, u3 = 0.9

Segmentiertes Phantom-Bild 1005I(i)stogramm der Grauwertverteilung

9000
8000
7000 1,=0.0

6000 #,=0.3

5000 p#3=0.9
4000

Anzahl der Pixel

3000
2000
1000

N BN ]
0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte pq, p2 und ug !



Bestimmung Dreier Zentren — Rauschen und Glattung
Nun mit drei Zentren: (1) blau, I(u2) braun, I(u2) gelb
Kein Rauschen, aber man verwendet die letzten Ergebnisse!
Konvergiert: 11 = 0.0, uo = 0.2, uz3 = 1.0

Segmentiertes Phantom-Bild 1005I(i)stogramm der Grauwertverteilung

9000
8000
7000 #,=0.0

6000 4,=0.2

5000 p#y=1.0
4000

Anzahl der Pixel

3000
2000
1000

N BN ]
0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte pq, p2 und ug !



Bestimmung Dreier Zentren — Rauschen und Glattung
Nun mit drei Zentren: (1) blau, I(u2) braun, I(u2) gelb
Kein Rauschen, und Startwerte werden anders ausgewahlt!
Startwerte: 41 = 0.0, uo = 0.1, u3 = 0.2

Histogramm der Grauwertverteilung

Segmentiertes Phantom-Bild 10000

9000
8000
7000 #,=0.0

6000 n,=0.1

5000 15=0.2
4000

Anzahl der Pixel

3000
2000
1000

0
o 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte pq, p2 und ug !



Bestimmung Dreier Zentren — Rauschen und Glattung
Nun mit drei Zentren: (1) blau, I(u2) braun, I(u2) gelb
Kein Rauschen, und Startwerte werden anders ausgewahlt!
Konvergiert: 1 = 0.0, pp = 0.1, uz3 = 0.3 (schlechtes Bild!)

Segmentiertes Phantom-Bild 1005I(i)stogramm der Grauwertverteilung

9000
8000
7000 #,=0.0

6000 p#,=0.1

5000 §15=0.3
4000

Anzahl der Pixel

3000
2000
1000

0
0 0.5 1
Grauwert

Das segmentierte Bild hat nur die Grauwerte pq, p2 und ug !



Bestimmung Mehrerer Zentren in R®

Das Bild R = {(1i;. gij. bij) I



Bestimmung Mehrerer Zentren in R®

Das Bild R = {(1i;. gij. bij) I

Natiirliches Bild Verteilung der RGB-Werte

0.5
grin

0 0 rot



Bestimmung Mehrerer Zentren in R3

Das Bild R = {(ri;, 9i, bi;)} 1y hat fir jedes (r;;, gi;, bi;) € R®

Natiirliches Bild Verteilung der RGB-Werte

0.5
grin

0 0 rot



Bestimmung Mehrerer Zentren in R3
Das Bild R = {(ri;, 9i, bi;)} 1y hat fir jedes (r;;, gi;, bi;) € R®

rot-Wert r; ; € [0, 1],

Natiirliches Bild Verteilung der RGB-Werte

0.5
grin

00 rot



Bestimmung Mehrerer Zentren in R3
Das Bild R = {(ri;, 9i, bi;)} 1y hat fir jedes (r;;, gi;, bi;) € R®

rot-Wert r; ; € [0, 1],
gron-Wert g;; € [0, 1] und

Natiirliches Bild Verteilung der RGB-Werte

0.5
grin

00 rot



Bestimmung Mehrerer Zentren in R3
Das Bild R = {(ri;, 9i, bi;)} 1y hat fir jedes (r;;, gi;, bi;) € R®
rot-Wert r;j € [0, 1],
gron-Wert g;; € [0, 1] und
blau-Wert b; ; € [0, 1]

Natiirliches Bild Verteilung der RGB-Werte

0.5
grin

0 0 rot



Bestimmung Mehrerer Zentren in R3
Das Bild R = {(ri;, 9i, bi;)} 1y hat fir jedes (r;;, gi;, bi;) € R®

rot-Wert r;j € [0, 1],
gron-Wert g;; € [0, 1] und
blau-Wert b; ; € [0, 1]
im Pixel P,',j

Natiirliches Bild Verteilung der RGB-Werte

0.5
grin

0 0 rot



Bestimmung Mehrerer Zentren in R3
Mit 2 Zentren:

Segmentiertes Bild RGB-Werte der Segmente

0.8
=]
£0.6
-]
0.4
0.2
0
1
0.5
) 0.5
griin

rot

Das segmentierte Bild hat nur die RGB-Werte {p}2_; !



Bestimmung Mehrerer Zentren in R3
Mit 3 Zentren:

Segmentiertes Bild RGB-Werte der Segmente

griun

00 rot

Das segmentierte Bild hat nur die RGB-Werte {p}3_, !



Bestimmung Mehrerer Zentren in R®
Mit 4 Zentren:

Segmentiertes Bild RGB-Werte der Segmente

griun

00 rot

Das segmentierte Bild hat nur die RGB-Werte {p}#_; !



Bestimmung Mehrerer Zentren in R®
Mit 5 Zentren:

Segmentiertes Bild RGB-Werte der Segmente

0.8
=]
©0.6
2
0.4
0.2
0
1
0.5
) 0.5
griin

rot

Das segmentierte Bild hat nur die RGB-Werte {p}3_, !



Bestimmung Mehrerer Zentren in R®
Mit 6 Zentren:

Segmentiertes Bild RGB-Werte der Segmente

griun

00 rot

Das segmentierte Bild hat nur die RGB-Werte {p,}8_, !



Bestimmung Mehrerer Zentren in R®
Mit 7 Zentren:

Segmentiertes Bild RGB-Werte der Segmente

0.8
s

{0.6
I

0.4

0.2

o

1

0.5
griin
0 o0 rot

Das segmentierte Bild hat nur die RGB-Werte {p}f_; !



Danke fur die Einladung !



Danke fur die Einladung !

Danke flr die Aufmerksamkeit !



Danke fur die Einladung !

Danke flr die Aufmerksamkeit !

Vortrag zum Herunterladen:
http://math.uni-graz.at/keeling/
vortraege/TagDerMath2016.pdf



