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Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG

Stofftransport:
» U bezeichnet eine erhaltene GrofR3e, z.B.

» Masse, vielleicht bezliglich einer Konzentration (K = M/ V)
» Energie, vielleicht bezlglich der Temperatur (E = pcT)

» Transport dieser GroBe u = u(x, t) findet fir x € R" und
t € (0,00) statt.

» b= (by,...,by)istein (jetzt) konstantes
Geschwindigkeitsfeld.

» Erhaltung wird so formuliert,

o /Q u(x, t)dx = — /8 u(x.Db-v(x)dS(x) VO C R’

d.h. die Menge des Stoffes in Q wird

» erhdht, wenn er hineinstrémt (b - v(x) < 0) und
» reduziert wenn er herausstréomt (b - v(x) > 0).

Hier ist v ein auswartsgerichteter normaler Einheitsvektor.



Transformation der Erhaltung in Differentialform

Def (Glattheit eines Randes): Sei Q cc R”. Dann ist 02 der
Klasse C* wenn er immer lokal als Graph einer CX-Funktion
dargestellt werden kann. D.h. ¥x° € 9Q, 3r > 0 und

Ck > v :R"! = R sodass (nach einer geeigneten starren
Verschiebung des Ursprungs falls notwendig) es gilt:

QN B(x%r)={xeB(X%r): xn>v(X1,...,Xn-1)}

Ahnlich ist 9Q der Klasse C>™ wenn 99 der Klasse C ist
vk =1,2,.... Wenn die Abbildung ~ analytisch ist, ist 0Q
analytisch.

Def: Wenn 99 der Klasse C' ist, ist der auswértsgerichtete
normale Einheitsvektor auf 092 wohl definiert:
v(x)=(",...,v"(x), xcoQ.
Die auswérts normale Ableitung von u € C'(Q) ist
ou/ov=v-Vu, xe€0Q, wobeiVu=(ux,...,Ux,).



Transformation der Erhaltung in Differentialform
Satz (GauB): Fur Q cc R" mit 9 der Klasse C! sei
u € C'(Q). Dann gilt

/ux,dx:/ w'dS(x), i=1,....n
Q oQ

und firr u, v € C'(Q) gilt (Formel der partiellen Integration)

/ Uy, vdX = — / uvy dx + / uvi'dS(x)
0 Q o9

(Erste Formel auf uv angewendet)

Satz (Divergenz): Fiir @ cC R” mit 9Q der Klasse C' sei
F ¢ C'(Q,R"). Dann gilt

/ V-Fdx = F - vdS(x)
Q o)

Bemerkung: Q2 ist eine Doméne, d.h. offen (2 = Q°) und
beschrankt (2 cc R"). Ausnahmen werden explizit erkart.



Transformation der Erhaltung in Differentialform
Anwendung zu Stofftransport:
» Hausaufgabe: Zeige unter gewissen Bedingungen,

81/ u(x, t)dx:/atu(x, t)dx
Q Q

» Mit dem Divergenz Satz (mit F = ub),

/ ou(x, H)dx = — / u(x, )b - v(x)dS(x)
Q

o0
= — [ V- (u(x,t)b)dx
Q

» Hausaufgabe: Zeige unter gewissen Bedingungen, wenn
Q cc R” beliebig ist, folgt

ou(x,t)+V-(ux,t)b)=0, xR t>0



Transformation der Erhaltung in Differentialform

» Da b (jetzt) konstant ist, folgt aus der Produktregel,
V- (u(x,t)b) =Vu(x,t)- b+ u(x,t)V-b=>b-Vu(x,t)

» Mit den Anfangswerten u(x,0) = up(x), x € R”,
up € C'(R"), ergibt sich das Anfangswertproblem:

ou+b-Vu = 0, inR"x(0,00)
u = Uy, aufR"x {t=0}

» Losung? Die PDG bedeutet, mit 8 = (b, 1)
ou/dp =p-(Vu,0iu) =b-Vu+ o =0.
Definiere z(s) = u(x + sb,t + s), s € R, so
z(s) =Vu(x+sb,t+s)- b+ oiu(x +sb,t+s)=0.
Konstante = z(s) = u(x + sb,t + s) =
u(x,t)|s—o = u(x —tb, t — t)|s=—t = Up(x — tb).



Transformation der Erhaltung in Differentialform

» Behauptung: u erfillt

ou+b-Vu = 0, inR"x(0,00)
u = uy, aufR”x {t=0}

genau dann wenn
u(x,t) = up(x — tb)

» Geometrische Interpretierung: u gleibt konstant auf
Geraden x — tb = Konstante.

» Was passiert wenn ug nicht glatt ist? Schwache Lésung:
u(x,t) = up(x — tb)
und u gleibt konstant auf Geraden x — tb = Konstante.

» Bemerkung: PDG ist in eine GDG umgewandelt worden.
Methode der Charakteristiken.



Transformation der Erhaltung in Differentialform
» FUr das nicht homogene Problem

ou+b-Vu = f, inR"x(0,00)
u = u, aufR”x{t=0}

definiere wie vorher z(s) = u(x + sb, t + s) und
2(s) = Vu(x +sb,t+s) - b+
otu(x + sb,t+ s) = f(x + sb,t + s).
» Daher ist die Lésung gegeben durch:

0
(X, 1) — Up(X — bt) = 2(0)— 2(—1) = / H(s)ds =

—t
0 t
/ f(x +sb,t+s)ds = /f(x+(s—t)b,s)ds
—t 0

» Hausaufgabe: oiu+ b-Vu+ cu=f.



Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG

Stofftransport mit Konvektion und Diffusion:
» Erhaltung wird so formuliert, VQ C R”

o / u(x, f)dx + / u(x, )b - v(x)dS(x)
Q Q
= jaVu(x,t)-u(x)dS(x)
0

Q
d.h. die Menge des Stoffes in Q wird
» erhéht wenn der Gradient herauszeigt (Vu - v > 0) und
» reduziert wenn er hineinzeigt (Vu - v < 0).
» Hierist a > 0 eine

» Diffusionskonstante (Ficksches Gesetz)
» Warmeleitfahigkeit (Fouriersches Gesetz)
» Elektrische Leitféhigkeit (Ohmsches Gesetz)



Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG
» Mit dem Divergenz Satz (mit F = aVu),

/ avu(x, 1) - v(x)dS(x) = / V- (aVu(x, 1))dx
o0 Q
» Wenn Q cc R” beliebig ist, folgt
oru(x,t)+ V- (u(x,t)b) =V - (aVu(x,t))
oder fir a und b konstant,
ou(x,t)+ b-Vu(x,t) = alAu(x,t)

WObeI AU == U)(1)(1 + - anXn'
» Anfangswertproblem:

ou+b-Vu = aAu, inR" x(0,00)
u = Uu, auf R" x {t =0}



Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG

» Das nicht homogenene Anfangswertproblem:

ofu+b-Vu = alAu+f, inR"x(0,00)
u = U, auf R" x {t =0}

wobei f Quellen oder Senken darstellt.

» Ohne Konvektion (b = 0) bekommen wir die nicht
homogene Diffusionsgleichung oder Wérmegleichung,

oiu = alAu+f, inR"x(0,00)
u = U, auf R" x {t =0}

» Im FlieBgleichgewicht (t — oo) bekommen wir die
Poissonsche Gleichung

—aAu=f inR"



Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG

» Die homogene Warmegleichung auf einem beschrankten
Gebiet Q cC R™

oiu = alu, inQx(0,00)
u = g, auf 09 x (0, )
u = Uy, aufQx{t=0}

wobei eine Randbedingung, u = g auf 9Q x (0, c0), jetzt
notwendig ist. Vorher war ist implizit, dass u — 0, |x| — oc.

» Die Poissonsche Gleichung auf einem beschrankten
Gebiet Q cC R":

—-alAu = f, inQ
u = g, aufoQ

» Die Laplacesche Gleichung auf Q cc R”:

Au = 0, inQ
u = g, aufoQ



Variationaler Ansatz zur Herleitung einer PDG

Beispiel:

Die Deformation einer geladenen Membran

» Zuerst eine Feder in 1D: | ooooooco

>

>
>
»

v

Eine Masse ist Uber eine Feder mit einer Wand verbunden.
Die Verschiebung nach rechts vom Stillstand ist u.

Die aussere Kraft nach rechts ist f.

Die Feder-innere Kraft ist F = —ku, d.h. u > 0 erzeugt eine
zurlckziehende Kraft, je nach Feder-Konstante k.

Die Summe der Krafte ist —ku + f = —P’'(u).

» Die zu minimierende potentielle Energie zur Bestlmmung

» Nun eine Membran in 2D:

>

von u ist P(u) = ku?/2 — fu.

Die Deformation nach oben vom Stillstand ist u.

» Die aussere Kraft nach oben ist f.
» Die Membran-innere Kraft ist F = — T3S, wobei T =

Spannung und ¢S = Flacheninhaltsdnderung.

» Zur Bestimmung von u soll minimiert werden:

J(u):/ﬂT{\H+|Vu|2—1]dx—/ﬂfudx



Variationaler Ansatz zur Herleitung einer PDG

» Das Funktional kann vereinfacht werden, wenn
angenommen wird, dass die Deformation klein ist:

Vit —1=[14+e)-1]/[VI+&+1]~e2/2

» Das vereinfachte Funktional:

:/ ;T\Vu|2dx—/fudx
Q Q

» Fir das minimierende Deformation u sollen alle
Richtungsableitungen Null sein:

oJ d
0= 5U(u V) = 5“—% EJ(u+5v)
= lim d/ {1 TIVu+eVv|? — f(u+ 5v)} ax
e—0 de



Variationaler Ansatz zur Herleitung einer PDG

= Ilm/[T Vu+eVv)- Vv—fv]dx_/[TVu Vv — fv]dx

Zur Vereinfachung:

Satz (Green): Fur Q cC R" mit 9Q der Klasse C' seien
u,v € C'(Q). Dann gelten

/Audx = / —dS
Q o0 0

/ Vv - -Vudx ou
Q

— vAudx+/ v—dadS(x
/Q o Ov ()

/Q[uAv— vAuldx = /an [ug‘y/ gg] dS(x)

Hausaufgabe: Herleiten mit dem GauB3-Green Satz.



Variationaler Ansatz zur Herleitung einer PDG

» FUr das minimierende Deformation u sollen alle
Richtungsableitungen Null sein:

Y

ou
0= v):—/Q[TAquf] vdx—/aQ Tvel ds(x)

» Da die Stérung v beliebig ist, kann sie in einem Punkt
X € Q° konzentriert werden:

n((x = %)/e) n(x):{ Coxp || Ixl <1

0, [x]>1

wobei C so bestimmt wird: n(x)dx =1
RN

0= gj(u; v) 29— [TAu+ (%)



Variationaler Ansatz zur Herleitung einer PDG

» Wenn die Membran am Rand 02 befestigt ist,
» ist der Definitionsbereich vom J entsprechend
eingeschrankt, und
» u=v =0 auf 9Q bedeutet, das Rand-Integral in der
Richtungsableitung ist Null.
» Deformation u so bestimmt: (Dirichlet Randbedingung)
—TAu = f, inQ
u = 0, aufoQ
» Wenn die Membran am Rand 92 nicht befestigt ist, dann
wird die Stérung v fir X € 9Q so bestimmt, dass
Jaq v(X)dS(x) = 1 gilt. Dann ergibt sich die
Optimalitatsbedingung:
o 6J i e—}o 8“ A
0= E(u, V) — Ta(x)
» Deformation u so bestimmt: (Neumann Randbedingung)
—TAu = f, inQ
ou/ov = 0, aufoQ



Variationaler Ansatz zur Herleitung einer PDG

» Hausaufgabe: Die Herleitung der obigen
Randwertprobleme mit Details vervollstandigen.

» Hausaufgabe: Das nicht vereinfachte Funktional
minimieren:

J(u):/ﬂr[m+|Vu|2—1]dx—/ﬂfudx

und das nicht lineare Randwertproblem (mit
Randbedingungen) durch die Optimalitatsbedingung
herleiten.

» Hausaufgabe: Das Funktional fir Bildverarbeitung
minimieren:

J(u)=/|u—mpdx+u/w|%x, f<pg<2
Q Q

und das nicht lineare Randwertproblem (mit
Randbedingungen) durch die Optimalitatsbedingung
herleiten.



Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG
Beispiel: Dynamische Deformation einer geladenen Membran

» Zuerst eine Feder in 1D: Nach dem Newtonschen Gesetz,
mu" = —P'(u) = —ku + f

» Dann fir eine Membran in 2D: Nach dem Newtonschen
Gesetz, entsteht die Wellengleichung,

af/puvdx:—gj(u; v) = pdPu=TAu+f
0

» Das entsprechende Anfangs- und Randwertproblem

pd2u—TAu = f, inQx(0,00)
u = 0, aufoQx(0,00)
u = uy, aufQx{t=0}
u = uy, aufQx{t=0}

wobei nun zwei Anfangsbedingungen notwendig sind.



Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG
Ein System von PDG: die Eulerschen Gleichungen (hier in 1D)
» Massenerhaltung,

pt+ (pU)x =0

wobei p = Dichte, u = Geschwindigkeit.
» Impulserhaltung,

(pt)t + (ot + p)x = 0

wobei p = Druck.
» Energieerhaltung,

(re)t + ((re+ p)u)x =0

wobei e = Energie und p = p(y — 1)(e — u?/2) ist die
Zustandsgleichung.

» Mit Diffusion: Navier-Stokes Gleichungen.



Motivation: Beispiele der wohl bekannten PDG
Weitere Systeme:

» Navier-Stokes fur inkompressible viskose Strdmung

ou+u-vu—vAu+Vp = 0
vV-u =0
wobei u ein Geschwindigkeitsfeld ist, p ist der Druck und v
ist die Viskositat.
» Evolutionsgleichungen der linearen Elastizitat

ol = pAu+ (A + p)V(V - u)

wobei u ein Verschiebungsfeld ist. Die Lame Parameter A
und p sind Materialeigenschaften.

» Maxwell Gleichungen der Elektrodynamik:

OE = V xB
8tB = —-VxE
V-E = V-B=0



Grundlegende Phanomene der PDG

» Felder: elliptische PDG, z.B.

-Au = f, Q
u = g, 00

Die kleinste Stérung in f oder in g erzeugt eine globale
Stoérung in u.

» Diffusion: parabolische PDG, z.B.

u—Au = f, Qx(0,T)
u =g, 0Q2x(0,T)
u = Uy, Qx{t=0}

Die kleinste Stérung in f oder in g zu einer bestimmten Zeit
erzeugt eine Stérung in u mit unendlicher Geschwindigkeit
aber nur in der Zukuntft.



Grundlegende Phanomene der PDG

» Wellen: hyperbolische PDG, z.B.

ug — Au = f, Q x (0, T)
u =g, 00x(0,T)
u = u, Qx{t=0}
u = u, Qx{t=0}

Die kleinste Stérung in f oder in g zu einer bestimmten Zeit
erzeugt eine Stérung in u mit beschrankter
Geschwindigkeit und nur in der Zukuntft.



Wohl Gestellte Probleme

Randbedingungen? Kompatibilitdt der Daten?
» Ein wohl gestelltes Problem:

» Eine Lésung existiert,
» ist eindeutig, und
» hangt stetig von den Daten ab.

Die bisher gegebenen Anfangs- und Randwertprobleme
sind wohl gestellt. (Bleibt noch zu beweisen.)

Beispiele von nicht wohl gestellten Problemen:
» Wenn u eine Lésung ist, ist auch u+Konstante ein Lésung:

Au = 0, Q
ou/ov = 0, 09

Eindeutigkeit fehlt.



Wohl Gestellte Probleme
Beispiele von nicht wohl gestellten Problemen:
» Da das erste Problem flr beliebiges f wohl gestellt ist,

AU — 0. Q Au = 0, Q
u - f’ 90 u = f, 0Q
- ou/ov = g, 09Q

ist das zweite Problem fir beliebige f und g nicht wohl
gestellt, d.h. die Lésung des ersten Problems erflillt nicht
notwendigerweise du/dv = g, 0. Existenz fehlt.

» Fir R > pund Q = B(0, R)\B(0, p) (ringférmig), gibt es
genau eine Lésung u = 0 des Problems,

Au = 0, Q
u = g=0, 9B(0,R)

du/ov = 0, 9B(0, R)

aber diese Losung hangt nicht stetig von den Daten g ab:



Wohl Gestellte Probleme

» Details: In zylindrischen Koordinaten gilt
AU = rup + rur + ugg. Mit gn(0) = cos(nb)/n ist die Losung
des obigen Problems

Un(r,0) = % [(;)n + (’?) n] cos(nf)

Die gestorten Daten konvergieren

n—oo

gn(#) = cos(nf)/n"— 0, aber die Lésung konvergiert

nicht |u(r, 0)] =3 o0, r < R.

Stetige Abhédngigkeit von den Daten fehlt.



Grundlegende Definitionen

» Im allgemeinen ist eine PDG eine Gleichung der Form
(kter Ordnung)

F(VKu(x),...,V'u(x),u(x),x) =0, xeQ

wobei F: R™ x R" x R x Q — R und VAu = {0%U} )=k
mit a = (aq,...,an), aj € N,

o = 30 ja, 0% =05 95
» Die PDG ist linear wenn sie so geschrieben werden kann:

D aa(X)0%u(x) = f(x)



Grundlegende Definitionen

» Eine PDG ist semilinear wenn sie so geschrieben werden
kann:

> aa(x)0%u(x) + ao(V* 'u, ..., Vu, u, x) = f(x)
o=k

» Eine PDG ist quasilinear wenn sie so geschrieben werden
kann:

> aa(VF T, Y, u, x)0%u(x)+
|a|=k

+ag(V¥ u, ..., Vu,u,x) = f(x)

» Eine klassische oder starke Lésung einer PDG hat stetige
Ableitungen aller Ordnungen, die in der PDG erscheinen.

» Eine schwache Lésung einer PDG hat weniger Regularitat.



Schwache Lésung
» Eine Schnur ist schwer geladenin y € Q = (0,1),

—Ué/(X) = de(x—Yy), x€Q
UE(X) = 0, X € Q2

Betrachte die Losung fir e — 0, 5

2 x| <e
de(X) = { : / de(x)dx = 1
R

0, sonst

» Die Losung erflllt, Vv € C3°(Q),

/ uv'ax — uv|,, = —/ u! vdx = / 5.(x — y)v(x)dx =3 v(y)
Q — Q Q
=0



Schwache Lésung

» Hausaufgabe: Finde u. und zeige,

{ (1-y)x, xel0,y]

lim ue(x) = uo(x) = y(1=x), x€ly1]

e—0

wobei

/ uV'dx = v(y), Vve C(Q)
Q

» Man schreibt die Kraft mit der §-Funktion,

{— 0(x) = dx—y), xeQ
up(x) = 0, x € 0Q

aber
» die Integralformulierung ist die schwache Formulierung,
» v e Cg°(Q) ist eine Test-Funktion und
» Up ist die schwache Lésung des Randwertproblems.



Fundamentalldsung

» Die obige Formel (fir up) nennt man Fundamentallésung

[ (A=y)x, 0<x<y<A1
g(X’y)_{yU—x), 0O<y<x<t

» Die Integration Gber Daten f,

= / a(x, y)f(y)dy
Q

definiert eine Funktion u die erflllt: u(0) = u(1) =0 und

dX2 / 229 y)dy = /Qé(X—y)f(y)dy = f(x)
» Hausaufgabe: u 16st das Randwertproblem,

{—u”(x) = f(x), xeQ
uix) = 0, x € 0Q



Laplace Gleichung
Def: Wenn u € C?(Q) erfillt Au = 0 in Q ist u harmonisch in Q.

» Die Fundamentallésung der Gleichung —A®(x) = 4(x) in
R ist

_%‘XL n=1

®p(x) =< —5-log |x|, n=2

1/[n(n— 2)a(n)|x|"-?], n>3
wobei a(n) = |B"(0,1)|. (MaB oder Hyper-Volumen)
Satz (Coarea): Sei u : R” — R Lipschitz stetig wobei die

(n — 1)-dimensionale Niveau Mengen {x € R" : u(x) = r}
ausreichend glatt sind. Dann fir f : R” — R stetig gilt

+o0o
- f(x)|Vu|(x)dx = /_Oo </{u(x)_r} f(x)dS(x)) ar



Lésungsformel der Poisson Gleichung in R”
Polar Koordinaten: Fiir den bestimmten Fall u(x) = |x — x9|,

x — xO

01271
Vu(x) =VI[|x — == =

[Vu(x)| =1

bekommt man vom letzten Satz

400
F(x)dx — / < / f(x)dS(x)) dr vx0 e R
R7 0 9B(x0,r)

Es gilt auch:

a
ar B(

f(x)dx = / f(x)dS(x) VYr>0
x0.r) 9B(x%,r)
Satz: Fir f € C3(R"),
u(x) = | ox-y)ity)dy

erfillt u € C2(R™) und —Au = f in R".



Lésungsformel der Poisson Gleichung in R”
Beweis: Durch eine Koordinatentransformation y = x — z,
ux) = | olx-2)f()dz= | oW)ftx—y)dy
Rn Rn
Lasst sich unter dem Integral ableiten,

[ oty [EHIEENZIEEN By ay)

f(z+ he)) — f(z) of

< -
e h 0z;

2eB(0,R+h)

2) [ jew)dy
B(x,R+h)

wobei supp(f) c B(0, R). NunVz € B(x,R+ h), 3y € [0, h], >

of n of
872,-(z+7e")_872,-(z)

f(z+he)—H(z) of
h 0z;

h—0

sup — 0

2eB(0,R+h)

(2)|= sup

2eB(0,R+h)

weil 0f /0z; gleichmaBig stetig auf kompakten Mengen ist.



Lésungsformel der Poisson Gleichung in R”

Weitere Abschéatung,

/ o(y)dy = / D(y)|dy + / o(y)ldy
B(x,R+h) B(x,R+h)\B(0,¢p) B(0,¢0)

< Mo+ /O [ /8 oy PDIIS)

wobei auf Polarkoordinaten transformiert worden ist. Mit
|0B"(0,r)| = 27r,n =2, na(n)r"~',n >3,

ar

;—ﬂ\log(r)]-&rr = —rlog(r), n=2

| low)dsy) - )
9B(0,r) no(n)r"=1 r

n(n—2)a(mrm2 ~ n-2




Lésungsformel der Poisson Gleichung in R”
Explizite Rechnungen:

€
2 e—0

+/Erdr——€2Io()+6—>0
A A

und

€ r2
—/ rlog(r)dr = —§Iog(r)
‘ 62 e—0

0
/e rdr r? B 9
o n—2 2(n-2)|, 2(n-2)

Wegen der stetigen Abhangigkeit von e gilt:

0.

f(x + hé; —y) — f(x — of
/n¢(y)[( ’ Z) ( y)—axl_(X—y)]dy 90.
Es gelten:
ou of
0 = [ e (x-y)dy
' : ' & .ue C3R"

9%u Of
"'8x,-6xj(x) = /R<b(y) (x —y)dy



Lésungsformel der Poisson Gleichung in R”

Nun kann Au(x) berechnet werden:

Au(x) = /B o )¢(y)Axf(x —y)dy + /R "800 )¢(y)Ayf(x —y)dy

le Je

wobei Axf(x — y) = (—=1)?Ayf(x — y). Abschatzung von /.

ce®llog(e)], n=2 0
)!¢(y)|dy§{ ¢, n>3 0

1] < lfllgeqan /
B(

Abschatzung von J, durch den Satz vom Green,

0,e

of
h=[ o) (x-ydsy)- [ V() Vylx - y)dy
AB(0,¢) v R™M B(0,¢)

K. Le




Lésungsformel der Poisson Gleichung in R”
Abschatzung von K.,

cello , N=2 =0
K1 < Wilo [ towlasty) < { &% 122 <2
Abschatzung von L. durch den Satz von Green,
o0
L= [ aom)ix-ydy- [ P w)x-ydsy)
R™M\ B(0,€) ~—~—" 8B(0,¢) OV

Explizite Rechnung auf 9B(0, ¢),

- = V(D -V == : Twl ~ ol mvintt
S W) = Vo) vy = | oY K
d.h.
_VioglxPls _ 112 x n=2
o T 2r2|xP na((n)!XIZ’ -
o7 n=2 _(n—2) —
VxP 1 22X X .3

n(n—2)a(n) n(n—2)a(n) [xjg]2*+"  na(n)|x|""



Lésungsformel der Poisson Gleichung in R”
Also

@( )= 1 yl=¢ _ 1
oY) = na(mlyrT " na(n)en
und
0
L = / X —y)dS
o) By WX = 9)3SW)

_ fix-y) _ fix-y)
B /as(o,e) na(n)en= a5W) /as(o,e) |0B(0, ¢)| as)

- ][ f(x —y)dS(y) = — ][ f(z)dS(2)
0B(0,¢) 0B(x.€)

_ i)+ ]é o, 00— f(2)]0S(2) =0 f(x)

<maxzepx,e) [f(x)—f(2)|

Also gilt —Au(x) = f(x). [ |



Mittelwertsatz
Satz (Mittelwert): Wenn u € C?(Q) und Au = 0 in Q, dann gilt

ux)= [ uydsw) = uy)dy. VB(x.r)c 9
OB(x,r) B(x,r)
Beweis: Hausaufgabe. Hinweis:
o =1 uyasw)
oB(x,r)
erfillt ¢'(r) = 0 und ¢(r) = lim¢_0 ¢(t) = u(x).
Satz: Wenn u € C?(Q) erfilllt

u(x) = ][ u(y)dS(y), ¥B(x.r) C Q
OB(x,r)

dann gilt Au=0in Q.
Beweis: Hausaufgabe.



Maximum Prinzip

Satz (Starkes Maximum-Prinzip): Angenommen ist 2 eine
Doméne und u € C?(Q2) N C(Q) ist harmonisch. Es gelten:

(1) max u(x) = max u(x)
xcQ X€0

und
. Q2 zusammenhéangend, und o
() 3x°cQ 5 u(x®)=maxu(x) (= U= Konstantin Q
xeQ
Beweis: Mit M = max, g u(x) definiere
Q={xeQ:ulx)=M} und Q={xecQ:u(x)< M}

Dann gilt @ = Q4 UQ und Q1 N Q2 = 0. Sei x* € 2, wenn
Qo # 0. Dauc C(Q),3e >0 u(x) < Mfir x € B(x?,¢). Also
ist B(x?,¢) C Qa2 = Q» offen.



Maximum Prinzip

Sei x2 € Qq wenn Qq # (. Fiir 0 < r < dist(x?, 09) impliziert
der Mittelwertsatz:

M = u(x?) = ][ u dy <M

) = o UL, 0¥ <
und fixe ) [M = u(y)]50dy = 0= u=Min B(x?,r). Also ist
B(x?,¢) C Q4 = Q4 offen.

Wenn es zusammenhangend ist, kann  als Summe von 2
disjunkten offenen Mengen nicht dargestellt werden: Entweder
Q1 = () oder Qs = (. Wenn x° € Q4, folgt Qo = 0 und somit (ii).
Wenn Q zusammenhangend ist, folgt aus (ii):

(%) M = max u(x) = max u(x)
xcQ XeoQ

weil M in Q° nicht angenommen wird, ausser u = Konstante,
und in diesem Fall wird M sowieso am 02 angenommen.



Eindeutigkeit fir das Randwertproblem
Im allgemeinen gilt Q@ = U,Q,, wobei {Q,} disjunkt,
zusammenhangend und offen sind. Nach (x) folgt

max u(Xx) = max max u(x) = max max u(x) = max u(x)
xXeQ n xeQ, n  xeoQ xe€oQ

und somit (i). [ |

Satz (Eindeutigkeit): Fur g € C(0Q2) und f € C(2) 3 héchstens
eine Lésung u € C?(Q) N C(Q) des Randwertproblems,

-Au = f, Q
u = g, 09

Beweis: Seien uy und u, zwei Lésungen. Dann erfiillen
Wy = Ui — U und Wo = U — Uy,

—Awy = 0, Q und —Aws = 0, Q
wy = 0, 9Q wo = 0, 9Q



Regularitat von Harmonischen Funktionen
Nach dem Maximum-Prinzip gilt

max wi(x) = max wi(x) = 0 = max woe(X) = max wo(x
xe 1( ) XeoQ 1( ) Xe€oQ 2( ) xe 2( )

Daher gilt
max[us (X) — uz(x)] = max[uz(x) — us(x)] =0
XeQ XeN
und Uy = U in Q.
Satz (Regularitat): Wenn u € C(Q) erfullt
ux)= [ uydsw) = uly)dy. VB(x.r)c 9
8B(x,r) B(x,r)
dann gilt u € C>(Q).
Beweis: Mit n.(x) = n(x/e¢)/€" definiere
0 x) = - ulx) = [ n(x = y)u(y)dy
far x € Q. = {x € Q : dist(x,0Q) > €}.



Regularitat von Harmonischen Funktionen

Far x € Q. p,
UE(X + hé,) — UE(X) 8776 _
. ~ | ax - (x —y)u(y)dy (z=x-Y)

ne(Z + hé;) — n.(2) _ One
h 82,'

B /B(O,e+h)

< sup
zeB(0,e+h)

(z)} u(x —z)dz

775(2 + hél) - 77(2) 8776
h 0z;

2) / u(2)dz ™90
B(x,e+h)

Es gelten fir x € Q.:

OU. one

o) = [ Fex-putyay
& .U € C™(Q)
e = [ D= yuy)dy



Regularitat von Harmonischen Funktionen
Noch zu zeigen: u(x) = u(x), Vx € Q., Ve > 0= u € C>®(Q).
Fir x € Q.,

u(x) = /Q ne(x — y)u(y)dy = /0 [ /8 RS y)u(y)dS(y)] o

- / n(r) [ / u(y)dsm] o = u(x) / (1) 0B(x, r)|dr
0 oB(x,r) 0

=u(x)|0B(x,r)|

— u(x) /0 ne(r) [ /8 o 850

—|0B(x,1)|

— v | 6 | nyyasw)|ar=uto [ nly)dy = u(x)
0 oB(x,r) ] B(0,¢)




Satze von Liouville und Harnack

Satz: Ist u in Q harmonisch, ist v in Q analytisch, d.h. Vx° € Q,
Je >05

Z > 0%u(x®)(x — x%),  vx € B(x% )

k=0 |a|=k
Satz (Liouville): Ist u : R" — R harmonisch und beschrankt, ist
u eine Konstante.

Satz (Harnack): Fir jede zusammenhangende Menge D cc Q,
de=c¢(D)>0,>

supu(x)<c in};u(x), VYVue{u:u>0,Au=0inQ}
Xc

xeD



Greensche Funktionen

» Zu losen ist
—-Au = f, Q
u = g, 00

» Mit der Greenschen Formel,

/[u Av, — v Au]dy
ql >~ =~ ~— =~
\ 3 1

u(x) —o(x —

» Ergebnis mit v(y) — G(x, y), fixiertes x € Q,
G(X,Y)lycon =0, —AyG(x,y) =6(x - y),

_ /Q G(x, y)f(y)dy — / a(y xy)dS(y)



Greensche Funktionen
» Dieses Ergebnis ist schrittweise zu zeigen.

» Zuerst nimm v(y) — &(y — x),

/ [ U(y) Ay(y — X)—(y — x) Ayu(y) ] dy
Q\B(x,e) ‘r—‘zo ‘f—’sz(y)

oo ou
= /35(;(,6) [U(_V)ay(y—)()—fb(y—x)ay(y)] dS(y)

Je—u(x),e—0 le—0,e—0

[ o %y n o020 | as)

?

» Wir suchen eine Losungsformel mit e — 0.
» Die Terme miissen abgeschatzt werden.



Greensche Funktionen

» Termweise abgeschatzt,

&(€)|B(x;, o]
—_————

ou —0,e—0 ou
[y 20 =05 0) (y)‘ Bl |ypws v (y)‘
=/,
1 ou 1
B0 e 50 (Y)‘ B0 | 24 y‘

R ()|

][ f(y)dy
B(x,e¢)

» Also I, =+ 0, e — 0.



Greensche Funktionen
» Termweise abgeschatzt,

od

/8 e u(y) o (y —x)ds(y) = /a bx u(y) na(n)y — x| dS(y)

Je

= {_ uydsy) Hux)
9B(x,¢€)

» Termweise abgeschatzt,

/ o(y — x)H(y)dy
Q Q\B(x,e)

< sup|f(y)|
yeQ

/ oy — X)f(y)dy
B(x,e)

o(y - X)f(Y)dY‘

[y — x)|dy =30
B(x,e)



Greensche Funktionen
» Zusammengefasst,

/ ®(y — x)f(y)dy = lim / oy — x)f(y)dy
Q Q\B(x,¢)

e—0

—u)+ [ oG- x - o - 07 ) asty)

» Um eine Losungsformel herzuleiten, muss ¢ modifiziert
werden, sodass der Term du/0v entfernt wird.

» Der Plan: G(x,y) = ®(y — x) — ¢*(y) wobei
{ Ayd*(y) = O, yeQ
P*(y) = oy —x), yeo
» Mit der Greenschen Formel und v(y) = ¢X( )

/Q[U\Ajj—qb"éﬁ](y)dy [ af: ¢>" (y)dS(y)

=0 =—1(y) —d>(y X)



Losungsformel mit Greenscher Funktion

» Subtrahieren vom friheren Ergebnis (v(y) — ¢(y — x)),

o0 -2~ )| 1oy = v

+/m [g(y)aay {¢(y—x)Gix;;’)‘(y)} - [¢(y—X)—¢>"(Y) %ds(y)

G(x.y) G(x,y)=0,ycoQ

» Somit bekommt man die gezielte Lésungsformel:

:/QG(x,y y)dy — /g - (x.)ds(y)



Symmetrie einer Greenschen Funktion

» Die Greensche Funktion G 16st formell,

-AyG(x,y) = 6(y—x), yeQ
G(x,y) = 0, y €092

sowie
~DG(x.y) = d(x-y), x€Q
G(x,y) = 0, X €00
Satz: Vx,.y € Q, x # y, G(x,y) = G(y, x).

Beweis: Hausaufgabe. Hinweis: Nimm u(z) = G(x, z) und
v(z) = G(y, z) und setze u und v in die Greensche Formel,

/ [uUAv — vAu|dz = / [ ov ou
Dc(x,y) OD¢(x,y)

ug ~ vay] dS(z)
far D.(x,y) = Q\[B(x,€¢) UB(y,¢)]. Mite — 0, u(y) = v(x). &



Greensche Funktion fir einen Halbraum

» Fir B

X = (X1,...,Xn_1) X
X =

Il
—_

definiere

G(x,y) =y — x) — ®(y — X)
far den Halbraum,

R = (X = (1, %) €R": X, > 0}

» Dann fir y € 9R7 =R gilt

G(X7 y) = ¢(~y _:7_Xn) - ('D(y_i? +Xn)
= 0|y — X2 +x5) — o(|y — x>+ x5)
= 0

so G(x, y) erfullt die homogene Dirichlet Randbedingung.



Greensche Funktion fir einen Halbraum

» Die normale Ableitung auf OR” = R"~"ist vn > 2,

0G 0G 0P o
—E(X,y)——(x,y) = (.V—X)—aT,n

— ¢
OYn OYn Wy )

—1 Yn— Xn Yn—+ Xn ] yn—0 2xn/[na(n)] y
- — - AL S—— = K(x,
) L I — g+ gz~ V)

Satz: Mit f € C3(R7) und g € Co(R")

u(x) = - G(x,y)f(y)dy + - K(x,¥)9(¥)dy
+
erfallt:
1. ue C3(RT)NL>®RT)und u e C=(RT) fur f =0,
2. —Au(x) = f(x),Vx e R7,
3. lim u(x)=g(x%),vx® e OR? =R 1.

R7 5x—x0



Greensche Funktion flr einen Halbraum
Beweis: Es ist friilher bewiesen worden,

O [ 0y =0)1y)dy =~ [ 0y = 0)1(y)dy = f(x).
+
Wegen der Annahme f € CZ(R7) kann das Integral tber R" auf
R’ hier reduziert werden. Es ist auch friher bewiesen worden,
dass das Integral in C?(R") liegt. Diese Resultate gelten auch
insbesondere hier fur x € R7. Auch Vx € R gelten X ¢ R’
und x ¢ OR” und daher folgen:

Ay /R oy — X)F(y)dy = Ay [ K(x, 7)g(#)dy = 0.

n n—1
n R

wobei AxK(X, ¥) = z-AxG(X, y)ly,=0 = 0 verwendet worden
ist; bemerke, y — G(x, y) ist harmonisch ausser bei y = x,
und wegen Symmetrie ist x — G(x, y) harmonisch ausser bei
X = y. Somit ist (2) bewiesen. Weiters liegen diese Integrale in
C*>(R"7), da sie harmonisch in R’ sind.



Greensche Funktion fur einen Halbraum
Beschranktheit von u wird termweise gezeigt. Fir ¢(y — x),

[ oy - 0fdy

/ |(.V—X)|dZSMo+/ D(y — x)[dy
B1(0,R)

B(X,Eo)
wobei f(z) = 0flirz ¢ B?(0,R) = B"(0,R)N{x € R} : xp > 7}.
Fur o(y — x),

< f )|d
_zeg}%fm!(ﬂ/ d(y — x)|dy

/ oy - Df(y)dy| < max_|f(2)] S(y — %)|dy
R" zeB1(0,R) B(0,R)
Fur K(x,y),
K(x.7)g (y)dy\ < max lo@) [ K(x,§)dy
R~ eRn-1 R

Ik

Hausaufgabe: Zeige, Ix = 1. Somit ist (1) bewiesen.



Greensche Funktion fir einen Halbraum

Fir die Randbedingung, fixiere (X°,0) = x° € OR"~'. Dann fir
x € R wird zerlegt,

K(x.9)lg¥) - a(5)dy = [ K(x.7)a(7) - g(ir")dy} =: 1,
RrRn—1 Rn—1mBn—1(x ,6)
+ K(x,¥)lg(¥) —g()?o)ld}"'} = Je
Br=1(x%¢)
Termweise abgeschatzt,
< swp i) - 9% [ K(x.jdy =
yeB(x°¢)

I=1

Fur x € B"(x°,¢2) und y € R™\B"(x9, €) gilt

ly =X <|y—x|+[x—x°| < |y — x|+ <|y— x| +e|ly —x°|



Greensche Funktion fir einen Halbraum
so (1 —¢€)ly — x% < |y — x| = fur (y,0) = y € 9RT\B"(x°,¢),
1 1 < (1—¢)! (1 — )1

|7 — X2 +x2]'2  Jy—x| ~ ly—x°  |y—&%°

Dahermitg= max |g(z)| und x € B"(x°, %),
zeB1(0,R)

Je

IN

_ 2Xn .
2 d
g/R" 1‘\18" 1(%°,e) Na(N)[|y — )r|2+)1(2]”/2 4

INA
3

g / -
Xn—F—i—— ——d
na(n)(1 —6)” R—1\B—1(%X0 ¢) ‘y X |n y

€ __ 49 — / / 7~dS(NyO) ar
na(n)(1 —€)" J. aBr—1(x%r) |y — X°|"

o 4g /°° (n—1)a(n—1)r”—2dr

AN
N

,-n




Greensche Funktion fir einen Halbraum

Schliesslich fiir x € B(x°,¢2) und B(x°,¢2) N B,(0, R) = 0 ist
y — G(x,y) (gleichméaBig) stetig auf B-(0, R). Es folgt:

G(x, y)f(y)dy‘ =

/ G(x, y)f(y)dy| <
Bn(0,R)

Rn
sup [ ®(7 — X,y — Xn) — (7 — X”*”L/ (y)ldy
yeB2(0,R)
—0 fiir xp<62—0
Somit ist (3) bewiesen. |

» Greensche Funktion fir eine Kugel B"(0, r),

G(x,y) = ®(y — x) — (|x|(y — X))
wobei fir x € B"(0,r), X = rx/|x|?> € R™\B"(0, r).



Greensche Funktion fir eine Kugel

» Definiere

SIS
-

0
K(X,y) = _aG(Xay) = VyG(Xa.V)‘
Satz: Mit f € C3(B"(0,r)) und g € C(0B"(0,r))

u(x) = / G(x. y)H(y)dy + / K(x.y)g(y)dy
B"(0,r) 8B(0,r)

erfllt:
1. ue C¥B(0,r))
2. —Au(x) = f(x),Vx € B(0,r)
3. i e sto
s M _ o U0 = 9(x), vx° € 0B(0. 1)

Beweis: Hausaufgabe.



Energie Methoden - Eindeutigkeit

Satz (Eindeutigkeit): Sei Q ¢ R” eine Doméne der Klasse C'.
3 héchstens eine Lésung u € C?(Q) des Randwertproblems,

—Au = f, Q
u = g, 00
Beweis: Wenn uy und u» Ldsungen sind, erflllt w = uy — u»

-Aw = 0, Q
w = 0, 0Q

Wegen dem Satz von Green,

/WAwdx / w —dS /|VW2dx
o 7 aﬂ\"’aV

gilt w =Konstante, aber w|so = 0= w =0in Q.



Energie Methoden - Existenz

Statt der Dirichlet Randbedingung betrachte die Neumann
Randbedingung,

—-Au = f, Q
ou/ov = g, 0Q

Wegen der obigen Energie-Abschatzung gilt
uy — U, = w =Konstante fir Lé6sungen uy und u», aber diese
Konstante ist nicht notwendigerweise Null.

Kann eine Lésung existieren? Wegen dem Satz von Green,

ou

[ Sinas = [ gx)as(x) = /Q Au(x)dx = — /Q F(x)dx

muss diese Kompatibilitatsbedingung erfullt werden.



Dirichlet’s Prinzip
Satz: Fir u € C?(Q),

—AU =1, 0 & u=argmindJ(v)
u = g, 092 o gng

wobei

J(v) = ;/Q [’Vv!z — Vf} ax, A={veC3Q): vl =g}

Beweis: (=) Flr v € A,

o_/( Au - f)(u—v)dx = — aﬂgg(u—v)dS( )

/Vu V(u—-v)dx — /f(u—v



Dirichlet’s Prinzip
Es folgt,

/[\VUI2 — ufldx = / [Vu- Vv — vfldx
Q Q

< 1/ |VU|2dX+1/ |VV|2dX—/ Vidx
2 Ja 2 Ja Q

und daher

1 1
/ |Vu|2dx—/ ufdxg/ |Vv|2dx—/ vidx
2 Ja Q 2 Ja Q

(«) Die Richtungsableitungen sind:

0= M (u; v) /[Vu Vv — vfldx
o Su
_ may\_vg/dS( )+ /Q(— u—fvdx, v e CP(Q)

und daher gilt —Au = f,und u € A= ulpq = g.



Warmegleichung
Zielproblem:
our—Au = f, R"x(0,00)
u = uy, R"x{t=0}
» Die Fundamentallésung der Gleichung
Oi(x, 1) — Adi(x,t) = 0(x,t) inR" x (0, 00) ist

|x|?

S G T
d(x,t)=¢ ——F, XeR"t>0

(4rt)2
0, XxXcR"t<O0
Satz: ¢ erflllt
o(x, t)dx =1
Rn

- . 2
Beweis: Mit [ e7% dz; = /7,

1 x|? 1
o :/ o(x, t)dx = . / eirdx=— | el?Pdz=1 m
RP (4rt)2 Jrn w2 JRN

» Zuerst wird angenommen, es gilt f = 0.



Losungsformel - homogenes Problem in R” x (0, o)
Satz: Fir up € Co(R") und

ux.)= [ o(x—y.u(ydy

gelten:
1. ue C®(R" x (0,0)),
2. ur=AuinR" x (0, c0),

3. lim u(x, t) = up(x%), ¥x° € R"
R7x(0,00)3(x,t)—(x°,0)

Beweis: Fur die raumlichen Ableitungen sei
(x,t) € R" x (0,00) und

u(x + hej, t) — u(x, t) _/ icb
B(0,R)

h 8X,'

Ml )=22D Do | [ ju(yldy =0
h 0z; B(0,R)

CDZI.(Z+’yé,',t)*¢z,-(zyt)’|7|<|h|

(x—vy, t)Uo(y)dy'

< sup
zeB(x,R)




Losungsformel - homogenes Problem in R” x (0, o)
Fur die Zeitlichen Ableitungen sei (x, t) € R" x (7, 00) und

5:P(x =y, thuo(y)dy

u(x,t+7)—u(x,t)_/ 9 ‘
B(

T 0,R) ot
< sup |PBIFT =N 0 0, [ Ju(y)idy =0
zeB(x,R) T ot B(0,R)

®4(2,t4+60)—Py(2,1),]0]<|7]
Es gelten fur (x,t) € R” x (0,00) und |5]| > 1,

o%u P
50, 7 X0 = L, 300X ¥ Dto)dy

und somit ist (1) bewiesen. Also fur (x,t) € R” x (0, c0),

e, -Bu(x.) = [ [0x=y,1) = Axdlx — y. D] ty)dy =0

und somit ist (2) bewiesen.



Losungsformel - homogenes Problem in R” x (0, o)

Fiir die Randbedingung fixiere x° € R". Dann fiir x € R", t > 0,
wird zerlegt,

"MB(x9,¢€)

/¢(X—y, B uo(y) - to(x%)|dy = /¢(X—y, t)IUo(y)—uO(xo)ldy} = I,
R7 R

+ /‘D(X—y, t)IUo(Y)—Uo(XO)IdY} =
RM\B(x0,c)

Termweise abgeschatzt,

L< sup |uo(y) — uo(x®)] / o(x — y.t)dy =30
yeB(x0.¢) R

Jo—1
Fur x € B(x%,¢/2) und y € R™\ B(x%, ¢) gilt

ly—x° <|y—x|+|x—x°| < |y—x|+e/2<|y—x|+ 5|y —x°|



Losungsformel - homogenes Problem in R” x (0, o)
X% < |y — x| = fury € R™\B(x?, ¢),
— x|2 _ x912
eXID<_|y . | ) < exp <_!y16t | >

lup(2)| und x € B(x?, 5),

’
SO 5|y —

Daher mit g = max
zeB(0,R)

Iy—XF> 2T /‘ ly — x°?
< —
dy 3 Rn\B(xo’E) exp 16t dy

7 Lo
L < exp [ — <
(4nt)2 JrmB(xo,c) 4t (4mt)2
__2na(n)to /°° e_%r”_1dr

2o /m / (lnyF>
= = exp | — ds r= 5
(4rt)2 [ aB(X0,r) P 16t ) (4rt)2

- n 0o n+1 - [eS)
_ 2na(n)ﬂuo [16t]§/ e_szsn_1dS: 2 naﬂ(n)uo/ e_s -1 4g Yi= t=e0
(47t)2 = 2 i
[ |

und somit ist (3) bewiesen.



Losungsformel - inhomogenes Problem in R” x (0, o0)

Bemerkung: Fir ug € Co(R") und up(x) > 0 hat u kompakten
Tragerin t = 0, aber u(x, t) > 0 gilt Vx € R" und Vt > 0! Daher
fliesst Information weg vom Anfangstrager mit unendlicher
Geschwindigkeit!

» Nun wird angenommen, es gelten ug # 0 und f # 0.
Satz: Fur uy € Co(R"), f € C¥V(R" x (o0, x0)) und

t
u(x,t) = /RHCD(x—y, i‘)uo(y)der/0 /nd>(x—y, t—s)f(y, s)dyds

gelten:
(271) n
1. ue G /(R x (0,00)),
2. Ur— Au=finR" x (0, c0),

3. lim u(x, t) = up(x®), vx° € R”
R7x(0,00)3(x,t)—(x%,0)



Losungsformel - inhomogenes Problem in R” x (0, o0)

Beweis: Durch die Transformationenz=x -y, r=1— s,

t t
/0 /nd>(x—z, t—r)f(z,r)dzdr :/0 /HCD(y, s)f(x—y,t—s)dyds

Fur die raumlichen Ableitungen sei (x, t) € R"” x (0, 00) und

x+he;y7tS)f(vafS)_af(x_yJ_s)} dyds
B(x, H+h) h '
- ap | fzrhen-fzn f(z.1) // 9(y, s)|dy ds "9 0
z € B(0,R+h) h il FHh)

o<r<t

£z, (Z+78,r) =, (2,r), [v|<| Al

Es gelten fir (x,t) € R" x (0,00) und || < 2,

o t ¢ o
axa/o /Rn d(x—2z,t-r)f(z, r)dzdr_/O /an)(z’s)axa(x_z’ t—s)dzds




Losungsformel - inhomogenes Problem in R"” x (0, co)
Fir die zeitliche Ableitung sei (x,t) € R" x (|7], 00) und

t — p— p— — p—
/ / o(y. s) [f(x y, t+7—8)—f(x—y,t S)—af(x—y,t—s)] dyds
0 JB(x,R)

T ot
—f ! .
< sup |MEIEDMZD 0y, / (v, s)|dy ds 5 0
z e B(0,R) T or o JBx,R)
0<r<t f(Z,r+0)—f(2,r),|0|<|7| <1
und

1 t+7
- / / [®(y, s)f(x—y,t+T —s)—-®(y,1)f(x—y,0)] dyds
T Jt JB(X,R)

< sup |d>(y,s)f(x—y,t+r—s)—<b(y,t)f(x—y,0)|/ / 7 'dzdr =90
y € B(x,R) 0 JB(0,R)

t<s<t+
== 1B(0,R)|

wobei

t+71
! / / (y. t)f(x — y,0)dyds = / o(x — y, Of(y,0)dy
T Jt JB(x,R) R"



Losungsformel - inhomogenes Problem in R” x (0, o0)
und somit ist (1) bewiesen. Daher mit dem letzten Satz folgt:

(0 — A)u(x,t) = /Ot/n ®(z,8)(0r — Ax)f(x — z,t — s)dzds

+/Rn¢(x_yvt)f(yao)dy
:// (2, 8)(—0s — AZ)f(X — 2zt — 5)dzds
o Jur

.\ /Et /n d(z,8)(—0s — AZ)f(x — z,t — s)dzds

+ [ otx-y.0ftv.0dy |~k
RI‘I
wobei t > € > 0. Durch partielle Integration,

t
Jo = / / (0s — AZ)®(2,8) f(x —z,t — s)dzds
e JRM

=0

+/ d)(z,e)f(x—z,t—e)dz—/ o(z,t)f(x —2,0)dz= L. — K.
R" RN

Le

—J




Losungsformel - inhomogenes Problem in R” x (0, o0)
Termweise abgeschatzt,
6_/ / (z,8)(—0s — Az)f(x —z,t — s)dzds
RN

< Ifllcen@nx oooo)//n (2,5)dzds =2 0

Fur die Abschéatzung von L. — f(x, t) wird die Zerlegung

verwendet,
|L—fxt)\_’/ Olf(x—2z,t—e)—f(x,t)]dz
=:0df(x,2z,t,€)
g/ |ddf(x, z, t,e)|dz+/ |®df(x,z,t ¢)|dz
(0,¥/¢) R™\B(0, ¥¢)

-

M. Ne



Losungsformel - inhomogenes Problem in R” x (0, o0)
®(z,¢)dz =30

Termweise abgeschatzt,
|f(x —z,t—¢€) — f(x,1)]
B(0, V/e)
<1

IM.| < sup
zeB(0, ¥/e)
|f| wird schliesslich N, so abgeschatzt,

(|Z|2> dS(z)] dr

Mitf = max
R X (—00,00)
_ 2? o0
IN| < 2f ®(z,e)dz = 5 / / exp
RM\B(0, ¥) (4me)2 Jye | Joso,r) 4e
La(ﬂn)? /Oo e*s"1ds =9 0
2 2]\%

— 2na(n2f/ e dr —
(4me)2 J e T
und somit ist (2) bewiesen.




Losungsformel - inhomogenes Problem in R” x (0, o0)

Fir die Randbedingung ist schon im letzten Satz bewiesen
worden:

lim d(x—y, tu dy = up(x%), ¥x° € R”
RHX(O,oo)g(x,t)_%xO’O) /]R" ( y ) 0(}’) y 0( )

Far das zweite Integral in der Lésungsformel,

t
// o(x —y, t—s)f(y,s)dyds
0 Jrn

t
sup  |f(y.9)] / / O(x—y,t—s)dyds
0 JR"
~

yeRn 0<s<t

< t)lfl gganry = 0

und somit ist (3) bewiesen. |



Mittelwertformeln

Def: Fir eine gegebene Domane Q c R”,
» Qr =Q x (0, T] ist der parabolische Zylinder,
d.h. die Menge vom Wasser, und
» '+ = Q7\Qr ist der parabolische Rand,
d.h. der Behalter:

Parabolischer Zylinder ‘Wirmekugel

Def: Fiir (x,t) € R™" und r > 0 die Warmekugel ist die Menge,

E(x,t;r)={(y,s) eR™ :s<t,d(x—y, t—5)>r"}



Mittelwertsatz
Satz (Mittelwert): Wenn u € C21(Q7) erfiillt [; — AJlu=0
dann gilt

_yl2
u(x,t) // u(y,s Y| sdyds, VE(x,tr)CQr
4I‘ E(x,t;r) )

Beweis: Zuerst eine glnstige Koordinatenverschiebung: x =0,
t=0, E(r) = E(0,0; r). Der Plan: Zeige, ¢'(r) = 0 und

¢(r) = 4u(0,0) wobei
,n// u(y.s Mzdyds
Explizite Rechnung,
v = dr//(1) (.9 |y|2dyds (v =ry,s=r%)
= //(1) {Vyu(ry,r s)-y+ us(ry, r S)2rs} |y|2dyds

2 2

]dyds = A+B



Mittelwertsatz
Es gelten V¢ = y/(2s) in E(r) und ¢ = 0 auf 9E(r) flr

ly|?

n

Y(y,s) =logd(y,—s)—logr—" = —glog( 47rs)+ +n|ogr

und so kann B umgeschrieben werden:

1 1
B:// 4u -Vdds:—/ V- (4u dyds
P E(r)( sy) - Vudy i ] Jeo (4usy)y dy
4V us-yp+4nusy

tr | [ v weyvi-oos(y. )

1 ‘ ‘
= - / , / 4Vu - yisds — 4Vu - yi|—o
r ‘y|2S% &(y,—8)>r—n >(y,—s)=r="

2 1
(s = -4 — |4ys‘2) r”+1//5( 4nusypdyds

B Vu-y " an
= r”+1//,:—() dyds _f”“//E(r) us = Au)ydyds —

dy




Mittelwertsatz
Schliesslich folgt ¢’(r) = 0 aus

n+1/ / [V“ y—2V¢-Vu] dyds
r O(y,—8)>r—n S ~ =0
=y/(2s)

4”/0 U YoV udS(y)] _A=_A
rn+1 7% O(y,—8)=r—" =0
Um ¢(r) = 4u(0,0) zu zeigen,

2
o(r) = lim o(p —nm//E( uly, s ’y| YL dyds =
p)

p—0 p

lim // s) — u(0,0) |y2dyds+u00// |y|2dyds
p—0 ns2

Hausaufgabe: Zeige =4. Dann gilt:

2
olr)-4u0.0)< s july.s)-u0.0) [ [ ‘{’2 dyds
(v.5)<E(p) S

—0,p—0




Maximum Prinzip
Satz (Starkes Maximum-Prinzip): Angenommen ist 2 eine
Domane und u € C?")(Q7) N C(Q7) erfiillt u; = Au. Es gelten:

(1 max u(x) = max u(x)
XeQr xelr
und
Q zusammenhangend, und
0 10 _
(i) 3(x°, 1) € Q7 > = u = Konstant in Qy
u(x® 1% = max u(x)
(X,t)EQT

Beweis: Um (ii) zu beweisen, nimm an, 3(x°, 1) € Q7 >
M = u(x°, t9). Dann Vr > 0 klein genug, E(x°, 1°; r) c Q7. Mit
dem Mittelwertsatz,

M = u(x°, %) = // |0_y|2dyds<M
E(x0,t%r) Vs <M (to )

uUnd [ e xo,p0.0[M — U(y, 8)]50'% ,o 5 Cdyds=0= u= Min E(x°, {°r).



Maximum Prinzip

Mit s < to sei L = {(x°, t)A 4+ (1 = \)(y°,8°) : A € [0,1]} € Qr
eine beliebige Strecke. Definiere

A0 =min{x €[0,1]: u(x°A + (1 = X)y°, A + (1 — N)s°) = M}

Wegen u € C(Q7) wird das Minimum angenommen, und mit
(29, r9) = (x0, 19)\% 4+ (1 — XO)(y0, s9) gilt u(2°, r%) = M. Da
u=Min E(2°r° p), Vp > 0 klein genug gelten muss, folgen
N =0,r°=3s%und u=M auf L.

Nun sei (x, t) € Qp beliebig. Wenn Q zusammenhangend ist,
XK, x™ = x, wobei {X*\ + (1 — \)x 1 : X e[0,1]} C Q
gilt. Wahle {tk}7"_, so aus, dass t™ = t und ti*! < t gelten.
Dann gilt L, = {(x*, )N + (1 = X\)(x¥1, t5+1) - X € [0, 1]} € Q7.
Wie mit der Strecke L folgt u = M auf Ly dann Ly usw. Somit ist
(i) bewiesen.



Maximum Prinzip
Wenn Q zusammenhangend ist, folgt aus (ii):

(%) M = max u(x) = max u(x)
xeQr xelr

weil M in Q% nicht angenommen wird, ausser u = Konstante,
und in diesem Fall wird M sowieso am I+ angenommen.

Im allgemeinen gilt Q = U,Q,, wobei {Q,} disjunkt,
zusammenhangend und offen sind. Nach (x) folgt

max u(x) = max max u(x) = max max u(x) = max u(x)
xeQr xeQ, 1 xedlp 1 xeorr

und somit (/). [ |
Satz (Eindeutigkeit): Fir g € C(I'7) und f € C(Q27) 3 hochstens
eine Lésung u € C?1(Q7) N C(Q7) des Anfangs- und
Randwertproblems,
ou—Au = f, Qr
u=g9 TIr



Maximum Prinzip
Beweis: Seien uy und u, zwei Lésungen. Dann erfillen
Wy = U — U und Wo = U — Uy,

81W1 — AW1 = 0, QT 81W2 — AWQ = 0,
und
wi = 0, It weo = 0,

Nach dem Maximum-Prinzip gilt

max wq(X) = max wy(x) = 0 = max wa(Xx) = max wa(X)
xeQr xelr xelr xeQr

Daher qilt

)V(T;%X[M (x) — u2(x)] = Q%X[Uz(x) —ui(x)] =0

und Uy = Us in Q7.
Def: Das Cauchy Problem:

oju—Au = 0, R"x(0,T]
u = Uy, R"x{t=0}



Maximum Prinzip
Satz (Maximum Prinzip): Wenn u € C@)(R” x (0, T])N
C(R x [0, T]) das Cauchy Problem I6st und erfullt
u(x,t) < A x eR" te 0, T]

fir Konstanten A,a > 0,dannfolgt sup u= sup ;. N
RMx[0,T] R x {t=0}

Satz (Eindeutigkeit): Fur up € C(R") und f € C(R" x [0, T]) 3
héchstens eine Losung u € CED(R” x (0, T]) N C(R" x [0, T])
des Anfangswertproblems,

oou—Au = f, R"x(0,T]
u = up, R"x{t=0}
die erfullt
lu(x, 1) < Aed*F x e Rt [0, T]
fir Konstanten A, a > 0.

Beweis: Wenn uy und u» zwei Losungen sind, folgt
wy = Uy — Up = 0 = Up — Uy = W aus dem letzten Satz. [ |



Regularitat

Satz (Regularitat): Wenn u € C(2")(Q7) die Warmegleichung
in Q7 16st, gilt u € C>(Q7).

Beweis: Fixiere (x0, 1) € Q7. Definiere
cx,t;r):={(y,s): |x—y|<rt-rP<s<t}

Wahle r > 0 sodass
C:=c(x°t%r)car.
Dann definiere

C=c(xt%3rycc, C'=c(x%krccC
und eine cut-off Funktion ¢ € (R 1)

{o<<<1, c=1in¢C

¢=0auf {(y,s) €9C:s< 1%
¢=0in(R" x [0, °])\C



Regularitat
Dann v = Cu erflllt

Vi = QU+ UG
Av = (Au + 2V(-Vu + UA¢
—Av = — 2V(-Vu + u(G—A¢) = f

sowohl v = 0,t < {9 — r? und insbesondere
v=0, R"x{t=0}

Nun definiere
t ~
wx)= [ [ o(x-y.t-s)i(y.s)dyds
0 JRrn
Wegen der Schranke,

(y,s)eC

w(x.0) < sup [Ky.s) / /CD(x—y,t—s)dyds
Rn
=10

folgt vV = v vom letzten Satz. Auch(=1inC' = u=vinC.



Regularitat
Nun sei (x, t) € C” ¢ C'. Dann gilt

u(x.t) = v(x.t) = / /C (O(x — y,t— 8)[Cs(y.8) — ALY, S) u(y. 5)
X:y,t:,;;ermieden: =0in C’
—2V¢(y,s)-Vu(y,s)]}dyds
=0in C’

Durch partielle Integration des letzten Terms,

u(x, t) = v(x,t) / / O(x —y,t—8)[¢s(y, 8) — AL(Y, S)]
C\C’
+2V [d) X y7 t - S)v<(y7 )]}U(y7 S)dyds
Diese Formel hat die Form

u(x, t)://CK(x, t,y,s)u(y,s)dyds, (x,t)eC”

wobei K(x,t,y,s) =0,V(x,t) e C",V(y,s) e C',da(=1in
C'. Bemerke, K(x,t,y,s)is glatt V(x,t) € C",V(y,s) € C\C'.
Wegen dieser Formel flr u gilt u € C* in C”. [ |



Energie Methoden

Satz (Eindeutigkeit): Flr g € C(I'r) und f € C(Q27) 3 héchstens
eine Lésung u € C®"(Q7) des Anfangs- und
Randwertproblems,

ou—Au = f, Qr
u = g, rT

Beweis: Seien uy und u, zwei Lésungen. Dann |6st
w = Uy — U» das Anfangs- und Randwertproblem,

ow—Aw = 0, Qr
w = 0, It

und
o(t) = / w2(x, t)dx
Q

erfallt:



Energie Methoden

e(t) = Z/QW(X, Hwi(x, t)dx:2/Qw(x, HAw(x, t)dx

= —2/]VW(X,t)|dx<0
Q

Dann 0 < e(t) < e(0) =0 = uy = Us.

Satz: Fir

Yr={(x,t) € 0Qr : t # 0},
g€ C(Xr)und f e C(Q2r) 3 héchstens eine Lésung
u € ¢2"(Q7) des End- und Randwertproblems,

ou—Au = f, Qr
u = g, ZT

Beweis: Hausaufgabe.



Wellengleichung

» Startin R':
0 = 92U — 02u = (O — Ox)(Or + Ox)u
Also erflillt u die zwei Transportgleichungen
(0t — Ox)u=0und (9t + dx)u = 0.
» Daher hat die Lésung u die Form
u(x,t)y =f(x+1t)+k(x—1)
wobei die Wellen fi. und fz nach links beziehungsweise
nach rechts fahren.

» FUr eine Losungsformel fur das Anfangswertproblem,

PRu+d2u = 0, R'x(0,00)
u = U, R'x{t=0}
ou = uy, R'x{t=0}
merkt man, es gelten
uo(x) = u(x,0) = fL(x) + fk(x)
Ui (x) = ur(x,0) = £ (x) — fa(x)



d’Alembert’s Formel

» Weiters
Up(x) = f (x) + fr(x)
ur(x) = (x) = fr(x)
und daher
Uy (x) + ur (x) = 2f(x)
Up(x) — uy (x) = 2f(x)
» Setze
£00 = 5 |t + [ uinay
und

1 X
) = 5 |0~ [ urn]
» Die Rechnungen fihren zu d’Alembert’s Formel:
ulx,t) = f(x+t)+Rk(x—1)
X+t
— Hoox+ D+ uox =01+ 1 [ w(y)ay

x—t



d’Alembert’s Formel
Satz: Fir up € C3(R) und uy € C'(R),

X+t
() = Hluo(x-+ )+ to(x D1+ § [ n(y)ay

x—t
erfallt:
1. ueC?R' x [0,00))
2. 9?u—92u=0inR" x (0,0)
3. Iim u(x, t) = up(x°), lim wy(x,t) = ug(x°), vx° e R
g ) = uo( ())(,t)—>(x°,0+t)( )= ui(x7)

(x,t)—(x0,0+

Beweis: Hausaufgabe.

» Nun fir R, n > 2,

u = uw, R"x{t=0}

Ru+Au = 0, R"x(0,00
t
ou = uy, R"x{t=0}



Methode der Kugelmittelwerte

» Methode der Kugelmittelwerte,

Ux: r, t) = ]é o, V- DISY) =9 u(x, 1)

X,r)

Up(x: 7) = ]éB( W(y)dS(y), Ui(xir)= ]{)B(Hw(y)dsw)

X,r) )

Satz: Wenn u € C™(R" x [0, 00)), m > 2, das obige
Anfangswertproblem 16st, dann 16st U € C™(R1. x [0, 00)) das
folgende Anfangswertproblem:

02U — 0,(r"19,U)/r"1 = 0, R7 x(0,00)
U = Up, R?x{t=0}
aU = Uy, R?x{t=0}

Diese ist die Euler-Poisson-Darboux Gleichung.



Methode der Kugelmittelwerte
Beweis: Durch eine Koordinatentransformation, y = x + rz,

1 y—x
Ux;r,t:][ ,1)dS :/ u(y,t -vdS
(x;r.1) é)B(Xr(y1) W) = o aB(X,r)(y )= —vaS(y)
y—Xx

= —— Vy- lu(y,t)——| d

’ a(n)rn=1 /B(x,r) d [(y ) r ] Y
= [r'V, [u(x+rz, t)z]r"dz = /ux+rz,tdSz
a(mrn=1 Jgo1y ° [ )21 na(n) 88(0(,1) )d5(2)

und U(x;0,t) = u(x, t). Fir die rdumlichen Ableitungen, r > 0,

1

ou(x;r,t)= () /o (V;(u(x+rz t)-zdS(z)
1 1

= Vzu(x +rzt)-v(z)dS(z

na(n) 33(0,1) Ul ) v(2)d5(2)

r- 0
= o) /a s, BE) u(x + rz, t)dS(z)

—_



Methode der Kugelmittelwerte

r1 / r 2
= Azu(x +rz, t)dz = / r<Axu(x +rz t)dz
nam) Jogo S 2 02 ) ooy " D
ri=n /
= Ayu(y, t)d
1 na(n) Jewr (y.)dy
r r
= — Au(y,tydy = — Au(y,t)d
na(n)r’ /B(x,r) (y.)dy n JB(x,r) (v, )dy
r—0

Mit der folgenden Rechung folgt U,(x; r,t) — 0 = U,(x; 0, ),

Ur(x;0,1) = lim 1[

p—0t p

/ u(x + pz, 1)dS(2) — u(x, t)]
0

ne(n) Jag(o,1)

o
- lim /d Ju(x + 2.0 ~ u(x. 00 (2)

; 1 p 107 12
= lim —— | [Vxu(x,t)-z= 4+ -—2z2' V°u(x + £z, 1)z)|dS(z
B e Vxun)- 2 2 (x +¢2,1)2)|dS(2)
= Vux,t'uzdSz:/V‘Vux,tdSz:O.
Pl .0 1(2)aS(2) = 2o | Ve [Vxu(x. 0]aS(2)




Methode der Kugelmittelwerte
Wenn die obige Formel fir U, abgeleitet wird,

FU(x;r t) = 1 Au(y,t )d}’+—2 Au(y, t)dy
N JB(xr) nor Jpx,r
und
9 o rm

— Ayu(y, dy = — / Axu(x+rz, t)dz =
or Jewr) ! -y or a(mr" Jao1) ( )

1 1
a(n) (01)Vx [Axu(x+rz, t)] dz_(n)r"“/B((y, x)-Vy[Ayu(y,t) dy

]
= gy LT 0 0800001 0ty N oy -
n/r _ n/r
na(nyrn=1 /88(,;,)1 (V'(JE X)) Ayu(y, t)dS(y)—W /B (X%{u(y, t)dy
y—x|c/r=r

n n
=2 ayuy.nasw) - L ayuly.ody
dB(x,r) B(x,r)



Methode der Kugelmittelwerte
Zusammengefasst,

ceuxir) = (1 -1) £ suty.ndy+{  duly.oasty
n B(x,r) dB(x,r)
Mit der folgenden Rechnung,
22U(x;0,1) = I|m — [U,( p, 1) — U (x;0,1)]
p—0+
. 1 p 1
= lim—-|= Au(y,t)dy — 0| = EAu(x, t)

p=0.p | 1 JB(x,p)

folgt Un(X; r, 1) =3 L Au(x, t) = Un(x; 0, ).
Mit &hnlichen Rechungen folgt,

2
fur=f R nasw)

Nach &hnlichen Abschatzungen gilt U € C™(RL x [0, oc)).



Methode der Kugelmittelwerte
Mit der obigen Formel fur U,

r r
U="1 auydy=" ][ 2u(y, t)dy
n n Jex,r

B(x,r)

r r
N na(n)r”/O [/83(x,s) (y’ )dS(.V)] o

folgt

. B 1 0 [
(r"='Uy), = na(n)ﬁr/o [/aB(x’s)atzU(.Vvt)dS(.V)] ds

rn71 / 5
= — osu(y, t)ds
na(n)rn_1 OB(x.r) t (y ) (y)
= f D2u(y, t)dS(y) = r" Uy
oB(x,r)

und die Gleichung Uy — (r"='U,),/r"~! = 0 ist erfiillt.



Wellengleichung in R3 x [0, co)

Fiir eine Losung u € C?(R3 x [0, oo) des obigen

Anfangswertproblems fur die Wellengleichung definiere
U—I'U U()—I'Uo, U1—I'U1

Wegen der Gleichung Uy = (r"~1U,),/r"~" = (r2U;),/r? folgt

Uy = rUy = r[(rPUp)/r®] = r[Upr + 2U/]
= U +2U; = (U + 1Uy); = ((rU))r = Uy

und U erfillt das Anfangs- und Randwertproblems,

Utt—Drr = 0, RLX(0,00)
U = 0, {r=0}x(0,00)
U = U, RLx{t=0}
Dt = 01, RLX{Z‘ZO}

wobei die Nebenbedingungen vom letzten Satz folgen.



Wellengleichung in R® x [0, o0)
Dieses Problem kann durch d’Alembert’s Formel geldst
werden, nachdem es auf R x [0, oo) durch ungerade
Reflektion der Anfangsbedingungen so transformiert wird:

U(I’,t):{ U(I’,t), r>0,t>0

—U(-r,t), r<0,t>0

L Oo(r), r>0 o~ . Us(r), r=0
=1 _g'n 120 B0={ 5 12

Dann erfiillt U das Anfangswertproblem:

Uﬁ — Urr = O, ]R1 X (0,00)
U = O, R'x{t=0}
Ut = 01, ]R1 X {t = 0}

Die Lésung ist durch d’Alembert’s Formel gegeben,

0(r, )= 106(r + )+ Dolr =01+ & [ (el
r—



Wellengleichung in R3 x [0, co)
Far r >t > 0 konnen U, Uy und Uy einfach mit U, Uy und U,
ersetzt werden, da die raumlichen Argumente sowieso nicht
negativ sind.

Aber wir wollen den Limus r — 0.
Far 0 < r < t gelten

Up(r+t)=Oo(t+r), Us(r—1t)=—-Up(t—r)

t+r~
/ Uiydy = [ Uh(y)dy

0 0
Ui(y)dy = — U1 (—y)dy = Ui(y)dy
r—t t—r t—r
und schliesslich,

t+r
Or 1) = 3To(t+ 1) — Dot — ]+ 2 [ Tr(y)ay

t—r



Wellengleichung in R? x [0, 00)
Die Nitzlichkeit dieser Formeln zeigt sich schliesslich durch die
Rechnungen,
u(x,t) = limU(x;r,t)=lim U(x;r,t)/r

r—0 r—0

1 {1 [j . | t+r
(e - Do+ 4 [ Oy |

t—r

= lim
r—>9 .
= 0tUp(t) + Us(t)

_ [t ]g Uo(y)dS(y)

B(x,t)

+t ][ Ui (y)dS(y)
OB(x,t)

Das erste Integral kann so vereinfacht werden:

tat][ Uo(X + tz)dS(z) = t][ VxUo(X + tz) - zdS(2)
aB(0,1) 9B(0,1)

— X
—tf vy Y Masz) = | vyuy) - (v - xase2)
dB(x,t) 9B(x.,1)




Kirchhoff’s Formel in R3 x [0, o0)
Also ist die Lésung des Anfangswertproblems

u = uy, R¥x{t=0}

Pu+Au = 0, R3x(0,00)
ru = uy, R3x{t=0}

durch Kirchhoff’s Formel gegeben:
ux )= {  [oy)+ Veo(y) - (v = x) + tur ()] AS(Y)
OB(x,t)

Physikalische Interpretation: Wenn Wellenquellen vy und uy
einen kompakten Trager K haben (d.h. eine Stérung wird lokal
gemacht), dann gilt 9B(x, T) N K = 0 fur T grof3 genug. Es
folgt, u(x,t) =0fart > T:

In R3 nimmt man die Quellen eine Weile wahr, dann nie mehr.



Wellengleichung in R? x [0, oo)
Wellengleichung in R? x [0, o)
Eine Losung des Anfangswertproblems firr die Wellengleichung
in R? x [0, co) wird von der Lésung in R® x [0, oc) mit der
Absteigemethode hergeleitet.

Der Trick ist, R3-Funktionen &, Ty und T; so zu formulieren,
dass es keine Abhangigkeit in der dritten Dimension gibt:

X=(x,0) (X t)=u(x,t) Oo(X)=uo(X) 0n(X)=us(X)

wobei X € R% und x € R?. Aus der Herleitung von Kirchhoff’s
Formel,

U(X> t) = D()_(a t) = 0t [t][d Do(y)dé(}/)

B(x,t)

+t ][  Ti(y)dS(y)
OB(X,t)

wobei y € 9B(x,1),dS(y) c RS.



Wellengleichung in R? x [0, co)

Das erste Integral kann so vereinfacht werden:
| w()dBW) (veoBE.f R
OB(Xx,t) »
:47:t2/ / up(tcos() sin(¢), tsin(h) sin(¢))? sin(¢)dod¢

27r
47rt2// uo(rcos(8), rsin(6 ))\/7rd9dr (r = tsin(¢))
uo(y) B(x, 1) C R?)

d
= 5t (mmy e

t Uo(y)

T2 B(x,1) \/W

Daher qilt

t2 t2
u(x.t) = o ][ uo(y) dy|+L ][ ui(y) dy
2 Jaun VE— |y —xI2 B(x.t) /12—y — X[2



Kirchhoff’s Formel in R? x [0, o0)
Das erste Integral kann so vereinfacht werden,

t2 uo(y) t Uo(X + tz)
) ][ S\ 2R—IV ) ][ Y\XT2) 4z
: [2 Bix,t) V12 — |y — X[ y 12 B(0,1) /1 — |22

:1][ uo(x+tz)dz+t][ Vuo(x+tz).zdz
B(0,1) B(0,1)

2 Joon) VT-T2P 2 VT—12P
t uo(y) t ][ Vup(y) - (¥ — X)
== dy + = d
27{3(”) ViEE—|y—x|? y 2 JBix,ty /12— |y — x|? y

Die Lésung des Randwertproblems in R? x [0, co):

u(x, t) = 1][ to(y) + Eun(y) + tVU(¥) - (¥ — %)
2 JB(x,1) VE—ly—x]?
Physikalische Interpretation: Sei der Trager K von den
Wellenquellen uy und uy kompakt in R2. (Aber nicht in R31)
Es gilt B(x,t) N K # 0, Vt gro3 genug:

In R? nimmt man die Quellen ewig lang wahr.




Losung in ungeraden Dimensionen

Satz: Sei n > 3 ungerade. Fir m = (n+1)/2, uy € C™1(R™)
und uy € C™(R") die Funktion

ux. = 12) [(‘9 )<1§t)n2_3(t"*]gB(xﬁt)uo(y)dS(y)ﬂ

4 <1a> <t” 2][ u1(y)dS(y)) XER™, >0
to oB(x.1)

erfallt:

1. u € C3R" x [0,00))

2. 92u— Au=0inR" x (0,00)

3. lim u(x,t) = up(x®), lim wui(x,t) = us(x°), vx0 € R"
(X,1)— (X0, o+§ ) = tof ()){t) I(x0<§I+t)( )= u(x) <

Huygen’s Prinzip: In R", n ungerade, nimmt man die Quellen
eine Weile wahr, dann nie mehr.



Losung in geraden Dimensionen

Satz: Sei n > 2 gerade. Fir m = (n+2)/2, uy € C™'(R") und
uy € CM(R") die Funktion

=5 () (550) (o vz

n!
n—2
10\ 2 ur(y)
+(-= t”][ — 7/ dS xeR" t>0
<t3t> Bix,) V2 — |y — x|2 W)
erfallt:

1. ueC?R" x [0,00))
2. 9?u— Au=0inR" x (0, 0)
3. lim ugx, t) = up(x%), lim w(x,t) = uy(x°), ¥x° € R”

(x,t)—(x0,0+ (x,£)—(x0,0+)

Huygen’s Prinzip: In R", n gerade, nimmt man die Quellen ewig
lang wahr.



Nicht Homogenes Problem
Nicht Homogenes Problem: Zu ldsen ist

du—Au = f, R"x(0,00)
ou = u = 0, R"x{t=0}

Nach Duhamel’s Prinzip ist die Losung gegeben durch
t
u(x,t) :/ u(x,t;s)ds xeR" t>0
0

wobei u(x, t; s) das folgende Problem I6st:

Q2u(x,t;s) — Au(x,t;s) = 0, R" x (8, 00)
u(x,s;s) = 0, R" x {t = s}
owu(x,s;s) = f(x,s), R"x{t=s}
Satz: Sein > 2 und f € Cl"/2H1(R" x [0, 00)). Das obige u

erfdllt:
1. ue C3(R" x [0,0))
2. 92u— Au=finR" x (0,00)

3. lim ugx t)=0, lim uy(x,t)=0,¥x°cR"
(x,t)—(x0,0+ (x,t)—(x0,0+)



Nicht Homogenes Problem
Beweis: Wenn n ungerade ist, gilt [n/2] +1 = (n+ 1)/2. Nach
dem vorletzten Satz gilt u(x, t; s) € C2(R" x [s,0)), Vs > 0, so
u € C3(R" x [0,00)). Wenn n gerade ist, gilt
[n/2] +1 = (n+ 2)/2. Nach dem letzten Satz gilt
u(x, t;s) € C3(R" x [s,00)), Vs > 0, so u € C?(R" x [0, o0)). Die
zeitlichen Ableitungen sind:

t
oux,f) = u(x.t0)+ / (X, t: s)ds
—— o
- t
Ru(x,t) = ow(x,t, t)+/ d2u(x,t;s)ds
N—— 0
—f(x.t)

Die raumlichen Ableitungen sind:
t t
Au(x, 1) = / Au(x, t: 5)ds = / Pu(x, t: §)ds
0 0

Es folgt 02u — Au = f. Es gilt auch u(x,0) = d;u(x,0) =0. W



Das Verzogerte Potential

» Beispiel: Die Losung des nicht homogenen Problems fiir
n = 1. Mit d’Alembert’s Formel:

x+(t— s) X+t— 5
u(x,t;s) / f(y,s)dy, u(x,t) / / S)dyds
2 2 X—t+s

» Beispiel: Die Losung des nicht homogenen Problems fur
n = 3. Mit Kirchhoff’s Formel:

u(x,t:s) = (t— s) ]g ey [09)85)

und

(-9
“(’"”‘/o e (/ st sy )>d

y, -
_ dS // Y1=1) 4siyyar
//6th5 t* ) 477 9B(x,r) r (y)ar

so u ist durch das Verzogerte Potential gegeben:

1 fly, t—1ly —x|)
u(x,t / d
vt =2 Bt Y —X| 4




Energie Methoden

Satz (Eindeutigkeit): 3 héchstens eine Ldsung des
Randwertproblems
PRu—Au = f, Qr
u = U, FT
ou = uy, Qx {t = 0}

Beweis: Sei u; und u» zwei Lésungen. Dann erflllt w = uy — o
Pw—Aw = 0, Qr
w = 0, It
ow = 0, Qx{t=0}
Daher 1
e(t) = / [Wtz + |VW|2} dx
2 Ja
erfillt
. ow
e(t):/ (Wewy+ VW - V] dx:/ Wi (Wi —Aw) dx+/ we 2 as(x)
Q Q  N—— ~~ Ov

0N
=0 =0



Gebiet der Abhangigkeit
Mit e(t) = 0 folgt e(t) = 0 aus e(0) = 0. Da w; = [Vw| =0in
Q7 gilt, gilt w = Konstante in Q7. Da w = 0in Q x {t = 0} qilt,
folgt w =0in Q7. [ |

Gebiet der Abhangigkeit

Satz: Wenn u € C3(R" x (0, 00)) erfillt 92u = Au und
u(x,0) = u(x,0) = 0in B(xP, t%), dann gilt u = 0 in dem Kegel
C(x0, 1% ={(x,t): [x —x°| <0 —t0<t<1%

Beweis: Fiir 0 < t < t° die Energie
1 2 2 1 et 2 2

e(t) == (ur+|Vulf)dx = = (uf +|Vul|9)dS(x)| ds
2 JBxo,10-t) 2 Jo 9B(x0,5)

erfullt

: 1
e(t)z/ (utuﬁ+vU-vUt)dx—/ (U2 + |Vu|?)dS(x)
B(x0,10— 1) 2 Jop(x0,10-1)



Gebiet der Abhangigkeit

Das erste Integral kann so vereinfacht werden:

/ (utug + Vu-Vu)dx = / ut (ug — Au) dx
B(x0,t0—t) (x0,10—t) %/—/

_ / —utdS( )
OB(x0,10—t)

0
_ / u Y% vuds(x) < e[V uldS(x)
oBxo 0y -t 188(x0,t0—t)

2 OB(X0,00—1)

< (Jud? + [Vu®)dS(x)

Es folgt &(t) < 0. Da u(x,0) = 0 in B(x?, t%) gilt, folgt
|Vu(x,0)| = 0in B(x%, t°). Da ur(x,0) = 0 in B(xP, t%) gilt, folgt
e(0) = 0 und daher 0 < e(t) < e(0) =0, 0 < t < {9 Dann

e(t) =0= u; = |Vu| = 0in C(x°, 1), und daher gilt u =
Konstante. Aus u = 0 in B(x?, t°) folgt u = 0 in C(xP, {%). u



Charakteristiken und Nicht Lineare PDG

In Wortern: Charakteristiken sind eine Art von Eigenraum flr
eine PDG. Wenn genug Randbedingungen niedrigerer Ordnung
vorgegeben werden, kann die PDG rein auf einer Charakteristik
umgeschrieben werden, und Information verlaBt sie nicht.

Die Details:
» Sei eine PDG in quasilinearer Form gegeben:

> Aa(U, x)0%u + Ag(U, x) =: L(u) = B
|ae|=m
u:R" R U=V
Sonst linearisiere so 0 = F(U, x) = VyF (U, x)(U — Uy).
» Das Charakteristische Symbol ist
ANy:U,x)= > Aa(U,x)y
lee|=m

» Die Charakteristische Form ist
Q(y; U, x) =det{A(y; U, x)}.



Definition einer Charakteristik
m—1

» FUr eine gegebene Lésung der PDG u mit U = {Vﬁlu},zo
ist eine Charakteristik eine Niveau Menge

p(x) =0
einer Funktion ¢, die erflllt
Q(Ve(x); U,x) =0.

» Beziiglich einer Charakteristik definiere das kurvilineare
Koordinatensystem, &£(x) = (£1(x), ..., &n(X)), wobei

&n(x) = ¢(x) und {&(x) 7:‘11 sind beliebig
solang 0&/0x invertierbar ist.

Daher ist {¢}7-] eine Parameterisierung der
Charakteristik.

» Dann kann die PDG in das neue Koordinatensystem
transformiert werden.



Reduktion einer PDG auf eine Charakteristik

n
> Beispielsweise fir u: R” — R', Oxu =) 0x&0g U,

J=1
82u Z[a 5,651u+8x,é]28x, kaské ] F({afu}f}"é‘z,X)+(0x,-£n)202nu

=1
> Ahnlich mit F = F({0f u}»=""", x) und Vo = V¢, gilt,

BI<m
> Aa(U,x)0%u=F+ > Aa(U,X) (V)™ 0fu
|oe|=m |a|l=m

NV; U, x)

» Da Q(Vy; U, x) =det{\(Vy; U, x)} = 0 gilt, gibt es einen
linken Eigenvektor n mit nTA(Vy; U, x) = 0.

» Falls {8£nu = g,}fi{f vorgegeben sind, 1&Bt sich die PDG
rein innerhalb der Charakteristik so umschreiben,

n'B=n"L(u) =n"G({d;u} 5, X) wobei

F{oguyp=n" %) = GO u} 320, X), {0L uY ' — {a}y

1



Transportgleichung fur (x, t) € R?
» Beispiel: Transportgleichung fiir x = (x,t) € R?, n = 2,
Lu:=(b,1)-Vu=bdyu+du=c b,ceR'

Dann mit PDG-Ordnung m=1 hangt Q von U={V'u}/" ;' ={u}
nicht ab. Das Symbol und die Form sind gleich:

Q(y: U,x) = Q(y) = det{A(y)} = A(y) = by1 + )2
Charakteristik 0 = ¢(x, t) = ¢(0, 0) ist gegeben durch:
0=Q(Vy) =bpx+pr oder o(x,t)=x—bt
Ein geeignetes kurvilineares Koordinatensystem ist:

51 . 1 b X X o 1 1 1 51
L1 -b ]|t t] 20 b —b || &
Die PDG kann ohne 0, u so umgeschrieben werden:

1 1 c
éaxu + %(%u = %

Also u(&1,&2) = 5581 +1(&2) oder u(x, t)= 55 (x+bt)+f(x—bt).

851 u= 851 XOxU + 851 toru =



System der Akustischen Wellengleichungen
» Beispiel: Akustische Wellen in einem Rohr:

{

ur + p~Tpx 0 u = Geschwindigkeit, p = Dichte
pt+paluy = 0 p = Druck, a = Schallgeschwindigkeit

Umgeschrieben in Vektorform, u = (u, p),

_ o [u 0 p! ul_ _
L(u)_at[p]jt{paz 0 ]gﬁ[p}_a,quAaxu_o

Definiere x = (x, t) € R2. Mit PDG-Ordnung m = 1 hangt
Qvon U = {V’u}, o = {u} nicht ab. Das Symbol und die
Form sind:

Q(y; U, x) = Qy) = det{A(y)} = det{ya/+y1 A} = y5 &y}
Charakteristiken 0 = ¢(x, t) = o(x°, %) sind gegeben durch
0=Q(Vy) = gf—av; oder ¢i(x,t)=at—t°)F(x—x°)
Ein linker Eigenvektor von A(Vpy)=al F Aist n,. =(+pa,1).



System der Akustischen Wellengleichungen
Ein kurvilineares Koordinatensystem durch (x°, t%) ist:

&1 [ -1 al[x—xO x=x07 1] -1 +1 3
=l aler ] b )=l 1G]
Die PDG kann ohne 0¢, u so umgeschrieben werden:
0 = 0 [0iu+ Adxu] = (0r+ adx)(p+ pau) = 2ad,(p+ pau)
oder ohne 9, U so:
0 = 0" [9iu+ Adxu] = (8¢ — adx)(p — pau) = 2ad, (p— pau)
Es folgen
p+pau = f(&), p-—pau=g(&)

oder

2p(x,t) = fa(t—1°) — (x = x%)) + g(a(t — 1) + (x — x?))
2pau(x,t) = f(a(t—1%) — (x — x%) —g(a(t — t°) + (x — x%))



PDG hoherer Ordnung als System erster Ordnung

» Bemerke: Das System der akustischen Wellengleichungen
lasst sich bezuglich Wellengleichungen zweiter Ordnung
so umschreiben:

Up=—p "Pxt = —p [—paUx]x = & Uxx
und
pit = —paux = —pa—p~ ' Pxlx = &Pu

» Ahnlich I3sst sich die Wellengleichung 6?u = a&2Au
bezlglich eines Systems erster Ordnung umschreiben:

aVu}’Ai:[ 0 ae,-]

n
Ou—Y Aidyu=0 wobei U= T
P ae; O

und diese Umformulierung kann fir das nachste Beispiel
ausgenutzt werden.

» Alle PDG hdéherer Ordnung kdnnen beziglich eines
Systems erster Ordnung ahnlich umgeschrieben werden.



Wellengleichung: Hyperbolische PDG

» Beispiel: Wellengleichung fir (x,t) ¢ R™', n>1,
Lu:=d?u—aAu=0, acR'

Mit PDG-Ordnung m = 2 hangt Q von U = {V/u}";! =
{u, Vu} nicht ab. Das Symbol und die Form sind glelch:

Q(y,s: U, x) = Qy. s) = det{A(y. s)} = A(y,s) = s*~&°|y[°
Charakteristische L6sungen der Gleichungen,
0= Q(Ve,0t) = ¢f — &|Vel?, (x,1)=¢(0,0) =0
sind
ve(x,t)=at—c-x, ceR"|c|=1, sowohlp,(x,t)=at—|x|

Bemerke: jede Ebene ¢¢(x, t) = 0 ist tangential an den
Kegel ¢.(x,t) = 0.



Wellengleichung: Hyperbolische PDG

Sei Q = [Q, €] € R™" eine orthogonale Matrix mit ¢ in der
letzten Spalte. Mit dem Koordinatensystem,

X & &4 X
: [ aQ | —ac ] : : 1 [ 2Q" — &xc" | aé, :
= |2 : : L : :
X, e, 1 £ € 2a . | a X,
t §n+1 §n+1 t

folgen &ni1(X, 1) = we(x, t)/(2a) und

n
OX; 8u ot ou
— — =(0y—ac-V)u
Z 0811 OX; afn-H ot (% )

3§n+1

Ahnlich gilt ggu — (& + ac - V)u. Es folgt daher

n
0%u
afn8§n+1

Diese sind Richtungsableitungen entlang des Schnitts
zwischen der Ebene ¢ ¢(x,t) = 0 und dem Kegel ¢,(x,t) = 0.

= (0 —ac-V) (0 +ac-V)u=d?u—a(c-V)?u



Wellengleichung: Hyperbolische PDG
Hausaufgabe: der Laplace Operator ist Drehungsinvariant,
Ayu(y) = Axu(Qx), QTQ=1

Insbesondere fir u gilt
n—1

82
287524—61 (cV)Yu=2a Z anaXI [;ok,o,,} = &Au

=0k

Zusammen mit der oblgen Formel far d folgt

'7 n+1
d?u {92y
=Y o =0%u—&Au
0EnO€n 11 ; 85,2 !
Insbesondere fiir n = 1 gilt 9, 0, u = d2u— atd2u.
Fir n > 2ist 3.0 % 5 der Laplace Operator in der

raumlichen Ebene tangentlal an den Schnitt zwischen
we(X,t) =0und ¢.(x,t) =0.

» Das charakteristische Polynom hat den gleichen Grad in
jeder Variable, und es gibt nicht triviale charakteristische
Lésungen. Eine solche PDG nennt man hyperbolisch.



Poisson Gleichung: Elliptische PDG
» Beispiel: Poisson Gleichung fir x e R", n > 1,
Lu:=Au=f
Mit PDG-Ordnung m = 2 hangt Q von U = {V/u}"! =
{u, Vu} nicht ab. Das Symbol und die Form sind glelch:
Q(y: U, x) = Q(y) = det{A(y)} = N(y) = y?
Da eine charakteristische Lésung
0=Q(Ve) =|Vel?, »(0)=0

notwendigerweise trivial ist, ¢(x) = 0, kann die PDG auf
keine Teilmenge vom R" reduziert werden. Alle Werte der
Lésung u(x) hangen zusammen.

» Das charakteristische Polynom hat den gleichen Grad in
jeder Variable, aber es gibt keine nicht trivialen
charakteristischen Lésungen. Eine PDG mit diesen
Eigenschaften nennt man elliptisch.



Warmegleichung: Parabolische PDG
» Beispiel: Warmegleichung fir (x,t) ¢ R™', n>1,
Lu=0owu—-Au=f
Mit PDG-Ordnung m = 2 hangt Q von U = {V/u}/",! =
{u, Vu, otu} nicht ab. Das Symbol und die Form sind gleich:

Qy,s: U, x) = Q(y, s) = det{A(y, s)} = A(y. s) = —|y|?
Eine charakteristische Losung der Gleichungen,

0=Q(Ve, o) = —|Vel, o(x%1°)=0

ist p(x, 1) = t — t°. Wenn die normalen Ableitungen

{olu = g,}j’;()1 vorgegeben sind, 1asst sich die PDG
innerhalb der Charakteristik als Au = f — g4 umschreiben.
Fiir fixierte Zeit t° hangen alle Werte der Lésung u(x, t°)
(mit unendlicher Geschwindigkeit) zusammen.

» Es gibt nicht triviale charakteristische Lésungen, aber die
PDG ist ausgeartet im Sinne, dass das charakteristische
Polynom nicht den gleichen Grad in jeder Variable hat.

Eine PDG mit diesen Eigenschaften nennt man parabolisch.



Transportgleichung fur (x, t) € R
» Beispiel: Transportgleichung fir (x,t) € R™', n > 1,
Lu:=b-Vu+du=c, beR" cecR'

Mit PDG-Ordnung m = 1 hangt Q von U = {V'u}/",! = {u}
nicht ab. Das Symbol und die Form sind gleich:

Q(y,s; U, x) = Q(y,s) =det{A(y,s)} =A\(y,s)=b-y+s
Charakteristische Lésungen der Gleichungen,
0=Q(Vy,pt) =b-Vo+o, oXxt)=¢(0,0)=0
sind
ei(x,t)=x;—bit, i=1,...,n
Mit &(x, 1) = pi(x, t) und &q41(X, t) = t folgt
&1 1 —b; X1 X1 1 b &1

fn+1 1 t t 1 fn+1



Transportgleichung fur (x, t) € R
Auf der ¢,,1-Achse gelten §; = x; — bjit =0,i=1,...,n, oder
A X = &ni1-Achse = {s x (b,1) : s € R"}
b4 b;
Vom Punkt (x,t) = (0,0) weg ist die Ableitung von u
entlang der &, 1-Achse gegeben durch:

ou 0
=—u(x+sb,t+s) = Vu(x+sbt+s)-b
denn ~ Os ( ) ( )

t

+ Ow(x+sb,t+s)

Vergleiche mit z(s) = u(x + sb, t + s) in der Einfihrung!

Die PDG kann ohne o¢u, i = 1,...,n, so umgeschrieben
werden:
ou " 9x; du ot du
= a0 T - =b-Vu+dwu=c
Obni1 £ Okni1 0Xi Opyr O ’

AISO U(Ey, ... Eni1) = Cpat + F(E1, ..., En) OCer
u(x,t) = ct+ f(x — bt)



Quasilineare Gleichung erster Ordnung
» Beispiel: Quasilineare Gleichung erster Ordnung,

L(u) = a(x,u)-Vu = c(x,u), x€cR"a:R"™ 5 R" c:R™ R

Mit PDG-Ordnung m = 1 hangt Q von U = {V/u}/",! =
{u} ab. Das Symbol und die Form sind gleich:

Q(y; u,x) =det{A\(y;u,x)} =A(y;u,x) =a(x,u)-y
Definiere charakteristische Losungen der Gleichungen
0=Q(Vy,u,x)=a(x,u)-Ve, 0=p(x,t)=¢(0,0)
durch n — 1 linear unabhangige Vektoren senkrecht auf a(x, u),
Vo= an(x,u)é; — aj(x,u)é,, i=1,....n—1

wobei an(x, u) # 0 angenommen wird. Deswegen
definieren wir das Koordinatensystem

Ei(x)=wi(x), i=1,....n—=1, &u(X)=Xp



Quasilineare Gleichung erster Ordnung
Analog zum letzten Beispiel sieht man, auf der £,-Achse
gelten §(x) =0,i=1,...,n—1, oder ¢(x) = 0 wobei
p = (9017 SER) SOn—1)- Es gelten

an 0
[Vor,...,Vin_1] = c R(n+1)xn
0 an
_a1 PR _an_1
und 0(#1,- -, Pn-1)
coent)| g
(X1, Xn—-1) 7

Nach dem Satz der Impliziten Funktion Jy(x,) : R' — R"~!

> @(¥(xn), Xn) = 0. Sei x(s) = (¥(xn(8)), Xn(s)) eine
beliebige Parameterisierung der

&r-Achse = {x(s) : s e R"}
Hier entlang gelten ¢;(x(s)) = 0 und
0= 45¥i(X(s)) = x(s) - Vipi(x(s))



Quasilineare Gleichung erster Ordnung

Aus
0 =x(s)- Vei(x(s)) = xi(s)an(x(s), u(x(s)))
— Xn(s)a(x(s), u(x(s)))
i=1,....,n—1
bekommt man das System von gewohnlichen
Differentialgleichungen fur x(s),

x(s) = a(x(s), u(x(s)))
wobei u(x) immer noch unbekannt ist, aber u lasst sich
durch folgende Erganzung des GDG-Systems bestimmen:

:Su(x(s)) = Xx(s)-Vu(x(s))

= a(x(s),u(x(s))) - Vu(x(s))

= c(x(s), u(x(s)))
Zusammengefasst, x und u werden durch die Lésung vom
folgenden GDG-System bestimmt:

x(s) = a(x(s), u(x(s))) u(x(s)) = c(x(s), u(x(s)))



Charakteristiken fir nicht lineare PDG erster Ordnung
» Zu lG6sen ist

F(Vu,u,x) = 0, QCR"
u = g, FCoQ

» Konstruiere {¢}7_, sodass V¢&;(x°) - V&(x%) = g; gilt,
wobei fir x° € T'und R > 0 gilt T N B(x°, R) =
{x € B(x° R) : &y(x) = 0}.
» Bezeichne mit z0 = g(x°) den Wert von u in x°.
» Bezeichne mit p° ein moglicher Gradient Vu in x°, d.h.
eine mdgliche Lésung der Gleichung,
F(p°, 2%, x%) = 0.
» p° muss auch mit g lbereinstimmen:
p°-ve =vg(x®)-veE, i=1,...,n—1.
» Die letzten 2 Gleichungen sind Kompatibilitdtsbedingungen
zwischen p° und g. Existiert p°? Ist p° eindeutig?
» Wie kann der Punkt (p°, z°, x0) fortgesetzt werden?



Charakteristiken fr nicht lineare PDG erster Ordnung

» Definiere G : R2™' — R" durch

{ Gi(p,Z,X) = [p_vQ(X)]Vgl(xL i:17"'7n_1
Gn(p7 Z, X) = F(p,Z,X)

Nimm an, es gilt G(p°, z°, x°) = 0.

» Um eine Funktion p = p(z, x) konstruieren zu kénnen, die
G(p(z,x),z,x) =0und p(z°, x°) = p° erfilllt, verlangt der
Satz der Impliziten Funktion die Bedingung:

8)(1 51 “ e 8)(”{1
'OG( 0.2 x| 20 wobei 28— : :
ap ap ax1 -1 .- axnfn—1

O F ... OpF

Aus V¢i(x%) - vEi(x9) = §; folgt die Bedingung,
VpF(P°, 2% x°) - Vén(x°) # 0.
» Somit ergibt sich die Bedingung einer Charakteristik,
VpF(p°, 2°, x%) - Vp(x°) = 0.



Charakteristiken fr nicht lineare PDG erster Ordnung
» Beispiel: Fir die PDG F(Vu, u,x) =0, x € R?, sei

F(Vu) = (dx,u)® oder F(p)= pZ.

Eine Charakteristik o(x) = 0 ist gegeben durch

VpF(P®) - Vo(x°) =0 oder ¢(x)=xo — X3.

und u kann nicht so beliebig vorgegeben werden
u(a,x3) = g(xt), auf o(x)=0,

da im allgemeinen

F(Vg) = (9x,9)* # 0.
Auf der anderen Seite ist dieses Problem
F(Vu)=0, u(0,x)=9(x2) auf x;y=0

mit u(x1, x2) = g(x2) l6sbar.
» Wie I6st man die PDG im allgemeinen, wenn die Daten auf
nicht charakteristischen Mengen vorgegeben sind?



Losung einer nicht linearen PDG erster Ordnung
» Zu losen ist
F(Vu,u,x) = 0, QCR"
u =g, FcoQ

wobei I nicht charakteristisch ist.
» Der Plan: Wir bauen ein Netzwerk von Charakteristiken

auf, die vom I stahlen, und die Lésung entlang einer

Charakteristik lasst sich von den Daten g auf I' bestimmen.
» Die obige Bedingung einer Charakteristik,

VpF(p. 2% x°) - Vip(x°) = 0.
» Analog wird eine charakteristische Kurve x(s), ¢(x(s)) =0,
Dsp(x(s)) = X(s) - Vio(x(s)) =0
durch die Differentialgleichung konstruiert,

z;((s) = VpF(p(s), z(s), x(s))



Losung einer nicht linearen PDG erster Ordnung

» Die u-Werte auf der charakteristischen Kurve x(s) werden
mit z(s) = u(x(s)) bezeichnet. Es folgt
az :
g5 = Dsulx(s)) =Vu(x(s))-x(s)
= p(s)- VpF(p(s), z(s), x(s))

wobei p(s) = Vu(x(s)) die Vu-Werte auf der
charakteristischen Kurve x(s) bezeichnet, und x(s) ist
durch die letzte Differentialgleichung ersetzt worden.

» Aus F(Vu,u,x) = 0 folgt
0 = VxF(Vu(x),u(x),x) = V2uVpF + VuD,F + VxF
oder mit dp/ds = V2u(x(s))x(s)

2u(x(s))VpF(p(5), 2(5), X(s))  VZu(x(s))X
( (s))D; ( (s), 2(s),x(s)) = p(s)DF(p(
VxF(p(s), z(s), x(s)) +Vx ( (s)

)+
,2(8), X(s))
(), x(s))

(s
s)
z

I

+ + |



Ldsung einer nicht linearen PDG erster Ordnung

» Zusammenfassung: die Losung des Problems,

F(Vu,u,x) = 0, QCR"
u = g, TCoN

ist durch u(x(s)) = z(s) und die Lésung des
charakteristichen Systems gegeben:

x(s) = VpF(p(s),z(s), x(s))
2(s) = P(s)VpF(p(s), z(s), x(s))
p(s) = —p(s)D:F(p(s),z(s), x(s)) — VxF(p(s), 2(s), X(s))
wobei
x(0)=x"er, 2(0)=2°=g(x°, p(0)=p°
und p° ist durch die Kompatibilititsbedingungen gegeben:

F(p°, 2% x°) =0, pOV¢&=vo(x®)ve, i=1,...,n-1.



Ldsung einer nicht linearen PDG erster Ordnung
» Beispiel: F(Vu,u,x)=b-Vu+cu, beR", ceR,

F(Vu,u,x) = 0, QCR"
u = g, FCoQ

= {x € R": x, = 0} nicht charakteristisch: b, # 0.

» x-Gleichung:
ax _ _ 0
TS_VPF_b’ x(0)=x"¢cT
» z-Gleichung: z(0) = g(x°),
az

4= (s) - VpF =Vu(x(s)) - b= —cu(x(s)) = —cz(s)

Lésung des Systems: x(s) = x° + sb, z(s) = e~ %g(x°).
Fixiere x € R", x ¢ . Finde x° € ' und 8, wobei
x =x°+3b, d.h.
x-b=x"-b+sb-b=5=(x—x%-b/|b|?
und es folgt:
u(x) = 2(8) = e~ b/1bEg(x0)

vy



Ldsung einer nicht linearen PDG erster Ordnung

» p-Gleichung? dp/ds = —p(s)D,F — VxF = —cp(s). War
hier nicht notwendig, um die Ldsung explizit zu bestimmen,
aber wird flr die allgemeine Existenz verwendet:

» Lokale Lésung: T = {{s(x) = 0} ist nicht charakteristisch:
VpF(p°, 2% x0) - V¢n(x0) # 0.
Nach dem Satz der Impliziten Funktion 3h(y) wobei
> h(x°) = p°,
> h(y)-VE&(y)=Va(y) Vé&(y),i=1,...,n—1,und
> F(h(y).g(y),y) =0,y €T, |y — x°| Klein genug.
Sei (p(s;¥),z(s;y), x(s; y)) die Lésung des
charakteristischen Systems mit Anfangswerten,
p(0:y) = h(y), z(0;y)=g(y). x(0:y)=y
Dann3Vc R, ICcR, WcTmitx%e V,0el, x°<c W wobei
vkeV,Js=s(Xx)el,Ay=y(x)e W>x=x(5Y).
Definiere die Losung u(x) = z(s(x); y(x)).

Satz: uc C?(V,R)und ulést F(Vu,u,x)=0;u=g,T.



Nicht viskose Burgersche Gleichung
Eine Skalare Erhaltungsgleichung als Modell der Eulerschen
Gleichungen:

u+3(U?)x = 0, Rx(0,00)
u = Uy, Rx{t=0}

Betrachte die zwei Falle: up(x) = osign(x), o = £1.

Bemerke:
Ut + 5(UP)x = up + uuy
und mit
x=(x,0", F(p,z,x)=p-(2,1)
es gilt

F((UX7 ut)Ta u, (X> t)T) = 0.
Die charakteristischen Gleichungen fur I' = R:

x = VpF=(z,1)T, x(0)=x% e R
7z = pvPF:p(Za1):oa Z(O)ZUO(XO)



Nicht viskose Burgersche Gleichung
Die vereinfachten charakteristischen Gleichungen fiir die
gegebenen Randbedingungen: z(s) = osign(x°),
f(s)=1, t0)=0;  x'(s)=osign(x’), x(0)=x°

und
t(s)=s, x(s)=x"+osign(x®)s = x=x°+osign(x®)t

Also gilt
u(x, t) = osign(x®) auf x = x° + tosign(x®)

Fir 0 = —1 beziehungsweise o = +1, ,

y

x=x%+¢ x=x0—1t x=x0—t x=x0+t

N\




Nicht viskose Burgersche Gleichung
Wo liegt ein Shock? Welche Werte fir die x-Gebiete?

Dafur uberlegen wir die schwache Form: Integriere
Ut + 3(u?)x = 0 Uber eine beliebige Zelle [x1, xo] x [t1, b]:

/ " lu(x, ) — u(x. )l + ttz[u2(x2, ) — u2(x, )] dt =

Fir o = —1, probe mit der Testzelle [—¢, +¢] x [t, to]:

t
0

0= [ [u(x,t)=t1— u(X,tr)=41]dx+

2 N\

/0+6[U(X7 f)=—1 — u(X, t1)=—1]ax+

D = 11 o) = / [WB(+e, 1)1y — UR(—e, D) syl
und andere Testzellen sind noch einfacher: Shock richtig.



Nicht viskose Burgersche Gleichung
Im zweiten Fall, Gberlegen wir folgende einfache Lésung:
Integriere u; + 3(u?)x = 0 Uber eine beliebige Zelle
[X1 s X2] X [t1 s tg]i

/ lu(x. ) — u(x. t)]dx + % * 1200, 1) — P (s, D]t = O
Xq t

Fir o = +1, probe mit der Testzelle [—¢, +<] x [t1, to]:

t
0= O[U(Xa to)=—1—u(x, ty)=—1]dx+
_5 %
JACCESERETCA I U ¥
112 2 \\ /
5 \ [U (+E, t):(+1)2 u ( £, t):(_1)2]dt U(X’ t) _ 4 U(X’ t) i +X‘|

und andere Testzellen sind noch einfacher: Shock richtig.



Viskose Burgersche Gleichung
Die folgende Lésung ist aber physikalisch natiJrIiche?:

A

u(x, t)|=x/t

x

_1,
ulx,t)y=«¢ x/t, —t X
+1,

ININ
x

N\"47%

ulx,t)y=-1 u(x,t)=+1
Diese findet man durch die Lésung der Burgerschen Gleichung
mit Viskositat v:

(%) {“t+12(U2)x — Vg, R x(0,00)

u = W, Rx{t=0}
und den Limus v — 0. Die obige Losung nennt man die Lésung
der verschwindenden Viskositét.

Haufaufgabe: Lse (x) und leite die obige Lésung fur v — 0 her.



Hamilton-Jacobi Gleichung
Fir eine Hamiltonsche Funktion,

H(p, x) = + o(x)

2m
Y potentielle
kinetische .
. Energie
Energie

soll das Randwertproblem gelGst werden:

ur+HNVu,x) = 0, R"x(0,00)
u = g, R'x{t=0}

Um die charakteristischen Gleichungen herzuleiten, definiere
q=(p,r),y=(xt)und G(q,z,y) = r+ H(p, x). Es gelten:

qu: <VPH$p7X)> ’ vyG: <VxH(()P7X)> . D,G=0

Die erste charakteristische Gleichungen ist dy/ds = V4G oder:

d (x\ _ (VeH(p,x) ax _ _
d5<t> - ( 1 = ds —VpH(p,X)7 t=s



Hamiltonsche Gleichungen
Die zweite charakteristische Gleichungen ist
dq/ds = —-qD,G — VG oder mit D,G = 0,

d (p\__(VxH(p.x) ap _ im0 WO
dS <r>— ( 0 = dS_ VXH(pax)a r= H(p 7X)

Satz: H(p(s), x(s)) = H(p°, x°) (Energie-Erhaltung)!
Die dritte charakteristische Gleichungen ist dz/ds = q - V4G
oder mit G(q,z,y) = r+ H(p, x) =0,

az _ (P VPH(pvx) —
ds_<r)( 1 _prH(p,x)—H(p,x)
die von z nicht abhangt und daher:
S

z(s) = g(x°) + /O [p(o) - VpH(p(c), x(0)) — H(p(c), X(0))] do
nachdem x und p von den Hamiltonschen Gleichungen
bestimmt werden:

{ X(s) = +VpH(p(s)

p(s) = —VxH(p(s)

X X
0
x
C
b
\‘O



Spektrale Methoden
Auf dem Gebiet Q = {(x,y) : 0 < x,y < 1} soll gelést werden:

Au = O, Q

U(X70) = g(X)v (071)

oyu(x,1) = 0, € (0,1)
axu(O,y):E)Xu(Ly) = O’ y€(071)

Da das Gebiet eine besondere viereckige Form hat, sucht man
eine Losung der Form u = ), vnUn, Un(X,y) = X(x)Y(y),
~vn € R. Dann gilt

Aup(x,y) = X"(x)Y(y) + X(x)Y"(y) =0

oder
X'(x) __Y'y) _

X(x) Y(y)
wobei A eine Konstante ist, weil eine reine Funktion von x und
eine reine Funktion von y gleich sein kdnnen, nur wenn die
beiden konstant sind.




Separationsansatz fir ein Elliptisches Problem
Die allgemeine Lésung von X" (x) = AX(x) ist

X(x) = aexp(VAx) + bexp(—VAx)
Wegen der Randbedingungen 0xu(0, y) = dxu(1, y) = 0 gelten

X'(0)=X'(1)=0
oder:
X(0) = VMa-b)=0=a=>b

X'(1) = aviexp(vV)) — bviexp(—v))
= 2aV/\sinh(v/)\) = —2ay/—\sin(v—X) =0
Die méglichen A sind:
A= —mPr2, n=0,1,2,...
Mit a = § definiere:

Xn(x) =cos(nrx), n=0,1,2,...



Separationsansatz fir ein Elliptisches Problem
Mit A = \p, die allgemeine Lésung von Y”(y) = m?z?Y ist:

Y(y) = csinh[nry]| + d cosh[—nny]

Wegen der Randbedingungen u(x,0) = g(x), oxu(x,1) =0
nimm:

oder:
YO = d=1=d=1

Y'(1) = nnccosh[nr] — nrd sinh[—nx]
= nn(ccosh[nr] — sinh[—nx]) =0
= ¢y, = sinh[—nm]/cosh[nn] = —tanh[n~]

Wegen cosh(A) cosh(B) + sinh(A) sinh(B) = cosh(A £ B) gilt
—tanh[nx] sinh[n7y] + cosh[—nny] = cosh[nn(y — 1)]/ cosh[nn]
Also definiere:

Yn(x) = cosh(nn(y — 1))/ cosh[nz], n=0,1,2,...



Separationsansatz fir ein Elliptisches Problem
Sei

g(x) = % + ;[an cos(nmx) + Bpsin(nmx)]
die Fourier-Reihe Darstellung fir g, wobei

1 1
ap = 2/ g(x)cos[nrx]dx, pp= 2/ g(x) sin[nmx]dx
0 0
Wegen der Kompatibilitatsbedingungen
0xu(0,0) =g'(0) =0, 0axu(1,0)=g'(1)=0

gelten 5, =0, n=1,2,... Damit die verbliebene
Randbedingung erflillt ist, gilt

i yncos(nmx)= ,,i; YnXn(X) Yn(0)=u(x,0)=g(x)= OéOJri apcos(nmx)

n=0 n=1
oder ~
ulx,y) = % + Z apcos(nrx)cosh(nr(y — 1))/ cosh(nm)

n=1



Separationsansatz fir ein Parabolisches Problem
Auf dem Gebiet Q x [0, ), 2 = (0, 1) soll geldst werden:

u = 0, xe9dx(0,00)

u—Au = 0, Qx(0,00)
u = Up, xeQx{t=0}

Da das Gebiet eine besondere viereckige Form hat, sucht man
eine Losung der Form u = )" ynUn, Un(Xx,y) = X(x)T(1),
~vn € R. Dann gilt

Otun — Aup(x,y) = X(X)T'(t) — X" (x)T(t) =0

oder
X'(x) _T'(t) _

X(x) T

wobei A eine Konstante ist, weil eine reine Funktion von x und
eine reine Funktion von t gleich sein kdnnen, nur wenn die
beiden konstant sind.



Separationsansatz fir ein Parabolisches Problem
Die allgemeine Lésung von X" (x) = AX(x) ist

X(x) = aexp(VAx) + bexp(—VAx)
Wegen der Randbedingungen u = 0, 992 gelten

oder:
X0) = (a+b)=0=>a=-b

X(1) = aexp(vVA) — aexp(—vA)
= 2asinh(v/\) = 2aisin(v/-\) = 0
Die méglichen A sind:
A= -’12, n=0,1,2,...
Mit a = 4; definiere:

Xn(x) = sin(ntx), n=0,1,2,...



Separationsansatz fir ein Parabolisches Problem
Mit A = \,, die allgemeine Lésung von T'(t) = mx2T ist:
T(t) = cexp(—nPr2t)
Wegen der Randbedingungen u = up, 2, nimm T(0) = 1 oder
¢ = 1 und definiere:
Ta(x) = exp(—rPn2t), n=0,1,2,...
Die Fourier-Reihe Darstellung flr up sei

Uo(x) = % + ;[an cos(nmx) + Bpsin(nmx)]
wobei oy =0, n=0,1,2,... wegen der Kompatibilitatsbedingung
Up(x) = u(x,0) =0, x € 9Q2. Nun muss gelten:

> ynsin(nrx) Z%Xn X)Tn(0)=u(x,0)=up(x) = _ Basin(nmx)
n=1 n=1
oder

x,t) = Z Bnsin(nmx) exp(—nPr2t)
n=1



Eigenfunktionsansatz fir Evolutionsgleichungen

Analog zu einem System von GDG, u : R — R”",

u =Au, u(0)=u
kann die Losung einer Evolutions-PDG &hnlich entwickelt
werden.

Nimm an, A hat verschiedene Eigenwerte {);}7_, mit
entsprechenden Eigenvektoren {v;}7_;, die eine Basis fir R"
bilden. Also insbesondere 3{«;}? , sodass

n

Ug = Za,‘V,'

i=1
Dann ist die L6sung der GDG gegeben durch:
n

u t) = Za,-e’\ftv,-
i=1

Probe

Za, Nty —Za N Av; = Au(t Za,v,—uo



Eigenfunktionsansatz fir Evolutionsgleichungen
Nun in der PDG sei A ein Differential-Operator:
ur=Au, u(0)=u
Nimm an, A hat verschiedene Eigenwerte {);}7°, mit
entsprechenden Eigenfunktionen {v;}°,, d.h.
AV,':)\,'V,', i:1,2,...
Nimm weiters an, die Eigenfunktionen bilden eine Basis fur
einen gewissen Funktionenraum, in dem uy sich befindet:

= Zaivi(x)

i=1
Dann ist die Lésung der PDG gegeben durch:

u(x, t) = Zaie)\itvi(x)
Probe:

uy(x, t) Za,e I\Vi(x) = Za, M Avi(x) = Au(x, 1)

u(x,0) = ZOCIV/ = Up(X)



Eigenfunktionsansatz fir eine Warmegleichung
Beispiel: Au=uxy ,Q2=1(0,1),
Dom(A) = {u € L2(Q) : uxx € L2(Q),u = 0,00}
Man definiert den vollstandigen Funktionenraum:
LP(Q)—{ (2, L) = (R,B) / |p<oo} p>1
wobei B die Borel Mengen in R und L die Lebesgue
messbaren Mengen in Q sind.

Die Evolutions-PDG @5 kann so umgeschrieben werden:
ur=Au, u(0)=u
Die Eigenfunktionen {v,}> ; und Eigenwerte {\,}> ; sind
Vo(X) = sin(nrx), Ap=—-nPr?, n=12...
und ug lasst sich beziiglich der Eigenfunktionen so darstellen:

= Basin(nmx)
n=1
Die Lésung der PDG ist gegeben durch:
x,t) =" Bnsin(nmx) exp(—nPrt)
n=1



Eigenfunktionsansatz fur eine Wellengleichung
Beispiel: Mit Q = (0, 1) soll gelést werden,

Uyt Uxx Q x (0,00)
u = 0, 00x(0,00)
u = uy, Qx{t=0}
u = u, Qx{t=0}

Das Problem kann in erste Ordnung so umgeschrieben werden:

(o) (E o) (e) (4)o-(%)

Definiere

_ u _ 0 1 (U
=) A= (ko) w-(i)
mit

Dom(A) = {(u7 V)T e L3(Q) x L3(Q) : uw € L3(Q),u=v = 0,89}
Die Evolutionsgleichung hat nun die folgende Form:
U=AU, U(0)= Uy



Eigenfunktionsansatz fir eine Wellengleichung

Die Eigenfunktionen {V,}52_ . und Eigenwerten {\,}5> _
von A sind

_ sin(nmx) . B
h(X) = [ i sin(nmx) ] ., An=inm, n==+1,+£2, ...

Probe:

B inmt sin(nmx) . sin(nmx) B
AVn(x) = [ (inm)2 sin(nmx) ] N ’m[ inm sin(nmx) } = AnVi(x)

Die L6ésung der PDG lasst sich so darstellen:

o0

U(x,t) = nz Yn [ imsrirs]i(:(T;)):r)x) ] exp(innt)

0 _ inmt
— nm Yn Y—n e



Eigenfunktionsansatz fir eine Wellengleichung

Zur Zeit t = 0 gilt:
= 10 Yo —7-n | _ [ to(x)
_Zsm(mrx)[ imr] [%4—7 n]_[w(x)
Wenn ug und Uy folgende Fourier Reihen haben

= Zansm nmx), uy(x)= Zﬁnsm nmx)
n=1

n=1
muss gelten:

1 —1 Yn . 1 0 Yn — Y—n . Qn
[imr inm yn| | O inr Yn+v-n | | Bn

oder:

w |1 inm 1 an
_ Bn+inman _ Bn—inman
T g 2inn

Also

V—n=



Eigenfunktionsansatz fur eine Wellengleichung
Mit diesen Werten fir v, und ~_, ergibt sich

00 . 1 0 Bn+{'n7ro¢n I.nﬂ'Ol_n*,Bn einfrt
U(X, t) = ZSln(nﬂ'X) |: 0 inrm :| Bn—sz—l{%gran ﬁngllfrgran |: e—imrt :|
n=1

2inm 2inm

:ni:sin(nwx) [8 0 ] [ Bn/(nm) sin(nrt) + ap cos(nrt) }

inm Bn/(inT) cos(nmt) + i Sin(nmt)

Bncos(nnt) — nrap sin(nrt)
Die erste Komponente von U ist:
u(x,t) = sin(nx)[Bn/(nm) sin(nrt) + an cos(nmt)]

n=1

Probe: u(0,t) =u(1,t) =0,

. Bn/(nm) sin(nrt) 4+ o cos(nmt)
= E sin(nmx)
n=1 [ }

up(x,t) = — isin(mrx)(mrf[ﬁn/(mr) sin(nmt) + apcos(nrt)] = Uxx

n=1
o o0

u(x,0) =Y sin(nrx)an = tp, Ur(x,0) =Y _sin(nmx)B, = uy

n=1 n=1



Methoden der Fourier Transformierten

Beispielsweise soll fiir f € L2(R") gelést werden:
—~Au+u=f, uel?R"

Die PDG wird in eine algebraische Gleichung durch die Fourier

Transformierte transformiert.
Def: Die Fourier Transformierte von u € L'(R") ist
1 .
y / e *“u(x)dx, weR”
(2m)2 Jrr

und ihre Inverse Fourier Transformierte ist
1 e
/ e*“i(w)dw, xeR"
Rn

(2r)2

i(w) =

u(x) =
Satz (Plancherel): Sei u € L'(R") N L2(R"). Dann gelten

1,0 € L?(R) und
Ul 2@ny = 1101l 2(rny = 11U]] 2(n)-



Methoden der Fourier Transformierten

Def: Um die Fourier Transformierten von u € L?(R") zu
definieren, sei {ux} c L2(R") N L'(R") eine approximierende

Folge: I|m ug = uin L3(RM).
Wegen Plancherel gelten
k,|—oco
[0k — Ull 2oy = Uk — Ulll 2rny = [l — Uil 2ny " — O

Seien & und & die Limiten in L2(R"):
o= lim @ in L2(R"), U= lim Uxin L3(R").
k—o0 k—o00

Satz: Seien u, v € L2(R"). Dann gelten:

> o UVAX = [o, U Vdw,

> 0oU = (iw)®l, Vo 5 9%u € [2(R
u,vel'(R") = Uxv = (2n)2
u=(b)y.

(R"),
v und

v

v



Fourier Transformierte fUr ein Elliptisches Problem
Zu l6sen ist @), Da —Au so umgeschrieben werden kann:
—Au= ) a,0%u mit a, =-1,a;=2; sonst a, =0
|ax|=2
folgt mit dem letzten Satz,

—@:Zaaa/a\u:Zaa/w = Z 20

|ax|=2 |ax|=2
Also durch die Fourier Transformierte ergibt sich folgende
algebraische Gleichung flr &:
1

2 y _ 7 N — FE [= —
(Jw“+1)i(w) =fw) = Uu=TfFB, B(w)_1+\w\2

X2
Unten wird gezeigt, B(x) =272 [;°t 2 et~ at. Mit dem
letzten Satz folgt
fxB 1

Y09 = 2™ T 2 S

f(y)B(x — y)dy



Fourier Transformierte fUr ein Elliptisches Problem
Fir diese Formel fiir das Besselsche Potential B schreibt man,
1 = (1 4wP)
= e “dt
1+ Jw? /o

1 /OO e—l‘ </ eix~w—t|w2dw> dt
0 R"

und daher
1 .
- X) = o
<1 +\w|2>( )= @n?
Fourier Transformierte Gauf3sche Funktionen sind Gauf3sche
00 1 2
—tw?\” _ ixw—tw? _(T\z —x
(e )(x)—/_ooe dw—(t) e
Es folgt
n 0o n 2
iX-w—t|w|? — ixiwf—twl?: T\2 — X2
/Rne dw H/_Ooe <t)e ar
j=1
o0 x2
1/ 3ot at
22 Jo

1
(2m)?

und schliesslich
/oo —t </ eix~w—t|w2dw> dt =
0 R



Fourier Transformierte fur ein Parabolisches Problem
Zu losen ist:

u—Au = 0, R"x(0,00)
u = Uy, R"x{t=0}
Das Fourier transformierte Problem ist:
O+ |wld = 0, R"x(0,00)
o = b, R"x{t=0}
Die Lésung jeder w-GDG ist:
o k * g
(2m)?

O(w, t) = e 14 fp(w) =
k(w,t)
Der Faltungskern k ist gegeben durch:

2
x|

eix~w—t|w|2d — (2t _Qe_i
(27T)§ /n y ( ) 2 ar

und daher gilt: , (Siehe @)
ux.) = [ e u(y)dy
Rn

k(x,t) =

(471'1‘)g



Fourier Transformierte fUr ein Hyperbolisches Problem
Zu lsen ist:

u = uy, R"x{t=0}
u = 0, R"x{t=0}

Das Fourier transformierte Problem ist:
{ Oy + \w\zfj = 0, R"x (0,00)

{UﬂAU = 0, RnX(0,00)

u = Z\Io, R”x{t:0}
& = 0, Rx{t=0}

Die Losung jeder w-GDG ist:

N 1. ; ; N

U(w, t) = §Uo(w)[e”“‘" + e Ml] = gp(w) cos(tw)
Die Inverse Fourier Transformierte ist:

ux,f) = — / Bo(w) cos(t]w]) 6™ dw
Rn




Methode der Laplace Transformierten
Def: Die Laplace Transformierte von u € L1(R1) ist

U(s) :/ e Stu(t)dt, s>0
0
und ihre Inverse Laplace Transformierte ist
1 y+ioco stU d 0
- >
u(t) = 5 /Moo eStU(s)ds, t>
wobei alle Singularitaten o von U(s) erfiillen R(o) < ~.
Beispiel: Zu l6sen ist

u—Au = 0, R"x(0,00)
u = Uy, R"x{t=0}
Die Lésung ist gegeben durch
y+ioco

u(x,t) = 217”/ eS'U(x,s)ds, t>0
vy

—ioco



Laplace Transformierte fUr ein Parabolisches Problem
wobei die Laplace Transformierte U(x, s) erfillt

AxU(x,s) = / e ' Axu(x, t)at
OOO
= / e Stuy(x, t)at
0 oo
- s / e~Stu(x, t)dt + e tu(x, 1)|1=5
0

= sU(x,s)—up(x), xeR"

Hier ist partielle Integration zeitlich durchgefihrt worden.
Analog zum obigen Problem @3 ist die LOsung so gegeben:

/R Uo(y)B(x —y,s)dy

U(x,s) = (27r)3

wobei

1 v 1 [ ., [x]2
B(x,s)=|——)(x)= — t2e S" G gt
(x,5) <s+|w|2)” or | R
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