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1 Herleitung einer Wellengleichung

Problem: Betrachte eine elastische Kette, die kleine langslaufende Schwingungen durchlauft.
Nimm an, dafl die Querschnittsfliche A und die Dichte in der Ruhelage py konstant sind, und dafl
die Querschnitte wiahrend der Schwingungen eben bleiben. Sei x+u(z,t) die Lage des Querschnitts
zur Zeit t, der an der Lage x im Ruhezustand war. Setze voraus, dafl das Hookesche Gesetz giiltig
ist, d.h. fiir einen konstanten Elastizitatsmodul ist die Kraft die auf den Querschnitt in x wirkt
gegeben durch T' = AFu,. Zeige, dafl die Schwingungen durch die partielle Differentialgleichung
puy = Fug, beschrieben werden. (cf. Guenther & Lee, p. 5)

Losung: Die Annahmen sind:
a. Die Schwingungen sind nur langslaufend.
b. Die Querschnittsflache A ist immer konstant.
c. Die Dichte in der Ruhelage pg ist konstant.
d. Die Querschnitte bleiben immer eben.

e. Die Kette ist so flexibel, da3 die Belastungen nur orthogonal zur den Querschnitten tiber-
tragen werden.

f. Das Hookesche Gesetz gilt: Die Querschnitt-Kraft "= AFu,, und der Elastizitatsmodul F
ist konstant.

e Die PDG wird aus dem Newtonschen Gesetz gebaut: Die Anderungsrate des Impulses = der
Summe der Kréfte.

e Das Kettengebiet: 0 <z < L

/
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e Die Lage des Querschnitts: s(z,t) = x + u(z, t).

x u(x,t) bedeutet Kompression/Expansion.

¥ 5, >0=>14u, >0=u, > —1.

e p(z,t) = Dichte (Masse pro Volumeneinheit) an (s(x,t),t). (b)-(e) = p(z,y, z,t) = p(x, t).



e Die Masse zwischen z; und x9:

x2
m(xl,x2) = poA(IQ — Il) = A/ pgdl’
x1
(z2,t) T2 85
beim Massenerhaltungssatz = A / pds = A / p—dx
(21,t) T ax

= A/ (1 +ug)d

x1, T9 beliebig =
po = p(1l + uz)

eine punktweise Verwirklichung des Massenerhaltungssatzes.

e Der Impuls zwischen z; und x,:

T2 2
M (1, 29,1 A/( putds = A/ p(1 + ug)updr = A/ poudx
1, t 1 1

pu; = Masse x Geschwindigkeit (verteilt, d.h. es gibt ein Kontinuum statt einer diskreten
Menge der Massen.)

e Die Anderungsrate des Impulses zwischen x; und x»:

dM

d T2 xr2
B[
dt ai s pousd » potdx

e Die Summe der Krafte, zwei Typen:

* Schnittstellenkréfte: Druckspannung, Scherspannung, usw.

x Korperkrafte: Schwerkraft, elektromagnetische Krafte, d&uflere Belastungen, usw.

Schnittstellenkrafte

Kérperkréifte\

e Schnittstellenkrafte:

* (e) = Spannungen 7" nur orthogonal zu den Querschnitten.
x (b)-(e) =T =T(x,t) .

x Nettospannung auf der Kette zwischen x; und x, ist:
S(x1,x9,t) = T(x2,t) — T(x1,t) = AE[uz(x2,t) — ux(xq,t)].

o Korperkrifte-Schwerkraft:



* (a) = Korperkrafte wirken nur langslaufend.

* Nimm an, dafl die Kette vertikal in einem Schwerkraftsfeld ist (oder in einer &hnlichen
Weise in irgendeinem Feld liegt).

x Das Gewicht der Kette zwischen x; und xy ist:

s(xa,t) x2 Os 2
Wz, 12) = A/ pgds = A/ P95 e = A/ pogdx = Apog(wa — 1)
s x1 x1

("Elvt)

&= z

\ Fg:g<17070>7
Y L
g ist eine Konstante > 0,
Schwerkraft pro Masseneinheit

o Korperkrafte-Belastung:

* Nimm an, dafl eine dussere Kraft pro Masseneinheit f langslaufend wirkt.

x Die Belastung zwischen x; und x4 ist:
s(za,t) x2 Os x2
L(:)sl,xg,t):A/ pfds:A/ ,of—dx:A/ pofdx
s(z1,t) x1 Ox z1

e Newtonsche Gesetz: M

oder:
A/ pouydr = AE[u,(xg,t) — uy(z1,t)] + Apog(za — 1) + A/ pofdx

21 und x5 beliebig =
Poly = Eumm + PO(Q + f)

e Einfache Randbedingungen: Keine Schwingungen an den Enden, Enden sind befestigt:

u(0,t) = u(L,t) = 0.

2 Herleitung einer Warmeleitungsgleichung

Problem: Leite eine partielle Differentialgleichung her, die den Wérmefluss in einer diinnen
Stange mit einer konstanten Querschnittsfliche beschreibt. Nimm an, dafl die Stange isoliert ist
und Wérmequellen enthalten konnte. (cf. Guenther & Lee, p. 8)

Losung: Die Annahmen sind:

a. Energicerhaltungssatz: Die Anderungsrate der Energie in einem Volumen V = dem NettofluB
iiber den Rand V' + der Rate der erzeugten Energie in V.
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b. Die Stange ist isoliert, d.h. der WarmefluB am Rand der Stange ist null.

c. Es gibt mogliche Warmequellen in der Stange.

d. Die Querschnittsflache A ist immer konstant.

e. Die Stange ist so diinn, dafl die Materialeigenschaften in einem Querschnitt konstant sind.
f. Die Stange ist starr und bewegungslos, also:

* Warmeenergie ist der einzige Energietyp.

% Die Dichte ist konstant.

e Das Stangengebiet: 0 < x < L

8
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e Energie:

*

(f) = keine kinetische Energie.

* Die innere Energie pro Masseneinheit: e.

*

Die Energie in einem Volumen V = A X [x1, x9):

E = / pedxdydz = ...durch (d) und (e)... = A/2102 pedx
1% T

% Die Anderungsrate der Energie:
dE

%:A/I1 peidx

e Der Warmeflufl g pro Flicheneinheit zeigt von hoheren zu niedrigeren Temperaturen. Der
Nettoflul in V' hinein:

F = (hinein) — /av q - ndo
(b),(e) = q=1(q,0,0),q=q(x)... = —Alg(za)— q(z1)]

e Die Rate der erzeugten Energie pro Volumeneinheit: f. Die Summe in V:

S = /Vfdxdydz: )= f= f(a).. :A/Q:Q fdo



Energieerhaltungssatz:

dE
Z_F
7 +S

oder:

A/:2 peidr = —Alq(ze) — q(z1)] + A/:: fdx

x1, To beliebig =
per = —qz + f

Verbindung mit der Temperatur u?

Thermodynamische Beziehungen: In der Ruhelage (oder fast der Ruhelage) ist eine thermody-
namische Variable von zwei anderen bestimmt, z.B.

e =e(u,p), de = e,du + e,dp.

Vielfach gebauchlich:

* e, = 0.
* e, = ¢, die Warmekapazitat oder die spezifische Warme.

* Nimm an, dafl ¢ = Konstante.

Beziehung zwischen dem Warmeflul und der Temperatur: Fouriersche Gesetz.

*x Warme fliet von hoheren zu niedrigeren Temperaturen:
q=—kVu

* Nimm an, k& = konstante Warmeleitfahigkeit.
* (e> :> vu = <um707 0)7 q = <q707 0)‘

Zusammenfassung:
pcuy = kg, + f

Randbedingungen:
u u
mn=0 —(0)=—(L) =0.
gn=0 = SL0)=2(1)

3 Herleitung einer Spannungsfeld-Gleichung

Problem: Sei w die Auslenkung eines Trommelfells, d.h. einer zweidimensionalen Membran, das
mit einer Kraft pro Fliacheneinheit f belastet ist. Setze voraus, dafl das Trommelfell iiber ein
kreisformiges Gebiet C straff aufgespannt ist und am Rand 0C' befestigt ist, so dafl nur kleine
Auslenkungen w aus der Belastung f resultieren. Nimm an, daf§ die Auslenkung w die poten-
tielle Energie minimiert, unter allen glatten Auslenkungen, die am Trommelfellrand verschwinden.
(cf. Segel, p. 537)



a. Setze voraus, daf} die potentielle Energie Vi, die durch die Spannung der Membran erzeugt
wird, eine Funktion der Differenz des verformten und des unverformten Flacheninhalts des
Trommelfells ist. Fiir kleine Auslenkungen w, die auf C' = {(z,y) : 2 + y? < 1} definiert
werden, zeige, dal der Unterschied D zwischen der verformten und der unverformten Trom-
melfelloberfliche folgendermaflen angenédhert wird:

D= %/C(wi + w))dzdy.

Gib Bedingungen an unter welchen V, = T'D fiir eine Konstante T gilt. Erklére die Rolle
von T als die Spannung, d.h. die tangentiale Kraft, in der Membran.

b. Was ist der folgende Beitrag zur potentiellen Energie?

Vo= = [ wiay)f (e, y)dady

Denke an mechanische Arbeit.

c. Durch Minimieren der potentiellen Energie V' = V; + V,,, leite eine partielle Differential-
gleichung her, die die kleinen Auslenkungen einer kreisformigen Membran beschreibt, die
am Rand befestigt ist.

Loésung: Der verformte (D,,) und der unverformte Flacheninhalt (D) des Trommelfells:
D, = / [Py X ryldedy = ..vr = (z,y,w(z,y))... = / (1 + w? +w§)%d:cdy, Dy = / dxdy
c c c

Da (142)7 & 1+ L4e? (weil 1+ 2 m 142 + 1eh):

1
D =D, — Dy~ —/(w§+w2)d9:dy
2Jc Y

wenn |Vw| ausreichend klein ist.

Gegeben: V; = V(D). Wenn D ausreichend klein ist, ist V; &~ V5(0) +7'D. Weil wir uns immer
nur fiir potentielle Energie Differenzen interessieren, kann die potentielle Energie an einem
gewissen Punkt beliebig definiert werden. Nimm V;(0) = 0.

Einfache Erklarung von 7T
x Die potentielle Energie stellt das Potential dar, Arbeit zu machen, kinetische Energie zu
erzeugen.

x Je gespannter das Trommelfell ist (d.h. die Spannung 7" ist hoher), desto hoher ist das
Potential des Trommelfells, zuriick zur Ruhelage zu kehren.

x Daher passt: V, =TD.

Beziehung zwischen der kinetischen Energie K, der potentiellen Energie V', der Arbeit W, und
der Kraft F":

x Energieerhaltungssatz:

K +V = Konstante, AK + AV =0.



% Arbeit geleistet von einer Kraft F' fiir eine Versetzung s:
W=Fxs

* Arbeit—Energiesatz:
W =AK

* Zusammenfassung:
AV = -AK =-W =—-F x5

*

Im Trommelfell ist der Beitrag von f zur potentiellen Energie:
V, = — / Fwdzdy
c

f = einer verteilten Kraft pro Fliacheneinheit
w = einer verteilten Versetzung

e Detailliertere Erklarung von 7. Die Schnittstellenkréafte und die Korperkrafte, die auf einem
Fléchenelement w(S) des Trommelfells wirken:

= T, || =1

x f ist die vertikale belastende Kraft pro Flacheneinheit.

x T ist die tangentiale spannende Kraft pro Langeneinheit.
(Trotz der Dehnung, nimm an, da§ 7" konstant ist.)

x Die vertikale Komponente von T':

|T -e,| =Tsinf
T e ...]Vw| ausreichend klein...

%Ttané’:Ta—w
on

T =|T|

* Die Summe der vertikalen Krafte fur S:
Fy— / Fdady +/ 9% 4
s as  On

* Satz von GauB (u, v, 0 sind ausreichend glatt):

/Q vV 2udS) + /Q Vo - Vud = /a w2 ar

0 on



* Dabher:
Ta—wdl /Tv2wdmdy = Fg= /(f+TV2 Ydzdy, VS C C
x Die potentielle Energie erfiillt:

AV = —-F x s oder d—V:—F.
ds

Wir miissen irgendwie F' nach s integrieren, um V zu finden. Mit:
1
V= —/ fwdxdy + —T/ Vw - Vwdxdy
c 2 Je

)
sehen wir zunéchst, dafl % =—Fc..

e Um die potentielle Energie

1
—/ fwdzdy + —T/ (w? + w?)dzdy
c 2 Je v
zu minimieren, setzt man die variationelle Ableitung null:

5V d

e Hier ist h eine (glatte) Storung der minimierenden Auslenkung w, die auf dem Rand 0C' ver-
schwinden muss.

e Die variationelle Ableitung:

1
V(w+eh) = — /C f(w + eh)dzdy + 57 /C[(w +eh); + (w + eh)l]dxdy
d
ZV(w+eh) = - /C fhdady + T /C (W + eh)ohy + (w + eh),hy)dady
d
lim ~V(w+eh) = - /C fhdedy + T /C YV - Vhdzdy

e Mit dem Satz von Gauf:

/ YV - Vhdzdy = — / WV wdzdy + / (= —dl / WV 2 wdzdy
und: 5V
2 e
o (wih) = /C (f + TV2w)hdzdy (= —F2)

wie eine Richtungsableitung.

e Die Euler-Lagrange Gleichung:
oV
ow

weil der Trager von h beliebig klein sein kann.

(w;h) =0, Yh = f+TVw=0, Y(z,y)€C

8



e Randbedingungen: Das Trommelfell ist am Rand befestigt:
w=0, JC.

e Eine alternative Methode: Kréftebilanz,

Fg= /S<f +TV2w)dedy =0, ¥VScC = f+TVw=0, Y(z,y)€C.

4 Herleitung einer Konvektionsgleichung der Wahrschein-
lichkeiten

Problem: Sei p,(t) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da, nachdem die Zeit ¢ mit Korrekturlesen
eines ermiidenden Texts verbracht wurde, der Entwurf noch immer n Fehler enthilt. Nimm an,
dafl; mit Wahrscheinlichkeit pnp,,(t)dt, noch n Fehler zur Zeit ¢ bleiben, und genau ein Fehler im
Zeitintervall (¢,t + o0t) gefunden wird. (cf. Ockendon et al., p. 7)

a. Bemerke, dafl ein Entwurf mit n Fehlern zur Zeit ¢+ 0t nur aus jenen resultieren kann, die zur
Zeit t entweder n oder n+1 Fehler enthalten haben. Benutze bedingte Wahrscheinlichkeiten,
um zu zeigen, dafl:

Pu(t +6t) = p(n + 1)ppia(t)ot + (1 — pndt)p(t).

b. Definiere die Zufallsvariable v(t) als die Zahl der Fehler, die nach der Zeit ¢ gefunden werden.
Die erzeugende Funktion fiir v(t) ist p(z,t) = E[z"®] = 20 p,(t)z™. Zeige, daB, fiir
ot — 0, die Funktion p(z,t) die folgende Gleichung erfiillt:

o d n " o "
Z %55 = Z[M(n + 1)ppi1 — pnpy)x
n=0 n=0
und daf} daher: 5 5
P P
i —1)== = 0.
o0 THE g, =0

c. Nimm an, dafl es NV Anfangsfehler gibt, und zeige, dal das obige Modell zu der folgenden
Losung fithrt:
p(z,t) = (14 (z — 1)e ")V,

Interpretiere dieses Resultat durch die Beziehung zwischen p(z,t) und {p,}.

Losung: Definiere die Ereignisse:

A, = n Fehler bleiben zur Zeit ¢
B, n Fehler bleiben zur Zeit t + 0t

e Bemerke:
B,=(B,NA,)U(B,N A1), A.NA, =10

und daher auf Grund der Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten gilt:

p(Bn) = p(Bn N Ay) + p(Bn N Apgr)



e Gegeben: Die Wahrscheinlichkeit, dafl zur Zeit ¢t noch immer n Fehler bleiben und daf} zur Zeit
t + 6t noch immer (n — 1) Fehler bleiben, ist unp,(t)ot, d.h.

p(Bn—l N An) = ann(t)ét und p(Bn N An+1) = :U’(n + 1>pn+1(t)6t'

e Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt:

np, (t)ot
p(Baoi N Ay) = p(Buoa|An) - p(An)  oder  p(Bp_i|An) = % — yndt.
o Weil:
A, = (A, NB,)U(A,N B,_1), B,NB, 1=10
gilt:
p(An) = p(An N Bn) + p(An N Bn—l)
Also:
p(BulAn) =1 —p(Bp-1]A,) =1 — undt
e Dabher:
p(Bn N An) = p(Bn‘An> 'p(An) = (1 - Nn5t> 'pn(t)
e Zusammenfassung:
pu(t+6t) = p(B,) = p(By,NA)+p(B,NA,)
= p(n+ 1)pns1 ()6t + (1 — pndt)p,(t).

e Dabher: (¢ 46 0

O p,(t+ 0t) — p,(t n n

> ° ot e = Z (n+ 1)pnsa(t) — pnp,(t)]a

n=0 n=0

. dpn(t) , d ad d
_>Z pdt( >LL’ = szn—l—l +1_:uxzpn(t>
n=0 n=1

Weil es nur eine endliche Zahl der Fehler gibt (die a priori bekannt werden konnte), sind
die Summen endlich. Deshalb ist die Reihenfolge der Differentiation und der Summierung
austauschbar, und es folgt, dafl

Pt = WPz — UIPx

Zu einer gegebenen Konstante a, besitzt die PDG,
Pt + ap; = 0

eine Losung von der Form:
p(x,t) = g(t — z/a).
Probe:
P+ ape = g/(t — fa) +al~ g/t — 2/a)] =

10



Weil wir den Koeffizienten p(x —1) statt @ haben, konnen wir verniinftigerweise eine Losung
der folgenden Form suchen:

p(x,t) = g(t + f(x)).
Probe:
Ptz = Dpe = g'(t + f(2)) + plz — 1) f(2)g'(t + f(2)).
Damit die rechte Seite null ist, muss f(z) erfiillen:

() = ——— oder z) = log(1 — x) 7.
F@) = s () = log(1 — )
e Die Anfangsbedingung:
_J O n#EN _ N
pn(O)—{ L ne N =  p(r,0)=x

erfordert, dafl
g(log(1 —2)"#) =2V oder g(z) = (1 —e#)N

und:
pl,t) = {1 — expl—p(t +log(1 — 2) )}V = (1 + (z — 1)er)V.
o Weil: Lo ( )
n t) = —
N

gilt:

1 n—1

plt) = 5 | TV =] (1= e, <N =00 w

* Lm=0

Insbesondere:
pn(t) =M po(t) = (1 —e )N

und:

o= {2 12N = {07

und p,(t) fiir 0 < n < N spitzen zwischen ¢t = 0 und t = co.

e Fir N =3, =1, bemerke die Welle:

10 —

0.8 =

ps(t) = e

pa(t) = 3(1—e e

0.4 =

pi(t) = 3(1—et)2e?

L w = ey

0.0l T | P I}




5 Zwei-Punkt-Randwertproblem zweiter Ordnung

Problem: Zu gegebenen «, 3 € R und stetigem f konstruiere eine Losung des Zwei-Punkt-Rand-
wertproblems:

—u'(z) = f(z), =€(0,1), u0)=a, ul)=4.
Lésung: Durch Integrieren,
(@) + ' (0) = = [“u'(©ds = [ F()de
noch einmal:
—u(@) + u(0)(= @) + zu/(0) = / £)de + / 0)d¢ = / / F(n)dnde
= u(e) = a+ 2 / / n)dndé
B=u(l) = a+(0 // n)ddg
= WO =p-a+ [ [ o

N ()—a+x[ —a+// dndg] // n)dnde.

u(0) =0, u<1>:a+6—a+/1/§f<n>dnd£—/1/§f<n>dnd£=ﬂ
= —a+// n)dnd§ — / n)dn, u"(x)=—f(x)

Probe:

6 Greensche Funktion des Zwei-Punkt-Randwertproblems
Problem: Betrachte das Randwertproblem:
—u"(z) = f(z), x€(0,1), wu0)=u(l)=0

fiir eine stetige Funktion f, und bestimme die dazugehorige Greensche Funktion G, mit der die
Losung in der Form:

u(e) = [ Gl.) )y

dargestellt werden kann (cf. Tveito-Winther, p. 42). Beniitze diese Darstellung zur Berechnung
der Losung fiir f(z) = 2%

Losung: Ein Techniker-Ansatz. Zu einer gegebenen Differentialgleichung,

Du(x) = f(x), x€R"

12



wird die Greensche Funktion G(x, y) (die grundlegende Lisung oder Fundamentallosung) definiert
durch:
DG(z,y) =d(xz —y)

in der die Diracsche Delta (Pseudo) Funktion 0 (eine verallgemeinerte Funktion oder Distribution)
ist:
o) ={ ) TEY ot [ i vilniy =

00 T=1Y

fiir ausreichende glatte Funktionen v. Es gibt keine solche Funktion § € LP; aber es gibt Approx-
imationen:

/Rn de(x —y)dy =1

S @ = )y = o(a)

Y Hn=¢

und G kann aus den Approximationen konstruiert werden:
DG.(x,y) = 0.(x — y), G. =8 a.

Mit dieser Greenschen Funktion GG, konstruiert man:

u@) = [ Cle.y)fy)dy

so dafi:
Du(w) = [, DGl y)f W)y = [, 6z —y)f (y)dy = f().

e Es gibt hier viele Fragen iiber die Konvergenz wenn € — 0 (verschoben). Wir konnen auf jeden
Fall diesen Ansatz benutzen, um einen Losungskandidat zu konstruieren.

e Insbesondere betrachte:

und:
1
0 0 < - —
’ =+ =¥ e
82 1 1 1 GE(()?y) = 07
—@Gs(%y):&@_y): — y—2— < z < y+2—
c c c G.(1,y) =0.
1
0, y+ -~ S X S 17
2e

13



Also:

(1-y) 0 < 1
y)z, <@ < y-o
2 g1 (e — 2y)? 1
R N I R R
(®) = Tt e )Y e VT ST s VT,
1
y(1—x), y+5 < @ <l
G, G
| x | x
B (1—y):c, 0<z<y 8G(x,y)_ (1_9)7 0<z<y
G. — G(:E,y) = 9 =
y(l—=z), y<z<1 v —y, y<z<l1.
e Definiere:
1
u@) = [ Glyfwdy= [ Gayf@dy+ [ Gy )y
0 y<z <y
x 1
= (=2 [ wfdy+o [ 0=y )y
0 T
e Probe:

d(e) == [yf@y+ (1= 0ef@) + [0 =) f)t -0 - 2)f()
W) = ~2f(x) - (1 = 0)f() = ~f (2).

e Insbesondere mit f(x) = 2, ist u natiirlich wie folgt gegeben:

z3 zt
"(2)=—f(z)=—-2* = (r)= —5 ta u(x) = —1p tart b
0=ul0) = b=0 O—u(l) = a=t @)= """
=u =0, =u a=15 we)=—5—
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Mit der Greenschen Funktion,

uw) = (=) [Tufdy+e [ 0=y

o y3 y41
= (1—2)= L
( x)4+x[3 I|
_ 2 e 2 @ z-d
4 4 12 3 4 12

7 Randbedingungen der Poisson Gleichung
Problem: Betrachte die Poisson Gleichung mit Neumann Randbedingungen:
—u"(z) = f(x), z€(0,1), «'(0)=4'(1)=0.

Zeige, dafl die Mittelwertbedingung an f, fol f(z)dz = 0, notwendig und hinreichend fiir die
Existenz einer Losung ist. Weiters beweise, dass die Mittelwertbedingung an u, fol u(z)dz = 0,
die Eindeutigkeit einer Losung garantiert.

Losung: Sei u eine Losung.

e Notwendig: 1 1
/0 f(z)dx = —/0 u'(z)dr = —u'(1) +u'(0) = 0

e Hinreichend: Durch Integrieren, definiere:
z
u(@) = u(0)— [ [ f(€)dedn

Also: N
() = = [ f©d = w(0)=uw(1)=0

u'(z) = —f(x)

Daher ist u eine Losung.

e Nimm an, dafl uy, us zwei Losungen sind, die die Mittelwertbedingung,

/01 u(z)dx =0

15



erfiillen. Dann gilt:

uh(z) —uj(z) =c€ R

0=uy0) —uj(0) = ¢=0 = wu(zx)—uw(x)=beR

Oz/ol[ug(x)—ul(x)]dx:/olbdx = b=0
= uy(z) = ui(x).

8 Herleitung einer partiellen Differentialgleichung eines
Lieblingssystems

Problem: Leite eine partielle Differentialgleichung her, durch die Modellierung eines Lieblingssys-
tems. Verzeichne Annahmen und gib eine einfache Losung, die die qualitative Natur der PDG
zeigt (z.B. Wellen, Diffusion, Felder).

Losung: Schriftliche Aufgabe.

9 Nicht-viskose Burgersche Gleichung
Problem: Finde eine Losung der skalaren Erhaltungsgleichung (Burgerschen Gleichung):

+s, <0

ut+uuxzo7 $6R7t>0; u<x70):{_3 x>0

fiir die zwei Fille, s = +1. (cf. LeVeque, p. 28)

Losung: Bemerke, dafl die Losung der Konvektionsgleichung:
U +cuy, =0

die folgende Form hat:
u(z,t) = g(x — ct)

weil:
us + cuy = —cg'(xz — ct) + cg'(x — ct) = 0.

Das heifit, u ist konstant entlang den charakteristischen Kurven, x — ¢t = Konstante.

e Solche charakteristischen Flachen sind analog zu Eigenrdume in der Linearen Algebra, d.h.
Information flieft nicht von einer charakteristischen Flache, und ein Teil der PDG wohnt
streng darin.

e Insbesondere mit:

16



t=ux/c

& = t+cx
¢=Konstante n=Konstante

X

1 c +1 x N x| 1 c —1 13
n|] | -1 cf[t t| 1+ |+l cl||n]|
Mit der Kettenregel,

ue = upxe + ute = (14 ) euy +ug) =0

Uy = Uy +uty = (14 )7 ew — uy)

Daher wohnt die PDG:
ou

— =0 auf n=ct—x = Konstante.

23

e Fiir die Burgersche Gleichung, gibt es am Anfang:
up + u(z,0)u, =0

in welcher:
u(z,0), s =1 u(z,0), s =—1

e Deshalb gibt es die folgenden anfianglichen charakteristischen Kurven:
t t

rT=+t | x=—t

4\ SN

u(z,0) =+1 u(z,0)= -1 u(z,0) = -1 wu(z,0)=+1

e Weil u in diesem einfachen Problem konstant entlang der charakteristischen Kurven bleibt,
bleiben die (meisten) charakteristischen Kurven dieselben fiir ¢ > 0:

17



e In beiden Fillen, gibt es Unstetigkeiten an x = 0, ¢t > 0. Um diese Losungen zu iiberpriifen,
iiberlege die schwache Form, die von der Divergenzform hergeleitet werden kann:

1
Up + §(u2)m =0

Fiir beliebige x4, o:

/:2 ur(w, t)dz + %[Uz(xz,t) —u?(z1,t)] =0

1

Fir beliebige ¢4, to:

/ u(z, t2) — u(z, t1)]dz + % 102 (29, ) — w1, )]t = 0

1 t1

e Probe mit der Testzelle [—¢, +¢] X [t1, to]:
t

/0 [U(SL’, t2)=+1 - u(x7 tl):-}-l]dl"i‘

N .
N / e )1 — u(e, t1)—a]dat
N\

t2

N

T 1
u(z,t) =+1 u(z,t)=-1 9 J,

[u2(+8, t):(_1)2 — u2(—6, t):(+1)2]dt =0

und andere Testzellen sind tatsachlich einfacher.

e Probe mit der Testzelle [—¢, +¢] X [t1, t2]

18



/_ (. ta) =1 — u(e,ty)—1]da+ x //

[t )1 = ula, 1) a]de+ il

2 T
2 / +5 t =(+1)2 — U (—€,t>:(_1)2]dt =0 U(Zlf,t) -1 U(l',t) = +1
und andere Testzellen sind tatsachlich einfacher.

o Wir werden spater sehen, dafl die folgende Losung nattirlicher im zweiten Fall ist:

-1, r < —t
u(z,t) =19 x/t, —t < = < t
+1, t < z
10 Greensche Formeln
Problem: Mit dem Satz von Gauf,
/V-FdQ: F - #dl
Q 80
bestétige die Greenschen Formeln:
/ VV2udQ + / Vo vud = [ v2%r
Q Q a0 On
ov ou
2. o2 v 7v
/Q[uv v —oVuldQ) = /ag[uﬁn an]df

Losung: Definiere F' = vVu, so:
V-F = V- (vVu)=vV?u+Vov-Vu

F-n = vWu- n—v@

on’
Daher:

/vv2udQ+/Vv Vuds) = /v Fd = / F.fdl = /Qvg—ndl“

Nun erhalt man durch Subtraktion:

/vv2ud§z+/w-vud§z _ / WO ar
Q Q o0 On

/ WV20dQ + / Vu-Vod) — / WV ar
Q Q

ou ov
V20 — uV20 _ b
~ / v —uViuld = /39[U8n u@n]dr

19



11 Volumen und Oberflache der Einheitskugel

Problem: Leite das Volumen und die Oberflache der n-dimensionalen Einheitskugel her.
(cf. Forster, p. 145)

Losung: Sei 7,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.

e Bemerke, dafl die Kugeln:
Ky(r)y={z e R": ||z|| <r}

die Formel:

Vol(K,(r)) = r"Vol(K,(1))
erfiilllen. Diese Formel gilt, weil eine affin-lineare Abbildung f(x) = Ax + b die Formel
Vol(f(K)) = |det(A)|Vol(K) erfiillt, und daher Vol(K,(r)) = |det(rl)|Vol(K,(1)).

e Da K;(1) =[-1,1], folgt i, = 2. Fiir n > 1, wird 7,, mit dem Cavalierischen Prinzip berechnet:

Ki={zeR"": (z,t) e K}, Vol(K)= / Vol,_1(K;)dt.
R

e Nun gilt fiir die Schnittmengen: .

Vi=?

=\

K, 1(vV1=1), |t| <1 /ﬁ 1 =
{ C

—_

/)

0, [t >1

e Also:
Th = VOI(Kn(l)) = ‘/_11 V()l(KTL—I(M))dt
= /_11<m>"_1V01<Kn—1<1>>dt=Tn—1/_11(1—t2)”71dt
o Weil:

n—1

> dt = ..t = cos(z), dt = —sin(z), 1 — t? = sin®(z)...

e = /_11(1_t2)

= /: sin” ! (x)(— sin(z))dr = /07r sin"(z)dr = 2 /OW/2 sin"(z)dx

2
oder ¢, -ch1=—
n

3 5 7 n
erfilllen die 7,, die Rekursionsformel:

2
Tn = CpTp—1 = CnCn—1Tp—2 = W’rn—%

20



o Weil 1 =,

ok ok+1k
Tk =gy wd e = STy
e Mit der Gamma Funktion:
I'(n) = / t" e tdt
0
Nk+1) = k!
De+d) = (b+ DI = = AR 4] 1)
Fi) = vr
bekommt man die gilinstigen Formeln:
Tt T2
Ta=2k = 7= T = Tm
K5 T(5+1) -
2%k+1 2%t1 n oder 7, = (2 +1)
m ™ T2 2
Tn=2k+1 — = 3\ Tyn
[La. . 2al z Tkh+3) TG+D

e Die Oberflache w, der n-dimensionalen Einheitskugel S,,_; = 0K, (1) wird mit dem folgenden
Satz berechnet:

| f(@)d = /0 h [ /” - f(w)dS(x)] dr = /0 - [ /”5”21 f(rﬁ)dS(ﬁ)] = 1dr.

Mit f(x) = xk,q)(x),

1
= do = da = d d
o= [, XKa(n) (X)d® /Ha:||§1 © /0 l /”mH:T S(w)] r

_ /0 ' [ /”ﬂl:ldS(g)] r"‘ldr:%

=Wwn

und weil I'(m + 1) = mI'(m), (m = 5):

Wy = NT, =

L(z+1) I(%)
e Die Oberflache w, kann auch mit dem Satz von Gaufl berechnet werden. Mit F; = (..., z;,...):

/ d:z::/ v-F,-dm:/ Fi-ﬁda::/ nyda
<1 <1 =1 =1

in der n; die Komponente ¢ von n ist. Weil n; = x;, gibt eine Summierung;:

N, =N d:c:/ :c—/ :/ dx =
/Hmllﬁl llll=1 ; =17 Z [l]|=1

=1
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12 Losung einer Wellengleichung

Problem: Berechne die Losung der Wellengleichung;:

1, Jz] <1

Uy = Upe, TER, 1>0;  w(z,0)=0, u(:):,O):{ 0, |z|>1

Losung: Bemerke, dal die Losung der Wellengleichung mit Anfangswerten:

Uy = Cuzy, TE€ R, t>0
w(z,0) = f(zr) z€R
u(z,0) = g(x) xz€R

die folgende Form hat:

(0.0) = fa+et) + fa— et +o- [ gle)d
u(x, —5[ x+c x — ct)] 2—C/gc_ctg €.
e Mit g(z) = 0 und:
1,z <1
f(x)_{o, |z] > 1
ist:
1 1 1 -
)= g0+ fe=0l=3{ o B TIST 5l o BTUE

e Von der Draufsicht sieht die Losung wie folgt aus:

e Die drei-dimensionale Graphik ist wie folgt:
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13 Losung einer Warmeleitungsgleichung

Problem: Zeige, dafl
1 T
1) == |1+ erf [ —=
u(zx,t) 2[ er (\/E)]

mit dem sogenannten Fehlerintegral (error function)

erf (s \/, /
die Losung des folgenden Anfangswertproblems ist:
1, x>0
Up = Uge, TER, t>0; u(x,0)= %, x=0
0, <0

Losung: Fir t > 0, gilt u; = u,, weil:

/f ey _(%)2:}5( 1 ) r .
Ut — = —€ — ——3 = — 36 4t
(‘%\/_ N 2\ 22 4\/7t>
2
uw = /\/_ - 2 Le_(ﬁ) L = 1 6_%
8x\/_ NZ3 4t Art

1 (2 < 2x> T 2
Uy = € - | = — 3
Vant 4t INGE
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e Die Anfangsbedingungen werden erfiillt, weil:

1 1 +oo
54——/ e_€2d£ , >0
VT Jo 1, >0
1
= 5 7&7:0 —_= %’ l’:O
1 1 oo 0, <0
54_%/0 6_52d£ , <0

Das heifit, erf(+o00) = £1. Man kann auch diese Werte mit der Gamma Funktion wie folgt
rechnen:

—00 —+00 —+00
—/ e_C2dC = / e_£2d§ = %/ n%_le_”d'r] = %F(%) = ?
0 0 0

e Die drei-dimensionale Graphik der Losung ist wie folgt:

14 Losung einer Feldergleichung

Problem: Sei

9(¢) = % + i[ak cos k¢ + by, sin k¢|
k=1

die Fourier-Reihe der 27-periodischen Funktion g am Kreis K, = {(z,y) € R* : 22 + 4 = p} in

der Laplace-Gleichung:
Au = 0, innerhalb von K,

u = g, auf K,

1. Mittels Separations-Ansatz u(r, ¢) = R(r)®(¢) in Polarkoordinaten bestimme eine (formale)
Losung. Hinweise:
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(a) In Polarkoordinaten (r, ¢),
1 1
Au = U, + ;ur + T—2U¢¢-

(b) Die Losungen =%k > 0 und Inr (fiir A = 0) der Gleichung
MR+ 1R — AR =0
werden wegen der Forderung lim,_o R(r) < oo ausgeschlossen.

2. Als Anwendung erstelle eine Graphik der Losung fiir g(¢) = sin(3¢).

Losung: Mit einem Losungskandidat v(r, 0) = R(r)®(¢):

0= A=t 0+ 5y = RUPD(6) + TR(1)B(6) + 5 RN (0).

e Division durch R(r)®(¢)/r?* ergibt:
_@//(¢) B R//(,r.) 9 R/(,r,)

r° 4+ T,

®(¢)  R(r) R(r)

Die linke Seite ist eine Funktion von ¢, fi(¢), und die rechte Seite ist eine Funktion von r,
fo(r). Daher sind die beiden Funktionen konstant:

fi(9) = fa(r) = A

und:
Q"(¢) + AP(4) =0 rlrR (1)) — AR(r) = r*R"(r) + rR'(r) — AR(r) = 0.
e Mit der Substitution R(r) = F(log(r)):
R(r)=Flog(r) = [RE) = F(log(r))-

und daher mit s = log(r):
F"(s) — AF(s) = 0.

e Weil die Gleichungen fiir ®(¢) und F'(s) dhnliche Formen haben, machen wir eine Wiederholung
von solchen gewohnlichen Differentialgleichungen.

e Zu gegebenen stetigen Funktionen p(x) und ¢(x), seien u und v Losungen der gewohnlichen
Differentialgleichung zweiter Ordnung:

w” + p(x)w’ + g(x)w = 0.

Nimm an, da8 fiir irgendeinen Punkt xq die Vektoren (u(xg), u'(x)) und (v(z), v'(xq)) linear
unabhangig sind. Dann, wenn y eine andere Losung der Differentialgleichung in der Nahe
von g ist, gilt y(x) = au(z) + bv(zx) fir zwei Konstanten a und b.

Daher, wenn zwei linear unabhangige Losungen der Differentialgleichung gefunden worden
sind, dann sind durch lineare Kombinationen alle Losungen gefunden worden.
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e Nun suchen wir zwei linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten:
w” + pw' + qu = 0.

Weil die Differentialgleichung w’ = pw die Losung w(x) = e** hat, kdnnen wir verniinftig-
erweise erwarten, dafl die obere Differentialgleichung Losungen von der selben Form hat:

w(r) =e" = P +putq=0.
Das ist das charakteristische Polynom der Differentialgleichung mit den Wurzeln:

—p+d
p=——g d=p®—4q.
e Die Moglichkeiten sind wie folgt:

* d > 0. Zwei linear unabhangige Losungen sind:
u(w) = explb(—p+ Vd)a] und  o(x) = exp[b(—p — V)al.
x d < 0. Wegen der Eulerschen Formel:
¢ = cos(f) +isin(f), i=+—-1, 6ER

gilt:

exp[t(—p % vVA)z] = exp[L(—p F ir/[d])2] = e /2 cos(MU) F e/ sin(VU )

und zwei linear unabhéngige Losungen sind:

u(z) = e7P/2 cos(@x) und  v(x) = e P*/? sin(@x).

2

* d = 0. Eine Losung ist u(z) = e . Mit der Methode der Variation der Parameter suchen
wir eine zweite Losung der Form v(z) = u(x)c(z). Eine Summierung der folgenden

e qu(z) = ge(x)e P/
p'(z) = [pc () — gpPc(w)]e "/
V'(z) = ["(x) —pd(x) + 1pPc(x)]e P/
gibt:

0=20"+pv' +qu=eP"(x) = 1(p* —4g)—ac(zx)] = c(z)=az+b
und daher sind zwei linear unabhéngige Losungen:

u(z) = e/ und  v(x) = ze P2
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e Zuriick zu ® und F. Fiir eine bisher unbekannte Konstante A, erfiillt ®(¢):
" (p) + AP(¢) =0, ¢ €[0,27]
{ ®(0) = P(2m), P'(0) = P'(2m).
Aus dem bisher Gesagten, folgt nun, daf die allgemeine Losung des obigen Gleichensystems:
D(¢) = Acos(VAp) + Bsin(VAp)

lautet, was giinstiger mit exponentiellen Funktionen ausgedriickt wird, falls A < 0. Um die
Randbedingungen zu erfiillen, muss diese Losung erfiillen:

Acos(2v/m) + Bsin(2V/Ar) = A
{\/XAsin@\/Xw) + VABcos(2V A1) = BV

oder:

e e 18] -1 5]

Wenn (A, B) # 0, ist dieser Vektor ein Eigenvektor der Matrix M auf der linken Seite.
Dabher ist:

0 = det(M — I) = (cos(2VAm) — 1)2 + sin?(2V A7) = 2 — 2 cos(2V/Ar)
und cos(2v/ A1) = 1 impliziert, daf:
AT =2km, k=0,1,2,...
Dadurch ist A bestimmt. Mit diesem Resultat, definiere A\, = k%, k = 0,1,2, ... und:
Oy () = Ay cos(ko) + Bysin(kg), k=0,1,2,...
e Nun mit A = A\; miissen die Funktionen Fj(s) erfiillen:
F!(s) = MFr(s) =0, k=0,1,2,...
Von den oberen Tatsachen ist die allgemeine Losung wie folgt:
Fo(s) = Co+ Dps, k=0
Fi(s) = Cpe™ + Dpe7®s, k=12 ..
oder mit Ry(r) = F(log(r)):
Ro(r) = Co+ Dglog(r), k=0
Ri(r) = Chetklos() 1 pye—kloglr),

= CkT’+k—|—Dk7’_k, k=1,2,...
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o Jedes Produkt @4 (¢)Rk(r) ist (mindestens irgendwo) harmonisch (erfiillt die Laplace Gle-
ichung), und daher ist die folgende Summierung harmonisch:

on(r, ¢) = l; Ry (r)®x(9).

Wir vermeiden die Fragen iiber die Konvergenz und nehmen v = v, als einen Kandidaten
fir die Losung . Damit v harmonisch innerhalb von K, sein kann, muss v in diesem Gebiet
glatt sein. Insbesondere ist:

lii% Ri(r) < o0

und daher sind D, =0, £k =0,1,2,...

e Damit v die Randbedinungen v(p, ¢) = g(¢) erfiillen, miissen die Koeffizienten erfiillen:

ApCh + i Crp" Ay cos(kp) + By sin(ko)] = % + i[ak cos(k¢) + by sin(ko)]
k=1

k=1
oder: a0 . .
ApCp = 5 Cep"Ar = ag,  Cirp" By = by.
Dann ist: N .
v(r, ¢) = % + kzl (%) lax, cos (k) + by sin(ke)]

e Wenn g € L*([0,27]), kann man zeigen, dafl {vy} eine Cauchy Folge in einem gewissen Raum
ist, der die Ableitungen zweiter Ordnung mifit. Daher hat v = wv,, Ableitungen zweiter
Ordnung und Av = limy_.o Avy = 0. Da v = g auf K, ist u = v die (eindeutige) Losung.

e Wenn g = sin(3¢), ist die Losung:
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e Wenn es nur bekannt ist, da§ g € L?([0, 27]), konnen wir wie folgt argumentieren.
x Seien {fr} die Eigenfunktionen des reguldren Sturm-Liouville Systems:

a
dx

5|+ nlo) — el =

mit Randbedingungen:

agu(a) + ayv'(a) = 0, Bou(b) + i/ (b) = 0 (oo # 0 # [ofr)

oder:
u(a) = u(b), u'(a) = /(D).

Das heifit, p(x) > 0, x(x) > 0, und ¢(z) sind glatt im Intervall [a,b], und zu jeder
Eigenfunktion fy gibt es einen Eigenwert A\, so dafl das Paar (A, fr(z)) das obere
System erfiillt. Dann sind die Eigenfunktionen komplett, d.h. wenn:

/ab rk(z)f(x)*dz < oo

dann gibt es Konstanten {c}, so daB:

lim bn(x) lf(x) — zn: crfr(z)| dr=0.
k=0

n—oo a

* Weil das System fiir ®:
(9) + AD(¢) =0, ¢ € [0,27]
{ ¢(0) = d(2m), P(0) =d'(27)
ein regulares Sturm-Liouville System ist, sind die Eigenfunktionen:
{1, cos(k¢),sin(ko) } (fiir die entsprechenden Eigenwerte {k%})

komplett. Daher gibt es Konstanten {ag,ax, b}, mit denen g wie folgt dargestellt
werden kann:

9(¢) = Qo + i[ak cos k¢ + by, sin ko).

2 k=1

Dann geht die Losung, wie vorher gegeben.

15 Viskose Burgersche Gleichung
Problem: Nimm an, dafl u© das Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung erfiillt:

U = MUz, TER, t>0
u(z,0) = f(z), =€ R.
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a. Zeige, daB v = —2pu, /u die folgende viskose Burgersche Gleichung erfiillt:
UVt + VU = UWUspyg,s reR, t>0.

Bemerkung: Das ist vielleicht der einzige bekannte Fall, in dem eine Losung einer nichtlin-
earen PDG von einer Losung einer linearen PDG bestimmt wird.

b. Mit diesem Resultat und der allgemeinen Losungsform der Warmeleitungsgleichung;:

u(z,t) =

e [ e | ra

zeige, daf die Losung des Anfangswertproblems fiir die viskose Burgersche Gleichung;:

V0V = Uy, reR, t>0
v(z,0) = rk-sgn(z), r€ R

wie folgt ist:

1 erf Kt +x
1 — h(x,t) , i/ VAt
T hy M k)= Kt—x)
’ 1- erf( )

v(z,t) =k

c. Mit diesem Resultat, bestétige die unteren Losungen mit verschwindender Viskositat, die
dem Limes p — 0 entsprechen. Falls kK = —1, tritt die Druckwellenlosung auf:

lim v(z,t) = —sgn(z).
u_—>_01

Falls k = +1, tritt die Verdiinnungwellenlosung auf:

-1, z< ¢
lim v(x,t) =< x/t, |z| <t
o +1, t<u.
Losung: Mit v = —2uu, /u,
UgtU — UypUt UUL Ut — U Uyt
o= p— e = 5
U U
T _2Mumu2— ufc <_2M%> _ 9 22uumum; 2u;,
U U U
o —3UUGU gy + U Uy + 2u
—Wge = 2 3
U
e Also erfiillt v die folgende Beziehung:
2
Vg + VVp — WUzy = —g [uuxut - u2uxt — PUUZ Uz + ,uu2umx]
U
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e Mit der Anfangsbedingung v(z,0) = & - sgn(x), ist die Anfangsbedingung fiir u wie folgt:

(e, 0) -k <0
_9 z\4Ly _ . _ _
i w(z.0) K - sgn(x) 0 z=0

+rk x>0
oder: o
— <0
20 v
log[u(z,0)] = 0, =0 = u(z,0) = exp [—@]
1
KX
>0
2 v
e Mit der allgemeinen Losungsform ist
L e | (—=y)?]
1) = / — L0)d
u(z,t) T ) P | u(y, 0)dy
/*"O (z —y)?] wy)
= — exp |— exp | ——
VAamut Jo P i At P 20 4
10 (v —y)? Ky
— — —\|d
+ \/47T,[Lt\/—oo pl At P +2,u Y
1 1 2 [+ 1 5 K(kt —212)]
= ———— o t— —d
2\/4,ut\/7_r/0 R (y+ (st —2))"+ = |
11 2 ptoeo 1 9 (kt + 2x) ]
—— - t d
+ 5 4Mﬁ/o exp | = (0 (et )+ Sy

e Fiir diese Integrale betrachte:

a(y+b)? +cd &= y+b 2e° / —a£2d \/_f n 2e° o0 _772d _
NG / § ! "

e’ 2 oo 5 2 bv/a ) €€
=) eTdn— —= “Tdn| = f(c0) — erf = 1 —erf
Ja [ﬁ/o e "dn \/7?/0 e dn] \/a[er (00) — erf(by/a)] [1 — erf(by/a)]
e Dabher ist: ) ) ] ]
(.1) — le K(Kkt — 2x) | erf Kt —
u(z,t) = exp — r Wi
+ 1 ex _7,{(,“ i Qx)_ 1 —erf it + 2]
2 P L Ap | RYZT
o Weil:
k(kt + 2x) Kt + x 2 x? k(kt — 21) Kt —
A T e £ _ 2 A ¢
exp [ m ] Oyer [ 4%”1 NG exp [ m t] exp [74}1 der Ta



ist:

K [ k(kt + 2x) ] Kt + x|
(z,t) = — ——— | (1 —erf
ug(z,t) I exp T ( er _ —4,ut_>
K [k (Kkt — 27) | [kt — ]
- — — | |1 —erf
” exp ” ( er i )
und:
Kt — @ Kt +x
1 — erf Rl
w1 ) e - )
vz, t) = 2u———2 = kK
ulz, ) 1 —erf o + e/ 1 — erf it
4t 4ut
1 — orf Kt +
1—h(x,t) .y VAt
= K- , h(x,t) = e™/H
1+ h(z,t) Kt — T
1 —erf
4ut
e Nimm x = —1. Entlang x = ct ist:
—1
1 —erf [( 2+ C)\/%]
lim h(ct, ) = lim e~ct/* VI
p—0 p—0 (=1 — )Vt
1—erf|—F—
2\/1
Fir ¢ > 0:
lime ™" =0 wund lim1— erf (-1-ovt = 2.
u—0 u—0 2\/ﬁ
FirO<e<1:
lim 1 — erf [ SLEOVE)
p—0 2\/1
und fiir ¢ > 1:
lim 1 — erf l(_l + C)ﬂ] = 0.
p— 2./l
Daher gilt A — 0 und:
lim v(ct,t) 0
im = =—1.
s Olv ct, K 0

Fur ¢ < 0:

lime " = 400, und lim1— erf
=0 pu—0

[(—1232)@ .

Fur -1 <e<O0:

lim 1 — erf lﬂ] _y
p—0 2\/ﬁ
und fir ¢ < —1:
lim 1 — erf l(—l—ic)\/l_f] —0t.
p—0 2\/;7
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Daher gilt A — 400 und:

1—
lim v(ct,t) =k - S —
uj_Ol 14+ o0
Firc=0,h=1und v =0.
e Nimm x = +1. Entlang x = ¢t ist:
| of l(l;i)ﬂ
lim h(ct, ) = lim e/# v
p—0 1—0 (1—c)Vt
1—erf | ———
2\/1
Firec> 1:
1-— 1-—
hml—ef[( C)\ﬂ 2, liml—efl( C)\ﬂ 1
AN 2R Al 2V
und: ,
1
e I R e
lim Vi = lim T a o
p—0 [ ct] p—0 ct [ ct]
exp |—— — exp | ——
T T 1

Daher gilt A — 0 und:

1-0
1 = =Kk = +1.
MILHO v(ct,t) =k 70" +
k=41
Fur ¢ < —1:
1 1
lim 1—erf[( *C)\ﬂ ~ 2 lim 1—erf[( *C)\ﬂ
L ad “zy ol
und:
[ct] ct [ct]
exp |— —— exp | —
| : 1 1
i = lim
p—0 (1—c)Vt p—0 2 (1—¢)%t] (1 —c)Wt
erf | ————— —exp |—
2\/1 VT 4p Ap3/?
. 2c |[mt l(l + 0)21&]
= lim — exp = +o00.
n—=0c—1\ p 4p
Daher gilt h — 400 und
1—o00
ulino v(ct,t) =k T oo K

k=+1
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Fur -1 <e<0:

lim h(ct, t) =
pu—0

o cal ( JA+ovi ] 2 I+t (L4t
5 €Xp 1—erf|———| | +exp s OXP |
i I 2./ pl T A 4y
H=0 2 (1—c)Vt (1—c)*t
NCEVER B
1+c)Vt
5 1—erf[< )\/_] 1
= lim —=/mt GAV/I
u—0c—1 (1—|— )t 1—c¢
ex
VI exp I
2 (1+c)\/ie l (1+c)2t]
Xp | ————
1 4p/? 4
_lte g = f p ]
1—c H—>OC—1 +(1+ c)*t . (1+c)t
X S
2yp - Apd? P A
1—|—c+1, 20\/—t 2(1 + )Vt 1+c+ 2¢c 2 1—c
= im T = =
l—c wo0c—1 Viu+(1+¢)?t] 1—¢ c¢—114c¢ 1+c
d:
un L.
lim v(ct,t):ﬂ:c:f.
pn—0 +1_C t
w= 1+4+c¢
Fir0<e< 1t
lim h(ct,t) =
pu—0
2 (1+e)vt [ (1+c)2t]
4p/? 4
lim VT A o 5
u—>0c_te o . f(l—c)\/f ot 2(1—0)\/1_5 (1—c)t
5 €XP p er 72\//7 + exp \/_ 4M3/2 ex
I
1
1-— t
(14 c)y/p (1 —erf (1=—ovi »
1+C+l’ 2\/1 {1—%0 0} 1—-c
= |—— 4+ lim = |— =
1-— —0 1—c)? 1-— 1
c n 26\/76Xp[< 40) t] c +c
n
und:
1-c¢
lim w(ct,t) l+c_.-72
nw—0 _|_1_C t
w= 1+4+c¢
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16 Allgemeine Losungsform einer Transportgleichung

Problem: Nimm an, dal ¢ € R und b € R", und leite eine Formel der Losung des folgenden

Problems her:
u+b-Vut+cu = 0, reR" t>0
u(z,0) = g(x), =€ R"

Losung: Definiere z(s) = u(x + sb,t + s) so daB

d
@z =Vu-b+u = —cu= —cz.
ds
e Dabher ist:
2(s) = ke™, k= 2(0) = u(z,t).

e Mit der Anfangsbedingung:
g(x —bt) = u(x — bt,0) = z2(—t) = u(zx,t)e”

und:
u(z,t) = e “g(x — bt).

e Betrachte die Methoden von Problem 9. Nun definiere:

t=-b-x bt ==x
VE-Vn; =0 V¢ = (b,1)
§ = b-x+t
m = x;— bt §=Konstante n;=Konstante
recR"
o Mit der Kettenregel,
o K Oy -
U = U+ Y uy, = ue— Y uyb;
ot = "ot =
23 & o
Uy = uﬁa—% + ;“n Oz, = uchj +uy,
b-Vu = (b-b)ue + > uyb;
i=1
und:
g +b-Vu+ cu = ug(l+|b]?) +cu=0 = Yo °
! ¢ w1+ b2
Daher ist:

u(x(&,m),t(&n)) = f(n) exp [_1 +C€|b|2]

in welcher (x(&,n),t(&,n)) die Inverse der Transformation (£, 1) = (b-x+t,  —bt) darstellt.
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e Mit den Substitutionen £ = b-x 4+t und n = x — bt ergibt sich:

u(x,t) = f(x — bt)exp l_c(;)_’_im‘;‘;t)]

e Mit der Anfangsbedingung bekommt man:

cb-w]

ch-x
1+ |b]?

= @ =g |

o(&) = u(e.0) = f(a)exp | -
uta(em)t(em) = almesp | 23S
Mit den Substitutionen £ = b-x + ¢t und 7 = & — bt erhilt man schliellich:

cb-x—b-bt—b-x—1t
u(x,t) = g(x — bt) expl ( T+ o )

] = g(x — bt)e .

17 Rotationsinvarianz des Laplace-Operators
Problem: Beweise die Invarianz des Laplace-Operators im R",

Ayu(y) = Ayu(Azx)
fiir Rotationen y = Az mit orthogonalen Matrizen A.

Losung: Mit v = u(y) und y = Az,

0 N 8y2 N ou
—u(Azx) = -z .
aa:k“ z) = 0 0:L'k = 0y (y)aix
und:
5?2 o N N 9% ay N N 9u N 5%u
u(Az) = — U i =Y —
() = zl w=3 zaylayj Dl } 23 5y, W = 2

18 Gegenbeispiel fir ein Maximumprinzip

Problem: Betrachte den folgenden Satz. Sei 2 € R" ein beschrankter Bereich. Nimm an, dafl
¢ > 0 eine glatte Funktion ist, und definiere «* = max(u,0) und v~ = min(u, 0). Dann :

Au>cu = maxu(z) <maxu’(x), und Au<cu = minu(z)> minu ().
zcQ) eI e eI

Insbesondere wenn Au = cu, dann

ma fu(a)] = max [u(a)].

Nun finde ein Gegenbeispiel, das zeigt, dafl dieses Resultat nicht gilt, wenn ¢ < 0.
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Losung: Nimm:

c=-n, Q=(0,2r)" und u(z)=]]sinz.

Dann gilt:
Au=> upy =—Y u=-nu und u=0auf Q.

1=

1
Aber es gibt Maxima und Minima in Q: w(%,5%,...,%) =1und u(3, 5, ...,

19 A Priori Schranke fiir die Poisson Gleichung

Problem: Wenn B(0, 1) als die abgeschlossene n-dimensionale Einheitskugel definiert ist, beweise,
daB:

1
< -
Lax |u()] x| l9(@)l + 5 LA |f ()]

wenn u eine glatte Losung des folgenden Problems ist:

Au = f, xe€ B(0,1)
u = g, xe€dB(0,1).

Hinweise:

i. Nimm an, dal Au > f, und beweise, daf3:

1
< + - .
Jmax u(x) < max g7(x)+ 50 max |7 (@)

Dann folgt das Resultat, wenn diese Ungleichung mit v und —u angewendet wird.

ii. Um die Ungleichung zu beweisen, definiere:

— + h
v(w) = max g"(y)+h(z) max [f~(y)

fiir irgendein A(x), so daf v > uw auf 0B(0,1) und Av < —max|f~| < Au auf B(0,1).

Losung: Nimm an, dafl Au > f. Nun nimm:

1

h(x) = —(1 — |z|?
(x) 2n( || )
so daB auf 0B(0, 1),
— + — + >
v(x) Jonax g (y) o (y) > yomax u(y)

und in B(0,1),
Av= max |f (y)|Ah=— max |f (y)| < Auw.

yeB(0,1) yeB(0,1) -
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Wegen dem Maximumprinzip ist u < v in B(0,1). Weil:

1
h < —
(@) < 2n
in B(0,1) ist:
1
< + — “(x)].
0 ) S B ) o 2 1)
Nun nimm an, dal A(—u) > (—f), so daf:
max [—u(x)] < max [—g(x)]" + L max |[—f(x)]7|.
xeB(0,1) — 2cdB(0,1) 2n xeB(0,1)
Dann gilt:
A lu(x)| = max{m;%gl) u(x), mé%?é,‘l)[_“(w)]}

IN

+ _ +
max{_max g'(z), max [—g(x)]"}

+ o-max{ max [f(x)], max |[-f(z)]"[}

on zeB(0,1) " 2€B(0,1)
g(@)] + = f()]
= ma. xXr — 1mna. ).
a:eaB(%,l) g 2n a:EB((i(l)

20 Maximumprinzip fiir den Laplace-Operator

Problem: Sei u eine Losung der Gleichung Au = u? —u auf einem beschriankten Gebiet Q. Nimm

an, dal u = 0 auf 09). Beweise, dafl u € [—1, 1] {iberall in Q. Kann u die Werte 41 erreichen?

Losung: Nimm an, da u(zy) = M > 1 ein Maximum an x, € € ist.
e Definiere K als die Zusammenhéngskomponente von {z € 2 : u(x) > 1}, die xy enhélt.
e Nun definiere die Funktion v(z) = 1. Dann gilt:

Av=0<u®—u=Au in K

und:
v=1=wu oder v>u auf 0K.

Wegen dem Maximumprinzip ist © < v =1 in K, aber das widerspricht der Definition von K.

Auf &hnliche Weise kann man zeigen, daf§ kein Minimum u(zy) = M < —1 existieren kann.
Daher ist u(z) € [-1,1] in Q.

Tatsachlich kann weder v = —1 noch u = +1 in {2 gelten. Das kann man wie folgt beweisen.
Siehe das folgende Bild fiir die Geometrie:
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Nimm an, dafl u = 1 auf einer Flache S (oder an einem Punkt) in €.

Weil u glatt ist, gibt es eine Kugel B(y, R) C €2, die S an einem Punkt zy € S beriihrt, und in
der u < 1 gilt.

Nun definiere A, als die Zusammenhéngskomponente von B(y, R), deren Abschluss xy enthélt,
und in der 1 — e < u < 1 gilt. Tatséchlich gilt u =1 — ¢ auf I'y = 0A. N B(y, R). Fiir das
Folgende, definiere auch I'y = 0A, — I';.

e Nun definiere eine Hilfsfunktion:
w(z) = e~lewl _ gmol?
e Wir werden die Parameter von w angemessen wahlen, und zeigen, dafl
l—u>ew auf 0A, und Al —u) <eAw in A..
e Wihle R, o, und einen Wert p wie folgt:
e~2/3 9 3 2R

5 > R7, a:2—R2 und p:?.

e Dann gilt:
e—ap2 . €_aR2 _ 6_2/3 . 6_3/2 < 1.

o Weil u glatt ist, kann ¢ klein genug gewédhlt werden, so dal A. C A(y; p, R), wobei A(y; p, R)

den Ring mit dem Zentrum y, dem inneren Radius p, und dem aufleren Radius R darstellt.

Weil die Funktion:
f(r)= e—or [4a2r2 — 2a]

ihr Maximum an r» = R hat, und weil:

folgt nun:

Aw =™ 4’|z — y|” = 20] = f(lx —y) > 2 in A(y; p, R).

e Weiterhin gilt:
2 2
w< e W — e — o723 _ o732 o1 auf I'y.
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Daher gilt:
1—u

e > ew aufly
1—wu =

ew auf I'y

AVANT
o

oder:
1—u>ew auf 0A..

Weiterhin gilt:
Au=u*—u>—e(l—¢)(2—¢)>—2e>—cAw in A,

oder:
A(l —u) <eAw in A..

Wegen dem Maximumprinzip ist 1 —u > ew in A..

Also gilt fir A, 3 x — xq:

g—z — u(zg) —u(z) > —clw(xg) —w(z)] — —52—: >0

aber das ist ein Widerspruch, weil u(zy) = 1 ein Maximum ist, und du/dn = 0 gelten muss.

21 Subharmonische Funktionen

Problem: Eine Funktion v wird subharmonisch in U genannt, wenn:
—Av <0 in U.

a. Beweise, dafl das Folgende gilt, wenn v subharmonisch ist:
v(z) < ][( )v(y)dy VB(x,r) C U.
B(x,r

b. Beweise, dal daher maxg v = maxyy v.

c. Sei ¢ : R — R eine glatte und konvexe Funktion. Nimm an, daf§ v harmonisch ist, und dafl
v = ¢(u) gilt. Beweise, dafl v subharmonisch ist.

d. Beweise, dal v = |Vu|? subharmonisch ist, wenn u harmonisch ist.

Losung: Definiere die Funktion:

o(r) = ]éB(:c T)v(y)dy = ][8B(0 1)U(SL’ +rz)dz

e Nach der folgenden Rechnung ist ¢'(r) > 0.

y—x
/ — . d = . d
¢'(r) 7[8B(0,1) Vo(x +rz) - zdz faB(m) Vo(y) Yy

,
ov 1 ov
B ]éB(x,r)%(y)dy ~ na(n)rn? /e)B(x,r)%(y)dy
r 1 r
_r - > 0.
na(n)r? /B(x,r)AU(y)dy n]{B(m,r)AU(y)dy z 0
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Hier ist a(n) das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel, und y = = + rz. Zwischen
den letzten zwei Zeilen ist eine Greensche Formel benutzt worden.

o Weil ¢/(r) > 0, gilt:

dy 2 li dy = v(z).
][{;B(I,T)U(y) y= EI—I}% aB(w’er)rU(y) Y U(;U)

Also:

/B(“) v(y) = /OT l/@B(I’S) v(z)dz] ds > v(x) /OT na(n)s" tds = a(n)r"v(z).

e Nimm an, dafl

an einem Punkt xy € U gilt. Wegen des Teils (a) und der Ungleichung v(y) < M in U, gilt
die folgende Gleichung fiir 0 < r < dist(xq, OU) = 7¢:

M =v(xy) < v(y)dy < M = Mdy

B(I,’f‘) B(ZB,T)

oder:
0= M —wv dy.
f(m)[ (y)] Y

Weil der Ausdruck in den Klammern niemals positiv in U ist, gilt v(y) = M in B(xg,r).
Insbesondere mit 1 € OU und ||z1 — x| = 70, gilt:

maxov = v(xry) = lim v(y) = M = maxw.
xedlU ( 1) B(zo,r0)3y—x1 (y) zel
e Mit v = ¢(u) gilt die folgende Ungleichung;:

n

Av = Zn: Vppap = Zi: O [ (Wug,] = > [gb"(u)uik + cb'(u)uxkxk}

k=1

E
—_

= ¢"(uw)|Vul’ + ¢(w)Au = ¢"(u)|Vul* = 0.

e Mit v = |Vu|? = Vu - Vu gilt die folgende Ungleichung:

M=

AU:ZU%% = QZak[Vumk-Vu] = 2

k=1 k=1 k

Vg2, - Vu+ Vug, - Vg, ]

1

= 2V(Au)-Vu+2D*u: D?*u = 2D*u:D*v > 0

wobei D?u : D?u die Summe der Quadrate der zweifachen partiellen Ableitungen darstellt.
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22 Poissonsche Formel fiur den Halbraum

Problem: Sei u eine Losung des Problems:

Au = 0 in R
u = g inORY

wobei R, = {x = (21,2,...,2,) € R" : x,, > 0}, d.h. v ist durch die Poissonsche Formel fiir den
Halbraum gegeben. Nimm an, da g beschrénkt ist, und dafl g(z) = |z| fir € ORY, |2| < 1.
Beweise, dal Vu nicht beschrankt in der Néhe von z = 0 ist. (Hinweise: mit e, = (0,...,0,1),

schétze [u(Ae,) — u(0)]/A ab.)

Losung: Die Losung u erfiillt die Poissonsche Formel fiir den Halbraum:

. 2z, g(y)
u(z) = /8R1

na(n) z =yl

e Der Poissonsche Kern K (z,y) erfiillt:

22,

K(z,y) = /E)Rn K(z,y)dy =1
+

na(n)|z —y[*’
wobei a(n) das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.
e Dabher erfiillt der Quotient [u(Xe,) — u(0)]/A die folgende Ungleichung:

u(Ae,) — u(O)’
A

_ g(y) — g(0)
- /m K(Aen,y)fdy’

|l 9(y)
K(Xew,y) 2 d K(Aep, y) 222d
(Aen, y)=dy + A (Aen, y)==dy

/61-':103(0,1)

9 lyl
= ———dy
na(n) JarmnB(,1) A2+ |y|?]2

A%

2 / @)l
na(n) Jar: —B(0,1) (A2 + |y|2]%

Wir werden zeigen, dafl der letzte Term beschrankt ist, und daf der vorletzte Term nicht
beschrankt ist.

e Zuerst betrachte das Gebiet ausserhalb von B(0,1):

2 / gl . 2B / dy
na(n) Jory-B01) A2 + |y|2]z ~ na(n) Jorr—B0,1) |y|*

2B oo dr 9B s dr . )
na(n)/1 r_"/aBnl(Qr) do = na(n)/l purs {(n— Dr"a(n — 1)} —

2B(n—1)a(n —1) /00 dr 2B(n—1)a(n —1)
na(n) 1

r2 na(n)
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e Nun betrachte das Gebiet innerhalb von B(0,1) in dem die Schranke |g(y)| < B gilt:

2 b
na( ) /8R"ﬂB 0,1) [)\2 + ‘y‘ ] dy

2 1 dr .
na(n) /0 (A2 + 723 [(” —Dr"“a(n — 1)}

Wihle € € (0,1). Dann gilt der folgende Limes:

Tn—l

B 2 /1 dr / Jo —
~ na(n) Jo [A24 122 Jom, 10r) B
~ 2n—1a(n—-1) /1 rrt dr
B na(n) 0o A24+7r2z

1 e<r<1

,

und daher gilt die folgende Ungleichung fiir jedes € — 0:

1 n—1 1

=dr > lim
A—0

N Jo et

n—1

z dr =

23 Ungerade harmonische Extention

Problem: Sei U* die offene Halbkugel {z € R" :

lz] < 1,2, > 0}. Nimm an, da§ u € C(U™)

harmonisch in U™ ist, und dal uw = 0 auf U™ N {x,, = 0} gilt. Definiere:

v(x)

{ —u(xy,. ..

u(z),
y Tn—1,

z, >0
—Tp), T, <0

fir z € U = B(0,1). Beweise, dafl v harmonisch in U ist.

Losung: Definiere die Funktion w durch die Poissonsche Formel fiir die Kugel:

1— |zf?

na(n)

w(z) =

/

v(y)dy
B(0,1) |z — y|"

e Nach der folgenden Rechnung ist w eine ungerade Funktion von x,,.

Umdh,...,$n_1,——$n)

— 1— ‘SL’|2 / U(yla---7yn—17yn)dy1"'dyn—1dyn

na(n) Josoy [(x1 — 1)+ + (Tno1 — Yn-1)2 + (—Tn — ya)??
= 1 — |£L’|2 / / (yla s Yn—1, yn)dyl e dyn—ldyn

8B(0 1-y2) 1'1 yl) + (xn—l - yn—1)2 + (_xn - yn)2]%

12 /1 / V(Y15 -y Yno1, —)dys - - dyn—1(—dn)

na(n) J-1JoBo/1=2) (21 — 1)+ + (Tt — Yn_1)? + (=2, + )22
— |Zl§'|2— 1/1 / U(yla"'ayn—lag)dyl"'dyn—ldg

n) —1J0B(0,, 1-¢2) [(‘Tl - y1)2 +- 4+ ($n—1 - yn—l)2 + (xn - 6)2]%

I 1/ V(YL - Yn 1, Yn) s - - dypadyy,

na(n) Joso (a1 —y1)? + -+ (Tao1 = Yno1)? + (20 — ya)??

—w(Ty, .oy Tp1, +T0)
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e Weil w harmonisch in U ist, ist w harmonisch in U'. Weil w eine ungerade Funktion von z,
ist, gilt w = 0 auf {x, = 0}. Deshalb gilt w = v = u auf QU ™.

e Weil die Losung des folgenden Problems eindeutig ist,

Aw = 0, U"
w = u, OUT

gilt w=wuin U™.

e Weil w=v =wuin UT gilt, und weil w und v ungerade Funktionen von z,, sind, gilt v = w in
U, d.h. v ist harmonisch in U.

24 Invarianz des Typs einer PDG

Problem: Durch eine stetig differenzierbare und invertierbare Koordinatentransformation:

T(z,y) = (&) = (§(z,y),n(x,y))

werde die PDG:
a(@, Y)uar (T, y) + 26(2, Y)usy (2, y) + (2, y)uyy(r,y) =0
tibergefiihrt in eine PDG, deren Hauptteil die Gestalt:

A&, mUee(&,m) + 2B(&mUey(&,m) + C (&, n)Upy (2, y) = 0

hat. Zeige, dafl beide Gleichungen vom selben Typ sind:
AC — B* = (det T')*(ac — b?).

Losung: Mit u(z,y) = u(z(&§,n),y(&,n) = U, n) = U(¢(r,y),n(z,y)) und der Kettenregel,

sind:
Uy = Uggm + Un’f]m
Ugy = Uﬁﬁgg + 2Uen&ams + Urmn?c + Ueaz + UnNaa
Usy = Ugelaly + Uen(&atly + &) + Ungiatly + Ueay + Uty
uy = Uy + Uy
Uyy = Uﬁﬁgj + 2Uen&yny + Unnnj + Uelyy + Uynyy
e Dabher ist:

AUgy + 20Ugy + Cliyy

Ueela&? + 266,y + c&7] + Uey[2a€em. + 20(Eamty + &) + 2¢€ymy] + Unylanz + 2bmam, + cn?]
=+ a[Uﬁgmm + Unn:wc] + Qb[Uigmy + Unnmy] + C[Uﬁgyy + Unﬁyy]

= Ueel + 2Ueyb + Uppé + . ..
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e Nun definiere:

b(z,y) = bx(€n),y&n) = B&n)
c(x,y) = c@(&n),y&n) = C&n)
und bemerke:
A=veeMve, B=veMVn, O =vVpt MV, mit M= [ Z i ]
und:
AC - B* = (VE"MNVE)(Vn"MVn) — (VETMVn)(VET MVn)
= VETMVEVnT — VnVErIM V.
e Der Ausdruck in den Klammern ist:
& e
vevim - vnver = [ & [mon]-["][e o]
_ i Ealle Eally ] - [ Nea My ]
L Syl Syly Ny€e  My&y
— 0 gmny - ngy o 0 det 7"
N L Syn:c - 77y€x 0 N — det T/ 0
wobei:
T’:lgz fy] und  detT" = &1, — n.€
Te My zTly zSy-
e Dabher ist:
AC — B2 = (det T))[VET MN MV, N = [ e 1

e Durch eine Rechnung finden wir, dal M NM = (ac—b*)N gilt, und daf daher das folgende gilt:
AC — B? = (ac — b*)(det T")VE'NVn = (ac — b*)(det T")?
weil VEENVn = &y — 1€, = det T” gilt.

25 Allgemeine Losungsform einer Warmeleitungsgleich-
ung

Problem: Nimm an, dal ¢ € R und dafl f und g glatte Funktionen sind, und leite eine Formel
der Losung des folgenden Problems her:

w—Au+cu = f, R"x(0,00), t>0
u = g, R"x{t=0}.

Losung: Wenn ¢ = 0 gilt, wissen wir schon, dal die Fundamentallosung die folgende Form hat:

O(z,t) = tv(t P2).
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e Wir erinnern uns daran, daf§ die Fundamentallosung @ die Gleichung ®; — A® + ¢ = 6(z, 1)
erfilllt, in der §(z,t) = 0 fiir x # 0 und ¢t # 0 und [gn 0(z, t)dx = 1.

Weil die Losung der Differentialgleichung ®; + ¢® = §(z,t) rdumlich entkoppelt ist, vermuten
wir, dafl die gesuchte Form eine Veranderung der oberen Form ist, die nur von ¢ abhangt:

®(z,t) = ()t vt Px).

Diese Form fiihrt zur folgenden Bedingung an die Fundamentallosung ®:

§5(z,t) = By — AD + D =

Htat28 {Utlﬂﬁ(gbl + c¢) — (ot + pt’x - Vo + tAv)]

Wenn ¢(t) = e~ gilt, bekommen wir die schon bekannte Form:

e5(z,t) = e (D — AD + D) = at® 4 Btz - Vo + tAv]

a7 |

wovon die Losung v(y) = ke 1¥"/* schon bekannt ist.

Mit ¢(t) = e~ und v(y) = ke~ W?/4 und der Bedingung, daf Jgn @(z,0)dx = 1 gilt, folgt die
Fundamentallsung;:

ot o—lel?/(41)

O(x,t) = W

die die Gleichung;:
/ O(z,t)dr = e
erfiillt.

e Wir konnen jetzt vorschlagen, daf§ die allgemeine Losung die folgende Form hat:
t
u@,t) = [ @—ygy)+ [ [ 0@—y.t—s)f(ys)dyds.

e Um diese Form zu beweisen, konnen wir wegen der Linearitat der PDG die zwei Falle f = 0
und g = 0 getrennt betrachten.

e Lass f = 0 sein und fixiere 2° € R" und ¢ > 0. Wihle d > 0 und v > 0, so daB |g(y) —g(2°)e| <
e gilt, wenn |y — 2% <,y € R", und 0 < t < 7 gelten. Nimm an, daf} |z — 2% < 6/2 gilt.
Also,

ula,t) = 9@ = | [ @~ y.0lgly) ~ 9a)eldy

IA

d . ¢ o Octd
Lo, ¥ = 0 D)l(w) = a(a)edy

/ O(z -y, H)lg(y) — g(a®)e|dy = I + J.
R"—B(x0,0)
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o Weil |g(y) — g(2%)e| < e gilt, gilt:

Iga/ O(x —y,t)dy =ce™ < e — 0, £ — 00.
e In J gilt |y — 2°| > 6 und daher gilt:

5
ly—a2° < Iy—x|+|x—fv°|§|y—x|+§

0 0
< Jy—al+ gy~
e Nimm an, daf |g| < B gilt. Weil %|y—x0| < |y—=|in J gilt, erfiillt J die folgende Ungleichung:
60(7_”

J < 2 | O(w—y, )y =28 —— [ “le=yl?/ (1)
>~ € R B(a0.6) (ZE ) )y (47Tt)n/2 Rn—B(xO,é)e Yy

ev

<y 0o
< 9% / —la0—y[2/(68) g, — op__© / —12/(16t) / dol d
- (47t)n/? R"—B(mo,cS)e Y (4mt)n/2 Js ‘ dB(20,r) 71

— 9B e o —r2/(16t), . .n—1 ( )d
- e 6/\/@@ nr" a(n)dr

= na(n)B2™e w3 /

e€¢i g
52/(16t)

. 52
= na(n)B2%e“n 3T (n, 1—6t) — 0, t — oo0.

e Daher gilt lim; o u(z,t) = g(x).

e Nun lass g = 0 sein. Weil ® an (0,0) nicht glatt ist, konnen wir nicht leicht unter dem
Integral differenzieren. Deshalb benutzen wir die Transformation ¢ =x —y, n =t — s, um
die Beziehung ®(z — y,t — s)f(y,s) = ®(&,n)f(z — &t —n) und die folgende Formel zu
bekommen:

t
u(,t) = [ [ @(y.s)f(e—y.t = s)dyds.
0 .
e Nun konnen wir den PDG Operator anwenden:

up — Au+ cu
= [ o)ty 0yt [ [ @00~ A+ ) [l — .t~ )dyds
_ /ncb(y,s)f(x—y,O)dy (= K)

+ /Oe/n(b(y, =0 — Ay + eI f(x — y, t — s)dyds (=1)

+ /t/ Oy, 8)[~0u — Ay + el f(z —y,t— s)dyds (= .J)
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o Weil f glatt ist, erfiillt I die folgende Ungleichung:

7 < [max|ft\+max\Af\+cmax\f|]/0 ®(y, s)dyds
< [max |fi| + max |Af| + cmax | f]]ee”" — 0, e — 0.

e Durch partielle Integration finden wir, dafl J die folgende Gleichung erfillt:
t
! = / /R”[ﬁs — Ay +cl](y, ) f(x =y, t — s)dyds ([0s = Ay +cI]@(y, s) = 0)

+ /nﬂb(y,e)f(x—y’t—f)dy—/ O(y,t)f(x —y,0)dy

i

= /n O(y,e)flz—y,t —e)dy— K
e Deshalb erfiillt u den folgenden Limes:

us—Au+cu:lirr(1] Oy, e)f(x —y,t —e)dy = f(x,1).
e—0 JRr"

26 Sublosungen einer Warmeleitungsgleichung

Problem: Definiere Ur = U x (0,T] und I'y = Up — Up. Eine Funktion v wird eine Sublisung in
Ur genannt, wenn:
v — Av <0 in Ur.

1. Beweise, daf} die folgende Ungleichung gilt, wenn v eine Sublosung ist:

1 |z — y|?
. t) < — d d t:
v(z,t) 4rn//(x’t;r)v(y,s) (1= s yds VE(z,t;r) C Ur

in der E(z,t;7) = {(y,5) € R™" s < t, exp[ L] > [an(t — 5)]"/2}.

2. Beweise, dafl daher maxp,. v = maxp,. v.

3. Sei ¢ : R — R eine glatte und konvexe Funktion. Nimm an, daf§ u; = Awu gilt, und dafl
v = ¢(u) gilt. Beweise, dafl v eine Sublosung ist.

4. Beweise, dafl v = |Vu|? + u? eine Sublosung ist, wenn u; = Au gilt.

Loésung: Nimm an, da (z,t) = (0,0) gilt, und definiere E(r) = E(0,0;r).

e Bemerke, daf ein Integral iiber E(r) zu einem Integral {iber £(1) in der folgenden Weise trans-
formiert werden kann. Weil E(r) so definiert wird:

r2 n/2 y2r2
<_4m> e e B
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definiere £ = y/r, n = s/r? zu bekommen:

1 n/2 o 62
—47n 477

o) = == [ [ ol D ayas
arv ) Jeey T 82
und zeigen, dafl ¢'(r) > 0. In diesem Fall, gilt das gesuchte Resultat:

oder E(1).

e Wir definieren:

2 0 O 2
o) 2 ingo(0) ~tim 1 [ [ otes, ) deay - ety = v(0.0)
e ¢ erfiillt die folgende Gleichung;:
_ LIER .
o0) = gz [ [ s e )

= YL e L
o0 = 1/ [, w0
Y

2 2
= 47““// [Vv Y) |y| +2v5|y| ]dyds_AjLB

und: )
+ 2r nvs|€| ] d&dn
n?

e Nun definiere die Funktion

$(y, s) = —5 log(—4ms) + 1

die in der folgenden Form ausgedriickt werden kann:

2
U(y,s) = 10g(—47rs)_"/2 + % + log(r)"

n lyl?/(4s)
_ r Wl2/(4s)) n_©
log <(—47rs)"/2> + (e ) log <r (—4%5)"/2>
oder 1 = log(1) = 0 auf OE(r) und ¢ > log(1) = 0 in E(r).

e Definiere:
Y(o)=E(r)n{(y,s) € R"" : 5 =0},
damit
Er)= U X
—r2/(47)<o<0
gilt.
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e Weil Vi) = y/(2s) oder y - Vi =

ly|?/(2s) gilt, kann B in der folgenden Form durch rdumliche

partielle Integration ausgedriickt werden:

B

1 0 [
rntl /—rz/(47r) |/ (s

1 0 [
rtl /—rZ/(Aﬂr) I

1 /0
ol /_ﬂ /(47)

/ o Vi - (vsy)dy] ds

/62(5) (= 0)(vsy) - ndy — /E(s) YV - (Usy)dy] ds

YV - (vgy)dyds
" (vsy)dy

/ /E . YV - (vsy)dyds.

__Tn+1

e Nun durch zeitliche partielle Integration bekommen wir die folgende Form fiir B:

1

_,rn—l—l

B

Tn+1

1
T"+1

T"+1

o Weil ¢, = —n/(2s) —

1
Tn+1

B

[

Tn+1

/zm l/—oﬂ/@w)
il L

0
=0)(Vv-y)|°,2/4m — sV - ds]d
Lo [P0 i = [ 05|y

kot

ly|?/(4s?) gilt, kann B jetzt in Form von A ausgedriickt werden:

Y[nvs + Vo - y]ds] dy

(nvs)dyds

P(nvs) + s(Vo - y)]dyds

(nvs) + Vo -y (—2—)]dyds — A

e Deshalb ist ¢ der erste obere Term. Weil ¢ > 0 und v, < Av in E(r) gelten, erfiillt ¢’ die

folgende Ungleichung:

P'(r)

/ /E(r) {wvs * v;s y} dyds
//E(r) WAU * %} dyds

__Tn+1

v

__Tn+1
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e Durch raumliche partielle Integration, bekommen wir das gesuchte Resultat:

, n /0 [ n // Vo -y
> Avdy| ds — dyd
yir) 2 rrtl 2y | E(s)¢ v y] 5T E(r) 28 yas

n [0 [ ov
= — =0)=—dy — -Vudy| d
rntl /_r2/(47r) _/az(s)w( O>8n 4 /z(s) VY- Vo y] s

n Vv -y
rntl //E( 2s dyds

_n ) v, L —
- / /E ., [W Vi — Vo 23] dyds = 0

weil Vi = y/(2s) gilt.

e Nimm an, daf:

v(zg,t9) = maxv = M
Ur

an einem Punkt (xg,ty) € Ur, und definiere:

ro = argmax, { E(xg, t;;7) C Ur}.

o Fiir 0 < r < ry gilt die Ungleichung:

—yl2
M = v(zo, ty) < // dyd
U(IO 0) - 4’/"" :ctr ) y
|z —y? Ix—y|2
_dyds = _ // _dyd
47~n// :(:tr t—S 5 47’” :(:tT’ t— 5

4r"//mtr — vy )]Lt_y)‘Qd ds =0.

e Weil der Ausdruck in den Klammern niemals positiv ist, gilt v(y,s) = M in E(z,t;r).

IA

und daher:

e Insbesondere mit (xy,t1) € E(x,t;7r) N Ty, gilt:

max v = v(zy,t) = lim v(y,s) = M = maxwv.
Iy E(x0,to;r—710)3(y,8)—(21,t1) Ur

o Mit v = ¢(u) und u; = Au, erfiillt v die Ungleichung:

noo[ 9
—Av o= @ — Y 0, ¢’(u)a—;€]

=1

Eod

, n [ ” ou 2 , 0%u
= S-S |00 (a—) +¢<u>a—ﬁ]
_ [ z ] ()| Vul? = —¢" (W) Vul? < 0.
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e Mit v = |Vu|? +u? und u; = Au, erfiillt v die Ungleichung:
t

V¢ — Av = 2Vu- VUt + 2ututt - Z 89% [QVUmk -Vu + 2ututxk]
k=1

= 2Vu- VUt + 2ututt
- 2 Z Vg, 2, - Vu+ Vg, - Vg, + Uy, e, + Utlts, o, ]
k=1
= 2Vu -V [u; — Au) + 2u,0; [uy — Au) — 2D*u : D*u = —2D*u : D*u < 0.

27 Die d’Alembertsche Formel

Problem: Betrachte die d’Alembertsche Formel:

uet) = lglet oo+ [ by, ceRt>0

r—1

fiir die Losung des Problems:

u = g Rx{t=0}

U — Ugpy = 0 RX(0,00)

1. Beweise, daB} die allgemeine Losung der PDG wug, = 0 ist:

u(§,n) = F(§) + G(n)
fiir beliebige Funktionen F' und G.

2. Mit der Anderung der Variablen & = z + ¢, n = x —t, beweise, dafl ug, = 0 gilt, genau wenn
Uy — Uze = 0 gilt.

3. Mit (a) und (b) beweise die d’Alembertsche Formel.

Losung: Durch Integration bekommen wir die allgemeine Losung der PDG Uy, = 0:
0 = /Uindn = U+ f(8)
U-G) = [Uds = - [ f(€)de=F(e)

Ug,m) = F(&)+Gm).

e Die Transformation und ihre Inverse sind:
x —_—
L | =

RN I[7]

und daher sind ¢ = x,, = 1/2 und t = —t,, = 1/2. Natiirlich sind z¢, = t¢, = 0.

N[N [
N[N [
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o Mit u(z,y) = u((,n), y(&,n) = U(,n) = U(€(x.y).n(z,)) und der Kettenregel, sind:
Ug = Ugl¢ + uttg

0="Us = [Upaey + UpTety + UpTey| + [WinteTy + wptety + wrtey)

— 1 1 1 1_ 1
= Uggy — Ugpty T Uty — Uty = Z(umm - utt)

o Mit u(x,t) = U({(x,t),n(x,t) = F(&(z,t) + G(n(x,t)) = F(x +t) + G(x —t), setzen wir g, h,
F und G in Beziehung in der folgenden Weise:
g(x) = wu(z,0) = F(r)+G(z)

J(x) = u.(x,0) = F'(x)+G'(x)

h(z) = w(z,0) = F'(z)—-G'(x)

oder:
@) = 3o+ [ hede] +9
1

Ga) = 5 |o@) [ nede] +e

in denen 0 und ¢ Konstanten sind, die anhand der folgenden Bedingung bestimmt werden:

g(r) = u(z,0) = F(z) + G(z) = g(r) + 6 + € = §+e=0.
e Durch Substituieren erreichen wir das gesuchte Resultat:

w(z,t) = Flx+t)+Gx—1t)

= Soler )ty [ nEd+ o1 -3 [ hEe
1 1 rzt+t
= SloGer g0+ [ e

28 Erhaltungseigenschaften einer Wellengleichung

Problem: Sei u € C*(R x [0,00)) die Losung des Anfangsbedingungproblems:

U — Ugpy = 0 Rx (0, OO)
u = g Rx{t=0}

Nimm an, da g und h kompakte Trager haben. Definiere die kinetische Energie:
1 [t
k() = 5 /_ u(at)da
und die potentielle Energie:
1 oo
plt) =5 [ e t)de

und beweise das Folgende.
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1. k(t) + p(t) ist konstant in t.

2. k(t) = p(t) fur jede geniigend grofie Zeit ¢.

Losung: Wir erinnern uns an die Losungsform:

(e, t) = sloCe+ 1)+ 9w = 0]+ 5 [ hy)dy

e Die Ableitungen von u sind:
uy(z,t) =g (x+ 1)+ g'(x — t)] + 3[h(z + ) — h(z — t)]
u(z,t) = %[g’(x +t)—g'(z—1t)] + %[h(:c +t)+ h(z —t)]

e Weil g und A kompakte Trager haben, haben u, u,, und u; kompakte Trager fiir jedes t.

e Sei w(x,t) eine Funktion mit kompaktem Trager fiir jedes ¢. Betrachte die zeitliche Ableitung:
+00 +00
D, / w(a,Odr =lim [ [w(z,t +2) — w(z, 1)) /edz.

Wegen dem Mittelwertsatz, gibt es eine Funktion 7(¢), t < 7(¢) < t+¢, mit der die folgende
Gleichung gilt:
w(z,t+e) —w(z,t) =cw(z, 7(€)).

Weil w(z,s), t < s <t+e, einen kompakten Triager hat, gibt es eine Konstante k, mit der
die folgende Abschatzung fiir jedes € — 0 gilt:

/+°° (e, t+ &) — wz, )] /eld < /_+: (2, 7(2))|dar < k < 0.

— 00

Weil die Funktionen {[w(z,t + ¢) — w(x,t)]/e}es0 majorisiert werden, sind Differentiation
und Integration austauschbar:

D, [ T (e dr = Tim [ (et + ) — w(z, )] fedz / " (e, )

—00 e—0J 0 —00

e Nun konnen wir unter dem Integral ableiten und finden:

Dille(t) + p(t)] = % / Z ey + 2t da

e Partielle Integration gibt das Resultat:

Dilk(t) +p(0)] = [

—00

[e.e] [e.e]

o0
wuydr + lim uxut|i’§ — / UplgpdT = / Uty — Uy )dx =0
§—o0 —00

—00

weil der Limes die Trager von u, und u,; verlaft.
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o Definiere:
Alz+1t) = g (@+1t)+ h(z +1)]

B(x—t) = 3lg'(x—t)—h(z—1)]

2
damit p(t) — k(t) leicht berechnet werden kann:

1 00 00
Ma—uw=§/‘KA+BV—(A—Bﬁm;: 2/ Az + t)B(z — t)dx.
e Wenn die Tréger von g und A im Intervall [—M, M] liegen, liegt der Trager von A(x + t) im
Intervall [t — M, ¢+ M] und der Trager von B(xz — t) im Intervall [—t — M, —t + M].

e Die Intervalle [t — M, t+ M| und [—t — M, —t + M] tberschneiden sich nicht, sofern ¢t > M gilt.
Also ist fiir t > M A(x +t)B(x —t) = 0, und das Resultat k(t) = p(t) folgt.

29 Energiedampfung einer Wellengleichung

Problem: Sei u die Losung des Problems:

u = g R*x{t=0}

Uy — Uy = 0 R®x(0,00)
Uy = h R3X{t:0}

Nimm an, dafl ¢ und h glatt sind, und kompakte Trager haben. Beweise, dafl eine Konstante C'
existiert, so daf:

C
lu(z,t)] << r€Rt>0.
Losung: Wir erinnern uns an die Losungsform:
(2,1) = — h(y)dy + 2 1/’ (y)d € R*t>0
u(z,t) = — —|— x ) :
4t ly—z|=t a4 ot \ 4rt |y—m|:tg a4

e Mit der Substitution £ = (y — x)/t, kann das zweite Integral in einer Form ausgedriickt werden,
in der es leicht abgeleitet werden kann:

0 0

ot Sy IV = )9 HdE = t/£:1Vg(x+t§).gd§

=t Vel T = | V() (v - a)dy

ly—z|=t t

e Daher kann u durch ein einziges Integral iiber die Oberfliche {y € R® : |y — x| = t} ausgedriickt
werden:

u(z,t) = # /y_x:t [th(y) +9(y) + Vg(y) - (y — 2)] dy.

e Nimm an, daf§ die Trager von h und g in einer Kugel B(0, p) sind. Dann ist 47p? das Maximum
fiir das Ma8 der Schnittfliche {y € B(0,p) : |y — x| = t} zwischen B(0,p) und {y € R’ :

ly — x| =t}
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e Dabher erfiillt u die Abschéatzung:

1

s(at +b) <

47 p? C
t t h(y \Y < —
oo < T2 |6 10+ 19001+ 0, s 930 < 2

.

30 Quasilineare Gleichungen erster Ordnung

Problem: Benutze die Methode der charakteristischen Flachen und durch passende gewohnliche
Differentialgleichungen leite Losungsformeln fiir die folgenden Probleme her:

Uy +cuy, =0, y>0 Uy +ut, =0, y>0
(a) { u(z, 0) = h(z) (0) { u(z, 0) = h(z)

Hier ¢ € R und h ist eine glatte Funktion.

Losung: Die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen entsprechen der Gleichung au, +
bu, = c mit den Randbedingungen (f(s), g(s), h(s)):

dx dy dz
—=a, — =0, —=c

dt dt dt

ZL’(O, S) = f(S), y(ov ‘9) = 9(5)7 Z(Ov S) = h(S)

e Die Bedingung u(z,0) = h(z) kann durch z(0,s) = s, y(0,s) = 0 und z(0,s) = h(s) parame-
trisiert werden. Daher entsprechen die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen den
jeweiligen Féllen:

(a)
2(0,s) =s, y(0,5) =0, 2(0,5) = h(s)
(b)

z(0,s) =s, y(0,s)=0, 2(0,s) =h(s)
e Die entsprechenden Losungen werden durch Integration berechnet:
x(t,s) —s=xz(t,s) — x(0, s) = ct,

(a){ wlt s) =y(t,s) —y(0,s) =t,

z(t,s) — h(s) = z(t,s) — 2(0,s) =0
x(t,s) —s = z(t,s) — x(0,s) = ut,

(0) ¢ u(t,s) =y(t,s) —y(0,s) =1,

z(t,s) — h(s) = z(t,s) — 2(0,s) =0
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e Durch Substituieren erreichen wir das gesuchte Resultat:

(a): x=s+ct=s+cy=s=x—cy=z=h(x—cy)

(b): x=s+ut=s4+uy=s=x—uy=z=h(r—uy).

31 Koordinaten Transformationen

Problem: Betrachte die Transformation von Koordinaten (x,y) in Koordinaten (£, 7n):

El |a b x _la b
l nl| |cd y A= c d
a. Berechne die Transformation von Koordinaten (£, 7) in Koordinaten (z,y).

b. In einer (z,y)-Koordinatenebene skizziere das (£, n)-Koordinatensystem falls a = 1, b = 1,
¢ = —2,und d = 1 gelten. Im (z,y)-Koordinatensystem finde die Fléche des Gebiets, das
durch £ =0, =1, 7 =0, und n = 1 beschrankt wird, und setze diese Flache in Beziehung
zu det(A).

c. Leite eine Bedingung auf A her, damit das (£, n)-Koordinatensystem orthogonal ist, und
setze diese Bedingung in Beziehung zu V& und Vo).

Losung: Mit der Inversen von A:

Al 1 d —b T | _ 1 d —b £ _ 1 &d—bn
ad—bc | —c a y ad—bc | —c a n ad — bc | an — &c
e Wenna = 1,0 =1, ¢ = =2, und d = 1 gelten, folgen die Gleichungen y = —x 4+ £ und
y = 2z +n. Die Linien £ =0, ¢ =1, n = 0, und n = 1 entsprechen der Gleichungungen

y=—-x,y=1—2x,y=2rund y = 1 + 2z. In der (z,y)-Koordinatenebene werden diese
Linien wie folgt skizziert.

n=1 §=1
Bemerke, daf§ die Gradienten von £ und n V& = (1,1) und Vi = (=2, 1) also orthogonal zu
den entsprechenden Hohenlinien sind.

e Die linke Ecke des Gebiets (G) ist an der Kreuzung der Linien y = —z und y = 2z + 1,
d.h. an (z,y) = (—1/3,1/3). Die obene Ecke des Gebiets ist an der Kreuzung der Linien
y=1—zund y =1+ 2z, d.h. an (z,y) = (0,1). Deshalb hat das linke Dreieck Weite=1/3
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und Hohe=1. Daher sind die Fliachen 1/6 fiir das Dreieck und 1/3 fiir das Viereck. Durch
Integration haben wir auch das Resultat:

1= [ [Cdetn = [ des(ote m)/oGe,))dudy

- /G det(A))dzdy = 3 /G dzdy

1

= /dedy:§

und im allgemeinen ist die Fléche 1/det(A).

e Die Linien £ = ax + by und n = cx + dy sind orthogonal genau wenn die Steigungen negative
Reziproken sind, d.h. wenn —a/b = —(—c/d)~* oder ad + bc = 0. Diese Bedingung kann
in wie folgt in Beziehung zu den Gradienten V& und V7 gesetzt werden. FErstens gelten
V¢ = (a,b) Vi = (¢,d), und zweitens gilt V& - Vi = ad 4 be = 0.

32 Tangentiale Koordinatensysteme

Problem: Leite ein orthogonales Koordinatensystem (£, 7, () her, das orthogonal zur Fléche

z =22 +y? an (3,3,3) ist. Fiir einen allgemeinen Punkt auf der Flache z = z? + ¢?, leite ein

Koordinatensystem (&, 7, () her, in dem die £ Richtung orthogonal zur Fléche ist.

Losung: Der Gradient der Funktion f(z,y,z) = 2? + y* — 2 steht immer orthogonal auf ihre
Hohenflichen, z.B. f(xz,y,2) = 0 oder z = 22 + y%.

e An dem Punkt (3, 3,3) ist der Gradient V f = (2z,2y, —1) = (1,1, -1).

e Nimm an, daf§ £ die orthogonale Richtung auf die Fliache f(x,y,2) = 0 ist. Daher ist V¢
orthogonal zu den Hohenflachen. Nimm:

VE=Vf=(1,1,-1)

Die Gradienten V7 und V{ miissen orthogonal zu V¢ sein. Durch Rotation um V¢ gibt es dafiir
unendlich viele Moglichkeiten, solange die Gradienten Vn und V( tangential zur Hohenflache
z = 2% + y? sind. Man konnte sie also wie folgt wihlen:

v€: (1a1>_1)> VU: (17_170)7 VC: (17172)

Es scheint sinnvoll zu verlangen, dal £ = n = ¢ = 0 an dem Punkt (%, %, %) gilt. Durch die
Integration der Gradienten folgen die Definitionen:

E+z=v+y—z n=ax-y, (+2=z+y+22
e Fiir einen allgemeinen Punkt auf der Flache z = 22 + 9?2, passt f einfach fiir &:

Vé=Vf=(2x,2y,—1), E=a2+9y? -2

58



e Um ein Koordinatensystem zu konstruieren, miissen wir noch zwei linear unabhangige Richtun-
gen haben. Man konnte sie wie folgt wahlen:

Ve = (22,2y, —1), Vi = (1,0,0), V¢ =(0,1,0)

oder:
E=a"+y° — 2, n=u, (=y.

33 Charakteristische Flachen

Problem: Betrachte die PDG:
U 01 U
alu] |V ool u] =0

a. Driicke die PDG in der folgenden Form aus:
LU= > A,D°U=B.

|ao| <m
b. Berechne das charakteristische Symbol:

AVp)= D Au(Ve)™

|a)]=m
c. Berechne die charakteristische Form:
Q(Vy) = det(A(Vyp)).

d. Finde die charakteristischen Fléchen der PDG an einem allgemeinen Punkt (o, o), d.h. die
Losungen des folgenden Systems:

Q(Vye) =0, (o, t0) =0.

Losung: Die PDG kann mit den folgenden Definitionen in der verlangten Form ausgedriickt
werden:

U:[“] a = (1,0) B =(0,1) D~ =9, D? =9,

(%
10 01 0
weloh] aslte] e[
LU = A,D*U + AsD°U = B.

e Das charakteristische Symbol ist:

R R LR F A i ek

59



Die charakteristische Form ist:

Q(Vy) = det(A(Vy)) = ¢} — @5

Die Losungen des folgenden Systems:

Q(Vp) =¢] —¢2 =0, @(zo,t) =0

sind die Losungen der Transportgleichungen:
Pt =z, p(T0,0) =0, v =~z p(To,to) = 0.

Weil wir nur irgendeine Losung dieser Transportgleichungen suchen, passt diese Auswahl:

o(z,t) = (t —to) + (z — x0), o(x,t) = (t —to) — (x — x0).

Diese charakteristischen Flachen werden in der folgenden Skizze dargestellt:
t

to

| :,U
Zo

und diese Skizze entspricht den Losungen fiir die fritheren Probleme iiber Wellengleichungen.

34 Schlecht gestelltes inverses Problem

Problem: Sei Q = {(r,0) : 0 < p <r < R,0 < 60 < 27} ein Ring mit innerem Radius p und
auerem Radius R. Seien I'; der innere Rand von 2 an r = p und I'y der aulere Rand von €2 an
r = R. Nun betrachte das Problem:

A¢ = 0, Q
¢ = u, Fl
8TL¢ = 07 FZ

und definiere den Operator A : L*(T'y) — L*(T'y) durch [Au](6) = ¢(R, 0).

1. Nimm an, daf} die Funktion:

u(f) = ao + Z[ak cos kO + by sin k0] € L*(T'y), d.h. a2 + Z[az +b2] < o0
k=1 =

gegeben wird, und leite eine unendliche Summe fiir v = Au her. Zeige, dafl die Koeffizienten
von v quadratsummierbar sind.
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2. Nimm an, daf} die Funktion:
v(0) = ap+ Y| coskd + By sinkb] € L*(Ty), d.h. ag+ > g + 87 < oo
k=1 k=1
gegeben wird, und leite eine unendliche Summe fiir v in Au = v her. Zeige, dafl die Koef-
fizienten von u nicht notwendigerweise quadrat summierbar sind.

3. Konstruiere ein Beispiel, in dem v, — 0 auf I'y, wahrend die entsprechenden wuy /4 0 auf I'y.

4. Erkldre warum das Problem ein v € L?*(T;) zu finden, das fiir gegebenes v € L?(T'y) die
Gleichung Au = v erfiillt, ein schlecht gestelltes Problem ist.
5. Leite eine unendliche Summe fiir das Minimum des Funktionals:
1
== [ Au—v 240 + &3+ 3 &xla2 + ]

T k=1

und finde eine Bedingung an die Koeffizienten {{;}, damit die Minimierung von J eine
regularisierte Losung des Problems Au = v gibt.

Losung: Durch die Methoden eines fritheren Problems wissen wir die allgemeine Losungsform:
o(r,0) = Ay + Bologr + > [Crr™ + Dyr*][ A}, cos k6 + By, sin k6).
k=1
e Die Bedingung an die Normalenableitung an I'y gibt:

0=0,6(R,0) = B;O + > k| [CLRT* =Y — Dy R™* Y[ A}, cos k + By, sin k6]

k=1
oder:
By =0, C,R* =Dy, k=1,2,...
o Mit CyRFA), = LAy, C,.R* By, = 1By und der Beziehung i[a** + a~*] = cosh[In(a¥)], bekommen
wir:

o(r,0) = Ag + i cosh[In(R/7)"][Ag cos k# + By, sin k0

k=1
e Die Randbedingung u auf I'y gibt:

o(p,0) = Ao+ i cosh[In(R/p)*][Ay, cos kO + By sin k6]

k=1

= a9+ Z[ak cos kO + by sinkf] = wu(6)
k=1
oder Ay = ay, cosh[In(R/p)*| Ay, = ay, cosh[In(R/p)*| By = by, und schlielich:

cosh[In(R/r)¥]
00 =+ 2 T

[ag, cos kB + by, sin k6)].
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e Fiir ein gegebenes u ist v = Au wie folgt gegeben:

v(0) = ¢(R,0) = ap + i !

= cosh[In(R/p)*] [ag, cos kB + by, sin k6)].

Nimm an, daf die Koeffizienten von u quadrat summierbar sind. Weil 1/ cosh[ln(R/p)*] < 1
gilt, sind die Koeffizienten von v quadrat summierbar:

e a; + b}

at + S ai + b <
& 1008h[ln(R/,0)] Z:: g

e Die Randbedingung v auf I'; gibt:

¢(R,0) = A+ cosh[In(R/R)"|[Ay cos k0 + By sin k6]
k=1

= ap+ Z[ak coskf + B sinkd] = wv(6)

k=1
oder Ay = ag, Ay, = ay, By = by, und schliefllich:

o(r,0) = ap + i cosh[In(R/7)*][c cos k6 + 3y sin k6]
k=1

e Fiir ein gegebenes v ist v in v = Au wie folgt gegeben:

u(0) = o(p,0) = apg + i cosh[In(R/p)*] v, cos kO + By sin k6]

k=1

Nimm an, daf die Koeffizienten von v quadrat summierbar sind. Weil cosh[ln(R/p)*] ex-
ponential wachst, sind die Koeffizienten von u nicht notwendigerweise quadrat summierbar.
Nimm an, z.B. daf} die Koeffizienten von v sind: {ag, ag, Bk} = {0,0,1/k}. Nun bemerke,
dafl die Koeffizienten von u nicht quadrat summierbar sind:

z:: cosh| ln(R/p) ]

e Definiere die entsprechenden Funktionen vy und wu; auf I's und I'y beziehungsweise:

1 h(l k
v = z cos k0 up = cos [nk(:R/p) ] cos k0

und bemerke, dafl v, — 0 auf I's gilt, und dafl u; /4 0 auf I'y gilt.

e Wir erinnern uns daran, dafl die Bedingungen eines gut gestellten Problems sind, daf} eine
Losung existieren muf}, dafl sie eindeutig sein muf; und dafl sie von den Daten stetig
abhingen mufl. Betrachte das Problem, ein u € L*(T';) zu finden, das fiir ein gegebenes
v € L*(Ty) die Gleichung Au = v erfiillt. Wir haben gesehen, dafl keine Losung u € L?(T';)
einem v € L*(T) mit Koeffizienten {0, 0, 1/k} entspricht. Deshalb fehlt die Existenz in bes-
timmten Fallen. Zusétzlich haben wir gesehen, daf§ die Losung v = 0 von den Daten v = 0
nicht stetig abhangt. Deshalb fehlt die stetige Abhéngigkeit von den Daten in bestimmten
Fallen.
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e Um eine Formel fiir J herzuleiten, bemerke die Formeln:

2m 2m 2m
/ cos(k0)dh = / sin(k0)do = / cos(k@) sin(kd)do = 0
0 0

0
2m 2m
/ sin(k6) sin(16)do — / cos(kB) cos(18)df = moy
0 0
e Mit diesen Formeln kann J wie folgt ausgedriickt werden:

ag

’ by, ’ 2,12
J(u) = 2(a0—a0)” +£0a0+z (cosh[ln(R/p) k] ak) +<cosh[hl(R/p)k] _6k> (et

e Damit J an v minimiert wird, miissen die Ableitung von .J nach a, und b, null sein:

4(&0 — Oé(]) + 250@0 = 0

+2§kak =0

Ay 1
2 (cosh[ln(R/p)k] a ak) cosh[In(R/p)¥]|

by 1
i (cosh[lnm/p)k] - ﬁ’“) coshIn(R/py] T2 =0
oder:
g _ aycosh[In(R/p)*] b — By cosh[In(R/p)¥]
01, U = 1€, cosh[In(R/p)k]2 T 11 &, coshlIn(R/p)k]2

e Wenn &, > \ > 0 gilt, folgt:
cosh[ln(R/p)¥| o1
1+ & cosh[In(R/p)k]2 = 24/

und daher gilt:

[ u@)Pas = ai+ Y lat + 7]
Iy

k=1

ol ay, cosh[In(R/p)*] \° By cosh[In(R/p)¥] ?
(142&)? 250 Z <1 + & cosh[In(R/p)F]? ) * ((1 + &k cosh[ln(R/p)k]2)>

< 7 lao + Z ap + 6,6] = ﬁ N v(6)*do

e Deshalb ist die Abbildung von den Daten v € L?*T3) zum Minimum u € L*(T'y) fiir J
beschrankt, und man kann zeigen, dafl dieses Minimierungsproblem gut gestellt ist. Zusatz-
lich findet man, da§ das Minimum umso glatter ist, je schneller die Koeffizienten {&,} wach-
sen. Weiters kann man zeigen, daf§ die Koeffizienten {;} mit einer bestimmten Rate ver-
schwinden kénnen, so dafl fir ein «* € L*(T';) und ein v = Au*+4, 6 € L*(T;), das Minimum
u € L*(T';) konvergiert zu u* wihrend § verschwindet.
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