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Was ist Numerische Mathematik?

» Experiment zu Hause:
» Im Taschenrechner:
o 2 eingeben,
o dann 10-Mal /- drlicken,
o dann 10-Mal x? driicken,
o und schlieBlich 2 subtrahieren.

» Ergebnis # 0. Warum?
» Zahlen werden nicht genau gespeichert!
Wie sollen solche Probleme im Computer gelést werden?
» Ax =0b,
» f(x) =0,
» U’ (x) = f(x).
Antwort: Es geht nur Anndherungsweise, und

eine gute numerische Methode soll nicht erlauben, dass
Fehler sich schlecht aufbauen!

Numerische Mathematik hat mit der Entwicklung solcher
Methoden und mit der Analysis unvermeidlicher Fehler zu tun.

v
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Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung

» Das folgende Beispiel wird mehrmals im Skriptum in
verschiedenen Kontexten analysiert.

v

v(x) ist ein gegebenes verrauschtes Signal.

v

u*(x) ist das gewinschte Signal.

v

u(x) ist eine von u*(x).

Profil . -
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Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung

v

Wie kann u ~ u* abgeschatzt werden?
Ansatz: Q = (0,1), u* = u = argmin,, J(w),

v

J(u):/ ]u—v\zdx+u/ /o
Q Q

Qualitativ:

» 1 — oo = U = Mittelwert von v (Ubergeglattet)
» 1 — 0 = u= v (untergeglattet)

Das beste p* liegt zwischen diesen Extremen.
Optimalitadtsbedingung zur Bestimmung von u?
Diskreter Ansatz: J(u) ~ Ju(u),

v

v

v

N N—-1 2
Ui — U
In(u) = hY (U= vi? + ph) [I+1h ']
i= i=

Details unten.



Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung

» Daten werden Ublicherweise diskret gemessen, z.B.
Vi = 4 [z V(X)0x oder v; = v(x;) auf einem Gitter

xi=(—-%h i=1,..,N, h=1/N

> Fragestellung' Unter welchen Bedingungen gelten diese?

hZ[ux, v ™20 /]u ) — v(x)[2dx

2
uhz Sy e

» Satze und Definitionen aus der Analysis werden jetzt fir das
10 notwendige Werkzeug hier in der Einfihrung gesammelt...



Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung
Satz (Mittelwertsatz): Wenn f € C([a, b]) differenzierbar in
(a, b) ist, dann 3c € (a, b) mit f'(c) = [f(b) — f(a)]/(b — a).
» Also 3¢ € (xj, Xjr1) mit
u(Xip1) —u(xi) _ u(Xipr) — u(x)

b = =u'(&)

Xit1 — Xi

und

Xjt1 X 2 i
uhz DS @~ [ 16 G0Ra
i=1

Satz (Mittelwertsatz fur Integrale): Wenn f € C([a, b]) und
g(x) > 0, ¥x € [a, b], dann 3¢ € (a, b) mit

b b
/a F(x)g(x)ax = (c) / g(x)dx

iy » Themen: Approximation von Ableitungen und Integralen.



Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung
» FOr Daten {v;} und Approximationen {u; ~ u(x;)} seien

U:<U1,..

0y
8uk
~~
1<k<N
04
8U1

9
8UN

12

Luy)yTund v = (vy,...,vy) . Zu minimieren:

N N1 2
Jn(u) = hY (U= vi? +ph) [I+1h ']
i i

» Optimalitat: VJ,(u) = Vydp(u) = 0.

2h(uk — Vk)

2h(U1 — V1)

2h(UN — VN)

+ ph/RP[2 (uk — Ug—1) —2 (Ukst — UK)]

+

+

i=k—1 i=k

p/hl —2(w — )]
N———

p/hl2 (uy — un—+) ]
i=N-1



Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung
» oder VJp(u) = 2h(u — v) + 2(n/h)Du wobei
o1 1 0
-1 2 —1
D — .. c ]RNXN

» Optimalitat:

1 _ Iz
0= ﬁVJh(u) =u-—-v+ ﬁDu
oder das lineare Gleichungssystem:

[%DJH] u=v

mit1={1,...,1} € RN und I = diag(1).
13
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Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung
» Optimalitatssystem komponentenweise:
—/~L Uit — 2U; + Uj_q

= ouo= v, i=2,.. N—1
U — u .
_,U,z 1h2 + uw = W, =1
—Uuyn + Un— ,
/I;IZ N-1 + uy = Wy, i=N

wobei in den Gleichungen i =1 und i = N,
“‘Uy = up” bzw. “uy = un1”
(virtuelle Randbedingungen v’ = 0) zu sehen sind.
» Kontinuum-Ansatz fir Optimalitat: Richtungableitung sind
Null fur alle Stérungen w:
_o0d

. d
0= E(u, w) = !'L%E“’(“* ew)

1 A
=2 / [w(u—v) + pu'w]dx =2 / [u— v — pu"wax + wu'|}
Jo Jo



Motivierendes Thema: Signal- und Bildverarbeitung

» Gilt wenn u das Randwertproblem erflillt:

—pd"+u = v, Q
u = 0, 90

» Vergleich mit dem diskreten Ergebnis zeigt:

_ Uip1 — 20 + Uj—4
~ =

UII(XI)

Approximation der zweiten Ableitung.
» Hausaufgabe: Schreibe eine Approximation J,(u) fur

J(u) = ;/Q(u— v)2dx+u/9\/|u’|2+52dx

und leite die Optimalitdtsbedingung VJx(u) = 0 her.

15



Zusammenfassung unserer Fragestellungen

16

>

Wie werden Formeln zur Approximation eines Integrals
hergeleitet?

Formeln far Ableitungen?

Wann wird die Konvergenz dieser Formeln mit
Verfeinerung gewahrleistet, d.h. mit h — 07?

Welche Methode konvergiert am schnellsten?

Wie |6st man die entstehenden Gleichungssysteme?

Wenn das Integral [, [u/|?dx in J mit [, |u’|dX ersetzt
wird,

» ist das Entrauschen-Ergebnis viel besser, aber

» das Gleichungssystem ist nicht linear.

» Wie wird das nicht lineare Problem geldst?

Solche Probleme werden iterativ geldst.

Unter welchen Bedingungen konvergiert das iterative
Verfahren? Wie schnell?



Fehleranalyse

» Fehler heissen Abbruchsfehler, wenn sie durch eine

Diskretisierung und trotz exakter Arithmetik entstehen, z.B.
das Residuum in

UH(X/) N %[U(XI—H) — 2U(X,‘) + U(Xi—1)]

wird nicht berechnet sondern abgebrochen.
» Fehler heissen Rundungsfehler, wenn Zahlen einer
Rechnung nicht exakt gespeichert werden kdnnen.

» Diese kdnnen Ublicherweise so grafisch dargestellt
werden:

Abbruchsfehler

Fehler

v v ow w

17 » Abbruchsfehler werden folgendermal3en abschatzt.



Fehleranalyse
Satz (Taylor): Sei u € C¥([a, b]) und u(k*") existiert in (a, b).
Sei xg € [a, b]. Dann Vx € [a, b] gilt u(x) = P(x) + R(x), wobei
das Taylor-Polynom P und das Restglied R gegeben sind durch
k

P(x)=%" u(m)(xo)w, R(x) = /X w1 (1) (x =)k ot

— m! o k!
Yk
und R(x) = u(k“)(g")w fiir ein ¢ zwischen x und Xo.
(k+1)!
» Anwendung fur die zweite Ableitung: x;. 1 — X; = h
h? h3 h*
u(Xim1) = u(x)+uD(x)h+ u(z)(x,-)? + U(S)(Xi)g + U™ (&g )24
h? h3 h*
u(xie1) = u(x) —u()h+ u(z)(x,)? - u(3)(x,-)€ + U(4)(§i—1)ﬂ

Summe:
u(Xit1) — 2u(xi) + u(xi-1)

i — U'(x) + F(h)

18



Fehleranalyse
» FUr eine glatte Lésung u ist der Abbruchsfehler:

h2
F(h) = [u™(&i1) + U(4)(§i—1)]ﬂ
» Laut der folgenden Definition gilt F(h) = O(h?).
Def: Es gilt F(x) = O(G(x)) fur x — X (X0 € RU {£o00}) wenn
limsup,_,, [F(x)/G(x)| < oo, und es gilt F(x) = o(G(x)) wenn
iy xq [F(x)/ GX)| = 0
» Wenn die exakte Lésung erfillt |u(®)(x)| < ¢, ¥x, dann gilt:

h2

IF(h)] < [u™(&p1) + u® (& 1)l54
h2
< (JuU(E) + ‘U(4)(§i—1)|)ﬂ
< 2l lim |F(h)/R2| < =
- 24 — 12 h—0 - 12

. Es gelten F(h) = O(h?) und F(h) = o(h).



Konvergenz

Bemerkung: Es ist gezeigt worden, der (lokale) Abbruchsfehler
dieser Approximation der zweiten Ableitung konvergiert zu Null
mit Verfeinerung. Es ist aber noch nicht gezeigt worden,

1 B —ud"+u = v, Q
|:h2D+I]U—V { J = 0. 99

dass die Lésung des linearen Gleichungssystems zur exakten

Lésung des Randwertproblems mit Verfeinerung konvergiert,
max; |u; — u(x;)] - 0, h— 0

aber der Taylorsatz geh6rt zum Werkzeug.

Bemerkung: Die Optimalitatsbedingung VJu(u) = 0 fiur

1
J(u) = 2/Q|u— v|2dx+u/Q\/|u’\2+52dx

ist nicht linear. Bendtigt wird ein Verfahren, mit dem die
Nullstelle der Gleichung VJp(u) = 0 bestimmt werden kann...



Nullstellen

» Einfaches Beispiel: Eine Nullstelle xo von f : R — R soll
gefunden werden, wobei durch Versuch und Irrtum x; und
xo vorhanden sind, die f(xq)f(x2) < 0 erflllen. Liegt eine
Nullstelle zwischen x; und x>?

Satz (Zwischenwert): Wenn f € C([a, b]) und k zwischen f(a)
und f(b) liegt, dann existiert ¢ € (a, b) mit f(c) = k gilt.

» Gegenbeispiele:




Nullstellen

» Bekannte Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle:
o Bisektion

f(a)f(b) <0...(a+b)/2=cCc— {

o Newton
X1 = Xk — F(xi)/f'(x), k=1,2,...
» Fragestellungen zu solchen iterativen Verfahren:
» Ist ein Verfahren konvergent?
» Was soll das Abbruchskriterium sein?

» Was ist die Geschwindigkeit der Konvergenz?
» Ist das Verfahren stabil?



Konvergenzgeschwindigkeit

Def: Die Folge {xx} konvergiert fir kK — co zu x* mit einer
Konvergenzgeschwindigkeit (nicht langsamer als) O(yx) wenn

Xk = X* + O(yk)

Beispiele:
» xx = (k + 1)/k? konvergiert fiir kK — oo zu 0 mit einer
Konvergenzgeschwindigkeit O(1/k),
lim |xx/(1/k)] = lim(k+1)/k=1 € (0,00)
k—o0 k—o0
= Xxx = 0+0(1/k)
> yx = 1+ (2k + 3)/k® konvergiert fiir k — oo zu 1 mit einer
Konvergenzgeschwindigkeit O(1/k?),
klim vk — 1)/(1/K3)| = I|m (2k+3)/k 2 €(0,00)
—00
= Yk = 1 +O( /k?)



Stabilitat

Def: Sei E, der Fehler eines Verfahrens nach k Operationen,
wenn der Anfangsfehler Eg ist. Wenn gilt
|Ex| < ck|Eo| 0 < c#c(k)
ist das Fehlerwachstum linear. Wenn nur gezeigt werden kann,
|Ex| < ca¥|Ey] 0 < c#c(k),a>1
ist das Fehlerwachstum exponentiell.
Da Fehlerwachstum in der Regel unvermeidlich ist, wird ein
Verfahren stabil genannt, wenn das Fehlerwachstum hochstens
linear ist.
» Beispiele:
> Rekursion 1: pg =1, p1 = 3, pk = 2Pk—1 — Pr—2, Px ~ ()"
Matlab: ok — (3)¥] ~ =5 - (%)k instabil!
» Rekursion 2: py = 1, p1 =1 = 2pk 1= Pr—2, Pk ~ 1 — 5k.
Matlab: |px — (1 — 2k)| =~ 2k — &, stabil!
» Die Fehler in diesen Belsplelen smd Rundungsfehler. Wie
entstehen sie genau?



Darstellung von Zahlen im Computer

» Beispiel: IEEE FlieBkommazahl einfacher Genauigkeit
(32 bits, 4 bytes).

8bits 8bits 8bits 8bits=1byte
le7 ...eo—‘-)m1... [ [ ...mzsl
7 e m

o —Vorzeichen, e —Exponent, m —Mantissa
e=(ep,...,€7), mMm={(mq,....,Mo3), € mge{0,1}

7 23
V=(-1), E=-127+) &2 M=1+> m2*
k=0 k=1

FlieBkommazahl: x =V .2E. M



Darstellung von Zahlen im Computer
» Beispiel: x =1
=(M1w=(102x2° (Mec[1,2)

— ()= me=0k=1,...,23
=E= (127)10+e:> e= (127)10

O

Wie wird (127)1¢ binér dargestellt?

Algorithmus firr die dezimalen Ziffer von 127:
127 12 2 1 _ 1
AIgorlthmus fOr die bindren Ziffer von 127:
137_63+2, 8-381+3 ¥=15+]

2

AIsoe:(127)10:( 11111 )2

x (IEEE): 00 11111 10000000 00000000 00000000



Darstellung von Zahlen im Computer

» Beispiel: x = 0.375

Algorithmus fir die dezimalen Ziffer von 0.375:

0.375 x 10 =3+ 0.75,

0.750 x10=7+0.50, 050x10=5+0
Algorithmus fir die binaren Ziffer von 0.375:
0.375 x2=0+0.75,

0.750x2=1+4+050, 050x2=1+4+0
Also

X = (0375)10 = (001 )2 = (11)2 x 272
M:(1.1)2$m1 = 1,mk:0,k:2,...,23
e—(127)10 = E = —(2)10 = e = (125)10 = (

(Me1,2))

)2

x (IEEE): 0 000000 00000000 00000000



Darstellung von Zahlen im Computer

» Beispiel: x = 12.375.

x =(12)10 + (0.375)10

x = (1100) + (0.011), = (1100.011),

x=(1.100011), x 28, (M €[1,2))

M=(@. o=my=1,ms=1,mg =1, sonst my =0
e— (127)10 = E = (3)10 = e = (130)10 = ( )2

x (IEEE): O 0 00000000 00000000

» Sonderfalle:
» FUr x = 0 sind alle E-Bits 0 und alle M-Bits 0.

» FUr |x| = co sind alle E-Bits 1 und alle M-Bits 0.
» Fir x = NaN sind alle E-Bits 1 und nicht alle M-Bits 0.



Darstellung von Zahlen im Computer
» Beispiel: x = —0.1

Algorithmus fur die binaren Ziffer von 0.1:
01x2=0+02,02x2=0+04,
04x2=0+0.8,08x2=1+0.6,

0.6 x 2 =1+ 0.2 — zurtick zum Anfang

Also x = —(0.1)10 = —(OOW)Q = —(1 1W)2 x 274
Probe: x = =Y g2 27% — Iy 274 = L

M= (1.40017)z = my =1, {mak = maes = 1),
sonst my = 0?

e—(127)10 = E = —(4)10 = e = (123)10 = ( )2
Mit Aufrundung ( )

x (IEEE): 1 1001100 11001100 1100110

Mit Abrundung ( )

x (IEEE): 1 1001100 11001100 1100110



Darstellung von Zahlen im Computer
» Fortsetzung des Beispiels: x = —0.1

Mit Aufrundung (moz = 1)
x (IEEE): 10111101 11001100 11001100 11001101

— (0.100000001490116119384765625) 1
Mit Abrundung (mo3 = 0)
x (IEEE): 10111101 11001100 11001100 11001100

— (0.0999999940395355224609375) 19

Mit einfacher Genauigkeit gibt es keine speicherbaren
Zahlen zwischen diesen!

» |EEE FlieBkommazahl doppelter Genauigkeit (64 bits, 8
bytes)
10
x=V.2E.M, E=-1023+)" ge2*
k=0

52
V=(-1)°, M=1+) m2*
k=1



Darstellung von Zahlen im Computer

Fehler in der Darstellung?

Def: Wenn p eine Approximation zu p ist, ist der absolute
Fehler |p — p|. Der relative Fehler ist |p — p|/|p| wenn p # 0.

Def: p approximiert p zu s signifikanten Dezimalziffern wenn
s € N die groBte Zahl ist, bei der der relative Fehler kleiner als
5x 1075 ist.

» Beispiel: x = —0.1, X = —0.10000000149 - - - (Aufrundung)

Xx—X 1.49...x107°

= I <5x108=s5=8

5x 1079 <




Darstellung von Zahlen im Computer

» Relativer Fehler der FlieBkommazahl-Darstellung fl(x), mit
b-binarziffriger Genauigkeit und Abrundung,
X 0] _ V28 S g me2 — V28 5T mi2 K|
|X| |V 2B 3050 o m2K|

= i m2~K / i m27f < i m2k
k=b k=0 >1  k=b
< iz—k = 2—bi2—k _o2P 2-b+1 (i tol)
= 1—2-1
k=b k=0

» |EEE einfache Genauigkeit, b = 24,
276t 119 x 10 7,s=7

» |EEE doppelte Genauigkeit, b = 53,
27b+1 222 x 10716, s =16



Darstellung von Zahlen im Computer

» Verlust von signifikanten Ziffern: Ausldéschung.
Bildlich gesehen:

X1 = (—1)U2EM1 l ]
gleich anders
Xo = (—1)02EM2 l
Xp — Xi [ E 000 .- 000 #H##H###
(—1)72E(My — My) [_E__ ##HHH##000 -~ 000

Nur die Ziffer ####t### Gberleben Subtraktion. In exakter
Arithmetik ware der letzte Bereich 000 - - - 000 mit richtigen
Ziffern besetzt.



Darstellung von Zahlen im Computer

» d-dezimalziffrige Genauigkeit mit Aufrundung der Zahl x =
(—1)"10E Zfzo mk107k ist mit Matlab round (x,d, "s’ )=
m, € {0, ..., 9}

d-2
_1\o4nE —k | F —(d—1) o _f Mg, Mg <5
(=1)710 (;)mkm +Mg_110 > My—1 { Mo1 i1, ma > 5.
» Beispiel: Berechne die Nullstellen von
p(x) = x2 +62.10x + 1
mit 4-dezimalziffriger Genauigkeit und Aufrundung.

—62.10 + [(62.10)2 — 4.000 - 1.000 - 1.000]2

2.000
—62.10 + [3856 — 4.000]2 —0.04000
- 2.000 = 000 002000
# xy = —0.01610723
» Besserer Weg: A— B = (A2 - B?)/(A+B) =
_ 7 B2 (B2
b++Vvb*>—4ac  —b"+ (b° —4ac) . 001610

s 2a  2a[b+ Vb2 — 4ac]



Darstellung von Zahlen im Computer

» Anfallig fir Ausléschung: Polynomauswertung und

Skalarprodukt
Beispiel: Auswertung des Polynoms

p(x) = x® —6x2 +3x —0.149, x =4.71
mit 3-dezimalziffriger Genauigkeit und Aufrundung.
exakt:
104.487111 — 133.1046 + 14.13 — 0.149 = —14.636489
3-ziffrig:
105 - 133 +14.1 — 0.149 — —14.0, 4% relativer Fehler
Horner Algorithmus:

p(x) = x[x? + 6x + 3] — 0.149 = x[x(x — 6) + 3] — 0.149

P~ X—6,p—X-p,p+—p+3,p—Xx-p,p<+ p—0.149
Ergebnis: -14.6, 0.25% relativer Fehler

» Skalarprodukt: 2-dezimalziffrige Genauigkeit und Aufrundung,

(20,—-20,0.1)-(1,1,1) — 0.1 # 0 « (20,0.1,-20)-(1,1,1)



Lineare Gleichungssysteme: Direkte Methoden
Gauf3sche Elimination zur Lésung von Ax = b. Beispiel:

» Das System:

3X4
2X1
Xq

+ 6xo
+ 5X2
— 4X2

9X3
8X3
7X3

> G2+ Go— 5Giy, Gs + Gs — G,

3X4

> G3<— Gg—i?Gg,

3X1

+ 6x2
X2
- 6X2

+ 6X2
X2

+

9X3
1 4X3
1 0x3

9X3
1 4X3
94X3

—12
—11
~10

—-12

—24



Gaufsche Elimination und Rickwarts Substitution

3X1
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» Rulckwarts Substitution:

+ 6x2 + 93 = —12 = x;=3(-12—-6x—9x3) =
X2 — 14x3 = -3 = xo=-3+14x3=2

» Zur Lésung von Ax = b kénnen die Schritte auf der
erweiterten Matrix [A|b] durchgeflhrt werden:

1 1 0| 4
[Abl=1{2 1 -1 | 1]eR¥ (™)
3 -1 -1 | -13

» Wenn es mehrere rechte Seiten gibt,

AxX'=b', i=1,2,....m oder
AX=B, X=[x',....x™, B=[b',...,b"

kdénnen die Schritte gleichzeitig auf der erweiterten Matrix

[A|B] durchgeflihrt werden, wenn B von X unabhdngig ist.

_27/8
47



Diskretisierung einer PDG

» Die Diskretisierung [/; D + /Ju = v des Randwertproblems,

—pd"+u = v, Q
v = 0, 09

wird sehr gro3 mit Verfeinerung, aber sie ist trotzdem
immer tridiagonal. GauBsch Elimination flr dieses System
ist daher ziemlich billig.

» Bessere Motivation: Randwertproblem auf Q = (0, 1)?,

_,U’(UXX + Uyy) +u = v, Q N|lo|o|o|o]|o
up, = 0’ a0 o|lo|o|o]|o

o o] o o o

up = (—1)Y 1Ux- y=0,1 olo|o|o|o

Up = (=1 1y,  x=0,1 1[ololololo

1 .. N

Uip1j = 2Uj + Ui j | Uijr = 20+ Ujjs

Uxx + Uyy ~ h2 h2




Diskretisierung einer PDG
» Gleichungssystem:

. .
O(N) O(N)

» Obwohl die Matrix diinn besetzt ist (sparse, d.h. ganz

Uy 4

UN .1

Uy, N

Un,N

Vi1

VN1

ViN

VNN

wenig nicht triviale Elemente), fliihrt GauBsche Elimination
zur Auffillung (fill-in) der Zwischendiagonalen.

» Beispiel:

A = spdiags (ones(N,3), [-p,0,q9],N,N)
[L,U] = lu(d);

r
% GE-Dreiecksform ist U, 0 bis g aufgefuellt

+ speye (N);




Automatisierung der GauB3schen Elimination

» Um die Lésungsschritte der GauBschen Elimination zu
automatisieren, werden diese symbolisch geschrieben:

A
, Azq
2. Zeile:
{ Ao
: Asi
3. Zeile:
{ Asj
A.
i. Zeile: I
{ Aj
i=2,...,n
» Ergebnis:
Null in GE —-

« [Alb]
= Apz1/A11 (Multlpllkator Mp1)
= Agj— A2 Ay, j=2,...,n(+1)
= As1/A (Multlpllkator m31)
= A — Az Ay, j=2,...,n(+1)
= Ai/A (Multiplikator: mj)
= Aj—An-Ay, j=2,...,n(+1)
Pivot
< neues b

neue Zielspalte




Automatisierung der GauB3schen Elimination

» Mit der nachsten Zielspalte:

3 Zeile: { Az = A32/A22 (Multiplikator: m32)
’ ' A3j = A3j—A32-A2j, 1:3,,n(+1)

i Zeile: { A,’2 = A,‘2/A22 (MUltlpllkatOI’ m,-2)
' ) A,‘j = A,']'—A,'Q'Agj, j:3,...,n(+1)

i=3,...,n
» Ergebnis: Pivot
- neues b
Nullin GE — neue Zielspalte

» Wird mit Zielspalten fortgesetzt, bis die Multiplikatoren eine
Dreiecksmatrix bilden.



Automatisierung der GauB3schen Elimination
» Pseudo-Code zur Gauf3schen Elimination:

A <- [A,Db] Erweiterung
for k=1,...,n-1 Pivot-Index
for i=k+1,...,n Zeilen—-Index

A(i,k) = A(i,k) / A(k, k) Multiplikator
for j=k+1,...,n+1 Spalten-Index
A(i,3) = A(i,3) - A(i,k)*A(k,3)
end $ (vektorisiert mit impliziten Schleifen!)
end
end

o° o° o° o° oP

» Pseudo-Code zur RlUckwarts Substitution:
x(n) = A(n,n+l) / A(n,n)
for i=n-1,...,1

s=0
for j=i+l,...,n
s = s + A(i,]J)*x(J)
end S (vektorisiert mit impliziten Schleifen!)
x(i) = (A(i,n+1l) - s) / A(i,1)
end



flops der GauBBschen Elimination
» Wie viele Operationen kostet Gauf3sche Elimination?

» Divisionen
k=1,..,n—1
i=k+1,..,n

» Multiplikationen

k=1,..,n—1
i=k+1,..,n

J=k+1,..,

» Subtraktionen

» Nitzliche Summen:

m m
di=m, > k=

k=1 k=1

n(+1)

}ni (n—k)(n+1—k)
k=1

n—1
...ebenso :Z(n — k)(n+1—k)

k=1
(vgl. [y kP~1dk = mP/p)

Zk2

m+1 m(m+1)2m+1)




flops der GauBBschen Elimination

» Kosten flr Gauf3sche Elimination:

» Divisionen
n—1 n—1 n—1
Sk =n> 1-Y k= n(n_1)_(”‘2”” _ ”(”2‘ 1)
k=1 k=1 k=1

» Multiplikationen

1

3>
|

n—1 n—1 n—1
(n—K)(n+1-K)=(P+n> 1-@n+1)> k+> K =
n(n+1)— (2n-+1)k+K2 k=t k=1 k=1

>
Il

1

(4 n)(n—1)— (2n+ 1= D0 (= D0 = 1) +1] _ n(r — 1)

2 6 3

» Subtraktionen: auch n(n® —1)/3

» Gesamte flops (floating point operations):
n(n—1)/2+2n(n? —1)/3 =n(n—1)(4n+7)/6 = O(n®)



flops der GauBBschen Elimination

» Kosten fiir Riickwérts Substitutionen:
» Divisionen: n
» Subtraktionen: n — 1
» Additionen:

n—1

i=n-1,..,1 - n(n—1)
j=i+1,..,n e(n—i)}z;(n’) 2
=

» Multiplikationen: auch n(n—1)/2
» Gesamte flops:
2n—1+2n(n—1)/2=r?+n—1=0(n?)
» Botschaft: Ruckwarts Substitution ist viel billiger als
GauBsche Elimination.

» Hausaufgabe: Einen Pseudo-Code fiir Vorwarts
Substitution schreiben und die Anzahl der £1ops
bestimmen.



Rekursive Losungen: Evolutionsgleichung

» Wenn viele Systeme mit by = bk (x,_1) hintereinander
geldést werden miissen,
Ax,=by, k=1,2,....m
sind die folgenden Schritte vorteilhaft:

» GauBsche Elimination nur einmal mit Kosten O(n®)
durchfiihren,

» das Ergebnis speichern (A = LU) und dann

» m-Mal Riickwarts und Vorwarts Substitutionen durchfiihren,
zwar mit Kosten O(mn?).

Sonst sind die Kosten O(mn®)!
» Beispiel: Evolutionsgleichung, t € [0, T],

/ = zeitliche ky _ k—1
u(t) = Bu(l) | L}h u(t™) —u(t“") _ Bu(t")
U(O) = Uy Diskretisierung tk — tk—1

mit t* = k7, uX ~ u(t*), u™ ~ u(T)und A= [| — 7B]. Es
kosten die lterationen

AU =d"" k=1,....m

i

O(mn®), aber mit A = LU ist O(n® + mn?) méglich.



LU Zerlegung

» Wie kann die Arbeit fir Gau3sche Elimination so
gespeichert werden (d.h. A = LU), dass sie spater
vorteilhaft verwendet werden kann?

» Definiere A") = A. Das Ergebnis nach der Elimination der
ersten Zielspalte ist A@) = M(MA(M wobei:

10 0
—im2q .

M = .

2) .
AR) = J(n—=1)

Z4 Z4
Probe: SeiA=| : |, MMWA=| Z2— M2



LU Zerlegung

» Das Ergebnis nach der Elimination der zweiten Zielspalte
ist AG) = M) AR) wobei:

0|1 0 0

M?@) = ™

' /(n—z)

» Am Ende der GauBschen Elimination,
A — ppn=1) pAln=1) — pgp(n=1) ... (gD A
ist A(") eine obere Dreiecksmatrix.
» Mit U = A folgt
A— M1 y-D-1y
» Die Matrizen M()—1 |assen sich leicht explizit darstellen:



LU Zerlegung

» Erstens firi =1,

10 cee 0 10 e 0
» Weiters gelten im Allgemeinen,
1.0 0
0 1
Mi—1 — | i . i=1,....,n—1
0o - J(n—=10)
» Fur MM=Tpm@) -1 gilt
10 e 0 10 s 0 10 R 0
m21.. T10 ... 0 @10 e 0
J(n—1) 1. "l(n_z) I R "/(n—z)




LU Zerlegung

» Weiters gilt fir die ganze Kette,

10 0
211 0 «-- 0
m32 1

M1 =11

MntMpg  « <+ Mppql

» So ergibt sich der folgende Satz:

Satz: Seien {a,(jk)} = AK) = M=) Ak=1) { < k < n, die
Matrizen, die sich durch Gauf3sche Elimination der Matrix A
ergeben, wobei af(’,‘() # 0,1 < k < n. Dann mit

(n) . . .
a’, 1<i<n, i<j<n
U={u}, up = > =12 /=n
0, 2<i<n, 1<j<i

my, 2<i<n, 1<j<i

L={t;}, 4y = 1, 1<i<n, j=i

folgt die Faktorisierung A = LU in Dreiecksmatrizen.



Rekursive Losungen mit LU

» Mit dieser Zerlegung werde mehrere sequentielle Systeme
glnstig so gelost: Axx = by < Ly, = by, UXxy = y.
» Beispiel: Evolutionsgleichung, ¢ € [0, T],

! = zeitliche ky — k—1
u(t) = Bu(t) | ;h u(t*) — u(t* 1) _ Bu(tY)
U(O) = Up Diskretisierung tk — tk—1

mit t = k7, UK ~ u(t*), u" ~ u(T)und A= [l — 78],
AU =d"" k=1,....m

» Durch die LU Zerlegung A = LU,

Vorwérts Substitution: Lv = u*'  O(n?) P -
Rlickwarts Substitution: Uuf = v, o(r?) =1,...

sind die Kosten O(n® + mr?).



Pivot Strategien
Pivot Strategien:
» Beispiel:

0.003000 59.14 Xy | | 99.17
5.291 —6.130 xo | | 46.78

Exakte LOsung:

v

x{ =10.00, x3 =1.000
Mit 4-dezimalziffriger Genauigkeit und Aufrundung,
e — 5.291
1™ 0.003000
Erster Schritt der GauB3schen Elimination,
0.003000 59.14 59.17
(1764) —104300 —104400
Mit exakter Arithmetik ware es gewesen,

0.003000 59.14 59.17
(1763.66) —104309.3766 —104309.3766

v

= 1763.66 — 1764

v

v



Pivot Strategien

» Nun Rickwarts Substitution mit 4-dezimalziffriger
Genauigkeit und Aufrundung,

—104400

X2 = m—f].OO‘]%xz
_59.17 — (59.14)(1.001) o
o 0.003000 — —10.00 # 10.00 = x;

» Hausaufgabe: Zeige, wenn die Zeilen getauscht werden,

5.291 —6.130 46.78
0.003000 59.14 59.17

bekommt man mit 4-dezimalziffriger Genauigkeit und
Aufrundung,

Xo — 1.000, xy — 10.00.



Pivot Strategien

» Pseudo-Code zur GE mit einfacher Pivot-Suche:

A <- [A,Db] % Erweiterung
I(i)=1i, i=1,...,n % Zeiger Initialisierung
for k=1,...,n-1 % Pivot-Index
p=argmax_{k<=i<=n} |A(I(i),k) | % GroBtes Pivot-Element
if A(I(p),k) = 0 then stop % Test fir Regularitdt
It = I(k), I(k) = I(p), I(p) = It % Virtueller Zeilentausch
for i=k+1,...,n % Zeilen-Index
A(I(1),k) = A(I(i),k) / A(I(k),k) % Multiplikator
for j=k+1,...,n+1l % Spalten-Index
A(I(1),3) = A(I(1),3) — A(I(1),k)*A(I(k),])
end
end
end Tausch
—H mit /()

» Pseudo-Code zur Rickwarts Substitution:

x(n) = A(I(n),n+l) / A(I(n),n)
for i=n-1,...,1
s=0
for j=i+l,...,n
s = s + A(I(i),3)*x(3)
end
x(1) = (A(I(i),n+l) - s) / A(I(i),1)

54 end




LU Zerlegung mit Permutation

» Wie kann die Matrix mit Pivot-Suche faktorisiert werden?

Def: Eine Permutationsmatrix P hat genau einen nicht trivialen
Eintrag, zwar mit dem Wert 1, in jeder Spalte und in jeder Zeile,
und es gilt PPT = 1.

» Beispiel:
0 1 0 1 3 2
P=[7 0] a=[s 2] =[5 7]
Bemerkung: Sei {/(/) : i=1,...,n} eine gegebene
Permutation von den Zahlen {1, ..., n}. Die Permutationsmatrix

P,'J = 5/(,‘)71' erfullt /Z\ = PA wobei A,’j = Al(i),j-

» Mit dem obigen Satz ergibt sich PA= A = LU vom
Algorithmus mit Pivot-Suche, wobei

AN s n .
10).4° Apn L i<
Pij=di; Li=q 1,  i=j U= { 0o I.;j.
Y : j
0, i<j



Skalierte Pivotsuche

Weitere Pivotsuche-Strategien
» Das 2 x 2 Beispiel lasst sich so umschreiben:

30.00 591400 Xy | | 591700 (« x10%)
5291 -6.130 xo | | 46.78

» Erster Schritt der GauBBschen Elimination (kein Tausch!)

o _ 5.201
217 30.00

30.00 591400 591700
0.1764) —104300 —104400

— 0.1764 [ (
flhrt zur gleichen Lésung wie vorher ohne Pivotsuche:
X2 — 1.001, x; — —10.00 # 10.00 = xy

» Neue Strategie: Die Zeilen sollen skaliert werden.



Skalierte Pivotsuche

» Pseudo-Code zur GE mit skalierter Pivotsuche:

A <- [A,Db] % Erweiterung
s(i)=max_j |A(i,3) 1|, i=1,...,n % Zeilenskalen
I(i)=1i, i=1,...,n % Zeiger Initialisierung

for k=1,...,n-1
p=argmax_{k<=i<=n} [A(I(i),k)|/s(I(i))

o

Pivot-Index
GroRtes Pivot-Element

o

if A(I(p),k) = 0 then stop % Test filir Regularitdt
It = I(k), I(k) = I(p), I(p) = It % Virtueller Zeilentausch
for i=k+1,...,n % Zeilen—-Index

A(I(i),k) = A(I(1),k) / A(I(k),k) % Multiplikator

o

for j=k+1,...,n+l Spalten-Index
A(I(1),3) = A(I(1),3) — A(I(1),k)*A(I(k),])
end
end
end

» Pseudo-Code zur Riickwarts Substitution:

x(n) = A(I(n),n+l) / A(I(n),n)
for i=n-1,...,1

s=0

for j=i+l,...,n

s = s + A(I(i),3)*x(3)

end

x(1) = (A(I(i),n+l) - s) / A(I(i),1)
end



Totale Pivotsuche
Bemerkung: Kosten fiir Tauschen und Skalieren sind O(n?)

Weitere Pivotsuche-Strategien: Totale Pivotsuche

Virtueller Zeilentausch mit einem Zeiger /(-).

Virtueller Spaltentausch mit einem Zeiger J(-).

Bestimmung des Pivot-Elements:
(p,q)=argmax_(k<i, j<n) [A(I(1),J(3)) |

Zusétzliche Arbeit ist O(n®).

Geeignet wenn das Problem sehr verschiedene Skalen
hat, d.h. wenn die Matrix A sehr steif ist.

» Verwendung:

Zeilentausch: Ax=b — PiAx = LUx = Pib
Spaltentausch: Ax=b — AP,PJx = LUPJx = b

v

v

v

v

v

Beides: (P1AP2)P) x = LUP; x = P1b
Ly =Pib, Uz=y, x=Pz



Determinante und Inverse

Bemerkung: Falls keine Pivotsuche notwendig ist, folgt aus
AN = pm=1) oMM Aund det(MD) =1,i=1,...,n—1,
dass det(A) = det(A(") gilt, d.h.

oA
0 a - a
det(A) = det 2 =) AR
0 ce . 85777)

und daher kann die Determinante durch GauBsche Elimination
mit Kosten O(n®) berechnet werden. Die direkte Berechnung
ist viel teurer, zwar O(n!) durch Induktion.

Bemerkung: Falls die Inverse notwendig ist, kann sie giinstig
durch die Lésung des folgenden Systems berechnet werden:

AX=1 = X=A"1 o

Die direkte Berechnung mit Determinanten ist viel teurer O(n!).



Diagonal Dominante Matrizen
Wann wird keine Pivotsuche notwendig?

Def: Eine Matrix {a;} = A € R"*" ist streng diagonal dominant
wenn n
lail > Y layl, i=1,....n

i#j=1
Bei Gleichheit ist sie schwach diagonal dominant.

» Beispiel: Fir das motivierende Beispiel,

{—uu”+u = v, Q . Au:[£D+/:|U:V

v = 0, 99Q h2
NecN, h=1/N,1cRN, |=diag(1), u > 0,
o1 -1 0
-1 2 -
A=uD/WP+I, D= e RVxN
-1 2 -1
0 ) -1 1




SPD Matrizen

ist A streng diagonal dominant:

(X1,XN) i:O,NZ é%+1 > ’ #’ \/
(x) 1<i<N: Z+1 > |—Hl+]-& V

Satz: Fir eine streng diagonal dominante Matrix, kann
GauBsche Elimination ohne Pivotsuche stabil durchgeflhrt
werden.

Def: Eine symmetrische Matrix A € R™*" ist positiv definit
(SPD) wenn x"Ax > 0, Vx € R”, x # 0.

Bemerkung: Wenn A € R"™*" symmetrisch ist, sind die
Eigenwerte reel und es gilt

. xT Ax
min{\ € o(A)} < T x

< max{\ € o(A)}

Wenn min{\ € o(A)} > 0 gezeigt werden kann, ist A SPD.



Gerschgorin Satz

» Dies lasst sich flir das obige Beispiel mit dem folgenden
Satz zeigen.

Satz (Gerschgorin): Fir {a;} = A € R™" qilt

n n
c | JR; wobei R,-{ze(C:za,-/< Za,-j}

i=1 i#j=1

Weiters liegen genau k Eigenwerte in Uj’-‘:1 R; wenn diese

Menge einen leeren Schnitt mit den anderen Scheiben hat.
» Beispiel: Wo liegen die Eigenwerte fir das Beispiel?

R1:B(h2+1’h2) C / \
R = B(3% +1,2) Rl %o
1 ?“+1

RN:B(hz +1’h2)
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Notwendigkeit einer Pivotsuche
» FUr das Beispiel ist A symmetrisch und es qilt
. x " Ax
1<min{A e o(A)} < T
also ist A SPD.
Satz: Fur eine SPD Matrix kann Gauf3sche Elimination ohne
Pivotsuche stabil durchgeflihrt werden.

Botschaft: Fir viele Matrizen in Anwendungen ist eine
Pivotsuche nicht notwendig, aber es ist sicher nicht immer so.

Folgesatz: Eine Matrix A € R™" ist SPD genau dann wenn
3L € R™" eine untere Dreiecksmatrix mit A= LL".

» Das System LLT = A= {a;}, L = {¢;}, komponentweise

min(i.j) ayg = 6?1
aj = Z liglik @21 = La1ly
az = l11l2

fihrt zum folgenden Algorithmus:



Pseudo-Code fir den Cholesky Algorithmus

L(1,1) = /A(1,1)
for i=2,...,n
L(i,1) = A(i,1)
end
for j=2,...,n-1
s 0
for k=1,...,3-1
s =s + L(j,k) » L(j, k)
end
L(]l]) = \/A(j’j)_s
for i=j+1,...,n
s =0
for k=1,...,3-1
s = s + L(i,k) » L(j, k)
end
L(i,3) =

/ L(1,1)

[A(1,3) - s1/L(3,3)

0
for k=1,...,n-1

s = s + L(n,k)
end

L(n,n) = +/A(n,n)—s

* L(n,k)

» Hausaufgabe: Leite diese
Methode her.

» Bemerke: Der Cholesky
Algorithmus ist nur fir SPD
Matrizen.

» Hausaufgabe: Schatze die
flops des Codes ab.



Bandmatrizen
» Die Bandbreite einer solchen Matrix,

B ai 1 a1’q+1 0 0 7
A= ap+1,1 0 c R™N
0 an_qn
| 0 0 ann-p - ann |

ist p+ g+ 1, die kleinste Anzahl der benachbarten
Diagonalen, innerhalb welcher die nicht trivialen Elemente
von A zu finden sind.

» Bemerke:

p<n—-1, g<n-1, Bandbreite <2n-1.

Wennp+ g+ 1< 2n—1ist Aeine Bandmatrix.



Bandmatrizen

» Um Speicherplatz zu reduzieren, wird A als Liste der
Diagonalen gespeichert:

M 0 0 a171 a17q+1 7
B _ 0 .t . . . . an_qyn c Rnx(p+q+1)
api11 - : : : . 0
L @nn—p -+ - ann 0 0 ]

» Bemerke: Die nicht trivialen Elemente von A = {a; ;}
lassen sich bezliglich der Elemente von B = {b, g} so
darstellen:

ajj = bjjitpt1



Sparse Speicherformat

» Hausaufgabe: Schreibe einen Pseudo-Code zur
Implementierung des Gauf3 Algorithmus flr A beziglich B
mit moglichst wenig flops.

» Es gibt auch sparse format:

A = sparse(i, j,w,m,n) = AecR™" Aiky,jik) = w(k)

» Beispiel: Ne N, h=1/N,1c RN, | =diag(1), » > 0,

T 07
12
AZMD/hZ-f—I, D — ERNXN
12
| 0 —1 1 ]

= [-ones(N,1),2+ones (N,1),-ones(N,1)1;
d(1,2)=1; d(N,2)=1;

D = spdiags(d,[-1,0,+1],N,N); I = speye(N);

muxD/h"2 + I;

[oF
|

e
Il



Lineare Gleichungssysteme: lterative Methoden
lterative Verfahren zur LOsung von Ax = b.

» Um Ax = b annaherungsweise zu I6sen, werden
Iterationen der folgenden Form formuliert,

xD = 71xk Lo k=0,1,...

mit dem Fixpunkt x = A~'b.

» Um Konvergenz zu untersuchen, wird ein gewisses
Werkzeug bendtigt.

Def: Eine Vektornorm ist eine Funktion || - || : R" — R mit den
Eigenschaften:
1. |x|| > 0,vx € R” (3=, x; keine Norm)
2. x| =0&x=0, (|x1| keine Norm fiir n > 1)
3. |lax|| = |a|| x|, VX e R", YVa e R (31, x? keine Norm)
4. |x+yll < |xI| + 1y, VX, y € R

(f(1/>-1_ x?) keine Norm wenn f nicht konvex)
68 ] ]



Vektornormen

Satz: Die folgenden sind bekannte Normen:

1
n 5
1 X[lp = !Z |Xip] d<p<oo,  [[X[leo = max [x
i—

Satz: Vx,y € R" gilt

n
Xyl <> bxavil < Ixlpllylg
i=1

wobei 1/p+1/g=1.

1<i<n

[1X[loc=1 ——

4

— lIx[l2=1

[[x[[1=1 —

Beweis (flir p = g = 2): Mit x, y € R” beliebig, seien

X = (Ixl,....[xnl) und y = (|yl,

x| +2/ 57wl + V18
13 +257 by + I3
= 1%+ 713

A I IA

.., |yn|). Dann gilt

I%]3 + 2% - 7 + | 713
(e
1513 + 21 %[271l2 + 1713 =



Aquivalenz von Normen

Satz: In R" sind alle Normen aquivalent, d.h. fiir 2 beliebige
Normen || x||a und || x|g auf R” 3¢y, ¢, > 0 mit

cillx|la < [IX]ls < c2[|X[a VX €R"

Insbesondere:
Satz: vVx ¢ R”,

1X[loo < [[X]l2 < V| X[[o0
Beweis: Fir x € R" sei |xx| = ||X||«- Dann gilt
n n
XI5 = k[ <> 1l = [1x113 < > [xel® = nix? = njlx|)%, =
i=1 i=1
Hausaufgabe: Zeige Aquivalenz der Normen || - ||y und | - ||2.
Hausaufgabe: Beweise den folgenden Satz.

Satz: Fiir A € R™" SPD ist || x| 4 = (xT Ax)2 eine Norm auf R”.



Qualitative Eigenschaften der Normen

>

Soll ein Fehler (x — x*) mit der 1-, 2- oder co-Norm
quantifiziert werden? Mit einer anderen Norm?

Antwort: Es hangt vom Kontext ab!

Beispiel: Die gemessenen pH-Werte einer chemischen
Lésung sind f = (a,b,...,b) € R,

Augenscheinlich ist b die beste Abschatzung vom pH.

Realistischer ware f + Rauschen, aber die einfache Form
von f betont den AusreiBer a und vereinfacht Rechnungen.
Das Ergebnis ist qualitativ gleich mit Rauschen:

Hausaufgabe: Fir1 = (1,...,1) zeige
a4+ nb

— argmin ||f—c1|3 wéhrend b = argmin ||f—c1|;
14+n ceR ceR

Ausreif3er beeinflussen das Ergebnis starker mit || - ||2.
Statistisch robuster ist || - ||1. Siehe Maximum Likelihood.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Matrixnormen

Ein Konzept der Gr63e einer Matrix gehért auch zum Werkzeug.

Def: Eine Matrixnorm ist eine Funktion | - || : R™"” — R mit den
Eigenschaften:

. |All > 0, VA € R™7

A =0sA=0

. @Al = |a|||A], YA € R™" Vo € R
 |IA+ B| < |A] + B, VA, B € R™"
. |1AB| < |IA][|B]|, VA, B € R"*N

[y

a »~h W N

Def: Flr eine Vektornorm || - ||, ist die entsprechende induzierte
(oder natirliche) Matrixnorm || - ||, definiert durch:

1Ay = max [Ax]|;
Ix]ls=1

Hausaufgabe: Zeige dass diese Funktion || - || : R™ — R™"
eine Matrixnorm ist.



Charakterisierung bekannter Matrixnormen
Satz: Die Matrixnormen || - |1, || - ||z und || - ||~ sind fUr eine
Matrix {A;} = A € R™" explizit so gegeben:

A1 = max ||Ax]4 = max a
1A max [|Ax] KMZ! il
1
1Ale = max x|z = [max{Aea(ATA)}}z
ax
A = max |Ax = max a
[Allse = max_[|AX]|a 1WZM

Def: Eine Matrixnorm || - ||m ist mit einer Vektornorm |- llv
vertrdglich (oder kompatibel) wenn gilt

|AXIly < |AllulX]lv, VX €R", VAERMD

Hausaufgabe: Zeige dass die Funktion n )13
|- |lF : R™" — R eine Matrixnorm ist, |AllF = [ > 1Ay }
namlich die Frobenius Matrixnorm, i,j=1

die mit der Vektornorm || - |2 vertraglich ist. Sie ist aber von
keiner Vektornorm induziert: ||/|[r = v/n > 1 = ||/,



Spektralradius

Def: Sei R" mit einer beliebigen Vektornorm || - ||y versehen.
Fir x(), x € R” gilt lim,_,.. x(¥) = x genau dann wenn Ve > 0,
K, 53 Vk > K, [|x — x|y < e

Satz: Fir x(%) = <x1(k), xS X = (g, xp) € R gl
limy_oo X%¥) = x genau dann wenn limy_, -, x,.(k) = X;.
Beweis: Hausaufgabe. |

Def: Die Eigenwerte einer Matrix A € R"*" sind die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

p(A) = det(A— Al), o(A) = {):p()) =0}

und die entsprechenden Eigenvektoren sind die nicht trivialen
Losungen (x # 0) der Gleichung Ax = Ax.

Def: Der Spektralradius einer Matrix A € R™*" ist
p(A) = max{|A| : XA € o(A)}



Spektralradius

» p(A) ist der groBte Skalierungsfaktor.
Beispiel: A= SAS™', S = x4, X2],

A — 10 /\é1:é1, AXxi1 = X4
10 2|’ /\é2:2é2, AX2:2X2 —

Satz: Sei || - ||; eine beliebige Matrixnorm auf R"*", die von der
Vektornorm || - ||; auf R" induziert ist. Dann gilt

p(A) < ||All, VAeR™"

Beweis: Wahle \, x so aus, dass Ax = \x, |A\| = p(A) und
| x|y = 1 gelten. Dann gilt

p(A) = A= [Allixlly = lIAxIly = [IAX[ly < [[Allgllxl; = [|All;

» Wie wird eine Lésungsiteration
xk+D) = 7x(K) 4 ¢

von Ax = b hergeleitet? Zerlegung: A= M + N, wobei



Konvergente Matrizen
Systeme mit M leicht zu I6sen sind:

Mx+1) = p — Nx(¥)
soc=M"Tbund T = —M~'N. Ein Fixpunkt ist x* = A~"b,

Mx* = b — Nx*.
Satz: Sei x* € R” ein Fixpunkt der lteration x(k*1) = Tx(*) 4+ ¢.
Angenommen gilt || T||; < 1, wobei || - ||, eine induzierte

Matrixnorm ist. Dann folgt x(9) K23 x* vx(©) ¢ R,

Beweis: Es ergibt sich (x(kt1) — x*) = T(x(X) — x*) aus
x(k+1) = Tx(K) 4 ¢ und x* = Tx* + c. Es folgt
1D — e[l < [ Tyl x5 — x*[ly < - < || T[§[1x© — x*||,. Da

IT; < 1 gilt, folgen | T[lf “3 0 und [+ — x*||, ““F 0. m

Def: T € R™" ist konvergent wenn gilt
lim (T%); =0, V1<ij<n
Kk—o0



Konvergente Matrizen
» Beispiele:

20 Kk _[2K 0 00

A‘_01]’ AT=10 1]%[0 o]

10 20 00

— 2 k ok

=53] =[5 5] [0l
10 0 00

C= %1}’ Ch = %(1]%[0 0]

B4 2 2T 2k

p_[ =3 21 p_[1 2 ()¢ o0 12
& 3| | 3 4 0 ({pFk][3 4

» ||D|l1 =5.7, |D||2 = 4.4922, | D||~ = 4.7 und p(D) = 0.9.
» Gibt es eine Matrixnorm || - ||\ wobei ||[D|jm < 17

Satz: Sei A € R"*" gegeben. Ve > 0 gibt es eine induzierte
Matrixnorm || - ||c wobei gilt p(A) + € > [|A]l..

» Bemerkung: Diese Matrixnorm || - ||c hdngt von A ab.



Zerlegungen fUr lterationen
Satz: Die folgenden sind &quivalent:

1. T € R™" ist konvergent
2. limk_y00 || T¥||y = O fiir eine induzierte Matrixnorm || - ||,

3. lim_,o || T||; = O fur alle induzierten Matrixnormen || - ||
4. p(T) <1
5. limy_o TKX =0, VX € R”

» In der Zerlegung A= M + N,
Mx D) = p — Nx (k)

welches M ist geeignet? Besonders wenn A diagonal
dominant ist, ist die folgende Zerlegung natdrlich:

A=D+L+U, M=D, N=L+U.

Hier sind D eine diagonale Matrix, L eine streng untere
Dreiecksmatrix und U eine streng obere Dreiecksmatrix.



Jacobi Methode

» Die Jacobi Methode: My = D, Ty = —D~'(L + U),

xKY = Db — (L+ U)x(¥)]

D='[b — (L+ U+ D)_,x®) + Dx(*)]
x50 4+ D=1[b — Ax(9]

xK) 1 D=1pk)

wobei r = b — Ax das Residuum fir gegebenes x ist.
» Die Jacobi Methode, komponentenweise,

k+1 .
Sapx +apx“V Y apxW =b, 1<i<n
J<i J>i

» Im folgenden Pseudo-Code wird x; sequentiell in einer
Schleife i = 1,..., n berechnet:



Pseudo-Code der Jacobi Methode

d(i) = A(i,1i), i=1,...,n
x(i) = b(i), i=1,...,n
for it=1,...,itmax
for i=1,...,n
r(i) = b(i)
for 3=1,...,n
r(i) = r(i) - A(i,3) » x(3J)
end % Residuum
dx (i) = r (i) / d(i) % Skalierung
x(1) = x(1) + dx (1)
end % Aktualisierung
if (lldx|| < tol x [|[|xI])
break % Abbruch
end
end
% Abbruchsparameter: itmax < O(n?)
% tol = relative Fehlertoleranz



Jacobi Methode

» Wenn ein neuer Wert x (i) +dx (i) im Pseudo-Code

verflgbar ist, warum nicht in x (1) sofort speichern? So

entfernt man zwischen den folgenden
dx (i) = r(i) / d(i)
x (1) = x (1) + dx (1)

damit diese neben einander innerhalb einer einzigen
i-Schleife stehen, oder noch einfacher:
x(i) = x(i) + r(i)/d(i)
Wenn im Pseudo-Code die eine i-Schleife so laufen sollte,
wurde die neue lteration so aussehen:
Sapx ) +apx T + Y e =, 1<i<n
j<i j>i

oder

(k+1) Zalj (k+1 Zaijxj(k)

J<i J>i



Gauf3-Seidel Methode

» In Matrixnotation,
x5 = p=1[p — Lxk+1) — yx k)]
oder die Gau3-Seidel Methode,
(D + L)x*+1) = p — yx()
» Die Zerlegung A= M + Nist N = U und
Mi=D+L, Tgs=—-(D+L)"U.
» Umgeschrieben,

xtH) = (D4 L) [b— Ux¥)]
N——
Vorwarts Substitution

= (D+L)"'[b—(D+ L+ U)x®) +(D+ L)xk)]
e’

=A
= xB) 4 (D+L)""[b-AxR] = x®) + (D+ L)~ rk)



Symmetrische Gau3-Seidel Methode

Es gibt eine gewisse Asymmetrie bei der GauB3-Seidel
Methode.

Es ware genauso sinnvoll, wenn die eine i-Schleife
rickwarts (i=n, ..., 1) anstatt vorwarts (i=1, ..., n)
laufen sollte.

Mit so einer rlickwarts laufenden i-Schleife ergibt sich
xK+H1) = (D + U)~'[b — LxR)].

Mit beiden Schleifen bekommt man die Symmetrische
GauB-Seidel Methode,

xktz) = (D+L)~'[b— Ux®)]
x(k+1) = (D + U)~"[b — Lxk+2)]

Hausaufgabe: Finde die lterationsmatrix Tsgs fur die
Symmetrische Gau3-Seidel Methode.



Approximierte Inversen
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Bemerkung: Die Zerlegung A= M + N kann so
umgeschrieben werden:

x(k+1) — _M71Nx(k) + Mf1b
= [-M ' (M+N)+ Nx®) - M-'b
= [I=M1AXx®) - M b

und so heisst M~ die approximierte Inverse, da ||| — M~ A|
klein sein sollte.

Hausaufgabe: Sei A= D + L + U eine streng diagonal
dominante Matrix mit D diagonal, L streng unterdreickig und U
streng oberdreickig.

» Bestimme die approximierten Inversen M; und Mg flr die
Jacobi-Methode bzw. GauB-Seidel-Methode und zeige, es
gelten p(/ — M1 A) < 1 und p(I — MgJ A) < 1.

» Bestimme die Approximierte Inverse Msgs fur die
symmetrische GauB3-Seidel Methode.

» Zeige, wenn A symmetrisch ist, ist Msgs symmetrisch,
obwohl Mgs im Allgemeinen nicht symmetrisch ist.



SOR Methode

» GauB-Seidel noch einmal komponentenweise,

XD — — I — > ax (k1) Za,j Mo+ xB1 —w)

j<i j>i

Das alte und das neue kdnnen so gewichtet werden.
» In Matrix-Notation,
xKD = Db — Lxt+1) — Ux(B)]w + x(K (1 — w)
Dx(k+1) = [b— Lx*k+1) — Ux(]w + DxF(1 — w)
(D+ wl)x®+1) = [b— Ux®w + Dx*)(1 — w)
xEED = (D +wl) (1 = w)D — wU]x®) + w(D + wl)~

» Diese Methode heisst Successive Over-Relaxation (SOR)
» 0 <w < 1= under relaxed, d.h. sie konvergiert wegen
Déampfung, wenn sie bei w = 1 mdglicherweise nicht

konvergiert.

» w > 1= overrelaxed, d.h. sie konvergiert schneller wegen
Extrapolation, wenn sie bei w = 1 schon zuverlassig
konvergiert.

b



Konvergenz von lterativen Verfahren

» Die Symmetrische Successive Over-Relaxation (SSOR)
Methode:

xkt2) = (D+wl)""[(1 = w)D — wU]x®) + w(D+wl)"'b
XKD = (D4 wU) "[(1 — w)D — wi]x®+2) 4 w(D+ wl)"'b

» Hausaufgabe: Bestimme die Iterationsmatrix Tssor und die
approximierte Inverse Mssor flir SSOR.

Satz: Wenn flr das System Ax* = b gilt x* = Tx* + ¢, dann
erfiillt das iterative Verfahren x(kt1) = Tx(%) 4+ ¢ die
Konvergenz lim,_,. x(¥) = x*, genau dann wenn p(T) < 1.

Bemerkung: Wenn fir eine induzierte Norm || T||; < 1 gezeigt
werden kann, folgt p(T) < 1.

Satz: Wenn A streng diagonal dominant ist, gilt limy_,., x(¥) = x*,
vx(©) e R", fiir die Jacobi und GauB-Seidel Methoden.



Konvergenz von lterativen Verfahren

» Das Gewicht w wird fir SOR so ausgewahlt, dass

p( TSOR) <1 gilt, wobei Tsor = (D—‘r wL)*1 [(1 — w)D — wU]

Satz (Kahan): Sei {a;} = A € R" gegeben. Wenn a; # 0,
1 <i< n,qilt, folgt p(Tsor) > |w — 1.

Deswegen gilt p(Tsor) < 1 nur fir w € (0,2). Umgekehrt:

Satz (Ostrowski-Reich): Wenn A SPD istund 0 < w < 2 gilt,
folgt fiir SOR die Konvergenz limy_, ., x*) = x*, vx(® ¢ R".

» Beispiel: Firr die Diskretisierung Au = [uD/h? + lu = v
des Randwertproblems,

—uwd"+u = v, xe(0,1)
u = 0, xe{0,1}

ist A streng diagonal dominant, sogar SPD. Deswegen
konvergieren Jacobi, GauB-Seidel und SOR, Vw € (0, 2).



Konjugierte Gradienten
Die Methode der Konjugierten Gradienten

Satz: Seien f € C2(Q) und x* € Q. Wenn Vf(x*) = 0 erfillt ist
und V2f(x*) SPD ist, ist x* ein lokales Minimum fir f.

Explizite Beispiele:
» Fir f(x) = b' x gelten Vf(x) = b und V2f(x) = 0.

axksz’ Zbax’ Zbd,k_bk
i=1

» FUr f(x) = x"Mx, M € R™", gelten Vf(x) = (M+ M")x
und sz(x) =M+M".

0
axk ZZX/MUXJ ZZ ( M’/XI M’/ ax >

/1/1 i=1 j=1
n

= Z Z (5,‘kM,'ij + x,-M,-jéjk) = Z Mijj + Z Mik x;
j=1 i=1

i=1 j=1



Konjugierte Gradienten

89

Satz: Sei A € R"*" SPD. Dann I6st x* das System Ax = b
genau dann wenn x* die Funktion g(x) = %XTAX — b x global
minimiert.

Beweis: (=) Aus Ax* = b folgt Vg(x*) = Ax* — b=0. Weil A
SPD ist, hat g genau einen kritischen Punkt. Da V?g(x) = A
SPD vx € R" ist, ist g global konvex, und x* ist ein lokales
Minimum. Aus der konvexen Analysis ist x* ein globales
Minimum. (<) Mit einem globalen Minimum g(x*) von

g € C>*(R") gilt notwendigerweise Vg(x*) = 0. Da A SPD ist,
dlx* > Vg(x*) = Ax* — b =0. |

Vorausgesetzt ist A SPD, und Ax = b soll gelést werden.

Entwicklung der Methode der Konjugierten Gradienten:

» Sei x() eine Approximation der Lésung x*.
» Sei v() eine gegebene Suchrichtung zur Minimierung von g.
» Wo ist das Minimum von g entlang v(!) von x(© weg?



Konjugierte Gradienten

» Antwort durch die Ketten-Regel,

;g(x(°)+tv(1)) Vg(x(°)+tv(1)) v — [A( +tv(1)) b]-v“) Lo

und das Minimum ist in x(1) = x(©) 1 (") y(1) wobei

() _ (b— Ax(®). y() B 0 . y()

o v . Av(1) v Av(D
» Eigenschaft des Gradienten:
Vg(x") 1 Niveau Kurve g(x) = g(x(")
Orthogonalitat —r(") . v(1) = Vg(x(”) -vD)

[A(x(°)+t(1)v(1)) b]-v() =0 8
bedeutet v(') || Niveau Kurve g(x) = g(x("). Vea®) =+
Wie soll die Suchrichtung v(® ausgewéhlt werden?

Antwort: Minimiere g tber span{x(") + r(1) x(1) 4 y(1)},

v

v

v


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/niveau.pdf

Konjugierte Gradienten

» Die Funktion (t,0) — g(x") + tr(Y) + ov(1)) wird minimiert:

da
do

Uts

g(x(1)+tr(1)+gv(1))ZVQ(x(1)+tr(1)+Jv(1)) V(1)

[AxD4trMW 4 tsvMy— b v = (Ax(M—b). v 1A (F D+ svD) v L0

-~

—r(M.v(H=0 =y(2
» Nimm =r(M 4+ sMy(") wobei JRION
M. Av()
M _rv-AvY
v . Av(1)

» Bemerke:
Av() = (r(1) + 5(1)V(1)) Av(D) = 0, d.h.
v(") und sind A-orthogonal oder A-konjugiert.

> ;g(x“)thr(”ths(”v(”): ;g(x(mrtv(z))éo fhrt zu t®.

» Diese Formeln lassen sich fur jede lteration verallgemeinern:

©
ROR
Vo) = D



Konjugierte Gradienten
Zusammenfassung der Formeiln:

x(© sei gegeben Firk = 1,2,...

v — 10 — b Ax(©) € = k1) Ly () L Ak
XK = xlk=1) 4 K y(k)

F(K) .y — 0 (K — p_ Ax0

v+ avk) — 0 sW = _pl) . Ay . Ay(R)
vkt = pll) L (k) y(k)

» Vereinfachungen:
rt=0) =) gtk =1 k1) k1)

0 . k) _ ) _ _
r v =0=t V0 AV V& Av @

Also
r—p— Ax(K) — p — A(X(kfﬂ + k) y(k )) rlk=1) _ (k) Ay (K)
= pK) . plk=1) — plk=1) | plk— ”—t(")(v(")—s( 1) ylk— )).Av(k) -0
= plk) . plk ) (k) L plk=1) _ (k) p(k) . Ay(K) = —p(K) p(K) - Ay(K)

und

s(k)
0 VAV T k) 0 T k1) )

r(K) . Ay(K) k). k)/t k) (k) . p(k)




Konjugierte Gradienten

Die Methode der Konjugierten Gradienten:

x(® sei gegeben Firk = 1,2,...
v — 10— b Ax(©) (0 = k1)L 1)y . Ay ()
X0 = xk=1) 4 {0 yk)
rlk) —  pk=1) _ (k) Ay(K)
s = pl) . pl) jpk=1) | ple1)
V) pR) 4 g0 y(0)

» Hausaufgabe: Schreibe einen effizienten Pseude-Code
zur Implementierung dieser Methode.
Vorausgesetzt dass A SPD ist:
Satz: Es gelten r(®) . r() =0, v(K) . Av() = 0,1 < | < k.
Satz: Mit exakter Arithmetik gilt Ax(¥) = b fiir ein k < n.



Prakonditionierung
» Angenommen A ~ C? gilt fiir ein SPD C, und Systeme
Cy = c sind leichter zu l6sen als Systeme Ax = b.
» Das Problem Ax = b kann so umgeschrieben werden:

(C-TAC")(Cx) = C~'b

» Falls die SPD Matrix (C~'AC~") besser konditioniert ist
als die Matrix A, konvergiert die Methode der Konjugierten
Gradienten schneller fur das transformierte System als fur
das urspriingliche System.

Def: Sei || - ||« eine induzierte Matrixnorm. Die Konditionszahl
einer Matrix A bezglich dieser Norm ist 1, (A) = ||A[.[[A~"]..

Bemerkung: 1 = |[/||. = [|AA" [l < [ALJA"[. = r.(A).
Beispiel:

B 1 1—¢ o(A) ={e,2 —¢€}
A= [ 1—¢ 1 Le(0,1) k2(A) =(2—¢€)/e



Fehler Abschatzungen

Satz: Eine gegebene Vektornorm und die entsprechende
induzierte Matrixnorm sei mit || - || bezeichnet, und « ist die
entsprechende Konditionszahl. Dann fir A € R™" und
b,x*=A"'b, X, c R gilt:

X" — x| Ib— A%|
- ' < kg(A)lm———m—~
< A g

Beweis: Aus Ax* = b folgt

o _ 1Al
(|~ [l
Mite =x*—Xxund r = b — Ax = Ax* — Ax = Ae gilt

lel = (A" Ae|| < A7 Aell = |A~"l]Ir]|

1Bl = [[Ax*]| < [JAll[lx*]| =

und daher
el

[l

Il
]|

< A IAll R



Fehler Abschatzungen
» Ist (||b — Ax9)|| < 7 - ||b||) ein gutes Abbruchskriterium

. . K
einer lteration x(K) "=%° x*?

» Anhand der obigen Abschéatzung ist es theoretisch
méglich, dass || x* — x()||/||x*|| sehr groB werden kann.
» Pessimistisch? Nein. Beispiel:

_ 1 1—¢ o(A) ={e,2 —€}
A= [ 1T—e 1 ]56(0,1) Kk2(A) = (2 —¢)/e

« | cos(8) aux | cOS(0) + (1 —¢€)sin(0)
X = [ sin(6) L_Z b=Ax"= [ sin(6) + (1 — ) cos(6)

Ix*[l2 =1, [[b]Z = 1+(1~€)>+4cos(8) sin(6)(1—¢) = (2—¢)?
N———

2sin(20)=2
i(:x*+§, 221[ 1]’ Az =ez, |z[l2=1

< F4 1 . Az
P N I [

o o



Fehler Abschatzungen

» Zusammenfassung: mit § = /e,

X~ %o b AX,
ol - 24 g
2 N——— 2
2752 626%0
1/622%00 (2005 e 5/(2—-52)=%0

d.h. es kann doch sein, dass das Residuum sehr klein
wird, wahrend der Fehler grof3 bleibt.

» Abbruchskriterium? Zu empfehlen ist:
e —x® < - x|

wobei die Toleranz 7 rein von der Genauigkeit der
FlieBkommazahl-Darstellung gewahlt werden kann,
z.B. ca 2-2 f{ir einfache Genauigkeit und ca 22 fiir
doppelte Genauigkeit.



Eigenwerte und Eigenvektoren

Ein nltzliches Werkzeug:

Satz: Wenn A € R"*" die verschiedenen Eigenwerte {\;}_,,
(k < n) mit den entsprechenden Eigenvektoren {x;}¥_, hat,
dann sind diese Eigenvektoren linear unabhangig. Wenn k = n
gilt, dann bilden die Eigenvektoren eine Basis fir R".

Def: P ¢ R"™<" ist orthogonal wenn P~1 = PT gilt.
Def: A, B € R"™ " sind &hnlichwenn 35,51 ¢ R™" 5 A= S 'BS.
Satz: A= S 'BS = ¢(A) = 0(B) und Ax = Ax = BSx = \Sx.

Satz: Ist A € R™" symmetrisch mit o(A) = {);}]_; und
A = diag({\;}7_,), dann 3P € R™" orthogonal mit A = PT AP.

Satz: Ist A € R™" symmetrisch, gilt o(A) C R.

Satz: Ist A € R™" symmetrisch, dann bilden die Eigenvektoren
eine orthonormale Basis fir R".

Satz: Aist SPD < Aist symmetrisch und o(A) C R...



Vektoriteration
Zur Bestimmung eines dominanten Eigenwerts
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Der Plan: Fiir A € R™" und einen Startvektor x(%), soll
Akx(0) einigermaBen zu einem Eigenvektor konvergieren,
der zum dominanten Eigenwert gehort.

Angenommen A € R™*" hat die Eigenwerte {\;}; mit
den entsprechenden Eigenvektoren {v;}7_,, die eine Basis
far R" bilden.

Zusatzlich gelten

M| > A2 > - > |Ap| > 0.

d.h. Ay ist dominant.
Ein beliebiger Startvektor fir die Vektoriteration kann so

dargestellt werden: n
X(o) = Z oV
i=1

Angenommen gilt a1 # 0 und x(©) ist so normalisiert, dass
[x©)]|o = 1 gilt.



Vektoriteration
» Die Vektoriteration: Fir k =1,2,...

yo = Ax(k-1) }
X0 = Y09 wobei {r”\—uy“ I

P Il
» Behauptungen:
S A und 3{s =112, mit sx®0 2 ||V|1/1Hoo
» Zuerst eine Darstellung von x(¥),
) _ y(k) Ax(k—1)_ Ayk=1) _ Ak=1y(1) B Akx(O)'
D ) T )

» Dann eine Darstellung fUr i,

YO, (AXKDY,  (AXO), JTTET YD (A0,

—1

LT D A, JTIE ) ATXO),

'k —

Xpr—1 =1 Xpr_1
100

1



Vektoriteration
» Weil Ay dominant ist, gilt

- n K
)\q( a1V1+Z()\I>lV,'
- i=2 /0 Pr—1 k—oo
Mk = - NG — M
)\q(—1 a1V + Z </\1I>¢ V,']
L i=2 0

» Wegen der obigen Darstellung von x* gilt

K y(0) Ak k
(R) — () yelke) — (k) A'X _ [ ( > ]
Y =JYp =Yp . a1V + Q;
o ) Hf'(:1 y(,l-) H: 1 y(,l Z
—_——
Mit [v1 0] = V1]l gilt 9710070
1yl b o e Vil

(k k k
v ) V1,0l



Inverse Vektoriteration
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» Also konvergieren die Vektoren x(¥) wie behauptet'

k _
Y;()k) X — y(k) Ax(k=1) o Akx(© /H/ 1 Yp,

k k k—1
v, R (A ))p (ARx©),/ T yg)

k
)\q( [041 Vi + o <I> V,']
Ak x(0) ; M é k—oo VA4
e _

)\4( a1V1+Za; <>\1I>lV,'
i=2 0 p

Inverse Vektoriteration
» Um A\, zu berechnen, wird die Vektoriteration auf
(A — gl)~" angewendet, wobei |\ — q| < |\; — q|, Vi # k.
» Hausaufgabe: Es gilt 14 i (A\x — q)~" fur die Iteration,

A=y __ " 1) | | Ly @]
) — ylk bei }’p = Y9
X / wobei { dh [x®), = 1
Hk ypk 1



Berechnung aller Eigenwerte
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Die Vektoriteration und die Inverse Vektoriteration sind nur
zur Berechnung bestimmter Eigenwerte geeignet.

Nun suchen wir Verfahren, die alle Eigenwerte und ihre
entsprechenden Eigenvektoren liefern.

Nach dem Abel-Ruffini Satz gibt es fir n > 5 keine
allgemeine endliche Formel mit Arithmetik und Wurzeln zur
Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

Daher missen Eigenwerte iterativ berechnet werden.

Der Plan vom QR-Algorithmus: A(1) = A (SPD)

Firk=1,2... AW =qQRRk  Akth) — RKIQK wobei

Q%) orthogonal ist und R%) eine obere Dreiecksmatrix ist.
Aber diese lteration ist viel billiger, wenn zuerst so
transformiert wird: A = PAPT, wobei P orthogonal und A
SPD tridiagonal sind.



Die Householder Methode
» Zur Bestimmung der Tran~sformation A= PAPT, ASPD,
wobei P orthogonal und A SPD tridiagonal sind:
» Mit P=P(n=2) ... p(1) A = A soll gelten

040 0 --- 0

O+ - - +

AR — pMapt) — | 0 | |
Do |

[0+ — — 4]

» und im nachsten Schritt

00 0 - 0]

Ooog o0 -

A0 — p@p@pe | 0 B+ — F
U |
[0+ - + ]

s ™ usw bis A = A=),



Householder Transformationen
Def: Sei w ¢ R" mit W' w = 1. Dann heisst P = | — 2ww '
eine Householder Transformation.

Satz: Eine Householder Transformation ist symmetrisch und
orthogonal.

PTP=pP2=(l-2ww )(I-2WwWw') = [-4WwWw +4ww wiw' =/

Satz: Seien 0 # u € R"und 0 = J||ul|3. Dann ist
P = | — uu' /9 eine Householder Transformation.

W=u/|ullp=P=1-2w'w
Satz: Seien x € R" und o = +||x||2. Angenommen x # —céy.
Seien u = x + 0& und 6 = }||u|j3. Dannist P=/— uu' /0

eine Householder Transformation und es gilt Px = —cé;.

Beweis: X # —0€; = U = X + 0@ # 0. Nach dem obigen Satz
105 ist P eine Householder Transformation. Dann gilt



Householder Transformationen
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1
0=;lulf =

Daher qilt

(I —uu'/0)x

%(X+Ué1)T(X+Ué1)
T(xTx +20xTe" 1 62) (02 = ||x|2)
(0% +20x" &1 + 02) = 02 + o X

NI—=N

X —uu'x/0

X—(x+o0é)

X — (X + oéq

(X +o0é)"x
02 + oXxy
(X" X +oxq)

o2 + oXq

=—cé; N

Bemerkung: Um Ausloschung zu vermeiden, soll & mit dem
gleichen Vorzeichen wie x; ausgewahlt werden. P wird auch
nicht verandert, wenn x zur Sicherheit skaliert wird.

Algorithmus:
£ X[
(£20)
" E+(€~0)
Vv = X
p = s(nv|z

0
(4
u
o

Hausaufgabe: ||U||3 =2

p(vi + p)
(6%£0)

\/§+(9zO)A

(Vv + pé)

&p

1, t>0

S(t)_{ —1, sonst
P=1I—uu"
PX:—Jé1


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/house.pdf

Transformation auf Tridiagonale Form

» Zur Bestimmung von P() sei

(1) (1) - .
3211) ay1 (i1,0) = Householder(a")
ah | % | _ )
: 3" P=I-u"a, @ecRr™
(1) wobei Pa") = —s&; e R
an1
» Dann
P=I-u'u u= 0| cpn
u
erfillt
10 - 07[al 2
0O + — + —0o
Pa(1) == ~ ~ 1) — o
Py a

o
N
|

107



Transformation auf Tridiagonale Form

» Zur Bestimmung von P sei

(2) (2) - -
3222) agzg) (@1, o) = Householder(a®)
a_ 8o | _ | G2 )
; 5@ P=i-u"o, GeRrm?
e wobei Pa®) = —o&; e R"2
n2
» Dann
0
P=Il-u'u, u=|0|eR"
u
erfillt
1.0 0 01[a2] [a?]
5 5
010 0 a.(zz) agz)
L P ] a® 0
| 0 0 + - i
108 L 4 L .




Hessenberg Matrizen
» Dann sehen die Matrizen P ... P() A so aus:

(0 + — — +] [0 O

O | ’ O o + —
pA=| 0 | | pepma— | 0 B |

S | 0 |

L0+ = = + L0+ -

» Und P("=2)... P(1) A ist eine obere Hessenberg Matrix:

T

O
pn-2) ... pa— | ¢

109




Transformation auf Tridiagonale Form
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» Wenn A(Y) = ASPD ist, gilt A®) = P AN P(1) —

10 --- 0 3511) z(OT 10 --- 0
0 + — + Lo 0 + — +
S T - e R O O R -
0 + - + + - +]l0 + -
1
—0 + ,,j,, +
| 0 | PAP |
+ -+

» P® wird von A = P A P wie vorher bestimmt, und
AB) = p() A) P(2) hat zwei reduzierte Spalten und Zeilen.

» Achtung: Die Matrix P(Y) A() P(1) hat eine andere zweite
Spalte als P(MA(), und P wird entsprechend beeinflusst.

» Wenn Pk+1) durch Householder von Ak+1) = p(k) A(k) p(k)
bestimmt wird, ist PAPT tridiagonal mit P = P("=2) ... p(1),



Pseudo-Code zur Transformation auf Hessenberg
oder Tridiagonale Form

H=A4, Q=1I, ASym = (A == A')
for k=1,...,n-2
h(i) = H(k+i,k), i=1,...,n-k
(u, sg) = Householder (h) | 106 % (I-uu’)h=-sg el
for 1=k, ...,n $ H <- (I-QG’)H, H = ...P2 P1 A
sm = sum(H (k+1i,1)*u(i): i=1,...,n-k)
H(k+i,1l) = H(k+i,1l) - smxu(i), i=1,...,n-k
end
for 1=1,...,n 5 Q <- Q(I-aa’), Q@ = I Pl P2
sm = sum(Q (1l,k+i)*u(i): i=1, ,n—k)
Q(l,k+i) = Q(1,k+i) - smxu (i), i=1, , n—-k
end
If ASym
for 1=k, ...,n $ H <- H(I-Gd’), H= ...P2 P1 A Pl P2...
sm = sum(H(1l,k+i)~u(i): i=1,...,n-k)
H(l,k+i) = H(l,k+i) - smxu(i), i=1,...,n-k
end
end
end

ASym = false => A=Q«H, ASym = true => A=QxHx*Q’

o\°

111



QR Algorithmus
» Fir die Iteration, AK) = QW R(K) - Alk+1) — R QK gilt
Alk+1) — Rk Qk) — QT AK QK = ... =
Qk)’l’ Q(1)TAQ Qk)
QT Q

also sind die Matrizen {A(¥)} alle &hnlich zu A.
» Unter gewissen unten genannten Bedingungen gilt

AK) K52 A = diag(c(A)).

» Der erste Bedarf ist, ein Algorithmus zur QR-Zerlegung.
» Householder Transformationen passen: Q") wird so
konstruiert,

3211) (u, o) = Householder(a(")
a0 _ | %
: QY =/—u"u, ueR”
A0 wobei QWa) = —s@; e R”

112



QR Algorithmus

» Q® wird so konstruiert,

2 2
5] [
a
() — 22 | _
a\c) = =
: 3@
2
afvz)
» Es gelten
-0y + — — +
oA | |
: |
o + - - +

(i1, o) = Householder(32®)

— —+

Q® =1—o', Derr!
wobei Q@32 = 58, ¢ R
Q@ =/—u"u, u= 0 ]
u
—01 o o+ -
0 —oo |
@M a_
QEYQ\VA 0 |
0o + -

» Nach n — 1 solchen Transformationen ergibt sich eine

obere Dreiecksmatrix,

113

QA= Y...oMa=R

_l’_
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Givens Transformationen

» Aber wenn A schon tridiagonal ist, kann Q billiger
konstruiert werden:

by
0

0

a

by

a

bo

bnfz

an—1
bn—1

bnf1
an

0

Def: Eine Givens Transformation G = GY(6) hat die Form

GG =1,

G=

L

qii

qji

1 .

Qjj

gjj

1 .

gii = cos(0) = gj
gj = sin(0) = —q;
fir gegebene
i,jund 6



115

Givens Transformationen

» Flr x4 = a4, y1 = by, soll 8 so ausgewahlt werden, dass

cos(#) sin(6) xx y1 O 1
—sin(#) cos(f) by a b
1 . .
. . . .
1 bp—1 an |
[ 91 di e 1
0 x2 )
= b, as b3
L bp—1 an |
» Mit sy = sin(64), ¢1 = cos(61),
—Six1+cby = 0 } S1 = b/ b‘12—|—Xi2
2., 2 _
st = 1] o =x/\/b2+x2

» Hausaufgabe: Fir g; > 0 ist Q eindeutig bestimmt.



Die QR-Zerlegung

» Initialisierung: R+ A, Q « .
» Firk=1,...,n—1,

Q « G*1(0,)Q, R« G (0,)R

wobei sin(0y) = by/y/ b2 + X2, cos(6k) = Xi/+/ b2 + X2.

» Es gilt
1 . .
1
. 1 Okt ek
cos(fx)  sin(6x) g"o ! ’)‘(k1 ’}‘/k‘ 0
—sin(# cos(6,
! ( k) ( k) 1 by ak+1 brsd
» .
Ok Ok ek
= 0 Xkr1 Vit 0

bky1  @ky2  bry2

. * AmEnde setze Q < Q' und es gilt A= QR. Eindeutig?



QR Algorithmus
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Satz: Sei A € R™" mit Rang(A) = n. Dann gibt es eine
Zerlegung A = QR, wobei Q orthogonal ist und R eine obere
Dreiecksmatrix ist. Weiters ist die Zerlegung eindeutig, wenn
die diagonalen Eintrage von R positiv sind.

Bemerkung: Fir die Konvergenz des QR-Algorithmus zur
Bestimmung der Eigenrdume von A ist diese eindeutige
Zerlegung nicht notwendig.

» Nun haben wir eine QR-Zerlegung AK) = QW R(K),
» Zu zeigen ist, dass
A1) _ R Q) _ QT 40 Q(k)

wieder tridiagonal ist.
» Zuerst wird gezeigt, Q¥ ist obere Hessenberg.



Givens-Kette ist Hessenberg

» Bemerke:
i Ci S
1 ci S
C S 31 C1 oo
2 2 1 1 _ 0O 0O
—S2 Co 1
» »
» Induktiv:
O O ra O
O
1 o :
- :
C S, N
—s: c!,z .0 =
T o o o :
iy ;
1 ]
|

» Also ist GFK1(8y) - - - G'2(64) untere Hessenberg.
» Daher ist Q%) obere Hessenberg.

. R*)(= diag{g, d, e}) hat drei obere Diagonale.




Tridiagonale Form Bleibt Erhalten

» Daher haben wir folgende Struktur fiir Alk+1) = R Q(k) =

O O O

und A+1) st
eine obere
Hessenberg

Matrix.

» Aber Alk+1)

1o deswegen tridiagonal!

O

[0 O

O

O

O O

= QT A Q) ist symmetrisch und



Konvergenz des QR-Algorithmus
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Satz: Sei A c R™" symmetrlsch mit Eigenwerten {\;}7 ,, die
erflllen |\{| > [A2| > --- > [A\q| > 0. Seien {v,} , die
entsprechenden Eigenvektoren, die eine orthonormale Basis
bilden. Fir die Matrix Q = [v4, ..., v,] soll es eine
LU-Zerlegung Q" = LU geben, ohne dass Q' mit einer
Permutationsmatrix multipliziert werden muss. Dann mit

A" = Aund einer (beliebigen) QR-Zerlegung A% = QK R(K)
konvergiert die Folge AKt1) = R(K) Q%) zur diagonalen Matrix
A = diag({\}2,).

Bemerkung: Mit A(%) = {af.jk)} gilt

k
k
’a:('+)1,i’ =0 ( ) oder ‘a/+1 =0 <

)\/+1 q ‘k
Ai—q
wenn man eine Verschiebung macht,

AR _ gl = QW RK)  Alk+1) — R QK 4 g/

Ait1
Aj




Pseudo-Code fiir den QR-Algorithmus

a(i) = H(i,i), b(i) = H(i,i+1l) = H(i+1l,1i), i=1,...,n-1
for k=1, ...,kmax

x(1) = a(l), y(1) = Db(1)

for j=1,...,n-1 % compute R, Q (storing c’s & s’s)
g(3) = Vx(3)"2 + b(J) "
c(3d) = x(3)/g(3), s(I) = Db(I)/g(I)
d(J) = c(3)*y(J) + s(3)*a(j+1)
x(J+1) = c(j)*a(3+1l) - s(J)=*y(J)

if < (n-1)
e(j) = s(J)+xb(j+1), y(j+1) = c(J)+b(j+1)

end
end
g(n) x(n)
a(l) = s(1)*d(l) + c(l)xg(l), b(l) = s(1)xg(2)
for j=2,...,n-1 % compute R x Q, overwriting H
a(j) = s(3)*d(j) + c(3)*c(j-1)=*g(J)
b(3) = s(3)*g(Jj+1)
end
a(n) = c(n-1)*g(n)
if (| |b|l| < tolx|lall) then break
end
% a(i), i=1,...,n = Eigenwerte wvon H



Ausgleichsprobleme
Beispiel (Lineare Regression): Gegeben seien {(x;, y;)}/" ;-
Was ist die beste Gerade durch diese Daten?

» Es soll minimiert werden: x={x}", y={yi}",
E(a,b) = Z[y, (a+ bx;)]? c=(ab)T V=[1x]
= lly Vel3 = (y - Ve)'(y - Ve)
= ¢'ViVe—2c"VTy+yly

» E(c*) =min= 0=V E(c*)=2V Ve -2VTy
» Hausaufgabe: {x;}", verschieden = VTV ist SPD.
» Wenn ¢* die normalen Gleichungen 16st,

Vive=VTy

folgt E(¢*) = min.
122



Lineare und Polynomiale Regression

» Hausaufgabe: Zeige, die Losung fUr lineare Regression ist
explizit so gegeben:

7 * g *_xy—x-y . —_1 7
» Polynomiale Regression: ={xk}m . e= {ck}k 0’
n—1
E(e) = Z[y/ P(x;c) = Z cexk
k=0
= ||y Vel V=[1,x,...,x""]

= ¢c'VTVe—2cTViy+yly
» Vst die Vandermonde Matrix.
» Lbésung gegeben durch die normalen Gleichungen,
Vive=VTy

123 aber VTV kann fiir hohes n schlecht konditioniert sein.



Singularwert Zerlegung
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» Ein alternativer Ansatz ist durch die Singularwert
Zerlegung gegeben.

Satz (SWZ): Fir A € R™*" 3 orthogonale Matrizen U € R™*™,
V € R™" sodass UT AV = ¥ = diag{oy,...,0p} € R™" wobei
p=min{m,nfund oy > 05 >--- >0, >0.

» Also UTAV =Y = A= UUTAVWT = Uz V",

Def: A= UX V' ist die Singularwert Zerlegung (SWZ) von A,
und {o;}?_, sind die Singularwerte von A.

Satz: Sei A= UX V' die SWZ fiir A€ R™" wobei m > nund
01> --->0r>0p41 =+ =0 = 0gelten. Dann wird

|Ax — b||2 durch x* = VZTUT b € R" minimiert, wobei

rf =diag{o;",...,0,1,0,...,0} € R™™. Wenn X € R" auch
minimierend ist und X # x* gilt, dann gilt || x*||2 < ||X]|2.



Eigenschaften der SWZ

Satz (Eigenschaften der SWZ): Sei A= UL VT die SWZ fiir
A € R™ " mit p = min{m, n}. Es gelten:
» U={u",....um™}, V={v ... v'}=

Av’—au’ ATu’—av’ i_1 P
> oq > - >Ur>0'r+1:"':O'nZO:>
N(A) = span{v'}7_,_ ., R(A) = span{u'}/_,
> [|All2 = o1.
> AR = %+ o,

zn
k«(A) = Hn?lax1 IIAX]| /|| rr”nn |AX||« = k2(A) =o01/0on.

ATA=VETrVTund AAT = UL TUT.

{o2}0_, sind die eindeutigen Nullstellen von det(A\/ — AT A)
far p = n oder die eindeutigen Nullstellen von

det(\/ — AAT) fir p = m.

v

v

v

125



Pseudoinverse
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Def: Sei A= UX V' die SWZ fiir A € R™". Dann ist ist
At = VI TUT die Pseudo-Inverse von A.

Satz: Fiir Ac R™" N(A) =0 = Al = (ATA)"1AT.

Beweis: Es gilt x" AT Ax = ||Ax||3 > 0 und zusétzlich folgt
|Ax||3 = 0 < x = 0 sowohl m > n aus N(A) = 0. Daher ist
ATASPD. Aus ATA = (USVT)T(USVT) = VETUTUEVT =
VETE VT folgt, dass die positiven Eigenwerte von AT A durch

0 < £'% =diag{s?,...,02} € R™" gegeben sind. Es folgt
(ATATAT = V[E S VI VETUT = V[Z 5] 15T UT =
vtuT = Af. |

Satz: Fir A € R™ " und orthogonale Matrizen P € R™ ™ und
Q € R™" haben A und PAQ die gleichen Singularwerte.

Beweis: Flir m > n sind die Eigenwerte {o2}1 ,von ATA=
VX T VT die Eigenwerte von (PAQ)T (PAQ) = (QT V)X TZ(VTQ).
Far n > m sind die E|genwerte {o2}M von AAT = U TUT

die Eigenwerte von (PAQ) " (PAQ) = (QTU)XZT(UT Q). u



Konditionierung und die SWZ
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» Fir Ae R™", m > n, mit SWZ, A= urxyv,

Y = < g ) cR™" 3 = diag{o;}7,, o0;>0

sei die Projektion M = X von R™ in R” definiert.
Fir ein gegebenes b sei die Zerlegung definiert:
Ub=(c,d)", ccR', dcR™"
nub={(c,0)", (/I-MUb=(0,d)T"
Das Ausgleichsproblem kann so umformuliert werden:
|Ax — bl|5 = [UT(EVx — Ub)|5 = |ZVx — Ub|3
= [N(ZVx — Ub)|5 + || (I - M)(ZVx — Ub)||5
+2(N(---), (1= M)(-+-))=0 = [IZVx — c[|3 + ||d]13
Da k(%) = ka(3 V) gilt, erfillen die Lésungen der
Systeme S Vx = ¢ und 3 VX = ¢ die Fehlerabschatzung
Ix=Xlo _, s le—Elz
Ixlz2 - — lell2
Vergleiche mit k(AT A) = kp(%)? fiir die normalen
Gleichungen.



Berechnung der SWZ
Berechnung der SWZ (zur Lésung eines Ausgleichsproblems)
» Da die Singularwerte durch die Eigenwerte von AT A
(m > n) gegeben sind, kdnnten wir den QR-Algorithmus
auf AT A anwenden, um XX zu bestimmen.
» Der folgende Algorithmus mit bidiagonalen Matrizen ist
effizienter und stabiler.
» Der Plan:

128

>

Vereinfachung PAQ = [B; Z], A € R™<", B € R™" obere
bidiagonal, Z = 0 € R(™=7x1 P ¢ R™<M_Q ¢ R™" orthogonal.

» Mit B(") = Bist B)T BU) tridiagonal.
» Mit Givens konstruiere QU), mit dem B)Q() unter

bidiagonal ist.

» Also ist RNT = BOT (BN QM) unter tridiagonal.
» Esgilt BOTB = QVR(,
» Mit Givens konstruiere P(), mit dem BU/+1) = p(hp(hQ()

ober bidiagonal ist.

» Es gilt BT RU+) = RIQU
» Im Endeffekt ein Schritt des QR-Algorithmus.
» Esfolgt |B)| — diag{o;}7,, | — oo.



Vereinfachung auf Bidiagonale Form

» Fir die Vereinfachung PAQ = [B; Z] setze
A=A — [d“)\C(”], dM ¢ RMx1 - c(1) ¢ Rmx(n-1)

» Firk=2,...,n—1, ph>2
AK) _ plk—1) gk—1) Qk—1) _ ( BW| & | 0 )
wobei 0 ‘ d" ‘ ct
BK) ¢ RK=1)x(k-1) ak e Rr?
ck) ¢ R(m—k+1)x(n—k) dB ¢ R(M—k+1)x1
» Es gelten A-1) = p(n=2) ... p(M AQ() ... Q(n—2),
A = p(r=1) A(=1) ynd P(M AN = A(N+1) — [B("+1). 0] = [B; 0.
» SchlieBlich P = Pt ... P und @ = Q) ... Q("-2),
» Im nachsten Schritt,

plk) _ [k=1) | 0 ok _ K| 0
0 | Pk 0 | Q®

wobei durch Householder Transformationen
p gk — —o@; e RMKk+1 - olk) = éffo(k)c(k)’

129 é(k)Tc(k)T = —Té1 ~ Rnik, a(k+1) = —T.



Pseudo-Code zur Transformation auf Bidiagonale
Form

d(i) = A(i,1), C(i,3) = A(i,3j+1), i=1,...,m, j=1,...,n-1
P =1 (mxXm), Q =1 (nXn)
for k=1,...,n

%$ d is (m-k+1) X1

(u, sg) = Householder (d) | 106 % (I-uu’)d=-sg el

B(k,k) = -sg % B grows

if (k>1) then B(k-1,k) = a

for 1=1,...,n-k 5 C <- (I-uu’)cC
sm = sum(C(i,1)*u(i): i=1,...,m-k+1)
C(i,1l) = C(i,1) - smxu(i), i=1,...,m-k+1

end

for 1=1,...,m $ P <- (I-uu’)P
sm = sum (P (k=-1+1i,1)*u(i): i=1,...,m-k+1)
P(k-1+i,1) = P(k-1+1i,1) - smxu(i), i=1,...,m-k+1

end

if (k < n-1)
c(j) = C(1,3), J=1,...,n-k

% ¢ 1s (n-k)Xx1
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Pseudo-Code zur Transformation auf Bidiagonale
Form

(v,ta) = Householder (c) % (I-vv’)c=-ta el
a = —tau
for 1=2,...,m-k+1 $ C <= C(I-vv")
sm = sum(C(1l,i)*v(i): i=1,...,n-k)
C(l,i) = C(l,i) - smxv(i), i=1,...,n-k
end
for 1=1,...,n $ 0 <- Q(I-vv')
sm = sum(Q(1l,k+1i)*v(i): i=1,...,n-k)
Q(l,k+1i) = Q(1,k+i) - sm*v (i), i=1,...,n-k
end
d(i) = C(i+1,1), i=1,...,m-k % d & C shrink
C(i,j) = C(i+1,3+1), i=1,...,m-k, j=1,...,n-k-1
end
if (k = n-1)
d(i) = C(i+1,1), i=1,...,m-k % d shrinks
a=06(1,1) $ no ta
end
end
% PxAxQ = [B;0], B nXn
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Diagonalisierende lteration

132

» Beik=n-1,

A — p(n=1) A(n-1)
und Q("—1) ist nicht notwendig, weil C(") nur eine einzige
Spalte hat, und ¢("") € R ist schon a(".

Bei k = n,
An+1) — p(n) A(n)

und Q(" ist nicht notwendig, weil C(") nicht existiert. Da
d(" e R(m=n+1)x1 ist P(" aber notwendig.

Dann ist B = B("t1) bidiagonal.

Fir die Diagonalisierung von B setze B(") = B.

Mit Givens konstruiere Q(), mit dem B) Q) unter
bidiagonal ist.

Die Kette von Givens Transformationen ist eine obere
Hessenberg Matrix | 18],

Q) = gD (gy) ... G (g, 1)



Diagonalisierende lteration
» Die Givens Transformationen werden so ausgewabhlt, dass
O O 0O 0

Bl — o _ | O

0 0
U o o

unter bidiagonal ist.
» Durch Multiplikation links mit B(')T ist das Ergebnis unter
tridiagonal,

] ]
ROT — g0y = | B O

0 O 0 O
. und daher ist R() ober tridiagonal.



Folge der Bidiagonalen Matrizen

» Daher ist
BT — @ gM

eine QR Zerlegung von der tridiagonale Matrix B(!)TB(),

0o
- _g0TRN _ g R —
0
0o
00 .. .0\ /0 O O
0
0
0 0
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Folge der Bidiagonalen Matrizen

» Mit Givens konstruiere P(), mit dem
[l 0 d
o o 0
BU+1) — p(/)(B(/) Q(/)) — p _
O O 0" O
ober bidiagonal ist.
» Die Kette von Givens Transformationen ist eine untere

Hessenberg Matrix | 118,
PO = G-t (g, _4)--- G2)(6y)
» SchlieBlich ist ein Schritt des QR Verfahrens vollstandig.
BU+N)TgU+1) — (/:J(/)B(/)Q(/))T (,D(/)B(/) Q(/))
= (QOTBNOT Py (POBNHQN)
= QT(BNTBMQN =) (" RMN)QWM

= R
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Pseudo-Code, QR Algorithmus zur SW-Zerlegung

Q=1I, p=1I, Bl =B
for 1=1,...,1lmax

a(i) = B1(i,i), i=1,...,n

b(i) = B1(i,1i+1), i=1,...,n-1

x (1) = a(l)

for j=1..., (n-1) % Ql = G(cl,s1)G(c2,s2)...
g(3) = Vx(3) 2 + b(3) 2
c(j) = x(3)/g(3), s(3) = -b(J)/g(3)
d(3) = -s(J)ra(j+1), x(Jj+1) = c(J)*a(j+1)

end

g(n) = x(n) % B1lxQl = (lower) diags {d, g}

0l =1

for j=1,..., (n-1)
gl(i) = Ql(i,j)*c(j) - Ql(i,Jj+1)*s(3j), i=1,...,n
g2 (1) = Ql (i, j+1)*c(j) + Ql(i,J)*s(j), i=1,...,n
Ql(i,3) = gl(i), Ql(i,j+1) = g2(i), i=1,...,n

end % (B1%Ql)’*Bl = RI

Q = 0xQ1

a(i) = (B1xQl) (i,i) = g(i), i=1,...,n

b(i) = (B1%Q1l) (i+1,i) = d(i), i=1,...,n-1
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Pseudo-Code, QR Algorithmus zur SW-Zerlegung
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x (1) = a(l)
for j=1..., (n-1)
g(j) = +/x(3)"2 + b(3) "2
c(j) = x(3)/g(3), s(3) = Db(J)/g(I)
d(j) = s(j)*a(j+l), x(3+1) = c(J)*a(j+1)
end
g(n) = x(n) % B(l+l) = (upper) diags {g,d}
PlL =1
for i=1,..., (n-1) % ...G(c2,s2)G(cl,sl) = P1
pl(j) = P1l(i,j)*c(i) + PLl(i+l,3)*s(i), J=1,...,n
p2(3) = PLl(i+1,3)*c(i) - P1(i,3)*s(i), 3j=1,...,n
P1(i,j) = pl(j), PL(i+l,3) = p2(3), 3=1,...,n
end % Pl*(B1lxQl) = B(1l+1)
P = P1lxP $ B(1+1)"*B(1+1) = R1xQ1
Bl(i,i) = g(i), i=1,...,n
Bl(i,i+1) = d(i), i=1,..., (n-1)
if (|Idl|l < tol = ||gll) then break
end % |lg(i)| =~ Singuldrwerte von B
Sn(i,i) = sign(g(i)), i=1,...,n
S(i,i) = |g(i)|, i=1,...,n
P=Sn«P % S = PxB*Q



Interpolation
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» FUr polynomiale Regression ist das Ausgleichsproblem mit
m > n entstanden:

m—1 n—1
E(c)=) lyi— Pxie)?, P(x;e)=) cxx*
i=0 k=0

» Nun sei n = m, d.h. alle Datenpunkte werden gespief3t.

» Die explizite Lésung von min E(c) lasst sich bezlglich der
Lagrange Polynome darstellen.

» Beispiel: Gegeben sind (X, yo) und (X1, y1). Die linearen
Lagrange Polynome sind:

X — X X — X
Ly o(x) = LoL(x) = 0

. .. _XO*X1 _X1*Xo
die erfillen:

L1,O(XO) =1 L1,1(XO) =0 o
Lio(x{)=0 Lyi(x)=1 oder Ly j(X) = 0

und

1 ] 1
() =S yilyi(x) erfilt POg) =Syl i) = S yidi =y
i=0 pard e



Lagrange Polynome
» Mit (X0, ¥0), (X1, 1), (X2, ¥2), mit den quadratischen
Loo(x) = (x=x1)(x—x2) (x) = (x—X0)(x—x2) (x) = (x—x0)(x—x1)
20 (o—x)(x0—x) ' (X1 —X0) (X1 —x2) (X2 —Xo) (X2 —x1)
und

2 2 2
P(x) = yilzi(x) folgt P(x)=> yiloi(x)=>_yidj=y;
=0 i=0 i=0

» Im Allgemeinen werden die Lagrange Polynome bezuglich
Stutzstellen x = {x;}7_, so definiert:

5 Lagrange Polynome
n - - : .
X=X

X,'—Xj

Ln,i(X; X) =
i£j=0
n

Pn(x) = ZYILn,i(X; X)
i=0

n n
Pn(Xj) = ZYI'Ln,i(Xj;X) = Zy’(SU — .yj
=0 i=0

o 02 04 05 08 1
139 » Was ist die Qualitat dieser Interpolation?



Genauigkeit globaler Interpolation
» Beispiel: Die Funktion f(x) = x2/(1 + 20x?) € C*>°*(R) wird
mit n = 10 oder m = 100 Punkten folgendermafen
interpoliert:
@eichmasigy  * P(x;) = f(x;), ;= —-1+2i/n,i=0,...,n
(Tehebyehev) > Q(4;) = f({;), {j = cos(w(n—j+1/2)/(n+1)),j=0,...,
tusgleict) > S IR(yi) — F(¥i)|? = min, yx = —1+2k/m, k = 0,.

» Die Ergebnisse sehen so aus:

Interpolationen von f(x)=x>/(1+20x%) Fehler Abschatzungen
0.01

‘ (/\ /\_\ —GleichmiiBig
004 - 'ﬂ\ /)-/. —Tchebychev
\// 0.005
—GleichmiiBig
—Tchebychev
Ausgleich
0
-0.5 [} 0.5 1 -1 0.5 [} 0.5 1

wobei theoretische Abschatzungen der Fehler rechts
140 gezeigt werden.



Genauigkeit globaler Interpolation
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Satz: Wenn {x;}?_, C [a,b] und f € C"*'([a, b]) dann
Vx € [a, b], 3(x) € [a,b] >
f(n+1)
10 = o)+ o i ()
wobei

Po(x) = f(x)Lni(X)  @ni1(XiXo, -, Xn) = [ J(x = x))
i=0 i=0

Insbesondere gilt
[f(x) — Pn(x)| < BlYni1(X; X0, - - -, Xn)|
wenn [f("1(€)] < B(n+ 1)1, V¢ € [a, b).

» Wie wird |¢n11(X; X0, - - ., Xn)| Minimiert?
» Diese Funktion ist oben grafisch dargestellt fir die Falle:
» GleichmaBig verteilte Stitzstellen und
» Tchebychev Stitzstellen.
» Das zweite Ergebnis ist klar besser, aber in der Praxis sind
die Stitzstellen {x;}7_, nicht immer frei auszuwahlen.



lterierte Interpolation
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Def: Gegeben seien die Daten {(x;, f;)}7_, und verschiedene
Werte {mj}j 1» 0 < m; < n. Dann wird mit P, . m, das

Polynom bezeichnet, das die Daten {(xm;, f,,,j.)}/":1 interpoliert.

» Beispiel: Mit (xo, o), (x1, i) und (x2, ) gilt

(x-x), , (x—x),

Po2(x) = (Xo—Xz)o (%~ x0) 2

...........

(X =X)Po,...j-1j1,.n(X) = (X = X;))Po,..i-1,i1,..n(X)

PO,..‘,H(X) - Xj — Xj
d.h. Po....n(Xi) = Po,..j—1 j+1,..n(X;) = f;
und Po...n(X))=Po, i1, n(X) =

» Dieser Satz fuihrt zu einem Algorithmus zur Berechnung
des Polynoms Py . p.



lterierte Interpolation

» Beispiel: Gegeben seien {(x;, f})}2_, und eine
Auswertungsstelle x fir Pyy2. Man bekommt Pyq2(x) aus

der Tabelle:
Xo Po(x) ="fo , )
Xi Pi(x)=f Ppy(x) = bbbl
Xo Po(x) =t Prp(x) = OB Cl® pyyy(x) = el Geo)fue

» Wenn ein neuer Datenpunkt verfligbar wird, dann kann die
Tabelle einfach erganzt werden:

X0 Po(x)=1o

_ (x=x1)Pp—(x—=xg)P4

Xy Pix)=*f  Por(x) o =Xt

X—Xp )Py —(x—xq)P, (x—Xo)Pg1 — (x—xg)P-
X2 Pa(x)=1f Pia(x)= % Pot2(x) = W

X—x3)Po—(x—Xxp)P: (x—xg)P1o—(x—x1)P; (x—x3)Pgq0 — (x—x)P-
Xy P =f  Pp(x) = B2 0)R S)XE,XS 28 Pygg(x) = 2R Lf,xs 1228 Poypg(x) = 202 P07 123 Olg,XS 0123
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Nevilles Algorithmus
Algorithmus (Neville): Eingaben sind Daten {(x;, f;)}{_, und
die Auswertungsstelle x, Ausgabe ist der Wert Py ,(x).

Qo=F,i=0,....n

fori=1,...,n
forj=1,...,i
Q) = (x X/f/)Q/j—1 (X = xi)Qi—1 j—1
Xi — Xj—j
end
end
return Qnn

Bildlich gesehen:
Xo Qoo Qj = Pi_;
: : C?11 an = Pn—n n

77777

Xn QnO Qm an
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Dividierte Differenzen
Def: P,(x) bezeichnet hier das Polynom, das die Daten
{(xi, ) }1_, interpoliert.

» Nun wird nicht nur der Wert P,(x) an einer
Auswertungsstelle x berechnet, sondern auch
Koeffizienten des Polynoms bestimmt.

» Pu(x) kann so dargestellt werden:
Pn(x) = ao+a1(x —xo) + -+ an(x —Xo) X -+ X (X — Xp—1)
» Die Koeffizienten {a;}]_, ergeben sich durch:
fo = Pa(xo) = ao=: flx]

fi = Pn(X1) :aO+a1(X1_XO):fo+a1(X1—X0)
= ar = h—fo =: f[xo, X1]
1_X1—X0 — 0,5 A1

» Die restlichen Koeffizienten werden induktiv durch ahnliche
Differenzen gegeben:

Xty - oo Xigke) = X - -+ Xipk—1]
Xitk — Xi

ak:f[Xo,...,Xk], f[Xi,...,Xi+k]:
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Dividierte Differenzen
» Das interpolierende Polynom lasst sich so darstellen,

n k—1
P(x) = flxo] + Y fixo,. .. xi] [ (x = xi)
k=1 =0

und soll mit dem Horner Algorithmus ausgewertet werden.
Satz: Wenn f € C"([a, b]) und {x;}., C [a, b] verschieden sind,
dann 3¢ € (a,b) >

0 (€)

n!

f[xo,...,Xn] =

Def: P¥(Q) bezeichnet die Menge der Polynome eines Grades
hochstens k auf einem Gebiet (2.

Bemerkung: Seien P, Pp € P"([xo, Xn|) die durch Lagrange
bzw. Dividierte Differenzen gegebenen Polynome, die die
Daten {(x;, f;)}._, interpolieren. Dann gilt P.(x) = Pp(x), weil
s Q= PL—Pp e P([X,Xn]), und Q hat die n+ 1 Nullstellen {x;}],.



Hermite Interpolation

» Nun seien Daten {(x;, f, f)}7_, gegeben, und ein Polynom

H(x) soll konstruiert werden, die erfillt
Hx)=f, H(x)=F%f i=0,...,n.

» Fir gegebene Stitzstellen {x;}]._, seien die Hermite
Polynome in P2"1([xo, X,]) beziiglich der Lagrange
Polynome definiert durch

Hi(x) = [1=2(x = X)Ly, (x)]L5 i(x)
Hni(x) = (x = xi)L3 (%)

Hermite Polynome H Hermite Polynome H*
2 0.4
0.2
N
/l 0 \//"\
0
-0.2
1 -04

147 "o 02 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 08 1



Hermite Interpolation
» Die Hermite Polynome bilden eine Basis fur die

Interpolationsaufgabe,

erfullt
(*) H(Xj): 07 H/(X/’):?jﬂ i=0,....n

Satz: Wenn {x;}?_, verschieden sind und f € C'([xo, X»]) gilt,
dann ist H € P2 1([xo, xn]) das eindeutige Polynom kleinsten

Grades, das () mit f; = f(x;), f = f(x;), i =0, ..., n, erfilllt.
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Stlckweise Polynome Interpolation

» Seien Stitzstellen {x;}7_, gegeben.
» Die entsprechenden Basisfunktionen fir stlickweise

lineare Interpolation sind

X — Xi—
> X1 <X X
Xi — Xi—1
(x) — Xiy1 — X
ti(x) = i , X <X < Xjgd
Xit1 — X
0, sonst.

Stiickweise Lineare Basis

T |£i T T I‘En

0 » Es qilt £;(x;) = 6.



Stlckweise Polynome Interpolation

» Die Funktion,

Lineare Interpolante

L(x) = Zn: fiti(x)
i~0

erfullt 0

n n
L) =Y fitix) =D fisj=f |
i=0 i=0

Xo X3 X1 X% Xn-1%n

Satz: Gegeben seien {x;}7 , mit h = max;(x;;1 — X;) und
f € C?([xo, X]). Dann 3¢ # c(h) mit

max |f(x) — L(x)| < ch? max |D?f(x)|
X€E[Xo,Xn] XE[Xo,Xn]
max |f(x) — L'(x)] < ch max |D?f(x)|
X€E[Xo,Xn] X€E[Xo,Xn]

» Siehe Details
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/interp.pdf

Stlckweise Kubisch Hermite Interpolation
» Mit Daten {(x;, f;, £)}7_, wird ein H € ' ([xo, X5]) mit
H e P3([x;, xi_1]), i = 1,..., n, konstruiert, das erfllt

Hx)=f, H(x)=%f i=0,...,n.
» Seien die Basisfunktionen {¢;}7_,, {1/} C C'([X0, Xn])

Hermite Funktionen qbi Hermite Funktionen u/;i

B i u 0-2

[\ 0 ¥; /\ Pn
0.0 \}
-0.2

X1 X%i+1 *pr%a Xp X %2 X%+ XpaX

definiert, die stlickweise kubisch sind und erflillen:

oi(X;) = o, i(x;) =0,

151 $i(x) =0, ¥i(x) = dj.



Stlckweise Kubisch Hermite Interpolation

» Hausaufgabe: Konstruiere {¢;}i,, {#i}], far ein
regelmaBiges Gitter.

» Die Interpolante
HX) = 3 [16i00) + Fi(0)]
i=0

erfllt i
Hx)=f, H(x)=Ff 1i=0,....n

Satz: Gegeben seien {x;}7_ , mit h = max;(x;;1 — x;) und
f € C*([Xo, Xn])- Dann 3¢k # ck(h) mit
max |DX[f(x) — H(x)]| < ch*~* max |D*f(x)|

X€[X0,Xn] X€E[X0,Xn]

fark =0,...,3.
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Splines

Spline Funktionen sind stiickweise Polynome.

Sei ein Gitter x = {x;}{_, gegeben.

Die Glattheit an jeder Stelle X; ist veranderlich, aber nur die
B-Splines mit maximaler Glattheit werden hier untersucht.
Fir k =0, ..., 3 wird eine Basis {s;}! ,_7,{ dargestellt fur

v

v

v

v

SK(x) = {s e " ([x0, x]) : s € PX([xi_1,x]]),1 < i< n}

nur firk > 1

v

Basis flir stlickweise konstante Funktionen:

Konstante Splines

Xo Xy X1 X% Xh-1%n
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Splines
» Basis firr stiickweise lineare Funktionen in C%([a, b]):
Lineare Splines

Za,S, x) = f(x) € S'(x)

i=—1

x0 X1 xl 1 x|x|+1 xn-lxn
» Basis fiir stlickweise quadratische Funktionen in C'([a, b]):

Quadratische Splines

\ JIRL / Tt
i=—2

154 i-1 7+l

G




Splines

» Basis fir stiickweise kubische Funktionen in C2([a, b]):

155

0.5~

Kubische Splines

R

| -1 | |+1 n 1 n
> Um jede Basis zu erzeugen,

Kanonische B-Splines

n—1

> aisi(x) = f(x) € S3(x)
i=—3

mo(X) = X0,1](X)

T(X) =

+oo
/ Th_1 (X — ¥)mo(y)dy

— 00

k
> (i) =1
i=1



Die Kanonischen Splines

» Die Kanonischen Splines explizit:

o(x) = {1 x €[0,1]

0 sonst
X x €[0,1] 1
m(x) = { 2—-x xe[1,2] :/ mo(Xx — y)dy
0 sonst 0
Ix2 x € [0,1]
S_(x—2)2 xe[1,2 1
ma(x) = iz‘(x(_s)gz) xe{Z:S} =/0 mi(x —y)dy usw
0 sonst
£x8 x € [0,1]
S +3(x—1)+3(x—1)2-3(x—1)°] x€[1,2]
m3(x) = s +3B-x)+3(8-x)2-3(3-x)°%] x€[2,3
(4 —x)? X € [3,4]
0 sonst
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Glattheitsbedingungen
» Wenn das Gitter gleichmaBig ist, x = {x;}/_;, h = X; — X;_1,
ist eine Basis flir SX(x) explizit gegeben durch:
Sk’,'(X):Trk((X—X,')/h), i:—k,...,n—1
» Im Allgemeinen werden die Basisfunktionen durch

Glattheitsbedingungen bestimmt.
» FUr die linearen Splines: 4 Unbekannte, 4 Bedingungen,

Glattheit des linearen Splines

» Hausaufgabe: Schreibe das Gleichungssystem fir die

- Koeffizienten der Splines Grades 1, 2 und 3.



Glattheitsbedingungen
» FUr die quadratischen Splines: 9+ 9

Glattheit des quadratischen Splines

» FUr die kubischen Splines: 16 + 16
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Glattheit des kuhischen Splines

[ =[s]=[s"]=0

o =[] =[s") =
§1=[s"]=0 |

0 1 2 3 4




Interpolation mit Kubischen Splines
» Gegeben seien die Daten {(x;, f;)}__, mit

{x}o = x € R™.

Zur Vereinfachung wird angenommen, dass das Gitter
gleichmagig ist, obwohl es nicht notwendig ist.

Die Dimension von S3(x) ist n + 3.

Im Datensatz fehlen noch 2 Informationsstiicke, um eine
Interpolante

v

v

v

n—1

s(x)= > asi(x) € S°
i——3

Zu bestimmen. :

Eine mogliche Ergédnzung sind die Randbedingungen:

v

a_{—a_3

0 = 5'(x0) = sLa(x0) a-3+5"2(%0) a-2+5_1(X0) -3 = ——1
S~—— S~——

——
=—1/(2h) =0 =1/(2h)
und s'(x,) = 0 oder

a_3=oa_qund ap_1 = ap_s.
159 3 1 n—1 n—3



Interpolation mit Kubischen Splines
» Mit den Randbedingungen:

a4 —20_o2+ a_3

0= S//(Xo) = S/_/3(X0) Oé_3+3/ig(Xo) 04_2+S/_/1 (Xo) a_q =
—— ~——

—1/h2 =—2/h2 =1/h2
und s”(x,) = 0 ergeben sich
a_3=20_9— a_q und ap_q = 2ap_o — p_3.
Durch
fo =s(x0) = s_3(x0)a_3+S_2(X)a_2+ S 1(Xo)a_3
= %0473 + %0472 + %a,3

= %(204_2 — 04_1) + %04_2 + %04_3 = a_»2
ergibt sichmita_1 —a_g=a_1 — (2a_2 — a_y),
a1—a3 aq1—ap a_1—1h
2h h h
und ahnlich s'(xn) ~ f'(xn).

s'(x0) =
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Interpolation mit Kubischen Splines

» Um die Interpolante s = 37, a;si(x) zu bestimmen,
werden die Koeffizienten {0‘/}7:_13 durch die Lésung des
linearen Gleichungssystems berechnet:

n—-2
fi=s(x) = a_ss_a(X)+ Y _ iSi(X)+on18a1(%), j=0,...,n
i=—2
mit Randbedingungen, z.B.

a3 = a_q oder a_3 = 20_o— a_q
Onp 1 = Qp-3 apq = 20ap_2—Qp-3
» Bemerke:

Si(x)) = 0,j < i+1;  si(Xiy1), Si(Xiz2), Si(Xix3) # 0;  si(x;)) =0,/ > i+3

Die Matrix
{si(x)): —3<i<n-1,-1<j<n+1}
ist tridiagonal!

» Die entsprechende Matrix fur lineare Splines ist diagonal!
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Interpolation mit Kubischen Splines

» Das System flr kubische Splines sieht so aus:

1-0 0 1
fo 12 1 a-2
6 3 6
: 1 2. 1
6 3 6
fn i b 1-0 | Lanz

wobei ¢ = 1 fiir die Randbedingungen s'(xp) = 0 = §(x»)
und 6 = 0 fir die Randbedingungen s”(xp) = 0 = s"(xp).

Satz: Gegeben seien {x;}7_, mit h = max;(x;;1 — x;) und

f € C'([X0, xn]). Dann 3!s e S3(x) mit s(x;) = f(x;), 0 < i < n,
und s'(xp) = f'(x0), §'(xn) = f'(xn). Fur f € C*([Xo0, X))

der # cr(h) mit

max |D'[f(x) — s(x)]| < ¢;h*" max |D*f(x)|, 0<r<3.
XE[X0,Xn] X€E[X0,Xn]
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Tensor Produkte fur 2D Interpolation

» Gegeben seien Daten {(x;, y;, f,-,-)},’-jj:0 auf dem 2D Gitter
—ihi=0,....nyi=jhj=0,...,n, h=1/n.

» Die Interpolante ist
n—1 n-—1

= Z Z jSi(X)si(y)
i=—3 j——3
wobei die Koeffizienten {«;}! ,j, 5 durch Losung des

Gleichungssystems bestimmt werden:
n—1 n—1

fo=s(xey) =Y > agsix)si(y), 0<kI<n
j=—8j=-3
mit z.B. Randbedingungen, § =1 oder2, ¢ =1 — 0,

a_gj = Oa_pj+oa_qj, apn_1j = Oappj+dap_3j, —3<j<n—1
aj 3 = Oaj 2+ 9aj 1, ajp 1 = Oajp o+ ¢ajn 3, —3<i<n—1

» Solche Tensor Produkte kbnnen flr andere
Basisfunktionen ahnlich definiert werden, wie z.B.

. Stickweise Kubisch Hermite Interpolanten.



Nicht Lineare Gleichungen

» Das Ziel ist, eine Nullstelle zu finden,

f(x)=0
wobei f nicht linear ist.

» Wenn f(x) = F’(x) gilt, kann das Ziel sein, F zu
minimieren oder maximieren.

» Gegeben seien aund b mit f(a)f(b) < 0. Nach dem
Zwischenwertsatz 3¢ € (a, b) mit f(£) = 0 wenn
feC([a,b]).

» Die einfachste Methode ist das Bisektionsverfahren:

f(ak)f(bk) <0 { f(Ck)f(bk) <0: ak+1 = Cg, bk+1 = bk
ok = (ax + bk)/2 flak)f(ck) <O0: byi1=Ck, k1 = a
Halt mit: f(ck) =0 oder |bx — ax| < tol-|ck|

» In einem Code soll ¢ entweder a oder b (iberschreiben.

» Solang f(a)f(b) < 0 gilt, ist es egal welcher Wert positiv

oder negativ ist.
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Bisektionsverfahren

» Pseudo-Code fiir das Bisektionsverfahren
fa = f(a), fb = £f(b)
if (fa » fb > 0)
error: sign(fa) = sign(fb)
end
for k=1, ...,kmax
c = (a+ b)/2
fc = f£(c)
if (lb-al < tolx|cl|) or (fc = 0)
return c

end
if (fa * fc > 0)
a = c¢ % sign(fa) = sign(fc)
else
b =c¢ % sign(fb) = sign(fc)
end
end
error: failed to converge to relative

difference tol after kmax iterations
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Bisektionsverfahren

166

Satz: Sei f € C([ay, by]) mit f(a;)f(b1) < 0. Dann konvergieren
die Iterierten {cx} des Bisektionsverfahrens zu einer Nullstelle
x* € (ay, by), f(x*) = 0, und zwar mit Geschwindigkeit:

IX* —c | <27 Kby —ay], k>1

Beweis: Sei [ak, bx| das kte Bisektionsintervall mit
¢k = (ax + bx)/2. Es gilt
(b1 — 81) = 2(b2 - ag) == 2k_1(bk — ak).
Aus ax.1 € {ak, ¢k} und by 1 € {ck, by} folgen
(a1 — ak) < 3(bx — ax) und (b — byy1) < 3(bx — ak)
und daher
|Gkt — Ckl = 31(@ks1 — ak) — (bk — brs1)| <
sllaki1 — al + bk — by |l < 3(bx — ak) = 27K (by — a1).
Also fir k > I gilt
ek — il < |6k = G|+ lot — a1l = S [Cmet — G| <

Shi2 (b — ) = (by — &)@~ —27K)/(1-27) o,



Bisektionsverfahren

Deswegen ist {ck} eine Cauchy Folge. Sei x* der Limes.
Aus ¢ € (ak, bk) folgen
X" = &l < x* — 6l + ok — al < x* = cl + bk — a =T 0.
und .
|x* — by| < [x* — ck| + |ck — be| < |[x* — ck| + |ak — bx| =3 0.
Daher aus f € C([ay, b1]) folgen
I|m flak) = f(x*) = klim f(bx).
— 00

Aus f(ax)f(bk) < O Vk, folgt

lim f(ak)f(bk) <0.

. . . . . . k_>oo
Diese Limiten implizieren

0 < f(x*)2 = Jim f(ak)f(bk) <0
— 00
und es folgt f(x*) = 0. [ |

Bemerkung: Obwohl Konvergenz flr das Bisektionsverfahren
garantiert ist, ist die Geschwindigkeit typischerweise niedriger

als die fir das Newton Verfahren, das aber nur lokal konvergiert.
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Fixpunktiteration

» Die Nullstelle in der Gleichung f(x*) = 0 kann beziglich
eines Fixpunkts x* = g(x*) einer Funktion g(x) in
verschiedenen Weisen umgeschrieben werden:

9(x) =x —f(x), g(x) = x — £(x)/F(x)
» Dann gibt es eine natlrliche Fixpunktiteration:
Xk 41 :g(xk), k:O,1,2,...
» Wann konvergiert diese lteration? Grafische Darstellung:

Konvergierende Fixpunkt Iteration Divergierende Fixpunkt Iteration
1 = 1

0 0.5 1 0 0.5 1

05 E 05

. » Wichtige Eigenschaft: |g'(x*)| < 1.



Fixpunktiteration
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Satz: Sei g € C([a, b]) mit g([a, b]) C [a, b]. Dann 3x* € [a, b]
mit g(x*) = x*. Falls g € C'([a, b]) und 3y mit |g’(x)| < v < 1,
Vx € |a, b], dann ist x* ein eindeutiger Fixpunkt.

Beweis: g([a, b]) C [a, b] = f(x) := g(x) — x erfillt
fla)=g(a)—a>a—a=0und f(b)=9g(b)—b<b—-b=0.
Wenn f(a) = 0 gelten sollte, ist x* = a ein Fixpunkt, und analog
far x* = b. Nimm an, f(b) < 0 < f(a). Nach dem
Zwischenwertsatz 3x* € [a, b] mit 0 = f(x*) = g(x*) — x*,da f
stetig ist. Wenn es einen zweiten Fixpunkt X € [a, b] gabe, dann
wirde ein Widerspruch durch den Mittelwertsatz entstehen:

= 19(x*) = g(X)| = 19'()(x* — X)|
< qlx* =X
< |x*—=X|

Xt~ %

wobei ¢ zwischen x* und X in [a, b] liegen wirde. |



Fixpunktiteration

Satz: Sei g € C'([a, b]) mit g([a, b]) C [a, b]. Wenn 3y mit
g’ (x)| <~ < 1,Vx € [a, b], dann Vxq € [a, b] konvergiert die
Fixpunktiteration xx 1 = g(xx) zum eindeutigen Fixpunkt x*.

Beweis: g([a, b]) C [a, b] = xk1(= 9(xk)) € [a, b], Yk. Nach
dem Mittelwertsatz gilt

X1 = x| = |g(xk) — g(x*)| = 19" (&) (X — X*)|
< lxk = XM < AP Xkt — X <
< AR — xS0
wobei & zwischen x* und xk in [a, b] liegt. |

Satz: Unter den Bedingungen des letzten Satzes gilt
K
1—v

Beweis: Hausaufgabe. [ |
Satz: Fir g € C'([a, b]) mit g(x*) = x* € (a,b) und |g'(x)| > 1,
170 VX € [a, b], konvergiert {xk;1=9(Xx)} zu x* nicht wenn xo # x*.

|X* — xg| <

|X1 — Xo’, k>1



Fixpunktiteration

» Pseudo-Code flr eine Fixpunktiteration
x0 gegeben
for k=1, ..., kmax
x = g(x0)
if (|x-x0| < tol=|x])
return x

end
x0 = x
end
error: failed to converge to relative

difference tol after kmax iterations

» Welche lteration ist schneller, Bisektion oder Fixpunkt?
Héangt von der Funktion ab: g'(x*) = 0 favorisiert Fixpunkt.
» Beispiel: g(x) = xe"" =), r > 1, f(x) = x — g(x).
Entspricht einem diskreten Populations—Modell.
» Hausaufgabe: Zeige, fur r € [1,2),
» 3¢ > 0> g(B(1,¢)) € B(1,¢) und

. » 3y € (0,1) 219 (x)| <, Vx € B(1,¢).


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/modein.pdf

Vergleich zweichen Bisektions- und Fixpunktiteration

» Es gelten g(x) = xe’"=%) und f(x) = x — g(x).

» Fir die erste Grafik (r = 1,g’(1) = 0) verlangt Bisektion 12
Iterationen und Fixpunkt 6 Iterationen, um x = 0.99995
bzw. x = 0.999999995 zu berechnen.

Bisektion und Fixpunkt Iterationen Bisektion und Fixpunkt Iterationen

= 2
—Fixpunkt: g r=1.99

Bisektion: f

=1 — Fixpunkt: g
Bisektion: f

-1 -1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

» Fir die zweite Grafik (r = 1.99, g’(x*) = —0.99) verlangt
Bisektion 12 lterationen und Fixpunkt 542 lterationen, um

- X = 0.99995 bzw. x = 1.0005 zu berechnen.



Newton Verfahren
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>

Die Strategie: Eine Nullstelle wird durch eine Folge von
linearen Approximationen der Funktion bestimmt:
FUr ein gegebenes Xy ist

. Newton Verfahren

y—100) = (o) (x =x0) e
die zu f tangente Gerade 0.6/
an der Stelle (xp, f(Xp)). 0.4
Die Nullstelle (x1,0) dieser 02l

Gerade erflllt
—f(x0) = f'(X0)(X1 — Xo)
oder % 05 1
X1 = Xo — f(x0)/f'(xo)
Im Allgemeinen werden die Newton lterierten so gegeben:
XK1 :Xk—f(Xk)/f/(Xk), k:O,1,2,...
Wichtig ist, dass f'(x*) # 0.




Newton Verfahren

» Pseudo-Code fiir das Newton Verfahren

f(x), fp(x) = f’ (x), x0 gegeben
for k=1, ..., kmax
f0 = £ (x0)
fp0 = fp(x0)
if (fp0 =/= 0)
x1 = x0 - f0/fp0
else
x1 = x0
end
if (|x1-x0] < tol=*|x1])
return x1

end
x0 = x1
end
error: failed to converge to relative

difference tol after kmax iterations
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Sekant Verfahren
» Pseudo-Code fiir das Sekant Verfahren
f(x), x0 =/= x1 gegeben

f1 = £ (x0)
for k=1, ..., kmax
fo = f1
f1 = f(x1)
if (f1 =/= £0)
x2 = x1 - f1 * (x1 - x0)/(f1 - £0)
else
x2 = x1
end

1if (|x2-x1] < tolx|x2])
return x2

end
x0 = x1
x1l = x2
end
error: failed to converge to relative

difference tol after kmax iterations
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Vergleich zweichen Newton und Bisektionsiteration
» Es gelten f(x) = x — xe"" %) und g(x) = x — f(x)/f(x).
» FUr die erste Grafik (r = 1) verlangt Bisektion 12

lterationen und Newton 5 lterationen, um x = 0.99995
bzw. x = 1.0000000000006 zu berechnen.

Bisektion und Newton Iterationen Bisektion und Newton Iterationen
2 2
1 = 3 1
—Newton: g 7\ —Newton: g
Bisektion: f ! Bisektion: f
-1 -1 L
[1} 0.5 1 1.5 2 [1} 0.5 1 15 2

» FUr die zweite Grafik (r = 1.99) verlangt Bisektion 12
lterationen und Newton 4 lterationen, um x = 0.99995

- bzw. x = 1.0! zu berechnen.



Konvergenz des Newton Verfahrens
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Satz: Sei f € C?([a, b]) mit f(x*) = 0 und f/(x*) # O flr
€ (a,b). Dann Je > 0 wobei Vxg € B(x*, ¢) die Newton
lterierten {x,} zu x* konvergieren.

Beweis: Die Funktion g(x) = x — f(x)/f'(x) erfullt g(x*) = x*.
Da f'(x*) #0und f' € C([a, b]), 36 > 0 mit f'(x) # 0,
Vx € B(x*,0). Deswegen ist g(x) in B(x*, §) wohl definiert und
stetig. Aus der Rechnung

g (x) =1 (F(x)2 ~ F)F(x)/F(x)2 = () F'(x)/F (x)?
folgt g’ € C(B(x*,0)) und g’(x*) = 0. Deswegen 3¢ > 0 und
v € (0,1) mit |g'(x)| < ~,Vx € B(x*,¢). Nun sei x € B(x*, ).
Nach dem Mittelwertsatz 3¢ zwischen x und x* mit

19(x) —g(x)| = 1g'(€)(x — x*)]
< qlx—xt <e

Es folgt g(B(x*.¢))  B(x*,¢). So sind die Bedingungen im
Satz fiir Konvergenz zum eindeutigen Fixpunkt erfillt. M



Asymptotische Konvergenzrate
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Bemerkung: Fir eine Fixpunktiteration mit g”(x*) # 0 gibt es
die bestmdgliche lokale Konvergenz wenn g’(x*) = 0 gilt.

Bemerkung: Das Newton Verfahren konvergiert typischerweise
nur lokal, d.h. nur wenn |x* — xp| ausreichend klein ist. Das
Bisektionsverfahren konvergiert fir beliebige Startwerte, solang
die anfanglichen Vorzeichen verschieden sind.

Bemerkung: Um die jeweiligen Vorteile des Bisektions- und
des Newton Verfahrens zu kombinieren, kann zwischen diesen
gewechselt werden. Eine dieser zwei Methoden soll verwendet
werden, bis eine niedrige Konvergenzrate erkannt wird, und
dann soll auf die andere Methode umgeschaltet werden.

Def: Angenomen gilt x K230 x+. Wenn fiir a, A € (0,00) gilt

lim ’X* - Xk+1‘ _
k—oo | X* — Xk|®

ist a die Konvergenzordnung mit asymptotischer Fehlerkonstante \.



Asymptotische Konvergenzrate
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» Beispiele:
a = 1 = aymptotisch lineare Konvergenzrate,
z.B. X1 = 9g(x), 0 < [9'(x*)| < 1
a = 2 = aymptotisch quadratische Konvergenzrate,
z.B. X1 = 9(X), [9'(x*)[ =0

Satz: Sei g € C'([a, b]) mit g([a, b]) C [a, b], g(x*) = x* € (a, b)
und |g'(x)| <~ < 1,Vx € [a,b]. Wenn g/(x*) # 0, konvergiert
{Xx+1 = 9(xk)} asymptotisch nur linear zu x*.

Beweis: Sei xo € [a, b]. Aus g([a, b]) C [a, b] folgt {xx} C [a, b].

Nach dem Mittelwertsatz, 3¢, € [a, b] zwischen xx und x* mit
[Xie+1 — x| = |g(Xi) — 9(x*)| = 19" (&) 1xkc — x|

Nach dem Satz [170] gilt x, “=% x*, und daher gilt auch

& "X x+. Mit g € C'([a, b]) folgt ¢'(¢x) “=3° g’ (x*) und daher

X* — X 1]

k—>oo 1%
X — x| =1g'(&)| — 1g'(x")| € (0,1). m



Asymptotische Konvergenzrate
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Satz: Sei g € C?([a, b]) mit g(x*) = x* € (a,b) und g'(x*) = 0.
Dann Je > 0 wobei Vxg € B(x*, ¢) die Folge {xx.1 = g(xx)}
mindestens asymptotisch quadratisch zu x* konvergiert.

Beweis: Wahle ¢ > 0 so aus, dass |¢/(x)| <~ < 1,
Vx € B(x*,¢) C [a, b]. Nach dem Mittelwertsatz 3¢ zwischen
x € B(x*, e) und x* mit

9(x) = x*| =19(x) — g(x*)| = g (§)l|x — x*| < ye <e.
Es folgt g(B(x*.¢)) € B(x*.¢). Daher gilt {xx }ken C B(x*,¢€)
wenn xg € B(x*, ¢). Nach dem Satz gilt x¢ “=%° x*. Nach
dem Taylorsatz Jn, € B(x*, ) zwischen x, und x* mit

X1 = 9(Xk) = g(X*) + g/ (X)X — x*) + 59" (mk) (xk — x*)?
~—— \\,0_/
=X* =
Mit e — x*| < [xc — x*| “=3° 0 und g € C2([a, b]) folgt
IX* — Xic41| k=oo 1
= = . |
o xp = 81970 T g ) = A < o0

Bemerkung: Mit g”(x*) = 0 ist & noch héher.



Nullstellen hoherer Multiplizitat

» Beispiel: f'(x*) # 0 = g(x) = x — f(x)/f'(x) erfillt
f(x)2 = F(X)F"(x)  F(X)F"(X) x—x*
/ = — =
g(x)=1 Fiix)2 F1(x)2 — 0
Was ist wenn f'(x*) = 0?
Def: Die Nullstelle, f(x*) = 0, hat Multiplizitdt m, wenn m die
héchste Zahl ist, die erflllt limy_x« |f(x)|/|x — x*|™ € (0, c0).
Bei m = 1 ist die Nullstelle einfach.

» Kann Newton asymptotisch quadratisch konvergieren,
wenn x* keine einfache Nullstelle fur f ist? Im Allgemeinen
nicht.

» Beispiel: f(x) =e*—x—-1,x*=0,m=2,

a(x) = x — f(x)/f'(x) aber g'(0) = } # 0!

» Wenn die Nullstelle f(x*) = 0 Multiplizitat m > 1 hat,
verwende das modifizierte Newton Verfahren:

gm(x) = X — mf(x)/F(x)

» Hausaufgabe: Zeige asymptotisch quadratische
Konvergenz fur gnm.
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Systeme von Nicht Linearen Gleichungen
» Beispiel: Minimiere

2
Jn(u) = 22 i — V) +Mhzl(u,+1 >+62

1
A /(U—V) dX—}—//,/ |U'|2 + e2dx
2 Ja Ja

2

1

2

—D;

Uit — U\ 2
» Fir VJy(u) = 0 sei Di(u)= [(IJHhI) +€2

oJ,
Tu: = h(uxk—vk) + p/hl(ux — Uk—1)Dk—1 — (U1 — Ux)Dk]

~ i=k—1 i=k
1<k<N

0y
8U1

= h(Uo — Vo) + /L/h[ — (U2 — U1)D1]

i=1

oJ
OJ = h(uy —w) + w/hl(Un — Un—1)Dn—1
Un

182 i=N—-1




Optimalitatssystem
» Die Optimalitatsbedingung ist

0= %w,,(u) —u-v+LDwu= Fu)

2
wobei
- D, -D 0
Dy Di+D> -D»
D(u) = c RNxN
—Dn_2 Dn—2+Dn—y —Dpn_q
.0 —Dpn_1 Dn_y |

» Gesucht wird eine Nullstelle F(u*) = 0.
» Ein Ansatz ist, eine Fixpunktiteration uyx. 1 = G(uy) zu
verwenden, wobei G(u) = u — F(u) oder
G(u) = v — L D(u)u

h2
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Konvergenz der Fixpunktiteration

Satz: Fir B= B € RN sei G € ¢(B,R") mit G(B) C B.
Dann Ju* € B mit G(u*) = u*. Wenn G < C'(B,RN) und
p(G'(u)) <~ < 1,Vu € B, gelten, ist u* ein eindeutiger
Fixpunkt in B. Wenn die Abschéatzung ||G'(u)|. <y < 1,
Yu € B, fur eine induzierte Matrixnorm || - || gilt, folgt fur die
Fixpunktiteration {ux, 1 = G(uk)},

’Yk
-

Ju* = uell. < 57— llus — uoll. k=1

» Beispiel: Es wird fir G(u) = v — (1/h?)D(u)u gezeigt, die
Bedingungen dieses Satzes werden mit B = B,.(v, 2#)
erfiillt, und es gilt | G'(u)||« < 25, Vu € B.

» Mit ’Di(ui+1 — U,)/h| <1und

i Ui — Uj_4 Uiy1 — U; 2
E 'Di—1 %551 - DI‘%‘SKN < TM

folgt ||G(u) — V|| < 3, Vu € RN, d.h. G(B) C B.

[G(u)—v]i| = |~ [D(u)ul;




Konvergenz der Fixpunktiteration
> Um [|G'(U)]| < 24 zu zeigen, wird abgeleitet,
Ui — uj_ Uip1 — U
G,' =Vi— % [Di—1 ITI‘I‘S/'>1 - Dil+1hl5f</v:|

» Beispielsweise fir u;_1,

86/ N 1% 3 Ui — Uj—4 21_ . 1
U1 - _E [Di—1< h ) E le1h di>1

2 2
9 uj— uj_1 € 3
o5 () ] o1 = g DY o

» Ahnlicherweise,

0G; ue 0G;

_ 3
OUj1 T om? D’+161<N’ (97U, N h2 (D b1 D/+151<N)

> MiteD; < 1, folgt || G'(u)l|oo < 24, Yu € RV,
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Abstiegsverfahren

» Nach dem Satz gibt es genau ein u* € B mit
G(u*) = u*, und es gilt
K
[ur — oo

U™ — Ukljo <

solang 4p/(eh?) < v < 1.

Minimierung durch den steilsten Abstieg
» Die Suchrichtung ist —VJp(u)/h

= F(u)=u- G(u)
U1 = Uk —aF(uy)
= (1 —a)ux+ aG(uk)
=: GA(Uk)
» Hausaufgabe: Zeige fir a € (0,1), es gilt GA(B) C B fur

B = By(v,2) und |G\ (U)]loc < 1—a+ 2%, YueB.
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/niveau.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/abstieg.pdf

Implizite Fixpunktiteration
» Die Optimalitatsbedingung,

1 7
0= EVJh(u) =u—Vv+ ﬁD(u)u

kann auch so umgeschrieben werden:
"
[I+ ED(U)} u=v
» Dann ist die lteration

[/+ %D(UK)} Ugi 1=V
eine implizite Fixpunktiteration mit der Fixpunktfunktion:
[ m -
Gi(u) = [/+ 5 D(u)] v

» Hausaufgabe: Zeige, es gilt Gi(B) C B fur

B = By(0,||vI|2) und || Gi(u)]l2 < 2 v], Vu € B.
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Newton Verfahren flir Systeme
» Das Newton Verfahren ist gegeben durch

F'(ug)(Uk1 — uk) = —F(ux), k=0,1,2,...
Es gelten
F(u) = u—v+%D(u)u =u—-G(u), F'(u)=I1-G(u)
und D D3

-0} D}+ DS DS
, pie®
—G(u)="3E(u), E(u)= : :

~D{ o Djyo+Dyy —Dyq
~D}_ D}
» Die Gerschgorin Scheiben fiir F'(u) sind B(z;, r;) wobei
g
2 2
Z1:1—|—’77LQD%3 I’1:’;7L2D%3
2 2
zi=1 +%§D?—1 +D?) r,-:’;)%z(D?_1 +D?)
v =1+"45D05 v =4 D}

» DaeD; <1gilt, folgt 1 < zi£1r; <1+ 4u/(eh?), Vi.

s > Esfolgt, F'(u) = I + “5 E(u) ist SPD Vu € RV.



Newton Verfahren flir Systeme
Satz: Fiir B= B € RN sei G € ¢?(B,RN) mit G(B) C B.
Dann 3u* € B mit G(u*) = u*. Wenn p(G'(u*)) = 0 gilt, dann
Jde > 0, wobei Yug € B(u*, €) die Fixpunktiteration
{uk+1 = G(uk)} quadratisch zu u* konvergiert.

» Mit F(u*) = 0 und € > 0 seien F(u) und F'(u)~" fir
u € B(u*,¢) = B ausreichend glatt, dass die Funktion

Gn(u) = u— F'(u)"'F(u)
Gx € C%(B,RN) erfiilit. Dann gilt

*

Gy(u) = I — [0yF'(u)™"] i@ —F(u) '"Fu)"=% 0
—0,u—u*

und die Bedingungen des Satzes werden erflllt.
» Fir die glatte Abbildung F(u) = VyJp(u)/hist F'(u) SPD
vu € RN, und die Bedingungen des Satzes werden fiir das

189 Newton Verfahren erfillt.



Vergleich der lterativen Verfahren

190

» Die Dimension der Daten in J,, wird reduziert, um die
verschiedenen Ansatze zu vergleichen und zu visualisieren.
Nimm N =2, h=1/2, u= (uy,t2) und v = (vq, v2),

v

In(u) = 3(ur — v1)? + 4 (U2 — v2)® + M\/(Uz — Uy)? + €

Das Abstiegsverfahren ist ux1 = Ga(ug) oder

v

U1 = (1 — Oz)uk + « (V — %D(uk)uk)

v

Die Implizite Fixpunktiteration ist ux. 1 = Gi(uy) oder

[/+ %D(uk)} U1 =V

Die Newton lteration ist uy, 1 = Gn(Uy) oder

v

2
JL€
|:I + ?E(UK)

Die Implizite Fixpunktiteration funktioniert hier am besten.

(Ugyt — Ug) = — [Uk —V+ %D(uk)uk]

v



Richtungsfelder der Losungsverfahren

»FirN=2,h=3,vi={5, w=123 hme=10"%undpu=h
sind die Richtungsfelder uy.,1 — U, ux € (0,1)?, der
jeweiligen Methoden hier grafisch dargestellt:

Abstiegsverfahren Implizites Fixpunkt Verfahren Newton Verfahren

S
et

il
DR
ETRATRS

S
&
R

%
ity

RN
s

S
18,

S
i

» Der Punkt o markiert v.

» FUr e klein und 1 grof3, soll das Minimum wu sich naher bei
Uy = U» d.h. dem Punkt o befinden.

» Nur das Richtungsfeld fir das Implizite Fixpunkt Verfahren
zeigt Gberall zuverlassig in die Richtung des Minimums.
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Entrauschen Ergebnisse
» NunN=128,¢ =103, 4 =7-10"3 und v ist rot:

Abstiegsverfahren Implizites Fixpunkt Verfahren Newton Verfahren
SN -
1 Pagboibdft 1 FobAralet 1 Pt
{ {
0.5 0.5 | 0.5
—Exakt —Exakt —Exakt
] | |[—Verrauscht ] | |[—Verrauscht 1 | |[— Verrauscht
A Mo b A2 ads faom i A d A Mom i A
Oim—wﬂ Entrauscht meﬂ Entrauscht 0 MW‘W Entrauscht
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

» Zusammenfassung der (notwendigen) Parameter:
Methode Dampfung lterationen Fehler Zeit
Abstieg: a=10"3 10*(max) 2-107° 1.1

Implizit: 0 22 9-10=° 0.01
Newton: w=10"2 10*(max) 2-10% 3.7
wobei:

Fehler = ||uy. 1 — uk||2/||Ukr1]2, Zeit = Sekunden
Newton Dampfung: Uy 1 < wlk, 1+ (1 —w)ug



Numerisches Differenzieren und Integrieren

Zuerst werden Approximationen von Ableitungen untersucht.

» Vorwarts Differenzen:

£(x) = f(x+hf)]— f(x) +o(h)

wobei mit dem Taylorsatz 3¢ € [x, x + h] mit
f(x + h) = f(x) + F'(x)h+ L (&)H?
N——

ho(h)

» Rickwarts Differenzen:

(x) = "X~ Z(X =N\ on)

wobei mit dem Taylorsatz 3n € [x — h, x] mit
f(x — h) = f(x) — F'(X)h + L' (n) P
N——

hO(h)
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Approximation der Ableitungen

» Zentrale Differenzen:
F(x) = f(x + h)2—hf(x —h) L o)
wobei mit dem Taylorsatz 3n € [x — h, x], £ € [x, x + h] mit
f(x) + fD(x)h + F @ (x)h? + L) (&)

f(x+h) =
f(x — h) f(x) — fD(x)h+ S (x)n? — 5O ()M
fx+h) —fx=h) v 1 @y eve . 14802
und oh F(x) = 5 OR + 5P )h
O(h?)

» Ahnlich firr die zweite Ableitung, wie auf | 18] gezeigt,
fix+)—f(x-0) m
_ et 2) =T =2) a4 oty

f'(x) = h 24
_ % f(x + hf), —f(x)  f(x) - Z(X - h)_g:f(“)(x) +O(H?)

_ f(x+h)—21;§2x)+f(x—h) L O(R?)
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Approximation der Ableitungen
» FUr die vierte Ableitung,
_ B+ h) —2fC(x) + B (x —h) (6)

@ (x) = — 5517+ 0(h)
1 f(x+2h) = 2f(x + h) + f(x)  fH)(x) 1
= | h4 BN
P f(x + h) —2f(x) + f(x —h)  f®)(x) 1
_ i —1p (2
F f(x) —2f(x — h)+ f(x —2h) fD(x)7 |
_ i 2 | T o)
_ f(x—2h) —4f(x —h) + 67;7(:() — 4f(x + h) + f(x + 2h) o)
» Fir Ableitungen héherer Ordnung,
53’;&” = % kz_;(—w ( p > f(x-+(n/2—k)h) = f(x)+O(HP)

Bei nungerade o;f(x = g) mitteln, um f auf hZ auszuwerten.
195 » Fehler-Norm |[F(x)||p.n = h'/P||F(X)||p, 2.B. fir f(x) = /.



Approximation der Ableitungen

» Allgemeiner: Die Koeffizienten {a_1, ap, a; } einer
Approximation der ersten Ableitung werden bestimmt,

f'(x) = a_1f(x — h) + aof(x) + arf(x + h) + O(h°)
um die Genauigkeit O(hP) zu maximieren.

» Mit dem Taylorsatz, (&, zwischen x und x—h bzw. x+h)
fix—h) = f(x)—fDx)h+ LA xR - L (M
f(x+h) = f(x)+fD(x)h+ LB (x)h? + gf(3)(n)h3

ergibt sich die gewichtete Summe,
a_1f(x — h)+ apf(x) + a1f(x + h) = (a_1 + ap + a1)f(x)
+(—a_1 + a)fD(x)h+ (a_1 + a1) 3@ (x)n?
—a_4 %f(3)(§)h3 + ay %f(3)(17)h3
mit der ein System fir die Koeffizienten hergeleitet wird:

1 1 1 a_q 0 a_q 1 -1
-1 0 1 ao = h1 = ap = E 0
1 0 1 a 0 a
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Approximationen der Ableitungen
» Aus

B+ DO = {6 + 1))

folgt die Genauigkeit (’)(hz) oder p = 2.
» Ahnlich kénnen die Koeffizienten {ay, ai, a>} der
Vorwarts-Approximation bestimmt werden,

f'(x) = aof(x) + a1 f(x + h) + axf(x + 2h) + O(h9)

fir ein moglichst hohes q.
» Mit dem Taylorsatz, (&, 1 zwischen x und x—h bzw. x+h)

fix+h) = f(x)+fDx)h+ 5O (x)h? + L (&R
f(x+2hn) = f(x)+fD(x)2h+ FB(x)4h? + L) (n)8h°
ergibt sich die gewichtete Summe,
aof(x) + a1 f(x + h) + axf(x + 2h) = (ap + a1 + az)f(x)
+(ay + 2a)fD(x)h + (a1 + 4ap) 3@ (x)H?

ay R + 2,414 (n)BH°
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Approximationen der Ableitungen
» mit der ein System fiir die Koeffizienten hergeleitet wird:

1 1 1 ap 0 ag 1 -3
01 2 a|l=|h"|=|a|= o 4
01 4 a 0 a —1

» Die Genauigkeit O(h?) folgt aus
ar OO + §ar ) (n)8h® = §[f)() — 2 ()] 1.
» Hausaufgabe: Bestimme die Koeffizienten, mit denen gilt
f(x) = a_of (X — 2h) + - - -+ ajof (X + 2h) +--- + O(H*)

» Mit Vorwarts- und Riickwarts-Differenzen,

ANf 1 L n— n
hh/SX) W ;)(—w ‘ < K ) fx + kh) = £7(x) + O(h)
VIf(X) 1 &

o = s 1 () foc k) = 190 + Ot

k=0
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Richardson Extrapolation

» Sei eine Formel Ny(h) zur Approximation einer GréBe M
mit einer gewissen Genauigkeit verfigbar. Die Genauigkeit
soll billig erhdht werden.

» Wenn qilt

M = No(h) + agh® + O(h*)

dann folgt
M = No(h/2) + ag(h/2)? + O(h*).
Durch eine gewichtete Summe dieser Formeln ergibt sich

4No(h/2) — No(h)
4 -1
=:Ny(h)

M =

+0O(h%)

und Ny (h) ist eine Approximation héherer Genauigkeit.
» Wenn allgemeiner gilt

M = No(h) + agh® + a;hk - ..
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Richardson Extrapolation
dann fir fixiertes t > 1, z.B. t = 2 wie oben,
_ thNi(h/t) — Ni(h)

N,+1(h)— tk/—‘I 5 i:o,172,...
und es folgt
M = N; 1(h)+ O(hk+), i=0,1,2,...
» Beispiel: Mit
_ 2
No(h) _ f(XO +22/72) f(XO) _ f/(Xo)—i-hf(z)(Xo)"i‘zgf(3)(X0)+' .

t=2, k(): 1 und k1 :Zgllt N1(h) =
2No(h/2)—No(h)  —3f(xg)+4f(xo+h)—F(xo+2h)
2-1 N 2h
» Beispiel: Fur

f(XO + h) - f(Xo - h) 7 h2 (3) h4 (5)
5h = F(x0)+5; 1 (X0)+ 47 7 (x0) -+

wird mit f(x) = xe*, xo = 2 und h = 0.2 explizit gerechnet:

=f'(x0) +O(H°)

No(h) =
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Richardson Extrapolation

Der bekannte Wert ist f'(xg) = 22.167168 - - -
» Mit Extrapolation,

No(0.2) = [f(2.2) — f(1.8)]/[2(0.2)] — 22414160
No(0.1) = [f(2.1) — £(1.9)]/[2(0.1)] — 22228786
No(0.05) = [f(2.05) — £(1.95)]/[2(0.05)] = 22.182564

konvergiert mit O(h?).
» Erweiterte Tabelle, N;(h) konvergiert mit O(h*),

No(0.2) = 22.414160
No(0.1) = 22228786 N;(0.2) =  [4Np(0.1) — No(0.2)]/3 = 22.166995
No(0.05) = 22.182564 N;(0.1) = [4Np(0.05) — Np(0.1)]/3 = 22.167157

» Noch weiter, Na(h) konvergiert mit O(h®),

No(0.2) = 22.414160
No(0.1) = 22.228786  N;(0.2) = 22.166995
No(0.05) = 22.182564  N;(0.1) = 22.167157 Ny(0.2) = [16N;(0.1) — N1(O 2)]/15
=221 68

» Die Methode wird auch fir numerische Integration
201 verwendet.



Numerische Integration

202

» Die meisten Integrale konnen nicht analytisch
ausgerechnet werden, z.B.

V4
erf(2) = j% /0 et

» Integrale werden mit gewichteten Summen von
Funktionswerten approximiert:

/b f(x)dx ~ zn: a;f(x;)
a i=0

wobei die Gewichte {a;} und die Quadraturpunkte {x;}
auszuwahlen sind.
» Von Interpolation sind die Gewichte gegeben durch

n b n b
f(x)~ > f(x)Lni(x) = / f(x)dx ~ > f(x) / Ly i(x)dx
i=0 a i=0 a

————
=4
» FUr eine Newton-Cotes Formel sind die

Quadraturpunkte {x;} gleichmaBig verteilt.



Trapez-Regel

» Der Approximationsfehler
b n b
E(f) = / f(x)ax — 3 F(x) / Lo (x)ax
a i=0 a

kann mit dem Satz so dargestellt werden,

n

E(f) = — bf(”+1) )d
=575 /. (et [T~ e

und entsprechend abgeschatzt werden.
» Beispiel: Trapez-Regel. Gegeben sind {xg, X1}, n=1,
h = x1 — xp und

f(x) =~ f(xp)

X — X4 X — Xo

+f(X1)

Xo — X1 X1 — Xo

Dann mit f; = f(x;) qgilt
X1 X1 _ X1 _

/ f(x)dx:fo/ X~ X dx+f1/ X=X g 4 E(F)
X x X0 — X X X1 — X
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Trapez-Regel

oder
X1 f _ 21X f _ 21X
/ gax = P X=X h DXl g
Xo Xo — Xq 2 X X1 — Xo 2 X0
= R )+ B0

» Der Approximationsfehler ist:
X1
=5 | OEC00x - x0)(x — x1)ax
2 Jx

Nach dem Mittelwertsatz | 11| fir Integrale 3% € [xg, X4]
wobei

(2) < Xq
() = 55D [ o) - sy = 1O
2 Y 6
» FUr die Trapez-Regel gilt daher

/ f(x) f0+ L(xq — x0) + O(h%)

204



Simpson’s Regel
» Beispiel: Simpson’s Regel. Gegeben sind {xp, X1, X2},
n=2,x3=(Xp+ X2)/2, h=xy — Xp und
(x = x0)(x —x1)
(X2 — X0) (X2 — X1)

(x = x0)(x — x2)
(41— X0)(x1 — xe)

(x = x1)(x = x2)

() = f(00) (o 5 s +(x) +(xe)

Dann mit f; = f(x;) qilt

X2 _
/ f(x)dx = 22 - X1, 1 afy + f] + O(H)
Xo

mitE(f):% ) ) (x4 TER)

. 4l /)(:2 (x=x0)3(x—x1 ) (x—x2)dx

=0
» Bemerkung: Es gibt einen Sprung in Genauigkeit von
O(h®) fur Trapez (n = 1, ungerade!) zu O(h®) fir Simpson
(n = 2, gerade!): Der Fehlerintegrand wird ungerade!

Def: Der Genauigkeitsgrad einer Integrationsformel ist n, wenn

_ - . . ~- 1
,0s  E(P)=0,YP e P"aber E(P) # 0 furein P e P



Genauigkeit einer Newton-Cotes Formel

Def: Eine Newton-Cotes Formel heisst geschlossen wenn
a = Xp und b = x;, gelten. Sonst heisst sie offen.

Satz: Sei eine geschlossene Newton-Cotes Formel gegeben,
b n b
/ f(x)dx = > aif(x;)+ E(f), aj= / Lni(x)dx
a i—0 a

mit x, =a-+ih,i=0,....n, h=(b— a)/n. Es gelten

» Wenn nungerade ist und f € C"'([a, b)), ist der
Genauigkeitsgrad n und 3¢ € [a, b] mit

ARG
— h+2 —1)...(t—
E(f) =2 /O {(t—1)---(t— n)dt
» Wenn n gerade ist und f € C"+2([a, b)), ist der
Genauigkeitsgrad n+ 1 und 3n € [a, b] mit

_ pn Sf(n+2)(77) 7o B B
206 E(f)_h+(,7+2)1,/of(t 1) (t—n)dt



Geschlossene Newton-Cotes Formeln
» Beispiel: Es gibt einen Sprung im Genauigkeitsgrad von
n=1mit E = O(h"2) fiir Trapez zu n+ 1 = 3 mit
E = O(h™+3) fur Simpson.
» Botschaft: Es ist vorteilhaft wenn n gerade ist.
» FUr die nachsten zwei Integrationsformeln seien die
Quadraturpunkte gegeben durch

xj=a+ih, fi=f(xj), i=0,....n, h=(b—a)/n.

Firn=3, exakt fur f € P8
x3 3h 5
/ (x)dbe = % [l + 3 + 3% + ] + O(F)
Xo
Fir n = 4, exakt fur f € P5

X4
/ f(x)dx = ig[ﬁo + 32f; + 12f, 4+ 32f3 + 7H4] + O(h")
Xo

» Hier gibt es einen Sprung im Genauigkeitgrad von n =3

. mit E = O(h™2) zu n+1 =5 mit E = O(h"*3).



Genauigkeit einer offenen Newton-Cotes Formel
Satz: Sei eine offene Newton-Cotes Formel gegeben,

/f dx_Za, x;) + E(f a,_/ Ln,i(x

mitx; =a+(i+1)h,i=0,....n,h=(b—a)/(n+2). Es gelten

» Wenn nungerade ist und f € C"'([a, b)), ist der
Genauigkeitsgrad n und 3¢ € [a, b] mit

n+-2 f(n—H)(f)
(n+1)!

E(f) = /r17+1t(t—1)-~(t—n)dt

» Wenn n gerade ist und f € C"2([a, b)), ist der
Genauigkeitsgrad n+ 1 und 3n € [a, b] mit

E(f) = h"+3m/n1+1t2(t— 1)---(t—n)dt
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Mittelpunkt-Regel
» Beispiel: Mittelpunkt-Regel, n =0, h = x; — xo,
X
/ " f(x)dx = 2hf(x0) + O(H°)
X1

» Exakt fir f € P'. Direkt zeigen: (¢ zwischen x und Xp)

f(x) = 0x0) + (x — X0)'0%0) + (x — X0)"(6)

(n zwischen x_{ und x1)

X1

/: f(x)dx = /X’“ f(xo)dx+f’(x0)/ (x — xo)dx

— X_1q

S S —
=(x1—x_1)f(xo) =0
I X1
+ (77)/ (x — X0)2dx
2 /..

=2m3/3

200 » Der Fehlerintegrand wird ungerade!



Offene Newton-Cotes Formeln

» Weitere offene Newton-Cotes Formeln: h=x1 — Xy

n=-1 exakt fir f € P!
X2 3h .
/ ) = 5T+l +O(F)
X1

n=2 Milne’s Regel exakt fur f € P3
% 4h
/ fx)ox = —[2fh — fi +2h] + O(h°)
X1

n=3 exakt fur f € P3

% 5h s
/ f(X)dX = ﬂ[11fo+f1 +f2+11f3]+0(h )
X

-1

» Hier gibt es einen Sprung im Genauigkeitsgrad von n = 1
mit E = O(h™2) zu n+1 = 3 mit E = O(h"*3).

» Auch keinen Sprungvon n=2zu n=3.
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Zusammengesetzte Mittelpunkt-Regel
» Hier wird ein Integral so zerlegt,

/ f(t / "

J
wobei mit h = (b—a)/m
t=a+({—-1)h j=1,....m+1.
» Eine Grundregel wird in jedem Teilintervall angewendet:
/ f(t)at = 2/ (ex)ox =3
j=1

> Fir die Mittelpunkt-Regel mit § = (¢ + ti41)/2, (i, — 1 — h/2)

n
> aif(ti+ x;) + O(hP)
i=0

b m
/ (ot =S [hf(?,-) + (9(/13)}
a j=1
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Zusammengesetzte Simpsons-Regeln
oder mit mh® = (mh)h? = (b — a)h?> = O(h?),

/b f(t)dt = hi £(3) + O(H?)
a i

Satz: E(f) = O(h?) gilt fir die Zusammengesetzte
Mittelpunkt-Regel wenn f € C?([a, b]).

» Nun mit § = (8 + t41)/2, = f(§;) und f; = £(t),

j=2 j=1 j=2
1o wobei mh° = (mh)h* = O(h*).



Zusammengesetzte Trapez-Regeln

» Fir die Simpsons-Regel ergibt sich: (t —t;=h/2)

m

/b f(t)dt = g [ fa)+4 f(f)+2 Em: () +£(b) ] +O(hY)
a 2

j=1 =

Satz: E(f) = O(h*) gilt fir die Zusammengesetzte
Simpsons-Regel wenn f € C*([a, b]).

» Hausaufgabe: Leite die Zusammengesetzte Trapez-Regel

her:
m

/b f(t)dt = g [ f(a)+2 3 f(t) + £(b) } +O(RR)

j=2

Satz: E(f) = O(h?) gilt fir die Zusammengesetzte
Trapez-Regel wenn f € C?([a, b]).
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Romberg Integration
» Mit der zusammengesetzten Trapez-Regel,

/b f(t)dt = No(h) + c(F@)H? + c(F®)h* + - ..

No(h) = g [ f(a)+2) () +f(b) }
j=2

t=a+({—-1)h, j=1,....m+1, h=(b-a)/m
wird Richardson Extrapolation durchgefiihrt,
_ WNi_4(h/2) = Ni_4(h) .
N;(h) = T , j=1,2,...
» Die erste Spalte der Richardson Tabelle,
No(h)
No(h/2)  Ni(h) = [4No(h/2) — No(h)]/3

No(h/4) Ni(h/2) = [4No(h/4) — No(/2)]/3 Na(h) = [16N;(h/2) — Ny(h)]/15. ..

kann effizient berechnet werden, da die Auswertungen in

- No(h/2k=1) wieder fiir No(h/2%) verwendet werden kénnen.



Romberg Integration
» Um diese Behiehung angenehm darzustellen, bemerke

. —a om G+t
,}(m):aﬂ/_”b a qm _ b {12y = (¢, Fmy,

m’' 1 2
» Dann mit m € 2% und h = (b a)/m gelten
h/2
No(h/2) = / [ +2Zf (1) + }

h/z[ +2zf +2Zf(?,(’”))+f(b)]
I=1
= ;[No(h)Jthf(?, )]

No(h/4) = [No(h/z +h/2Zf 7emy ]
usw. .

No(h/a)_E [No(h/4 +h/4Zf 4y ]
215 I=1



Romberg Integration
» Beispiel: [ sin(t)dt = 2, f(t) = sin(t).
Nimma=0,b=n,m=1,h=(b—a)/m=n.

No(h) = B[f(a) + f(b)] = %[sin(0) + sin(r)] = O

No(h/2) = 3[Ne(h)+hX 1, A(I")] ~ 1.571
iy
No(h/4) = 1[No(h/2)+h/25 %, (1)) ~ 1.896
No(h/8) = 1[No(h/4)+h/a> 4t (1)) ~1.974
~—~

7/8,3n/8,57/8,77/8
» Die Tabelle: 0.000000

1.570796 2.094395

1.896119 2.004560 1.998571

1.974232 2.000269 1.999983 2.000006
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Gauf3 Quadratur

» Nun wird untersucht, ob die Quadraturpunkte {x;}
vorteilhaft ausgewahlt werden kénnen.
» Das Resultat: Der Genauigkeitsgrad einer Quadraturformel

b n b
/ f(x)dx = > aif(x;), a = / Ly i(x)dx
a —o a

ist maximal bei 2n + 1, wenn die Quadraturpunkte {x;}7_,
Nullstellen von ¢, 1 aus {¢x € Pk}keNO sind, wobei diese
Polynome folgendermaf3en orthogonal sind:

» Eine Menge {¢x }ken, von Polynomen heissen orthogonal
auf [a, b] bezlglich des Gewichts w, wenn die folgenden
Eigenschaften erflllt sind:

o ¢ € Pk
e w: [a, b] — [0,o0] ist auf [a, b] summierbar und
b

/ w(x)pk(X)pi(x)dx = by, 0 <k, <n.

i Sie sind orthonormal wenn ay = 1.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/gramschmidt.pdf

Gauf3 Quadratur

Satz: Sei {¢x}}_, orthogonale Polynome auf [a, b] bezlglich
des Gewichts w. Dann hat ¢, genau k Nullstellen in (a, b).
» Legendre Polynome: [a, b] = [—1,1], w(x) =1,

Po(x) =1, Pi(x)=x, Pa(x)=%(3x%-1),
P3(x) = (5x3 —3x), Pa(x) = §(35x* — 30x2 + 3),
Ps(x) = §(63x5 — 70x% + 15x),
und im Allgemeinen,

Pex) = o L (62 1y
KA 2K dxk
» Tchebyshev Polynome: [a, b] = [-1,1], w(x) = 1/v1 — x2,

TO(X):17 T1(X):X7 TZ(X):2X2_17
Ta(x) = 4x3 - 3x, Ty(x) =8x* —8x% +1,
Ts(x) = 16x5 — 20x3 + 5x,
und im Allgemeinen,

bis Tk(x) = cos[k cos™(x)]



Gauf3 Quadratur
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Def: Die Nullstellen {x;}]._, des Legendre Polynoms P, sind
die GauB-Legendre Punkte.

Satz: Wenn {x;}]., die GauB-Legendre Punkte sind, ist der
Genauigkeitsgrad der Quadraturformel
1 n +1
/ f(X)dX ~ Z a,-f(x,-), aj = Ln’,'(X)dX
—1 i=0 -1
maximal bei 2n+ 1.

Bemerkung: Mit 2n + 2 Freiheitsgraden {a;}] , und {x;}],
kann fir maximal 2n + 2 polynomiale Koeffizienten in

1 n
/ P(x)dx =) aP(x;), VP e P
-1 i=0
allgemein gelten. Wenn R € P" folgt E(R) = 0 aus DJ*'R = 0.
Wenn P € P2™1 gilt P = QP™' + R fiir Q, R € P" und das
Legendre Polynom P!, Aus Orthogonalitét f_+11 QP11 =0
und E(R) = 0 folgt E(P) = 0.



Gauf3 Quadratur

Bemerkung: Mit der Koordinatentransformation

h=b-a, t(x)=a+(x+1)h/2, g(x)=1(r(x))h/2
lasst sich diese Quadraturformel flr ein allgemeines Integral
anzuwenden, cn = (n)*/((2n+1)((2n)1)3), € € (a,b)

b 1 n
[ fde= [ geodc =" agix) + o R e
a —1 i=0

15
» Beispiel: / e Pdt = \é;r[erf(1 5) — erf(1)] ~ 0.1093643
1

Romberg-Trapez:

0.1183197
0.1115627 | 0.1093104
0.1099114 | 0.1093610 | |F| =6.%e-8
0.1095009 | 0.1093641 | |F| =1.2e-9 | |F] =1.0e-10
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Zusammengesetzte Gauf3 Quadratur

15
GauB- Legendre/ Eot = /g x)dx, g(x) = § exp[- X+5]
1

n=1 xp i ~V1/3 ag=1 ZaiQ(Xi) = 0.1094003

1/3 a = 1
n=2 xXp=-v3/5 a=5/9 2
X1 =0 ar=8/9 Y ajg(x;)=0.1093642

Xo=+4/3/5 a=5/9 i=0

n=3 X,'G{:I:“%:l:%\/g} aie{%} ‘F’:2-9e_10

Zusammengesetzt: h= (b—a)/m, t; = a+ (j— 1)h,
rj(x) =6+ (x+ 1)h/2, gj(x) = f(Tj(x))h/Z,
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Gewohnliche Differentialgleichungen
Zu l6sen ist das Anfangswertproblem:

(*) {y/(t) = f(tvy(t))v tE[to,T]
y() = Yo

wobei y € C'([ty, T],R") und f € C(D,R") Lipschitz stetig auf
D = [ty, T] x R™ist, d.h. 3L > 0 mit

1f(t,y2) — (&, y 1)l < Llly2 = y1ll,  ¥(t,y1),(t,y2) € D.

Satz: Wenn f Lipschitz stetig auf D ist, gibt es genau eine
Lésung y € C'([ty, T],R") zu (%). (Siehe Details)

» Analytische Lésung? Selten.

» Diskretisierung: Zur Vereinfachung wird ein zeitliches
Gitter verwendet, das aus gleichmaBig verteilten
Stutzstellen besteht:

tk=to+kr, k=0,1,....M, T:(T—to)/M.
222


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/gdg.pdf

Die Euler Methode

» Fir ein & zwischen f, und f 1 erflllt die Lésung y(f)

|[Plee) =0 gy < [ | AL MY g

_ fk41
VLYW g5 < 1 [ Iy (et ds = 0(r)

b1
<L
t

» Mit y, ~ y(f) basiert die Vorwérts Euler Methode darauf:

yk+1:yk+7_f(tk7yk)‘/ k:0,1./M—1

» Beispiel: f(t,y) = -y, Yo
yO:1at0:05T>0, M

y(t)=exp(-t)

y
y —y, te|0,T] Y,
y(0) = 1 33 Steigung: f(k)=-y(k)

=y(t)=e . Mitr=0.2:

223 0



Die Euler Methode
Satz: Angenommen, f erfilllt die Bedingungen des Satzes |222 .
Seien y die eindeutige Lésung zu (x) und {y,}¥_, durch die
Vorwarts Euler Methode gegeben. Es gelten (Siehe Details)

1Y (tei1) = Visrll < (1 + L)y (t) — vkl + CLT2, C= ts[gpﬂ 1y ()l
S 05

m
k=0,...,
» Die Vorwdrts Euler Methode ist konvergent,
Vi1 =Yk +7f(t, ¥i), k=0,1,....M—-1
aber die nachsten Beispiele zeigen, die Zeitschrittweite
muss oft sehr klein sein. Im Vergleich ist
» der Rickwérts Euler Methode (auch O(7)) vorteilhaft:
.Vk+1:}’k+7'f(tk+1,yk+1)a k=0,1,....M—1
» Die Vorwarts Methode ist explizit, weil y, , ; bezlglich
schon berechneter GréBen explizit gegeben ist.
» Die Ruckwarts Methode ist implizit, weil y, 4 nur implizit

oo definiert ist, was eine iterative Lésung kosten kann!


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf

Warmegleichung
» Beispiel: Eine raumliche Diskretisierung der Warmegleichung,

Uy = KUy, Q x (0,00)
v = 0, 0Qx(0,00) Q=(0,1)
u = uw, Qx{t=0}

ist mit u;(t) =~ u(x;, t), x; = (i— 3)h,i=1,...,N,h=1/N:

J — Au 1 —1 0
0) — -1 2 -1
U() = o D — ERNXN
K
A=_—"D -1 2 -1
h? 0 1 1]

» Die Lésung u erfillt:
lim u(t) = Mittelwert(up) - 1

t—oo
Laut Gerschgorin gilt o(A) < 0, und daher gilt
1d

EEHUII% =u'v'=u"Au<0 = [u(®)]z<u(0)2
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Warmegleichung
» Vorwarts Euler:

KT )\ K
Uk = Uk_1+T7AUK_1 = (/f FD) ug 1 =---= (/f FD) Up
» Damit die Methode stabil ist, muss gelten:
(/— FD) B(0, 1).
Die Gerschgorin Scheiben in C sind B(z;, r;) wobei
KT 2KT 2KT KT KT
a=lfpn=ig A== g =l
» Die Stabilitatsbedingung ist:
drxT
—1<1—— (£
1 <1 2 (<1)
die auffallig umstandlich ist:
1 T—t¢
W:hZZZKT:Zﬁ 0 MZO(NQ)

1%
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Konservative Methoden
» Ruckwarts Euler: oy
Ux = Ux_1 +7AU, = (/ h2 D) Uy = Uy_4
Laut Gerschgorin gilt o(D) > 0, und daher

RT
lullz = ug ux < ug (/ ] D) Uy = Ug Uy < [[ugll2]|ue—1]2

» Es folgt ||ukl||2 < ||uk_1]]2 ohne Bedingungen auf 7!
» Wenn B" = —B und daher ¢(B) C R gelten, ergibt sich
u = Bu 1d T T, TRT ) —
{ u(0) = up = 2dtHuH2 u Bu—z(u Bu+u' B u)—O
und ||u(t)||2 bleibt erhalten bei || u(0)||2.

» Fir ein solches Problem ist eine numerische Methode mit
der folgenden Eigenschaft bevorzugt.

Def: Eine Methode zur Approximation yx ~ y(tx) der Losung
von y' = Ay mit y(0) = yo, tk11 > t heisst konservativ,
wenn fur beliebiges A € R gilt

207 |Vk+1| = |¥kl, Kk € Np.



Wellengleichung

» Beispiel: Eine raumliche Diskretisierung der Wellengleichung,

Uy = I/2UXX, Q x (0, OO)
uc = 0, 00 x (0, 00) vUy B 0 wvoy vUy

u = U, QX{tZO} ( Uy )t<7/()x 0 >< Uy >
u = Uu, Q x {t = 0}

istmitx,-:(i—%)h,i:1,..,,N,h:1/N,

U= {U 2N 1N [ {VaXU(X/+17t)

{voxto(x;, )} ]

{oru(x;, )}L ’ {u1 ()Y,

gegeben durch: Q ¢ RIN-1)xN
{ U - BU B—”< 0 Q) 0 -1 +1 0
u@) = U “h\-Q" 0 - . - _'1- »

- » Die Losung U erfillt: [|U(t)[|2 = ||U(0)]|2.



Crank-Nicholson Methode
» Die Crank-Nicholson Methode (nun O(72)) firr (x) ist:

Yirt = Yk _ (o ¥i) + F(tit, Yira)
T 2
» FUr die Wellengleichung,

Ukt — Uk _ BUk+ BUjy
T 2
» Wegen B = —B gelten
U'BU=J(UTBU+U'B'U)=0
Uk 1Uker = Ugqll - T?]UJH Ul + 5B]U
= Uk+1Uk+ éuk+1BUk

[/-%B} Uit = [/+%B} U

und
Ui U = UL[I+ 5BIUk = U [l — 5BlUjy -
= UgUx 1 —JU{BU 1= U, Uc— ;U B U,
und daher gilt ||Uy1]|2 = || Ukl|2.
» Hausaufgabe: Zeige mit Uy 1 = r(tB)Ux, B= S*AS, S*S = I,

259 [Uks1ll2 = ISUks1ll2 = [[r(tA)SUk|[2 = || SUkl|2 = || Uk||2.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf

Konsistenz, Stabilitat, Konvergenz
» Fir das Anfangswertproblem (x) sei eine allgemeine
Einzelschritt-Methode gegeben:
yk+1 =Yk + T¢’(tk7yk77-)

wobei ¢ die gesamte Abbildung (tx, ¥, 7) = (Vks1 — Yk)/T
darstellt.
» Beispiele: Vorwarts Euler,

ot y,7)=1(ty)
Rickwarts Euler,
oy, 7)=Fft+7.y+7é(ly,7))
Def: Die Methode heisst konsistent mit (x) wenn
#(t,y,0)=1(t,y)

Def: Die Genauigkeitsordnung ist v wenn

YEED) =Y it y(t).7) = 0()

T
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf

Konsistenz, Stabilitat, Konvergenz

» Beispiel: Wie auf Seite gezeigt, hat die Vorwarts
Euler Methode hat Genauigkeitsordnung v = 1.
» Hausaufgabe: Fir die Crank-Nicholson Methode gelten
, L
”¢(t7y277—)_¢(t7y177-)‘| SAHyZ_y1H mit A= m >0

und Genauigkeitsordnung v = 2,

DY iy o).

T

7
< GMN 2, GA= — max |ly®(t
< GAr°, 24 3% [y (1)]]

Def: Mit der Einzelschritt-Methode, y,_. 1 = ¥ + 7é(t, Vi, 7),
7= (T —to)/M, seien {y, ¥, und {z(}}_, gegeben mit
Anfangswerten y, bzw. zy. Die Methode heisst stabil wenn
79 > 0 und ¢ # ¢(M) wobei V7 € (0, 1p),

max —Zy|| <¢C — 2Zp||-
omaxX 1yi = 2kl < cllyo — ol

» Bemerkung: Stabilitat ist eine Konsequenz der Lipschitz
231 Stetigkeit von ¢.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf

Konsistenz, Stabilitat, Konvergenz
Satz: Fur das Anfangswertproblem (x) sei eine
Einzelschritt-Methode gegeben: y, = y(f),
yk+1:yk+7-¢(tk7yk77-)7 kZO,,M—1
wobei fir L,A > 0, D = [ty, T] x R" und E = D x [0, 79],
1f(t, y1 — (. y2)l < Lllys —Yall, V(ty4),(t.y2) €D
lo(t, y1, 7)=b(t, ¥2, Tl < Alyi=yall,  V(t,y1,7),(t,y2,7) € E.

Es gelten: (Siehe Details)

1. Die Methode ist stabil.
2. Die Methode ist konvergent genau dann wenn sie
konsistent ist.

3. Mit
)= sup [P g y.n)
te[ty, T—7] T
folgt
NT —1y)) —1
e Iyl T(T)<exp( (T ) >

232


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_awp.pdf

Bedeutung der Stabilitat

» Fir das Anfangswertproblem (x) seien {yk},’l”:0 und
{z,}M_, gegeben durch die Vorwarts Euler Methode mit
Anfangswerten y, bzw. z;. Es gelten:

[yk — Zk] = [ka1 — Zk_1] + T[f(tk_1,yk,1) - f(tk—17zk—1)]
und

¥k — 2kl Vi1 — Zk—1ll + 7L ¥x_1 — Zkl\f |
(1 + L)Xy — 2ol < (1 + LT)M|ly, — 20]|
(1 + L(T = to)/ MMy, — zo]|

exp(L(T — ))[lyo — 2ol

IA A IAIA

» Die Euler Methode ist stabil weil 3¢ > 0 mit

max —zil <c -z
ngagMHYk kIl < cllyo ol

aber die Konstante ¢ = exp((T — f)L) kann riesig sein.
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Bedeutung der Stabilitat

» Beispiel: y' = f(t,y), Yo =0, [ty, T] = [0,1] und
f(t,y) = —1000y + 1000%? + 2t
Die exakte Losung ist y(t) = t2, t € [0, 1]. Seien {y,}}.,
und {z}¥_, gegeben durch die Vorwarts Euler Methode
mit Anfangswerten y ~ 2.
Es gelten:

Wk — 2kl = [Yk—1 — Zk—1] — 10007 [yx_1 — Zx_1]
ik — 2kl < (1 =10007)|yo — Zo| < (1 —10007)M|yp — zo|

» Mit 7 < 0.002 gilt yp =~ 1 = y(ty).
» Mit 7 = 0.01 werden Fehler bei jedem Schritt mit einem
Faktor [1 — 1000 - 0.01| = 9 vergrdBert.

» Die Stabilitats-Abschatzung wird nicht verletzt, aber
¢ — 1000

Solche Beispiele motivieren die folgenden Definitionen.



Absolute Stabilitat
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Def: Eine numerische Methode zur Lésung von (x) heisst
absolut stabil, wenn die numerische Lésung {yx} des Problems
y' = Ay, R[A] <0, erfillt limk_,, yx = 0. Die Menge der Werte
{z=7XA e C:R[z] <0,lim,_, y¥x = 0} heisst die Menge der
absoluten Stabilitat.

» Die Menge der absoluten Stabilitat fir die Vorwarts Euler
Methode ist {ze C:|z+ 1| < 1}:

yk = yk_‘l +7-)\yk_1 — ... = (1+TA)ky0
und
ykki>>00 = |1+7—)\|<1 o

oder mit x = R[7)], y = S[7)], @

[(x+1)2+(y—-0)? <1




A-Stabilitat
» Die Menge der absoluten Stabilitat fur die Rickwarts Euler
Methode ist {z € C : R[z] < 0}:
Yt = Yot N1 = (1=TA) kit = Yk = Vit = Yi/(1-7A)

und

Yk = Yo/(1 —7A) 0 &
H—mAT<1 & 1<|1-7)

k k—oo

+1

oder mit x = R[7)], y = S[7A],
x <0 und
T<[(x=1)2+(y-0)?

Def: Sei yx1 = r(tA\)y, k € Np, eine numerische Losung des
Problems y' = Ay, R[)\] < 0. Die Methode heisst A-stabil
wenn die Funktion r(z) erfullt |r(z)| <1, YR[z] < 0.

}:>x<0

» Rlckwarts Euler und Crank-Nicholson sind A-stabil.

- » Solche Konzepte sind geeignet flr folgende Probleme.



Steife Systeme
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» Ein Prozess heisst steif wenn mindestens zwei sehr

unterschiedliche Zeitskalen dabei sind.

Physikalisches Beispiel: Stromung einer Flissigkeit, in der
chemische Reaktionen stattfinden. Es ist Ublich, dass die
Reaktionen viel schneller als die Strémung laufen.
Mathematisches Beispiel:

x'(t) = Ax(t), AS=SA, A=diag{\,)\2}
M, Ao <0 aber || > |\
y(t) = S x(t) erfillt
y'(t) = S7'x/(t) = ST Ax(t) = ST'ASy(t) = Ay(t)
y(t) = exp(At)y(0) = x(t) = Sexp(At)S~'x(0) oder
xq(t) = AeMt + BeMe! | x(t) = CeM! + De’e!

Jedes x;(t) enthalt eine Komponente e’!, die viel schneller
zerfallt als die Komponente e*2!.



Steife Systeme

—Exp(-100)

By Xy hat eine schnellere
—IEE Komponente e~ ! und
eine langsamere Kom-
ponents

0.5

o 0z 04 06 08 1

» Numerische Ergebnisse in [ty, T] = [0, 1] mit

08 0.4
—Vorwarts
06 Rilckwirts s
— Exakt
M=7 04 02
<\, ——Vorwiirts
02 01
Ritckwirts
— Exakt
o 0z 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1

» Auch fUr steife Probleme ist ein kleines 7 notwendig, wo

38 die Lésung sich schnell andert.



Runge-Kutta Methoden

» Zur numerischen Lésung des Anfangswertproblems (x) ist
eine Runge-Kutta (RK) Methode

yk—|—1:yk+¢)(tk7yk77-)7 kZO,,M—1
durch das System mit g Stufen definiert:

q
Yii = yk+TZaijf(tk+'9jT7yk,j)a i=1,....9
j=1

q
Virr = Y+ bif(tc+ 07, y))
i=1
wobei ¢ die gesamte Abbildung
(te: Yi: 7) = (Vi1 — Yi)/7 darstellt.
» Die Methode wird mit einer (Butcher) Tabelle dargestellt:

0 .
b7 wobei AcRI*9 b,0 c RY
» Die Methode heisst explizit wenn a;; = 0 flr i < j gilt, und
539 sie heisst implizit wenn aj; # 0 fir mindestens ein i gilt.



Runge-Kutta Methoden
» Eine wohl bekannte RK-Methode ist:

oder

Yk
Yio
Yks
Yia
Yk+1

\

0/0 0 00
111
i1 000

0! A 2|2

Pl 10 5 00
110 010
‘1111
6 3 3 6

Yk
Yi+ 5f(t, Yk 1)
Yi+ 5f(t + 5, Yk2)
Yi + 7t + 5, Yk 3)
Vi +7af(t. Yi1) + 3F(tc + 5. Vi2)
+%f(tk + %, ¥k3) + %f(tk +7,Yka)l

» Wenn y € CO)([ty, T]) gilt, erfilllt die Methode

240
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Adaptive Runge-Kutta Methoden
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Nun sei das Gitter nicht notwendigerweise gleichmaBig.
Die Zeitschrittweite wird automatisch bestimmt.
Eine grobere RK-Methode (mit b) wird in eine genauere

RK-Methode (mit b) eingebettet: (Siehe Beispiel)
ol A Yei = Ykt 727:1 a;f(tx + 0;, yk,j)
?T Vi1 = Ye+720 bif(te+ 0, yx )
b’ - ~
Vier = Ye+720 bif (b + 0,7, Yk )

Gegeben sei y,, und ein einziger Schritt mit der
genaueren Methode (O(77*')) bzw. mit der gréberen
Methode (O(7")) werden folgendermafBen dargestellt:

Yir1 = Vi + 700 Vi 7)s Viwr = Vi + 70k, Vi 7)-

Yk.1 und ¥, 4 werden verwendet, um das geeignete 7 zu
bestimmen.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/rka.pdf

Adaptive Runge-Kutta Methoden
» FUr den einzigen kten Schritt sei z(t) die L&sung von ()
mit (fo, ¥o) ersetzt durch (fx, ¥i)-
» Seien die jeweiligen Abbruchsfehler so bezeichnet:

O™ ) = Ty (1) = [2(tes1) — 2(8)]/7 — (b, 2(t), 7)
= [2(ts1) — Yil/7 — d(t, Y, 7)

O(") = Tipa(r) = [2(tis1) — 2(t)]/7 — btk 2(t), )
= [2(tk1) = Yil/7 — o(t, Vi, T)

» Wenn nach ¢ bzw. ¢ durch die letzten Gleichungen
aufgeldst wird, ergeben sich

~ Z(t —
Ot = Tipa (1) = (k+1)7_yk+1
und .
Z(t1) — Vieat .

T

() = Tia(7) =
242



Adaptive Runge-Kutta Methoden
» Die Abbruchsfehler kdbnnen so kombiniert werden:

o(r") = 7-k-|-1(7‘) = M

T 3
Z(tr1) — Vit L Vit = Vi
~ T
y -y
— Tk+1(7)+M
N—_—— T

O(T”“)

signifikanter
> Mit . q

Cr’ ~ Typ1(r) ~ M = Z(bi — b)) f(t + 0i7, yx.;)
i=1

ergibt sich i
Tk1(0-7) = C(6-7) =6"Cr¥ =~ s ¥kt — Vit

T
» Um die Genauigkeit || Ty, 1(6 - 7)|| < e zu erreichen, wird §
ausgewahlt, um die Ungleichung zu erflllen,

Ykt — Vil <er
243 aber zur Sicherheit unter den Einschrdnkungen § € [0min, Omax]-



Adaptive Runge-Kutta Methoden
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Die adaptive Strategie:

Gegeben seien:
» Absolute Fehlertoleranz ¢,

» Max- und Min-Werte 7pax bZW. 7imin fUr 7,
» Max- und Min-Werte 6,,ax bzZW. i fOr 0.

Anfanglich gelten y, = y(f) und 79 = Tiax-

Flr k > 0 sei ein 7, vom letzten Zeitschritt gegeben.
Dies wird verwendet, um y,_ 4 zu berechnen.
Berechne (effizient)

1/v
d = max {6min, min {5max, (Hy STky ||> }} :
k+1 7 Y k41

und .

T = mln{T — tk+1 , Tmax max{rmm, d- Tk}}.
Falls 6 < 1 gilt, berechne y, ; erneut mit 7, = 7,
bis § > 1 qilt.
Sonst setze fx 1 = tx + 7 und T 1 = T weiter,



Randwertprobleme
» Zu lésen ist das Sturm-Liouville Randwertproblem:

—(pu) +qu = f, xeQ
(1) { (()leI—ngzu — g xcon 97D
wobei Dyu = —U'|x=a, U'|x—p und
O<p<px)<p, 0<g<q(x)<q.
» FUr verschiedene Werte von « und w hat man folgende
Arte von Randbedingungen (RB):

w = 0: Dirichlet, a=0: Neumann, «,w # 0: Robin.
> Seien v mit av +wD,v = g auf 9Q und f = f + (pv')’ — qv.
Dann mit f — f und g — 0 wird () von & = u — v erfillt.

» Also sei g =0in (7).
» Ergibt sich durch Minimierung des Funktionals,

J(u) = /Q [ — /g% + pluPlax, ue H'(Q)

wobei mit H° = L2 fiir die Funkt ionenriume gilt

pae HVH%Z(Q) = fQ ’V’de, HVHIZ_/I((Q) = HVHIZ_/k—1(Q) + HV(k)HLZ(Q)


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/disk_rwp.pdf

Finite Differenzen fir Randwertprobleme

» Das Problem (f) mit a = 0 = g und w > 0 (Neumann RB)
wird durch Finite Differenzen folgendermafen diskretisiert.

» Das Gitter: x; = a+ ih, h=(b—a)/N, X; = (xi_1 + X;)/2,

X1 Xi Xigt XN
Xo X4 Xi XN XN
» Seien x = {x;}N o, X = {X}, und Ty(x) =
Uy, x € lax]; Oy xe[Xnbl; SN, Ui4(x; X), sonst.
» Mit den Notationen v; ~ v(x;) und v; = v(X;) wird (f) mit
zentralen Differenzen fiir i = 2, ..., N — 1 so diskretisiert:

; (pu')i — (pU')i—1

- ~
(pu) ~ h
1 Ui -G _p Uj — Ui
=~ h|" A =1h
(qu); ~ Qi
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Finite Differenzen fir Randwertprobleme
» Furi=1,Nmit(pu) =0=(pu)n,

Up — U

- Uy — Un—
2R (pul)/N ~ _pr‘IM

h2
> Seien p = {p/ sq {QI}, U= {Ul =1 f:{?i},l'\i1
» Das algebralsche System fir diese Diskretisierung ist:

() Au=f

(pu')y ~ pr—g—

1 0
wobei: Q=-— .. c RIN-1)XN

_ AT e h
A=Q'D(p)Q+D(§) o 11

D(v) = diag(v € R") € R™*"

Satz: Fir p € C3(Q), g € C%(Q), f € C°(Q), g =0, a = 0 und
w = 1 seien u € C*(Q) die Lésung von (1) und u die Lésung
von (f)p. Dann gilt ||u — Tpl|y1 = O(h).

» Siehe Details und bemerke ||u — T2 = O(H?).

» Hausaufgabe: Diskretisiere das Problem () mit den

. anderen Randbedingungen auf einem geeigneten Gitter.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_rwp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/disk_rwp.pdf

Rayleigh-Ritz Methode

» Das Randwertproblem (1) mit Neumann Randbedingungen
ergibt sich durch Minimierung das Funktionals,

J(u) = /Q [(u — 1/q)2 + plu/ Plax

» Die Richtungsableitungen des Funktionals an der Stelle u
in die Richtung einer Stérung v sind gegeben durch:
y(u; v) = lim Juter) =JW) _ i, :J(U—f— ev)

ou e—0 € e—0 de

= 2/ [(qu — f)v + pu'v']dx
Q
= 2/ [(qu—f) - (pU/)l] vax + ZPU/V‘{—)Q
Q
» Wenn J(u) = min gilt, muss §J/du(u; v) = 0 fir alle

zuladssigen Stérungen v gelten.
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Variationelle Methoden
» FUr ein beliebiges B(xp, d) C Q, sei
sron | 1/(20), x € B(xp,0)
Vo (X) = { 0, sonst
Laut dem Mittelwertsatz fiir Integrale 3¢ € B(xg, ) mit

0= 5 5 v ) =I(au=N~(pu)(©) | viak =5 [(qu-1)-~(pu Y1030

oderqu—f— (pu') =0in Q,

d.h. die Differentialgleichung in (1) ergibt sich.
» FUr ein beliebiges x1 € 09, sei
1, xe€ B(x1,0)NQ

§(y) —
vi(x) = 0, sonst
Da u die Differentialgleichung erfillt folgt
16J
0= 5 52(Uiv)) = puWiloa | [(qu—1) — (puy) vk ™2 [pu)(x)
oder v’ = 0 auf 99, d.h. =0

pa0 die Neumann Randbedingung in (1) ergibt sich nattirlich.



Schwache Formulierung von Randwertproblemen

» Wenn andere Randbedingungen, z.B. Dirichlet,
vorgegeben werden, darf es keine Stérung am Rand
geben, und so muss v = 0 am 0N gelten. Dann ist das
letzte Argument Uber die Randbedingung hinfallig.

» Nachdem partielle Integration wie oben durchgefihrt wird,
bis keine Ableitungen von v verbleiben, ergibt sich die
starke Formulierung (1) der Optimalitatsbedingung fir J,
fir welche hohere Regularitat von u verlangt wird.

» Wenn keine partielle Integration durchgefthrt wird, und v
und u massen gleiche aber niedrigere Glattheit haben,
ergibt sich die schwache Formulierung der
Optimalitatsbedingung fir J:

(1) /Q[quv+pu’v’]dx:/ﬁfvdx, vv e H'(Q).
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Finite Elemente fir Randwertprobleme
» Mit dem Gitter
x={x}No,, x;=a+hi, h=(b-a)/N
wird (1) Gber N Elemente formuliert, jedes mit einer Zelle

[Xi_1, x;] und mit einer linearen Darstellung der Lésung, d.h.
» Basisfunktionen aus S'(Q) = S'(x) werden verwendet:

Lineare Splines

. _— N
1} — Un(X) = uisi(x)
i—0
uj = up(x;)
of — [V L u={u}, = up(x)
Xo X3 X1 % %41 Xn-1Xn

» Die diskrete Formulierung von (1) ist

(i)h /[quhsh + puks;,]dx = / fspdx, Vspe 31 (Q)
Q Q
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Finite Elemente fir Randwertprobleme

» Das System () fur die Koeffizienten u = up(x) wird mit
A(v,w) :/[qvw+pv’w’]dx, ]—“(v):/fvdx
Q Q
explizit so umgeschrieben

Au=f, A= {A(Sh Sj)}%’:o? f= {]:(S/)}/Aio

Satz: FirO<p<p(x)<p,0<g<qg(x)<q,VxeqQ,
p,q,f € L2(Q) seien u € H?(Q) und u, € S'(Q) die Lésungen
von (1) bzw. (). Dann gilt ||u — up||y = O(h).

» Siehe Details und bemerke ||u— up|/;2 = O(K?).

» Nun wird das Gleichungssystem mit einer einfachen
Mittelpunkt Regel fur die jeweiligen Integrale approximiert.
Gebrauchlich wird Gauf3 Quadratur verwendet.
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_rwp.pdf

Finite Elemente mit Quadratur fir Randwertprobleme

» Die Approximation iy, ~ up wird bezeichnet mit
N
On(x) = Uisi(x), 0 ={}{Ly = Un(X).
i=0
» Wegen des lokalen Tragers der Splines gilt fur |i — j| > 1,

/ sisjdx = / sisjdx = 0.
Q Q

» Firi=0,...,N—1mit g1 = q(Xi.1),

_ h X\ (X h_
/Qqs,-s,~+1dx ~ Qi1 /o (1 - E) (E) dx = 6Qi+1
und mit pi1 = p(Xiy1),

_ hro1 1 1_
/st§5§+1dx ~ Pit1 /o <_h> <+h> dx = P+

» Diese sind die Falle fur |i — j| = 1. Verblieben sind nur die
Falle fur |i — j| = 0:
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Finite Elemente mit Quadratur fir Randwertprobleme

» Firi=0,...,Nmit gy = 0 = g1 flr auslaufende
Teilintervalle,

h 5 2h >
cax—a [ (X g RS RV
/Qqs,- ax = q,/o (h> dX+QI+1/h (2 h) ax = 3(q1+QI+1)

und ebenfalls mit pg = 0 = pn.1,

_ rh71\2 _ 2h 1 1\ 2 1
/psfzdx:p,-/ <h> dX+Pi+1/ <_h) dx = £ (Pj+Pi+1)
Q 0 h

> Firj=0,...,Nmitfiy = f(X1) und f = 0 = fy4 fir
X; Xj+1

auslaufende Teilintervalle,
J —
deX + 6'-1—1 / deX

N B
/ fsiox = > / fsidx ~ f;
Q i=1 v Xi-1 Xj—1 X;

_ rhy B 2h X h- -
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Finite Elemente mit Quadratur fir Randwertprobleme
» Seien

p={p}y, a={a}, F={f, erV.

und
D(v) =diag(v) e R" fir v eR".

» Das Gleichungssystem fir & = ip(x) ist

(n  Au=1R'f

N[—

mit
A=Q'D(p)Q+ tR'D(q)R+ {D(R"q)
wobei Q, R € RN*(N+1) gegeben sind durch

[ 0 11 0
Q=+ S . R= .
0 1 41 0 11
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Finite Elemente mit Quadratur fir Randwertprobleme

Satz: Fir p € C3(Q), g € C3(Q) und f € C3(Q) seien u € C*(Q)
die Lésung von (1) und &, € S'(Q) die Lésung von (1)x. Dann
gilt [[u — nl[ = O(h).

» Siehe Details und bemerke ||u— Tp|/;2 = O(K?).
» Hausaufgabe: Minimiere das Funktional

Kwraémw—nwf+mwfwx

{ber den Funkt ionenraum H?(Q) und zeige, wenn
u € C*(Q) gilt, muss das minimierende u erfiillen

(pu"Y'+qu = f, xeQ
(pu")=(pu"Y = 0, xe€0R

Weiters flir das (iber S2(Q) minimierende up, gilt
U~ unll,e = O(HP).
» Fir weitere Details siehe das skriptum tber Numerik flr
Differentialgleichungen.
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