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Definitionen und Klassifikationen

» Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine
Beziehung zwischen Ableitungen einer unbekannten
Funktion und bekannten GréBen und Funktionen darstellt, z.B.

pcds T = (A T), &0+ Isin(g) =0

» In einer partiellen Differentialgleichung (PDG) hangt die
unbekannte Funktion von zwei oder mehr unabhéngigen
Variablen ab.

» In einer gewdhnlichen Differentialgleichung (GDG, hier
einfach DG) hangt die unbekannte Funktion von nur einer
unabhangigen Variable ab.

» Die Ordnung einer DG ist das groBte n € N, wobei die nte
Ableitung der unbekannten Funktion in der Gleichung
erscheint. Z.B. oben gilt n = 2.

» Ein System von DG’en besteht aus mehreren
Differentialgleichungen mit mehreren unbekannten
Funktionen einer unabhangigen Variable, z.B.

X'(t) = [a = By (O]x (1), y'(t) = [yx(t) = dly(1)



Definitionen und Klassifikationen

» Eine DG nter Ordnung kann immer als System von DG’en
erster Ordnung umgeschrieben werden, z.B.
y'(x) + ay'(x) + By(x) = f(x)
lant sich so umschreiben:
u'(x) = Au(x) + f(x)
wobei

-] - & L] e[ )

» Eine quasilineare DG erster Ordnung hat die Form
P(x.y.y') = M(x,y) + N(x,y)y' =0
wobei P(¢,7, () ein lineares Polynom in ( ist. Z.B.
x+yy'=0
» Eine normale DG erster Ordnung hat die Form
y'=F(x,y)
wobei y’ isoliert steht. Z.B. die obige DG umgeschrieben,
y'=-x/y
» Eine durch x2 + y(x)? = k implizit definierte Funktion y(x)
erfilllt diese DG’en fiir x € (—vk, V/k).



Definitionen und Klassifikationen

» Eine klassische Lésung einer DG nter Ordnung ist eine
Funktion, die die DG erfillt und n-Mal differenzierbar in
ihrem Definitionsbereich ist, z.B.
y(x) =vV1—x216st x + yy’ =0 fur x € (—1,1).
» Die (in xo nicht differenzierbare) Funktion G“)}%X

[ (xo—1)x, 0<x<Xxp o | (x0—1), 0<x<Xo
G(X)_{(X—Uxo, Xo < x <A1 G(x) = Xo, Xo<Xx<A1

erfuIIt
/ G (x)¢' dx—1—x0/ ¢'(x)dx — XO/ ¢'(x)dx
(1- Xo)[¢(Xo) — 0(0)] = xo[0(1) = $(x0)] = 6(x0)
Vo € C5°([0,1])
oder formell mit / o(x — X0)o(x)dx = ¢(xo0),
fo G"(x)p(x)dx = fo (x = x0)p(x)dx, V¢ € C5°([0,1])

d.h. G ist eine schwache Lésung des Randwertproblems,
G'(x) =d(x — x9), G(0)=G(1)=0.



Definitionen und Klassifikationen

» Die normale DG y’(x) = g(x) hat die partikuldre L6sung
%(X) =[5 g()dt
fir ein a im Definitionsbereich von g.
Jede andere Lésungskurve wird durch eine senkrechte
Translation gegeben
= [Yg()dt+k, keR
Also ist y, (eme Menge k e ]R) die allgemeine L('jzsung. Z.B.
erf(x) + k . . =27 /\/m
{ Si(x) + k } I6sen allgemein { yXy, :sin(/;)F }
» Ahnlich mit einer partikularen Lésung y,(x) der DG
y' = f(y) ist eine waagerechte Translation y,(x — k) auch
eine Losung. Z.B. durch Partialbruchzerlegung

y ] 1/2 1/2]

1, 1_— e e

y=y Ny + 1) [y—1 Y+
_ _ 1y

o fac L

Lésungen: y(x) = tanh(k — x), coth(k — x) aber auch y(x)==+1.



Herkunft der Differentialgleichungen

» Differentialgleichungen entstehen natdrlich durch
Modellierung.
» Exponentielle Zunahme (Fertilitat o > 0),
X(1) = ax(t), x(t) = x(t) exp(alt - t))
oder exponentielle Abnahme (Mortalitat o < 0).
» Logistisches Wachstum mit Zeitskala 7 und Kapazitat K,
P(t) P(t) K
t—ig

P(ty=—2>1{1-—2|, P(t)=
© T[ K] v 1+ (ph5 —1)e >

» Pendelschwingungen mit Schwerebeschleunigung g,
Pendellange ¢ und kleinen Schwingungen |6p| < 1,

a?0 g . . _sinO)~0 d%0 g, B ;

W—kzsm(e) =0"—= W+Z9_O’ 0(t) = Oy cos (t 7)
» Rauber-Beute mit Pflanzenfresser x und Raubtier y,

X' (1) = [ = By(O]x(1),  y'(t) = [yx(t) = d]y(t), o, B,7,0 € RT

dIn[x(t)] —yx(t) + aInfy(t)] — Sy (t) = k



Herkunft der Differentialgleichungen

» Differentialgleichungen entstehen variationnell durch
Minimierung eines Funktionals.
» Man hat Daten r/m = uin (a, b), und u soll durch

Minimierung dieses Funktionals rekonstruiert werden,
b

Jw) = [ limu— r -+ plu/ Pl
> Wenn J(u) = min gilt, muss 5J/5u(u: v) = O fir alle
Stérungen v € C*(a, b) gelten,

y(u V) = lim J(u+ev)—J(u)

e—0 €

= /[ (mu — rymv + pu'v'|dx

0 — /[mu—r m— (pu'Y]vdx + 2pu'v[e, Wv € C®(a.b)

» Notwendigerweise 16st u das Sturm-Liouville Randwertproblem,
—(ptY +qu=fin(a,b) u =0in{a,b}

" wobei g = m? und f = mr.



Herkunft der Differentialgleichungen
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>

Differentialgleichungen entstehen numerisch durch
Diskretisierung einer PDG.
Fur die Warmegleichung, T|i—o = T°, o = )\/(pc),
T =ad2Tin(a,b) x {t >0}, 0OxT =0auf{a b} x {t >0}
kann 92T durch finite Differenzen approximiert werden.
Das Gitter: x; =a+1ih,i=0,...,N, h=(b— a)/N,
a —h b

| | | |l 6 | o | | | |
I I I

|
Xo Xi—1 Xipd XN

Mit der Notation v; ~ v(x;), Vies ~ v(x,.i%), t fixiert,

oo Ty~ Dt O iy 1T =T T Ty
h h h h
wobei To — T,1 =0, TN+1 — TN =0.
Mit {TN o= T, {TO}N ) = TP und a{0x(8x T}V, ~ AT,
ergibt sich das System von DG’en,
T = AT, T(t) = exp|Af]T°




Ziele der Untersuchung von Differentialgleichungen

Zwecke der Modellierung
» Vor allem die motivierende Fragestellung zu beantworten.

» Zeitdauer bis die Haustemperatur 90% ihres Wegs zur
Aussentemperatur sinkt, nachdem die Heizung
ausgeschaltet wird?

Das modellierte System besser zu verstehen.

» Abhéngigkeit der Zeitdauer von Parametern?
Effekt der DAmmung? Hausoberflache?

Systemparameter zu schatzen.
» Bestimmung der tatsachlichen Eigenschaften der
D&mmung?
Das modellierte System zu steuern oder optimieren.
» Hausoberflache optimieren unter Einschrankungen?
Optimale Steuerung
» Wie viele Boote einer Flotte sollen in Betrieb sein?
Optimale Entscheidung
» Wie viele Waren sollen gekauft und gelagert werden?

v

v

v

v

v
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Ziele der Untersuchung von Differentialgleichungen

» Um Modellierungsziele zu erreichen, kann man manchmal
das mathematische Modell exakt 16sen.
» Wenn eine exakte Losung nicht praktisch ist, kann eine
qualitative Untersuchung der Lésung reichen.
» Z.B. Rauber-Beute,
X'(t) = [a = By(O]x(t), y'(t) = [yx(t) — oly(1)
» (x,y) = (6/,a/B) ist ein Gleichgewicht. Stabil? D.h. wenn
natlrliche Stérungen stattfinden, bleibt der Zustand in der
Nahe des Gleichgewichts?
» Sind alle Lésungen periodisch? Gibt es Grenzzyklen?
» Bleiben Losungen positiv?

» Wenn das Modell numerisch geldst werden muss,

Réuber und Beute Phasenraum

8

wird MATLAB oft
verwendet.

&

Siehe z.B.
>> help ode4db

Anzahl der Tiere
S Iy
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Differentialgleichungen erster Ordnung

» Die DG erster Ordnung
a(x)y'(x) + b(x)y(x) + ¢(x) =0
ist linear, weil der Operator
[Ly](x) = a(x)y'(x) + b(x)y(x)
in der DG Ly + ¢ = 0 linear ist, d.h. es gilt
Llanyr + azyo] = a1lys + aolys
Yoy, ae € R und V differenzierbaren Funktionen y1, yo.

Die logistische DG ist nicht linear! (Probe!)
» Die obige DG ist homogen wenn ¢ = 0, und sonst ist sie
inhomogen.

» Seien a, b, c € C(I). Wenn a(x) # 0, x € I, und p(x) = b(x)/a(x)
und q(x) = ¢(x)/a(x), ergibt sich die normale Form in /,
y'(x) + p(x)y(x) + q(x) = 0
» Wenn die DG homogen ist, wird sie formell so geldst:
Inly|= [y /ydx = — [ p(x)dx + k, keR
y(x)| = KePW, K =eX P'(x) = p(x)

» y(x) = cexp[[ p(x)dx], ceR



Differentialgleichungen erster Ordnung
» Nun rigoros: Wenn P’(x) = p(x) und daher ¢”(*) £ 0, gilt
S (x)ePM] = y'(x)ePX) + p(x)y (x)ePX) = PNy (x) + p(x)y(x)] = 0
genau dann wenn y'(x) + p(x)y(x) = 0. Beweis fur:
Satz: Sei P'(x) = p(x). Es gilt y'(x) + p(x)y(x) = 0 genau
dann, wenn y(x) = ke~ fiir ein k € R. (allgemeine Lésung)
» Weiters sei f(x) eine partikulare Lésung der inhomogenen
DG y'(x) + p(x)y(x) = —q(x). Sei y(x) eine andere
Loésung. Dann erfullt z(x) = y(x) — f(x) die homogene DG,
Z'(x)=y'(x) — F(x)==[p(x)y(x) + a(x)] + [P(x)f(x) + q(x)]=—p(x)z(x)
Daher gilt z(x) = ke~ P¥). Beweis fiir:
Satz: Fir die DG y’(x) + p(x)y(x) + q(x) = 0 seien f(x) eine
partikuldre Lésung und P'(x) = p(x). y(x) st die DG genau
dann wenn y(x) = f(x) + ke "), k € R. (allgemeine Losung)
» Methoden zur Bestimmung der partikularen Losung f
werden unten prasentiert.
» Mit der Nebenbedingung y(a) = yo wird die Konstante

- durch k = eP@[y, — f(a)] gegeben.



Integrale und Integral-Kurven
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» FUr nichtlineare DG’en gibt es keine einfachen Analoga der

obigen Satze. Nun quasilineare DG’en,

Def: Kurven in denen gilt u(x, y) = k sind die Niveau-Kurven
der Funktion w.

Satz (der impliziten Funktionen): Sei u € C"(D) mit
(X0, ¥0) € D und
u(xo, Yo) = k,  dyu(Xo, yo) # 0
mit k € R. Dann Je, § > 0 mit B(xo, €) x B(xp,d) C D und
Aly € C"M(B(xp, €)) wobei Vx € B(xp, €),
y(x) € B(yo,9) und u(x,y(x))=k.
» Beispiel: u(x,y) = x> + ¥2, (x0,¥0) = (0,1), D = R?,
m=oo, k=1,¢08 € (0,1), y(x) = vV1— x2

Satz: In D = {(x,y) € R? : 9,u(x, y) # 0} sind die
Niveau-Kurven von u Lésungskurven der quasilinearen DG

M(x, y(x)) + N(x, y(x))y'(x) = 0.
mit M(x,y) = oxu(x, y) und N(x, y) = dyu(x,y).



Integrale und Integral-Kurven
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Beweis: Sei (xp, o) € Dund k = u(xp, ¥o)- Laut dem Satz der
impliziten Funktionen gibt es fur die Niveau-Kurve u(x, y) = k
in der Nahe von (xp, yo) eine Funktion y(x), die u(x, y(x)) = k
erflllt. Nach der Kettenregel gilt

xU(X, y(x)) + yu(x, ¥ (x))y'(x) = geu(x, y(x)) = gk =0
und y(x) ist eine Lésung der DG. ]

» Beispiel: u(x,y) = x? + y?, M+ Ny’ = 2x + 2yy’ = 0,

y(x) = vk = x2, u(x,y(x)) = k.
Def: Ein Integral der quasilinearen DG
M(x, (X)) + N(x, y(x))y'(x)

ist eine Funktion u(x, y), wobei u(x, y(x)) =
Loésungskurve y(x) gilt.
Niveau-Kurven u(x, y) = k eines Integrals u sind
Integral-Kurven der DG.

=0
k, k € R, fUr jede

» Beispiel: Fir M+ Ny’ = 2x +2yy’ = 0ist u(x, y) = x2 + y?
ein Integral, und x2 + y? = k, k € R, sind Integral-Kurven.



Trennung der Variablen
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» Seien g(x) und h(y) stetig. Eine DG der Form
y'=9(x)h(y)

hat trennbare Variablen. Mit der Transformation

g(x)—[1/h(y)ly’ =0

ergibt sich das Integral
= [ g(x)dx — [ dy/h(y)
» Beispiel: Fiir die DG y’ = (1 + y ) -,

tan~'[y(x)] = [dy/(1 + y2) = [e i — YTerf(x) — k

oder eine Lésung
y(x) = tan[@erf(x) — K]

» Die Funktion ¢(x) = [ g(x)dx existiert im allgemeinen.
Wenn h(y) # 0 gilt Vy € (y1, y») existiert die Funktion

= [dy/h(y)

und sie ist streng monoton im Intervall (y4, y2).

Far k € R und x mit ¢(x) — k € (¢¥(y1),¥(y2)), folgt aus

o(x) —v(y) =k
eine L6ésung der DG ist gegeben durch y(x)

= ¢~ (g(x) — k).
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Exakte Differentialgleichungen
Def: In einem Gebiet D c R? ist die quasilineare DG
M(x,y)+ N(x,y)y'(x) =0
exakt wenn Ju € C'(D) wobei M = dxu(x, y) und N = dyu(x, y).
» Wenn die DG exakt ist, hangt das Kurvenintegral
S IM(x(8), y (D)X (1) + N(x(t), y(D)y(D]at= [ Gu(x (1))t
nur von (xo,yo) (x1,y1) ab, wobei x(t) = (x(t), y(t)) eine
beliebige Kurve ist mit | x(t)|| = 1 und x(t;) = (x;, yi), i = 0, 1.
» Um ein Integral zu bestimmen, reicht die Rechnung Uber
eine Kurve die zuerst waagerecht und dann senkrecht ist,

u(x fXO M(&, yo d£+f (x,n)dn (Probe!)
» Wenn d|e DG exakt ist und M, N € C'(D), dann muss gelten
yxU = OyM(x,y) = 0xN(x,y) = OxyU
» Beispiel: Die DG ist y + xy' =0, M =y, N = x. Es gilt
OyM =1=0;N
Ein Integral wird so bestimmt Xo = Yo =0,
u(x,y) = [y Yodé + [ xdn = (x — xo)yo + X(¥ — yo) — xy

Integral Kurven sind xy k, k € R.



Integrationsfaktoren
Def: Eine Funktion u(x, y) ist ein Integrationsfaktor fur
M(x,y) + N(x,y)y'(x) wenn es eine Funktion u(x, y) gibt, wobei
8Xu()(7y) = M(Xay)M(va)7 a}/u(X?y) = /’L(Xay)N(X7y)
» Mit Integrationsfaktor u(x, y) ist die quasilineare DG
(. Y)M(x, y)] + [u(x, Y)N(x, ¥)]y'(x) = 0
exakt, sogar wenn M(x, y) + N(x, y)y'(x) = 0 nicht.
» Die Funktionen p, M, N missen erflillen
Oy[u(x, y)M(x, y)] = Ox[u(x, y)N(X, y)]
» Sei u gegeben durch
u(x,y) = [y (& Yo)M(E, yo)d€ + [ u(x,mN(x, )dn
Dann ist u ein Integral der DG, M(x, y) + N(x, y)y'(x) =
dajede Lésungskurve y(x) erfallt (Probe')
3 (X, ¥(X)) = (X, YOO, Y () + N(x y () ()] = 0.
> Be|sp|el Die DG ist xy + x2y’ = 0, M = xy, N = x2. Damit gilt
Xy By + xp = dy[uM] = Ox[uN] = xPOxp + 2xp
nimm 9, p = 0 und
u(x) = xp'(x) +2u(x) <= p(x)=1/x.
20 Die transformierte DG ist y + xy’ = 0 mit xy = k wie vorher.



Inhomogenene Lineare Differentialgleichungen
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Fur die DG
y'(x) + p(x)y(x) + q(x) = 0.
mit P'(x) = p(x) ist u(x) = eP*) ein Integrationsfaktor:
Mit M(x, y) = p(x)y + q(x), N(x,y) = 1, gilt
u(x)p(x) = Oy [u()M(x,y)] = dxlu(x)N(x, y)] = P'(x)eP.
Ein Integral ist gegeben durch, yy = 0,
y) = [ [PO(q(€) + p(€)yo)ldé + [ ePXdn
= yeP() 4 [*ePEq(¢)de (Probe!)
Nach y in u(x, y) = k aufgeldst,
y(x) = ke PO 1 £(x),  f(x) = —e P 7 ePEq(¢)dg
Einsetzen zeigt, f(x) ist eine partikulare Lésung.

» Laut dem obigen Satz [15]ist y(x) die allgemeine Lésung.

Alternativer Ansatz: Integrationsfaktor e”*), P’(x) = p(x),
[y (x)ePXY = y'(x)eP) + p(x)y(x)eP™) = —g(x)eP)
y(x)eFX) —k = [Fly(£)eP@)de = — [ g(€)e™®)
y(x) = ke PX) —e=PX) f;; eP©Oq(e)de



Inhomogenene Lineare Differentialgleichungen

» Die obige Konstante k = y(xg)eP*) wird mit einer
Nebenbedingung bestimmit,
Y'(x) +p(x)y(x) +q(x) =0, y(x0) = yo
und die eindeutige Losung des Problems ist gegeben

durch
y(x) = yOeP(Xo) P(x [ )dé
» Integrationsfaktoren sind nicht emdeu'ug. Z.B. fur die DG
y—xy' =0,

> u(x)=1/x2 = y/x=k
> u(xy)=1/0F+y?) = tan (y/x) =k
w6 y)=1/(xy) = ¥ = kx
Hausaufgabe: Durch die Substitution u(x) = y(x)'~" schreibe
die Bernoulli DG
Y'(x) +p(x)y(x) = a(x)y(x)", v#1
in lineare Form erster Ordnung um, d.h.
u'(x) + (1 —v)p(x)u(x) = (1 —v)q(x)
Leite die allgemeine Lésung flr y(x) her. (Logistisch?)



Lineare Bruchgleichung

» Die lineare Bruchgleichung in normaler Form ist
dy ~yx+0y
= _ 5
dx axtdy ° # By
und in quasilinearer Form,

(yx +6y) — (ax + By)y’ = 0.
Hier sind «, 3, v, § Konstanten.
» Durch die Substitution y = xv, (Probe!)
XV + v = (7 +8v)/(a + Bv)
» Trennung der \Qariablen, 5
a—+ pv ,
}Jrﬁvz—i—(a—é)v—fyv =0
» Integral-Kurven x = kG(y/x) wobei

6(v) =exp{ - [1(a+ 3)/(5v2 + (o - )y~ 1)l

» Angenommen worden sind: x # 0, ax + By # 0,
BV2 + (o — 6)v — v # 0. Diese schneiden R? in bis auf 8
Gebiete.




Grafische Losung

Def: Ein Richtungsfeld in einem Gebiet D ¢ R? ist eine

Funktion, die zu jedem Punkt in D eine Richtung zuordnet.

Zwei Richtungen sind gleich, wenn sie sich durch ein Mehrfach

von 7 unterscheiden.

skizziere einen Strich mit Richtung ¢

zB.y/'(x) =

D

(

gent zu einem Strich.

nn skizziere eine Kurve, immer tan

a
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Anfangswertprobleme

» FUr ein Anfangswertproblem,
y't)=F(ty(), t>b, ylo)=x
wird eine Lésung y(t) fur Zeiten t > f; gesucht, wobei der
Lésungswert yo zur Anfangszeit fy vorgegeben ist.

Def: Ein wohlgestelltes Anfangswertproblem erflllt die
Bedingungen,

1. Eine Ldsung existiert.

2. Die Lésung ist eindeutig.

3. Die Lésung hangt von y, stetig ab.

» Beispiel: DG ist y/(t) = 3y(t)§.
Lésungskurven y(t) = (t — )3 "
erfillen y(f) = 0, aber y(t) =0 .
erflllt diese Anfangsbedingung
auch. Das Anfangswertproblem ist

nicht wohlgestellt mit yp = 0.



Eindeutigkeit und Stetigkeit

Def: Eine Funktion F(x, y) erfillt eine Lipschitz Bedingung in
einem Gebiet D ¢ R?, wenn 3L > 0 wobei

‘F(X7y2) - F(X7y1)| < L’y2 _y1‘7 V(X,y1),(X,y2) eD
» Beispiel: F(x,y) = |xy|, D=[a, b] xR, L =max{|al,|b|}.

Satz: Sei D c R? beschrankt und konvex. Wenn F € C'(D),
dann erfiillt F eine Lipschitz Bedingung mit L = supp |0y F]|.

Beweis: Seien (x, y1), (x, y2) € D. Wegen Konvexitat liegt die
Strecke zwischen diesen Punkten in D. Durch den
Mittelwertsatz 3n = y1(1 — 7) + 7y2, 7 € [0, 1] wobei

F(x,y2) — F(x,y1) = 0yF(x,n)(y2 — y1). Das Ergebnis folgt
durch Abschatzen der Betrage. [

» Beispiel: F(x,y) = Sy%, D=Rx[e,0),e>0,L= 2673,
» Eine Lipschitz Bedingung ist hinreichend fir Eindeutigkeit:



Eindeutigkeit und Stetigkeit
» Angenommen erflllt F(x, y) eine Lipschitz Bedingung in
einem Gebiet D = [a, b] x [c, d] mit Konstante L.
» Seien z1(x) und zx(x) zwei Lésungen der DG,
y'(x) = F(x,y(x)), wobei (x, z1(x)), (x, z2(x)) € D.
» o(x) = [22(X) — z1(x)]? erfllt

o'(x) = 2z2(x) - 1(N][Z5(X) — Z,(X)]
= 2[z(x) - z (][F(X. 22(x)) — F(x, 21(x))]
< 2Liz(x) - z1(x)? = 2Lo(x)

» Mit dem Integrationsfaktor e 2L,
%[a(x)e—zb‘] =o' (x)e 2 — 2Lo(x)e?* <0
o(x)e2t¥ ist nicht steigend und die Stetigkeit folgt
1Z2(X) — z1(x)| < et*=9)|z5(a) — z¢(a)|. Beweist:
Satz: Wenn F(x, y) eine Lipschitz Bedingung in einem Gebiet
D = [a, b] x [c, d] erflllt, gibt es in D héchstens eine Losung
des folgenden Anfangswertproblems mit ¢ < y(x) < d,
27 yI(X)ZF(X)y(X))v X € [a7b]7 Y(a)ZYO



Vergleichssatze

» Die meisten DG’en kénnen nicht explizit gelést werden.

» Eine unbekannte Losung kann aber mit einer bekannten
Lésung einer ahnlichen DG verglichen werden.

Satz: In D = [a, b] x [c, d] erfillt F(x, y) eine Lipschitz
Bedingung, z1(x) erfullt die Differentialungleichung
y'(x) < F(x,y(x)), x¢€labl
mit ¢ < z1(x) < d und z(x) l6st das Anfangswertproblem
y'(x) = F(x,y(x)), xelab], y(@)=ya=>2z(a)
mit ¢ < Zx(x) < d. Dann gilt z1(x) < zx(x), Vx € [a, b].

Beweis: Nimm an, es gilt z1(x1) > z2(x1) fir x; > a. Sei xp das
groBte in {x € [a, x1] : z1(x) < Zo(x)}. Es gilt z1(x0) = Z2(X0)-
Fur x € [xo0, x1] gelten o(x) = z1(x) — z2(x) > 0 und

o'(x) < F(x,21(x)) — F(x, z2(x)) < Ljz1(x) — z2(x)| = Lo(x)
Multiplikation mit e =t zeigt, o(x)e =" ist nicht steigend. Es
folgt, 0 < o(x) < o(Xg)et*—%) = 0, Vx € [xo, X1], €in
Widerspruch der Annahme o(x1) = z1(xy) — z2(x1) > 0. ]



Vergleichssatze
Satz: Seien z1(x) und zx(x) Lésungen der DG’en,
U(x) = G(x,u(x)) bzw. V(x)=F(x, v(x
in D = [a, b] x [c,d], wobei G(x,y) < F(x,y), ¥Y(x,y
F erfullt eine Lipschitz Bedingung in D. Wenn z;(a)
dann gilt z{(x) < z»(x), Vx € [a, b].

Beweis: Da Z{(x) = G(x, z1(x)) < F(x, z1(x)) gilt, sind die
Bedingungen des letzten Satzes erfillt. [
» Beispiel (Sandwich): Seien zy, z,, z3 Lésungen der
Anfangswertprobleme
21 =—-F(zy), z,=G(z), zy=F(z), 2z(0)=¢Vi
in D =[0,1] x [¢/2,1] mite > 0, G(z) = ¢ cos(1/z) und
F(z) = €. Da G(z) < F(z), ¥z # 0, und F'(z) = 0, folgt
2p(x) < z3(x) = €e(1 +ex) x €[0,1]
Da —F(z) < G(2),Vz #0,und G'(2) = —¢2sin(1/z) /2% =
max./»<z<1 |G'(2)| < 4, folgt
(1 —ex) = z1(x) < z2(x) x €[0,1]
Aus den 2 Ungleichungen folgt z>(x) 00, x ¢ [0, 1].

)
) € Dund
< z3(a),



Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

» Sehr intensiv untersuchte DG’en:
po(X)u”(x) + p1(X)U'(X) + p2(x)u(x) = ps(x), x €/
wobei p;(x), i =0, ..., 3, stetig sind.
> Mit p = p1/po, g = P2/Po, r = p3/po ergibt sich die
normale Form
u"(x) + p(x)U'(x) + q(x)u(x) = r(x), xel
» Falls po(xp) =0, xp € /, sind p, g, r in xg nicht definiert. In
Xo hat die DG einen singuldren Punkt.
» Beispiele: Die Bessel DG hat einen singularen Punkt in x = 0:
x2U" + xu' + (X2 —nP)u=0
Die Legendre DG hat singulare Punkte in x = £1,
[(1 = X)) +n(n+1)u=0
» Erst spater werden DG’en mit singularen Punkten
untersucht.
» Wenn die DG mit Operator Lu = r dargestellt wird, ist
dieser Operator linear,
L[Oz1 uq + 042U2] = ailuy + aslis, Vai,a0 € R,Vuy, U € Cz(l)



Prinzip des Superposierens

» Wenn u und v Lésungen der inhomogenen DG Lu =r
sind, und w = u — v, folgt
lw=Lu—-Lv=r—r=0
oder w ist eine Lésung der homogenen DG. Beweis fir:
Satz: Sei [Ly](x) = y"(x) + p(x)y'(x) + q(x)y(x), y € C*()).
Wenn u eine partikulare Lésung der inhomogenen DG Lu = r
ist, und w die allgemeine Lésung der homogenen DG Lw =0
ist, dann ist u+ w die allgemeine L6sung der inhomogenen DG.

» Das Prinzip des Superposierens ist trivial aber wichtig:

Satz: Seien u, v € C?(/) Lésungen der DG'en Lu = f, Lv = g.
Dannist w = au + fv eine Lésung der DG Lw = of + fg.

» Wenn wy und w, zwei bestimmte Lésungen der
homogenen DG Lw = 0 sind, ist auch aywy + aows eine
Lésung der homogenen DG, Vaq, as € R.

» Beispiel: Die DG u”(x) + x?u(x) = 0 hat die nicht trivialen
Lésungen cos(xx) und sin(xx), und

o w(x) = acos(kx) + Ssin(xx) ist eine Losung Vo, 5 € R.



Nebenbedingungen

» Das Anfangswertproblem
u’'(x) + K2u(x) =0, x>0
u(0) = up, U'(0) = uy
wird durch w(x) = a cos(kx) + 5 sin(xx) und das System
u=a+0, u =0+pk
bestimmt, d.h.
w(x) = upcos(kx) + (uy/k)sin(kx)
» Das Randwertproblem
u"(x) + K2u(x) =0, xc0,7/(2K)]
u(0) =up, u(m/(2k)) = u
wird durch w(x) = a cos(kx) + sin(xx) und das System
U():Oé-i-o, U1:0+,8
bestimmt, d.h.
w(x) = Up cos(kxX) + uy sin(kx)
» Bemerke: 2 Bedingungen sind notwendig, um die Lésung
eindeutig zu bestimmen.

» Existenz und Eindeutigkeit werden unten bewiesen.



Riccati Gleichung
» Sei u(x) eine Lésung der homogenen DG
U'(x) + p(x)U'(x) +g(x)u(x) =0, xel (%)
wobei u(x) # 0, x € 1, und setze v(x) = U/(x)/u(x).

» Es folgen
U'(x) = [V(x)ux)) = v/(x)u(x) + v(x)u'(x)
ind = V() + v(0)u(x)
u'(x) = —p()v(x)u(x)] - g(x)u(x)

= —lp()v(x) + q(x)]u(x)
oder v(x) erfillt die Riccati DG,
V(X) + V()P + p)v(x) +q(x) =0 (1)
» Wenn v(x) eine Lésung von (1) ist und u'(x) = v(x)u(x),
dann ist u(x) eine Lésung von (x).
» Jede Ldsung von (x) mit u(x) # 0, x € I, ist gegeben durch
u(x) = cexp [ v(x)dx
fir eine L&sung v(x) von (7).
» Beispiel: DG ist u”(x) + x?u(x) = 0, Riccati DG ist
V/(x) + v(x)? + K2 = 0, allgemeine Lésungen sind
33 v(x) = ktan[k(cy — x)] und u(x) = ¢, cos[k(cy — X)].



Konstante Koeffizienten

» FUr die homogene DG,
u'(x)+pu'(x)+qu(x)=0, xel
seiennun p, q € R.
» Losungsansatz: Probiere u(x) = e und
NeM rpreM+ g =0 = PA)=X+pr+qg=0
» P(1) ist das charakteristische Polynom der DG.

Hausaufgabe: Schreibe die DG in erste Ordnung um, U’ = Au,
u = (u,U)T, und zeige, P()) ist das charakteristische Polynom
der Matrix A.

» Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind
A = J[-p+ vPE — 4q]
» Fall1: 49> p? > 0. Ay = ptw, p=—3p,v=3/4q - p2.
Mit der Eulerschen Formel,
elHEw)X — eiX[cos(vx) + 28in(vx)]
gibt es 2 Lésungen der DG,
ui(x) = et cos(vx), Ux(x) = et sin(vx)



Linear Unabhangige Losungen

» Fall2: p? > 49> 0. Ay € {o, 3} CR, pAs < 0.
Es gibt 2 Losungen der DG,
ui(x) = e, ua(x) = e
» Fall3: p> > 0> q. A\ € {o, B} C R, af < 0. Es gibt
wieder die 2 obigen Lésungen der DG.
» Fall 4: p? = 4g. A\, = A_ = —p/2. Eine Lésung uy(x) = e P¥/2,
Zweiter Ansatz: Probiere u(x) = x*e** und
[(r — 1)x" 72 4 2 Ax"7T 4+ A2x"]eM
—|—p[l€X"i_1 =+ )\X”]e)‘x + qxne)\x =0
= w(k— X2 4 2N+ p)rx"T+ (X2 + pA+Q)x* =0
oder A\ = —p/2, k = 1. Eine zweite Lésung ist us(x) = xe P¥/2,
Def: Funktionen {f(x), x € I}]._, sind linear unabhéngig in |
wenn Y7, cif(x)=0,Vx€l=c¢=0,i=1,...,n.
» Beispiel: Alle obigen Losungspaare {u1(x), ux(x)} sind
linear unabhangig in R. Z.B. cie P¥/2 4 ¢ixe P¥/2 = 0,¥x € R
=c+ox=0,¥YxeR. Dannx=0=c¢y =0,und x =1
= c = 0.



Gleichgewicht

Def: Ein Konstanter Zustand, der eine DG |0st, ist ein
Gleichgewicht fir die DG.

» Beispiel: Der Zustand up = 0 ist ein Gleichgewicht fur die
homogene DG
U'(x)+pd(x)+qu(x)=0, p,geR.
Def: Das Gleichgewicht ug fir diese DG ist streng stabil,
wenn jede Lsung u(x) erfiillt u(x) =5 up. Das Gleichgewicht
ist stabilwenn 3B > 0 s.d. |u(x) — up| < B, ¥x > 0. Sonst ist

das Gleichgewicht instabil.
» Fall 1: u < 0 = streng stabil, © = 0 = stabil, x > 0 = instabil.
ui(x) = e**cos(vx), uo(x) = et sin(vx)
» Fall 2,3: o, 8 < 0 = streng stabil, « > 0 oder 5 > 0 = instabil.
ui(x) = e, us(x) =e*
» Fall 4: p > 0 = streng stabil. p < 0 = instabil.
ui(x) =ePX,  up(x) = xe P¥



Masse-Feder-System

» Die Auslenkung u(t) einer Masse (z.B. Aufzug), die mit
einer befestigten Feder verbunden ist, wird so modelliert
mu”(t) + cu'(t) + ku(t) = f,  u(0) = up, U'(0) = uy
wobei m = Masse, ¢ = Reibungskoeffizient, k =
Federkonstante und f = auBere Kraft. Hier m, ¢, k, f € R.
» Mitm=+£0,p=c/m,q=k/mund r =f/m= 0 ergibt sich
das homogene Anfangswertproblem
u’(t) + pu'(t) + qu(t) =0, u(0) = up, U'(0) = uy
» Fall 1: Ay = p+w, p <0, v > 0. Es gibt Schwingungen,
u(t) = ettug cos(vt) + sin(vt)(us — uto)/v]
System ist untergeddmpft. (Nicht gut fir den Aufzug.)
» Fall 2: AL = —p < 0. System ist kritisch geddmptft,
u(t) = e P'up + (puo + t1)1]
(Nicht sicher fur den Aufzug.)
» Fall 3: A\ € {a, B8}, a, B < 0. System ist tibergeddampft,
u(t) = [(ur — Buo)e™ + (aup — ur)e/(a — B)
(Sicher fur den Aufzug.)



Eindeutigkeit

Satz: Fir I = [a, b], p,q,r € C(I), gibt es hdchstens eine
Losung u € C3( ) des Anfangswertproblems
u"(x) + p(x)u'(x) + g(x)u(x) = r(x), xel, u(a)=up, u'(a)=th

Beweis: Seien uq(x) und uz(x) Lésungen. Dann erfillt
w(x) = uy(x) — u2(x) das homogene Anfangswertproblem
w”(x) + p(x)w'(x) + qg(x)w(x) =0, w(a)=0,w'(a)=0
Die Funktion o(x) = w(x)? + w/(x)? erfiillt
a'(x) 2w/ (x)[w(x) + w"(x)]
2w'(x)[w(x) — p(x)w'(x) — q(x)w(x)]
—2p(x)w'(x)? +2[1 — g(x)]w(x)w'(x)

Aus w(x)? £ 2w (x)w'(x) + w'(x)? = |w(x) = w(x)'|? > 0 folgt
[2w(x)w'(x)| < w(x)? + w/(x)? und daher
. 2[1 — q()w(x)w'(x) < [1 +[q(x)Nw(x)? + w'(x)?]
un
o' (x) < [1+1q)Iw(x)? + [1 + |q(x)| + [2p(x)[]w'(x)?



Losungsbasis einer Differentialgleichung

Mit K = 1 + maxye/[|q(x)| + [2p(x)|] < oo folgt
o'(x) < Ko(x)
und mit dem Integrationsfaktor e <,
9 lo(x)e ] = [o'(x) — Ko(x)|leH <0
Daher gilt 0 < o(x) < o(a)eXK*~3. Da o(a) = 0 gilt, folgt
o(x) =0, x € I. Esfolgt, w(x) = u1(x) — ua(x) =0, x € I. ]

Def: Wenn jede Lésung u(x) der homogenen DG

u"(x) + p(x)U'(x) + g(x)u(x) =0, xel=[ab]
als lineare Kombination u(x) = ciuy(x) + caUz(x), €1, C2 € R,
dargestellt werden kann, ist {u1(x), u2(x)} eine Lésungsbasis
der DG.

Satz: Seien uq(x) und ux(x) Losungen der obigen homogenen
DG, wobei die Vektoren (us(a), uj(a)) und (ux(a), us(a)) linear
unabhangig sind. Dann ist {u;(x), u2(x)} eine Lésungsbasis
der DG.



Wronskian

Beweis: Sei u(x) eine Lésung. Konstanten {cy, ¢z} sind durch

das System
[ ui(a) u(a) ] [ c ] _ [ u(a) ]
ui(a) us(a) Co u'(a)
wohl bestimmt, weil die Zeilen der Matrix linear unabhangig
sind. Dann erfullt w(x) = u(x) — ciu1(x) — cata(x)
w”(x) + p(x)w'(x) + g(x)w(x) =0, w(a)=0,w'(a)=0
Nach dem letzten Satz gilt w(x) = 0, x € /. Es folgt,
u(x) = crug(x) + calia(x). ]

Def: Der Wronskian von 2 differenzierbaren Funktionen f, g sei

definiert durch W(f7g; X) _ det [ ;(())(()) g[(())(()) :|

Satz: Mit /| = [a, b] seien uy, us Lésungen der homogenen DG
u"(x) + p(x)U'(x) + g(x)u(x) =0, xel
Dann erfllt der Wronskian,

W(uy, u; X) = W(ur, uz; a) exp [— /
a

X

p(t) dt}



Wronskian
Beweis: Kurze mit W(x) W (u1, up; x) ab und leite W(x) ab
Wix) = [ui(x)uz(x) — vy (x)u ()]’
()5 (x) — uf (x)uz(X)

= w(xu ( ) +u
= u(x)[-p(x)ux(x) — () 2(X)]
—[p()() () us (x)]u(x)
= —p(x)[t1 (x)up(x )—u1( Juz(x)] = —p(x)W(x)
Behauptung folgt mit W’(x) + p(x) W(x) = 0 und dem Satz [i5. m

Korollar: Unter den Bedingungen des letzten Satzes gilt
W(uy, us; x) > 0, Vx € I oder W(uy, up; x) < 0, Vx € | oder
W(U1,U2;X) =0,Vx e l.

Satz: Wenn f(x), g(x), x € I linear abhangige differenzierbare
Funktionen sind, gilt W(f,g;x) =0, x € I.

Beweis: Wegen linearer Abhangigkeit 3(cy, ¢;) € R?\{0} mit
fix) gx) |[e|_]0O
100 909 ] [ a = Lo e

Daher ist die Matrix-Determinante Null, vVx € I. n



Wronskian

Bemerkung: Die Funktionen f(x) = x3 und g(x) = |x|® sind
linear unabhangig in / = [—1,1], aber W(f,g;x) =0, x € I.
Daher im allgemeinen folgt lineare Abhangigkeit nicht daraus,
dass der Wronskian Uberall Null ist.

Satz: Mit / = [a, b] seien uq(x) und ux(x) linear unabhangige
Lésungen der homogenen DG,

u'(x) + p(x)u'(x) + q(x)u(x) =0, x el
Dann gilt W(u1, up; x) # 0, ¥x € .

Beweis: Nimm an, 3xp € [a, b] mit W(uy, uz; Xp) = 0. Nach
dem Korollar 41l gilt W(uy, ug; x) =0, ¥x € I. Es folgen
uy (x)/us(x )— Up(x)/ 2 (x), XG /
In|us ()] = fu1(x Jus(x) = [ Up(x)/uz(x) = In|ua(x)| + k
und mit K = +e* folgt
ui(x) = Kuo(x), Vxel
ein Widerspruch der linearen Unabhangigkeit.



Wronskian

» Nimm an, eine Lésung f(x) der homogenen DG

u"(x) + p(x)U'(x) + g(x)u(x) =0, xel
ist bekannt, und eine zweite Lésung g(x) ist gesucht.
Nach dem obigen Satz erflllt der Wronskian
W(f,g;x) = ke P wobei keR, P(x)=p(x)
Nach der Beziehung

9] _ gf(x) —g()f(x) _ W(f,g;x) _ ke P

fx)| f(x)? o f(x)2 f(x)?
ist mit k =1

0 [0
9(x) = f(x) X2 X
eine zweite Lésung.
Beispiel: f(x) = ¢* ist eine Lésung der homogenen DG
u'(x)—2u(x)+u(x)=0, xel

mit p(x) = —2 und P(x) = —2x. Eine zweite Lésung ist

2x
g(x) =¢* / éx—)zdx = xe¥



Trennungssatz von Sturm

Satz: Wenn f(x) und g(x) linear unabhéngige Lésungen der
homogenen DG

u"(x) + p(x)U'(x) + g(x)u(x) =0, xel
sind, dann in / hat f(x) eine Nullstelle zwischen benachbarten
Nullstellen von g(x).

Beweis: Angenommen sind x1, X benachbarte Nullstellen von
g. Da f und g linear unabhangige L6ésungen sind, erfullt der
Wronskian W(f, g; x) # 0, x € I, und daher folgt
F(x)g (x)) = W(f.gix) #0, =12

Es folgt, f(x;), 9'(x;) # 0, i = 1,2. Weiters gilt g’(x1)g’(x2) < 0,
da es sonst eine Nullstelle flr g in (x1, x2) gébe. Laut dem
Korollar (41l hat W(f, g; x) immer das gleiche Vorzeichen in /.
Es folgt, f(x1)f(x2) < 0. Als Lésung der DG ist f differenzierbar
in /, und daher gilt f € C(/). Laut dem Zwischenwertsatz
dxp € (X1, X2), wobei f(xp) = 0. ]

» DGist u”(x) + x?u(x) = 0 und die linear unabhéngige

Lésungen sin(xx) und cos(xx) haben alternierende Nullstellen.



Greensche Funktionen fir Anfangswertprobleme
» Mit | = [a, b] soll nun das inhomogene DG geldst werden,

u"(t) + p(u'(t) + q(tu(t) = r(t), tel, u(a)=u(a)=0
Def: Wenn die Losung so dargestellt werden kann,

t

u(t) = / G(t, )r(7)dr

a
ist G(t, 7) eine Greensche Funktion zu diesem Anfangswertproblem.

» Beispiel: Bis zur Zeit 7 gibt es fiir ein Masse-Feder-System
keine auBere Kraft und die Masse liegt im Ruhestand, up = 0.
Zur Zeit 7 bekommt die Masse plotzlich die Geschwindigkeit uy.
Die Lésung des Problems (mit 4g > p?, Ax = p ) ist
u(t)y=0, t<7, u(t)=et"sin[y(t—7)u/v, t>7
Wenn das System zu den Zeiten 74 = kA7, k € N, AT € R,
weitere Geschwindigkeitsanstosse r(7x) AT bekommt, wird
die Auslenkung u(t) eine Summe solcher Funktionen. Der
Limus mit A7 — 0 ist

u(t) = fo (t, 7)r(r)dr

mit Greenscher Funktion G(t, 7') = et=T) sin[y(t — 7)]/v.



Greensche Funktionen fir Anfangswertprobleme
Satz: Fir I = [a,b], p,q, r € C(I), sei G(t, ) definiert durch
1. G(t,7)=0,a<t<7<h,
2. Fur 7 > afixiertund t € (7, b] erfllt G,
[LG](t,T) = 02G(t, 7) + p(t)0:G(t,T) + q(t)G(t, 7) =0
G(r,7) =0, 0:G(t,7)|t=r =1
Dann I6st

t b
u(t) = /a G(t, 7)r(r)dr = /a G(t, 7)r(r)dr

das Anfangswertproblem
[Lul(t) = u"(t) + p(t)U'(t) + q(t)u(t) = r(t), u(a) =u'(a)=0

Beweis: Nach der Leibniz Regel,
U'(t) = G(t, t)|or(t) + [L0G(t, 7)r(7)dT
u"(t) = O G(t, )| =1r(t) + [LORG(t, T)r(r)dT
Es folgt
[Lul(t) = r(t) + [LILGI(t, 7)|=or(7)dT = r(t) n



Greensche Funktionen fir Anfangswertprobleme
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Hausaufgabe: Zeige fiir das Masse-Feder-System,
G(t, 1) = e!=7) sin[v(t — 7)] /v erfilllt die Bedingungen des
letzten Satzes.

» Sei [Lu](t) = U"(t) + p(t)U'(t) + g(t)u(t). Man I6st das

Anfangswertproblem mit inhomogenen Anfangswerten,
[LVI(t) = s(t),  v(a) = v, V(@) = vi

mit v(t) = u(t) + ¢(t), wobei £(t) = vo + v4(t — a) und mit
r(t) = s(t) — [L¢](t) 16st u(t) das Anfangswertproblem mit
homogenen Anfangswerten,

[Lul(t) =r(t), u(a)=U(a)=0
Um die Greensche Funktion zu konstruieren, braucht man
zwei linear unabhangige Lésungen uq, u> der homogenen
DG Lu = 0. Da G(t, ) eine L6sung der homogenen DG
far fixiertes 7 ist,

G(t, T) = Cy (T)U1 (t) + CQ(T)UQ(T)
und die T-abhangigen Koeffizienten ¢y, ¢, werden durch
die Nebenbedigungen, G(r,7) = 0, 0;G(t, 7)|= = 1, d.h.
Cq (T) = —U2(7')/W(U1 , Uo; 7’), CQ(T) = Uy (T)/W(U1 , Uo; T)



Variation der Konstanten
Korollar: Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes ist die
Lésung des Anfangswertproblems gegeben durch

t
ui (1) tp(t) — ua(r)us (1)
u(t) = r(7)dr
0= [, Gieicr) — ey
wobei uyq, U zwei linear unabhangige Lésungen der
homogenen DG Lu = 0 sind.

» Diese Formel kann auch durch die Methode der Variation
der Konstanten hergeleitet werden:

» Mit [Lu](x) = U"(x) + p(x)U'(x) + q(x), | = [a, b],
p,q,r € C(l) seien uy, ux zwei linear unabhangige
Lésungen der homogenen DG Lu = 0.

» Der Ansatz hier ist, falls sie existieren solte, sucht man
eine Lésung u der inhomogenen DG Lu = r mit der Form,

u(x) = ci(x)ur(x) + ca(x)u2(x)

wobei ¢1, ¢, nicht mehr Konstanten sind sondern

48 Funktionen.



Variation der Konstanten
» Durch Einsetzen dieser Formel,

r(x) u"(x) + p(x)u'(x) + q(x
(e () ur (x) + 2¢1 (x)ug
[cz (x)u2(x) + 2¢5(X) Uy

Ju(x)

E 1(X) U (X))

p(x)lci (x)us (x) + c1(x ;
)

x)+c
X) + c2(X)u; ’(X)]
uy (x)
Up(x)]

+ + 0

+Co(X)Uz(x) + C2(x
q(x)[e1(x)us(x) + ca(x)uz(x)]
[cq () us (x) + ca(x) ua(x)]’
[cq (X)u1(x) + ca(x) uz(x)]P(x)
[c1 (x)uq (x) + ca(x) uz(X)]
bekommt man eine Lésung u durch die obige Formel,
wenn ¢, ¢, durch das System bestimmt werden,

b w0 )L dm =1 o]
ur(x)r(x) dx

W(uy, uz; x)

+ I+

d.h.
o) [ 000

W(uq, us; X) c2(X) =

49



Greensche Funktionen fir Randwertprobleme
» Mit / = [a, b] soll nun das inhomogene DG gelést werden,
u"(x) + p(x)U'(x) + g(x)u(x) = r(x), xel, wu(a)=ub)=0
Fir u(a) = «, u(b) =  siehe die Methode [47..
Def: Wenn die Lésung so dargestellt werden kann,

u(x) = /°G Or(e)de

ist G(x, &) eine Greensche Funktion zu diesem Randwertproblem.

» Beispiel: Eine Saite ist an beiden Enden x =0 und x = 1
befestigt, und sie wird mit d&uBerer Kraft x an der Stelle
¢ € (0,1) belastet. Wegen der Spannung T € R* steht sie
im Gleichgewicht mit der Auslenkung u(x), die stiickweise
linear ist. Die gegenwirkende innere Kraft der
Saite ist die senkrechte Komponente der Spannungskraft

k= T[sin(0) + sin(¢)] ~ T[u/(€7) — u/(¢)]

Es folgt

50 0

x(1=9kr/T, 0<x<¢
“”:{gu—nwr,55xg1 4<§>

1



Greensche Funktionen fir Randwertprobleme

Ahnlich fiir eine duBere Kraft x(x)Ax in [x, x + Ax] C [a, b]
ist die Kraftebilanz

k(X)Ax = T[U'(x7) — U'(x + AxT)]
oder mit Ax — 0 ergibt sich das Randwertproblem,

—Tu"(x) = k(x), wu(0)=u(1)=0.
Zur Lésung dieses Problems stellt man sich vor, die Saite
wird in den Punkten & = kA&, k € Ny, A¢ € RT mit der
Kraft k({x)A¢ belastet, und die Auslenkung u(x) wird eine
Summe obiger Funktlonen Der leus mit A¢ — 0 ist

= Jo G(x,&)r(¢)de

mit r(x) = —r(x )/T und der Greenschen Funktion

_ X(£_1)a O§X§£
G(X’g){ Ex—1), £<x< 1.

Def: Wenn es eine Lésung u(x) # 0 des homogenen
Randwertproblems gibt,

u"(x) + p(x)u'(x) + q(x)u(x) =0, x €[a,b], u(a)=u(b)=
sind die Endpunkte {a, b} konjugiert.



Greensche Funktionen fir Randwertprobleme

» Im allgemeinen wird G(x, &) durch folgende Bedingungen
konstruiert:

1. Fira<x <¢und ¢ < x < bqilt
[LG](x,€) = 02 G(x. €) + p(x)dxG(x, €) + q(x)G(x,£) = 0
2. Fur ¢ € [a, b] qilt
G(a &) = G(b,§) =0
3. GeC([a,b] x [a, b]) aber
OxG(X, &) |x=¢+ — OxG(X,8)|x=e- =1, £€(ab)

» Seien f und g zwei linear unabhangige Lésungen der DG
[Lul(x) = U"(x) + p(x)U'(x) + g(x)u(x) =0, x € [a,b]
wobei f(a) = 0 = g(b).
» Dann erfillt
Gix,¢) = { [X9E)/W(f,g,8), asx<¢
’ f()g(x)/W(f,g.€), £€<x<b
die obigen Bedingungen.

s, Hausaufgabe: Zeige, G(x, £) fir die Saite erfillt diese Bedingungen.



Greensche Funktionen fir Randwertprobleme

Satz: Fir / = [a,b], p, g, r € C(I) und {a, b} nicht konjugiert seien
L und G wie oben definiert. Dann ist die einzige Lésung des
Randwertproblems, Lu =r, u( ) = u(b) = 0, gegeben durch

u(x) = / Glx. §)r(e)d
Beweis: M|t der Darstellung,
= [ G(x, ©)r()de + [, G(x, €)r(¢)de
folgt mit der Leibniz Regel
= [ 0xG(x, )r(§)dE + [ 0xG(x, €)r(€)de
+[G(x, ) X) = G(x, x)r(x)]=o

(
f 92 G(x, E)r( )d§+f 0ZG(x, £)r(€)d¢
+r(x)[0x G(x, x7) — Ox G(X, X ) = w(7.9.0)/ W(1.9.0)1
Es folgt,

[Lu)(x) = [ILGI(x, )r(€)dE + [ILGI(x, E)r(€)dE + r(x) = r(x)
Die Randbedingungen folgen aus G(a,¢) = G(b,£) =0, ¢ € (a, b).
Wenn es eine Lésung v # u gabe, ware u — v # 0 eine Ldsung
der homogenen DG, aber {a, b} sind nicht konjugiert. [

und



Dirac Delta Funktion
Def: Eine Funktion f : R — R ist reell analytisch in xo wenn
Je > 0 wobei f € C*(B(xp, €)) und

F(x) = 20 FP(x0)(X — x0)"/n! x € B(xo, €)

» Beispiel: Die Funktion f(x) = e erfillt f((0) = eX|y—o = 1
und f(x) = > 2o x"/n!, ¥x € R.

» Beispiel: Die Funktion o /
:{ exp(—1/x), x>0

r(X) 0. x<0 E——
erfiillt k € C(R) aber x("(0) = 0, ¥n € Ny, (Probe!) und
daher ist « reell analytisch in keiner Umgebung von xy = 0.

» Die Funktion ¢(x) = co(x) mit

_ [exp[1/(x® 1)), x| <1
(ZS(X) - { O’ |X‘ Z 1 s 0.2,
+1 o1
1/c = ¢(t)at .
—1
erfillt o € CP(R) und [T X p(tydt =1. = " 1



Dirac Delta Funktion
» Die Funktion

de(X) = p(x/e)/e

erflllt 5. € Cg°(R)
5€(X):07 |X| > €

und

o)t = /_+€ H(t/)dt e = /j o(s)ds = 1

> F[Jrjed_e Funktion f € C(R) folgt mit dem Mittelwertsatz fur
Integrale, 3x,. € (—¢, +¢) wobei
+oo +e +e =0
/ f(X)de(x)dx = / f(X)oe(x)dx = f(xe) de(x)dx — £(0)

Ahnlich gilt b

+oo
/ F(x)5.(x — x0)dx =2 f(x0)

» Man versteht die Dirac Delta Funktion d(x) als der Limus

5.(x) =3 5(x) mit der Eigenschaft

/+ f(x)d(x — xo)dx = f(xp)

—00



Greensche Funktionen und die Dirac Delta Funktion
» Erstens wird eine Greensche Funktion G so konstruiert,

b
dass UQ%:A G(x,&)r(€)

die Anfangs- oder Randbedingungen erfllt, d.h.
G(x,(>x)=0=u(a)=0, Gx,x)=0=1U(a)=0
oder

G(a,§) = G(b,€) = u(a) = u(b) =

» Zweitens mit
; [Lul(x) = u"(x) + p(x)u'(x) + g(x)u(x)
un

[LG](x,€) = O2G(x, &) + p(x)dx G(x, €) + q(x) G(x, €)
soll G formell erftillen

[LG](x,€) = d(x =€)

damit formell gllt
[Lui(x / ILGI(x. () = / 5(x — )r(€)de = r(x)
» Beispiel: Fir p=qg =0, u(0) = u(1) = 0 siehe [7.



Greensche Funktionen und die Dirac Delta Funktion

» Alternative Konstruktion: G.(x, &) erfullt

G&(Oag) = G€(17£) = 05
0, 0 < «x
zGe(X,é)Sa(Xé){ 1 ¢-5<x
0, §&+5 < x
und ist gegeben durch
(5—1)
G.(x,8)={ 2=[x— £+6( DPR+EE-1N(1-35),
E(x—1),

die erfiillt G.(-,¢) € ¢'([0,1]) und

G e ={ § )
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Variationelle Rechnungen

» Eine Saite mit Spannung T in x € [0, 1] wird mit Kraft pro
Langeneinheit r(x) belastet wahrend sie an den Enden x = 0, 1
befestigt bleibt, und u(x) ist die Auslenkung im Gleichgewicht.

» Die Auslenkung u(x) soll minimieren (siehe Modellierung),

J(u) = [ ATIU(x)[Pax — [ r(
d.h. eine Summe der inneren elastlschen Energle der
Saite und der gegenwirkenden Arbeit der auBBeren Kraft.
» Ein minimierendes u(x) € C3([0, 1]) muss erfillen

]
0225(‘* V) = '1%1{/0 B”U’(X)ﬂv’(x)ﬁ—r(x)[u<X>+€V(X”] X
'%M 11 ,
‘ _/O [2T|u(x)]2—r(x)u(x)]dx}

= 1[Tu’(x)v’(x) — r(x)v(x)]dx
0

= TU(X)v(X)|§ - /1 [TU"(x) + r(x)]v(x)dx, Vv e C3([0,1])
—— Jo

58 =0



Variationelle Rechnungen
d.h. furJede glatte (und befestlgte) Storung v e C3°([0,1]),
0= / [TU"(x x)]v(x)dx

> Insbesondere far f( )= —[Tu"(x ) ( )] € C([0, 1]),
xoe(O 1), v(X) = de(X — Xp), IXc € (X0 — €, Xo + €) Wobei

0= /f (X — xodx_fxe/é (x — xo)dx—>f(x0)

» Da xp beliebig ist, muss u erfillen =t
~Tu"(x) = r(x), xe][0,1], ux)=0, x=0,1
Hausaufgabe: Ein Fahnenmast mit Elastizitaitsmodul £ und
Flachentragheitsmoment / (durch einen Querschnitt) hat die
waagerechte Auslenkung u(x) in x € [0, 1], wenn er mit
waagerechter Kraft pro Langeneinheit r(x) belastet wird und
am Boden mit u(0) = u/(0) = 0 befestigt bleibt. Minimiert wird
= [VFENU" ()2 = r(x)u(x)]dx.

Zeige, u € C*([0, 1]) muss die Balkengleichung erfiillen

so [EW'(X)]" =r(x), x€l0,1], wu(0)=u(0)=0, u"(1)=u"(1)

0



Lineare DG mit Konstanten Koeffizienten

» In /= [a, b] soll Lu = r gelést werden, wobei
[Lu](x) = u™(x) + Sy &t D(x)
und {a;}]; C R. Zuerst wird die homogene DG untersucht.
» Das charakteristische Polynom der DG ist
P(\) = A"+ 30 A

» Das charakteristische Polynom kann so faktorisiert werden,
P(A) = (A=M)f(A=X)e - (A=Am)fm, m<n=3",k

» Die DG laBt sich so schreiben,

Lu= P(D)u, [Du](x)= Dxu(x) = U'(x)

» Wenn P()\;) = 0 dann folgt Lu; = 0 mit u;(x) = e**. Wenn
Aj = pj +wi, pi, vi € R, gelten auch Lv; = Lw; = 0 mit
vi(x) = e!* cos(vjx) und w;(x) = e#* sin(v;x).

Satz: Wenn P()\) = g(A\)(A — X))k, g(\;) # 0, folgen Luj = 0
mit uj(x) = x/e’*, j=10,...,k — 1.

Beweis: Aus [Dyx — \j](X/e**) = jx/~e** folgt nach Iterieren
[Dyx — \i]%i(x/eN¥) = 0 fir j < k;. Es gilt daher
LU,'j = P(D)U,j = g(D)[D — )\i]k’Uij = 0. [ |



Reele und Komplexe Losungen

Satz: Sei u(x) = v(x) +ww(x) mit v(x) = v(x)*, w(x) = w(x)*
und Lu = 0. Dann gelten Lv = Lw = 0.

Beweis: Es gilt Lu* = [Lu]* = 0* = 0. Da L linear ist, folgen
0= (Lu+ Lu*)/2=L(u+u*)/2=Lvund

0= (Lu—Lu")/(2) = L(u—u*)/(2:) = Lw. ]

Korollar: Wenn P(A\) =0, A = u+w, u,v € R, folgen
Lu= Lv = Lw = 0 mit u(x) = e!* cos(vx) + "~ sin(vx),
v(x) = e**cos(vx) und w(x) = e** sin(vx).

Korollar: Wenn P()\) = g(A)(A — \)K, g(\) # 0, A\j = i +wj,
wi, Vi € R, folgen LU,'/': LV,']': LW,'/' =0,0 §j§ ki — 1, mit
uj(x) = xlet* cos(v;x) +uxlet* sin(v;x), vj(x) = X/et* cos(v;x)
und wji(x) = x/e’* sin(v;x).

» Beispiel: Durch die Substitutionen x = In(t), Dx = tDy,
e =}, u(x) = v(e¥), wird die homogene Eulersche DG,
v (1) + S, bit"™ V(1) = 0
in die Form Lu = 0 transformiert. Lésungsansatz: v(t) = In(t)/t*.



Linear Unabhangige Losungen

Satz: Paarweise verschiedene Funktionen uj(x) = xleMX,
i=1,....m,j € NC Ny #N < ), sind linear unabhangig
uber C in jedem Intervall [a, b] C R.

Beweis: Wenn {c;} C Cund }_;; cju;(x) = 0, Vx € (a, b), folgt

2 c,-,-ufj/)(x) =0, Vx € (a,b), VI € Ny. Fur gegebene ); sei j;

die héchste in der Summe vorkommende Potenz ¢ x/ie**. Sei
q(D) = (D = A TLisi( D = AP
Mit (DX - )\,-)[Xj"e)"’x] = j;Xjf—1e’\fX, Ceey (Dx - )\,')ji[Xj’e)‘iX] = j,-!e)"’x
und (Dy — A, Ykt [xlke?X] = 0 folgt .
0= q(Dx) >_j; cjui(x) = cij q(Dx)xe*™
N —

und ¢;;, = 0 ist ein Widerspruch. 70 n

Kollorar: Wenn {\j}7", = {pj £w;} 4, {ui, v} C R, sind
paarweise verschiedene Funktionen uj; = xleriX cos(v;x),

vj = Xlet*sin(Aix),i=1,...,m,je€ N C Ng (#N < 0), linear
unabhangig tUber R in jedem Intervall [a, b] C R.



Linear Unabhangige Losungen
Beweis: Wenn {aj, 85} C Rund 3~ [ajuj(x) + Bjvi(x)] = 0,
Vx € (a, b), folgt
. e’Ll/,'X +e—leX i ‘ e’LI/,'X _ e—’LV,‘X
0 = %: a,-jxfe“'xi2 + 51./.)(/6#/)(721 }
=y [wj el tm)x 4 5, X/e(u,-—w,-)x}
i
wobei v; = % + 2 und 6; = 3 — 25, Laut dem letzten Satz gilt

2

Vi = 5,‘1' =0. Es folgen, ajj = ”y,'j—i-(5,'j = 0 und ﬁ,‘j = l(’yij — (5,'1') =0. m

Satz: Fur die homogene DG Lu = 0 mit charakteristischem

Polynom .
YO PO =TI (A = Ak, m<n=3X7k,
und
ALy ={wi+witly, {wivitly CR,
gibt es n Losungen (N eER=v;=0)
{xleti* cos(vix), X'et* sin(vix),i=1,....,mj=0,.... ki — 1},

die linear unabhangig uber R in jedem Intervall [a, b] C R sind.
(Beweis folgt aus obigen Satzen.)



Losungsbasis

Satz: u(x) = 0 ist die einzige Lésung des Anfangswertproblems
[Lul(x)=0, x¢c[ab], u@=--=u""a=0

Beweis: Sei u(x) eine Ldsung und setze o(x) = 37 [u)(x)]?.
Es folgt aus der Ungleichung,
o'(x) = 23375 uD ) D(x) + 20D (U (x)
< ST WD ()2 + U (0] — 2™ (x) SO aiu™(x)
<Yk [U(’( X)? + ul ) (x )]+Z il [ut"D (x)2 +u" D (x)?]

< Ko(x), 2(1 +Z7:1 |ai[)
o(x)e** ist nicht steigend. Wegen o(a)=0folgt u(x)=0. =

Satz: Fir das Anfangswertproblem, [Lu](x) =0, x € /,
I=[a,b], u)(a) = u;, i=0,...,n—1, bilden Lésungen
{uj(x)}]_4 eine Losungsbasis wenn sie linear unabhangig sind.

Beweis: Die Matrix A = {uj(i_1)( a)};_y ist regular. Sonst
Ik = {r;}]_, wobei Ak = 0, und v(x) = 37 ; sju;(x) erflllt Lv = 0
und v()(2)=0, i=0,...,n—1. Nach dem letzen Satz folgt v(x) = 0,



Stabilitat

aber die lineare Unabhéngigkeit der {u; ;’:1 wird verletzt. Sei u

eine Losung. Setze {q;}/_; = ¢ = A~'u wobei u = {u)(a)}]].
Dann w(x) = u(x) — 2721 cju;j(x) erfillt [Lw](x) =0, x € [a, b],

w)(a)=0,i=0,...,n— 1. Nach dem letzten Satz gilt

w(x) =0, x € I. Es folgt u(x) = >4 ciu;(x). =
Korollar: Fur die homogene DG [Lu](x) = 0, x € [a, b], mit

charakteristischem Polynom
PO) =TI (A= A)%, m<n=3%"k,

und
My =i +widly, {wi vty CR,
bilden die n Lésungen (N eER=1;=0)
{xleti* cos(vix), xXlet* sin(vix),i=1,....mj=0,..., ki— 1},

eine Lésungsbasis.

Def: Fir die homogene DG Lu = 0 ist das Gleichgewicht
up = 0 streng stabil wenn jede Lésung u(t) erfillt u(t) Dop Up.
Das Gleichgewicht ist stabil wenn 3B > 0 s.d. |u(t) — up| < B,

Vvt > 0. Sonst ist das Gleichgewicht instabil.



Stabilitat

Satz: Fur die homogene DG Lu = 0 mit charakteristischem
Polynom .
OM p(x) =TI (A= M)f. m<n=3T kK,

My =i +widly, A{pin vty CR,

ist das Gleichgewicht uy = 0 stabil genau dann wenn R\; < 0,
i=1,...,mund R\; < 0 falls k; > 1. Das Gleichgewicht ist
streng stabil genau dann wenn R®\; < 0,i=1,...,m.

und

Beweis: Die n Lésungen (N eR=v;=0)
{terit cos(vjt), Hetit sin(vit),i=1,...,mj=0,... ki —1},
bilden eine Losungsbasis. Das Gleichgewicht ist stabil genau
dann wenn jede dieser Funktionen beschrankt bleibt. Diese
Bedingung wird erfiillt genau dann wenn ®\; < 0,i=1,...,m
und R)\; < 0 falls k; > 1. Das Gleichgewicht ist streng stabil
genau dann wenn jede dieser Funktionen fir t — oo
verschwindet. Diese Bedingung wird erflllt genau dann wenn
RN <0,i=1,....m. [



Inhomogene DG

» Mit / = [a,b] und r € C(/) soll nun Lu = r geldst werden.

Def: PX(/) ist die Menge der Funktionen, die im Intervall / ein
Polynom kten Grades sind. P¥ = PK(R).
» Im besonderen Fall r(t) = Y, pi(t)eMt, px € Pk, gibt es
eine einfache Lésungsmethode.
» FUr v ausreichend glatt gelten
(D = N)[eMv(D)] = V(1)
und
(D = M)Mv()] = eM[(A = Ar)v (1) + v/(D)]
Beweis fir:
Satz: Wenn f € PS¢ gilt, hat die DG (D; — \)u(t) = f(t)eM eine
Lésung der Form u(t) = g(t)eM mit g € PST1. Wenn )\ # ) gilt,
hat die DG (D; — \)u(t) = f(t)e* eine Ldsung der Form
u(t) = h(t)e* mit h € Ps.
» Durch lterieren solcher Rechnungen fir
L=P(D)=(D—- )k - (D-Ap)km, m<n=3T,k
bekommt man den folgenden Satz.



Inhomogene DG
Satz: Die DG [Lu](t) = f(t)e, f € PX, hat eine Lésung der Form
u(t) = g(t)eM, g € P!. Seien P()\;)) =0, i=1,..., m. Wenn gilt
A# N, i=1,...,m,folgt kK = [. Sonst folgt / = k + kj aus X\ = \;.
» Beispiel: Das Anfangswertproblem soll gel6st werden,
u™(t) +3u(t) + 2u'(t) = 12te! = r(t) = f(t)e
u(0)=-17/3, U (0)=u"(0)=1/3
Das charakteristische Polynom ist
P(A) =X +3X2 4+ 2 =\ A+ 1)\ +2)
mit Ay = 0, Ao = —1, A3 = —2. Mit f(t)eM = 12tel gilt 1 = \ # )\,
i=1,2,3. Also hat eine partikulare Lésung die Form
Up(1) = (a + Bt)e!
Einsetzen in Lu = r zeigt, « = —11/3, g = 2. Die
allgemeine Lésung der komplementaren homogenen DG ist
u(t) =a+be t 4 ce 2
wobei a, b, ¢ € R durch die Anfangsbedingungen bestimmt
werden. D.h. u(t) = uy(t) + w(t) erflllt diese wenn a =1,
b= —4, c=1oder
68 U(t) =1 —4e_t+€_2t+(2t— 11/3)6t



Ubertragungsfunktion

>

In der DG Lu = r werden r und u als Eingabe bzw.
Ausgabe interpretiert.

Besonders wichtig ist die Ausgabe fir sinusférmige Eingabe
r(t) = Acos(wt + o) = R{ce™'}

c=Ae" Aw,a eR. (A=|c|, a = arg(c))

Wenn gilt Lv = s, s(t) = ce™!, 1aBt sich die Lésung des

Problems Lu = r, r = R{s}, durch u = ®{v} darstellen:

Lu=LR{v}=R{Lv} =R{s} =r.

Eine partikulare Losung der DG, Lv = s, s(t) = ce™!, ist
v(t) = I'(w)ce™!, wobei (Probe!)
Mw) =1/P(w)

die Ubertragungsfunktion ist.
Wegen der Darstellung I'(w) = p(w)e ),
u(t) = R{v(t)} = p(w)|c|cos(wt + a — o(w))
ist p(w) = |I'(w)| = 1/|P(w)| die Verstarkungsfunktion, und
o(w) = —arg(l'(w)) = arg(P(w)) ist die Verzdgerungsfunktion.



Resonanzfrequenzen

» Beispiel: Erzwungene Schwingungen eines leicht
gedampften Oszilators,
[Lu](t) = u"(t) + el (1) + K2u(t) = sin(wt)
Die Ubertragungsfunktion ist
Mw) = 1/P(w) = 1/[-w? + ew + K?]
Die Verstarkungsfunktion ist
p(w) = ()] = 1/|P(w)| = [(x% — w?)? + Eu?] 2
Die Verzdgerungsfunktion ist
o(w) = arg(P(w)) = tan™"[ew/ (k2 — w?)]
Mit v(t) = T'(w)e™! gibt es die partikulare Lésung
Up(t) = S{v(t)} = p(w) sin(wt — o(w)), d.h.
[Lu](t) = [LS{Vv}](1) = S{LV}[] = S{I(ww)e™! /T (w)} = sin(wt).
» Diese Methode funktioniert nicht, wenn das System mit
einer Resonanzfrequenz (w : P(iw) = Q) getrieben wird.
Beispiel: Mit e = 0 und w — « folgt p — cc.
Eine partikulare Losung ist up(t) = —5-t cos(xt) mit

(= 1)+ up((jr) /k) =S +o0.



Fourier-Reihe

71

Def: Die Fourier-Reihe einer Funktion 7{ ist
R(t) = lim Ru(t), Rk(t)=ao/2+ ) [axcos(kt)+ by sin(kt)]
K—oo

. k=1
mit 1 +m 1 +m
ax = 77/ r(t)cos(kt)dt, by = W/ r(t)sin(kt)dt, k € No.

Def: r € CI"([a, b]) wenn 3N € N und {7}¥, C [a, b], wobei

re c™([a, b)\{m}¥ ) und rt () = Mg s s r(e),

i=1,...,N,k=0,...,m, existieren.

Satz: Fir eine 2r-periodische Funktion r € C(1) n (1),

| = [—m, +], konvergiert Rk Kooy gleichmaBig in /. Wenn

recl(h,git R(t) = [r(t*) + r(t7)]/2, t € I.

Bemerkung: Es konvergiert Rk K23 rim quadratischen Mittel

wenn [ |r(t)[Pdt < . (Siehe Sturm-Liouville.)

» Die Fourier-Reihe flr r(t) im Intervall [, b] ist gegeben

durch R(t) = R(—= +2xn(t — a)/(b — a)), wobei R(t) die
Fourier-Reihe fir r(t) = f(a+ (b — a)(t + m)/(2x)) ist.



Fourier-Reihe

» Die Fourier-Reihe kann in komplexer Form so
umgeschrieben werden,

+oo
1 kt
R(t)zé Z Ckez , Co = Ao, Ck:Cik:ak—Zbk
k=—o0

» Fur die inhomogene DG Lu = r wird eine partikulare
Lésung mit der Ubertragungsfunktion I so gegeben,
“+oo

up(t) =3 Y T(ek)cke™ (Reelll)
k=—o00

falls kein k € Ny eine Resonanzfrequenz ist und diese
Reihe sich termweise ableiten I1af3t.
Satz: Sei R’ die termweise abgeleitete Fourier-Reihe von r. Fiir
eine 2r-periodische Funktion r € (1) N C3(/), | = [—n, +7]
konvergiert Ry Koge p gleichmaBig in /. Wenn r € C(1) n C2(/),
gilt R'(t) = [r(t")+r'(t7)]/2, te I

— 0

Bemerkung: Es konvergiert R K280 1 im quadratischen Mittel
oo wenn [T2[r(8)2 + |r'(t)?]dt < oo.



Periodische Eingaben
Hausaufgabe: Zeige, die Fourier-Reihe flr r Knax = 50

, 0, <t<0 . [
r(t+2jm) = 1 0<t<n JE€Z, F

r € Cs([a, b)), Va b € R, ist gegeben durch k

H(t) = % Z CkeZkt, Co = dp, Cx—= C—k = ak — lbk
k=

a0 =1, _ng _ Sinlg:ﬂ)’ by — 1—cii(k7r), keN
» Beispiel: Wenn das folgende Masse-Feder-System mit der
obigen Kraft r getrieben wird,
[Lu](t) = U"(t) +2U/'(t) + 2u(t) = r(t)
ist u, € C'(R) NC2([a, b)), Va, b, eine partikulare Lésung der DG
—+00

1
1k
:% Z r(Zk)Cke t, r(Zk) = m

k=—o00
Mit der allgemeinen Losung u(t) der komplementéren
homogenen DG [37] (Fall 1), bekommt man mit Anfangs-
bedingungen u(0) = 0.98, v/(0) = —1.0, die Lésung
73 u(t) = e tcos(t) + uy(t)



Fourier-Transformierte
Def: Die Fourier-Transformierte einer Funktion r(t) ist

“+oo
) = PN = o= [ et

und die inverse Fourier-Transformierte einer Funktion 7(w) ist
1 +o00
r(t) = }"_1?1‘:/ P(w)e“!d
0= FOI =75 | Heed

Satz: Fur r € C]([0, 00)) mit [*2°|r(t)|dt < oo existieren F = F(r)
und F~1(7), und [F~Y(F ( NI(E) = [r(tT) + r(t7)]/2,t > 0. Wenn
auch r € C([0,00)) N C2([0, o)) und fj;o |r'(t)|dt < oo gelten, folgen
[F(r)](w)=w(w) und [F~Y(F()NI(t) = [F'(tH)+r'(t7)]/2, t > 0.
Hausaufgabe: Nimm an, r(t) <+ #(w), d.h. 7 = F(r) und
r = F~1(7). Zeige die folgenden Eigenschaften der
Fourier-Transformierten unter hinreichenden Bedingungen:
> r(t—ty) < P(w)e b > r(t) & (w) P(w), k €N
» Fist linear » e MH(H)V2r 1/(oz+zw)
wobei 0 die Heaviside Treppenfunktion ist:
74 6(t)=0, t<0O, (t)y=1, t>0 o(t) = ['__d(r)dr

W), a



Zeitbegrenzte Eingaben

» Flr u mit & = F(u) ist die Fourier-Transformierte von Lu
gegeben durch
[F(Lu)l(w) = P(w)(w) = O(w)/T (w)
» Mit 7 = F(r) ist eine partikulare Lésung der inhomogenen
DG Lu = r gegeben durch

N 1 oo "
u(t) = F1(TF) = \/E/ [ (w)F(w)e™! dw

Hausaufgabe: Zeige, die Fourier-Transformierte fir
r(t):{ 1, 0<t<1
0, sonst, -
r € Cs(R), ist gegeben durch
Plw) = 1= =

w27

» Beispiel: Wenn das folgende Masse-Feder-System mit der
obigen Kraft r getrieben wird,
[Lu](t) = u"(t) + 2u/(t) + 2u(t) = r(1)
Mw) = 1/[~w? + 2w + 2]
ist u,=F~1(I't) € C'(R)NC2(R) eine partikulare Lésung der DG:



Zeitbegrenzte Eingaben
» Wegen der Partialbruchzerlegung,

2 A =) 1a+1)

x(x+1+)(x+1—-2) x x+1+2 x+1—2

folgt
o 1—e 1 1a=1)  1/6+1)
Mw)r(w) = 2V2r [zw+zw+1+z w+1—2

» Mit den Eigenschaften der Fourier-Transformierten,

g 1= 1)\ B B B
F 1( N Zw>_ [0(t) — 0(t —1)] = 2r(t)

7 <12_ e 1/0—1) ) — g ¢ ) — e (e )]

n|—
ol

Vor w+1+1 1—1)
41— 1/(2+1 1 (1 (1) (t—
7 < 2v2n zw/g—1 —)2> T 20+ 1) [e (L) — e 1)9“_1)}

76 » Die Summe ist aber reell, d.h.



Zeitbegrenzte Eingaben

(—z —1 > e—(1+0)t B e~ (1-0)t <—z +1 ) _ ot 1 e—(1+z)t_ge—(1—2)f

—1—=1/20—-1) 20@+1) \—2+1 4 4
e—l‘ ezt _|_e—zt ezt _ e—zt e—t )
=75 [ 5 + >, ] = —7[cos(t) + sin(t)]
o—(142)(t=1)  o—(1-2)(t-1) e—(t=1) Vst 1
56— 1) - i1 2 [cos(t—1)+sin(t—1)]

und

» Die partikulare Losung u, = F~1(T't) € C'(R) N C3(R) ist

up(t) = {r(t) — e "[cos(t) + sin(t)]6(t)
+e~(=N[cos(t — 1) + sin(t — 1)]0(t — 1)}/2
die erfdllt u,(0) = u,(0) = 0.

» Mit der allgemeinen Losung u(t) der komplementéren
homogenen DG [37] (Fall 1), bekommt man mit Anfangs-
bedingungen u(0) = 1, u’(0) = —1, die Lésung

u(t) = e~tcos(t) + uy(t).



Laplace-Transformierte

Def: Die Laplace-Transformierte einer Funktion r(t) ist

400
Rs)—  [£(D(s) = / r(t)eSldt, seC
0
und die inverse Laplace-Transformierte einer in
{z e R: R{z} > o} analytischen Funktion R(s) ist

()= LR = Zim / " R(s)estas

—100

Bemerkung: Fiir gewisse Funktionen r gilt £=1(£(r)) = r, aber
anhand des nachsten Satzes wird die Inversionsformel selten
verwendet. In der Praxis erkennt man eine Funktion R(s) als
Laplace-Transformierte einer Funktion r(t) und berechnet
weiter mit r = L71(R). (Weitere Details: Analysis.)

Satz: Wenn L(ry) = L(r2) qilt fir ry, r € C([0, 0)), folgt ry = r».

Def: Eine Funktion r(t) hat exponentielle Ordnung («, T) wenn
IM > 0 wobei e~|r(t)] < M, Vvt > T.



Laplace-Transformierte

Satz: Nimm an, eine Funktion r hat exponentielle Ordnung
(o, T), a, T > 0,und r € C5([0, 7]), V7 > 0. Dann existiert
[£(r)](s) fur R{s} > a.

Satz: Nimm an, eine Funktion r € C([0, c0)) hat exponentielle

Ordnung (a, T), a, T > 0, und r € ([0, 7]), V7 > 0. Dann

existieren R(s) = [£(r)](s) und [L£(r)](s) fur R{s} > a und
[£(r)](s) = sR(s) — r(0).

Hausaufgabe: Nimm an, r(t) <+ R(s), d.h. R = £(r) und
r = £L7'(R). Zeige die folgenden Eigenschaften der
Laplace-Transformierten unter hinreichenden Bedingungen:

> r(t—tp)0(t—ty) <> R(s)e=St » r(t) & skR(s)—Y K s 1-1r()(0)
» List linear » e () < 1/(s+ )

Def: Eine kausale Funktion r(t) erflllt r(t) =0, t < 0.



Faltung

Def: Die Faltung von Funktionen f und g sei definiert durch

+oo
Fralt)= [ (- ng(r)ar
Wenn f und g kausal sind, gilt

[f  g](t) t/ft—T

Wenn Funktionen f und g ausreichend regular sind, kann die
Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden, und es folgt

enele@e) = [ Ooofre“””dﬂ g(t)ct
o /‘ / f(r — t)e “dﬂg(w
- [T [/”_tg()df]m_[g(f*g)]()

Satz: Nimm an, f, g haben exponentielle Ordnung («, T),
a, T>0,und f,g € C([0, 7]), V7 > 0. Mit F(s) = [L£(f)](s) und
g0 G(s) =[L(g)](s) folgt F(s)G(s) = [L(f * g)I(s), R{s} > a.



Kausale Eingaben
» Firein umit U= £(u) und u¥(0)=0,k=0,...,n—1,
ist die Laplace-Transformierte von Lu gegeben durch
[L(Lu)](s) = P(s)U(s) = U(s)/T(s)
» Mit R = L(r) ist eine partikulare L6sung der inhomogenen
DG Lu = r gegeben durch u, = L~(TR).
» Beispiel: Das Masse-Feder-System
[Lul(t) = U"(t) +2u'(t) + 2u(t) = r(t)
r(s)=1/(s®+2s+2) N
wird mit der Kraft r(t) = 0(t) getrieben. Die
Laplace-Transformierte ist R(s) = 1/s.

» Wegen der Partialbruchzerlegung,
2 1 61 1/(+1)

X(x+14+)(x+1-2) x x+1+12 x+1—2

folgt

1011 1/e—-1) 1/@+1)
r(S)R(S):E sTstit: s+1—.




Kausale Eingaben
» Mit den Eigenschaften der Laplace-Transformierten,

1[1 e—(14+)t  o—(1-0)t

£ (PR = 5 -

o(1)

TS T een
» Die Summe ist aber reell,

. —(1+42)t —(1=)t s/ _ _
=1\ e e Lt W e o D C RS T Bk B C I
—1—1) (—=1) (+1) \—2+1 2 2

4 [ezt + efzt ezt —e
= —¢

5 5, Zt] = —e [cos(t) + sin(1)]

» Die partikulare Lésung u, = £~1(T'R) ist
Up(t) = 3{1 — e ![cos(t) + sin(1)]}6(t).

» Mit der allgemeinen Losung uk(t) der komplementaren
homogenen DG (37! (Fall 1), bekommt man mit Anfangs-
bedingungen u(0) = 1, u'(0) = —1, die Lésung

u(t) = e~tcos(t) + uy(t).



Greensche Funktionen
» Wegen der Partialbruchzerlegung,

(s) = 1 B 1 _ @) /@)
82 +25+2 (s+1+a)(s+1—12) s+1+2 s+1-1

folgt mit den Eigenschaften der Laplace-Transformierten,

30 = 17 (10 = [—e“w il

5 5 (1) = e 'sin(t)6(t)

» Mit dem Faltungssatz ist eine partikulare Losung u,
gegeben durch

t
up(t) = [ (TR(E) = [y (1) = /O V(t=7)r(r)dr

die erfullt u,(0) = u,(0) = 0.
» Fir den obigen Fall mit r(t) = 6(t),

uy(t) = /O te_(I_T) sin(t—7)dr = ${1—e "[cos(t)+sin(1)]}6(t)

wie schon vorher direkt berechnet.
83 » Bemerke: G(t,7) = ~(t — 7) ist die Greensche Funktion!



Greensche Funktionen
Satz: Fir | = [a, b], {a;}]_, C R, sei G(t, ) definiert durch
1. G(t,7)=0,a<t<7<h,
2. Fur r > afixiert und t € (7, b] erfillt G,
[LG)(t,7) = OPG(t,7) + 1L, " 'G(t,7) =0
MG, 7)t=r =0, k=0,....,n—2, I 'G(t,7)|t=r =1

Dann I6st t b
u(t) = / G(t, 7)r(-)dr = / G(t, 7)r(r)dr
a a
das Anfangswertproblem

[Lul(t) = uM(t) + o0, au"=D(t) = r(t)
u(@ =0 k=0,...,n—1

Satz: Diese Greensche Funktion hat die Form
G(t,7) = ~(t — 7) und hangt nur von t — 7 ab.

Beweis: Nimm [a, b] = [0, 1]. Sei ~(t) = G(t,0). Dann gilt v(f) = 0,
t < 0. Fir t > 0 gelten Ly = 0 und {7¥(0) = 0}7={, ("~ 1(0) = 1.
Auch fur fixiertes 7 16st G(t + 7, 7) dieses Anfangswertproblem.

g, Lautdem Satz [64] gilt y(t) — G(t+7,7) =0. Setzet =t+7. =



Potenzreihenansatz

» Nun sind die Koeffizienten nicht mehr konstant, z.B.
u"(x) + p(x)u'(x) + q(x) =0
» Die entwickelten Methoden gelten auch fiir DG héherer
Ordnung, aber die Methoden werden hauptséchlich fir DG
zweiter Ordnung gezeigt.

Def: Ein Punkt X ist fir die obige DG gewdéhnlich wenn p und g
in Xp beide analytisch sind. Sonst ist xy ein singuldrer Punkt far
die DG.

> Selen {px} {qk} und {ak} Koeffizienten der Potenzrelhen

ZPkX x0)", —ZQkX_XO , Zak(X X0)*

Selen Pps Pg> pu die jewei_ligen Konvergenzradlen

Satz: Wenn x, fur die obige DG gewdhnlich ist, existieren zwei
analytische linear unabhangige Lésungen uy und u». lhre

g5 Potenzreihen um xo erfillen py,, pu, > Min{pp, pq}-



Methode der Unbestimmten Koeffizienten

» Diese Losungen werden mit der Methode der
unbestimmten Koeffizienten gefunden.

» Sei xp = 0 ein gewodhnlicher Punkt flr die DG.

» Man setzt die obigen Reihen in die DG ein,

U(x) = ai+2ax+3agx®+---+(n+1ap1x"+---
U'(x) = 2ap+6azx+12a,x° + -+ (n+1)(n+2)apox" + - -
q(x)u(x) = QGodo + (qoar + G1a0)X + (Goaz + qias + Gadg)x?

R [ZZ:O Qkanfk] x4 ..
p(x)U'(x) = poas + (2poaz + pr1ai1)X + (3poas + 2psa + paar)x?
+eo o [Dkoo(n+ 1 = K)Pkaner—) X"+ -

und setzt den Koeffizienten jedes Terms x” zu Null. Es
ergeben sich die Bedingungen,

a = —[pPoar + goaol/(2- 1)

a3 = —[(2poaz + prar) +
as = —[(3poas + 2p1az + pea1) +

(qoar + g1a0)]/(8-2)
(Qoaz + gr1ar + qeap)]/(4 - 3)



Legendre Differentialgleichung

» Im allgemeinen,
n—1 n—1
ani1 = — | Y _(N—K)Pkan-k+ > _ Gkan-1-«| /[n(n+1)], n>1
k=0 k=0
» Fir gegebene ag und a; werden alle Koeffizienten {ax}_,
rekursiv so bestimmt.

» Beispiel: Die Legendre DE, AeR
(1 — x2)u" (x) — 2xu (x) + Au(x) = [(1 = x2)U' (X)) + Au(x) =0
wobei p(x) = —2x/(1 — x?) und g(x) = \/(1 — x?).
Der Punkt xo = 0 ist gewdhnlich. Pps Pg ="
AU(X) = Aag+ A@ixX + Aaxx® + -+ Aapx" + - -
—2xU/(X) = —2ajx 4apx® —6asx® —--- —2napx" — - --
(1= x2)U"(x) = 2ap+6asx + 12a,x° + ---

+(n+1)(n+2)apox"+ -
—2a,x° — Bagx® — 12a4x* — - -

=2n(n—1)apx"+---
Bedingungen sind ( )an

0=2a+Xag=6as+(N—2)ag =12a, + (A —6)ax = ---



Legendre Differentialgleichung

Die Rekursionsformel fir die Koeffizienten ist
apny2 = ap[n(n+1) = A/[(n+1)(n+2)], n>0
eine Rekursion fir gerade Potenzen und eine Rekursion
fir ungerade Potenzen von x. Laut dem Satz gilt p, > 1.
Wenn 3n € N wobei A = n(n+ 1), dann gibt es eine
Polynom-L&sung P, die eine gerade bzw. ungerade
Funktion ist, wenn n gerade bzw. ungerade ist.
Diese sind die Legendre Polynome,
Po(x) =1, Pi(x)=x, Pa(x)=%(3x%2—1), usw.
Beispiel: Fir das Anfangswertproblem
[(1 — x®)u'(x)]" + 6u(x) =0, wu(0)=-% u(0)=0
folgen mit ay = u(0) = —3, a = v/(0) = 0,
a=ay(0-6)/2=3, a3 =a(6-6)/12=0, usw
a=ai-]=0, as=as[--]=0, usw|
die Lésung ist u(x) = Pa(x). A
Fur die Anfangswerte ap = u(0) =0, a; = v/(0) =1,
agk:["']aozo, {a2k+1}:{17_%7_%7_%7_%7'”}




Hermite Differentialgleichung

Hausaufgabe: Verwende die Methode der Unbestimmten
Koeffizienten, um die Hermite DG mit u(x) = >, anx” zu lésen,
u"(x) —2xu'(x) + Au(x) =0
Zeige, xp = 0 ist gewobhnlich, die Koeffizienten erfiillen
ani2 = an(2n—A)/[(n+1)(n+2)], n=0
und py = oco. Wenn 3n € N wobei A = 2n, gibt es eine
Polynom-L6sung H,. Diese sind die Hermite Polynome,
Ho(x) =1, Hi(x) =2x, Ha(x)=4x% -2, usw.

» Beispiel: FUr das Anfangswertproblem

u’(x) —2xu'(x) +4u(x) =0, u(0)=-2, v(0)=0
folgen mit ag = u(0) = -2, a; = v/(0) =0,

a=ay(0—-4)/2=4, as=a(4—-4)/12=0, usw

as=a[--]=0, as=as[--]=0, usw

die Lésung ist u(x) = Ha(x). ,

» Fir die Anfangswerte ap = u(0) =0, a; = U'(0) =1,

ak = [---]ag =0, {aoki1} ={1.— 3, —25: — 575"




Differentialgleichungen mit Singularen Punkten

» Ansatz: Wenn die DG,
u"(x) + p(x)U' (x) + q(x)u(x) = 0
einen singularen Punkt in xp hat, wird eine Ldsung der
folgenden Form gesucht,
u(x) = (x — x0)" 2 k2o a(x — Xo)
Def: Sei xp ein singularer Punkt der obigen DG. Wenn die
Funktionen
(x — x0)p(x) = P(x) = 352 Pu(x — x0)¥
(X = %0)%q(x) = Q(x) = T30 Qu(x — X0)*
beide in xp analytisch sind, ist xp ein regularer singularer Punkt.
Sonst ist xp nicht regular.
» Die DG laBt sich so umschreiben,
0= (x — x0)?u"(x) + (x — X0) P(x)U'(x) + Q(x)u(x)
= ko Ac(v)(x — Xo)
wobei {Ax(v)} von den Koeffizienten {ax} fur u, { P} fur P
und {Q} fUr Q abhangen. Es soll gelten Ax(v) = 0, Vk.

Def: Die Gleichung Ao(v) = 0 heif3t die Indizial-Gleichung der DG.

kv a =



Differentialgleichungen mit Singularen Punkten
Satz: Sei xp ein reguldrer singularer Punkt der obigen DG.
Dann existiert mindestens eine Lésung der Form

Zak X XO k+u

wobei v erfillt Ayp(v) = 0. D|e Lésung gilt fir 0 < |x — x| < R
firein R > 0.

» Beispiel: Fur die Bessel DG der Ordnung A € R,
x2U"(X) + xu'(x) + (x® = X2)u(x) =0
ist xo = 0 ein regularer singularer Punkt. Es gelten
P(x) = 1 und Q(x) = (x® — A?). Mit Substitution folgt
Ao(v) = [ — N]ag

0= Z{ (v +K)(v+k—1)aex"+H+ (u+k)akx'f+k+akx'/+k+2—Azakxv+k}
k=0
- Z { u+k)(1/+k—1)ak+(u+k)ak+ak,2—)\2ak} xvTk
k=2
o (v —1) +v = Napx’ +[(v+ v+ (v + 1) — X2]ayx¥*!



Methode von Frobenius

Satz: Sei xp ein regularer singularer Punkt der obigen DG.
Angenommen gelten Ag(v1) = Ap(v2) = 0 mit R{v1} > R{vo}.

1.

v1 — o € Ny. Dann gibt es zwei linear unabhangige
Lésungen,
t 2(X) = 2ok a1 2(K)(x — x0)* ™12, a1 5(0) # 0
v1 — v» € N. Dann gibt es zwei linear unabhangige
Lésungen,
t(x) = YkZo a1 (K)(x — x0)t1,  a(0) # 0
Un(X) = S50 a2(K)(x — X0) 2 + cur (x) In |x — Xol,
a;(0)#0, ceR
vy = vo. Dann gibt es zwei linear unabhangige Lésungen,
i (x) = >kZo a1 (kK)(x — x0)t1,  a1(0) # 0
Ua(X) = o0 @ (K)(x — xo)f 2+ 4+ g (x) In|x — xol,

a;(0) #0

Die Lésungen gelten fir 0 < |x — xp| < R fur ein R > 0.



Methode der Reduktion der Ordnung

» Sei uq(x) eine bekannte Losung der DG mit r(x) = 0,
U(x) + pOX)U (x) + q(x)u(x) = r(x)
» Fir gegebenes r(x) sucht man eine Lésung der Form
Ux(x) = v(x)uy(x) und setzt die Ableitungen
up(x) = V/(x)u1 (X) + v(x)u; (X)
UE(x) = V' (x)un (x) + 2V (x)u} (%) + V(X)L ()
in die DG ein
uy () V7 (x) + [2u3 (x) + p(x)tn (X)]V'(x)+
[uf (x) + p(x)uy (x) + q(x)us (x)]—oV(x) = r(x)
» Es folgt eine DG erster Ordnung in v/
i ()VP(x) + [2u3 (x) + p(x)us (X)]V/(x) = r(x)

Ein Integrationsfaktor ist
u(x) = us(x)ePX), - P'(x) = p(x)

[V ()R (x)ePO] = by (x)r(x)ePX)
folgt mit ky, ko € R

und aus

v(x) = [ {u1 () [ 5 un (t)r(t) dt+k1]}ds+k2



Bessel Differentialgleichung
» FUr eine Losung

0=

v

v

v

v

u(x) = S22 ax*
der Bessel DG der Ordnung A > 0,
x2U"(X) + xu'(x) + (x> = X2)u(x) =0
werden Koeffizienten {a,} durch folgende Bedingungen
bestimmt (ak = ai(k))

v+k 2
ZX { V+k - A ]ak+ak_2} A
+[v? — Xlag x” + [(v + 1)% — N2]ay x* 1!

=Ao(v) =Ai(v)
Die Nullstellen fir Ag(v) sind vy = A und v = —A.
Wenn vy — vo = 2 ¢ Ny trifft Fall 1 zu, d.h. es gibt
Lésungen u;y und u» der obigen Form mit v4 bzw. vs.
Wennvy —p, =2\ e N, zB. A= },1,3,..., trifft Fall 2 zu,
d.h. es gibt eine Lésung der obigen Form fur v1 = A. Diese
Lésung uy wird jetzt gesucht. Nachher wird u, gegeben.
Durch 0 = A¢(v1) = (2X\ + 1)ay folgt a4 = 0.




Bessel Differentialgleichung

» Durch Ak(v) = 0 mit v = 1 = X folgt die Rekursionsformel,
k(k+2)\)ak+ak,2 =0, k>2

oder aomy1 =[---]a; =0und
e — —do(m-1) _
2m = 2m)[2(m + \)]
_ (—1)"ag
- [(2m)---4-2][2(m+ X)---2(2 + X)2(1 + N)]
(—1)"ag

22mmi[(mA4A) - (24 A1+ N)]
» Die Funktion

o
r(s) = / e x5 Tdx
0
erfullt s! :=T(s+ 1) = sl(s) fir s > 0. Es folgt,
(Mm+X)---(A+X)=T(Mm+X+1)/T(1+X) =M+ )/
» Die gesuchte Losung lait sich so schreiben,
© (—1)m (X)Zm-i-)\

s (x) = 202\l ZO mi(m+ A)!

2



Bessel Funktionen erster Gattung

» Mit 1/ay = 2*\! ergibt sich die Bessel Funktion erster
Gattung der Ordnung A,

o0 (—1)m X\ 2m+A
hx) = mZ::o mi(m + \)! (E)

» Auch fiir A = 0 ist Jp(x) eine Lésung der Bessel Gleichung
der Ordnung 0.

» FUrjedes A > 0 weist J\(x) gedampfte Schwindungen auf
wenn x — +oo, und die positiven Nullstellen von J, und
Jr+1 trennen einander.

» Wenn A ¢N,zB A=1,3,..., st

e (_1)m X\ 2m—=2X \ TR
Joa(x) = mZO mi(m = )1 <§> N e

eine linear unabhéngigé Lésung.
» Wenn )\ € N hat eine linear unabhangige Lésung die Form

Us(x) = i ax(K)x** + cJy(x)Inx, ceR\{0}
k=0




Bessel Funktionen zweiter Gattung

» Ublicherweise wird eine linear unabhangige Lésung durch
folgende Kombination von u, und J, dargestellt,

(}/,A,(X) i{(ln2+,y>JA —ZW<2>2mA

m m+X om
o (S0 [y ()

——Inn)] = 05772

2

I
;3=
g3
S
x| =

Dlese Lésung heiB3t die Bessel Funktion zweiter Gattung
der Ordnung \.

» Fir A = 0ist Yy(x) gegeben durch
2 X 1)ymixem o
Vo) =~ |(Ing +7) vhlx +Z 22m e 2k



Autonome Systeme
» Nun werden Systeme von DG’en untersucht,

xi(t) = Xi(xq(t),...,xn(1),1)

X(1) = Xo(xa(),... xa(1), 1)

» Ein solches System wird mit Vektornotation so

geschrieben,
X'(t) = X(x(1), 1)
wobeit e R, x: R — R"und X : R™1 — R".
» Beispiel: Fur das Rauber-Beute Modell [2] mit
a,B,7,0 € RT
X'(t) = [a = By(O]x(1), y'(t) = [yx(t) — ély(t)

hat man x’(t) = X(x(t)) mit

x(t) = (x (1), x2(t)) = (x(1), ¥ (1))

X(x) = ((a — Bx2)x1, (vX1 — 0)X2).



Autonome Systeme
» Beispiel: Fur die Diskretisierung der Warmegleichung [11],
To(1) [ To(t) + T1(1)]
Ti(t) = [To(t) —2T4(t) + T2(1)]

Tao(t) = BlTce(t) 2Ty (1) + Tu(0)]
() = H[Tn-1(t) — Tn(t)]
hat man T'(t) = F(T(t)) mit T(t) = (To(t),..., Tn(t)) und
F(T) = AT wobei

1 07
1 2 1
o
1 2 1
. 0 1 -1 ]

» FUr diese beiden Beispiele hangen X und F von der Zeit t
nicht explizit ab. Diese Eigenschaft gilt nicht mehr, z.B.
99 wenn die Parameter «, 3, ... von t abhdngen sollten.
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Ebene Autonome Systeme
Def: Ein System von DG’en
x'(t) = X(x)
in dem X von der Zeit t nicht explizit abhangt, hei3t autonom.
» Ein nicht autonomes System
x/(1) = Xi(x1(t), ..., Xp—1(8), 1), i=1,...,n—1
lankt sich autonom so umformulieren,
xi(t) = Xi(x1(t), ..., xn(1)), i=1,....n
wobei xp(t) = tund Xu(x1,...,Xxn) = 1.
Def: Ein Punkt x* in dem gilt X(x*) = 0 ist ein Gleichgewicht
fUr das System x’(t) = X(x(t)).
» Wenn n = 2 hat man ein ebenes autonomes System,
X'(t) = X(x(1), (1), y'(t) = Y(x(1), y(1))
z.B. fir das Rauber-Beute Modell
X(x,y) = (a—=By)xund Y(x,y) = (yx = d)y.
» Ein ebenes autonomes System lafit sich so umschreiben,
% =30 (X(x,y) #0) oder X(x,y)y'(x) = Y(x,)
und so treffen die Definitionen fir DG’en erster Ordnung zu.




Integral-Kurven

» Beispiel: Die allgemeine Lésung des Systems
X'(t) =—y(t), Yy'(t)=x(t)
(X(x,y)=—y.Y(x,y)=x)istflr ky, ko € R,
x(t) = kycos(t+ ko), y(t) = kysin(t+ ko)
Die Integral-Kurven sind
X2(t) + y?(t) = kZ[cos?(t + kp) + sin?(t + k)] = k?
Lésungen der DG erster Ordnung, (X(x, y)y'(x) = Y(x,y))
y(x)y'(x) = —x
sind y(x) = +vk2 — x2 fur k € R und |x| < |k|, und die
Integral-Kurven sind x2 + y? = k2.
Bemerke: Ableitungen flr das autonome System sind far
jedes t wohl definiert, wahrend ein Integral fir die DG
erster Ordnung nicht Gberall differenzierbar ist.

Satz: Sei V € C'(R?,R). Dann liegt jede Integral-Kurve des
ebenen autonomen Systems
X'(t) = 9y V(x(1), (1), y'(t)=—0xV(x(t),y(1))

0, ineiner Niveau-Kurve V(x, y) = Konstante.



Integral-Kurven
Beweis: Es folgt aus
D V(x(1), y(1)) = 0x V(x(t), y (1))X' (1) + 8y V(x(2), y(1))y' (1)
= OV (x(1), y(1))[0y V(x(1), y(1))] + 9y V(x(1), y (1)) [-0x V (x(1), y(t))]
dass V(x(t), y(t)) = Konstante.

» Mit VV(x,y) = (0xV(x,¥),8,V(x,y)) und

VEV(x,y) = (8, V(x,y), —0x V(x,y))
hat man
VV(X,_}/) ’ VLV(X,_}/) =0.

Flr das System
X'(t) = V+V(x(t))
folgt

DV(x(1) = VV(X(1))-X/(t) = TV(X())- V- V(x(1)) = 0.
» Fir p:R?2 = R, u(x,y) # 0 und das neue System
X' (1) = u(x()V+-V(x(1))
folgt auch

VV(x(1) - X (1) = p(x())V V(x(1)) - V- V(x(t)) = 0.
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Rauber-Beute Modell
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Hausaufgabe: Zeige fir das Rauber-Beute Modell mit
a? 57 77 5 E R+

X'(t) = [a = By()]x(t),  y'(t) = [yx(t) — oly(1)
das System lafit sich so umschreiben,

X'(t) = p(x()V+V(x(t))
wobei u(x, y) = xy und
V(x,y) = dIn(x) — yx + aln(y) — By

Daher liegen die Integral-Kurven in den Niveau-Kurven
V(x,y) = Konstante.

» Ldsungen x(t) und Niveau-Kurve V(x) = Konstante sehen
SO aus:

Réuber und Beute Phasenraum

J ¥ ;

Zeit Beute

©

e
e ———

Anzahl der Tiere
EN >

)

0
()
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Potenzial Landschaft
Def: Sei P € C'(R",R). Firr ein autonomes System
x'(t) = =VP(x(t)), x(0)=xo
ist P ein Potenzial.
» Mit einem Potenzial P folgt

DiP(x(t)) = VP(x(1)) - X'(t) = —[IVP(x(t))|> < 0

d.h. entlang einer Ldsungskurve ist P nicht steigend.
Man sagt, die Lésung bewegt sich in der Landschaft des
Potenzials.
» Sei x* ein Minimum far P mit
VP(x)#0, xe€B(x*e)\{x*}, e>0.
Dann féhrt eine Lésung x(t) zu x*, wenn xo € B(x*,¢).
» Firp:R?2 = R, u(x,y) > 0, und das neue System
x'(t) = —u(x(1)) VP(x(1))
folgt auch
DiP(x(t)) = VP(x(t)) - X'(t) = —u(x(1))[VP(x(t))[I* < 0

» Die Funktion P ist eine Lyapunov Funktionen fir x*: [119],



Potenzial Landschaft

» Beispiel:
x2 —1)? 2x2 —1/2)y?
slxy) = SV B LRV
14+ x (1+x2)(1 +y2)
hat strenges Min in (£1,0) (streng stabil)
und strenges Max in (0, 0) (instabil).

Phasenraum Phasenraum

» Losungskurven links far
X'(t) = =Vo(x(t)) mit xo€[-2,2] x[-2,2]
» Lésungskurven rechts far

s X'(t) = V+Eo(x(1)) — Vo(x(1)) mit xo € [-2,2] x [-2,2]



Poincaré Phasenebene
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Def: Ein Phasenraum ist ein Raum in dem alle Zusténde eines
Systems dargestellt werden.

Satz: Wenn flr ein autonomes System

X'(1) = X(x(1))
X1 eine Lésung mit x1(0) = xq ist, ist xo(t) = x1(t — 7) eine
Lésung mit x»(7) = Xp. Beweis: Hausaufgabe.

Bemerkung: Wenn Lésungen des Anfangswertproblems fir
ein autonomes System eindeutig sind, sind wegen des obigen
Satzes alle Lésungskurven im Phasenraum identisch, die durch
einen gegebenen Punkt laufen.
» Eine DG x(t) = X(x(1), x(1))
1aBt sich als System so umschreiben,
X'(t) = X(x(1))
wobei x(t) = (x (1), x2(t)) = (x(1), x())
X(x) = (x2, X(x1, x2)).
Der Phasenraum fiur (Position, Geschwindigkeit) heif3t die
Poincaré Phasenebene.



Oszilatoren und Pendel
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» Beispiel: Ein gedampfter Oszilator,

u(t)y+ u(t)+u(t)=0, u(0) = ug,u(0) = uy
als System x’(t) = X(x(t)) mit
x(1) = (x1(1), x2(1)) = (u(t), u(t)), X(X) = (x2, —Xx1 — X2)
Lésungskurven in der Poincaré Phasenebene unten links.

|

Beispiel: Ein Pendel 2]
6(t) +sin(6(t)) =0, 6(0) = g, 0(0) = 6
als System x’'(t) = X(x(t)) mit
X(t) = (xa (1), xe(1)) = (0(2), 6(1)),  X(x) = (xz, —sin(x))
Lésungskurven liegen in den Niveau Kurven
x2 —2cos(x;) =k, keR
in der Poincaré Phasenebene oben rechts.



Lineare Systeme mit Konstanten Koeffizienten
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» Es soll ein lineares System geldst werden,
X'(1) = AX(t),  X(to) = Xo
wobei Vt > 0, x(t) € R",und A € R™",
» Flr n =1 ist die Lé6sung gegeben durch
x(t) = Alt-b) x
» Firte R, n>1und A c R™"Mjst
{PN(ADYRy,  Pu(AD) = 1L o(At)/K!
eine Cauchy Folge in R™" da VM > N
|Pu(At) = Pu(AD) < Sy, ALK/ 557 0
wobei || - || eine beliebige Matrixnorm ist.
Def: Firt e R, n> 1 und A € R™" sej e ¢ R™" definiert
durch e = limy_, Pn(At).

Satz: A, B c R™" AB = BA = ¢tB = ¢Acb.

Beweis: AB=BA= (A+B)k=Y%_ O( K )AMBK=M_ Es folgt

B = YR (A BYF /K= 33 4 Yo ( m JATBE /K1 =
ZSOSmSkAmB" miimi(k — m)l] = 35 o 3% A™B!/[mll] = AcB. m



Matrixexponential
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Satz: Firte R, n> 1und A € R™"gilt
DteAt — AeAl — ALA c RN,

Beweis: Fur At € R gilt

AIHAL) _ JAl _ (ALLAAL AL E:At[eAAl‘ _ /] — At 2?:1 (AAt)k/k!
und daher folgt

[AUHAD _ Al /At = AlA+ A2ALS X H(AANK2 /K] 230 Atg
Far Py(At) = Z,’:’:O(At)k/k! gilt ||APN(Af) — Py(ADA| =0,

VN € N, flr eine beliebige Matrixnorm || - ||. Es folgt
Acht N2 APy (A1) = Py(ADA =30 AtA, -

Satz: Das Anfangswertproblem
x'(t) = Ax(t),  x(fo) = Xo
wird eindeutig geldst mit
x(t) = All-h) x,
Beweis: Durch Ableiten der Lésungsformel folgt
X' (1) = Diefle=Ab = AeAe=Abxy = Ax(t).
Durch Auswerten an der Stelle t = t, folgt x(f) = e*%xq = Xo.



Losungsbasis
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Sei X eine andere Lésung. Dann erflllt w = x — X,
w'(t) = Aw(t), w(fp)=0
Mit dem Integrationsfaktor e ! folgt
e Atw(t)] = e Aw'(t) — A tw(t) =0
und daher durch Integration,
e Aw(t) — e Aow(ty) = ft [e=ASw(s)]'ds =
folgt w(t) =0, Vt, aus w(ty) = 0. ]

Satz: Fir n > 1 und A € R™" sei v ein Eigenvektor von A mit
Eigenwert \. Dann ist x(t) = e* v eine Losung von x/(t) = Ax(t).

Beweis: Durch Ableiten der Lésungsformel folgt
x'(1) = eM[\v] = eM[Av] = AeMv = Ax(1). =

Satz: Angenommen besitzt A € R™", n > 1, eine Zerlegung
A= VAV~! wobei V = {vy,..., vy} reguldr ist und

A = diag{\1, ..., An}. Dannist {e’'v;}"_, eine L6sungsbasis
fir die homogene DG x'(t) — Ax(t) = 0.



Warmegleichung
Beweis: Sei x(t) eine beliebige Lésung. Setze
(€1,...,cn) = ¢ = V~'x(0) und
u(t) =31 ciet'v
Dann erfillt w(t) = x(t) — u(t) die DG,
w'(t) = x'(t) — U'(t) = Ax(t) — Y1, cieMi[\vi]
= Ax(t) — oI, ceM[Av)] = Ax(t) — Au(t) = Aw
und die Anfangsbedingung w(0) = 0. Laut dem Satz gilt
w(t) = 0, und es folgt x(t) = u(t). [
» Beispiel: Fur die diskretisierte Warmegleichung [11] mit o = 1
n=101gilt AV = VAmitV = {vq,...,vp},
A =diag{\1,...,An},

Aj =~ sin® (%)

1/v/n, j=1
A Vi1
ij=1,....n

T(t) = eAtTO = VeAt VTTO
111



Aquivalente Systeme
Def: Sei P4(\) = det(\/ — A) das charakteristische Polynom fir
A e R™" n>1. Die skalare DG P4(D; = d/dt)x(t) = 0 ist die
sdkulare Gleichung des linearen autonomen Systems x'(t) = Ax(t).

Satz: Sei x(t) = (x1(1),..., xn(t)) eine Lésung des linearen
autonomen Systems x’(t) = Ax(t), A€ R™", n> 1. Dann ist
jede Komponente x;(t) eine Lésung der sakularen DG
Pa(Dt)x(t) = 0.

BeWEi'SZ. Mit A= {a,',j}, A,‘J = {akJ}(k,,)#,-,j) und K(A) =
{(=1)*Idet(4; )} folgt K(A)A = AK(A) = det(A)/. Mit

C()\) = K(A\l — A) folgt C(Dy)[Ds — Al = Pa(Dy)l. [
Def: Autonome Systeme
x'(t) = X(x(t)), x(t)e XCR", Vtela,b] (%)
u(t)=U(u(t), u(t)e UcCR" Vte]c,d] (1)

sind dquivalent genau dann, wenn 3¢ : X — U ein Diffeomorphis-
mus, wobei Diu(x(t)) = U(u(x(t))) aus u(x) = ¢(x) und (%)
1o folgtund Dyx(u(t)) = X(x(u(t))) aus x(u) = ¢~ (u) und (1) folgt.



Inhomogene Systeme

113

Satz: Fir A< R™", n> 1, mit der Zerlegung A= VAV~ sind
die Systeme x'(t) = Ax(t) und u’(t) = Au(t) aquivalent und
haben dieselbe sakulare Gleichung. Beweis: ¢(x) = V~'x.
» Es soll ein lineares inhomogenes System gelést werden,
x'(t) = Ax(t) + b(t), x(f) = xo
wobei Vt > 0, x(t) € R", Ac R™"und b(t) € R".
» Mit dem Integrationsfaktor e 4! folgt
[e=Ax(D)]) = e AX/(t) — eALAX(t) = e Alb(1)
» Durch Integration,
e Alx(t) — e Abx(fy) = ft [e=4Sx(s)]'ds = ftt e 4Sb(s)ds, d.h.
x(t) = eAlt-l) x, +f,o t=9)p(s)ds
» FUr einen konstanten Vektor
b(t) = b mit Ac = b,
x(t) = A0 xy 4[| — Al=D)] ¢
» Beispiel: Fir die diskretisierte
Warmegleichung
mit b = —AT,/10,
Hausaufgabe: T(t) — Toe, t — co.

1-

=
705
E




Stabilitat
Def: Sei x* ein Gleichgewicht fir das autonome System
x'(t) = X(x(t)), x(0) = xg, d.h. X(x*) = 0. Das Gleichgewicht ist

1. stabil wenn Ve > 0, 30 wobei || xg — X*|| < § =
|x(t) — x*|| <¢, Vt>D0,

2. asymptotisch attraktiv wenn 35 wobei ||xg — X*|| < 0 =

Ix(t) — x*| = o,

3. streng stabil wenn stabil und asymptotisch attraktiv,
4. neutral stabil wenn stabil aber nicht asymptotisch attrakiiv,
5. und instabil wenn nicht stabil.

Satz: Fir das System x/(t) = Ax(t), A€ R™", n>1,istdas
Gleichgewicht xo = 0 asymptotisch attraktiv genau dann wenn
max{Ro(A)} < 0. Dann ist das Gleichgewicht streng stabil.

Beweis: Sei x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) eine Lésung von

x'(t) = Ax(t). Laut dem Satz ist x;(t) firjedesi=1,...,n
eine Lésung von P4(Dy)x;(t) = 0. Laut dem Satz [66] gilt

114 Xi(t) 2% 0 genau dann wenn RN <0,V €o(A).



Stabilitat
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FUr die zweite Aussage wird zuerst bewiesen, dass es héchstens
n linear unabhéngige Lésungen von x’(t) = Ax(t) gibt. Seien
{x;(t) ;’;1 linear unabhangige Losungen. Wenn m > n gilt,
3¢}y C R, wobei Y277 ¢;x;(0) = 0. Dann w(t) = 357 ¢x;(t)
erfiillt w/(t) = Aw(t) und w(0) = 0. Es folgt induktiv, w(¥)(0) =
AwE=1D(0) =0, k =1,....n— 1. Mit w(t) = (wy(t),..., wn(t))
folgt mit dem Satz [112], es gelten Pa(D;)w;(t) = 0 und W,(k)(O) =
0, k =0,....n—1, 7 = 1,...,n. Laut dem Satz gilt
wi(t) = 0, Vt, i = 1,...,n. Aber w(t) = 0 verletzt die linear
Unabhangigkeit der Losungen {x;(t)}. Daher gilt m < n. Nun
sei x(t) = Z/IL cjx;(t) eine beliebige Losung, die bezlglich der
Lésungsbasis so dargestellt werden kann. Da das Gleichgewicht

t—o0

Xo = 0 asymptotisch attraktiv ist, gilt ¢;x;(t) — 0 far [¢;x;(0)||
klein genug. Fire > 0 wahle {¢;} sodass ||c;x;(t)|| < e/m,Vt > 0.
Dann folgt ||x(?)| < Z}L leix;(t)|| < e Vt>0. ]

Bemerkung: Im allgemeinen ist ein Gleichgewicht nicht immer
stabil wenn es asymptotisch attraktiv ist.



Stabilitat
» Beispiel: Fir das System:
¥ = { 2xy, Dy U Dy U Dy
2xy [(4|x| = 7), D4
{ y2 — x2 Dy U Dy (-2,0)

4|x| — y? — 3x2, D3
(4|x| — y? —3x2)/(3 — 4/|x|), D4

d.h. x'(t) = X(x(t)), ist (x, y) = 0 ein asymptotisch
attraktives Gleichgewicht, das nicht stabil ist:

y' =

Seiec (0,1). V6 > 0, Ixg € B(0,9),
wobei

x'(t) = X(x(1)), x(0) = Xo

und 3T > 0 mit x(T) ¢ B(0,1).
Trotzdem gilt

x(t) =X 0.
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Stabilitat

Satz: Sei x* ein Gleichgewicht fir das autonome System x/(t) =
X(x(1)), x(0) = xq, d.h. X(x*) = 0. Fir X € C'(x*,¢) seien J =
0X/0x(x*) und p = maxR{c(J)}, wobei o(J) die Eigenwerte
(Spektrum) von J bezeichnet. Das Gleichgewicht x*

1. ist streng stabil wenn 1 < 0,

2. ist instabil wenn p > 0,

3. kdnnte stabil oder instabil sein wenn p = 0.

| 4

Beispiel: Fir das logistische Modell
P(t) = F(P(1)), F(P)=P(1 —P)
ist Py = 0 instabil aber P; = 1 ist streng stabil:
F(P)=1-2P, F(0)=1>0, F(1)=-1<0
» Beispiel: Fur das Pendel Modell ist x5 = (m,0) instabil:
O(t) +sin(6(t)) =0 oder x'(t)= X(x(t)) mit
x(t) = (a(t), x2(t)) = (0(1),0(1)),  X(x) = {xz, —sin(x1))

N B I P o I IR VSR 2

117 aber x; =07 (stabil, siehe Lyapunov unten.)



Fokalpunkte, Knotenpunkte und Sattelpunkte

» FUr die Stabilitat des Gleichgewichts x, = 0 des Systems
X' (1) = Ax(t), A€ R®*2 sei P(\) = det(AM — A) = X2 + pA + g.

» Fokalpunkte. 4g > p? > 0.
Mo=pExw, p,velR
u < 0 = xq streng stabil,
u > 0 = xg instabil,
u =0 = xq stabil.

» Knotenpunkte. p? > 4g > 0.
)\172 ER, A - Ao > 0,
A1,2 < 0 = X streng stabil,
M2>0= Xxg instabil.

» Sattelpunkte. p® > 4q > 0.
)\172 ER A - Ao < 0,
X instabil.
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Methode von Lyapunov
Def: Sei x* ein Gleichgewicht fir das autonome System
x'(t) = X(x(t)), x(0) = xp, d.h. X(x*) = 0. Dann ist
F € C'(B(x*,¢)) eine Lyapunov Funktion fiir x* wenn:
1. In B(x*, ¢) hat F ein einziges Minimum in x*,
2. Esgilt VF(x) - X(x) <0, Vx € B(x*,¢).
Wenn < gilt, ist F eine strenge Lyapunov Funktion.

Satz: Sei x* ein Gleichgewicht flir das autonome System

x'(t) = X(x(t)), x(0) = xp, d.h. X(x*) = 0. Existiert fir x* eine
Lyapunov Funktion F, dann ist x* ein stabiles Gleichgewicht.
Wenn F streng ist, ist x* streng stabil. Beweis: Hausaufgabe.

» Beispiel: Fir das Pendel Modell
x'(t) = X(x(1), X(x1,%2) = (X2, —sin(x1))
mit Gleichgewicht x7 = 0 ist
F(x1,X2) = x2 — 2cos(xy)
eine Lyapunov Funktion,
VF(xq,X) = 2(sin(xy), x2), V2F(xq,x2) = 2diag{cos(x1),1}

o VF(x3) =0, V2F(xt)=2l, VF(x) - X(x)=0



Methode von Lyapunov
Satz: Fir A€ R™" n> 1, und SPD (symmetrisch positiv definit)
Q € R™" gibt es ein SPD P € R™" eine Lésung der Lyapunov
Gleichung,
ATP+ PA=-Q
genau dann wenn max R{c(A)} < 0. Dann ist P eindeutig.

Beweis: Sei P eine SPD Lésung. Sei x(t) eine Lésung von
x'(t) = Ax(t). Die (Lyapunov) Funktion F(x) = xTPx erfllt

D:F(x(t)) = x'T(t)Px(t) + xT(t)Px'(t)

= XT(t)(ATP + PA)x(t) = —xT(t)Qx(t)

< —min{o(Q)}|x(1)|> < —KF(x(t))
wobei K = min{o(Q)}/ max{c(P)}. Es folgt, Di[F(x(t))e!] <0
und daher F(x(t))eX! < F(x(0)) oder
min{o(P)}|x(t)[2 < F(x(1)) < F(x(0))e~ K =% 0.
Laut dem Satz folgt max R{s(A)} < 0. Nun sei
max ®{c(A)} < 0, und daher ist das Integral wohl definiert:
P = [ e Qefdt
120 Dann gilt
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ATP + PA = [5° ATe" Qefdt + [5° e Qe Adt
= J5° Dife” Qe®ldt = —Q.

Zusatzlich ist P SPD well 1

xTPx = [° xTe Qexdt = [°[|Qze"x][?> > 0
und xTPx = 0 = Qze"x = 0 = x = 0. Sei P eine andere
Losung Dann folgt

= — J3° Dy Pet|dt = — [° e (ATP + PA)e®dt

= Jo e Qe!Adt = P. n

Satz (Poincaré-Lyapunov): Wenn das Gleichgewicht x* = 0 fir
das lineare autonome System x’(t) = Ax(t) streng stabil ist,
dann ist es auch fur das nicht lineare System

x'(t) = Ax(t) + &(x(t))
wenn [[£(x)]| = o([|x]])- (1€C1/[1x]] = 0)

Beweis: Fur ein SPD Q sei P eine Lésung der Lyapunov Gleichung,
ATP+PA=-Q
Sei x(t) eine L6sung des nicht linearen Systems mit



Methode von Lyapunov
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IX(0)|° < €/k(P), &(P) = max{o(P)}/min{o(P)}
wobei € > 0 klein genug ist, dass
IEX)] < 311l min{o(Q)}/ max{a(P)}
wenn || x| < e. Die (Lyapunov) Funktion F(x) = x"Px erfllt,
DiF(x(1)) = X"(£)(ATP + PA)X(t) + 2xT PE(x(1))
= —x"(1)Qx(t) + 2xT PE(X(t))
< —min{o(Q)}|x(0)[Z + 2max{o(P)}| x () 1€(x(t))l.
Solang [|x(t)|| < e gilt, folgt
DtF( (1) < —3min{o(Q)}|x(1)|* < —KF(x(1))
wobei K mm{a(Q)}/ max{c(P)}. Daher gelten
DF(x(1))eR] < 0 und F(x(1))eKt < F(x(0)). Es folgt
min{o(P)}|[x(£)|* < F(x(1) <
F(x(0))e™" < max{a(P)}||x(0)|[%e~"
oder ||x(1)[|?> < x(P)|x(0)[[2e Kt < ¢2, t > 0. Es bleibt dann
|x(t)|| < e, Vt > 0. Weiters gilt

min{o(P)}[|Ix(1)|? < F(x(t)) < e KF(x(0)) =¥ 0.



Ungleichung von Gronwall
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Satz (Gronwall): Seien o, 5,u € C(I), I = [a, b], mit 5(t) > 0
vte l. Wenn

ty+ [l B(s)u(s)ds, Vtel
dann

(1) + 3 o B(seXp[fs | s, tel

Beweis: Die Funktion

= fat B(s)u(s)ds
erfallt
y V(1) = B(t)u(t) < B(ta(t) + B(t)v(t).
it
(t) = — [ B(r)dr (7(s) — (1) = [+ B(r)ar)
folgt

Div(t)e?D] = [V/(t) — B(t)v(1)]eD < a(t)B(t)er™.
Durch Integration,
v(t)e'® — 0 = [!Dg[v(s)e"S]ds < [La(s)B(s)e")ds
oder
JaB(s)u(s)ds = v(1) < [1a ()70 ds



Ungleichung von Gronwall
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Alternativer Beweis des Satzes [121: Da max®{c(A)} < 0
gilt, 3K, u > 0 wobei ||e?|| < Ke™#{,Vt > 0. Sei e < pund &
klein genug, dass ||£(x)| < e[| x||/K fur || x| < J. Sei x(t) eine
Lésung des nicht linearen Systems,

Dife"x(1)] = e M[x'(t) — Ax(1)] = e~ M€(x(1))
mit || x(0)|| < ¢/K. Durch Integration

X(t) = "x(0) + [y A-9¢(x(s))ds

Durch Abschatzen, t

IX(O] < Ke™#|[x(0)] + [y Ke™#(=9)|&(x(s))lIds
Solang || x()|| < ¢ gilt, folgt

eH|x(t)] < K[[x(0)]| + € fy e”S||x(s) | ds
Nach Gronwall [124], (u(t) = et x(t)|,a = K||x(0)]], B =
e x(D)]l < KIIx(Q)] [1+ ¢ fyesas] =
= KI|x(©)]| |1 =[5 Dset=9)ais| = K]x(0) e

oder || x(1)|| < K|x(0)[lel"# < 6, t > 0. Es bleibt dann
Ix(1)]| < 6, ¥t > 0, und es folgt ||x(t)|| < se(mt =X 0. m



Grenzzyklen
Hausaufgabe: Zeige fiir das Rauber-Beute Modell
X'(t) = [a=By(OIx(1), y'(t) =[yx()=dly(t), o« B,7,0€RT
die Funktion
V(x,y) =dIn(x) — yx + aIn(y) — By
ist eine Lyapunov Funktion fir das Gleichgewicht
(x*,y*) = (6/7,2/B). (Siehe [103])
» Rauber-Beute Variante mit stabilen Grenzzyklen,

X,:ax<1z)1ix¥yx’ y=mv(1-3)

Réuber und Beute Phasenrau m

AW S

Anzahl der Tiere
b
&

0
() 05 1
Beute

0
()

a=5 =662, v=62, k=1, 0=1,7=1,x%=1,y0=4,°,1.
3 2

105 Alle 3 Lésungskurven nahern sich an einer periodischen Losung.
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Def: Fir x’ = f(x), x(0) = xo, ist die Menge M ein Attraktor,

wenn 36 > 0, sodass Vxq mit dist(xq, M) < 4, gilt die

Konvergenz dist(x(t), M) % 0. Wenn die Konvergenz

dist(x(t), M) "2=° 0 gilt, ist M ein Abweiser.

Def: Fir x’ = f(x), x(0) = xo, ist die Menge G ein
Grenzzyklus, wenn eine periodische Lésung X in G liegt, und
es existiert mindestens eine andere Losung X, die erfullt
dist(X(t), G) == 0 oder dist(X(t), G) "==5° 0. G ist ein stabiler
Grenzzyklus wenn es ein Attraktor ist, und G ist ein instabiler
Grenzzyklus wenn es ein Abweiser ist.

Dynamisch Phasenraum

» Beispiel: 2 2
X=(1-r’)x—y ) .
y=(0-rly+x g, - @

r2 =x2+ y? 1 !
I’I'/:XX/—i-yy/ or o 1 2 34 s ENE 0 1
:”‘:(1_r)r Zeit X



Grenzzyklen
» Aus r'(t) = [1 — r2(t)]r(t) und r(0) > 0 folgt r(t) = 1, d.h.
r = 1 ist streng stabil fir diese skalare DG.
» Sei x(t) eine Lésung mit r(t) = ||x(t)||. Sei
G={xcR?: x| =1}
Es folgt, dist(x(t), G) = |r(t) — 1] =3 0, und G ist ein
stabiler Grenzzyklus.
» Der nachste Satz kann fiir dieses Beispiel angewendet
werden, um auf die Existenz eines Grenzzyklus zu schlie3en.
D = B(0,2)\B(0,1/2), X(x)-x>O0for|x||=1/2
E =R?, X(x)-x < 0fur||x| = 2.

Satz (Poincaré-Bendixson): Firr das autonome System
x'(t) = X(x(t)), x(0) = xp, wird angenommen:
1. D c R? ist kompakt, E C R? ist offen, D C E.
2. X € C'(E,R?) und X hat keine Nullstellen in D.
3. Eine Lésungskurve K ist in D enthalten.
Dann ist K eine periodische Losungskurve oder K nahert sich
127 an einer periodischen Lésungskurve fir t — oo.
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» Beispiel: In der Rayleigh DG,
X—p(1—=x)x+x=0, u>0
ist Dampfung positiv oder negativ, je nach Betrag der
Geschwindigkeit. Es gibt einen Grenzzyklus in der
Poincaré Phasenebene.

» Wenn man die Rayleigh DG ableitet und y = x+/3 setzt,
bekommt man die Van der Pol DG,
y—uw(1=y®)y+y=0, u>0
die mit Vakuumrdhren zu tun hat. Es gibt einen
Grenzzyklus in der Poincaré Phasenebene.

Satz (Levinson-Smith): Nimm an, in der Liénard DG,
X+f(x)x+g(x)=0

haben f und g folgende Eigenschaften: g(—x) = —g(x),

F(—x) = f(x), g(x)/x > 0, Vx, sgn(f(x)) = sgn((x — a)(x — b))

fira< 0 < bund [;° f(x)dx = co. Dann gibt es einen

eindeutigen Grenzzyklus in der Poincaré Phasenebene, der fiir

alle nicht trivialen Losungskurven attraktiv ist.



Existenz und Eindeutigkeit

» Fir ein System, x : R — R”, X : R™1" - R”
x'(t) = X(x(1),1), x(t) = Xo
wird bewiesen, das Anfangswertproblem ist wohlgestellt [25..
» Ein Integral des Systems ist eine Funktion U(x, t), wobei
U(x(t),t) = Konstante gilt fir jede Lésung x(t).
» Obwohl das System als autonomes System umformuliert
werden kann [100, werden die Aufgaben nicht leichter.

» Da jede DG hdherer Ordnung als System erster Ordnung
umgeschrieben werden kann, ist die gezielte
Wohlgestelltheit allgemein.

» Es wird mindestens angenommen, dass X € C(R,R") fur
R c R™1, oder dass X Lipschitz stetig ist:

Def: X : R™' — R” erfiillt eine Lipschitz Bedingung in
R c R genau dann wenn 3L > 0 wobei
1X(x,t) = X(y, )l < Llx—yll, V(x,t),(y,t)eR
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Lipschitz Bedingung
Satz: Wenn X < C'(D,R") fiir eine konvexe und kompakte
Menge D c R erfiillt X eine Lipschitz Bedingung in D.

Beweis: Sei L gegeben durch ||VxX(x, t)||/n < ||[VxX(x,t)|[r/n <
Maxy <j<p MaX(x,nep ||0x X (X, 1)[| = L.
Fir x, y € D folgt aus Konvexitat von D,
x+s(y—x)eD, Vsel0,1].

Durch die Ketten-Regel,

DsX(X + S(y — X),1) = VxX(X + s(y — X), 1) - (¥ — X).
Fur die Funktion ¢;(s) = Xj(x + s(y — x), t) folgt aus dem
Mittelwertsatz, 3o, € [0, 1] wobei ¢;(1) — ¢;(0) = ¢j(o;)(1 — 0)
oder mit ¥ = diag{o;}} ;,

Xy, t)— X(x,t) = VxX(x+X(y — x),t)- (y — x).

Durch Abschéatzen,

IX(y,t) = X(x, )] < |y — X[|maxe.ep [VxX(E, ). =

Satz: Wenn X eine Lipschitz Bedingung in R ¢ Rt erfillt,
existiert hochstens eine Losung x(t), t, i € / des
130 Anfangswertproblems



Eindeutigkeit
x'(t) = X(x(t),t), x(f)=x0 mit {(x(f),t):tel} CR.

Beweis: Seien x(t) und y/(t) beide Lésungen. Dann
o(t) = || x(t) — y(1)|? erfillt o(t)) = 0 und
o'(t) = 2[x(t) — y(1)] - [x'(t) — y'(1)]
_ =2[x(t) —y(t)] - [X(x(1), 1) = X(y(1), 1)]
sowie

o'(t) < [0’ ()] < 2| x(t) — y(D)II| X(x(1), 1) — X(y(1), )|
<2L||x(t) — y(1)[? = 2Lo(t)
Mit dem Integrationsfaktor e —2L!
[o(t)e2H) = [o/(t) — 2Lo(t)]e 2L < O
ist o(t)e 2L nicht steigend. Daher
0 < o(t)e 2 < o(fy)e 2t =0
und 0 = o () = [|x(t) — y(1)||, Vt € I.

Satz: Fur t € / seien u(t) und v(t) zwei Lésungen der DG

x'(t) = X(x(t), t) mit {(u(t), 1) - t € I}, {(v(1), ) : te [} C R,

. wobei X eine Lipschitz Bedingung in R erfillt. Dann folgt



Stetige Abhangigkeit von Anfangswerten
u(t+7)— v(t+7)| < u(t) - v(t)|, t+rel

Beweis: Die Funktionen o1 (7) = |lu(t +7) — v(t £ 7)]?,
t+ 7 el erfillen oy(7) >0, o/, (7) < 2Loy(7) und daher
o(r)e 2" —54(0) = [ [ox(s)e25)ds <0, 7>0
oder firr >0
lu(t £ 7) = v(t£7)| < e [|u(t) — v(D)]-

Korollar: Sei x(xo, t) eine Losung des Anfangswertproblems
x'(t) = X(x(t),t), x(to) =x0 mit {(x(t),t):tel} CR.
wobei X eine Lipschitz Bedingung in R, und x(xo, t) ist wohl
definiert in R. Dann
1. x(xo, t) ist eine stetige Funktion von (xo, t),

2. Xo — Xo = X(Xo, t) — x(xo, 1) gleichmaBig fur t € /.

Beweis: Laut dem letzten Satz,
1x(t, %o) — X(t, Xo)|| < e2HI=0l|[ %o — xo|
132
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Satz: Sei o(t) > 0, t € [a, b], eine differenzierbare Funktion die
erfillt,

o'(t) < 2Lo(t) +2¢/o(t), te]a,b].
Dann gilt

o(t) < [\/@eL(f*aM £(ett=a) — 1)}2, t < [a, b

Beweis: Die Bernoulli DG
u'(t) = 2Lu(t) + 2e/u(t), u(a)=o(a)
wird zuerst geldst. Aus u/(t) > 0 und u(a) = o(a) > 0 folgt
u(t) > 0. Mit v(t) = /u(t),
2v(HV/(t) = 2LVA(t) + 2¢v(t)

oder mit v(t) > 0,

2V/(t) = 2Lv(t) + 2¢, v(a) = Ju(a) = +/o(a).
Die Lésung ist

u(t) = v(t) = Jo(a)eH!=a 4 (/L) (-3 — 1)

Die Funktion F(o,t) = 2Lo + 2¢4/0 erflllt eine Lipschitz
Bedingung fir o > og > 0, d.h. sup,~,, 9-F(o, t) = 2L + €/, /00.
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Laut dem Satz 28/ folgt o(t) < u(t), t € [a, b].

Nun fur den Fall o(a) = 0 sei uk(t) die Lésung der Bernoulli DG
U (1) = 2Luk(t) + 26/ uk(t), ux(a)=1/k, keN

Zu zeigen ist, o(t) < uk(t), t € [a, b]. Nimm an, 3t; > a wobei

Uk(ty) < o(ty). Sei ty = max{t € [a, ;) : ux(t) > o(t)}. Es

folgen, o(ty) = uk(tfy) > 0 und uk(t) < o(t), t € (f, t1]. Diese

Ungleichung verletzt den ersten Teil des Beweises, wobei

o(t) < uk(t), t € [fo, t1]. Es folgt, Vk € N

o(t) < [eHt- ) VR + (/L) —1)]°, telab]. m

Satz: Seien x(t) und y(t) Lésungen der DG’en
x'(t) = X(x(t),t), bzw. y'(t)=Y(y(t),t)
mit {(x(t),t) : t € [a, b}, {(¥(t).t) : t € [a,b]} C R, wobei X
eine Lipschitz Bedingung in R erfillt. Seien X, Y € C(R) mit
I X(x,t) = Y(x,1)|| <e, (x,t)€R
Dann folgt
Ix() = y()] < [Ix(a) — y(a)lle""2 + f(e=4 —1)
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Beweis: Die Funktion o(t) = || x(t) — y(t)||? erfullt
o'(t) = 2[x(t) — y(t)] - [x'(t) — y'(1)]
= 2[x(t) — y(1)] - [X(x(), t) = Y(y(1), 1)]
=2[x(t) — y(8)] - [X(x(1), t) = X(y (1), 1) = Y(y(1), 1)]

sowie
o'(t) < [0’ (1) < 2| x(t) — y ()1 X(x(2), 1) — X(y (1), )|
+2]|x(t) — y(D)l[| X (x(t), ) = Y (y(t), 1)l
< 2L||x(t) — y(1)I* + 2¢[|x(t) — y(B)]]
oder
o'(t) < 2Lo(t) + 2e+/o(t)
Die Behauptung folgt mit dem letzten Satz. [

Satz: Fir X € C(R), R=R" x I, ty € I, ist x eine Lésung der
Integralgleichung,
x(t) = xo + frf) X(x(s),s)ds, tel, xecC(l)
genau dann wenn x eine Lésung des Anfangswertproblems ist
X'(1) = X(x(1),1), x(th) =x9, tel xecC'()

Beweis: Hausaufgabe.
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Def: Fir X € C(R), R=R" x I, ty € I, und xo € R" sei die
Abbildung U fur x € C(/) definiert durch
[UX](t) = X0 + [, X(x(s), s)ds

Korollar: Die Abbildung U hat einen Fixpunkt x € C(/) genau
dann wenn x eine Lésung des Anfangswertproblems ist
X/(t):X(X(t),t), X(tO):X07 te la X€C1(l)

Satz: Fir R=R" x I, fy € I, erfiillt X eine Lipschitz Bedingung
in R. Sei xo € R". Dann existiert eine Lésung des
Anfangswertproblems

x'(t) = X(x(t),t), x(to) =x0, tel

Beweis: Zur Vereinfachung seien {, = 0und / = [0, T].
Hausaufgabe: Wiederhole flr den allgemeinen Fall.
Zu zeigen ist, die Folge x**1 = Ux*, x%(t) = x,, konvergiert
gleichmagig fur t € 1. Sei
M = sup,c; | X(xo, )]



Sukzessive Approximation
Es gilt t t
X0 =20l = || | X0(9).5)as] < [ 1X(xo. )]s < m
Weiters fir k € N, t
IXH(t) — x (1) S/ IX(x(s),8) — X(x*""(s), 5)||ds
Mit der Lipschitz Bedlngugg,

X< () r<L/nx XK 1(s)||ds
Insbesondere,
2
1x2(t) |<L/ Ix' (s )|ds<L/ Msds_/mE
t t3
|u%n—ﬁUMSL/Wu%@ X(s)lds <L [ MG ds =l

0
usw. Induktiv fir k € N,
M (LK M (LT)k

K k—1
IX<(t) — X)) < Lo < T

~

137



Sukzessive Approximation

138

Nach dem Weierstrass M-test, konvergiert folgende Folge
{xX(t)} gleichmaBig firr t € l

) + Z[X"+1 “(0) -

Sei x>°(t) der Limes dieser Folge fr t € I. Nach dem Satz der
gleichmaBigen Konvergenz gilt x> € C(/). Zu zeigen ist, die

Differenz t
x°°(1) —xo—/ X(x>(s),s)ds, tel
0

ist Null. Man subtrahiert, ;
0 = x*1(t) — xo —/ X(x*(s),s)ds, tel
Durch Abschatzen, ; °
1x(t) — x**1(2) —/0 [X(x>(s), 8) — X(x"(s), 5)]ds|

t
< x> (1) — x* ()l +/ IX(x(s), 5) — X(x*(s), s)||dls

)= 0.

§(1+LT) max sup ||x>(s) — x™(s
=kk+1 sei
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Satz: Fir R=Dx ImitD={x € R": || x — Xo|| < K} und
I={teR:|t— | < T} erfullt X eine Lipschitz Bedingung in
R. Sei M = sup 4 1cr | X(X, t)[|. Dann existiert eine eindeutige
Lésung des Anfangswertproblems

x'(t) = X(x(t),t), x(h)=x
far |t — f| < min{T, K/M}.

Beweis: Sei F die Menge der Funktionen x die erfillen
x eC(lywobei T={teR:|t—ty <min{T,K/M}},
x(fo) = xo, x(t) e Dfirtel.
Fir x € F sei y = Ux. Es gelten y € c(l), y(t) = xo und

ly(t) x0||</HX Slds< M<K, tel

d.h. U: F — F. Da die Lipschitz Bedingungin R=D x 1 c R
gilt und eine Folge xX = Ux*~1, k € N, immer x*(t) € D fiir

t € 1 erfillt, kdnnen die Schritte des letzten Beweises fiir t € 1
durchgefiihrt werden. Eindeutigkeit folgt mit dem Satz [130. m



Satz von Arzela-Ascoli
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Def: Eine Menge F von Funktionen x : | — R”,
I={teR:|t— 1| < T} ist gleichgradig stetig wenn, Ve > 0,
36 > 0 wobei

t—s|<d = |x(t)—x(s)]| <e
Vx € Fwenns,fel

Satz (Arzela-Ascoli): Sei eine Folge von Funktionen x* : | — R”,
I={teR:|t—t| < T}, beschrankt und gleichgradig stetig.
Dann konvergiert eine Teilfolge {x%(t)} gleichmé&Big fir t € /.

Satz (Peano): Fir R=D x Imit D= {x € R" : ||[x — xo|| < K}
und I={teR:|[t—1| < T}gilt X € C(R). Sei
M = supx ycr I X(x, t)||. Dann existiert mindestens eine
Lésung des Anfangswertproblems

x'(t) = X(x(t),1),  x(o) = Xo
far |t — f| < min{T, K/M}.

Beweis: Zur Vereinfachung seien {p =0 und / = [0, T].
Hausaufgabe: Wiederhole fur den allgemeinen Fall.



Satz von Peano ) )

Setze T = min{T,K/M} und | = [0, T]. Sei x*(t) definiert durch

xXK(t)=x9, 0<t<T/k (%)
t—T/k . .
X0 =xo+ [ X(x(shs)as, Trk=t<T ()

_Jo

Wegen (x) 37 > T/k wobei || x*(t) — xo|| < K, 0 < t < 7. Mit (1),

777—/1( . .
|xK(7) = xo| < / | X(x(s),s)[|[ds < (r—T/kM < TM < K

0 .
Daher gilt || x*(t) — xo|| < K, t € I, und die Folge ist beschrénkt.
Weiters gilt

tgfi-/k
Ix*(t2) — x*(t1)] < /t - IX(x"(s), s)llds < M|t — ti]
—

und daher ist die Folge gleichgradig stetig. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli konvergiert eine Teilfolge {xk} gleichmé&Big far
t € 1zu einer Funktion x> e ¢(7) mit || x>°(t) — xo|| < K, t 1.

Zu zeigen ist,
— Xo —/ X t€7

141 diese Differenz ist Null. Man subtrahiert,
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[1x(
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0= xk(t) - xo—/ X(x4(s), s)ds+/ T/le(xk’(s),s)ds, tel

Durch Abschatzen t

X (1 / X(c™().8)-X(x"(s). S)las+ [ X(x¥(s), 5)ds]

t—T/k
< x(1) — x4 (b)) + / IX(x™(s). 5) - X(x¥(5). 5) s
" / IX(x*(s), 5) s

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz gilt  7/t=7/k

sup,; [ X (t) — x¥(1)]| “=3° 0. Da R kompakt ist, konvergiert
X(xk(1), 1) — X(x>(t), ) gleichmaBig fiir ¢ € 1. Es folgt
t
sup [ [IX(x(s),s) — X(x¥(s).s)|ds "3 .
7 J0

tel
SchlieBlich folgt die Behauptung mit
t

/{_N/ IX(xH(s), s)||ds < MT /K =5 0. .
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Def: Eine Sturm-Liouville DG ist eine lineare DG zweiter
Ordnung der Form
[P()U' (X)) + [Ao(x) — q(x)]u(x) =0, xel AeR
die regulérist, wenn q,p € C(I), p € C'(/),
p(x),p(x) >0, xel
und / endlich ist; sonst ist die DG singular. Man schreibt die DG
mit Lu + Apu = 0, wobei
[Lul(x) = [p()U (X)) — q(x)u(x).

Hausaufgabe: Schreibe die regulare Sturm-Liouville DG in
erste Ordnung x’(x) = X(x(x)) um, und mit den Satzen
und zeige, es existieren zwei Lésungen der Sturm-Liouville
DG, die eine Lésungsbasis bilden.

Def: Ein reguldres Sturm-Liouville System besteht aus einer

regul@ren Sturm-Liouville DG auf einem Intervall [a, b]

zusammen mit getrennten Randbedingungen,
au(a)+d'U'(a)=0, PBu(b)+ps'u(b)=0

wobei |a| + |o/] > 0 und |3] + |8| > 0.



Eigenfunktionen und Eigenwerte
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Def: Ein periodisches Sturm-Liouville System besteht aus einer
reguléren Sturm-Liouville DG auf einem Intervall [a, b]
zusammen mit periodischen Randbedingungen,
u(a) = u(b), u'(a)=u(b)
wobei die Koeffizienten auch erflllen,
p(a) = p(b), p(a) = p(b), q(a)=q(b).

Def: Eine nicht triviale Lésung u € C?([a, b]) eines
Sturm-Liouville Systems ist eine Eigenfunktion mit
entsprechendem Eigenwert A € R.

» Beispiel: Das Sturm-Liouville System
u'(x)+Au(x)=0, xe€[0,7], u(0)=u(r)=0
hat die Eigenfunktion un(x) = sin(nx) mit Eigenwerten
An = n?, n € N. Diese werden folgendermafen gefunden.

Das charakteristische Polynom der homogenen DG ist
P(z) =22+ A= (z—V-N)(z+V-)N).

Laut dem Korollar [65] ist eine Losungsbasis gegeben durch



Eigenfunktionen und Eigenwerte

{etV=AX V=M1 A <0, {cos(vAxX),sin(vAx)}, A > 0.
Durch die Randbedingungen muss die mégliche Lésung
u(x) = AetV=2 4 Be=V=2x )\ < 0, erfiillen,

A+B=0, ActV BV M —0 dh. A=B=0.
Die mégliche Lésung u(x) = Acos(v/Ax) 4+ Bsin(v/Ax), A >
muss erflillen,

A=0, Bsin(vAr)=0, dh. A=0,V/AeN (B-1).

» Beispiel: Fur das Sturm-Liouville System
u"(x) + Au(x) =0, x¢e[-mm]
u(—m) =u(r), U(-m)=u(n)
muss u(x) = AetV= M 4 Be=V=M )\ <0, erfilllen,
Ae VAT 4 BetV=AT — AetV=AT | eV =T
Ae= VAT _ BetV=AT — AtV AT _ Be—V=Aw

und u(x) = Acos(v/Ax) + Bsin(v/Ax), A > 0, muss erfiillen,

Acos(—vAr) + Bsin(—v/Ar) = Acos(vAr) + Bsin(v/An)
—Asin(—v/\r) + Bcos(—vAr) = —Asin(v/Ar) + Bcos(v/ )

}d.h.AszO
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oder

cos(—vVAr) — cos(vAr)  sin(—vAr) — sin(v/Ar) } { A ] _ [ 0 ]
—sin(—v/An) + sin(v/Ar)  cos(—v/Ar) — cos(v/Ar) 10
Mit cos(—v/Ar) = cos(v/Ar) und sin(—v/Ar) = — sin(v/An)
ist die Determinante der Matrix gegeben durch 4 sin?(v/Ar).
Also muss gelten: v\ € Np.

Fur A = 0 gibt es eine Eigenfunktion up(x) = cos(0) = 1.
Fir A = n?, n € N, gibt es zwei linear unabhangige
Eigenfunktionen, u( )( x) = cos(nx), u u? )( X) = sin(nx).
» Mit der Bessel DG

[rd(r)]) + [x2r — n?/rlu(r) =0, rcla,b]

und Randbedingungen
u(a)=u(b)=0

ist das Sturm-Liouville System regular wenn b > a > 0.
Mit a = 0 sind die Koeffizienten p(r) = r und p(r) = x?r
nicht positiv, und g(r) = n?/r ist nicht stetig auf [a, b].

. So ist das System singuléar fir a = 0.



Orthogonalitat der Eigenfunktionen
Def: Zwei Funktionen f und g sind orthogonal bezlglich eines
Gewichts p auf einem Intervall / genau dann wenn

// p(X)F(X)g(x)ox = 0

wobei / endlich, unendlich, offen oder abgeschlossen sein
kann.

» FUr das Sturm-Liouville System v (x) + Au(x) = 0 mit den
Randbedingungen u(0) = u(x) = 0

u(0) = u(r), U'(0)=1u'(m)
sind die oben genannten Eigenfunktionen orthogonal
bezuglich des Gewichts p = 1 auf den jeweiligen
Intervallen [0, 7]
Jo sin(nx)sin(mx)dx =0, n#m
bzw. [—, 7]
[T sin(nx) sin(mx)dx = [77 cos(nx) cos(mx)dx =0, n#m
[T sin(nx) cos(mx)dx =0, Vn,m.

oder
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Orthogonalitat der Eigenfunktionen

Satz: Eigenfunktionen u, v eines regularen Sturm-Liouville
Systems mit unterschiedlichen Eigenwerten p, A sind
orthogonal bezuglich des Gewichts p auf dem Intervall [a, b].

Beweis: Mit der Notation [Lu](x) = [p(x)U'(x)]" — q(x)u(x) gilt
u(x)[Lv](x) = v(x)[Lu](x) = u(x)[P(x)V'(x)] — v(x)[P(x)u'(x)]
= {pP(X)[u(x)v'(x) — v(x)u'(x)]}.

Mit Lu + Apu = Lv + ppv = 0 auf [a, b] folgt

(A= 1) 7 p()u()v(x)ax = [{u(x)[LvI(x) — v(x)[Lu](x)}ax
= {P()[u)V'(x) — v(x)u' (x)]}3-

Mit o #£ 0 # S,

= p(b)[u(b)v'(b) — v(b)u'(b)] — p(a)[u(a)v'(a) — v(a)u'(a)] =

p(b)[U'(b)v'(b) — vI(b)U'(b)]5'/5 — p(a)lu(a)v(a) — v(a)u(a)la’/a = 0.
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und ahnlich fur die anderen Randbedingungen. [

Hausaufgabe: Zeige, Eigenfunktionen u, v eines periodischen
Sturm-Liouville Systems mit unterschiedlichen Eigenwerten p, A
sind orthogonal beziglich des Gewichts p auf dem Intervall [a, b].
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Def: Seien {un}7° , Eigenfunktionen eines regularen
Sturm-Liouville Systems mit unterschiedlichen Eigenwerten,
und daher sind sie orthogonal bezlglich des Gewichts p auf
[a, b]. Fur eine auf [a, b] ausreichend glatte Funktion f ist die
Sturm-Liouville Reihe fir f gegeben durch

f(x) = antn(x)
n=0
wobei die Koeffizienten {an};2, durch Orthogonalitat erfillen

b b
/ p(X)Um(X) (X)X = am / p(X)B(x)dx, m e No.

a

Bemerkung: Die Konvergenz der Sturm-Liouville Reihe bleibt
noch zu zeigen.

Def: Eine Funktion f ist quadrat integrierbar bezlglich eines
Gewichts p(x) > 0 auf einem Intervall / wenn

/ p(X)P(x)dx < oo.
I



Singulare Sturm-Liouville Systeme
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Bemerkung: Mit der Schwarz Ungleichung folgt

[pt0reageoc] < [o0reoax] | [s0guak| <o

wenn f und g quadrat integrierbar bezlglich des Gewichts
p(x) > 0 auf / sind.

Satz: Fir eine singulare Sturm-Liouville DG

[P()U ()] + [Ao(x) — g(x)]u(x) =0, x € [a,b]
seien Randbedingungen so eingefiihrt, dass zwei Eigen-
funktionen u, v unterschiedlicher Eigenwerte erflllen missen,

lime, e, 0 POO[U(X)V'(x) — U (X)V(X)]572 = 0.

Wenn u, v quadrat integrierbar bezuglich des auf [a, b]
positiven Gewichts p(x) sind, sind u, v orthogonal bezlglich
des Gewichts auf dem Intervall /.

Beweis: Mit der Notation [Lu](x) = [p(x)U'(x)]" — q(x)u(x) gilt
u()[LV](x) = vOO[LU(x) = u()[p() V' (X)]" = vx)[p(x)u (X))
= POV (x) = vU (XY, a<x<b.



Singulare Sturm-Liouville Systeme
Da u, v quadrat integrierbar bezlglich des Gewichts p(x) > 0
auf / sind, existiert das Integral f: p(x)u(x)v(x)dx wegen der
Schwarz Ungleichung. Mit Lu + Apu = Lv + ppv = 0 fur
a< x < bfolgt

A—u fa )v(x)dx
=A-n I|m6a6b—>0 fb-s-:bb (x)v(x)dx
= M, 0 [2r 2{u(x)[LVI(x) — ( )[Lu](x )}dx

= lime, ¢, 0{P()[U()V (%) = V)W ()]} 350 =
» Fir die Legendre DG
[(1 = x®)U'(X)] + Au(x) =0, xe[-1,1]
mit den Randbedingungen
limy—, 1 [u(x)| < oo, limy_, 1 |u(x)| < oo
sind die Legendre Polynome Pp(x) Eigenfunktionen mit
entsprechenden Eigenwerten A\, = n(n+ 1). Diese sind
orthogonal bezlglich des Gewichts p(x) = 1 auf [-1,1]:
(An = Am) [T Po(x)Pm(x)dx =

151 {(1 = x®)[Pa(x)Pp(x) = Pm(X)PH(x)]} ] = 0.
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» Die Bessel Funktion J,(x), n € N, erster Gattung erfullt

Ixu (X)) + [x — m2/x]u(x) = 0

und daher erflllt J,(xr),
Dy [rDrdn(k1)] 4 (K2r — 02 /1)dn(kr) =
{ X + 1% — PP /X1 (X) brmser = 0.
Fir die Bessel DG,
[r/ (N + [k%r — i?/rlu(x) =0, 0<r<a

mit den Randbedingungen

lim,—o u(r)] < oo, u(a)=0
ist Jn(rjr) eine Eigenfunktion mit Eigenwert m}?, wobei x;a
die jte Nullstelle der Bessel Funktion Jj(x) ist.

Da Jn(x) unendlich viele Nullstellen hat, gibt es unendlich
viele Eigenfunktionen.

Diese sind orthogonal bezlglich des Gewichts p(r) = r auf
dem Intervall / = (0, a]:
(I{I? - /{}2) foa rJn(m,r)Jn(mjr)dr =

{r[Jn(Fcif)JA(K/’I’)Ii}' — Jn(ﬁjf)J;,(ﬁif)Hi]}g =0.
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» Die Hermite DG

u"(x) —2xu'(x) + Au(x) =0, —o00o< X <400
lasst sich mit y = e=**/2u(x) so transformieren,
YV'(X)+ A= =1Dy(x) =0, —oo<x< 400
Mit den Randbedigungen
iMx——oo [Y(X)| =0, liMy_ o0 |y(X)| =0
ist yn(x) = e*XZ/ZHn(x) eine Eigenfunktion mit Eigenwert
An = 2n, n € Ny, wobei Hp(x) das Hermite Polynom ist.
Diese Eigenfunktionen sind quadrat integrierbar beztglich
des Gewichts p = 1 auf | = (—o0, 0),
[T y2(x)dx = [T e H2(x)dx < oo

Eine Orthogonalitatsbedingung fir die Hermite Polynome
l&sst sich so herleiten, m, n € Ng, m # n,

2(m — n) [ Hn(x)Hn(x)e ™ dx =

2(m — n) [27 yn(X)Ym(x)ax =
[ym(X)y(X) = Ym(X)ya(x)] L% — 0.
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» Fir die DG auf I = [a, b],
[P(x)U'(X)] + Q(x)u(x) =0, xel
seien P € C'(/) und Q € C(/) mit P(x) > 0.
» Wie oft schwingt eine Losung, d.h. wie viele Nullstellen hat
eine Losung in 1?7
» Basierend auf die Poincaré Phasenebene ist die folgende
Substitution nutzlich.

Def: Fir die obige DG sei die Priifer Substitution definiert durch
r(x) und 6(x) wobei
P(x)u'(x) = r(x)cosf(x), u(x)=r(x)sind(x)
Es gelten
P(x) = U2(x) + [POOU (X, tan0(x) = u(x)/[P(x)u'(x)]
und r(x) ist die Amplitudenvariable und 0(x) ist die
Phasenvariable.

Bemerkung: Hier besteht der Phasenraum aus
(Fluss, Zustand) anstatt (Position, Geschwindigkeit).
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» Fir nicht triviale Losungen u(x) gilt immer r(x) > 0. Sonst
bedeutet u(x) = v'(x) = 0 durch Eindeutigkeit, dass u(x) = 0.
» Durch cotf(x) = P(x)u'(x)/u(x) und die DG

~sin26(x) u(x) u(x)?

HI(X) — [P(X)UI(X)]/ _ P(X)U/(X)Z — —Q(X) _ LCOtZ Q(X)

P(x)
ergibt sich
0'(x) = Q(x)sin?6(x) + (1/P(x)) cos? f(x) (%)
» Durch r?(x) = [P(x)u'(x)]? + u?(x) und die DG ergibt sich
r(x)r'(x) = = [P)U C)I[QMx)u(x)] +u(x)[P(x)u'(x)]/ P(x)

=Q(x)r2(x) cos 0(x) sin6(x)
oder r'(x) = 3[1/P(x) — Q(x)]r(x) sin[20(x)] (1)
» Die DG () erfullt eine Lipschitz Bedingung,
SUPye(at) Dol Q(X) sin® 0 + (1/P(x)) cos? 6] <
2[SUP,cfa) | QUX)| + SUPyc(ap 1/1P(X)]] = L
also sind Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung des
Anfangswertproblems (x) mit f(a) = v € R garantiert.
» Die Lésung von (t) l&sst sich von der Lésung von (x) direct
bestimmen.




PrlGfer Substitution
Def: Das System (x) und (1) ist das Priifer System, das zur DG
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[P(x

>

W' (x)] + Q(x)u(x) = 0 aquivalent ist.

Die Nullstellen x, der Lésung u(x,) = 0 sind genau wo
sinf(x,) = 0 gilt.
Hier gilt auch cos? (x,) = 1 und nach (x) folgt #'(x,) > 0.
D.h. eine Losungskurve lauft durch die waagerechte Achse
nur gegenuhrzeigersinn.
Fur die DG auf / = [a, b] mit P(x) > P(x) > 0, P € C'(/),
Q(x) > Q(x )undQEC(I)

_ PGOEO) + Q)U(x) =0, xel
folgt 6(x) > 6(x) fur x € I aus 6(a) > 6(a) und dem Satz [29..
Die Funktion o(x) = (x) — 8(x) > 0 erfillt o/(x) > —Lo(x)
oder 0 < o(x)e™ < o(b)et?. Aus o(b) = 0 folgt
0(x) = 0(x), x € [a, b], und folglich sind 7(x) und r(x) sowie
U(x) und u(x) linear abhangig. Nimm an, 6(b) > 0(b).



Sturm Vergleichssatz

» Wenn sinf(a) = 0 gilt, folgt 6(x) > 6(a) = nr fur x > a.
Insbesondere gilt (b) = mx, m > n, wenn sind(b) = 0.

> Angenommen gilt nr = 6(a) < f(a) < 6(b) = mr. Sonst
ersetze A(x) mit 6(x) — (m — n)r.

» Wenn nr = 6(a) < 6(a) < 6(b) = mr < 6(b), m > n, gibt
es ein ¢ € (a, b) wobei sind(c) = 0.

Satz (Sturm Vergleichssatz): Seien u(x) und &(x) linear
unabhangige Losungen der DG’en [P(x)u'(x)] + Q(x)u(x) = 0
bzw. [P(x)¥(x)]' + Q(x)&(x) = 0 mit P(x) > P(x) > 0 und
Q(x) > Q(x). Dann zwischen zwei Nullstellen fir u(x) gibt es
mindestens eine Nullstelle fur &(x).

» Locker formuliert: Wenn P fallt und Q steigt, werden
Nullstellen gestaucht.
» Falls Q(x) > 0in [P(x)U/(x)] + Q(x)u(x) =
» U'(X)=0genau dann wenn cos §(X) = 0.
» Wenn (%) = (n+ §)m, folgt ¢'(X) = Q(x) > 0 aus (x).

- » Es gibt genau ein Max oder Min zwischen zwei Nullstellen von u.



Sturm Oszillationssatz

» Wie hangen die Nullstellen einer Eigenfunktion des
regularen Sturm-Liouville Systems von \ ab?
[P()U' (X)) + [Mo(x) — a(x)]u(x) =0, x € [a,b]
au(a) +d'v'(a)=0, Bu(b)+suU(b)=0

» Die Nullstellen erfullen

u(xp) =0 < sin(f(xp) =0 < 6(xn) = nm,n e Ny.
» Das Prifer System ist

0'(x) = [Mo(x) — q(x)]sin® 6(x) + (1/p(x)) cos® 6(x) (%)

r'(x) = 3[1/p(x) = Ap(x) + q(x)]r(x) sin[20(x)] (1)
» Bezeichne mit 6(x; \) die Phasenvariable in Abhangigkeit
von x und .

Satz (Sturm Oszillationssatz): Eine Ldsung 6(x; A) von (x) mit
6(a; \) =~ €[0,7) und X € R ist eine stetige und streng

steigend Funktion von X fur fixiertes x € (a, b]. Weiters gelten
A—00 A——00

0(x; ) — 4oound O(x; \) "—" 0 flr x € (a, b).
Wenn flr x, > a gilt 8(x,, A) = nm mit n € Ny, dann gilt
155 O(x,A) > nmflr x > xp.



Folge der Eigenfunktionen

» Die getrennten Randbedingungen,
au(a)+d'd(a)=0, Bu(b)+p'u(b)=0
werden zuerst beziglich der Priifer Substitution umformuliert,
p(x)U'(x) = r(x)cosf(x), u(x)=r(x)sind(x)
r?(x) = u?(x) + [p()U' (x)]?,  tand(x) = u(x)/[p(x)u (x)]
» Seien
y=min{y € [0,7) : p(a)tan(y) = —a'/a},a #0;, ~y=n/2,a=0
5§ =min{ € (0,7] : p(b)tan(é) = —3'/B},#0; d=7/2,6=0
» (u(x), \) ist ein Eigenfunktion/Eigenwert Paar des
regularen Sturm-Liouville Systems genau dann wenn die
Lésung des Priifer Systems erflllt
f(a,\)=~, O6(b,A\)=d+nm, neNp.
» Sei 6(a, \) = v die Anfangsbedingung fir 6. Laut dem
Sturm Oszillationssatz gibt es ein kleines )\, wobei
0(b, \o) = 0 gilt. Wahrend X gréBer wird, wird das nachste

An erreicht, n=1,2,..., wobei (b, \p) = ¢ + nr gilt.
159



Folge der Eigenfunktionen

» Flr jedes n € N mit
0(b,\n) =0+ nm, un(x) = ra(x)sin[0(x, \n)]
ist (un(x), An) ein Eigenfunktion/Eigenwert Paar des
reguléren Sturm-Liouville Systems
[P()U' (X)) + [Ao(x) — q(x)]u(x) = 0, x € [a,b]
au(a) +d'v'(a)=0, pBu(b)+ B (b)=0.
» Mit dem Sturm Oszillationssatz folgt aus
6(a,A\n) =~ € [0,7)und 8(b, \n) = d + nm € (nm, (n+ 1)x],
die Eigenfunktion up(x) hat genau n Nullstellen in (a, b).
» Wenn u(x) und Us(x) beide Eigenfunktionen sind, folgt aus
aup(a) + d'uy(a) =0 = adi(a) + o'U'(a)
(u(a), U'(a)) und (U(a), U’ (a)) sind linear abhangig. Mit
dem Satz [38] sind u(x) und &(x) linear abhangig.
Satz: Ein regulares Sturm-Liouville System hat eine unendliche
Folge von reelen Eigenwerten \g < Ay < --- mit A T 4 .
Die zu A, entsprechende Eigenfunktion u,(x) hat genau n

150 Nullstellen in (a, b), und sie ist bis auf ein mehrfach eindeutig.



Inhomogene Randwertprobleme
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>

Zu lésen ist das Randwertproblem,
[Lul(x) = u"(x) + p(x)u'(x) + q(x)u(x) = r(x), X € [a,b]
Au = au(a) + d'uv'(a) = ag, Bu = pu(b)+ g'u(b) = bo.
wobei p, g,r € C([a, b]) und o, &, ag, 3,8, 5o € R.
Fur |ao| + |Bo| # 0 sei U(x) die Losung fur
LU=0, U(a)=d, Uf(a)=-«
V(x) die Lésung fir
Lv=0, Vb)=pg, V(b)=-p
und R(x) die Lésung fir
LR=r, R(a)=0, R'(a)=0.
Fir~,0 e Rerfilt u=~U+ 6V + R,
Lu=r, Au=id[aV(a)+d'V'(a)=75sAV
Bu=~[pU(a) + p'U'(a)] + BR = vBU + BR
Wenn U und V linear unabhangig sind, folgt
W(U, V;x)#0, x € [a, b], und daher
AV =aV(a)+d'V'(a)=-U(a)V(a)+ U(a)V'(a) #0
BU = pU(b) + p'U'(b) = = V'(b)U(b) + V(b)U'(b) # 0.



Greensche Funktionen fir Randwertprobleme

» Es folgt, fiir gegebene Au und Bu ist das System
Au = 6AV, Bu=~BU+ BR
fir 6 und ~ eindeutig losbar.
» Wenn U und V linear abhangig sind, folgt W(U, V; x) = 0,
X € [a, b], und daher fir c € R
AV = cAU = clad + o/(—a)] =0
cBU =BV =pp' + p'(-B) =0.
Satz: Entweder existiert eine Ldsung fr
Lu=r, Au=cqay, Bu=/pg
fur beliebige «g, By € R, oder flr
Lu=0, Au=0, Bu=0
existiert eine Eigenfunktion mit Eigenwert 0.

Def: Wenn im ersten Fall des Satzes die Lésung des Problems
Lu = r, Au =0, Bu = 0 so dargestellt werden kann,
b

u(x) = / G(t, £)r(¢)de

a
150 ist G(x, &) eine Greensche Funktion zu diesem Randwertproblem.



Greensche Funktionen fir Randwertprobleme
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Satz: Seien L, A, B, U,V mit p,q,r € C([a, b]) und
a, o ag, 8,5, Bo € R wie oben gegeben. Wenn
W(x)=W(U,V;x)#0, x € [a,b], ist

b

a0 = [ Geore)ae
a
eine Lésung des Problems
Lu=r, Au=0, Bu=0

[ UV(E)W(E). a<x<e
Gix.0) = { UEV(x)/W(E). € <x<b.

Beweis: Die DG Lu = r folgt genau so wie fir den Satz [53]. Die
Randbedingungen folgen aus

AG(-,§) = AU[V(§)/W ()] =0, e (ab)

BG(-,§) = BV[U(§)/W(§)] =0, ¢« (ab) m

wobei

Bemerkung: Mit [Gr](x f G(x,&)r(&)d¢ folgt LGr = r
Vr e C([a, b)), d.h. G ist elne rechte Inverse von L auf C(]a, b]).
GLu=ugiltVu € {w € C?: Aw = Bw = 0}.



Approximation im quadratischen Mittel
Def: Seien f, {f,}7° ; quadrat integrierbar tber [a, b] bezliglich
eines auf [a, b] positiven Gewichts p(x). Die Folge {f,}5
konvergiert im quadratischen Mittel bezlglich des Gewichts p

wenn b
/ [£(x) — Fa(x)2o(x)dx "5 0

Satz: Seien f, {¢x}32  quadrat integrierbar tber [a, b]
beziglich eines auf [a, b] positiven Gewichts p(x), wobei die
Funktionen der Folge {¢n}5°  orthogonal bezliglich des
Gewichts p sind. Dann W|rd

E(’Y17-~~>'Yn / [f 27k¢k

mit {ck }_, minimiert, wobei

Ck/a Pa(X) dx_/f Yok(X

Beweis: Das Ergebnis folgt aus

b
E(vi,-.im) = | POOp(x)ax+> [(vk—ck)®—cZ] | #4( )dx m
o (71 v /a X Z Tk —Ck k/ K (X)p(x)dx



Approximation im quadratischen Mittel

Korollar: Wenn die Folge {¢x}?2 ; auch orthonormal ist,
b
[ aixe0px)ox = 5
a
wird E(74,...,vn) mit {cx}{_, minimiert, wobei
b n b
Ck = / f(xX)ok(X)p(x)dx und > cF < / 2(x)p(x)dx.
a k=1 a
Da n beliebig ist, folgt die Bessel Ungleichung,
o0 b
S < [ Fud
k=1 a

d.h. wenn f bezliglich des Gewichts p quadrat integrierbar ist,
gilt {Ck}ioz1 € ls.

Def: Die Koeffizienten {ck }3° 4 sind die Fourier Koeffizienten
von f(x) bezlglich der Folge {ox(x)}7 ;-
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Volistandigkeit einer Folge

Def: Sei{¢k(x)}%2, eine Folge von Funktionen, die auf [a, b]
orthogonal und quadrat integrierbar bezlglich eines auf [a, b]
positiven Gewichts p(x) sind. Die Folge ist vollstdndig, wenn fur
eine beliebige Funktion f € C([a, b]), 3{vx} -, wobei

b n
im_ /1600 - w(0px)dx = 0.
a k=1

n—oo

Bemerkung: Fir jede Funktion f(x), die auf [a, b] (Riemann)
quadrat integrierbar beztglich eines auf [a, b] positiven
Gewichts p(x) ist, gibt es fUr beliebige ¢ > 0 eine Funktion

¢ € C([a, b]) wobei

b
/a () — (P p(x)dx < .

Daher kann Stetigkeit mit (Riemann) quadrat Integrierbarkeit
bezliglich des Gewichts in der Definition der Vollstandigkeit

ersetzt werden.
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Volistandigkeit einer Folge

Satz: Sei {¢x(x)};2, eine Folge von Funktionen, die auf [a, b]
orthogonal und quadrat integrierbar bezlglich eines auf [a, b]
positiven Gewichts p(x) sind. Seien {c(f)}z_ die Fourier
Koeffizienten einer Funktion f(x) beztglich der Folge
{ok(x)}re 4. Die Folge ist vollstandig, genau dann wenn

/f2 dx_ch /¢k Jdx, vf e c([a,b]).

Beweis: Das Ergebnis folgt mit der Bessel Ungleichung aus
b n
ACE > w0 ) =
a

[/ f2(x)p(x)dx — ch /¢k LO

+ Z[’chk(f)]z/ ¢i(X)P(X)dX] =
k=1 a >0
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Volistandigkeit einer Folge

168

Korollar: Wenn die Folge {¢x}?2 , auch orthonormal ist, ist sie
vollstandig genau dann wenn die Parseval Gleichung gilt

/ £2(x dx—ch vf € ¢([a, B]).

Korollar: Die Funktionen {cos(kx), sin(kx)}z , bilden eine
vollstandige orthogonale Folge im Intervall [—, 7].

Korollar: Die Funktionen {cos(k7(x — a)/(b — a))}z, bilden
eine vollstandige orthogonale Folge im Intervall [a, b]

Satz: Mit Px(x) ein Polynom kten Grades sei { Px(x)}72, eine
Folge von Polynomen, die auf dem Intervall [a, b] orthogonal
bezlglich eines auf [a, b] positiven Gewichts p(x) € C([a, b])

sind, b
/ Pm(Xx)Pn(x)p(x)dx =0, m#n

Dann ist die Folge vollstandig auf [a, b].



Vollstandigkeit der Eigenfunktionen
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Satz: Die Eigenfunktionen {ux(x)}z_; eines regularen
Sturm-Liouville Systems
[PC)U' (X)) + Ap(x) — q(x)]u(x) =0,  x € [a, b]
au(a)+ad'u'(a)=0, Bu(b)+p'Uub)=0
sind orthogonal und vollstéandig auf [a, b] bezlglich des
Gewichts p(x).

Def: Ein Hilbertraum ist ein vollstandiger Skalarproduktraum.

Def: Eine orthonormale Folge in einem Hilbertraum ist eine
orthonormale Basis genau dann wenn sie vollstandig ist.

Bemerkung: Sei {¢x(x)}%; eine Folge von Funktionen, die
auf [a, b] quadrat integrierbar, orthonormal und vollstédndig sind.

Der Funktionenraum
Z’Ykébk Z Yk < 00 }

ist der Hilbertraum L2([a b]) der Lebesgue quadrat
integrierbaren Funktionen.
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