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1 Grundbegriffe

Aufgabe: Erklire Determinismus, Indeterminismus, Zufall, GesetzméBigkeit, Ursache, Wirkung,
Zustand, Wahrscheinlichkeit.

Aufgabe: Finde ein Experiment, in dem das Ergebnis sich aus Zuféllen ergibt, aber es ist so hoch
wahrscheinlich, dass es als gewiss betrachtet werden kann.

Determinismus ist die Auffassung, dass ausgehend von einer vollstindigen Feststellung des ge-
genwértigen Zustands eines Systems, alle zukiinftigen und alle vorherigen Zusténde des Systems
laut strengen GesetzmiBigkeiten bestimmt werden. Die iibliche Metapher des Determinismus ist
eine Uhr, die nach mechanischen Regeln lduft. Das Konzept des Determinismus héngt offenbar von
einem Konzept des Zustands eines Systems ab. Fiir eine Uhr gelten die Zahnrédder und die Folge
ihrer Schritte vielleicht selbstverstindlich als die Zusténde bzw. die Regeln des Systems. Jedoch
fithrt eine ndhere Betrachtung zu der Erkenntnis, wie uneindeutig diese Vorstellung ist. Bestehen
die Zahnrider aus Teilchen, Wellen, verknoteten Saiten oder noch etwas? Was genau ist die Kette
von Ursache und Wirkung, die hinter den Schritten der Zahnrider zu finden sind? Was bedeuten
Ursache und Wirkung, wenn die Zustéinde und die GesetzméBigkeiten unklar sind?


https://imsc.uni-graz.at/keeling/
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/numerik.pdf
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https://imsc.uni-graz.at/modellwoche/2020/ProbPhysik.pdf

Indeterminismus ist die Auffassung, dass nicht alle Zustéinde eines Systems aus einer vollstdndigen
Charakterisierung des gegenwiértigen Zustands bestimmt sind. Das Konzept des Indeterminismus
héngt mit dem Konzept des Zufalls zusammen. Wenn in gewissen alltéiglichen Kontexten {iber
Zufille gesprochen wird, wird mindestens implizit auf einen Mangel an Wissen hingewiesen, als ob
ein Ereignis wie z.B. eine Begegnung voraussehbar gewesen wire, wenn ausreichend Information
tiber Rahmenbedingungen vorgegeben worden wire. Eine tiefere Vorstellung eines Zufalls beschreibt
ein Ereignis, das nicht einmal im Prinzip eindeutig bestimmt werden kann, egal wie viel Information
aus Perspektiven zur Verfiigung steht, die in Raum und Zeit vom Ereignis getrennt sind.
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Mit der Verwendung von Wahrscheinlichkeiten wird versucht, iiber solche Zufélligkeiten genauer
zu sprechen, aber was genau wird damit gemeint? In einem deterministischen Kontext wird ei-
ne Wahrscheinlichkeit als der Anteil der Rahmenbedingungen beschrieben, die zu einem Ereignis
fithren. Jedoch ist diese Vorstellung nicht sinnvoll, wenn ausgewéhlte Rahmenbedingungen nicht
eindeutig zu einem Ereignis fithren. Eine robustere Vorstellung basiert auf Haufigkeit, wobei die
Wahrscheinlichkeit darstellt, wie oft ein Ereignis sich ergeben wiirde, wenn gewisse Bedingungen
wiederholt gerahmt werden.
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Implizit bei allen dieser Konzepte sind Vorstellungen von Raum und Zeit. Ausgehend von Newton
gibt es eine iibliche Pragung, dass Raum und Zeit mit einem Achsensystem versehen sind, wobei die
rdumlichen Achsen senkrecht auf einander stehen, und die Zeitachse in die Zukunft zeigt. Weiters
soll dieses Achsensystem gelten, unabhéngig davon an welcher Stelle in Raum und Zeit es gewurzelt
wird und unabhéngig davon ob es Materie oder Bewegung geben sollte. Ausgehend von Einstein gibt
es eine Aktualisierung dieser Pragung, wobei das Achsensystem eine Kriimmung besitzt, die anders
ist an verschiedenen Stellen in Raum und Zeit. Weiters gibt es laut der Relativitdtstheorie kein
universales Jetzt, das von allen Perspektiven in Raum und Zeit gelten kann. Wegen der aktuellsten
Herausforderungen in der theoretischen Physik hat sich die Intuition entwickelt, dass Raum und
Zeit aus grundlegenderen Aspekten der Realitéit entstehen. Minimalistisch zeitlich spricht man iiber
eine Folge von Ereignissen, die Hier hinter einander ablaufen. Minimalistisch rdumlich spricht man
iiber eine Trennung von Orten, die kein gemeinsames Hier teilen.
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In diesem Projekt werden Experimente gerahmt, in denen die mikroskopischen Eregnisse in gewisser
Weise zufillig sind, aber die makroskopischen Eregnisse so wahrscheinlich sind, dass diese praktisch
als deterministisch betrachtet werden kénnen. Elemente der Wahrscheinlichkeitstheorie werden fiir
diese Téatigkeit notwendig. Zielfithrend ist auch eine Vertrautheit mit gewissen Phénomenen der
grundlegenden Physik, wie z.B. die Gleichgewichtsverteilung von Teilchen in einem festen Behélter
(Statistische Mechanik), die Brownsche Bewegung von Teilchen in einer stationdren Fliissigkeit
(Diffusion) und das Interferenzmuster von ausgestrahlten Teilchen durch eine Barriere mit Spalten
(Quantenmechanik).

2 Wahrscheinlichkeitstheorie

Siehe Seiten 52-89 im Statistik Skriptum.

Aufgabe: Erkldre Kombination, Variation, Permutation, Zahlprinzip, Wahrscheinlichkeit, Erwar-
tungswert, Varianz, Zufallsvariable, Zufallsvektor, Unabhéngigkeit, Korrelation.

Aufgabe: Erkliare die Bernoullische, Binomiale, Multinomiale, Gaufische Verteilungen und den
Zentralen Grenzwertsatz.

Aufgabe: Im Video| wird ein Beispiel priisentiert, bei dem viele Probanden jeweils eine Schitzung
der Anzahl der Geleebohnen im Glasgefifl abgeben. Bestimme, ob der Mittelwert der Schéitzungen
in gewisser Weise zur tatsichlichen Anzahl der Geleebohnen konvergiert, wenn die Anzahl der
Schitzungen unendlich grofl wird. Besonders relevant in diesem und in spéteren Kontexten ist das


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://youtu.be/iOucwX7Z1HU

Konzept der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit: Zufallsvariablen Y,, konvergieren zum Wert p in
Wahrscheinlichkeit, wenn jede Abweichung des Zufallswerts Y,, vom Wert p erfiillt,

P(|Y, —p| >€) =30 oder P(|Y,—pul<e) =31, Ve>0

wobei P(|Y,, — u| > €) + P(|Y,, — u| <€) = 1 immer gilt. Siehe den Zentralen Grenzwertsatz im
Skriptum.

3 Gleichgewichtsverteilung von Teilchen

3.1 Viele Miinzen werfen

Aufgabe: Seien ganz viele Miinzen gegeben, wobei fiir jede Miinze die Wahrscheinlichkeit ¢ ist,
dass Zahl geworfen wird. Wenn n dieser Miinzen gleichzeitig geworfen werden, finde die Wahr-
scheinlichkeit, dass genau m davon Zahl sind. Mit ¢ = 1/2 bestimme die Anzahl m*, mit dem
die Wahrscheinlichkeit maximal ist. Hat diese Wahrscheinlichkeit den Grenzwert 1, wenn n immer
grofler wird? Konvergiert der durchschnittliche Anteil der Miinzen mit Zahl in Wahrscheinlichkeit
zu m*/n?




Sei @ = {K,Z} der Ergebnisraum fiir den Wurf einer dieser Miinzen. Seien die Miinzen mit
{Mi,...,M,} markiert. Fiir eine beliebige Miinze sei X : Q — {0, 1} eine Zufallsvariable mit

und mit der Bernoulli Verteilung

mit Erwartungswert bzw. Varianz,
E(X)=q, E(X-q)?%) =q(l-q).

Nun fiir j =1,...,n sei X; : Q — {0,1} eine Zufallsvariable, die den Miinzenwurf der iten Miinze
darstellt. Angenommen sind alle Zufallsvariablen {Xj}?:1 von einander unabhéngig und gleich

verteilt wie X. Sei die Zufallsvariable Y () die Anzahl der n Miinzen mit Z,
Y(”) =Xi+--+ X,

Fiir die Wahrscheinlichkeit vom Ereignis Y™ = m wird beispielsweise der Fall n = 2 betrachtet.
Es gelten

PY® =m)=P(X1+Xo =m) =

l1+1la=m l1+lo=m
Y PX1=l)P(Xa=1l)= Y PX=01)PX=1I)=
l1,l2€{0,1} l1,l2€{0,1}
P(X =0)P(X =0), m =0 1 - (1-¢?% m=0
=4 PX=1)PX=0)+P(X=0P(X=1), m=1 =< 2 - ¢q(l—q), m=1
P(X =1)P(X =1), m=2 1 q, m =2

wobei die Koeffizienten {1,2,1} gegeben sind durch

l1+lo=m 1, m = 0
l1,l2€{0,1} 1, m = 2.

Fiir eine allgemeines n ist die Summe gegeben durch den Binomial-Koeffizienten,

li++lp=m |
Z 1= n _
m m!l(n —m)!

1;€{0,1}

die Anzahl der moglichen Zerlegungen von n unterschiedlichen Elementen {M;j,...,M,} in 2 un-
terschiedliche Bins jeweils mit m und n — m Elementen. Fiir Y™ gilt

mi+-+mnp=m

PY™ =m) = Y PXi=m)- P(Xp=mp) =
m;€{0,1}
mi+-+mp=m mi+-+mp=m
Z P(X =mq)-- P(X =myp) = Z gt (1 gynma——mn
m;€{0,1} m;€{0,1}

mi+-+mnp=m

= Y """ = ( :1 >qm(1—q)nm, m=0,...,n.

m;€{0,1}


https://www.crashkurs-statistik.de/bernoulliverteilung/
https://matheguru.com/stochastik/binomialverteilung.html

Diese ist die Binomial Verteilung fiir Y (™. Da die Miinzenwiirfe unabhingig sind, ist der Erwar-
tungswert der Summe gegeben durch die [Summe der Erwartungswerte

py =B W) = E(X1 + -+ Xn) = B(X1) + - + E(Xy) = ng
und die Varianz der Summe ist gegeben durch die Summe der Varianzen,
2 _E(Y™ _ N E((X, — Np L E((X, — N6 402 =ng(l—
Oy = E(( py)”) = E((X1—px,)") +- -+ E(Xn —px,)") = oX, +---+0oX, =nq(1—q).

Mit ¢ = 1/2 gelten
P(Y™ =m) = < " >2—”

m

und

2 2
Pym) =n/2=npx, Oym =n/4=nox.

Die folgenden Beispiele zeigen,

n=2) m:[1]2 n=3) m:[1|2|3 (n=4) m:{1|2|3
2PY@ =m):[1]1] [22P0® =m):[1]2]1]| [2*POYB =m):[1]3]|3]1

dass die Wahrscheinlichkeiten durch das Dreieck von Pascal gegeben sind. Offenbar wird die Ver-
teilung mit m = |[n/2] maximiert, wobei |-| das floor der Zahl bedeutet. Zur Bestétigung wird
die Formel von Stirling verwendet,

n! ~ 27m<ﬁ)n, n — 00
e
Es folgt nach Vereinfachung
PY™ =) 2% n n 9",

2rm(n —m) m™(n —m)"—m

Da die logarithmische Funktion streng steigend ist, wird P(Y (™) = m) maximiert, wenn die folgende
Funktion minimiert wird,

L(m) = (m+ 3)In(m) + (n —m + &) In(n —m).
Mit der groberen Stirling Approximation In(n!) ~ nln(n) — n ist die Approximation L(m) =
mln(m) + (n +m)In(n — m) = L(m) streng konvex auf [0,n] mit einer einzigen kritischen Stelle
m = n/2. Mit
L'(m) =In(n —m) —In(m) + 3(1/(n —m) — 1/m), L'(n/2)=0

wird L(m) und auch L(m) in m = n/2 minimiert. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass n
gerade ist, also gilt m = n/2. Mit der Formel von Stirling folgt nach Vereinfachung

P =n/2) =¥ \/27T(TL/2)(TL —n/2) (n/2)"2(n — n/2)n—n/2 2= \/; =o.

Daher konvergiert diese Wahrscheinlichkeit nicht zu 1. Es stellt sich aber die Frage, ob der Mittel-
wert Y, /n zu 1/2 in Wahrscheinlichkeit konvergiert,

P <‘Y(”)/n - 1/2‘ < e) "2 Ve 0.

6
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Laut dem Zentralen Grenzwertsatz gilt,

n) [y —
P(Y 1//%—“Xe[a,b1) =T P(Z€lab]), Z~N(0,0%), a<b, abeR

wobei N (0,0%) die normale Verteilung mit Erwarungswert 0 und Varianz o% ist. Daher gilt

Y™ /n—1/2

P(’Y(")/n—1/2’ ge) :P< T

< a/ﬁ) P (1Z] € eyn) 31

3.2 Viele Wiirfel werfen

Aufgabe: Seien ganz viele sechsseitigen Wiirfel gegeben, wobei fiir jede Wiirfel die Wahrschein-
lichkeit % ist, dass die Wiirfel auf einer beliebigen Seite landet, d.h. die Zahlen {1,...,6} sind gleich
wahrscheinlich. Wenn n dieser Wiirfel gleichzeitig geworfen werden, finde die Wahrscheinlichkeit,
dass die maximale Summe m* der geworfenen Zahlen erreicht wird. Hat diese Wahrscheinlichkeit
den Grenzwert 1, wenn n immer grofer wird? Konvergiert der Durchschnitt der erschienenen Zahlen
der geworfenen Wiirfel in Wahrscheinlichkeit zu m*/n?

Sei Q = {51, 59,...,5} das Ergebnisraum fiir den Wurf einer Wiirfel, wobei S; die Wiirfelseite
mit der Zahl i darstellt. Sei X : 2 — {1,...,6} eine Zufallsvariable mit

X(S1)=1, ... X(Se¢)=6
und der Verteilung
P(X=i)=4%, i=1,...,6, P(X¢&{l,...,6})=0
mit Erwartungswert und Varianz,
px =E(X)=7/2, o% =E((X —7/2)?) =35/12.

Fiir den iten Wiirfelwurf sei X; gleich verteilt wie X. Fiir eine n-Mal unabhéngige Wiederholung
des Wiirfelwurfs sei Y™ die Summe der Zahlen auf den erscheinenen Wiirfelseiten,

Y("):X1+...+Xn.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Da die Zufallsvariablen {X;}!" ; unabhéngig sind, ist der Erwartungswert der Summe gegeben durch
die Summe der Erwartungswerte

E(Y™) = E(Xy) 4 - + E(X,,) = Tn/2
und die Varianz der Summe ist die Summe der Varianzen,
E((Y™ —7n/2)?) = E(X; — 7/2)?) + --- + E((X,, — 7/2)?) = 35n/12.
Das Ergebnis (Y (2) = m) lisst sich so darstellen,

Y@ =m) = YW =m-—1und X;=1)
oder (Y =m —2und Xy =2)
oder
oder (Y =m —6und Xy = 6).

Da die Eregnisse (X9 =1i),7=1,...,6, disjunkt sind, gilt

P(Y® =m) P(Y®M =m —1und Xy =1)

+ PYW =m —2und Xy =2)
+ P(YW =m —6und X, = 6).
Da die Wiirfe unabhéingig sind, gilt
PY®=m) = PYW=m-1)-P(Xo=1)
+ P(Y®D =m—2) - P(Xy=2)
_|_ .
+ P(Y®D =m —6) P(Xy = 6)

Ahnlich fiir jedes n gilt
P —m) = [POY® =m = 1)+ POV =m = 2) 4+ P =m = 6)| /6, n<m<6n.

FEine exakte Formel fiir die Verteilung ist gegeben durch

[(m—n)/6]
n 1 n m—6k—1
PYW=m=g > (_1)k<k>( n—1 >
k=0

Da die Wiirfelwiirfe unabhéingig sind, ist der Erwartungswert der Summe gegeben durch die |[Summe
der Erwartungswerte

und die Varianz der Summe ist gegeben durch die |Summe der Varianzen,

02 =E((Y™ — py)?) = 0%, +--- + 0%, = 35n/12.
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Die folgenden Beispiele zeigen,

(n=1) m:[1][2[3[4]5][6 (n=2) m:[2[3]4]5]6[7[8]9]10[11]12
6PYD =m):[1[1[1|1|1|1] [62P(Y@ =m):|1|2[3[4]5]6[5[4] 3] 2] 1

(n=3) m:[3[4|5| 6| 7| 8| 9/10|11]12|13|14|15|16 17|18

63PY®@ =m):[1[3]6|10[15]21]25]27|27|25(21]15][10] 6| 3| 1
(n=4) m:[4[5] 6] 7] 8] 9J10[ 11| 12] 13] 14[ 15[ 16 17][18[19[20]21[22]23 24
6'P(Y® =m):[1]4[10[20|35|56]80]104|125|140 | 146 [ 140|125 | 104 |80 |56 |35[20[10] 4| 1

die Verteilung wird immer glockenférmiger. Weiters wird die Verteilung mit m = |7n/2| = |ty |
maximiert und

PYyW =|7/2]) = 1/6 =~ 0.167
P(Y® =14/2]) = 6/36 =~ 0.167
P(Y®) =|21/2]) = 27/216 =~ 0.125
P(Y® =|28/2]) = 146/1296 ~ 0.113
P(Y™ = |7n/2]) = 0

Offenbar konvergieren diese Wahrscheinlichkeit nicht zu 1, sondern zu 0.

Aufgabe: Zeige durch Induktion, dass die Verteilung fiir Y bei m* = |7n/2| maximiert wird,

n—oo

und P(Y("™) = m*) =537 0.
Laut der obigen Tabellen gelten fiir n = 2, 3,

m* = |Tn/2]
PY™ =m*) = max{P(Y™ =m)}
PY®™W=m) = 0, m=1,...,n—1
PYM™M=m) > 0, m=n,...,6n
PY®™W=m) = PY®™=mn—-m), m=n,...,|Tn/2]
steigend, m=n—1,...,m"
P(Y™ =m) ist fallend, m — { . m*, n gerade }7 . 6n
m*+ 1, n ungerade

Nimm an, dass diese auch fiir ein fixiertes beliebiges n > 3 gelten. Laut der Rekursionsformel gelten
fir n + 1,

PY®t) —=p41) = PY®W = n)/6
> P(Yt) =n) =0

PY D =p4+2) = [P(Y™ = n) +P(Y™W =n4+1)]/6
> PY"HD =n 1)

PY®D =p45) = [PY® =n)+-- -+ P(Y"™ =n+44)]/6
> Pt =n44)




PY+t) =k 4+1)

= [PY® =k -5)+---+ PY™ =k)]/6
> Pyt =)
k=n+5,...,m*

PY(™) =m* +2) =

[P(Y(™) =m* —4) + P(Y™) =m* —3) + P(
PY®™ =m* —1) + P(Y™ =m*) + P(Y(™
[P(Y() =m* —4) + P(Y™) = m* —3) + P(Y"™) = m* — 2)+
P(Y"W =m* — 1)+ P(Y"W = m*) + P(Y (™
(

> [P(Y®W =m* —4)+ P(Y™ =m* —3) + P(Y(W = m* — 2)
+P(Y™ =m* — 1)+ P(Y™W = m*) + P(Y(™) = m* — 5)]/6

= Pyt = m* +1)

PYH) =m*4+3) = [P(Y <n> =m*—3)+PY" =m*—2) + P(Y(™) =m* — 1)+

P(Y ! ) +P(Y®™ =m* + 1)+ P(Y™ = m* +2)]/6

= [P(Y(”) =m*—3)+PY"W =m* —2) + PY"™ = m* — 1)+
PY™ =m*) + P(Y™W =m* + 1) + P(Y(™ = m* - 2)]/6

> [P (Y(”) =m*—=3)+ P(Y™ =m* —2) 4+ P(Y(®) = m* — 1)
+P(YW =m*) + P(Y™ = m* +1) + P(Y(™) = m* — 4)]/6

= PY(H) = m* 4+ 2)

PYH) =6n+6) = P(Y™ =6n)/6

P(Y" D) = 6n +5) =

= P(Y™ =n)/6=P(Y"+t) = pn 4 1)
[P(Y(™) =6n — 1)+ P(Y™ =6n)]/6
= [PY™ =n+1)4+P(Y™ =n)]/6
= PYHD =p49)
( )

> PY" ) =n+1)=PY " =6n+6)
p(y(n+1) =6n+2) = [P( —6n—4)—|— +P(Y 6n)]/6
— [PV —n+4)+ -+ PV = )]/
> P(Y(”“ =n+4) =Pt =6n 4 3)
PY(t) — g 4+6) = [P(Y™W =k)+ +P( Y =k +5)]/6

= [P(Y(™ —7n—k:) 4+ P(Y™ =70 —k—5)]/6
= Pyt —7n—k+1)
> PYH) =7p — k)= P(Y("HD) =k 4 7)

*
k—6n—5, ... *m, n gerade
m* 41, n ungerade

10



PYH) =m*4+5) = [PY®W =m*—1)+ PY™ =m*) + P(Y"™ =m* + 1)+
PYM™ =m*+2)+ P(Y®W =m* +3)+ P(Y™) =m
= [POY®) =Tn—m*+1)+ PY™ =m*) + P(Y"W = m* + 1)+
PY®™ =m* +2) + P(Y®™W = m* +3) 4+ P(Y("™) = m* +4)]/6
> [PY™ =m* +5) + PY™ =m*) + P(Y"W = m* +1)
+P(Y™ =m* +2) + P(YW = m* + 3) + P(Y"W) = m* + 4)]/6
= PY(Ht) = m* +6)
PYHD =m*+4) = [P(Y®W =m* —2) + P(Y"W = m* —1) + P(Y"™) = m*)+
PY™ =m* +1)+ P(Y™ =m* +2) + P(Y™ = m* +3)]/6
= [POY"™ =Tn—m*+2) + P(YW =m* — 1)+ P(Y(™) = m*)+
PY®™ =m* +1) + PY"™ =m* +2) + P(Y™ = m* +3)]/6
> [PY™ =m* +4) + PY™ =m* — 1) + P(Y(™) = m¥)
+PY ™ =m* +1) + P(Y™ = m* +2) + P(Y"™) = m* + 3)]/6
= PY D = m* 4 5)

Daher erfiillen die Wahrscheinlichkeiten {P(Y("*1) = m)16"_ die Eigenschaften, die fiir die Fille
n = 2,3 explizit bestitigt worden sind. Dass die Wahrscheinlichkeiten {P(Y(™ = |7n/2])}2%, zu
Null konvergiert, lisst sich folgendermaflen zeigen. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass 7n/2
ganzzahlig ist. Laut dem Zentralen Grenzwertsatz gilt,

1/v/n

wobei N(0,0%) die normale Verteilung mit Erwarungswert 0 und Varianz 0% ist. Es gilt daher

(n):m — Y(”)/n—,uX:m/n_MX n—oco :w _
PY ) P( L U >—>P(Z NG ) =0

Es stellt sich aber die Frage, ob der Durchschnitt Y /n der erschienenen Zahlen der geworfenen
Wiirfel zu px = 7/2 in Wahrscheinlichkeit konvergiert,

Y /n - n—c0
P( /n “Xe[a,b]> 2F P(Z € [a,b]), Z~N(0,0%), a<b, abeR

P ((Y<">/n - 7/2‘ < e) "] Ve 0.
Dies folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz,

Y™/ —17/2

P ()Y<">/n— 7/2’ < e) —p ( —

< a/ﬁ) P (1Z] € eyn) 31

3.3 Viele Teilchen zerfallen

Siehe das Skriptum| iiber radioaktiven Zerfall und das Videol

Aufgabe: Seien ganz viele radiaktive Teilchen gegeben, wobei fiir jedes Teilchen die Wahrschein-
lichkeit g(t) ist, dass das Teilchen im Zeitintervall [0, ¢] zerfillt. Finde ¢(¢) wenn das Teilchen kein
Gedéchtnis hat, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit eines Zerfalls genau im Zeitintervall [s, s + ¢] von
s nicht abhéngt. Wenn es n solcher Teilchen gibt, finde die Wahrscheinlichkeit, dass genau m da-
von innerhalb des Zeitintervalls [0,t] zerfallen. Mit der Halbwertszeit ¢ der Substanz bestimme die
Anzahl m* der im Zeitintervall [0,#] zerfallenen Teilchen, die am wahrscheinlichsten ist. Hat diese
Wahrscheinlichkeit den Grenzwert 1, wenn n immer grofier wird? Konvergiert der durchschnittliche
Anteil der zerfallenen Teilchen in Wahrscheinlichkeit zu m*/n?
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Sei Q@ = {K,Z} der Ergebnisraum fiir den Zerfall eines radioaktiven Teilchens, wobei Z = Zerfall
und K = kein Zerfall. Sei X (¢) : [0,00) — {0,1} eine Zufallsvariable fiir den Zerfall eines beliebigen

Teilchens mit
Ergebnis K = X (t) =0, Ergebnis Z= X(¢) = 1.

Wenn das Teilchen kein Gedéchtnis hat, erfiillt die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(X(s+1t)=01|X(s)=0)=P(X(t)=0).

Durch die Regel von Bayes gilt

P(X(s+1)=0) & P(X(s) =0)  P(X(s+1)

=0)
P(X(s) =0) - P(X(s)=0) °

P(X(s+1t)=0|X(s)=0) =

Da die linke Seite durch die Bedingung der Gedéchtnislosigkeit gegeben ist, folgt fiir die sogenannte
Uberlebungsfunktion S(t) = P(X(t) = 0),

S()S(s) = 8(s + 1),

Mit

folgt mit der Gedéchtnislosigkeit

S(t+dt) — S(t) _ S()S(dt) — SWS©) _ g, S(dt) - S(0)
dt N dt =S5() dt
Mit 5(0)

und dt — 0 ergibt sich
S'(t) = —=AS(t), S(0)=1.

Die Losung fithrt zu der exponentiellen Verteilung fiir S(t) = P(X(t) = 0),

P(Xt)=0)=e™ PX@t)=1)=1-e t>0.

12



Man merkt, die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X (s +t) =0 & X(s) = 0) erfiillt

P(X(s+1) =0 X(s) = 0) = THE +pt<)xz<(; - gg@ - P%?(;t;m
6—>\(s+t)

=—% = e M =P(X(t)=0).

Dabher erfiillt ein einziges Teilchen die Bedingung der Gedéchtnisloskeit. Analog zu einem Miinzen-
wurf gelten

px =BX(@®) =1-e™, 0%y =E(X(0) - EX(©))*) = (1-eM)e™.

Sei nun X;(t) : @ — {0,1} eine Zufallsvariable, die den Zerfall des iten Teilchens darstellt. Ange-
nommen sind alle Zufallsvariablen X; von einander unabhéngig und gleich verteilt wie X (t). Sei
die Zufallsvariable

n
YO (1) =3 X(0)
i=1
die gesamte Anzahl der Teilchen, die im Zeitintervall [0, ¢] zerfallen. Analog zu einem Miinzenwurf

hat Y (™ (t) die Binomial Verteilung,

PO =k = ()= ez

mit Erwartungswert und Varianz,
=EY™#) =n(l—e ™M) =
ty g =EYY () =n(l —e™ ) = nux@

oy = E(YT () —EQ™(1))%) = ne M(1 — e ™) = nok,.

Mit der Halbwertszeit t = In(2)/A, bei der E(Y™ () = n/2 gilt, gelten fir X = X(f) und
yn) — y®) (1),
HYW:n0:<n>2”
m

und
— — 2 _ _ 2
fy) =N/2=npg, 0y =n/d=noy.

Die folgenden Beispiele zeigen,

n=2) m:[1]2 mn=3) m:[1|2|3 (n=4) m:[1|2|3|4
2P(Y® =m):|[1|1] [22PYP =m):|1[2]1| |22POYBD =m):|1[3|3]1

dass die Wahrscheinlichkeiten durch das Dreieck von Pascal gegeben sind. Genau wie beim Miinzen-

wurf wird die Verteilung mit m = |n/2| maximiert, wobei |-| das floor der Zahl bedeutet. Zur

Vereinfachung wird angenommen, dass n gerade ist, also gilt m = n/2. Mit der Formel von Stirling,
n

n
n! ~ 27rn<7), n — oQ.
e

folgt nach Vereinfachung

n
n—oo

— 0.

n _

P o) e G T

2
™
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Daher konvergiert diese Wahrscheinlichkeit nicht zu 1, sondern zu 0. Es stellt sich aber die Fra-
ge, ob der durchschnittliche Anteil Y™ /n der zerfallenen Teilchen zu 1/2 in Wahrscheinlichkeit
konvergieren,

P <‘Y(")/n - 1/2‘ < e) "UF Ve 0.

Laut dem Zentralen Grenzwertsatz gilt,

Y™ I — s 5
P X "o piy Z ~ N 2 R
( 1/ﬁ € [CL, b] — ( S [aab])a (07ax)7 a< b: a7b €

wobei N (0, 0?() die normale Verteilung mit Erwarungswert 0 und Varianz 0?2 ist. Daher gilt

Y™ /p—1/2

P(‘fx(n)/n_yz‘ §e> =P ( —m

< eﬁ> "3 P(1Z) < ev/n) L

3.4 Viele stationire Teilchen in einem Behéilter

Aufgabe: Seien ganz viele Teilchen und ein Behilter gegeben, wobei der Behilter in ganz vielen
Bins unterteilt ist. Sei es gleich wahrscheinlich, dass ein beliebiges Bin mit einem beliebigen Teilchen
besetzt wird. Finde die Verteilung der absoluten Anzahlen {m} le von n Teilchen in k < n Bins,
die am wahrscheinlichsten ist. Hat diese Wahrscheinlichkeit den Grenzwert 1, wenn n immer grofier
wird? Konvergiert die Verteilung der relativen Anzahlen in Wahrscheinlichkeit zu {m}/n}*_,?

Sei Q@ = {B1,Ba,...,Bi} das Ergebnisraum mit den moglichen Orten der Teilchen. Seien die Teil-
chen mit {Ty,Ty,...,T,} markiert. Analog zu einem Miinzenwurf sei fiir ein beliebiges Teilchen
Xi:Q — {0, 1} eine Zufallsvariable, die das ite Bin darstellt, und zwar mit

und mit der Verteilung
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wobei

0<G<l, q+-ta=1
weil ein Teilchen sich in irgendwelchem Bin befinden soll. Mit X = {Xi,...,X;} und ¢ =
{q1,--.,q1} gelten

E(X)=gq, E ((X —q) (X — q)T> = diag(q) —qq ',

d.h. die Zufallsvariablen X; sind korreliert, weil ein Teilchen sich nicht gleichzeitig in 2 verschiedenen
Bins befinden kann. Nun fiir j = 1,...,n sei X;; : Q@ — {0, 1} eine Zufallsvariable, die fiir das jte
Teilchen darstellt, ob es sich im iten Bin befindet. Da die Teilchen unabhéngig von einander und
gleichartig Platz finden, sind die Zufallsvariablen {X; ;}_; unabhéngig und gleich verteilt wie X;.

Sei die Zufallsvariable Yi(n) die Anzahl der n Teilchen im iten Bin,

y () _ Xi1+ -+ Xin.

7

Seien Xj = {Xl’j, e ,XkJ}, lj = {le, . ~7lk,j}7 Y(n) = {Yln), ‘e ,Yk(n)} und m = {ml, .o .,mk}.

Analog zum Miinzenwurf gilt hier

L+ +lp=m
P(Y®™ =m) = Z P(Xi=0) P X,=1,) =
le{O,l}k
Lit++ln=m
Y P(X=0)---PX=1,)=
le{O,l}k
l1++ln:m
Y [P(Xyi =) P(Xp =1g1)] X - X [P(Xy = l10) - P(Xg = lp))]
le{O,l}k
L+ AHl,=m —_— I lLi++Hl,=m k
Z q11,1 n,1 “'quk nk _ Z qgm “.qzlk7 Zmz —n
1;€{0,1}* 1je{0,1}* =1

wobei die Summe durch den Multinomial-Koeffizient| gegeben ist,

Li++lp,=m ' k
n n:
g 1= = , g m; = n,
mi1 mg -+ Mg ml'mg‘mk'

1;€{0,1}* i=1
die Anzahl der moglichen Zerlegungen von n unterschiedlichen Elementen {T1,...,T,} in k unter-
schiedliche Bins jeweils mit myq, ..., m; Elementen. Fiir Yy ™ gilt

n
PO m) = (",

Diese ist die Multinomial-Verteilung fiir Y ™. Da die Zufallsvektoren {X j}7—1 unabhéngig sind,
ist der Erwartungsvektor der Summe gegeben durch die Summe der Erwartungswerte

E(Y™) =E(X,) + -+ E(X,)
und die Kovarianzmatrix der Summe ist die Summe der Kovarianzmatrizen),

E(Y™ —ng)T (Y™ —nq)) =E(X1 - q) (X1 - @)+ +E(Xn— ) (X0 — q)).
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Mit ¢ = 1/k gelten

n
tym =E(Y ™) = o1 =nux

und -
22, =E (Y(”) - E1) (Y - E1) u (k diag(1) — 11T> = ny%.
k k Tk
Gezielt wird nun, dass die Wahrscheinlichkeit P(Y(”) = m) fiir grofles n beziiglich
m = (my,...,my) unter der Erhaltungs-Einschrinkung my + - - - mj = n maximiert wird. Da die

logarithmische Funktion streng steigend ist, wird P(Y (™ = m) maximiert, wenn In(P(Y ™ = m))
maximiert wird. Durch die Formel von Stirling folgt

V2rn(n/e)”

ln nil nﬂo ln
myl---my V2rmyi(my/e)™ - - \/2mmy(my /€)™
1 (27'(')% nts em ...eMk
(2m)% R e

] =

=51 m@r)+ (n+ 1) Inn) =) (m; + 3) In(my).

=1

Dies wird unter der Erhaltungs-Einschréinkung maximiert, wenn die Lagrangesche Funktion

k
L(im,\) = Z:(mZ ) In(m;) — (n - Zmz>
i=1
stationér ist. Anhand der unten angegebenen Losung m = nl/k wird in der iiblichen Weise

hier angenommen, dass n/k ausreichend grof ist, um die grobere Stirling-Approximation In(n!) ~
nln(n) — n zu rechtfertigen. Die Approximation

Zml (In(m;) — 1) (n—Zm)

ist stationér, wenn

Om, L(m,\) =In(m;) + A =0, i=1,...k
8>\L (m, \) Z m; —n = 0.
Die einzige Losung dieses Systems ist

m; =

%, i=1,....k, \=In(k/n)
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und mit (9mi7mjl~/(m, A) = 6; j/m? ist L konvex beziiglich m iiber (0,n)*. Also wird L und auch L
bei m = n1/k iiber die Einschrinkungsmenge minimiert. Bei der Losung

n
m = fby(n) = El

wird zur Vereinfachung angenommen, dass n ein Vielfaches von k ist. Mit der Formel von Stirling
folgt,

n n—oo \/%(n/e)” - k" n”""%
P Y(”) =1 n k "= k—1 n 1
( & ) - [V2r 3 ((F)/e)r ] (2m)" T [(3)F)+z)k

k—n nnJr% kk/2

(2m) 55 R [k R oyt

oder T s
P(Y” - El) s )

Daher konvergiert diese Wahrscheinlichkeit nicht zu 1, sondern zu 0. Es stellt sich aber die Frage,
ob die Verteilung Y ™ /n der relativen Anzahlen zu px in Wahrscheinlichkeit konvergiert,

P (‘Y(”)/n - l/k:‘ < e) " e > 0.

Laut dem Zentralen Grenzwertsatz gilt

n/n n oS
P( 1/f 6M> P(Ze M), Z~N(0,%%), McRF

wobei N(0,%%) die normale Verteilung mit Erwartungsvektor 0 und Kovarianzmatrix % ist.
Daher gilt

P(’Y(”)/n— 1/1{:‘ < 6> =P (W < 6\/ﬁ> "X P(|1Z] < ev/n) =1

3.5 Viele energetische Teilchen in einem Behéilter

Siehe die Einfiihrung in die Boltzmann Verteilung und das Video.
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Aufgabe: Wie im letzten Abschnitt seien hier viele Teilchen in einem Behélter verteilt, aber nun
sind sie in Bewegung. Alle Teilchen besitzen nur kinetische Energie, und die gesamte Energie im
Behalter ist fixiert. Analog zur Position im letzten Abschnitt seien nun die Energien der Teilchen
in vielen Bins unterteilt. Finde die Verteilung der absoluten Anzahlen {m*}¥_, von n Teilchen in
k < n Bins, die am wahrscheinlichsten ist. Hat diese Wahrscheinlichkeit den Grenzwert 1, wenn
n immer grofler wird? Konvergiert die Verteilung der relativen Anzahlen in Wahrscheinlichkeit zu

{m}/n}i,?
Sei 2 = {B1,Bs,...,B;} das Ergebnisraum mit den moglichen Energien der Teilchen, die mit
{T1,Tq,..., Ty} markiert seien. Ein Teilchen im Bin B; hat die Energie E;. Sei m; die Anzahl

der n Teilchen im Bin B;. Mikrozusténde sind Verteilungen von {T1, ..., Ty }. Makrozustidnde sind
Verteilungen von {mj,...,my}. Die gesamte Anzahl der Teilchen und die gesamte Energie sind
fixiert,

wobei
1:{1,1,...,1}, m:{ml,mg,...,mk}, E:{El,EQ,...,Ek}.

Weiters gelten
Ey>FE, 1>--->FE >0.

Sei £ = E/n die durchschnittliche Energie mit
Ey<E<1"E/k.

Wie im letzten Abschnitt sei fiir ein beliebiges Teilchen X; : Q — {0,1} eine Zufallsvariable, die
das ite Bin darstellt, und zwar mit

Firj=1,...,nsei X;;:Q — {0,1} eine Zufallsvariable, die fiir das jte Teilchen darstellt, ob es
sich im iten Bin befindet. Seien X = {X1,..., X} und X; ={Xy,..., Xi;},7=1,...,n. Mit

mi1E1+-+mpEy=F

N = n!

my! ma! - - my!
S 1+ M2 k

wird hier angenommen, dass die Mikrozustande

n

Le{0,1}r, > li=m

J=1

alle gleich wahrscheinlich sind,

T _ T _
P(X1:l1)-P(X2:lg)---P(Xn:ln):{1/N’ 1'm=n, m E=F

0, sonst.

Das Platzfinden fiir ein Teilchen hingt im Allgemeinen von der Energieverteilung der anderen
Teilchen ab, aber es wird gesehen, fiir groles E = O(n) sind X;; und X ;; anndherungsweise

)

unabhéingig. Sei die Zufallsvariable Y;(n die Anzahl der n Teilchen im iten Bin,

Y(n) — Xi,l + .04 Xz‘,n‘

(2
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Fiir Y = (v}, ... v;™} gilt

lLit++l,=m Li++ln=m 1
PY®M=m)= > PXi=bh)--PXn=l)= > N
le{O,l}k le{O,l}k

1 n 1 n! - .
und P(Y™ =m) =0, sonst.

Diese Verteilung wird mit den folgenden Gréflen untersucht.

Makrozusténde E = {E; };“:1 # Mikrozustéinde
{M = i}i]\il‘ {mz}fil = {mi:j}i]\;ljzl {K; }fv 1 Ki= (n 1)
Erwartungen: m = Ef\il m;K;/N N
Beispielsweise seien E = {(i — 1)AE}:_ |, AE = "~ E =n und n,k = 5.
Makrozustéinde Ey E5 FE3 Ey Es5 | # Mikrozustiande
M =1: 1 4 0 0 0 5
2: 4 0 0 0 1 )
3: 3 0 2 10
am vab. £ 3 1 0 1 0 20
tichsten M = 5 2 2 1 0 0 30
Erwartungen: | 2.50 1.43 0.71 0.29 0.07 Gesamt: 70

Mit Wahrscheinlichkeit 30/70 ist Makrozustand m* = ms am wahrscheinlichsten, und die Er-
wartungen m sind dhnlich. Sei M eine Zufallsvariable fiir den Makrozustand. Beispielsweise wird
E[X1]=0-P(X; =0)+1-P(X; = 1) durch die Bayesche Regel gegeben,

(M=i)=3" "%

)P
10 320 230
70T 570 570 =05

PX;=1) = SN PX1=1|M=

ol

45
5704'5%jL

Analog ergeben sich die Erwartungswerte:
px =E[X]=E[X;] =m/n, EY®™|=E[X]+ - +E[X,]=m.
Unabhéngigkeit wird mit der Bayeschen Regel so kontrolliert,
P(Xy;=1& Xl,j/ =) =N P(Xo;=1& X1y =1|M=14)P(M =)
=1 X1 y=1&M=9)P(X1y=1|M=1i)P(M =1)
3h 4 S - Py~ 1) PRy - 1)

Die Ubereinstimmung, d.h. Unabhiingigkeit von {X j}?:lv wird im Allgemeinen fiir grofles £ =
O(n) bestétigt.

Mit der Abhingigkeit von {X;}7_, folgt mit dem Zentralen Grenzwertsatz,

Y n 0 n O
P(‘Y(")/n—ux‘ ge) :P(Wyﬁ) 2% P(|1Z] < ey/n) S 1, Ve >0
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wobei Z ~ N(0,%%) mit Erwartungsvektor 0 und Kovarianzmatrix %% . Daher ist px anniihe-
rungsweise auch die Makrozustand-Verteilung, die am wahrscheinlichsten ist. Trotzdem sind Un-
terschiede zwischen dem wahrscheinlichsten Zustand m* und dem Erwartungszustand ' in der
obigen Tabelle mit n = k = 5 nicht trivial.

Die Methode von Boltzmann wird nun verwendet, um den Makrozustand zu bestimmen, der
anndherungsweise fiir n,k sehr grofl am wahrscheinlichsten ist. Dafiir wird die Wahrscheinlich-
keit P(Y = m) beziiglich m = {m1,...,m;} unter den Erhaltungs-Einschrinkungen 1"m = n
und m" E = E maximiert. Da die logarithmische Funktion streng steigend ist, wird P(Y = m)
maximiert, wenn In(P(Y = m)) maximiert wird. Durch die Formel von Stirling folgt

ln n‘ ni))o 111 \4 2Wn(n/€)n
mq! - -my! V2mmy(my/e)™ -\ 2rmy(my /€)™
) (27r)% n"te em ... Mk
= 1n .
(2%)% ’1"1"‘5 Z"‘k"'% e

M=

= —551 m(2m) + (n+ 3)In(n) — Y (mi + §) In(m).

i=1
Dies wird unter den Erhaltungs-Einschrdnkungen maximiert, wenn die Lagrangesche Funktion
Lim A\ pu)=—(m+3)"In(m) —A1"m—n) — u(m'E - E)

stationér ist. Es wird hier in der iiblichen Weise angenommen, dass n ausreichend grof ist, um die
grobere Stirling Formel In(n!) &~ nln(n) — n zu rechtfertigen. Die Approximation L ~ L

Lim,\p)=m'(1—In(m)) —A1"m —n) — u(m'E - E)

ist stationér, wenn
(O, L(m, A, )Yy = —In(m) — A1 — uE = 0,

HhLm,\p)=n—1"m=0
OuL(m,\pu)=E—-m'E=0.

Fiir die néchsten Rechnungen sei die sogenannte Partitionsfunktion definiert,
k
Z(p) = Ze_“Ei =1Te B,
i=1

Aus Op, L(m, A) = 0 folgt
= A HE

m
Aus O\L(m, A, 1) = 0 folgt
n=1"m=1Te*H*E = MTe B oder = Z(u)/n.
Aus 0,L(m, \, ) = 0 folgt
EZ(p)=e*E=Mm"E=E"e ™ = —Z'() oder ¢(u)=0

wobei

N

o(u) = e E[Z' (u) + BZ(p)] = (B4 2()] = (E — E)Ter(E-B),
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Es wird gezeigt, ¢(u) besitzt genau eine Nullstelle in (0, 00). An der Stelle p = 0 gilt

wegen der Annahme F; < E < 1"E/k. Fiir p — oo gilt

lim ¢(p) = lim (E— Ei)e“(E_E") + lim (B — By)eMEM=E) — o,
H—00 —+00 p—r00
E,>F E;<E/n

=0 =00

Weiters gilt
k

&) = S (B = B;2eB-F) 5 g
i=1
und daher mit dem Zwischenwertsatz gibt es genau eine Nullstelle p* € (0, 00) fiir ¢(u). Laut dem
Boltzmann Modell gilt 1/p* = kT', wobei k die Boltzmann Konstante und 7" die Temperatur sind.
Mit O, m; L(m, A, ) = —0; 5/m? ist die Lagrange-Funktion L konkav in m iiber (0, n)k. Also wird
L(m, \, ) und daher P(Y' ™) = m) iiber die Einschrinkungsmenge in der sogenannten Boltzmann

Verteilungl maximiert,
m* =ne " E/7(u).

Die Erwartungsverteilung, die wahrscheinlichste Verteilung und die Boltzmann Verteilung werden
fiir die Parameter E = {(i — 1)AE}f |, AE = %= E =n, k=5 und n = 5, 10,20, 40 folgender-
maflen grafisch verglichen.

n=5 Teilchen, k=5 Energiestufen g n=10 Teilchen, k=5 Energiestufen
e E rwartung ——— E rwartung
Wahrscheinlichst 7 Wahrscheinlichst
2.5 Boltzmann 1 Boltzmann

=2

un

Anzahl der Teilchen
W =

Anzahl der Teilchen

[

0 2 4 0 2.5 5 7.5 10
Energiestufen Energiestufen
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Boltzmann
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n=40 Teilchen, k=5 Energiestufen

[
un

[
=

—
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—
=

e F rwartung
‘Wahrscheinlichst
Boltzmann

10 20
Energiestufen

30 40

Die Konvergenz der Differenzen zu Null fiir n immer gréfler ist augenscheinlich.

4 Diffusion und Brownsche Bewegung

Siehe Seiten 33-35 im Einfithrung von Evans/ und das [Video.

Aufgabe: Basierend auf der Definition der Brownschen Bewegung entwickle ein Modell fiir die
Evolution der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die zufillige Bewegung eines Teilchens.

¥

2 g -ﬂ'
:- .3,' %wﬂ,,

“._.“. i

'ailuwl

Bell shaped curve
1 i.e. Normal distribution

g o
Sl it

Robert Brown hat 1826-27 die unregelméflige Bewegung von im Wasser schwebenden Bliitenstaub-
teilchen beobachtet. Er und andere haben gemerkt, der Pfad eines gegebenen Teilchens ist so unre-
gelmiBig dass es zu keiner Zeit eine Tangente hat, und die Pfade von zwei Teilchen sind unabhéngig
von einander.
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Zur mathematischen Formulierung| dieses Phénomens wird hier die Bewegung von Teilchen in einem
diinnen Rohr betrachtet, d.h. in einer rdumlichen Dimension. Sei X (¢) eine Zufallsvariable fiir die
Position eines einzigen Teilchens zur Zeit t. Sei p(z,t) die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir X (¢),

b
pla< X)) <v) = [ e

Nun sei §(7) eine Zufallsvariable, die die Anderung der Position des Teilchens in einem Zeitintervall
der Léange 7 darstellt. Sei f(&, 7) die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir 6(7),

b
P(5(r) € [a,b]) = / F(6,7)de

die keine Bewegungsrichtung bevorzugt, und daher ist f(&,7) eine gerade Funktion in &: f(&,7) =
f(=¢&, 7). Wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) fiir X (¢) gegeben ist, dann folgt aus

Pla<X(t+71)<b)=Pla<X(t)+d(1)<d) =
/ " Pla < X(1) + € < b)f(e. e = / - [ / T p(mt)dn} F(E.7)de
—00 a—&

h -/ b [ i :o ol — €01, T)df] &z

dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t 4 7) fir X(t 4+ 7) gegeben ist durch

+o0o
pla,t+7) = / ol — £.0) F(€,7)dE.

Durch Taylor-Entwicklungen gelten
+oo
p(x,t) + 7p(x,t) + -+ = p(x,t +7) = / [o(,t) = pu(@, )6 + paa(, )€ /2 4+ - ) f(€,7)dE
+00 ~Foo +o0
ol t) [ st —pet) [ €D bpalant) [ IEHETIE

wobei die Integrale so vereinfacht werden kénnen, da erstens f eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist,
die zweitens in & gerade ist. Es ergibt sich dann

+oo 62
ple.t) = Dposlet) mit. D= [ (e
Mit den Anfangsbedingungen

(2,0) = { 1/(2¢), =€ [—e, +¢]

0, sonst

erfiillt

(1) = 4% Fﬁ(%) ~ o (%)] erf(x) = \/2%/0 = dz

die partielle Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen, wie eine explizite Rechnung bestétigt.
Weiters gilt fiir t > 0,

hm (:U t) hmi |:erf<x+6) —erf(w_e)] — 1derf( z > . —a?/(4Dt)
' —vde | \vaDt vaDt )|~ 2d="" \ VoDt —
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und daher wird f gegeben durch

% 20 (w04 ) | T re-eonenie= o [T i€ S s
—— — p(2,0+71) = (z—&, T , T 9 x, T
vVar DT P S P
Man bestétigt
+00 ¢2 +oo 2 _ AD+
oo \f oo 4DT VADt N
2D [ 1 o0 1 [t D
et z 00 - z _ = f — erf(— _
NG [ 5 %€ |7 + 5 /OO e dz] 5 [erf(4+00) — erf(—o0)] = D
wobei

3 leriCo0) — rf(-o0)] = - / e [ /+oo . dl} e edey]};

+oo  pt+oo 2w p4o0 1
1/ / @) gy L = L1 / “ardo p = {5 =1
T™J) oo J_oo ™Jo 0

Es folgt insbesondere

e g [ e/,
p(x,T)—/_OO plx —&,0)f(&7) 5_/_00 p(x—f,o)ﬁ 3

Aufgabe: Entwickle eine Simulation mit mehreren Teilchen in zufilliger Bewegung, die diese Wahr-
scheinlichkeitsdichte aufweist.

Diese Dichten fiir ein einziges Teilchen lassen sich durch Beobachtungen von vielen Teilchen folgen-
dermaflen schétzen. Sei d eine Zufallsvariable mit der Verteilung

Pl=-1)=3=P@E=+1) und ps=E(@)=0, o3 =E(6*) =1

wobei § = —1 und § = +1 Verschiebungen eines Teilchens nach links bzw. nach rechts darstellen.
Seien {d;}72, unabhingige Zufallsvariablen, alle gleich verteilt wie §. Nun sei die Position eines
Teilchens zur Zeit ¢t durch die Zufallsvariable

[t/At]

X(t; At) = V2D Z or, X (0;At) =0

dargestellt, wobei die Bewegung durch diskrete Spriinge £+v/2Dt eingeschrinkt ist. Weiters ist die
anfiangliche Position des Teilchens an der Stelle z = 0 fixiert. Zu den Zeiten KAt, K € N, gelten

K
X(KAt; At) = V2DALY 6, = X((K — 1)At; At) + V2DAt - 0.
k=1

Es gelten
[t/At]

px@an = E(X(5At) = V2DAt > ps, =0
k=1

[t/At]
Ug((t;At) = E(X(t;At)Q) = 2DAt Z agk = Liji? 2Dt.
k=1
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Laut dem Zentralen Grenzwertsatz,

Pla < X(t; At) <b) =

P t/At a_ _ X(t; At) — KX (t;A8) < t/At b

|t/At] 2Dt ~ TX (1;A8) —\ [t/At] V2Dt

At—0 a b

— P <Z Z ~ N(0,1), < b, ,beR.
(Vi< 2= ) Z7VOD. et @

Daher gilt
b/\/27D
At—>0 22
Pla< X(t;At) <b / 2y = */(4DD) g
( ( )<b) = V271 Ja/vV2Dt VarDt

Aufgabe: Entwickle eine Erweiterung, in der § die Werte {—1,0,+1} annehmen kann, und daher
kann das Teilchen in einem zeitlichen Sprung stehend bleiben.

Zur Darstellung, ob das Teilchen sich im rdumlichen Intervall [a,b) befindet, sei Y (¢; At, a,b) die

Zufallsvariable
1, X(t;At) € [a,b)
0, sonst

Y (t; At,a,b) = {
mit einer Verteilung, die mit der Bernoulli Verteilung sich approximieren l&sst,

P(Y(t;At,a,b) = 1) = P(X(t; At) € [a,b)) 22° q(t;a,b)

P(Y (t; At,a,b) = 0) 2201 — q(t; a, b)
wobei
t;a,b /(4D g
altia,b) = VAar Dt /
Daher gelten annéhrungsweise
At 0
Ky (t;At,a,b) = ( (t At a, b)) Q(t a, b)

und
A
0% aran) = BIY (8 At,a,b) — ¢)?) == q(t;0,0)(1 — q(t; a,b)).

Fiir die zufillige Position des kten Teilchens, k € N, seien Xj(t; At) von einander unabhéngig
und gleich verteilt wie X (¢; At). Insbesondere sind die anfénglichen Positionen der Teilchen an der
Stelle z = 0 fixiert. Zur Darstellung, ob das kte Teilchen sich im rdumlichen Intervall [a, b) befindet,
k € N, seien die Zufallsvariablen

17 Xk(t) € [CL, b)
0, sonst

Yk(t; At, a, b) = {

gegeben, die von einander unabhiingig und gleich verteilt wie Y (¢; At, a,b) sind. Sei

1 n
R, (t; At,a,b) = - Z Yy (t; At,a,b)
k=1
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die zufiillige relative Anzahl der Teilchen, die sich im rdumlichen Intervall [a, b) zur Zeit ¢ befinden.
Es gelten anndhungsweise

At—0
KR, (t:A8a,0) = E(Rn(t; At, a,b)) ZNYk(t Atap) — q(t;a,b)

und
1 n
O, (tatap) = E(Ra(t; At a,0) = pratay)?) = - Z 0%, (t:Atab)
f—1

At 1q(t a,b)(1— q(t: a,b).

Laut dem Zentralen Grenzwertsatz| gelten anndhrungsweise,

P |R,(t; At,a,b) — / e~ /(4D gy | < ):P R (t; At,a,b) — q(t;a,b)| <
(| s ) = P (Ra(t: Mt ,6) — a(t:a,b)] < o
At=0 5, —€ < Ry (t; At,a,b) — fig,, (t:At,a,) - €
Va(t;a,b)(1 —q(t;a b))/n O Ry (t;t,0,) Va(t;a,b)(1 — q(t;a,b))/n
no% p <7< vn . Z~N(0,1)
Va(t; a,b) 1 = Q(t a,b)) Vit a,b)(1 = q(t;a,b))
oder

Ry (t; At,a,b) — e ="/ (4D1) oy

<e)nio>ol, Ve > 0.

r( W/

Daher lasst sich die Dichte f so schétzen,
R, (t; At,x,z + Azx) . o

A;‘C At, Az — 0

f(z,t).

Aufgabe: Wiederhole die obigen Uberlegungen fiir die Bewegung von Teilchen in einem diinen
Rohr mit einer fixierten endlichen Lange.

5 Von Quanten- bis zur klassischen Materie

Siehe Seiten 22-27 im |(Quantenmechanik und das [Video.
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Aufgabe: Basierend auf den Grundlagen der Wellendynamik entwickle ein Modell fiir den wel-
lenartigen Charakter eines unscharfen Teilchens. Verwende dieses Modell, um das Doppelspalt-
Experiment zu simulieren.

Im 20. Jahrhundert ist entdeckt worden, dass Licht und Materie beide einen Wellen- und einen
Teilchen-Charakter besitzen. Um den Wellencharakter zu verdeutlichen, soll die mathematische
Beschreibung von Wellen hervorgehoben werden, wie sie fiir Elektromagnetismus und Strémungs-
mechanik bekannt sind. Sei eine Welle mit der Wellenfunktion

w(z,t) = u(z,t) +1-v(z,t)
= p(CC, t) exp[z ’ 9(.%‘, t)]

p(z,t) = Ju2(z,t) + v2(z,t), tan(f(z,t)) = v(x,t)/u(z,t)

u(@,t) = p(z,t) cos(0(x, 1)), v(,t) = p(a, ) sin(0(x, 1))
dargestellt, wobei nur die Intensitét
jw(z,t)| = p(,1)

messbar ist. Falls es zwei Wellen wy(z,t) und wa(z,t) geben sollte, folgt aus der Superposition fiir
die Gesamtamplitude

w(z,t) = wi(x,t) + we(x,t)

und
lw(z,t)|> = (u1(z, )—i—z vi(z,t)) - (ui(z,t) —1-vi(x,t))
= ud(x,t) +v¥(x,t) +ud(z,t) +vi(z,t) + 201 (2, t)ve(z, t) + 2ui(z, t)us(z, t)
p%(l’,t) + pQ(IL',t) + 2p1($,t)p (a;, )
[cos(01(x, 1)) cos(O1(x, 1)) + sin(b:(x, 1)) si (9 (z,1))]
= p%(l‘,t)—i—p%(.%‘,t)+2p1(1‘,t)p2((13, )COS[Hl(xﬂt ( )]

Der letzte Term ist der sogenannte Interferenzterm.

Der klassische Transport von Masse wird beziiglich der Materie-Dichte mit der Konvektionsglei-
chung modelliert,

pt(xat) + [’U(.%',t)p(l’,t)]x =0
wobei v(z,t) die lokale Geschwindigkeit ist. Beispielsweise ist die Losung dieser Gleichung gegeben
durch die reisende Welle
plw,1) = polw — vt)
wenn anfénglich gilt p(x,0) = po(x) und die Geschwindigkeit v(x,t) = v eine Konstante ist. Mit
diesem Modell kann aber keine Interferenz entstehen. Deswegen wird eine Materie-Welle mit der
Wellenfunktion

¢(x7t) -V p(l‘,t) exp[z@(m,t)/h}, p(x,t) = W}(xvt)’v (9(37,t) - arg[w(xJ)]

allgemeiner modelliert, wobei die Phase 6 fiir die beobachteten Interferenzmuster notwendig ist.
Die Phase ist hier mit der Planckschen Konstante A skaliert. Fiir eine Materie-Welle wird die
Wellenfunktion so interpretiert, dass

W2, )] = pla,1)
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die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Position eines Teilchens darstellt. Daher muss erfiillt werden,
+o0
/ W(z, t)Pde =1, Vt>0.

Weiters gibt es die Beziehung 0, (z,t) = mv(z,t) zwischen der Phase 6 und der Geschwindigkeit v,
wobei m die Masse eines Teilchens darstellt. Mit einer lokalen potentiellen Energie V' (z,t) wird die
Konvektionsgleichung fiir p mit einer unten hergeleiteten Gleichung fiir die Phase gekoppelt,

1)+ (B, D)ol )] = 0
_ﬁpxx(xvt) _

L o
O (z,t) + %Hx(m,t) +V(x,t) om oo t) 0.

Diese zwei Gleichungen fiir p und 6 bilden ein System, das sich von der einfacheren Schrédinger

Gleichung ergibt, die folgendermafien formuliert werden kann.

Fiir die Bewegung eines einzigen Teilchens in einer rdumlichen Dimension sei
¢($,t) = Aez(wx/v_wt) _ Ae?m(:c/)\_yt)

wobei A die Amplitude der Schwingungen, w = 27 die Drehfrequenz und v = v\ die Geschwindig-
keit sind. Mit der Frequenz der Schwingungen v, ist die Energie E gegeben durch die Planck-Einstein
Formel,

E =2rmhv.

Durch die |de-Broglie-Einstein Hypothese, ist der Impuls p gegeben durch

_2h
p - )\ .
Folglich ist die Wellenfunktion gegeben durch

w(x7 t) — Aez(:rprt)/h'

Es gelten
%(:E t) = P g t(@p—Et)/h @(m t) = _ﬁAez(wp—Et)/ﬁ _ —ﬁ¢($ £)
or h To0x2Y h? 2T
und o B \E
E(a?,t) = —EAeZ(“’ Et)/h — —%w(:n,t).

Die Gesamtenergie E ist gegeben durch die Summe der kinetischen (%mqﬂ) und der potentiellen
(V') Energie,

E=lm?+v=L1vy
2m
Aus )
p
E =
V1) = 3l 1) + V(@) e
folgt
2 92
hoy i@ P v

2 Ot 2m Ox2
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Diese ist die Schrodinger-Gleichung in einer rdumlichen Dimension. Mit den Rechungen

h
(p%ew/h)t — (ﬂh(p%)t + pégt) ot0/h _ (m P p50t> 10/h

v Qp%

und

21, 1 7 1

h? L .6/n n? Ly e Y L, o 6/n

2m (p26 )zx N (([ﬂ)xe + ﬁerwe >m
1 L1 1 0/h

=5 <(102)1‘:E + E(P2 20z — ﬁpzﬂx + hp29m;> e’/

K2 1 1 1 1 Y
= o (p2):m: - *2P29926 + T(pmeac + pexa:) € 6/h
2 I hip?
h2 1 1 1 1
= — 2 T — == 702 . 91 . ”L@/h
5 ((m) aP20e + hp%( p) )6
folgt
h K2
0:*1/]75_ 9 ¢m+V¢=
m
7
1

h? 1
Y L péet e — (p%)m — —p%@% +
h? hp?

H2 ) e 1 hetf/h 1
:p%ew/h et_z(f)3+6§+v}_z ‘ 1 {pt+(95€p)x}
m 3 2m 2[)5 m

(%P)x) eze/h + Vp%eze/h

oder )
2P hg (/ﬁ)xz 1 2 1
0=—<0— ———F—+—0:+V 3 — —(6 .
h{t 2m p% +2mx+ ! pt+m(xp)x
Da der reele und der imaginére Teile beide Null sein miissen, ergibt sich das oben stehende System
fiir p und 6.

Mit zwei oder drei rdumlichen Dimensionen @ = (z,y) bzw. = (z,y, z) und der Notation

V6 ={0,,0,} baw. VO=1{6,06,0.}
V- AF,G)=F,+G, bzw. V-{F,.G H}=F,+Gy+H,
szv‘v¢:¢xx+¢yy bzw. szv'vzmerwnyr%z

ist die Schrodinger Gleichung analog gegeben durch

h oY K2
DU D A —
1 Ot 2m v-Vy

und das System fiir p und 6 ist

o, 1)+ -V - (Vo(a, Dol 1) = 0
1 Ap(x,t)

1 2
Ht(x,t) + %‘V&‘ + V(:c,t) — om p(cc,t)

Aufgabe: Siehe Seiten 226-230 im Numerik Skriptum! fiir Methoden zur numerischen Lésung der
Schrédinger Gleichung mit Anfangsbedingungen. Hinweis: Fiir hohe Frequenzen in der Losung ist
ein sehr feines Gitter notwendig!
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Aufgabe: Entwickle eine Integral-Formel zur Losung des Anfangswertproblems fiir die Schrodinger
Gleichung,
hoy h% 0?4

o = oz~ VY $(@0) = Yo().

Im letzten Abschnitt ist gezeigt worden, die Losung des Problems
pt = Dpzz, z€R, t>0, p(x,0)=po(z)

ist gegeben durch

+00 e—€/(4Dt)
,t) = (X — &) ———=d¢.
p(z,1) /_Oo pa(r =) T %

Mit po(z) — Yo(z), p(x,t) = Y(x,t), D — 1h/(2m) und V = 0 ist die Losung der Schrodinger
Gleichung mit Anfangsbedingungen 1o (z) gegeben durch:

w<x,t>/j%exp<@)da

Aufgabe: Siehe die Lisung der Schrodinger Gleichung auf der ‘Wiki-Seite fiir ein freies Teilchen
(V' =0) in einer einzigen raumlichen Dimension mit Anfangsbedingungen,

o2

0100 = Lo (5 =)

Es fehlt ein multiplikativer Faktor. Finde die Korretur.

Erstens merkt man, die Anfangsbedingungen sollen mit dem multiplikativen Faktor y/+/2/m /o so
gedndert werden,

Yo(r) =

Vo <7r202 (@ z7m2/)\)2))

o A2 o2
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damit erfiillt wird

“+oo

Yo(x)yo(z)de =

1 /2 [t 7202 (z —wmo?/N)? m20%  (z 4 mo?/N)?
a\/;/oo P <_ A2 o2 >exp (_ A2 o? )dm

+o0 2 2 2732 2 /)2
1 2/ exp <_27T o°  (x—wmo®/N)* + (z+wmo®/N) )dx

g s

A2 o2

—00

1 /2 [te° 2r?o?  22% — 27204 /N2 1 /2 [te° —2z2
=4 /= exp| ——5 — 5 der = —] — exp 3
oV 7T J_o A o oV 7T J_o o
:choi/ﬂ L +o0
VT oo

Dann fiir ¢ > 0 erfiillt eine Losung der Schrodinger Gleichung

) as

e dz = %[erf(Jroo) —erf(—o0)] = 1.

d [t oo
% oo 1/}(377 t)lﬁ*(ﬂf, t)dl’ - /OO [wt(xv t)@b*(x, t) + 1/1(357 t)@(ﬂfv t)]dl: =
[ (Betiatan)) )+ 060) (ot | o=
. 2m T ) ) b 2m xrx b -
T " " B
% 100 [wﬂcl’(mv t)l/} (l’, t) - w(‘% t)wmz (LL’, t)]dx -
% Dm[ﬂJx(CU,t)’l,Z);(l’,t) - @Z)(l},t)?/);(l',t)]dl‘ =
hT N N +o0
o [l i, t) — vl (@) =0
und daher folgt
+oo +o0
B Y(z, )™ (2, t)de = 3 o () (x)de = 1.

Mit der oben stehenden Losungsformel ist die Losung des Anfangswertproblems hier gegeben durch

die folgende Rechnung;:
+o0 o 2
w(%t)_/ Mexp(_fh>d§
R EATIRN ¢ Ik
m 2m
12 m +eo 202 (z—§&—wmo? /N2 méE?
— a\/;\/ omiht /_Oo P <_ X o2 B 22ht> .
B 2 m +oo w20?  (z —wmo?/N)? 2(x —mo? /) 1 m 9
_\/\/;277207175/_00 exp[(v + o? )+( o? >§<a2+21ht>§}d§'
+oo

= a/ exp [—5 + € — (552] dg

—0o0

mit

2 m 202 (z—mo?/N)? 2(x —ma? /) 1 m
“= \/;27rwht’ B_<)\2 * o? >’ 7_< o? >’ 5_<U2+21ht>'
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Weiters mit z = V/6(& —v/(20)) gilt

a/_+ooexp[ﬁ+7§5§2]d§:a/_oo exp [5(57)2+75 d¢

7 +oo 2 2 1 +oo 2
:aexp(l&—ﬁ)/w exp[—é(&—%) ]dfzaexp(%—ﬁ) gﬂ-/oo e *dz

und daher
2
st =y (L - 5)
2(:1:—17r02//\)>2

2 m T (T mo? | (z —wmo?/A)?
— — 1 eXp 1 - 2 + 2
m\ 2molit\| (25 + 55) 45z + 97) A g
AT (Gm P moA
=/ ———eX - -
o2 + 2ith/m P 04(% + 57) A2 o’

N B AVE L S (_WQUQ_ (z —wma®/\)? (1_  ht/m >>

o? + th/m A2 o2 0% + 2ht/m

—+00

oder

o t) = o\/2]T <_7r202 (J:—z7r02/)\)2>.

o2 4+ 2ith/m P A2 o2+ uth/m

Aufgabe: Die Losgung der Schrodinger-Gleichung mit Anfangsbedingung
2/m exp _7r2cr2 (- o2 /)2 n 2mx ‘
A2 o? A
wird auf der Wiki-Seite grafisch dargestellt. Finde die Losung ¢(x, t).

¢($,0) =

Wie bei der letzten Aufgabe gesehen, ist die Losung der Schrodinger Gleichung mit Anfangsbedin-
gungen () so gegeben,

m,t)/j%exp(@)de
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Mit der vorgegebenen Funktion ¢y(x) = ¥ (x,0) folgt

N2/ [Tm +oo 202 (v —&—wma?/N)?)  2mi(z— &) m&?
D=\"% "\ 3 /_ Lo <_ SV o2 L 22ht) a
12 [ om +eo 202 (z—wmo?/N)?  2mx
_\/a\/; 2mht/oo exp[—(v + o2 DY )
2(x —wmo?/N)  2m 1 m 9
+<02_)\>£_ <a2+2zht>£ ]d5

+oo
= a/ exp [—ﬁ + 7€ — 5{2] dg

< 2 (o —mo?/A? 2mx>’

\/ \/ 27mﬁt o2 DY

_ (Aezwme®/N) 2w\ o (1 m
7= o2 A ) \o2  unt)’

Weiters mit z = v/8(€ — v/(20)) gilt

a/_;ooexp[—ﬁ—l-’yﬁ—ééﬂdf:a/ exp[—é(é—%)Q-l-yz—ﬁ]df

—+00
oo 4

= aexp <2—ﬁ> /J:oexp [—5( %) ]df—aexp <Z§—ﬂ> g\lf/i:oe%dz

~~

=1

3

und daher

T
w(;(;yt) = Oé\/;exp s 6 \/>\/27T20'ht\/ + Qth
2/)\

(2(1717r0'2/)\) _ 21)

o2 A ( N (x —mo 271'13:)
exp -
A5z + 2) A2 o2 A
o\/2/m (x —2umo?/N)? 7w20?  (x —wma?/N)? n 2mx
= —_— € — -
o2 + 2ith/m P o (L + 55) A2 o? A

oder nach Vereinfachungen,

Y(z,t) = _oV2T b (27” (w Wth) w20 (x—27th/(Am) _Zmz/A)2> |

o? + uth/m PN Am A2 o? + uth/m

Laut der Arbeit von Heisenberg kénnen die Position und der Impuls eines Teilchens nicht gleich-
zeitig bestimmt werden. Die Unschérfe des Ortes x und des Impulses p werden jeweils durch deren
statistische Streuung o, und o, definiert, und die Unschérferelation besagt

Oz - 0p > h/2.

Dirac hat gemeint, die klassische Mechanik kann als Grenzfall der Quantenmechanik angesehen wer-
den, wenn h gegen Null strebt. Dies soll heiflen, Newtonsche Gesetze sollen sich von der Schrédinger
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Gleichung ergeben, wenn A — 0. In der |Arbeit| wird im Detail {iber diesen Grenziibergang erklért,
den man hier z.B. im System fiir p und 6 so sieht,

pi(,1) + [0 (2, ) pli, D) = 0
0y (2,t) + %ei(x, t) 4+ V(x,t) = 0.

Aufgabe: Mit i/ = Konstante vergleiche die letzte Losung fiir h grofl (A ~ 1, quantum) und fiir
h klein (A =~ 0.1, klassisch).

Die Losung mit A = 4wh/(mv) erfiillt

pla,t) = [(z, )] =

o\/2/m 20%(x — vt)?
exp |l ——F— 55—
Vot + 4h2t2 /m?2 P01+ 4h2t? /m?

mit der folgenden grafischen Darstellung fiir A klein bzw. groSf.

0 LJald =) n
2 IEE 2
t 0 NS - O ald =)

e -1
2. 2.r

(=]

Hier fiir i klein sieht man ein scharfes reisendes Materie-Paket (links). Fiir i groff sieht man wie
das Paket unscharf wird (rechts). Mit & — 0 oder m — oo hat die Losung die Form

2 (x — vt)?
t p— — —_——
pl;?) o2 0P ( a?/2
die einer reisenden Welle mit Geschwindigkeit v entspricht.

Aufgabe: Wiederhole die obigen Aufgaben fiir zwei rdumliche Dimensionen, wobei die Bewegung
immer noch von einem einzigen freien Teilchen simuliert wird.

Die Losung der Schrédinger Gleichung ist
. 2m [ mthy n2o? _ (z—2mth/(Am) — ima? J0)? B y?
P T A2 o2 + 2th/m o2 + 2th/m

A
(0% 4+ 2th/m)\/7/2/o

Y(z,y,t) =

Die Losung mit A = 47h/(mv) erfiillt

p(z,y,t) = [¢(z,y, 1) =

o?(2/) . 20%((x — vt)? + y?)
<p [ —
ot + 4h%2 /m? P ot + 4h2t2 /m?

mit der folgenden grafische Darstellung fiir £ klein (% ~ 0.1, klassisch) bzw. grof (A ~ 1, quantum).
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Hier fiir i klein sieht man ein scharfes reisendes Materie-Paket (links). Fiir A klein sieht man wie
das Paket unscharf wird (rechts). Mit & — 0 oder m — oo hat die Losung die Form

2 (z —vt)? + y?
t = — B —— T ——
P2,y 8) = —5 eXp( oy
die einer reisenden Welle mit Geschwindigkeit v entspricht.

Aufgabe: Wiederhole die obigen Aufgaben fiir zwei rdumliche Dimensionen, wobei nun die Bewe-
gung von zwei parallelen freien Teilchen simuliert wird.

Die Losung der Schrodinger Gleichung ist
g2 —7)? —ama? /X —2mth/(Am))? 2 th
exp (_71' o (y—") (x —mo®/ wth/(Am)) T (93 ™ ))

22 o uth/m o2 + th/m A\ am

V14 e 27%/9% (02 + uth/m)\/7 /o

exp (_W202 W+1)?  (@—wmo?/A=2mth/(Om))? 2w (35 m))

Y(z,y,t) =

A2 o2 4 uth/m o2 4+ th/m A
V14 e 2?%/9%(6? 4 2th/m)\/7 /o

Die Losung p(x,y,t) = [1(x,y,t)[? mit A = 47h/(mv) erfiillt

Am

_l’_

o?/m —2v(0* — 4R*t? /m?) — 202 ((x — vt)? + 23?)

t) =
p(ajvy? ) (1 + 6272/02)(0'4 —|—4h2t2/m2) €xXp 0.2(0-4 + 4h2t2/m2)

(o (i) =0 (757 (o0 (i)~ (2550

mit der folgenden grafische Darstellung fiir & klein (/& = 0.1, klassisch) bzw. gro (h &~ 1, quantum).
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Hier fiir i klein (rechts) sieht man zwei scharfe parallele reisende Materie-Pakete, und fiir i grof§
(links) sieht man wie diese Pakete unscharf werden und mit einander interferieren. Mit  — 0 oder
m — oo hat die Losung die Form

(e(y—7)2/02 L e(y+7)2/02)2

— ut)? 2 4 9,2
p(z,y,t) = eXp(—(w L y)

no2(1 + e2?/0%) 0?/2
die zwei reisenden Wellen mit der Geschwindigkeit v entspricht.

Im wird das Doppelspalt-Experiment erklart. Es werden der Wellen-Charakter und der
Teilchen-Charakter eines Elektrons veranschaulich prisentiert. Die letzte Losung stellt dar, wie un-
scharfe bzw. scharfe Teilchen das Gebiet an den Stellen (x,y) = (0, £7) eintreten und sich von links
nach rechts parallel zur z-Achse bewegen. Mit einer numerischen Methode konnte eine Teilchen-
quelle bei z < 0 und y = 0 erstellt werden, aus der die Teilchen durch Spalten bei (z,y) = (0, +7)
fliegen. Jedoch wire das qualitative Verhalten gleich wie in oben stehenden Abbildung. Weiters
wird eine numerische Losung nicht ausreichend genau, wenn A sehr klein ist.
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