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clear 
clc 
disp('Finite Differenzen:');
u = @(x) x.*(x-1).*(2*x-1);
p = @(x) 1-(x-0.5).^2;
q = @(x) 1+(x-0.5).^2;
f = @(x) (14 + x.*(25 + x.*(-163 + x.*(122 + x.*(-20 + 8*x)))))/4;
erI = [];
erA = [];
N   = 32;
l   = 5;

for i = 1:l
      N = 2*N;
      h = 1/N;
      x = linspace(0,1,N+1)'; %Schnittstellen
      x_= zeros(N,1);
      for k = 1:N
            x_(k) = (x(k+1)+x(k))/2; %Zellzentren mit Randzellen
      end
      xx = x(2:N,1); %Schnittstellen ohne Randpunkte
      Q = spdiags([-ones(N-1,1),ones(N-1,1)],[0,1],N-1,N)/h;
      Dp = spdiags(p(x_),0,N, N);     %Diagp in Zellzentren
      Dq = spdiags(q(xx),0,N-1,N-1);  %Diagq in Schnittstellen
      A = Q*Dp*Q'+Dq;
      ff = f(xx);                     %f mit inneren Schnittstellen
      ut = A\ff;
      du = u(xx) - ut; 
      Adu = A*du;
      
      subplot(2,4,1); hold on;               % grafische Darstellung der Loesung
      plot(xx,u(xx),'b',xx,ut)
      subplot(2,4,2); hold on;
      plot(xx,abs(du))
      subplot(2,4,3); hold on;
      plot(xx,abs(Adu))
      
      erI = [erI,sqrt(h)*norm(du)];          % 2,h-Norm
      erA = [erA,sqrt(du'*Adu)];             % A-Norm
  end 
  deI = erI(1:(l-1))./erI(2:l);
  deA = erA(1:(l-1))./erA(2:l);
  ordI = log2(mean(deI));                    % Abschaetzung der Ordnung a)
  ordA = log2(mean(deA));                    % b)
  
  fprintf('Ord in 2,h-Norm = %0.10f\n',ordI);
  fprintf('Ord in A-Norm   = %0.10f\n',ordA);  
  
  subplot(2,4,1)                             % grafische Darstellung der Fehler
  title('Finite Differenzen')
  subplot(2,4,2)
  title('Fehler')
  subplot(2,4,3)
  title('A*Fehler')
  subplot(2,4,4)
  plot(1:l,log2(erI),1:l,log2(erA))
  legend('erI','erA')
  title('Ordnung der Abschätzung')

disp('Finite Elemente:');
erI2 = [];
erA2 = [];
N   = 32;
l   = 5;
for i=1:l
    N   = 2*N;                             % N = 64, 128, 256, 512, 1024
    h   = 1/N;
    x = linspace(0,1,N+1)'; %Schnittstellen
    x_= zeros(N,1);
    for k = 1:N
        x_(k) = (x(k+1)+x(k))/2; %Zellzentren mit Randzellen
    end



File: /home/keeling/Num1/blatt12/G2/bsp2.m Page 2 of 2

    xx = x(2:N,1); %Schnittstellen ohne Randpunkte
    
    Q   = spdiags([-ones(N,1),ones(N,1)],[0,1],N-1,N)/h;
    R   = spdiags(ones(N,2),[0,1],N-1,N);  % Durchschnittsabbildung
    
    Dq  = spdiags(q(x_),0,N,N);            % diag(q) in Zellzentren
    Dp  = spdiags(p(x_),0,N,N);            % diag(p) in Zellzentren
    T   = spdiags(R*q(x_),0,N-1,N-1);
    F   = R*f(x_)/2;                      % f in Zellzentren
    
    A   = Q*Dp*Q' + (R*Dq*R' + T)/6;
    ut  = A\F;                            % Approximation in inneren Schnittstellen
    
    du  = u(xx)-ut;                       % Fehler in inneren Schnittstellen
    Adu = A*du;
    
    subplot(2,4,5); hold on;              % grafische Darstellung der Loesung
    plot(xx,u(xx),'b',xx,ut)
    subplot(2,4,6); hold on;
    plot(xx,abs(du))
    subplot(2,4,7); hold on;
    plot(xx,abs(Adu))
    
    erI2 = [erI2,sqrt(h)*norm(du)];          % 2,h-Norm
    erA2 = [erA2,sqrt(du'*Adu)];             % A-Norm
end

deI = erI2(1:(l-1))./erI2(2:l);
deA = erA2(1:(l-1))./erA2(2:l);

subplot(2,4,5)                             % grafische Darstellung der Fehler
title('Finite Elemente')
subplot(2,4,6)
title('Fehler')
subplot(2,4,7)
title('A*Fehler')
subplot(2,4,8)
plot(1:l,log2(erI),1:l,log2(erA2))
legend('erI','erA')
title('Ordnung der Abschätzung')
ordI = log2(mean(deI));                    % Abschaetzung der Ordnung c)
ordA = log2(mean(deA));                    %d)
fprintf('Ord in 2,h-Norm = %0.10f\n',ordI);
fprintf('Ord in A-Norm   = %0.10f\n',ordA);
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%bsp 6 Blatt 12

u  = @(x) x.*x.*(1-x).^2;
p  = @(x) 1-(x-1/2).^2;
q  = @(x) 1+(x-1/2).^2;
f  = @(x) (-40+x.*(576 + x.*(-571+x.*(-14 + x.*(17+x.*(-12 +4*x))))))/4;

disp('Finite Differenzen:')
erI = [];
erA = [];
N   = 32;
l   = 5;
for i=1:l
    N   = 2*N;                             % N = 64, 128, 256, 512, 1024
    h   = 1/N;
    x   = linspace(0,1,N+1)';              % Schnittstellen
    xz  = x(1:N) + 0.5*h;                  % Zellzentren
    xi  = x(2:N);                          % innere Schnittstellen
                                           % d/dx
    Q   = spdiags([-ones(N-1,1),ones(N-1,1)],[0,1],N-1,N)/h;
    Dp  = spdiags(p(xi),0,N-1,N-1);            % diag(p) in Zellzentren
    Dq  = spdiags(q(xi),0,N-1,N-1);        % diag(q) in inneren Schnittstellen
                                          % f in inneren Schnittstellen
    T=zeros(N-1,N-1);
    T(1,1)=5/h^4;
    T(1,2)=-8/h^4;
    T(1,3)=3/h^4;
    T(N-1,N-1)=5/h^4;
    T(N-1,N-2)=-8/h^4;
    T(N-1,N-3)=3/h^4;

    M   = spdiags(ones(N+1,2)/2,[-1,0],N-1,N-2);
    L   = spdiags([-ones(N-1,1),-ones(N-1,1), 2*ones(N-1,1)],[1,-1,0],N-1,N-1)/h^2; 
    S   = spdiags([ones(N-1,1)],[0],N-1,N-1);
    S(1,1)=0;
    S(N-1,N-1)=0;
    %R   = spdiags([ones(N-2,1),4*ones(N-2,1),ones(N-2,1)],[0,1,2],N-2,N);
    F   = S*f(xi);
    A   = S*L'*Dp*L+S*Dq+T;
    A0   = L'*Dp*L + Dq;                    % Gleichung (83)
    ua  = A\F;                             % Approximation in inneren
                                           %   Schnittstellen
    du  =u(xi) - ua;                        % Fehler in inneren Schnittstellen
    Adu = A0*du;

    subplot(2,4,1); hold on;               % grafische Darstellung der Loesung
    plot(xi,u(xi),'b',xi,ua)
    subplot(2,4,2); hold on;
    plot(xi,abs(du))
    subplot(2,4,3); hold on;
    plot(xi,abs(Adu))

    erI = [erI,sqrt(h)*norm(du)];          % 2,h-Norm
    erA = [erA,sqrt(du'*Adu)];             % A-Norm
end
subplot(2,4,1)                             % grafische Darstellung der Fehler
title('Finite Differenzen')
subplot(2,4,2)
title('Fehler')
subplot(2,4,3)
title('A0*Fehler')
subplot(2,4,4)
deI = erI(1:(l-1))./erI(2:l);
deA = erA(1:(l-1))./erA(2:l);
plot(1:l,log2(erI),1:l,log2(erA))
legend('erI','erA')
title('Ordnung Abschätzung')
ordI = log2(mean(deI));                    % Abschaetzung der Ordnung
ordA = log2(mean(deA));
disp(sprintf('Ord in 2,h-Norm = %0.10f',ordI));
disp(sprintf('Ord in A0-Norm   = %0.10f',ordA));
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disp('Finite Elemente:')
erI = [];
erA = [];
N   = 32;
l   = 5;
for i=1:l
    N   = 2*N;                             % N = 64, 128, 256, 512, 1024
    h   = 1/N;
    x   = linspace(0,1,N+1)';              % Schnittstellen
    xz  = x(1:N) + 0.5*h;                  % Zellzentren
    xi  = x(2:N);                          % innere Schnittstellen
                                           % d/dx
   L   = spdiags([-ones(N-2,1),-ones(N-2,1), 2*ones(N-2,1)],[0,2,1],N-2,N)/h^2; 
   T  = spdiags([ones(N-2,1),-23*ones(N-2,1),ones(N-2,1) ],[0,1,2],N-2,N);
   S  = spdiags([ones(N-2,1),13*ones(N-2,1),ones(N-2,1)],[0,1,2],N-2,N); 
    R   = spdiags([ones(N-2,1),4*ones(N-2,1),ones(N-2,1)],[0,1,2],N-2,N);
    M = spdiags(ones(N+1,2)/2,[-1,0],N-1,N-2);
    Dq  = spdiags(q(xz),0,N,N);            % diag(q) in Zellzentren
    Dp  = spdiags(p(xz),0,N,N);            % diag(p) in Zellzentren
    Tq  = spdiags(T*q(xz),0,N-2,N-2);
    F   = R*f(xz)/6;                       % f in Zellzentren

    A   = L*Dp*L' + S*Dq*S'/120+ Tq/24;      % Gleichung (84)
    ua  = A\F;                             % Approximation in inneren
                                           %   Schnittstellen
    du  = u(xi)- M* ua;                        % Fehler in inneren Schnittstellen
    L0   = spdiags([-ones(N-1,1),-ones(N-1,1), 2*ones(N-1,1)],[1,-1,0],N-1,N-1)/h^2; 
    Dp0  = spdiags(p(xi),0,N-1,N-1);            % diag(p) in Zellzentren
    Dq0  = spdiags(q(xi),0,N-1,N-1); 
    A0= L0'*Dp0*L0 + Dq0;
    Adu = A0*du;

    subplot(2,4,5); hold on;               % grafische Darstellung der Loesung
    plot(xi,u(xi),'b',xi,M*ua)
    subplot(2,4,6); hold on;
    plot(xi,abs(du))
    subplot(2,4,7); hold on;
    plot(xi,abs(Adu))
    
    erI = [erI,sqrt(h)*norm(du)];          % 2,h-Norm
    erA = [erA,sqrt(du'*Adu)];             % A-Norm
end
subplot(2,4,5)                             % grafische Darstellung der Fehler
title('Finite Elemente')
subplot(2,4,6)
title('Fehler')
subplot(2,4,7)
title('A0*Fehler')
subplot(2,4,8)
deI = erI(1:(l-1))./erI(2:l);
deA = erA(1:(l-1))./erA(2:l);
plot(1:l,log2(erI),1:l,log2(erA))
legend('erI','erA')
title('Ordnung Abschätzung')
ordI = log2(mean(deI));                    % Abschaetzung der Ordnung
ordA = log2(mean(deA));
disp(sprintf('Ord in 2,h-Norm = %0.10f',ordI));
disp(sprintf('Ord in A0-Norm   = %0.10f',ordA));

for i=1:8
    subplot(2,4,i)
    hold off
end



u = @(x,y) kron(x.*(x-1).*(2*x-1), y .*(y-1).*(2*y-1)); 
p = @(x,y) kron((1-(x-1/2).^2),(1-(y-1/2).^2)); 
q = @(x,y) kron((1+(x-1/2).^2),(1+(y-1/2).^2)); 
ux = @(x,y) kron((1-6*x+6*x.^2),(y-3*y.^2+2*y.^3)); 
uxx = @(x,y) kron((-1+2*x),(y.*(1-3*y+2*y.^2)))*6; 
uy = @(x,y) kron((x-3*x.^2+2*x.^3),(1-6*y+6*y.^2)); 
uyy = @(x,y) kron(x.*(1-3*x+2*x.^2),(-1+2*y))*6; 
px = @(x,y) kron((-1+2*x),(-3-4*y+4*y.^2))/4; 
py = @(x,y) kron((-3-4*x+4*x.^2), (-1+2*y))/4; 
f = @(x,y) -(px(x,y) .* ux(x,y) + p(x,y) .* uxx(x,y)) -(py(x,y) .* 
uy(x,y) +p(x,y) .* uyy(x,y)) + q(x,y) .* u(x,y); 
%Wenn man bereits hier das Kronecker tensor product verwendet, spart 
man 
%sich viele Zeilen Code 
  
disp('Finite Differenzen:') 
N = 8; 
l = 5; 
ErI = []; 
ErA = []; 
for i = 1:l 
     
    h = 1/N; 
    x = linspace(0,1,N+1)'; %x-Schnittstellen; transponiert, 
                            %damit Kronecker-Produkt in  
                            %Funktionsvorschrift 
                            %funktioniert 
    y = linspace(0,1,N+1); % y-Schnittstellen 
    xi = x(2:N); %innere x-Schnittstellen 
    xz = x(1:N) + h/2; %x-Zellzentren 
    yi = y(2:N); %innere y-Schnittstellen 
    yz = y(1:N) + h/2; %y-Zellzentren 
     
    %Sammlung aller Vektoren/Matrizen, die wir fuer Gleichung (101) 
    %brauchen 
    Q = spdiags([-ones(N-1,1), ones(N-1,1)], [0,1], N-1,N)/h; 
    Q1 = kron(speye(N-1),Q); 
    Q2 = kron(Q, speye(N-1)); 
     
    pu = reshape(p(xi,yz), (N-1)*N,1); %Speicherung in x-Schnittstellen 
    pd = reshape(p(xz,yi), (N-1)*N,1); %Speicherung in y-Schnittstellen 
    Pu = spdiags(pu, 0, (N-1)*N,(N-1)*N); 
    Pd = spdiags(pd, 0, (N-1)*N,(N-1)*N); 
     
    qq = reshape(q(xi,yi),(N-1)*(N-1),1); %Speicherung in inneren 
Zelleneckstellen 
    Dq = spdiags(qq, 0, (N-1)*(N-1), (N-1)*(N-1)); 
     
    ff = reshape(f(xi,yi),(N-1)*(N-1),1); 
     
    A = Q1*Pd*Q1' + Q2*Pu*Q2' + Dq; %Matrix A laut Anhang 
    u2 = A\ff; %Gleichung (101) 
     



    u1 = reshape(u(xi,yi),(N-1)*(N-1),1); %exakte Loesung in inneren 
Zelleneckstellen 
     
    du = u1 - u2; %Fehler der Approximation 
    Adu = A*du; 
     
    ErI = [ErI, h * norm(du)]; %Speicherung der 2, h^2-Norm 
    ErA = [ErA, sqrt(du'*Adu)]; %Speicherung der A-Norm 
     
    %Grafik 
    subplot(1,3,2) 
    surf(xi,yi,u(xi,yi)) 
    title('exakt') 
    subplot(1,3,1) 
    surf(xi,yi,reshape(u2,N-1,N-1)) 
    title('Finite Differenzen') 
    pause(0.5); 
     
     
    N = 2*N; % N = 8, 16, 32, 64, 128 
     
end 
  
%Berechnung der F_i laut Angabe 
deI = ErI(1:(l-1))./ErI(2:l); 
deA = ErA(1:(l-1))./ErA(2:l); 
  
%Antwortmoeglichkeiten 
a = log2(mean(deI)) 
b = log2(mean(deA)) 
  
  
%---------------------------------------------------------------------- 
disp('Finite Elemente:') 
  
N = 8; 
l = 5; 
ErI = []; 
ErA = []; 
for i = 1:l %wie oben 
    h = 1/N; 
    x = linspace(0,1,N+1)'; 
    y = linspace(0,1,N+1); 
    xi = x(2:N); 
    xz = x(1:N) + h/2; 
    yi = y(2:N); 
    yz = y(1:N) + h/2; 
     
    %Definition aller Matrizen fuer Gleichung (102) 
    Q = spdiags([-ones(N-1,1), ones(N-1,1)], [0,1], N-1,N)/h; 
    Q1 = kron(speye(N-1),Q); 
    Q2 = kron(Q, speye(N-1)); 
     



    R = spdiags([ones(N-1,1), ones(N-1,1)], [0,1], N-1,N); 
    R1 = kron(speye(N-1),R); 
    R2 = kron(R, speye(N-1)); 
     
    S1 = kron(speye(N),R); 
    S2 = kron(R, speye(N)); 
    T = kron(R,R); 
     
    %Speicherung in Zellzentren 
    pp = reshape(p(xz,yz), N*N,1); 
    ff = reshape(f(xz,yz), N*N,1); 
    qq = reshape(q(xz,yz), N*N,1); 
    Dp = spdiags(pp, 0, N*N, N*N); 
    Dq = spdiags(qq, 0, N*N, N*N); 
     
    S1p = S1*pp; 
    S2p = S2*pp; 
    S1q = S1*qq; 
    S2q = S2*qq; 
    Tq = T * qq; 
    DS1p = spdiags(S1p, 0, (N-1)*N, (N-1)*N); 
    DS2p = spdiags(S2p, 0, (N-1)*N, (N-1)*N); 
    DS1q = spdiags(S1q, 0, (N-1)*N, (N-1)*N); 
    DS2q = spdiags(S2q, 0, (N-1)*N, (N-1)*N); 
    DTq = spdiags(Tq, 0, (N-1)*(N-1), (N-1)*(N-1)); 
     
    %Konstruktion von A laut Anhang 
    A = Q1 * S2 * Dp * S2' * Q1'; 
    A = A + Q2 * S1 * Dp * S1' * Q2'; 
    A = A + Q1 * DS2p * Q1' + Q2 * DS1p * Q2'; 
    A = A + (R1 * DS2q * R1' + R2 * DS1q * R2')/6; 
    A = A + (T * Dq * T' + DTq)/6; 
    A = A/6; 
     
    b = T*ff/4; 
    u2 = A\b; %Gleichung (102) 
     
    u1 = reshape(u(xi,yi),(N-1)*(N-1),1); %exakte Loesung in inneren 
Zelleneckstellen 
     
    du = u1 - u2; %Fehler der Approximation 
    Adu = A*du; 
    ErI = [ErI, h * norm(du)]; %Speicherung der 2, h^2-Norm 
    ErA = [ErA, sqrt(du'*Adu)]; %Speicherung der A_Norm 
     
    %Grafik 
    subplot(1,3,3)                          
    surf(xi,yi,reshape(u2,N-1,N-1)) 
    title('Finite Elemente') 
    subplot(1,3,2) 
    surf(xi,yi,u(xi,yi)) 
    title('Exakt') 
    axis([0 1 0 1 -0.01 +0.01]) 



    pause(0.5); 
     
    N = 2 * N; %wie oben 
     
end 
  
%Berechnung der F_i laut Angabe 
deI = ErI(1:(l-1))./ErI(2:l); 
deA = ErA(1:(l-1))./ErA(2:l); 
  
%Antwortmoeglichkeiten 
c = log2(mean(deI)) 
d = log2(mean(deA)) 
 
 
 

 


