Numerische Mathematik 1
Wintersemester 2020, Ubungsblatt 12

Ausarbeitung iber Moodle bis 22. Janner 2021

Dieser Anhang wird in den folgenden Beispielen zitiert.

1. ©=(0,1), 2. Ordnung, Neumann Randbedingungen: Seien
u(@) =223 —22), pa)=1—(2—1)?% qle)=1+ (0 1)

und f(x) so, dass das Randwertproblem (1) im Anhang mit o = 0 und w = 1 erfiillt wird.
Diskretisierungen aus werden fiir dieses Randwertproblem untersucht. Seien
die Normen || - |2, und || - ||a auf Seiten 195 bzw. 70 im Skriptum definiert, wobei die
Matrix A vom Kontext verwendet wird. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Sei  die Losung von (60) im Anhang. Fiir N € {N;}_;, N; = 2°7¢ h; = 1/N; und
F; = ||u(z) — @lj2.n, gilt logy(mean{F;/F;11}i ;) > 2.
(b) Sei @ die Losung von (60) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
Fi = |lu(z) — ul|a gilt logy(mean{F;/Fis1}i_;) > L.
(c) Sei @ die Losung von (68) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = ||u(z) — @lj2.n, gilt logy(mean{F;/F;11}i ;) > 2.
(d) Sei @ die Losung von (68) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = ||u(z) — @l gilt logy(mean{F;/F;11}} ) < 1.
Hinweise: Das Beispiel wird mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewdhlt
wird, werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in Knoten & oder x approxi-
miert. Mit nurKnoten = false werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswertungen

genauer berechnet, und dadurch wird die Ordnung fiir eine Ableitung-bezogenene Norm
reduziert.

Laut theoretischer Abschitzungen (38) und (39) fiir finite Differenzen
1
lu(@) = 2 = O(?),  h2|u(@) - alla = [u(z) - allan = O(h?)
und (64) und (65) fiir finite Elemente
_ 1 . _
[u(z) = @2 = O(B?),  h2|u(z) —alla = [[u(x) —allan = OK?)

in diesem werden diese Ordnungen fiir die jeweiligen Teile (a) — (d) erwartet. Mit
nurKnoten = true in dem werden diese Ordnungen rechnerisch bestétigt.

Laut theoretischer Abschitzungen (36) und (34) fiir finite Differenzen
lu—anll2 = O(?), lu—ap|a=Oh) = llu—ap|m
und (62) und (60) fiir finite Elemente
lu = dnll 2 = O(h?),  |lu—dnlla=O(h) = llu—anm

in diesem werden diese Ordnungen mit nurKnoten = false in dem rechne-
risch bestétigt.
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2. Q=(0,1), 2. Ordnung, Dirichlet Randbedingungen: Seien
u(@) =a(z-1)(2x 1), pla)=1-(z—-45)?% q@)=1+(z—3)

und f(z) so, dass das Randwertproblem (1) im Anhang mit a = 1 und w = 0 erfiillt wird.
Diskretisierungen aus fiir dieses Randwertproblem werden untersucht. Seien
die Normen || - [[2,, und || - [[4 auf Seiten 195 bzw. 70 im Skriptum definiert, wobei die
Matrix A vom Kontext verwendet wird. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Sei u die Losung von (69) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 2°7 h; = 1/N; und
F; = ||u(z) — ulj2.n, gilt logy(mean{F;/F;11}} ) > 2.
(b) Sei w die Losung von (69) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = [Ju(z) — ul| 4 gilt logy(mean{F;/Fiy1}i,) > 1.
(c) Sei @ die Losung von (71) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = |lu(z) — @2, gilt logy(mean{F;/Fii1}i ) < 2.
(d) Sei @ die Losung von (71) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 257 h; = 1/N; und
Fi = |[u(z) — a4 gilt logy(mean{F;/Fyy1}i ;) < 1.
Hinweise: Das Beispiel wird mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewdhlt
wird, werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in den Knoten @& approximiert.

Mit nurKnoten = false werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswertungen genauer
berechnet, und dadurch wird die Ordnung fiir eine Ableitung-bezogenene Norm reduziert.

Laut theoretischer Abschitzungen analog zu (38) und (39) fiir finite Differenzen
1
lu(@) = ullzp = Oh?),  hz|lu(@) - ulla = [lu(x) — ullap = O(h?)
und zu (64) und (65) fir finite Elemente
_ 1 _ _
lu(@) = allap = O(h?),  h2lu(x) - @a = [u(@) - @|an = O(h?)

in diesem werden diese Ordnungen fiir die jeweiligen Teile (a) — (d) erwartet. Mit
nurKnoten = true in dem werden diese Ordnungen rechnerisch bestétigt.

Laut theoretischer Abschitzungen analog zu (36) und (34) fiir finite Differenzen
lu = unllze = O(h?),  llu—unlg: = O(h) = |lu— up|la

und zu (62) und (60) fiir finite Elemente
lu—anllzz = O(h?),  |lu—anlla = O(h) = |lu — |

in diesem werden diese Ordnungen mit nurKnoten = false in dem rechne-
risch bestétigt.

3. 2=(0,1), 2. Ordnung, Robin Randbedingungen: Seien
wa) =7(x—3) —12(x - 3)% pla)=1-(z—3)* qz)=1+(x—3)

und f(z) so, dass das Randwertproblem (1) im Anhang mit & = 1 und w = 1 erfiillt wird.
Diskretisierungen aus werden fiir dieses Randwertproblem untersucht. Seien
die Normen || - ||2.5 und || - || a auf Seiten 195 bzw. 70 im Skriptum definiert, wobei die SPD
Matrix Ag = A — D(py)B aus (72) fiir die Norm in Teil (b) und die Matrix A in (73) fiir
die Norm in Teil (d) verwendet werden. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.
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(a) Sei @ die Losung von (72) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
= [lu(z) — alla,p, gilt logy(mean{F;/Fiy1}i ;) > 2.
(b) Sel @ die Losung von (72) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
= [lu(z) — a4, gilt logy(mean{F;/Fi 1} ) > 1.
(c) Sei @ die Losung von (73) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25 h; = 1/N; und
F; = |lu(z) — @2, gilt logy(mean{F;/Fii1}i ) > 2.
(d) Sei @ die Losung von (73) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
Fi = |lu(z) — a4 gilt logy(mean{F;/Fis1}i,) < 1.

Hinweise: Das Beispiel wird mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewdhlt
wird, werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in Knoten & oder x approxi-
miert. Mit nurKnoten = false werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswertungen
genauer berechnet, und dadurch wird die Ordnung fiir eine Ableitung-bezogenene Norm
reduziert.

Laut theoretischer Abschétzungen analog zu (38) und (39) fiir finite Differenzen
1
lu(@) = allap = O(h?),  h2fu(z) - ala = [u(@) — @] an = O(h?)
und zu (64) und (65) fiir finite Elemente
_ 1 . _
lu() = @2 = Oh?),  h2|lu(z) - alla = [u(z) - allan = Oh?)

in diesem werden diese Ordnungen fiir die jeweiligen Teile (a) — (d) erwartet. Mit
nurKnoten = true in dem werden diese Ordnungen rechnerisch bestétigt.

Laut theoretischer Abschitzungen analog zu (36) und (34) fiir finite Differenzen
lu = nl| 2 = O(h%),  llu—dnllm = O(h) = |lu— tnlla

und zum (62) und (60) fiir finite Elemente
lu—nllze = O(R?),  |lu—anla=Oh) = llu—an| g

in diesem werden diese Ordnungen mit nurKnoten = false in dem rechne-
risch bestétigt.

. ©=(0,1), 2. Ordnung, Dirichlet Randbedingungen, nicht glatte Daten: Seien

u@) = 2-2jz—g|~|z—g|-|z -3 Jou@), Jr-gl=e
) e(x) =

ce(x) = (%—e)—(m—%ﬁ/e, eE(O,% ce(x) ]w—%\ <e€
%7 |$_%|Z 0, |CC—%‘26
411’ |x—l]< 1/(2e), ]x—l\<e
so, dass (39) im Anhang mit ue, p, ¢¢ und f erfiillt wird, wobei die Bilinearform in (12)
und die Lmearform in (13) hier bezeichnet seien mit

NN

ge(z) =€, fe(z) = euc(w) + {

A (v, w) :/[qevw+pv’w']da:, Fe(v) = / fevdx, v,w e H&(Q)
Q Q

Diskretisierungen aus werden fiir dieses Randwertproblem untersucht. Sei die
Norm || - ||2,5 auf Seiten 195 im Skriptum definiert, wobei die Matrix A vom Kontext
verwendet wird. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.
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(a) Die Funktion wu erfiillt

A(u, sp) = lim Ac(u, sp) = lim Fe(sp) = F(sp) = sh(%), Vs, € SS(Q).
e—0 e—0

(b) Mit A und F im Teil (a) so definiert, ist die Losung uj, € S}(€2) des Systems
A(uh, Sh) = .F(Sh), Vsh S S&(Q)

gegeben fiir N € 2N und N > 4 durch uy(x) = u(z).

(c) Sei u die Losung von (69) im Anhang mit € = 1/25. Fiir N € {N;}3_,, N; = 277,
hi = 1/N; und F; = |luc(z) — ucl|2.n, gilt logy(mean{F;/Fi i1} ;) > 2.

(d) Sei @, die Losung von (71) im Anhang mit € = 1/25. Fiir N € {N;}3_,, N; = 2°%¢
h; = 1/N; und F; = ||uc(x) — Gcllop, gilt logy(mean{F;/Fii1}i_ ;) > 2.

Hinweise: Teil (a) ldsst sich durch eine direkte symbolische Rechnung bestétigen. Teil (b)
folgt, wenn u € S}(€2) gilt. Dies ist der Fall, nur wenn N € 2N und N > 4 gelten, denn die
Funktion u hat die drei Knickstellen in den dyadischen Stellen z = %, %, %.

Sonst wird das Beispiel mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewéhlt wird,
werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in den Knoten & approximiert. Wenn
nurKnoten = false ausgewihlt wird, werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswer-

tungen genauer berechnet.

Fiir Beispiele (2) und (4) sind Dirichlet Randbedingungen vorgegeben. Wihrend die Da-
ten fiir Beispiel (2) glatt sind, ist dies nicht der Fall fiir Beispiel (4). Daher werden die
Voraussetzungen fiir theoretische Abschétzungen wie (38) und (39) fiir finite Differenzen
in diesem hier nicht erfiillt. Trotzdem wird die Ordnung O(h) mit dem fiir
Teil (c) mit nurkKnoten = true oder mit nurKnoten = false bestétigt.

Jedoch werden die Voraussetzungen fiir theoretische Abschétzungen wie (64) und (65) fiir
finite Elemente im erfiillt. Fiir Teil (d) wird die erwartete Ordnung O(h?) mit
dem fiir Teil (c) mit nurkKnoten = true oder mit nurKnoten = false bestétigt.

. Q=(0,1), 4. Ordnung, Neumann Randbedingungen: Seien
u() = z(1+2°(=5+2(6 — 22))) /60, p(z)=1—(z—3)% q@)=1+(z—3)?

und f(x) so, dass das Randwertproblem (2) im Anhang mit &« = 0 und w = 1 erfiillt
wird. Diskretisierungen aus werden fiir dieses Randwertproblem untersucht.
Seien die Normen || - ||2,, und || - || 4 auf Seiten 195 bzw. 70 im Skriptum definiert, wobei
die Matrix A von (74) verwendet wird. Fiir finite Elemente sollen ||u(z) — M2, und
|lu(z) — M| 4 mit der Abbildung von Spline-Koeffizienten in die Zellzentren

M = spdiags([kron(ones(N,1),[1/8,3/4,1/81)1,[0,1,2] ,N,N+2)

berechnet werden. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.
(a) Sei @ die Lésung von (74) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 257 h; = 1/N; und
Fi = |lu(z) — @2, gilt logy(mean{F;/Fii1}i ) < 2.

(b) Sei @ die Losung von (74) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
Fy = |lu(z) — a4 gilt logy(mean{F;/Fi1}i_y) > 1.
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(c) Sei @ die Losung von (82) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = |lu(z) — Mal|sp, gilt logy(mean{F;/F;11}4 ) < 2.

(d) Sei w die Losung von (82) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = ||u(z) — Ml 4 gilt logy(mean{F;/F;11}},) < 1.

Hinweise: Das Beispiel wird mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewdhlt
wird, werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in den Knoten & approximiert.
Mit nurKnoten = false werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswertungen genauer
berechnet, und dadurch wird die Ordnung fiir eine Ableitung-bezogenene Norm reduziert.

Laut theoretischer Abschitzungen analog zu (38) und (39) fiir finite Differenzen
lu(@) = @lop = O(h?), b u(@) — a4 = [u(@) - allap = O(h?)
und zu (64) und (65) fiir finite Elemente
lu(@) = Moy = O(h?),  h2u(@) — M4 = |[w(@) — Mal|lap = O(h?)

in diesem werden diese Ordnungen fiir die jeweiligen Teile (a) — (d) erwartet. Mit
nurKnoten = true in dem werden diese Ordnungen rechnerisch bestétigt.

Laut theoretischer Abschétzungen analog zu (36) und (34) fiir finite Differenzen
lu—anll2 = O(?), |lu—aplla=O(h)=lu—a|m

und zu (62) und (60) fiir finite Elemente
lu = dnll 2 = O(h%),  |lu—dnlla=Oh) = llu—anl

in diesem werden diese Ordnungen mit nurkKnoten = false in dem rechne-
risch bestiétigt.

. ©=(0,1), 4. Ordnung, Dirichlet Randbedingungen: Seien

u(@) =2*(1-2)*, pla)=1-(z—3)% q@)=1+(z—3)?
und f so, dass das Randwertproblem (2) im Anhang mit @« = 1 und w = 0 erfiillt wird.
Diskretisierungen aus fiir dieses Randwertproblem werden fiir NV € N unter-
sucht. Seien die Normen || - |2, und || - || 4, auf Seiten 195 bzw. 70 im Skriptum definiert,

wobei die SPD Matrix A9 = LTD(p)L + D(q) aus (83) fiir die Norm verwendet werden
soll. Fiir finite Elemente sollen |u(x) — M2, und ||u(x) — M| 4, mit der Abbildung
von Spline-Koeffizienten in die inneren Schnittstellen

M = spdiags(ones(N+1,2)/2,[-1,0],N-1,N-2);

berechnet werden. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.
(a) Sei u die Losung von (83) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 2°7¢ h; = 1/N; und
Fi = |[u(z) — ulla, gilt logy(mean{F;/Fiii}i ) > 2.

(b) Sei u die Losung von (83) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 257 h; = 1/N; und
F; = ||u(z) — ul 4, gilt logy(mean{F;/F;11}i ) > 1.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/disk_rwp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/disk_rwp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/B12Bsp5.m
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_rwp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/B12Bsp5.m
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/konv_rwp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/B12Bsp5.m
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/disk_rwp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/numerik.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/disk_rwp.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/num1_ws20/disk_rwp.pdf

(c) Sei @ die Losung von (84) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = |lu(x) — Mal|sp, gilt logy(mean{F;/F;11}4 ) > 2.

(d) Sei @ die Losung von (84) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 25T h; = 1/N; und
F; = ||u(z) — M| 4, gilt logy(mean{F;/Fi41} ) < 1.

Hinweise: Das Beispiel wird mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewdhlt
wird, werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in den Knoten & approximiert.
Mit nurKnoten = false werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswertungen genauer
berechnet, und dadurch wird die Ordnung fiir eine Ableitung-bezogenene Norm reduziert.

Laut theoretischer Abschitzungen analog zu (38) und (39) fiir finite Differenzen
1
lu(@) = ullp = O(R?),  h2[u(x) - ulla, = [lu(x) = ullagn = O(?)
und zu (64) und (65) fiir finite Elemente
~ 1 _ -
lu(z) = Malap = O(h?),  h2llu(z) - Malla, = |u(x) = Mala,n = O(h%)

in diesem werden diese Ordnungen fiir die jeweiligen Teile (a) — (d) erwartet. Mit
nurKnoten = true in dem werden diese Ordnungen rechnerisch bestétigt.

Laut theoretischer Abschétzungen analog zu (36) und (34) fiir finite Differenzen
lu—unll2 = O(h?),  lu—uplla=O(h) = lu—up

und zu (62) und (60) fiir finite Elemente
lu = nl| 2 = O(h%),  llu—dnlla=O(h) = llu—anl

in diesem werden diese Ordnungen mit nurkKnoten = false in dem rechne-
risch bestétigt.

. ©=(0,1)%, 2. Ordnung, Neumann Randbedingungen: Seien

play) = (1= (z-5)*)1--75)7°

g(z.y) = (1+(@—5)")1+ @y -3
und f(z,y) so, dass das Randwertproblem (3) im Anhang mit & = 0 und w = 1 erfiillt
wird. Diskretisierungen aus fiir dieses Randwertproblem werden untersucht.
Seien die Normen || - ||2,, und | - || 4 auf Seiten 195 bzw. 70 im Skriptum definiert, wobei

die Matrix A vom Kontext verwendet wird. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen
an.

(a) Sei w die Lésung von (85) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 2**¢ h; = 1/N; und
Fi = [[u(z, ) — ally gilt logy(mean{F;/Fiii}i ) > 2.

(b) Sei w die Losung von (85) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 22T h; = 1/N; und
Fi = |[u(z,y) — a4 gilt logy(mean{F;/Fyi1}j_;) < 1.

(c) Sei @ die Losung von (100) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 227" h; = 1/N; und
Fy = Jlu(z,y) — &'H2,h§ gilt logy(mean{F;/Fi1}i_;) > 2.
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(d) Sei @ die Losung von (100) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 227" h; = 1/N; und
Fy = Ju(w,y) — @l|a gilt logy(mean{F,/Fiya i) > 1.

Hinweise: Das Beispiel wird mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewéhlt
wird, werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in Knoten (z,y) oder (z,v)
approximiert. Mit nurKknoten = false werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswer-
tungen genauer berechnet, und dadurch wird die Ordnung fiir eine Ableitung-bezogenene
Norm reduziert.

Laut theoretischer Abschitzungen (38) und (39) fiir finite Differenzen

lu(@, y) = wllopn = O(B?),  hllu(z,y) —ala = [lu(@,y) - alan = O(H?)
und (64) und (65) fiir finite Elemente

lu(z, y) = allopn = O(B?),  hllu(z,y) — @l = [lu(z,y) - alan = O(K?)

in diesem werden diese Ordnungen fiir die jeweiligen Teile (a) — (d) erwartet. Mit
nurKnoten = true in dem werden diese Ordnungen rechnerisch bestétigt.

Laut theoretischer Abschétzungen (36) und (34) fiir finite Differenzen
lu—anll2 = Oh?), lu—ap|a=O(h)= llu—ap|m
und (62) und (60) fiir finite Elemente
lu—anllzz = O(h?),  |lu—anlla = O(h) = |lu — |

in diesem werden diese Ordnungen mit nurKnoten = false in dem rechne-
risch bestétigt.

. = (0,1)2, 2. Ordnung, Dirichlet Randbedingungen: Seien

w(z,y) = z(z—1)2z - Ly(y —1)(2y — 1),

play) = 1—(@@—3))1-(y—3)%

gz,y) = (1+ (2= +(y-13))
und f(z,y) so, dass das Randwertproblem (3) im Anhang mit @« = 1 und w = 0 erfiillt
wird. Diskretisierungen aus werden fiir dieses Randwertproblem untersucht.
Seien die Normen || - ||2,, und || - || 4 auf Seiten 195 bzw. 70 im Skriptum definiert, wobei

die Matrix A vom Kontext verwendet wird. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen
an.

(a) Sei u die Losung von (101) im Anhang. Fiir N € {N;}2_,, N; = 2% h; = 1/N; und
Fi = |lu(z,y) — ully2 gilt logy(mean{Fi/Fii1}i ) > 2.

(b) Sei w die Losung von (101) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 227" h; = 1/N; und
Fi = ||u(z,y) — ul|4 gilt logy(mean{F}/Fi1};) < 1.

(c) Sei @ die Losung von (102) im Anhang. Fiir N € {N;}2_;, N; = 227" h; = 1/N; und
Fy = |lu(z,y) — fb”z,hg gilt logy(mean{F;/Fi1}i_;) > 2.

el u die Losung von im Anhang. Fir N € ire_ i = ' hy = ; un

(d) Sei @ die Lésung (102) im Anl Fiir N € {N;}}_,, N; = 2% h; = 1/N; und

Fi = |lu(z,y) — w4 gilt logy(mean{F;/Fi1}i,) > 1.
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Hinweise: Das Beispiel wird mit diesem gelost. Wenn nurKnoten = true ausgewéhlt
wird, werden die Fehler-Integrale nur durch Auswertungen in den Knoten (x,y) approxi-
miert. Mit nurKnoten = false werden die Fehler-Integrale durch feinere Auswertungen
genauer berechnet, und dadurch wird die Ordnung fiir eine Ableitung-bezogenene Norm
reduziert.

Laut theoretischer Abschétzungen analog zu (38) und (39) fiir finite Differenzen
lu(e,y) = ullp = O(R?),  hllu(z,y) - ulla = [u(@,y) — ulap = O(h?)

und zu (64) und (65) fiir finite Elemente

lu(z,y) — allap = O(h?),  hlu(z,y) —ala = [lulz,y) — ullan = O(h?)
in diesem werden diese Ordnungen fiir die jeweiligen Teile (a) — (d) erwartet. Mit
nurKnoten = true in dem werden diese Ordnungen rechnerisch bestétigt.

Laut theoretischer Abschétzungen analog zu (36) und (34) fiir finite Differenzen
lu = upllL2 = O(h?), [lu—unlla=O(h) = [u—up| g

und zu (62) und (60) fiir finite Elemente
lu—anllz2 = O(h?),  |lu—anlla = O(h) = [lu — |

in diesem werden diese Ordnungen mit nurKnoten = false in dem rechne-
risch bestétigt.
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