Numerische Mathematik 1
Wintersemester 2020, Ubungsblatt 8

Ausarbeitung tber Moodle bis 27. November 2020. Nach diesem Datum erscheinen die nachtrégli-
chen Kommentare und die Lésungen der Teilnehmer.

1. Seien g € C}*(R) und f(x) = z — g(x) gegeben. Das Bisektionsverfahren auf Seite 164 im
Skriptum mit Iterierten {ag, bk, ¢ }ren, fiir f und die Fixpunktiteration auf Seite 168 im
Skriptum mit Iterierten {zy}ren, fiir ¢ werden untersucht. Kreuzen Sie bei den wahren
Behauptungen an.

(a) Wenn {xj}ren, der Fixpunktiteration zu einem eindeutigen Fixpunkt z* = g(z*)
konvergieren, dann gibt es 4,57 € N mit denen {cx} des Bisektionsverfahrens mit
Startwerten ap = x; und by = xz; zu einer eindeutigen Nullstelle f(z*) = 0 konvergie-
ren.

(b) Wenn {cy}ren, des Bisekstionsverfahrens zu einer eindeutigen Nullstelle f(z*) = 0
konvergieren, an der f’(z*) = 0 gilt, dann konvergieren {xj}ren, der Fixpunktite-
ration zu einem eindeutigen Fixpunkt z* = g(z*), wenn |z* — x| ausreichend klein
ist.

(c) Angenommen hat g genau einen Fixpunkt 2*, und h(x) = g(g(x)) hat noch zwei 21, 2*
mit ' < 2% < 2t und |W/ ()], |/ ()| < 1 < |¢’(z*)|. Dann konvergieren die Iterierten
{7k }ren, zu z* nicht, sondern nihern sich der Menge {z', 2%} mit g(27) = z* und
g(x?) = 2. Weiters existieren Startwerte {ag, by} des Bisektionsverfahrens, mit denen
die Tterierten {cg }ren, zu z* konvergieren.

(d) Angenommen hat g genau einen Fixpunkt z* = g(2*), in dem ¢'(z*) = 1 ein lokales
Extremum von ¢’ ist. Dann existieren Startwerte {ag,bo} des Bisektionsverfahrens,
mit denen die Iterierten {cg}ren, zu 2* konvergieren.

Kommentare: Beispiel (2a) zeigt, dass Teil (a) falsch ist. Beispiel (2b) zeigt, dass Teil (b)
falsch ist.

Teil (c) ist die allgemeine Situation vom Beispiel (2c), die folgendermafien argumentiert
wird. Aus 1 < |¢/(2*)] folgt mit dem 3. Satz auf Seite 170 im Skriptum, dass eine Fixpunkt
Iteration mit ¢ nie zum einzigen Fixpunkt x* konvergieren kann. Da z* fiir g eindeutig
ist, sind 2! und 2* keine Fixpunkte fiir g. Da z! und 2} die einzigen Fixpunkte fiir h(z) =
9(g(x)) sind, folgen aus g(z) = g(h(z1)) = g(g(g(2"))) = h(g(zT)) und g(z*) = g(h(z*)) =
g(g(g(x)) = h(g(a?)), dass g(z) = z* und g(2) = 21 gelten. Laut dem 1. Satz auf Seite
170 im Skriptum folgt aus |/(z1)], |n’(z%)| < 1, dass 2T und 2* fiir eine Fixpunkt-Iteration
mit h anziehend sind. Mit |¢/(z*)| > 1 folgt f'(z*) = 1 — ¢’(2*) # 0, und daher hat f
unterschiedliche Vorzeichen in einer Umgebung von x*.

Analog zum letzten Satz wird fiir Teil (d) folgendermafien argumentiert. Wenn ¢'(2*) =
1 ein lokales Extremum fiir ¢’'(z) ist, ist f'(z) = 1 — ¢/(x) immer positiv oder immer
negativ in einer Umgebung B(z*, €)\{z*}, ¢ > 0. In beiden Féllen hat f(z) unterschiedliche
Vorzeigen in B(z*,€)\{z*}. Daher existieren agp,by € B(z*,€)\{z*} mit denen {c}ren,
des Bisektionsverfahrens zum z* konvergieren. Teil (d) héingt mit Beispielen (2b) und (2d)
Zusammen.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/teaching.html

2. Seien g € CY(R) und f(z) = = — g(z) gegeben. Das Bisektionsverfahren auf Seite 164 im
Skriptum mit Iterierten {ag, bg, ¢ }ren, fiir f und die Fixpunktiteration auf Seite 168 im
Skriptum mit Iterierten {z}ren, fiir ¢ werden untersucht. Kreuzen Sie bei den wahren
Behauptungen an.

(a) Seien f(x) = 222, 29 = 3, 21 = g(20), ao = zo und by = z1. Der Fixpunkt fiir g und
die Nullstelle fiir f ist 2* = v/2. Die Iterierten {3} und {c;} der Fixpunktiteration
bzw. des Bisekstionsverfahrens konvergieren zu z*.

(b) Seien g(z) = (22 —x—1)/(2®>—2x), ap = 0, bg = 2 und xo € (0, 2). Der Fixpunkt fiir g
und die Nullstelle fiir f ist 2* = 1. Die Iterierten {z}} und {c;} der Fixpunktiteration
bzw. des Bisekstionsverfahrens konvergieren zu x*.

(c) Seien g(x) = 16x(1 — z)/5, ap = (21 — +/21)/32, by = (21 4+ +/21)/32 und zy =
(ap+bo)/2. Der Fixpunkt fiir ¢ und die Nullstelle fiir f ist 2* = 11/16. Die Iterierten
{1} der Fixpunktiteration konvergieren zu z* nicht, aber die Iterierten {cy} des
Bisekstionsverfahrens konvergieren zu x*.

(d) Seien g(z) = (1 — (z — 1)?/2)In(e/z), ap = 1/2 und by = 3/2. Der Fixpunkt fiir
g und die Nullstelle fiir f ist z* = 1. Die Iterierten {c;} des Bisekstionsverfah-
rens konvergieren zu x*. Fiir die Iterierten {z;} der Fixpunktiteration gibt es ein
0:(0,1) = Ry, wobei |z — 2*| < € aus |zg — x*| < d(€) folgt.

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Solang f(g(zp)) > 0 im Teil (a) gilt, haben f(xz¢)
und f(z1) das gleiche Vorzeichen. Im Teil (b) ist ¢/(z*) = 1 ein lokales Maximum fiir
g (z), und ein Argument mit dem Mittelwertsatz zeigt, g(B(z*,€)) C B(x*,¢) wird fiir
jedes beliebig kleine € > 0 verletzt. Auf der anderen Seite im Teil (d) ist ¢’(z*) = 1 ein
lokales Minimum fiir ¢’(z), und ein Argument mit dem Mittelwertsatz zeigt, es existiert
ein € > 0 mit g(B(z*,¢€)) C B(x*,¢). Teil (c) folgt aus Beispiel (1c).

3. Fixpunktiterationen fiir die Funktion f(z) = 2e™% — 2 + 22 — 22 mit Nullstelle 2* = 0
werden untersucht. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Gegeben sei g(z) = x — f(x)/f'(z) fir das Newton Verfahren auf Seite 173 im
Skriptum. Laut dem Satz auf Seite 170 im Skriptum erfiillt die Fixpunktiteration
zpi1 = g(ar), k € No, 2o € [-1,+1], die Abschiitzung |z —2*| < (e/2—1)v"/(1—7),
wobei v = ¢'(—1).

(b) Die Newton Iterierten xx+1 = g(x), k € No, konvergieren zum Fixpunkt z* fiir jedes

xo € R, und es gilt |zp11 — x*|/|zr — =¥ ko0 %

(c) Gegeben sei h(z) =z —3f(z)/f () fiir das modifizierte Newton Verfahren auf Seite

181 im Skriptum. Die Fixpunktiteration zy1 = h(zk), k € No, konvergiert fiir jedes

xo € [-1,+1], und es gilt |xp41 — 2*|/|2) — 2% g i

(d) Gegeben sei die Sonderfunktion ¢(z) = = + In(1 — z + 22/2) mit dem Fixpunkt x*.
Die Fixpunktiteration zy11 = ¢(zx), k € Ny, konvergiert fiir jedes zyg € (—1,+1),

.%'*‘4 k—oo

und es gilt |zg11 — 2*|/|zK — — 1.

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Fiir Teil (a) gilt {f(xz), fV(x), f@(z), fO(2)} —
{0,0,0,—2} fiir x — 2*, und daher hat die Nullstelle z* Multiplizitéit 3. Daher gilt ¢'(2*) =
0 fiir das Newton Verfahren nicht. Laut dem 2. Satz auf Seite 170 im Skriptum folgt
lzp — 2% < ~AF|lzy — 20]/(1 — 7), wobei v = max,e(—1,41) |9 ()] = ¢'(1). Weiters gilt
lx1 — zo| < (e/2 —1), Vg, 21 € [—1,+1].
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Fiir Teil (b) gilt {g(z), g™V (z), g (x)/2!, ¢'® (z)/3!} — {0,2/3,-1/36,1/540} fiir  — z*.
Laut dem Beweis auf Seite 179 im Skriptum gilt |21 — 2*|/|zx — 2*| — ¢'(z*) = 2/3.

Fiir Teil (c) gilt {h(z), D (z), h®(z)/2!, h3)(x)/3!} = {0,0,—-1/12,1/180} fiir x — z*.
Laut dem Beweis auf Seite 180 im Skriptum gilt |7y 1 — 2*|/|z) — 2|2 — B/ (2*) = 1/12.
Fiir Teil (d) gilt {¢(z), oM (z), 9P (x)/2!, ¢ (x)/3!} — {0,0,0,1/6} fiir z — z*. Laut dem
Argument im Beweis auf Seite 180 im Skriptum gilt |z, 1 —2*|/|zp—2* > = ¢ (2*) = 1/6.

Wenn diese Konvergenzraten mit Rechnungen iiberpriift werden, muss darauf geachtet
werden, dass die verwendeten Differenzen |z, — x*| ausreichend grofier als eps ~ 2.2e-16
sind, da sonst Quotienten |rpi1 — x*|/|xr — x*|* nicht zuverldBig sind. Sehen Sie die
zutreffenden Details fiir Beispiel (4d).

. Sei z* eine Nullstelle einer Funktion f mit f € C?(B(z*,¢)) fiir ein € > 0 und f/(x*) # 0.
Das Sekant-Verfahren

Try1 = 2 — f(wg)(xr — vp-1)/(f(28) — f(2-1)), K EN

wird untersucht. Angenommen konvergieren die Iterierten {zy } ren, zur Nullstelle z*. Kreu-
zen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Die Differenzen € = xp — x* erfiillen
k—o0 * *
ek /(evek—) =3 5f" (")) f (@),
(b) Mit p = v/5/2 gilt
k—o0 * *
el /lexl” =3 15 " (@) /£ ()P
(c) Wenn F € C*(R?,R?) durch die stetige Ergéinzung von

_ Yy
FE9) =y~ ) -2/(Fw) - 1)

gegeben ist, wird das Sekant Verfahren mit x; = (vg_1,2x) durch x4 = F(xy),
k € N, gegeben, und mit * = (a*, z*) gilt p(F'(x*)) = 0.
(d) Fiir f(x) = ex+In(|x|) mit der Nullstelle z* = 1/e ergibt sich |xg—2*|/|z5—2*| < 1075

mit zg = %x* und z1 = %x*.

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Fiir Teile (a) und (b) seien

flxr) = flor—1) + () (@r — 2p-1), N zwischen zp und g
flzg) = f@*)=o+ f(@*)(zp — 2*) + %f”((k)(xk — )% (, zwischen zj, und z*.
Zuerst muss festgestellt werden, dass
1 _ S = f@)  me—men koo [
e ! w—ar f) = flo) ! f(@*)
Dann mit
B B € — €k—1 . ka($k—1) - Ek—lf(xk)
e E s ey B {0 B oy

_ T — Th—1 ] [f(xkl)/ﬁkl — f(x1)/er o
fzr) = flog-1) -

Tl — Tk—1

3
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und mit 7 und (i ergibt sich
1 $7(Com1)en—1 — 2 " (Ck)er

€kt1 = o) & — s €k€k—1
_ L[ f(Cr—1) — f”(Ck)ek/ek—l} ceer
f' () 2(e/er—1 — 1) -
k—oo

Denn € /ex_1 — 0 gilt, folgt Teil (a),

i1 _ 1 [f%ckl)—f”(ck)ek/em] koo (")

exer—1 [ () 2(ex/ep—1 — 1) 2f"(x*)

Wie schon festgestellt, gilt |ex11|/|€ex|P 2% C mindestens fiir p=1und C' = 0. Wenn es
fiir dieseen Grenzwert Konstanten p > 1 und C' > 0 geben sollte, dann aus Teil (a) gelten
notwendigerweise

Clal (el ) (AakY o gy ooy o)

fﬁk—1| ’€k|’€l~c—1| \€k+1|

und mit |e[PP~D-1 "X FEe {0,1, 00}

p—1 p-1 p—1
Cleg| —C ( lex| ! ) —-C < || > ’6k71|p(p71)71 kﬂf CPE.

(1 lep_1|7T |es—1[P

Im nicht trivialen Fall gelten E = 1, p(p — 1) = 1 und daher p = (1 + v/5)/2. Da die
Grenzwerte {ibereinstimmen miissen, folgt C' = [1[f"(2*)/f'(z*)[]V/P.

Fiir Teil (d) gelten mit Matlab
|zs —2*| =7.4e-8, |xg—a*|=2.2e-12, |z7 —z*|=5.6e-17

zu 2 signifikanten Zifffern. Also mit nur doppelter Genauigkeit kann |z7 — 2*| mit keinem
Rechnungssystem (auch nicht mit Octave) zuverléssig bearbeitet werden. Mit Mathematica
konnen die Iterierten aber exakt berechnet werden, und es gelten

|5 — 2™ |6 — x*] |z7 — x*|
— =1.7e-3, —— =2.9e-5, — =5.1e-8
T4 — 2*] |z5 — x*] |re — x*|

zu 2 signifikanten Zifffern. Also gilt |eg|/|ex—1] "% 0 wie erwartet. Um die Konvergenzrate
mit Matlab abzuschétzen, konnen nur die Iterierten {z;}$_, verwendet werden. Mit dem
Goldenen Schnitt gs = (1+sqrt(5))/2 werden mit Matlab berechnet,

k =3, |xk+D)-x*x|/|xk)-x*|"gs = 6.7e-01
k =4, |x(k+1)-xx|/|x(k)-x*|"gs = 8.7e-01
k =5, Ix(k+1)-x*|/|x(k)-x*|"gs = 7.4e-01

wobei aus Teilen (a) und (b) der Grenzwert 7.9e-01 erwartet wird.

Fiir Teil (c) ist die Ableitung von F' gegeben durch die stetige Ergénzung von

0 1
Flo)= | . fu)—F@)+ @@ . . F@) - )+ —)f ()
IO =) — 1P S N O]



also mit &, 7, ( zwischen z und y gilt

0 1
F'(z) = "6 (<)
TWapmp T Wapay
und an der Stelle * = (z*, z*) folgt
0 1
: /:L. — 2 x* 1 a:,* — 0 1 .
S FE) = | g S g 1) 00

Es wird fiir X(k) = (x(k),x(k-1)) und X* = (x*,x*) mit Matlab berechnet,

k = 3, |I1X(k+1)-X*x||/]1X(k)-X*|]"2 = 4.0e+00, |[|X(k+1)-Xx||/|1X(k)-X*||"gs
k =4, [IX(&+D)-X*||/11X(&k)-X*||"2 = 6.5e+00, ||X(k+1)-X*||/]1X(k)-Xx||"gs
k =5, [IX(&+D)-X*||/11X&)-X*|]1"2 = 4.1e+01, |IX(k+1)-X*||/]1X(k)-Xx||"gs

Obwohl p(F'(x*)) = 0 gilt, ist die Konvergenz nicht quadratisch. Fiir quadratische Kon-
vergenz gibt es die Bedingung auf Seite 639 im Lehrbuch, dass F'(z*) = 0 gelten soll, die
in diesem Fall nicht erfiillt ist.

. Sei f(z) € C3(R) eine Funktion mit genau einer Nullstelle f(z*) = 0, an der f*)(z*) # 0
gilt fiir £ = 1,2, 3. Sei die Funktion g(x) implizit definiert durch

0= f(z) + f'(2)(9(z) — 2) + 5.f"(2)(9(x) — )%, g(a*) =",

Die Fixpunktiteration x;11 = g(xy) wird untersucht. Kreuzen Sie bei den wahren Behaup-
tungen an.

(a) Es gelten ¢'(x*) = ¢’ (2*) = 0.

(b) Die Fixpunktiteration erfiillt |z* — zp|/|2* — 251> oo | FO) (%) /fD ().

(c) Fiir die Funktion f(z) = 2°—1 konvergiert die Fixpunktiteration mit 2o = 3 zur Null-
stelle * = 1 mit doppelter Genauigkeit in genau 4 Iterationen, und zu 1 signifikanten
Ziffer gelten |z — 2*|/|zp_1 — 2*> = 0.3 fiir k = 2, 3.

(d) Fiir die Funktion f(z) = x — 1/x konvergiert die Fixpunktiteration mit z¢p =
zur Nullstelle * = 1 mit doppelter Genauigkeit in genau 5 Iterationen, und zu
signifikanten Ziffer gelten |z — 2*|/|zx_1 — 2*|® = 0.5 fiir k = 3, 4.

1
2
1

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Die Funktion g(z) ist explizit gegeben durch

a(z) = f"'(@)/2, blz) = f'(z) —af'(z), c(2)=f(z)—2f'(2) +2*f"(2)/2

—b(x) + sign(f'(x)) /0 (x) — 4a(z)c(z)
2a(x) '

L@ (e
=T ) <1 \/1 2 () )

g(x) =

9.8e-01
6.7e-01
8.7e-01
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wobei sign(f/(z)) in der quadratischen Formel verwendet wird, damit g(x*) = z* gilt. Die
Ableitungen von g kénnen aber bequem durch implizites Ableiten der fiir g definierenden
Gleichung bestimmt werden:

0 = f(@)+ (@) (g(x) —z) + f(2)(g'(x) —1) + -
0 = fz)+ f"(@)(g9(x) —x) + 2f"(x)(g'(x) = 1) + -+

usw.

Durch Auswertung dieser Ergebnisse an der Stelle x = z* ergibt sich
g @) =¢"@)=0 ud ¢¥ @)= O *)/f{(1) ().

Durch eine Taylor Entwicklung, wie auf Seite 180 im Skriptum, ergibt sich fiir die Fixpunkt

Iteration

3 k—oo

% =zl /|o* — @i 2 1g® (2] = %\f(?’)(fc*)/f“)(»r*)\'

K=

Fiir Teil (¢) wird daher erwartet,

1 1
@t = aal/la* — P T IO @D = g

und mit Matlab werden berechnet,

k =1, [x(&)-xx|/|x(k-1)-x*|"3 = 4.29e-01
k =2, Ix(k)-xx|/Ix(k-1)-x*|"3 = 3.34e-01
k =3, |x(kK)-x*x|/|x(k-1)-x*|"3 = 3.33e-01 <-
k =4, |x(k)-xx|/|x(k-1)-x*|"3 = 0.00e+00
Fiir Teil (d) wird erwartet,
. s _ 3k L@y gy rmqy 2 L
2" = gl /le” — 2" = PP/ Q)] =5

und mit Matlab werden berechnet,

k =1, |x(k)-x*|/lx(k-1)-x*|"3 = 1.50e+00
k=2, [x(&)-x*x|/|x(k-1)-x*|"3 = 1.03e+00
k =3, Ix(k)-x*x|/|x(k-1)-x*|"3 = 4.90e-01 <-
k =4, |x(k)-x*|/|x(k-1)-x*|"3 = 5.94e+04
k =5, |x(k)-x*|/|x(k-1)-x*|"3 = 0.00e+00

Wie bei vorherigen Beispielen gesehen, ist die Berechnung solcher Quotienten nicht zu-
verlaBig, sobald die Differenzen sich im Bereich der doppelten Genauigkeit befinden.

. Basierend auf Beispiel 1 auf dem 4. Ubungsblatt seien n = 100, z; = 2(i — %) /n—1,
x = {z;}", und v = sign(x) fixiert, und mit u(«) = tanh(ax) soll die Funktion
-1 +1 0
F(a) = u(a) = o[} + n|Qu(e)[3, Q= e RivDxm,
0 -1 +1
iber a € R global minimiert werden. Sei o* = argmin, g F'(c). Fiir die folgenden Verfah-

ren wird in den entsprechenden Pseudo-Codes im Skriptum das Abbruchskriterium mit
tol = 1.0e-6 verwendet. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.



(a) Wenn das Bisektionsverfahren

F’(ak)F’(bk) <0 { F,(Ck)F/(bk) <0: Q1 = Ck, bk+1 = b
¢k = (ag + bg)/2 F'lag)F'(ck) <0 bpy1 =ck,  ap1 = ag
mit dem Intervall [ag, by] = [%a*, %04*] gestartet wird, gilt |co9 — o*| < 1076 nach 23
Auswertungen von F'(«).
(b) Wenn das Newton-Verfahren

k € Ny

ap = a1 — F'(ap_1)/F"(ag-1), k€N
mit ag = %oz* gestartet wird, gilt |ag —a*| < 107! nach 6 Auswertungen jeweils von
F'(a) und F"(«).
(¢) Wenn das Sekant-Verfahren
F/(Oék) — F/(ak,l)

Oék+1=04k—F/(Oék:)/ T keN

mit ag = %a* und o = %a* gestartet wird, gilt |11 — *| < 1071° nach 11 Auswer-

tungen von F’(a).
(d) Wenn das Abstieg-Verfahren

ap = ap_1 —wF' (1), w=1, keN
mit g = Sa* gestartet wird, gilt |ags —a*| < 1076 nach 18 Auswertungen von F’ ().

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Die ersten zwei Ableitungen der Zielfunktion

n n—1

F(a) = Z[tanh(awi) — sign(z;)]2 +n Z[tanh(awiﬂ) — tanh(ax;)]?
i=1 =1
sind
Fla) = i 2x;5ech?(ax;) [tanh(ou;) — sign(z;)]
i=1
+ "z_:l 2n(mi+1sech2(awi+1) — x;8ech? (o)) tanh(axiy1) — tanh(ow;)]

i=1

und

F'la) = Z2x?sech4(aafi)

i=1
—4x2sech? (ax;)tanh(ax;) [tanh(ox;) — sign(z;)]
n—1
+ Z 2n[z;y18ech?(axiy1) — zisech? (ax;))?
i=1

—2(tanh(aw;y1) — tanh(aw;)) x
(227, sech?(axiy1)tanh(aziy1) — 227sech? (aw;)tanh(az;)]

Diese konnen mit dem folgenden Matlab Code berechnet werden:
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n = 100;
2%((1:n)-0.5)/n-1; xp = x(2:n); xm = x(1:(n-1));
v = sign(x);
FO = @(a) sum((tanh(a*x) - v)."2) + ...
sum( (tanh(a*xp) - tanh(axxm))."2)*n;
F1 = @(a) sum(2#*x.*sech(a*x)."2.*(tanh(a*x) - v)) + ...
sum( (2*xp.*sech(a*xp) .”2 - 2*xm.*sech(a*xm). 2).* ...
(tanh(a*xp) - tanh(a*xm)))*n;
F2 = @(a) sum(2#x.72.*sech(a*x)."4 - ...
4*x.~2.xsech(a*x) . 2.*tanh(a*x) .*(tanh(a*x) - v))
+sum (2% (xp.*sech(a*xp).”2 - xm.*sech(a*xm)."2).72 - ...
2% (tanh(a*xp) - tanh(a*xm)).* ...
(2*xxp.~2.*sech(a*xp) . 2.*tanh(a*xp) - ...
2xxm."2.*sech(a*xm) . “2.*tanh(a*xxm)))*n;

i
]

Zu 2 signifikanten Ziffern gelten fiir Teil (a) |co9 — o*| = 1.8e-086, fiir Teil (b) |ag — a*| =
3.7e-12, fiir Teil (c) |a11 — a*| = 4.4e-16 und fiir Teil (d) |a13 — a*| = 4.5e-07.

. Fiir N =100, h = 1/N, z; = (i — 3)h, ® = {&;}]*;, v =sign(x — ), p = hund p = 1.1
soll die Funktion

h h iy u — U P
1+1 7
In(u) =5 d (i — i)+ p— —
=1 1 =1

iiber u € RY global minimiert werden. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Der Gradient der Zielfunktion ist gegeben durch
Vi(w)/h=u—v+ 2LQTd(w)Qu
h 12

wobei Q € RV="DXN ynd @(u) € RV-DX(N-1) gegeben sind durch

. A
,  ®(u) = diag {¢ <h> } .
i=1

und ¢(t) = [¢t[P~2 fiir t # 0 und ¢(0) = 0.

(b) Mit B = Bs(0, ||v|2) gilt G1(B) C B fiir die Funktion Gy(u) der impliziten Fixpunkt-
Iteration ug41 = Gi(ug) definiert durch

-1 +1 0

O
Il

0 -1 +1

I+ %QT@(uk)Q Upy1 = V.

(¢c) Wenn die implizite Fixpunkt Iteration der letzten Gleichung mit uy = v durchgefiihrt
wird, gilt ||ug — ug_1ll2 < 1073||v||2 mit k = 50 Tterationen.

(d) Das Ergebnis der letzten Iteration erfiillt ||uy — v|2 < 1072||v||2 mit k& = 50 Iteratio-
nen.



Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Der Gradient der Zielfunktion ist gegeben durch

0Jy,
8ui

= h(u; —v)+

pht=P [|uZ — w1 [P sign (g — wi1)sier — |wipr — wilPT tsign(uigq — ui)aKN]

— h(wi—v;) +p [¢ <“ _h“i*) ti ‘h“i—lsm — <“i“h_ “) “"“h‘ Ui N]

Das implizite Fixpunkt Iteration erfiillt
7
gl < aly [T+ 50T @)Q] wrs = uliyo < Jurslalivl

oder ||ugt1ll2 < ||v||2. Zu 2 signifikanten Ziffern gelten ||uso — w4gll2 = 2.9e-03 fiir Teil
(¢) und ||usg — v||2 = 5.5e-02 fiir Teil (d).

. Fiir N =100, h=1/N, ; = (i — $)h, x = {z;},, v =sign(x — 3), p = h und € = h soll
die Funktion

1
2

h & il 29 w2
i+1 — U
Jh(u) = 52(% — ;)% + ph Z [(Jrh> + €
i=1

=1

global minimiert werden. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Der Gradient der Zielfunktion ist gegeben durch
Vi (u)/h=u— v+ %QTq)(u)Qu

wobei @ € RV="DxN ynd &(u) € RV-D*(N=1) gegeben sind durch
vt — e\ 1 V1
,  ®(u) = diag {gf) (le> } .
h i=1
wobei ¢(t) = 1/Vt? + €%

(b) Sei die implizite Fixpunkt Iteration ui+1 = Gi(ug) definiert durch

-1 +1 0

O
I

0 -1 +1

I+ 5QT0(un)Q| wist = v.

Mit ug = v gilt p(Gf(ug)) < 0.9 fiir k=1,...,50.
(c) Das Ergebnis der letzten Iteration erfiillt ||ur — ug_1]2 < 107°||v|2 mit & = 50

Iterationen.

(d) Das Ergebnis der letzten Iteration erfiillt ||uy — v||2 < 1072||v||2 mit k = 50 Iteratio-
nen.

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Der Gradient der Zielfunktion

N

N-1
h
Tn(w) =5 (wi—vi)* + 1 YV (uip1 — )2 + h2e
=1

=1
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ist gegeben durch

0Jn
aui

= h(ui—v;) +p

(u; — ui-1) N (i1 — u4) .
\/(uz _ uifl)Q + h2e2 \/(ui+l _ Uz’)Z + h2e2 i>1

K Ui — Uj—1 Uj4+1 — Uj
= h(u; —v;) + 7 [¢ (h) (s — Ui—1)5i5, — ¢ (+h> (Uig1 — ui)5i<N:|
mit ¢(t) = 1/Vt? + €2 oder

VJp(u)/h =u—v+ %QTQ(u)Qu

Die Ableitung Gy(u) wird folgendermafien bestimmt. Die Fixpunkt Gleichung

[I + %D(u)} Gi(u) = v

wird nach u abgeleitet. Um die Notation zu erleichtern sei
_ _ _ N
y=y(u)=Gi(u), y={yh.

Fiir die Fixpunkt Gleichung gilt komponentenweise,

yz"‘% |:Di—1yi_hyi_151>1_Diyi+lh_yi5i<N:| = Vi, 2:177N

Die Ableitung dieser Gleichung nach u;_1 ist

H 3 Ui — Uj—1 Yi —Yi—1
i [ () (50 -

Lo e |:Di—1< Oyi 8yi_1> _Di<8yi+1 Oy )] _o

8ui_1 h2 8ui_1 8ui_1 8ui_1 6ui_1

Die Ableitung nach wu; 1 ist

1% 3 [ Wi+1 — Uy Yi+1 — Yi
7D i<N
fe e () ()

Oyi 1% y; Oyi—1 0Yit1 Oyi
LAY _ _D _ —0.
+8ui+1 T [ ! <8uz’+1 Ouit1 Ouiv1  Ouiqr 0

Die Ableitung nach wu; ist

2 3 U; — Uj—1 Yi —¥Yi—1 »
Ao (252 (42
0 3 Ui+1 — Uy Yi+1 — Yi ‘
fo [ () () o

oyi Oyi  0yi—1 Oyiv1 Oy
— | Di- - —D; — =0.
Tou T2 [ ! <6ui u; dui  Ou 0
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Die Ableitung der Fixpunkt Gleichung nach uj, |i — j| > 1, ist

Ay LRy Iy _ yi—1 . i+ _ yi _
auj+‘h2[l%“ <auj ou, ) P ou, "o, )] TV

Zusammengefasst gilt
[ [
P+ﬁﬂmﬂam0:ﬁz
wobel mit Z; = Df’ (uit1 — u;)(yit1 — yi) die Matrix Z gegeben ist durch

Al -7 0
—Z1 W+ Zy —Zsy

—ZN-—2 Zn—2+IZN-1 —ZN-1
0 —ZN-1 ZN-1 |

Weiters sehen Sie die Losung der Hausaufgabe auf Seite 187 im Skriptum.

Zu 2 signifikanten Ziffern gelten Gr(usp) = 9.5e-01 fiir Teil (b), ||uso —ur—1]j2 = 1.8e-07
fiir Teil (c¢) und ||us — v||2 = 2.0e-02 fiir Teil (d).
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