Numerische Mathematik 1
Wintersemester 2020, Ubungsblatt 5

Ausarbeitung iber Moodle bis 6. November 2020. Nach diesem Datum erscheinen die nachtrégli-
chen Kommentare und die Losungen der Teilnehmer.

1. Firn € N, n > 1, sei die invertierbare Matrix A durch A = D+ L+U mit einer invertierba-
ren diagonalen Matrix D, einer streng unterdreieckigen Matrix L und einer streng oberdrei-
eckigen Matrix U zerlegt. Fiir @, b € R" wird die Jacobi-Methode &%) = Ty2(*—1) —i—MJ_lb7
k € N, auf Seite 79 im Skriptum verwendet, um das lineare Gleichungssystem Ax = b ite-
rativ zu l16sen. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Wenn A streng diagonal dominant ist, folgt || Ty|lec < 1.
(b) Wenn A streng diagonal dominant ist, folgt ||75]|; < 1.

(c) Die Jacobi Iterierten {a(*) i konnen divergieren, wenn die folgende Iteration kon-
vergiert
y®) = (L+U)D'y*+=D +b, keN
(d) Wenn AT streng diagonal dominant ist, miissen die Jacobi Iterierten {sc(k)}zozo zu
x = A~'b konvergieren.

Kommentare: Die Kombination von (c¢) und (d) ist der Beweis, dass die Jacobi Iteration
konvergiert, nicht nur wenn ||7}||c < 1 gilt, sondern auch wenn ||Tj||; < 1 gilt.

2. Fiir n € N, n > 1, sei die streng diagonal dominante Matrix A = {a’i,j}?,jzl € R™"™ durch
A =D+ L+ U mit einer diagonalen Matrix D, einer streng unterdreieckigen Matrix L
und einer streng oberdreieckigen Matrix U zerlegt. Mit x,b € R" wird die Gauf3-Seidel-
Methode z®) = Tga®—1) + Maslb, k € N, auf Seite 82 im Skriptum verwendet, um das
lineare Gleichungssystem Ax = b iterativ zu losen. Sei (A, ) ein Eigenwert-Eigenvektor-
Paar fiir die Iterationsmatrix Tgg mit |zx| = ||z]lcc = 1. Kreuzen Sie bei den wahren
Behauptungen an.

(a) Es gilt Uz =ANA—-U)x.

(b) Es gilt
n i
- Z“m‘%‘ = Azai,jﬂfm 1<i<n.
J=i j=1
(c) Es gilt
n k
Ak Ty = — Z k5 — )\Z aj j;
Jj=k j=1
(d) Es gilt

n
A< D lay
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Kommentare: Seien Teile (¢) und (d) mit

n i
- E amxj =A E CLL]'.Z‘J', 1 S ) S n.
j=it+1 j=1

bzw.
n k—1
)\akykxk = — E Ak L5 — A E A, 524
j=k+1 j=1

korrigiert. Dann aus der letzten Gleichung folgt

n k—1
Mlarkl < 37 largl+ A lar|
j=1

j=k+1

was zu (d) fiithrt. So sind die Schritte (a) — (d) der Beweis, dass die Gauf-Seidel Iteration
konvergiert, wenn A streng diagonal dominant ist.

. Basierend auf Beispiel 8 auf dem 2. Ubungsblatt seien die Matrix A und die Vektoren v
und u* gegeben durch den folgenden Matlab Code.

N =50; N1 = N-1; h = 1/N;

mu = 0.01;

Q = spdiags([-ones(N1,1),ones(N1,1)]1,[0,1],N1,N); i = speye(N);

Dx = kron(i,Q); Dy = kron(Q,i); D = Dx’*Dx + Dy’#*Dy; I = speye(N*N);
v = sin(1:N*N)’; A = I + mu*D/h"2; ustar = A \ v;

Das System Au = v soll nun mit der SSOR Methode u#+1) = Ts(gg)Ru(k) + MS(E%R_I'U,
k € N, iterativ gelost werden. Seien {u(*)}1 o die Iterierten der SSOR Methode mit
u® = v. Der Dampfungsparameter w ist noch auszuwéhlen, aber der optimale Wert ist

w* = argmin p(TS(;%R).
we(0,2)

Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Sei p(Ty) der Spektralradius der Iterationsmatrix 7 der Jacobi Methode. Dann ist

w* gegeben durch
2
L+ /1= [p(T)]?

(b) Wenn die Vektoriteration auf Seite 100 im Skriptum fiir die Matrix TS(;(*))R und mit
dem Startvektor ones (N*N, 1) angewendet wird, ergibt sich zu 4 signifikanten Ziffern
der Grenzwert p(Tégo) ) = 0.8594 als Abschitzung des dominanten Eigenwerts.

(¢c) Mit w = 0.5 ist M = 465 die kleinste Anzahl der SSOR Iterationen, mit der der
relative Fehler ||u®) — u*||o/||u* |2 unterhalb der Schwelle von einfacher Genauigkeit
liegt.

(d) Mit w = 1.5 ist M = 119 die kleinste Anzahl der SSOR Iterationen, mit der der
relative Fehler ||u®*) — w*||5/||u* |2 unterhalb der Schwelle von einfacher Genauigkeit
liegt.



Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Wie auf Seite 466 im Lehrbuch gesehen, ist die
Formel im Teil (a) bekannt fiir 7 S(g)}{ (nicht SSOR) in dem Fall, dass A SPD und tridiagonal
ist. Dies ldsst sich fiir das reduzierte Beispiel A = speye(N) + mu*xQ’*Q/h~2 bestétigen.
Weitere Details und eine grafische Darstellung der Wirkung des Dampfungsparameters
befinden sich hier. Fiir das obige 2D Beispiel gelten w* = 1.679 und p(T. S(SO)R) = 0.8594 zu
4 signifikanten Ziffern. Die richtig Anzahl der Iterationen fiir Teil (c) ist M = 865.

. Basierend auf Beispiel 8 auf dem 2. Ubungsblatt seien die Matrix A und die Vektoren v
und u* gegeben durch den folgenden Matlab Code.

N 50; N1 = N-1; h = 1/N;
mu = 0.01;

Q = spdiags([-ones(N1,1),ones(N1,1)],[0,1],N1,N); i = speye(N);
Dx = kron(i,Q); Dy = kron(Q,i); D = Dx’*Dx + Dy’#*Dy; I = speye(N*N);
v = sin(1:N*N)’; A = I + mu*D/h"2; ustar = A \ v;
Das System Au = v soll nun mit der Methode der konjugierten Gradienten iterativ

gelost werden. Seien {u(’“)}z":O die Tterierten des Verfahrens mit u(®) = v. Seien das A-
Skalarprodukt und die A-Norm durch (z,y)s = y' Az bzw. ||z|[4 = (z,z)4"/? definiert.
Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Seien die Matrizen @ und D im Code definiert. Seien {(\j,v;}Y, die Eigenwert-
Eigenvektor-Paaren fiirr QT Q, wie in den Kommentaren fiir Beispiel 5 auf Ubungsblatt
3 detailliert. Dann sind die Eigenwerte der Matrix D gegeben durch {\; + \; }

(b) Es gilt ko(A) =1+ 8u/h2.
(c) Es gelten

i,j=1"

k
A)—1
[u® — w4 < 2|u® — u*|a Vha(4) —1 . keN.
\/K}Q(A) +1
(d) Es gelten
11
Ju® — w4 < 2u® —u*||4 [ ra(4) , keNl.

\/K/Q(A) +1

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Anhand vom Teil (a) ist {1 + u(\; + /\j)/hQ}” 1
das Spektrum von A. Mit )\; = 4sin?(7(i — 1)/(2N)) liegt das Spektrum im Intervall
[1,148u/h?]. Jedoch gilt \; +A; = 8 fiir kein Paar (4, j), und daher gilt k2(A) < 1+8u/h%.
Weitere Details {iber die Methode der konjugierten Gradienten befinden sich hier, und die
Fehlerabschétzung im Teil (c) erscheint auf Seite 17.

. Basierend auf Beispiel 8 auf dem 2. Ubungsblatt seien die Matrix A und die Vektoren v
und u* gegeben durch den folgenden Matlab Code.

N 50; N1 = N-1; h = 1/N;
mu = 0.01;

Q = spdiags([-ones(N1,1),ones(N1,1)],[0,1],N1,N); i = speye(N);
Dx = kron(i,Q); Dy = kron(Q,i); D = Dx’*Dx + Dy’#*Dy; I = speye(N*N);
v = sin(1:N*N)’; A = I + mu*D/h"2; ustar = A \ v;
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Das System Au = v soll nun mit der prikonditionierten Methode der konjugierten Gradi-
enten iterativ gelost werden. Wie auf Seite 94 im Skriptum angedeutet ist eine SPD Matrix
C mit A ~ C? auszuwihlen. Seien {u(k)}?:o die Iterierten des Verfahrens mit C' = I und
u(® = v. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Mit B = C? lisst sich die prikonditionierte Methode der konjugierten Gradienten zur
Losung des Systems Au = v mit kmax Iterationen folgendermafien implementieren.

u =
r =
z =
rl =
s
a
W
t
u
r
Z
r
r
end

v
v - Axu;
B\ r;

z’xr; r2 =rl; a = O*r;

for k=1:kmax
=rl/r2;
= z + s*a;
= Axa;
= ri/(a’*w);
= u + t*a;
=1r - t*w;
=B\ r;

2 =ri;

1 = z2%r;

(b) Die approximierten Inversen fiir die Jacobi Methode und die GauB-Seidel Methode
seien durch My L bzw. Mgés bezeichnet. Es gelten

ka(M;2AM?) < ko(Mgal® AMG ) < ka(A).

(c) Seien {ugk)}zozo die Iterierten des Verfahrens mit C? = M und ugo) = v. Es gelten

luf — s < u® — w2, k=1,...,N.

(0

(d) Seien {uggs}zozo die Tterierten des Verfahrens mit C? = Mggs und us();s = wv. Es

gelten

k
||u(S(%S - u*||2 < ||u(k) - u’*”?? k= 17 cee 7N.

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Die Methode der konjugierten Gradienten auf Seite
93 im Skriptum hat die folgende Form fiir das prikonditionierte System (C~'AC~1)(Cx) =
C~'b auf Seite 94,

Cx© sei gegeben
v = (7)) = (C1b) — (CTAC ) (Cx?)

Fiir k 1,2,...
k) — (c—lr(k—l)) . (C—lr(k—l))/v(k) . (C—lAC—l)v(’f)
(Cz®)) = (Cz*-1) 4 tk)yk)
(Clr®)y = (C et — ¢ (C1AC)p®)
(ks(i;; = (c—irii’:;) . (C(;)lr((:)))/(o—lr(k—l)) . (c—lr(k—l))
vt (C™ W)+ sWo
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Mit %) = C~1o®) folgt der Algorithmus, der im Teil (a) implementiert ist,

() sei gegeben
oM = 02O pO) =p_ Az

Fairk = 1,2,...
tB) = el o=2pk=1) /5(k) L Apk)
) = k-1 4 (k) 5k
rk) = p=1) _ (k) gpF)
sk = pl) . C=2pF) pk=1) 0= 2p(k1)
pk+1) r*) 4 sk pk)

mit dem nur die Matrix C~2 erscheint und nicht ihre Wurzel. Dieser Algorithmus befindet
sich auf Seite 23 hier.

Fiir eine SPD Matrix A ist die Konditionszahl k2(A) gegeben durch den Quotienten
max{c(A)}/min{o(A)}, wobei o(A) das Spektrum der Matrix A bezeichnet. Fiir eine
SPD Matrix M = VAV, A diagonal und V orthogonal, ist die pte Potenz der Matrix
durch MP = VAPV T definiert. Jedoch wird das Spektrum der Matrix M “3AM"3 bequem
durch die verallgemeinerten Eigenwerte A des Systems Ax = AMx bestimmt. Folglich sind
Konditionszahlen fiir Teil (b) gegeben durch

E_A = eig(full(A));
K_A = max(E_J)/min(E_J); % = 200.8027
% ist auch cond(full(A))
= tril(A,-1);
= triu(A,+1);
=A-L -T;
= D;
= eig(full(A),full(M_J));
= max(E_J)/min(E_J); % = 197.2977
% ist auch cond(full (Mh*A*Mh)) mit
% Mh = D~ (-0.5)

~ Mm=0ct
[ SRR S -
|

M_SGS = (D + U);

M_SGS = D \ MSGS;

M_SGS = (D + L)*M_SGS;

E_SGS = eig(full(A),full(M_SGS)); %

K_SGS = max(E_SGS)/min(E_SGS) ; % = 25.4398
% ist auch cond(full (Mh*A*Mh)) mit
% Mh = VxMd~(-0.5)*V’ wobei
% [V,Md] = eig(full(M_SGS))

Da /ig(MJ_I/QAMJ_l/Q) < ka2(A) gilt, ist zu erwarten, dass (c) richtig ist. Dies ist aber
nicht der Fall, wie die Rechnungen zeigen. Der Unterschied zwischen den Konditionszahlen
200.8027 und 197.2977 ist nicht ausreichend. Jedoch ist ro(Mgs” AMgil’) = 25.4398
viel kleiner als k2(A) = 200.8027, und die Rechnungen zeigen, dass (d) richtig ist.

. Basierend auf Beispiel 7 auf dem 3. Ubungsblatt seien {Wk},]gvzo C RV gegeben durch die
folgende Diskretisierung der Wérmegleichung.


https://archive.siam.org/books/textbooks/fr16_book.pdf

N =50; N1 = N-1; h = 1/N; ta = h; ka = 1;
x = linspace(0,1,N+1); x = x(1:N)’ + h/2;
Q = spdiags([-ones(N1,1),ones(N1,1)],[0,1],N1,N);
D = Q°*Q; B = -ka*D/h"2; I = speye(N); A = I - ta*B;
W = sign(x-0.5);
for k=1:N
W = A\W;
end

Die Systeme AW* = Wk=1 k € N, sollen nun mit der Methode der konjugierten Gradi-
enten iterativ gelost Werden und die iterativ berechneten Losungen seien mit {Wk}k 0
bezeichnet. Anfinglich gilt VVO WO, Weiters seien die Iterierten beim kten Zeitschritt
mit {W*!}M | bezeichnet. Diese Iteration endet mit W* = WM und startet mit W*?,
das noch auszuwiéhlen ist. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Mit W0 = W1 gelten fiir jede Anzahl M =1,...,10 der Iterationen,
(WEY| < |(WFY,|, i=1,....,N, k=1,...,N.

(b) Mit WkO = W¥=1 gelten fiir jede Anzahl M = 1,...,10 der Iterationen,

(VVk)Z < (Wk)H_l, (Wk)Z < (Wk)i_;,_l, i=1,....N—1, k=0,...,N.

(c) Mit WH0 = Wh=1ist M = 25 die kleinste Anzahl der Iterationen, mit der der rela-
tive Fehler [[{W* — W*IN_ || /[{WF*}_,||oc unterhalb der Schwelle von einfacher
Genauigkeit liegt.

(d) Mit WH9 = ones(N, 1) ist M = 25 die kleinste Anzahl der Iterationen, mit der
der relative Fehler |{W* — W*Y )| /I{W*}N_ || unterhalb der Schwelle von

einfacher Genauigkeit liegt.

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Der Diffusionsprozess in der Wérmegleichung ist
déimpfend, und daher ist die Abweichung des Zustandes W* von seinem Fliessgleichgewicht
eine monton fallende Funktion von k. Weiters bleiben die Komponenten W* = {WF1¥ |

eine steigende Funktion von i fiir jedes k. Insofern die iterativ berechneten Zusténde w'
akkurat sind, widerspieglen sie diese qualitativen Eigenschaften der Losung der Warme-
gleichung. Obwohl gewisse iterative Verfahren ihre eigenen ddmpfenden Eigenschaften ge-
niefen, ist die Methode der konjugierten Gradienten nicht derartig.

Mit M = 25 Iterationen gilt die Ungleichung im Teil (a) nicht mehr. Mit M = 5,6,7
gelten die Ungleichungen im Teil (b) nicht. Da die Methode der konjugierten Gradienten
ein System in einer endlichen Anzahl von Iterationen mit exakter Arithmetik 16sen soll,
sinkt der relative Fehler schlagartig von 5.84081e-02 fiir M = 24 auf 3.88578e-15 fiir
M = 25 im Teil (c). Da die Zustinde W* und W*! nicht sehr unterschiedlich sind, ist
WL ein sinnvoller Startvektor fiir die Iteration im kten Zeitschritt. Wenn dies nicht
verwendet wird, sind M = 26 Iterationen im Teil (d) notwendig.

. Basierend auf Beispiel 8 auf dem 3. Ubungsblatt seien {Wk }i;v:o C RV gegeben durch die
folgende Diskretisierung der Wellengleichung.
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N =50; N1 = N-1; h = 1/N; ta = h; nu = 1;
x = linspace(0,1,N+1); x = x(1:N)’ + h/2;
Q = spdiags([-ones(N1,1),ones(N1,1)],[0,1],N1,N);
B = (nu/h)*[sparse(N1,N1),Q;-Q’,sparse(N,N)];
I = speye(2xN-1); A =1 - (ta/2)*B; C = I + (ta/2)*B;
a = cos(pi*(2*x-1));
W = [(nu/h)*Q*a;0%*al;
for k=1:N

Ws = W;

W = A\(C*Ws);

a=a+ (ta/2)*x(W(N: (2xN-1)+Ws(N:2*N-1)));
end

Die Systeme AW* = CW*~1 L € N, sollen nun mit der symmetrischen GauB-Seidel Me-
thode gelost werden, und die 1terat1v berechneten Losungen seien mit {W”“}{C\/:0 bezeichnet.
Anfinglich gilt W9 = WO. Die Auslenkungen seien durch

a* = a1 ¢ (r2){(Wh 4 whE N k=1, N

und
ak = ab g (r/{W+ WEH k=1, N

gegeben. Weiters seien die Iterierten beim kten Zeitschritt durch {W’”} bezeichnet.
Diese Iteration endet mit W* = WM und startet mit W*©, das noch auszuwahlen ist.
Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Mit Wkl = Wwk-1 gelten fiir jede Anzahl M =1,...,10 der Iterationen zu 3 signifi-
kanten Ziffern, .
Wy = [WF|y =314, k=0,...,N.

(b) Mit WkO = W¥=1 gelten fiir jede Anzahl M = 1,...,10 der Iterationen,
(@)l <1(@)il, i=1,...,N, k=1, ,N.

(c) Mit W0 = Wh~1ist M = 4 die kleinste Anzahl der Iterationen, mit der der rela-
tive Fehler [[{W* — W*IN_ || /[{WF*}¥_,||oc unterhalb der Schwelle von einfacher
Genauigkeit liegt.

(d) Mit WkO = 10-%sign(W*~1) ist M = 780 die kleinste Anzahl der Iterationen, mit
der der relative Fehler |[{W*—WHINV_ || /|{W*IY_ ||~ unterhalb der Schwelle von
einfacher Genauigkeit liegt.

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Die Methode auf Seiten 228-229 im Skriptum fiir
die Wellengleichung ist im obigen Code mit “\” implementiert. Wie im Skriptum an-
gedeutet, entspricht {Wlk}fi ]1 = val der potentiellen Energie der Schwingungen und
{Wk}2N ! ~ af entspricht der kinetischen Energie. Also ist |[W¥|y die gesamte Energie
zur Zeit tk = k7, die im Lauf der Zeit erhalten bleiben soll. Diese Energieerhaltung ge-
lingt der Methode im obigen Code, und deswegen gilt |[W*||s = 31.4, k =0,..., N Jedoch
wenn nur M = 1 Iteration der symmetrischen Gau-Seidel Methode anstatt “\” verwendet

wird, gilt HWkHQ =314, k=0,...,N, nicht mehr. Obwohl die symmetrische Gau3-Seidel
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Methode eine ddmpfende Wirkung fiir Teil (b) im Beispiel 5 geniefien kénnten, gibt es kein
Gegenstiick fur Teil (b) hier.

Da die Zustinde W* und W*~! nicht sehr unterschiedlich sind, ist W*~! ein sinnvoller
Startvektor fiir die Iteration im kten Zeitschritt. Wenn dies nicht verwendet wird, sind
M = 780 Iterationen im Teil (d) notwendig. So viele Iterationen sind auch notwendig, weil
der Startvektor W' = {Wik’o}?ivl_l keine glatte Funktion von ¢ ist. Mit einem glatten
Startvektor W = 0 sind die relativen Fehler weniger mit 1.54786e-06 fiir M = 3 und

PO R ~ k— . . .
6.05741e-09 fiir M = 4. Jedoch mit W 0 _ W ! sind die relativen Fehler noch besser
mit 1.92030e-07 fiir M = 3 und 7.57108e-10 fiir M = 4.

. Die folgenden Matrizen seien definiert:

+1 41 41 18 -2 +4 +2 -1 -1
A=| -1 +1 41|, B=| -1 47 =2 |, C=| -1 +2 +1
~1 -1 +1 -3 43 0 +1 +1 +2

Seien {u™}°, und {x®)}2° | durch die Vektoriteration auf Seite 100 oder die inverse
Vektoriteration auf Seite 102 im Skriptum gegeben, wobei (® durch

randn(3,1);
x/norm(x,inf) ;

X

X

bestimmt wird. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an.

(a) Fiir A fiihrt die Vektoriteration zum Ergebnis p(F) hooe p(A).

(b) Fiir B fiihrt die Vektoriteration zum Ergebnis, dass {(*)}?° | zu einem Vielfachen
von (1,1,0) konvergiert.
Lk k—oo

(¢) Fiir C fithrt die Vektoriteration zum Ergebnis |u*) — 3|/(2/3)F =3 ¢, ¢ € (0, 00).

d) Fiir C fiihrt die inverse Vektoriteration mit ¢ = 0 zum Ergebnis p(¥) kif 1.
( q g I

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Die Matrix A hat Eigenwerte {1,14+/3:} und daher
wird p(A) = |1 & /31| gegeben durch 2 betragsmiBig gleiche Eigenwerte. Daher sind die
Voraussetzungen der Vektoriteration nicht erfiillt, und die Rechnungen mit den Anfangs-
bedingungen zeigen, dass die Werte {u(®)} zum Spektralradius von A nicht konvergieren.

Die Matrix B hat die Eigenwerte {3,6} und einen 2-dimensionalen Eigenraum fiir den
grofiten Eigenwert. Daher sind die Voraussetzungen der Vektoriteration nicht erfiillt, und
die Rechnungen mit den Anfangsbedingungen zeigen, dass die Vektoren {:c(k)} nicht ein-
deutig konvergieren.

Die Matrix C hat die Eigenwerte {1, 2,3}, die Voraussetzungen der Vektoriteration sind
erfiillt und die Konvergenzrate der Werte {u(®¥)} hingt vom Quotienten 2/3 der zwei
grofiten Eigenwerte ab. Die inverse Vektoriteration mit ¢ = 0 ist die Vektoriteration fiir
die Matrix C~! mit Eigenwerten {1/3,1/2,1}. Die Voraussetzungen der Vektoriteration
sind erfiillt, und die Werte {u(®)} konvergieren zum Wert p(C~') = 1.
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