Numerische Mathematik 1
Wintersemester 2020, Ubungsblatt 1

Ausarbeitung iber Moodle bis 9. Oktober 2020. Nach diesem Datum erscheinen die nachtraglichen
Kommentare und die Losungen der Teilnehmer.

1. Gegeben sei die Funktion u(z) = |z|22, z € R. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen
an:

(a) F(z,h) = [u(z+h)—2u(x) +u(x—h)]/h? erfiillt F(0,h) = O(h) aber nicht F(0,h) =
o(h).

(b) Es gelten u/(z) = sign(z)a? + 2x|z| fir * # 0 und lim, o/ (z) = 0, aber u'(0)
existiert nicht.

(c) Das Taylorpolynom maximalen Grades fiir v um x = 0 is P(z) = 0 mit Restterm
R(z) = u®(&(x))x? /2 wobei £(z) = x/3.

(d) Laut dem Zwischenwertsatz folgt aus u(® (—1)u®(+1) < 0, dass u(®) eine Nullstelle
in (—1,+1) hat.

Kommentare: Die Ableitungen u(*)(0) sind nicht durch die Grenzwerte lim, o u® () ge-
geben sondern durch die Grenzwerte limy,_, [u*~1(h) — u*=1)(0)]/h. Das Argument ¢ im
Restterm ist nicht eindeutig, z.B. £(z) = 4+2/3 und &(x) = |z|/3 passen auch. Da u®) in
(—h,0) und in (0, k) existiert, und «(? (0) = 0 gilt, kann der Taylorsatz auf u bis zur dritten
Ableitung angewendet, um F'(0,h) = O(h) zu zeigen, wie auf Seiten 18-19 im Skriptum
gesehen.

2. Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an:

(a) xp = sinc(k) konvergiert fiir & — oo zu 0 mit einer Konvergenzgeschwindigkeit
O(1/k).

(b) yr = sinc(1/k) konvergiert fiir & — oo zu 1 mit einer Konvergenzgeschwindigkeit
O(1/k3).

(¢) ug = exp(—1/k) konvergiert fiir & — oo zu 1 mit einer Konvergenzgeschwindigkeit
O(1/k) aber nicht O(1/k?).

(d) vy = erf(k) konvergiert fiir kK — oo zu 1 mit einer Konvergenzgeschwindigkeit O(1/k)
aber nicht O(1/k?).

Kommentare: Es gilt limy_,o sinc(1/k) = lim,_,o+ sinc(x), und der letzte Grenzwert wird
durch mehrere Anwendungen der Regel von de ’'Hopital bestimmt.

3. Sei N € N mit N > 1. Wie auf Seite 8 im Skriptum seien Daten ustar = u* = {u*}¥,
und v = v = {v;}X, durch die folgenden Matlab Befehle gegeben

ustar = [zeros(round(N/2),1);ones(N — round(N/2),1)]
nn = 0.1
v = u*+nuxrandn(N,1)
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wobei v = nu die Rauschstufe bezeichnet. Wie auf Seite 13 im Skriptum sei u = {u;}}¥,
die Losung des linearen Gleichungssystems (uD/h? + I)u = v mit

1 -1 0
,u>0, hzl/N, -1 2 _1
1=(1,...,1)eRYN, D= e RV,
I = diag(1), -2 1
.| 0 0 —1 1

Schreiben Sie einen Matlab-Code, um den Wert ;3 von p abzuschétzen, der fiir ein gege-
benes N die Matlab-Funktion norm(u* — w) minimiert. Laut Rechnungen gilt

iy = O(1/N?).
limy 00 3y = 1.0e-5.

(a)
(b)
(c)
(d) py = O(/N).

Kommentare: Sehen Sie diesen Code. Anhand der Daten {(N;, ) :i=1,2,...,m} wird

die Potenz p in py, = cNP oder log(u}y,) = log(c) + plog(N) durch den Mittelwert der
Steigungen dlog(uh,)/dlog(N) abgeschitzt:

wy hingt von der Rauschstufe v ab.

m—1
—— > (log(u,,,) —log(ui,))/ (1og(Nit1) — log(I:))
=1

. Wie auf Seite 12 im Skriptum sei

(ST

2
) = 4> — w0 ﬂmz[(“m u) s

i=1

eine Approximation des Funktionals auf Seite 15
1 1
= ;/0 lu(x) — v(z)|*de + M/o V| (x)|? + e2dx
wobei p,e >0, N e N, h=1/N, z; = (i—%)h,i: 1,...,N, und

v={v}L, wv=v@), uw={whl, wul)

Seien 1 = (1,...,1) € RY, I = diag(1) und

Dy(u) = [(uﬂh_“)z +é

Kreuzen Sie bei den wahren Behauptungen an:

(a) Fir 1 <k < N gilt

0Jy,

6 h(uk — Uk) u(uk+1 - 2uk + uk_l)Dk(u)
Uk
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(b) Die Optimalititsbedingung zur Minimierung von J;, ist [uD(wu)/h? + IJu = v wobei

[ Di(u) —Di(u) i
—Dl(u) D, (u)+D2(u) —Dg(u)
D(u) = ' "
—DN,Q(U) DNfg(u)‘i_DNfl(u) —DN,1 (u)
I —Dn-a(u) Dy-1(u) |
(¢) Es gilt J, € CY(RYN), Ve > 0.
(d) Bs gilt ' VJ,(u) > hu' (u —v), Vu € RV,
Kommentare: Fiir ¢ = 0 ist die Funktion
N N-1
Jh(u) = %h Z(ul - UZ')2 + W Z |ul — ui_l\
i=1 i=1

an einer Stelle mit u; = u;_; nicht differenzierbar. Es gilt u' V.J,(u) > hu'(u — v),
Vu € RY, weil D(u) immer symmetrisch positiv semidefinit ist.



