Mathematische Modellierung SS20
Losungen der Beispiele auf Blatt 11

Beispiele und Skriptum
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e Beispiel 1: Boltzmann Verteilung

o Aufgabe

Seien n Teilchen in einem Beh#hlter gegeben, wobei ein Teilchen nur eine der moéglichen Energien
Ey > Ey_1 > ---FEy > E; > 0 annehmen kann. Die Anzahl der Teilchen mit Energie E; ist m;, und
die gesamte Energie ist F, d.h. es gibt die Einschrankungen,

1"m=n, m'E=E

wobei 1 = {1,...,1}, m = {m1,...,mi} und E = {Ey,...,E}}. Sei E = E/n die durchschnittliche
Energie mit
Ei<E<1"E/k.

Innerhalb dieser Einschrdnkungen seien alle energetischen Zuteilungen von Teilchen 1 bis n gleich
wahrscheinlich. Sei X = {X;}¥_, ein Zufallsvektor, wobei X; = 1 gilt wenn ein zufilliges Teilchen
Energie E; hat und sonst gilt X; = 0. Angenommen sind {X;}7_; alle gleich verteilt wie X, und fiir
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E fixiert und E, n ausreichend gro8 sind sie unabhingig. Der Zufallsvektor Y = X + .-+ X, ist

verteilt wie

1 n!
PY™M=m)={ N\ m!

0,

1"m=n
m'E=E,
sonst,

N =

1"m=nmT E=E

2

n!
m!

).

(a) Schreiben Sie einen Matlab Code, um die folgende Tabelle mit E = {(i — 1)AE}_ |, AE = =
und E = n zu erstellen,

Makrozusténde E ={E; }é?:l # Mikrozustinde
{M = i}ij\il‘ {ml}z]\;l = {mi,j}i]il,;?:l {Ki}ij\ib K = (mn%’)
Erwartungen: m = ZZJ\LI m;K;/N N

wie z.B. fir n, k =5,

Makrozustande F FEs FEs FEy FEs5 | # Mikrozusténde
M=1: 1 4 0 0 0 )

2: 4 0 0 0 1 )

3: 3 0 2 0 0 10

4: 3 1 0 1 0 20

M =5: 2 2 1 0 0 30
Erwartungen: | 250 143 0.71 0.29 0.07 Gesamt: 70

(b) Mit diesem Code stellen Sie die Erwarungsverteilung, die wahrscheinlichste Verteilung und die
Boltzmann Verteilung grafisch dar, um ihre Ahnlichkeit fiir grofies n zu zeigen.

(c) Verwenden Sie den Code, um die Unabhéngigkeitsbedingungen P(X;; = a & Xy = w) =
P(X;;=a) - P(Xy j =w), a,w € {0,1}, zu kontrollieren.

o Losung

« Teil (a) Simulation

Die Tabelle wird fiir gegebene n, k mit dem folgenden Matlab Code erstellt,

function B11Bspl

global n k M K E Etot

hi

figure(1); close(hl); hl = figure(l);

set(hl,’Position’, [40 40 500 500]);

BB BB =

% number of energies
% number of particles



dE = n/(k-1);
E = (0:k-1)*dE;
Etot = (k-1)*dE;

Ehat = Etot/n;
imax = 1000;
tol = 1.0e-6;

mul = 0; mu2 = 1;
pmul = sum((Ehat-E).*exp(mul*(Ehat-E)));
pmu2 = sum((Ehat-E) .*exp(mu2*(Ehat-E))) ;
for i=1:imax
mu = (mul+mu2)/2;
pmu = sum((Ehat-E) .*exp (mu* (Ehat-E)));
if (pmu*pmul > 0)

mul = mu;
else
mu2 = mu;
end
if (abs(mu2-mul)<tol*abs(mu))
break;
end
end
if (i == imax)
error (’no conv for Boltzmann!’)
end

Mb = nxexp(-mu*E)/sum(exp(-mu*E)) ;
M= [1;
K= [1;

Mi = zeros(1l,k);
new_column(1,Mi);

N = sum(X);
p = K/N;
Ma = p’*M;

i = find(p == max(p));
Mp = mean(M(i,:),1);

[p_sort,i_sort] = sort(p);
M_sort = M(i_sort,:);
K_sort = K(i_sort);
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for i=1:size(M,1)

disp(sprintf(°%0.0f ’,[M_sort(i,:),K_sort(i)]))
end
disp(sprintf(°%0.2f °,[Ma,N]))

plot(E,Ma,’b’, ... % plot all distributions
E,Mp,’r’,
E,Mb,’g’,’LineWidth’,3)

axis([0 Etot 0 ceil(max([Ma(:);Mp(:);Mb(:)1))]1)

legend (’Erwartung’, ’Wahrscheinlichst’, ’Boltzmann’)

xlabel (’Energiestufen’)

ylabel (’Anzahl der Teilchen’)

title(sprintf (°n=Y0.0f Teilchen, k=%0.0f Energiestufen’,n,k))

set(gca, ’XTick’ ,E, ’FontSize’,16, ’FontWeight’, ’bold’, ’FontName’,’Times’)

% check independence
for j=2:k
disp(sprintf(’j=%0.0f, P(X(1)) * P(X(j)) = %0.2f, P(X(1) | X(2)) = %0.2f’,
j,Ma(1)*Ma(j)/n~2,dot (M(:,1) . *#M(:,j)/(n*x(n-1)),p)));
end

end

function new_column(j,Mi)
global n k M K E Etot

if ((sum(Mi) > n) || (dot(Mi,E) > Etot))
return;
end

for i=0:n
Mi(j) = 1i;

if ((sum(Mi) > n) || (dot(Mi,E) > Etot))
return;
end

if (§ <= k-1)
new_column(j+1,Mi);

else
if ((sum(Mi) == n) && (dot(Mi,E) == Etot))
M= [M;Mi];
K = [K;multcoef(Mi)];
end
end

end
end



function ¢ = multcoef (k)
c =1;
for i=1:length(k),
¢ = c*nchoosek(sum(k(1:1i)),k(i));
end;
end

Die Tabelle fiir £ =5, n = 5 ist gegeben durch

1 4 0 0 0 )
4 0 0 0 1 )
3 0 2 0 0 10
3 1 0 1 0 |20
2 2 1 0 0 |30
250 143 0.71 0.29 0.07 |70

Die Tabelle fiir £ =5, n = 10 ist gegeben durch

9 0 0 0 1 10
8 0 2 0 0 45
8 1 0 1 0 90
6 4 0 0 0 |210
7 2 1 0 0 | 360
6.92 231 0.63 0.13 0.01 | 715

Die Tabelle fiir £ =5, n = 20 ist gegeben durch

19 0 0 0 1 20
18 0 2 0 0 190
18 1 0 1 0 380
17 2 1 0 0 | 3420
16 4 0 0 0 | 4845
16.52 3.00 0.43 0.04 0.00 | 8855

Die Tabelle fiir £ = 5, n = 40 ist gegeben durch

39 0 0 0 1 40
38 0 2 0 0 780
38 1 0 1 0 1560
37 2 1 0 0 29640
36 4 0 0 0 91390
36.28 3.46 0.25 0.01 0.00 | 123410

x Teil (b) Konvergenz
Die Verteilungen fiir £ = 5 und n = 5, 10, 20, 40 werden folgendermafien grafisch verglichen.
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Die Konvergenz der Differenzen zu Null fiir n immer grofler ist augenscheinlich.
« Teil (c) Unabhingigkeit
Um die folgende Bedingung der Unabhéngigkeit zu kontrollieren
P(Xij=a) P(Xyy=w)=PX;j=a|Xyy=w), awe{0,l}, i=1 i=2...k

sind die folgenden Daten vom Code fiir die grafisch dargestellten Fille, & = 5, n = 5,10, 20,40,
ausgegeben worden. Die Ergebnisse weisen stark auf Unabhéngigkeit hin.

k=5, n=5
i=2, P(X(1)) * P(X(1)) = 0.14, P(X(1) | X(2)) = 0.14
i=3, P(X(1)) * P(X(i)) = 0.07, P(X(1) | X(2)) = 0.09



=4, P(X(1)) * P(X(1)) = 0.03, P(X(1) | X(2)) = 0.04
5, P(X(1)) *x P(X(1)) = 0.01, P(X(1) | X(2)) = 0.01

o
o

k=5, n=10

j=2, PX@)) * P(X(j)) = 0.16, P(X(1) | X(2)) = 0.17
j=3, PX@)) * P(X(j)) = 0.04, P(X(1) | X(2)) = 0.05
j=4, PX@)) * P(X(j)) = 0.01, PX(1) | X(2)) = 0.01
j=5, PX@)) * P(X(j)) = 0.00, P(X(1) | X(2)) = 0.00
k=5, n=20

j=2, P(X(1)) * P(X(j)) = 0.12, P(X(1) | X(2)) = 0.13
j=3, PX)) * P(X(§)) = 0.02, P(X(1) | X(2)) = 0.02
j=4, P(X(1)) * P(X(j)) = 0.00, P(X(1) | X(2)) = 0.00
j=5, PX)) * P(X(j)) = 0.00, P(X(1) | X(2)) = 0.00
k=5, n=40

j=2, P(X(1)) * P(X(j)) = 0.08, P(X(1) | X(2)) = 0.08
j=3, PX)) * P(X(j)) = 0.01, PX(1) | X(2)) = 0.01
j=4, P(X()) * P(X(j)) = 0.00, P(X(1) | X(2)) = 0.00
j=5, P(X(1)) * P(X(j)) = 0.00, P(X(1) | X(2)) = 0.00

e Beispiel 2: Brownsche Bewegung - Zufallsspaziergang

o Aufgabe

Brownsche Bewegung wird simuliert. Ein gegebenes Teilchen kann sich in einem diinnen Rohr innerhalb
eines Zeitintervalls der Lange At nach links oder nach rechts bewegen oder stehenbleiben. Fiir einen
solchen Schritt sei d eine Zufallsvariable mit

Po=-1)=a, PO0=0)=1-2a, P(0=+1)=a,

wobei o € (0, 3]. Seien {X;(¢; At), X5(t; At), ...} unabhéngige und gleich verteilte Zufallsvariablen,
wobei X;(t; At) die Position eines iten Brownschen Teilchens zur Zeit t darstellt. Seien {d;;} un-
abhéngig und gleich verteilt wie 4. Beim kten Schritt des iten Teilchens gilt

Xi(k-At; At) = Xi((k—1) - At; At) + /DAt /o - 6, i,k €N,  X;(0;At) =0.
(a) Schétzen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Position eines dieser Teilchen ab.

(b) Fiihren Sie eine Monte-Carlo Simulation von solchen Teilchen durch, und vergleichen Sie die sich
ergebende Teilchenverteilung mit der Dichte aus Teil (a).

o Lo6sung
« Teil (a) Wahrscheinlichkeitsdichte

Es gelten
ps =E[0] =0, of=E[§?] =2a



und mit X (¢; At) = Xy (¢; At) und 0 = 01,

|t/ At]
xuan = E[X (6 At)] = vV DAt/a Z ps, = 0
k=1
[t/At]
t/At
aﬁ(t;m) = E[X(t; At)?] = DAt/a Z ng = Lt;AtJ 2Dt.
k=1
Laut dem Zentralen Grenzwertsatz,
Pla < X(t;At) <b) =
P t/At o X(GAY —px@an _ [ /AL b
[t/At] /2Dt — O X (t;At) —\ [t/At] V2Dt

At30 Z~N(0,1), a<b, abeR

(“ <7< >
V2Dt = T 2Dt)’
Daher gilt

bVIDE
Pla < X(t; At) < b) 220 ﬁ/ —a*/2 /D1 gy
T

)

Zur Darstellung, ob das Teilchen sich im réumlichen Intervall [a,b) befindet, sei Y (¢; At,a,b) die

Zufallsvariable
Y (t: At,a,b) :{ 1, X(t;At) € [a,b)
0, sonst

mit einer Verteilung, die mit der Bernoulli Verteilung sich approximieren lésst,

P(Y(t; At,a,b) = 1) = P(X(t; At) € [a,b)) 22 ¢(t;a, b)

P(Y(t; At,a,b) = 0) 2201 — ¢(t;a,b)
wobei
t;a,b */4DY) g
q(t;a,b) = Tr 5
Daher gelten anndhrungsweise
At— 0
Ky (t;At,a,b) = E[Y (t; At,a,b)] — q(t;a,b)

und
At—0
0% (atan = VIV (£ AL a,b)] == q(t;a,b)(1 — gq(t; a,b)).
Zur Darstellung, ob das ite Teilchen, ¢ € N, sich im rédumlichen Intervall [a,b) befindet, seien die
Zufallsvariablen
1, Xi(t) € [a,b)
0, sonst

Yi(t; At,a,b) = {

gegeben, die von einander unabhéngig und gleich verteilt wie Y (¢; At, a, b) sind. Sei

Ry (t; At,a,b) = ZYtAtab



die zufillige relative Anzahl der Teilchen, die sich im rédumlichen Intervall [a,b) zur Zeit ¢ befinden.
Es gelten anndhungsweise

At 0
KR, (t:At,a,b) = E[Rn(t; At,a,b)] ZMY (t;At,ab) —7 q(t;a,b)

und

1
Ulz:in(t;At,a,b) = V[R,(t; At, a,b)] ) ZUY At,ab) 20 EQ(ﬁa, b)(1 - q(t;a,b)).

Laut dem Zentralen Grenzwertsatz gelten annédhrungsweise,

P < R, (t; At,a,b) — \/m */ADY G| < e> = P (|Rn(t; At,a,b) — q(t;a,b)| <€)
At=0 —€ < Ry (t; At a,b) — iR, (t;At,0,) - €
\/q t;a,b)(1 —q(t;a,b))/n O R, (t;At,a,b) - \/q(t; a,b)(1 —q(t;a,b))/n
g —evn <7< vn . Z~N(0,1)
Valt;a,b)(1—q(t;a,b)) Va(t;a,b)(1 = q(t;a,b))
oder

P (’R (t; At,a,b) — /(4D gy

<e> nio>ol, Ve > 0.

Al

« Teil (b) Simulation, Vergleich mit der Dichte

Eine Simulation der Brownschen Bewegung von vielen Teilchen wird mit dem folgenden Matlab Code
durchgefiihrt.

hl = figure(1); close(hl); hl = figure(1);

set(hl,’Position’, [20 20 1200 400]); % setup figure

n = 1000; % number of particles
imax = 100; % number of time steps
X = zeros(l,n); % particle positions

D =5; % diffusivity

dt = 0.01; % time step

al = 0.1; % P(delta = 0) = 1-2%al
a = -10; % spatial interval is
b = +10; yA [a,bl]

m = 29; % number of cells

xi = linspace(a,b,m+1); % cell interfaces

dx = xi(2)-xi(1);

xc = xi(1:m)+dx/2; % cell centers



t = 0;
for i=1:imax

Xa = X; % save for stopping
t = t+dt; % current time
= rand(1,n); % random, uniform [0,1]
de = -(z < al) + (z > 1-al); % step direction
X =X + sqrt(2«D*(dt/(2*al)))*de; % new position
[N,yi] = histcounts(X,xi); % numbers of particles in cells
R = N/n; % relative number
r = (erf(xi(2:m+1)/(2*sqrt(D*t))) ... % theoretical predication of R

- erf(xi(1:m)/(2*sqrt(D*t))))/2;

subplot(1,2,1) % plot distributions
hold on
plot3(t*ones(size(xc)),xc,r,’b’,t*ones(size(xc)),xc,R,’r’)
axis([0 imax*dt a b 0 1])

view([30,30])

title(’Teilchendichte’)

xlabel(’t?)

ylabel(’x’)

zlabel(’\rho’)

hold off;

subplot(1,2,2) % plot positions
hold on

plot(X,t*ones(1,n),’.”)

axis([a b 0 1])

title(’Teilchen-Positionen’)

xlabel (’x’)

ylabel(’t’)

hold off

drawnow;
end
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Die Ergebnisse werden folgendermafien grafisch dargestellt, zuerst fiir o = 0.5,

Teilchendichte Teilchen-Positionen

0.9k
08k
0.7F

0.6+

0.4}
0.3+

0.2+

0.1

-10 -5 0 5 10

und dann fiir a = 0.1,

Teilchendichte Teilchen-Positionen

Man merkt, die simulierte Verteilung und die theoretische Verteilung stimmen besser fiir « = 0.1 als
fiir « = 0.5 {iberein.

e Beispiel 3: Brownsche Bewegung - Diffusion

o Aufgabe

Sei p(x,t) die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass ein Teilchen in Brownscher Bewegung sich an der Stelle
z in einem diinnen Rohr zur Zeit ¢ befindet. Angenommen fiir ein D > 0 erfiillt diese Dichte die
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Diffusionsgleichung mit Q = (—1,+1) und 7 > 0,

pe(x,t) = Dpga(x,t), (z,t)€Qx(0,T) :
pz(x,t) = 0, (x,t) € 02 x [0,T] / plx,t)dx =1
p(x,0) = po(x), (z,t) € 2 x {0} K

wobei pg die anfingliche Dichte darstellt.

(a) Schreiben Sie einen Matlab Code, um die Dichte p(z,t) fiir po(x) = (1 4 cos(mx))/2 numerisch
zu berechnen. Vergleichen Sie die numerische Losung mit der exakten Losung

plx,t) = (1+ e~ Dt cos(mz))/2.
(b) Verwenden Sie Thren Code, um die numerische Losung fiir

1/(2¢), x € [—e, +¢]

0, sonst c€(0.1)

i) = {

zu berechnen. Vergleichen Sie die numerische Losung mit der Funktion

= pa(5) (3]

Bestimmen Sie, ob p¢ eine exakte Losung ist.

o Lo6sung

Vorab ist eine Einfithrung in diese Konzepte zielfiihrend. Sei X () eine Zufallsvariable fiir die Position
eines einzigen Teilchens zur Zeit t. Sei p(z,t) die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir X (¢),

b
pla < X(t) < b) = / plE.)de.

Nun sei 6(7) eine Zufallsvariable, die die Anderung der Position des Teilchens in einem Zeitintervall
der Lénge 7 darstellt. Sei f(§,7) die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir §(7),

b
P(5(r) € [a,b]) = / £(€,)de

die keine Bewegungsrichtung bevorzugt, und daher ist f(&,7) eine gerade Funktion in &: f(&,7) =
f(=¢&,7). Wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) fiir X (¢) gegeben ist, dann folgt aus

Pla < X(t+7) <b)=Pla < X(t) +b5(g) <b)=
+o0 -
Plasxw+e<nsenic= [ | [ o] s

- /ab U;oo Pz = 5vt)f(€77)d§] da

dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t+ 7) fiir X (¢ 4+ 7) gegeben ist durch

+oo

—0o0

+oo
pla,t+7) = / ol — £,1) F(€,7)dE.

—0o0

12



Durch Taylor-Entwicklungen gelten

400
p(x,t) +7pe(x,t) + - =pla,t +7) = / [p(z,) = pu(@, )€ + poa(m,8)E2 /24 -+ )] f (&, 7)dE
—+o00 _Pkooo —+o00
—pat) [ FETVE —palat) / EF(€.7)dE +pala,t) / Le2f(e, r)de + -

wobei die Integrale so vereinfacht werden koénnen, da erstens f eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, die
zweitens in & gerade ist. Es ergibt sich dann

+o0o 52
p(e.0) = Dpsolant) miv D= [ Sf(emyas
Mit den Anfangsbedingungen
c 1/(2¢), = & |—e,+e€
p(w):{ /(2€), @€ [—e,+

0, sonst
erfiillt

P (z, 1) :i Fﬁ(%) - erf<\x/4_T;)} . erf(z) = \/27?/: e dz

die partielle Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen, wie eine explizite Rechnung bestétigt.
Weiters gilt fiir ¢ > 0,

hm ‘(x,t) = lim 1 [erf < rhe > —erf < i )} = lierf < ’ > = e
Lo’ 0 de V2Dt V2Dt 2dr \ V2Dt i Dt
und daher wird f gegeben durch

6_I2/(4DT) e—0 e
e ot = [ pemgosends=g [ fenie =t ),
Man bestiétigt
/ 3 & e.ryie - § ~e/apr) 48 ==¢/vaDr 2D 2o dz
- f oo 4Dt V4Dt VT
2D 1 e 1 [T 1 D _
RV [_226 T+ 2/_00 e dZ] = 5[erf(—|—oo) —erf(—o0)] = D.

Es folgt insbesondere

N d¢ = o 6_62/(4D7)d
p(a:,T)—/_oo plx —&,0)f(& ) 5_/_00 p(m—f,o)ﬁ S

Zur Bestimmung der Dichte p auf einem endlichen raumlichen Gebiet Q = (—1,+1) wird das Anfangs-
und Randwertproblem der Diffusionsgleichung mit dem folgenden Matlab Code gelGst.
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hl = figure(1); close(hl); hl = figure(1);
set(hl,’Position’, [20 20 500 500]); % setup figure
Nx = 101; % number of cells
xmin = -1; % spatial interval
xmax = +1; % is (xmin,xmax)
xi = linspace(xmin,xmax,Nx+1); % cell interfaces
hx = xi(2)-xi(1);
xc = xi(1:Nx)’ + hx/2; % cell centers
Nt = 101; % number of time intervals
T =0.1; % final time
t = linspace(0,T,Nt+1); % time points
dt = t(2)-t(1);
D =1; % diffusivity
dx = spdiags(ones(Nx,1),1,Nx-1,Nx) ... % d/dx
- spdiags(ones(Nx,1),0,Nx-1,Nx);
dx = dx/hx;
A = speye(Nx) + dt*D*dx’*dx; % backward Euler discretization
example = 1;
switch example
case 1
r = (1 + cos(pi*xc))/2; % initial condition
rs = (1 + kron(cos(pi*xc),exp(-D*pi~2%*t)))/2; % exact solution
case 2
ep = 0.1; % initial condition
r = double((xc > -ep) & (xc < +ep))/(2*ep);
rs = zeros(Nx,Nt+1);
rs(:,1) = r;
for i=1:Nx % exact solution on D=R
for k=2: (Nt+1)
rs(i,k) = (erf((xc(i)+ep)/sqrt(4xD*t(k)))
- erf((xc(i)-ep)/sqrt (4xDxt (k))))/(4*ep);
end
end
end
rmax = max([r(:);rs(:)]1);

hold on % plot initial condition
plot3(t(1)*ones(size(xc)),xc,r,’b’,
t(1)*ones(size(xc)) ,xc,rs(:,1),’r.”)
axis([0 T xmin xmax O rmax])
view([30,30])
title(’Evolution der Dichte’)
xlabel(’t’)
ylabel(’x’)
zlabel(’\rho’)
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hold off;

drawnow;
for k=2:Nt+1
r = A\r; % backward Euler
hold on % plot current solution

plot3(t(k)*ones(size(xc)),xc,r,’b’,
t (k) *ones (size(xc)) ,xc,rs(:,k),’r.’)

axis([0 T xmin xmax O rmax])
view([30,30])
title(’Evolution der Dichte’)
xlabel(’t?)
ylabel(’x’)
zlabel(’\rho’)
hold off;
drawnow;

end

x Teil (a) Implementierung

Mit po(z) = 1+cos(mz) ist die exakte Losung gegeben durch p(z, t) = 1+~ 2™ cos(mz), die zusammen

mit der sehr nah liegenden numerischen Losung folgendmaflen grafisch dargestellt wird. Die exakte
Losung wird mit roten Punkten dargestellt und die numerische Losung mit blau voll gezogenen Kurven.

Evolution der Dichte
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«x Teil (b) Untersuchung
Mit der anfidnglichen Dichte

et = { VB Te et e

wird die numerische Losung zusammen mit der Funktion
p(x,t) = 1 [erf(m> —erf<$ _° >]
T e V4Dt VaDt) |

folgendermaflen grafisch dargestellt. Die Funktion p¢ wird mit roten Punkten dargestellt und die
numerische Lésung mit blau voll gezogenen Kurven.

Evolution der Dichte

7

Der Unterschied zwischen den Fléchen ist besonders auffillig am Rand des Gebiets. Der Grund dafiir
liegt darin, dass die Funktion p¢ die exakte Losung der Diffusionsgleichung auf (2 = R ist, wie in der
Einfithrung dieser Losung angedeutet.

e Beispiel 4: Quantenmechanik

o Aufgabe

Sei 9(z,t) die komplexe Wellenfunktion, wobei [1|? = p(z,t) die Wahrscheinlichkeitsdichte darstellt,
dass ein Teilchen mit Masse m unterwegs in einer rdumlichen Dimension sich an der Stelle z zur Zeit
t befindet. Angenommen erfiillt die Wellenfunktion die Schrédinger Gleichung mit Q = (—1,41) und
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T >0,

ho n? 92
;%] = %Tajﬁ’ (x,t) € 2 x(0,7) '

(D) 2dy —
Y(x,t) = 0, (z,t) € 0Q x [0, T Q/le(v'«f) dr =1

P(z,0) = o(x), (x,t) € 2 x {0}
wobei |1)g|? die anfingliche Dichte darstellt.

(a) Schreiben Sie einen Matlab Code, um die Wellenfunktion #(z,t) fiir Anfangswerte
o) =wio(e), 1/ = [ (30

202 (v —wmo?/N)?  2mx

- 1
wo(:v):exp(— 2 5 + \ )—exp(—(ﬂ), ceRy,1/AeN

g

numerisch zu berechnen. Vergleichen Sie die numerische Losung mit der Funktion

o\/2/7 . <2m ( wth) _w%0®  (z—27th/(Am) — z7r02/>\)2> .

o? + uth/m AN\ A2 o2 + 2uth/m

Ba,t) = :

Bestimmen Sie, ob ¢(z,t) eine exakte Losung ist.

(b) Zeigen Sie, mit A\ = 47h/(mv) gilt

o\/2/m 202 (x — vt)?
expl——F— 55— |-
/ot + 4h2t2/m2 p o4 + 4h2t2/m2

Zeigen Sie weiters, mit i/m — 0 und A — 0, wihrend v = 47h/(mA) konstant bleibt, ergibt sich

ooty = Zy e (1)

die einer reisenden Welle mit Geschwindigkeit v entspricht.

p(a},t) = |¢)($,t)|2 =

o Losung
« Teil (a) Implementierung

Zuerst wird gezeigt, die Funktion ¢ ist eine Losung der Schrodinger-Gleichung auf £ = R mit An-
fangsbedingung

¢(z,0) = ¢o(x) =

5 2 2 Ce2/N)2 9
/Wexp <_7TO‘ _ (z—wma®/N) n m;r>.

o A2 o2 A

Wie in der Vorlesung erklért ist die Losung ¢ durch die Faltung gegeben,

¢(w,t)/;mgmexp<@>dé
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Mit der vorgegebenen Funktion ¢g(z) = ¢(z,0) folgt

] \/2/71' [ m teo w202 (z—§&— Z7T0'2/>\)2) 2mi(z — &)  me?
t) = 2miht / P <_ A2 + A a 2zht> d
+oo 202 (a: - z7r02/)\)  2mw
\/ \/ omiht / P [ ( \2 ) >
T — 271'02/)\) 21 1 m
(A (4 e

+oo
—a [ exp[-5+1¢ - %] dg
( n (x —mo?/N)? B 27rzx> ,

\/ \/ 2mht o2 A

_ (Aewmat/) 2m o (L m
7= o? X)) o2 2umt)

Weiters mit z = V/6(& —v/(20)) gilt

—+o0 +oo 2 2
a/ exp[—6+’y§—5§2]df:a/ exp[—é({—%) —l—Z(s—ﬁ]df
7200 +o00 > 2 +oo
= qexp < — ﬁ) / exp [—5( ;5) ] d§ = aexp <Z§ B) 7;177/ e dz
el
und daher
™ /
P(z,t) = a\/;exp i 5 \/27rmht\/ o
2(z—ima? /A s
exp ( ( o2 = 2T> ( N (x —ma?/N\)? 2mx>
« _
A&+ ) A2 o2 A
o\/2/m o (x — 21w /N2 m20% (2 —amo?/N)? n 2mx
= X —_— —_—
o2 + 2ith/m P ot (L + %) A2 o2 A

oder nach Vereinfachungen,

o\/2/T (2m (x mh) _ 7w20® (= 2mth/(Mm) — z7702/)\)2> .

o2 + 2uth/m PN Am B

d(,t) = A2 o2 + 2th/m

Da die numerisch zu approximierende Funktion ¢ eine Losung auf Q = (—1,+1) ist, unterscheiden
sich die zwei Funktionen im Allgemeinen, und besonders wenn sie am Rand 92 nicht trivial sind. Die
numerische Approximation von v und die Auswertung ¢ erfolgen mit dem folgenden Matlab Code.

h1l = figure(1); close(hl); hl = figure(1l);
set(hl,’Position’,[10 50 1000 500]);
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hbar = 0.1; % Planck’s constant, goal <<1

sig = 0.1; % wave packet spread
lam = hbar; % wavelength, goal lam = hbar
m = 1; % mass
il = sqrt(-1);
Nt = 1000; % number of time steps
dt = 1.0e-4; % time step
T = Ntxdt; % final time
Nx = 1024; % number of spatial cells
n = 1/lam;
xmin = -1; % spatial interval is
xmax = +1; % (xmin,xmax)
xi = linspace(xmin,xmax,Nx+1)’; % cell interfaces
hx = xi(2)-xi(1);
xc = xi(1:Nx) + 0.5%hx; % cell centers
dx = spdiags(ones(Nx-1,1),1,Nx-1,Nx) ... % d/dx
- spdiags(ones(Nx-1,1),0,Nx-1,Nx);
dx = dx/hx;
L = dx’*dx; % Lu "= -u_xx
L(1,:) = 0; L(Nx,:) = 0; % Dirichlet BCs
I = speye(Nx);
A = -ilxhbarx*L/(2*m) ; % wave operator
th = 0.5; % time stepping scheme
Bl = (I - thxdt=*A); % implicit scheme
B2 = (I + (1-th)=*dt*A); % splitting

% initial conditions

phi = exp(-pi~2*sig~2/lam”2 - (xc - ilxpi*sig~2/lam)."2/sig"2 ...
+ 2*pixilxxc/lam);
phi = phi*sqrt(sqrt(2/pi)/sig); % exact solution on D=R
t=0;
psi = exp(-pi~2*sig~2/lam”2 - (xc - il*pi*sig~2/lam)."2/sig"2 ...
+ 2%pi*il*xc/lam) - exp(-1/sig™2);
psi = psi/sqrt(hx*sum(abs(psi)."2)); % numerical solution

pm = max([abs(phi)."2;abs(real(phi));abs(imag(phi));

abs(psi) . 2;abs(real(psi));abs(imag(psi))]1);
pm = 1.1%pm; % plot parameters
xm = max(abs(xmax),abs(xmin));

t = 0;
plot(xc,abs(psi)."2,’b’, ... % plot initial condition
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xc,abs(phi)."2,’b:’,
xc,real(psi),’r’,
xc,real(phi),’r:’,
xc,imag(psi),’g’,
xc,imag(phi),’g:’)
legend (’ [\psil~2’,’ [\phi|~2’)
xlabel (’x’)
ylabel (’ |\cdot|~2, \Re\{\cdot\}, \Im\{\cdot\}’)
title(sprintf (’Evolution der Wellenfunktionen\nt=J0.1le, h=%0.1le’,t,hbar))
axis([-xm xm -pm pm]);

drawnow;
for k=1:Nt
t = kxdt;
% exact solution on D=R
phi = exp((2*pi*il/lam)*(xc - pi*t*hbar/(lam*m)) - pi~2*sig~2/lam"2 ...
- (xc - 2*pixt*hbar/(lam*m)
- il*pi*sig~2/lam)."2/(sig"2 + 2*ilxtxhbar/m));
phi = phi*sqrt(sig*sqrt(2/pi)/(sig”"2 + 2*ilxt*hbar/m));
psi = B1\(B2*psi); % time step
plot(xc,abs(psi)."2,’b’, ... % plot current condition

xc,abs(phi)."2,’b:’,
xc,real(psi),’r’,
xc,real(phi),’r:’,
xc,imag(psi),’g’,
xc,imag(phi),’g:’)
legend(’ [\psil~2’,’|\phi|~27)
xlabel (’x’)
ylabel(’ [\cdot|~2, \Re\{\cdot\}, \Im\{\cdot\}’)
title(sprintf (’Evolution der Wellenfunktionen\nt=J0.le, h=%0.1le’,
t,hbar))
axis([-xm xm -pm pm]);
drawnow;
end

Die Ergebnisse lassen sich folgendermaflen grafisch darstellen. Fiir das erste Beispiel ist der Planckschen
Konstante bei einem relativ groen Wert & = 1 eingestellt. Im ersten Bild gibt es die Anfangsverteilung,
und im zweiten Bild die Verteilung zu dem Zeitpunkt in dem die Wellen den Rand 02 trifft. Die blauen
Kurven sind [|? bwz. |¢|?, die roten R{)} bwz. R{¢} und die griinen I{v)} bwz. S{p}. Der Wert
von ¢ bestimmt die anfangliche Breite des Wellenpakets. Die Geschwindigkeit der Wellen ist ungeféhr
v = 4mh/(mA) und wird daher durch die Wellenléinge A beeinflusst. Hier gilt A = h. Da & hier relativ
grof ist, ist man im Quantenbereich, und das Teilchen wird schnell unschérfer im Lauf der Zeit, d.h.
die Breite des Wellenpakets wird schnell grofler. Da die Funktion ¢ eine Losung auf 2 = R ist, lduft
ihre Welle unberiihrt durch den Rand bei x = 1. Die Funktion % ist eine numerische Approximation
der Losung auf = (—1,+1), und ihre Welle reagiert auf den Rand bei x = 1. Daher unterscheiden
sich die zwei Funktionen besonders stark zu dem Zeitpunkt, in dem die Wellen den Rand treffen.
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Evolution der Wellenfunktionen
t=0.0e+00, h=1.0e+00
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Evolution der Wellenfunktionen
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Fiir das néchste Beispiel ist der Planckschen Konstante bei einem relativ kleinen Wert A = 0.1 einge-
stellt. Das Format der Bilder ist gleich wie bei den letzten zwei. Hier gilt wieder A = h, und daher ist
die Geschwindigkeit der Wellen gleich wie im vorigen Beispiel. Da & hier relativ klein ist, ist man eher
im Klasischen Bereich, und das Teilchen wird nicht schnell unscharf im Lauf der Zeit, d.h. die Breite
des Wellenpakets bleibt ldnger erhalten. Wie im vorigen Beispiel gesehen, 1duft die Welle von i durch
den Rand, aber die Welle von 9 reagiert auf den Rand.
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Evolution der Wellenfunktionen
t=0.0e+00, h=1.0e-01
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Evolution der Wellenfunktionen
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Fiir das letzte Beispiel ist der Planckschen Konstante bei einem sehr kleinen Wert 7 = 0.01 eingestellt.
Das Format der Bilder ist gleich wie bei den letzten zwei. Hier gilt wieder A = A, und daher ist die
Geschwindigkeit der Wellen gleich wie im vorigen Beispiel. Da & hier so klein ist, ist man im Klasischen
Bereich, und das Teilchen wird nicht unscharf im Lauf der Zeit. Das neue Phéinomen bei diesem Beispiel
ist, dass A so klein ist, dass die numerische Diskretisierung nicht ausreichend ist, um die sehr kurze
Wellen aufzultsen. Daher lauft die Welle fiir ¢ viele langsamer als die fiir ¢.
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Evolution der Wellenfunktionen
t=0.0e+00, h=1.0e-02
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Evolution der Wellenfunktionen
t=5.0e-02, h=1.0e-02
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« Teil (b) Untersuchung

Mit
blnt) = 4| =IVHT o (2T (o T w20®  (z —2mth/(Am) —ma?/\)?
, o2+ QZth/m A Am 22 o2 + QZth/m .
gilt

plz,t) = ¢(z,t)¢*(x,t) = VAexp(B — C — D) x V/A* exp(B* — C — D¥)
VAA*exp((B + B*) —2C — (D + D%))

|Alexp(2R{B} — 2C — 2R{D}))

= |A|exp(—2C — 2R{D}))
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wobei

_0/2/7 B—@ x—Lth o n20? D= (z — 27th/(Am) —wra?/\)?
o2+ 2th/m’ D) Am )’ P B o? + th/m )

Weiters mit
E=z—(x/\)H, F=nG/\ G=0¢% H=2th/m

gilt
B (E—F)? (G—1HY\) _ (E? — F? — 2EF)(G —H)
MDY = m{ G+.H <G—zH _%{2 G? + H? }
_ 5 [(E? — F?)G — 2EFH] —[(E? — F*)H + 2EFG]
- i G2 _|_H2 }
_ (E*-F?G-2EFH
- G2 + H2
[(x — (/AN H)? — m2G? /NG — 2(z — (7 /N H) (G /N H

G? + H?
22G—22(7 /N HG+(m /N2 H?G — m2G3 /N2 —2x (7 /N GH+2(m /A2 GH?

G2 _g H2
22 —dx(n /AN H + 3(7 /N2 H? — 72G? )\
G’Q + H2
Die Kombination von den C- und D-Termen ist

= G

—2C — 2R{D} = —2G(1/\)? — 2Gf'32 — dz(m/N)H 4 3(7/N)?H? — 72G? /A2

G2 +H2
B 2G(7r/)\)2G'2—#—(7?//\)2[172 + 22 — dx(n /N H+3(7 /N)2H?—(7/)\)*G?
o G2 + I
_ _2G£L'2 —4a(m/N)H + 4(7/\)? H? _ _QG(:U —2(7 /M) H)?
G2 + H2 ) G2 +H2
a2 @th/m)
ot + 4t2h2 /m?
und p(x,t) ist gegeben durch
o\/2/m o (z — 4mth/(Am)))?
— | A exp(—2C — 2R{D})) = 9
p(.’L’, t) ‘ ’ eXp( C §R{ })) \/m €xXp < o 0.4 + 4t2h2/m2

Mit v = 47h/(mA) ergibt sich

o\/2/7 —202(z — vt)?
plz,t) = = = ex 1 5755 | -
Vot + 42h? /m? ot +4t2h% /m

Mit i/m — 0 und A — 0, wihrend v = 47h/(mA) konstant bleibt, ergibt sich

(2.1) = 1 o\/2/m o —202(x — vt)? 2 . (z — vt)?
r,t)=lim{ ————exp| ————55— | p =/ —sexp| ———|.
P =0 | /od + 44242 Pl ¢ 4t2~2 7o2 P o2 /2
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