Mathematische Modellierung SS20
Losungen der Beispiele auf Blatt 10

Beispiele und Skriptum
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e Beispiel 1: Geleebohnen
o Aufgabe

Probanden werden nach einer Einschétzung befragt, wie viele Geleebohnen es in einem Glasgefifl
gibt. Die tatsdchliche Anzahl ist 4510. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Einschétzung X eines zufillig
ausgewéhlten Probanden in einem Intervall [a, b] landet sei modelliert durch

(z/y3)e /", x>0,

— 4510/2.
0 z<o =10/

P(X € [a,b]) = /abf(yc)daz, /() :{


https://imsc.uni-graz.at/keeling/modI_ss20/blatt10.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/modein.pdf

(a) Seien {X1, Xs,...} unabhéngige Zufallsproben, alle gleich verteilt wie X, wobei X; die Einschétzung
des iten Probanden darstellt. Sei Y™ = X, + --- X,,. Schitzen Sie eine Mindestanzahl n der
Probanden ab, wobei gilt

P(IY™ /n — px| <0.1px) > 0.9.

(b) Schreiben Sie einen Matlab Code, um dieses Experiment virtuell durchzufiihren, und stellen Sie
den Mittelwert der simulierten Stichproben gegen n grafisch dar, um Ihr Ergebnis vom Teil (a)
veranschaulich zu machen.

o Losung
x Teil (a) Abschitzung
Die Zufallsvariable Y(") /n erfiillt
E[Y ™ /n] = E[X] = px = 2y = 4510
VY™ /n] = V[X]/n = 0% /n = 29 /n = 40680200/n

n(nl,)Zn—le—nx/’y

(2n — 1)ly2n

b
PY™ /n € [a,b)) = / FO(z)dz, F™(z)=
und mit Z ~ N(0,1),

_ () /py — _ _ _
aMXSY /n ung XY o p aQWSZSb 2~ .
ox/v/n ox/v/n ox/vn V272 /n V272 /n
Erstens wird die Ungleichung erfiillt (a = px — 0.1ux = % 4510, b= pux +0.1ux = % -4510)

I'(2n,9n/5) —I'(2n,11n/5) 11 psg
(2n —1)! - /0

P(Y™ /n € [a,b]) = P (

F™ (z)de = P()Y™ /n — ux| < 0.1ux) > 0.9
Iy

wenn n > 135 gilt. Zweitens wird die Ungleichung erfiillt (a = 1% -4510, b = % -4510)
V2 (2
et (YN 2 p (121 < Y22 —p (121« 22 ) <9
10 10 V2792 /n
wenn n > 136 gilt, wie mit den folgenden Matlab Befehlen bestétigt wird.
normcdf (sqrt (135%2) /10) -normcdf (-sqrt (135%2) /10)

normcdf (sqrt (136+2) /10) -normcdf (-sqrt (136*2)/10)
« Teil (b) Simulation
Sei F' die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir X,

Flt) = /_ ; (@)

Um Zufallsproben der Zufallsvariable X zu generieren, wird die folgende Beziehung zwischen Zufalls-
variablen X und U verwendet, wobei wobei U auf [0, 1] gleichmé&Big verteilt ist.

b F(b)
P(X € [a,b]) = / f(z)dz = /F( | dF = P(U € [F(a), F(b)]) = P(F~ (U) € [a,b])

Die Simulation des Experiments mit Geleebohnen wird mit dem folgenden Matlab Code durch-
gefiihrt.



hil =
set(

T Hh M
nnon

F1 =
nt =

imax
i2
yv
nv
sV
for

figure(1); close(hl); hl = figure(l);

h1l,’Position’, [10 50 1000 500]);

4510/2;

linspace(0,round(6*a) ,round(6*a)) ;
(x/a"2) .xexp(-x/a);

1 - (1 + x/a).*exp(-x/a);

)
A

A

probability density
probability distribution

inverse of F

Q(z) mean(x(find(abs(F-z) == min(abs(F-z)))));

135;
2%*a;

100;
sqrt (imax) ;
= [1;
= [1;
= [1;
n=10:10: (2*nt)
y = zeros(1,imax);

for i=1:imax

u = rand(1l,n);
yr = zeros(l,n);
for j=1:n
yr(j) = F1(u(G));
end
y(i) = mean(yr);
end
yv = [yv,mean(y)];
sv = [sv,std(y)];
nv = [nv,n];

subplot(1,2,1)

histogram(y,30)

axis([0 10000 0 1.2%i2])
set(gca, ’XTick’, [0,4510,10000])

b
A

A

A

b

Y/

o

)
b
b

/A

/A

threshold number of subjects
mean

imax = number of experiments

store for plot

n = number of subjects

uniformly distributed

random sample with
distribution F
mean of sample

store for plotting

plot results for current n

text (7000,0.8*1i2, sprintf (’mean=7%0.0f\nstd=%0.0f’ ,mean(y),std(y)))

xlabel (’Schtzungen’)
ylabel(’Anzahl’)

title(sprintf (’Histogramm des Experiments, n=%0.0f’,n))

subplot(1,2,2)

plot(av,yv ,’b?,
nv,yv+l.645%sv, ’b-.",
nv,yv-1.645%sv,’b-.",
nv,mu*ones(size(nv)),’r:’,
nv,0.9*mu*ones(size(nv)),’r:’,
nv,1l.1l*mu*ones(size(nv)),’r:’,
[nt,nt], [0.9%mu,1.1%mul,’r:’)

xlabel(’n’)



ylabel CE[Y~(n)/n]’)

title(’Schwerpunkt des Histogramms’)

drawnow;
end

Die Ergebnisse werden folgendermaflen grafisch dargestellt. Die senkrechte rot geschrichelte Gerade
liegt bei dem Schwellenwert der Anzahl der Probanden n = 135 aus Teil (a). Die waagerechten rot
geschrichelten Geraden liegen bei {0.9u, i, 1.1u}. Die blau voll gezogene Kurve ist der Mittwert der
Stichproben fiir verschiedene Werte von n. Basierend auf der Eigenschaft P(|Z| < 1.645) ~ 0.9, liegen
die strichpunktierten Kurven bei beim Mittelwert der Stichproben plus/minus das Vielfache 1.645
vom Standardabweichung der Stichproben. Ab dem Schwellenwert n = 135 liegen die blauen Kurven
innerhalb des roten Korridors, und daher stimmen diese Ergebnisse mit den Abschitzungen aus Teil

(a) iiberein.
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e Beispiel 2: Miinzspiel
o Aufgabe
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In einem Miinzspiel wird eine einzige Miinze geworfen. Eine Zufallsvarible X mit X (K) =0, X(Z) =1
sei fiir ein fixiertes g € (0, 1) mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung modelliert,

P(X=1)=q.

P(X=0)=1-g¢,

(a) Seien {Xi, Xs,...} unabhéingige Zufallsproben, alle gleich verteilt wie X, wobei X; das Ergebnis
eines iten Miinzspiels darstellt. Sei Y™ = X; +--- X,,. Schiitzen Sie eine Mindestanzahl n der

Miinzen ab, wobei mit ¢ = 0.5 gilt

P(Y™ /n — pux| < 0.1pux) > 0.9.



(b) Schreiben Sie einen Matlab Code, um dieses Experiment mit ¢ = 0.5 virtuell durchzufiihren, und

stellen Sie den Mittelwert der simulierten Stichproben gegen n grafisch dar, um Ihr Ergebnis vom
Teil (a) veranschaulich zu machen.

o Losung

x Teil (a) Abschitzung

Die Zufallsvariable Y(") /n erfiillt

E[Y(™) fn] = B[X] = jix = g
VY™ /n] = V[X]/n = 0% /n = q(1 - q)/n

n

P =m) = ( m > ¢"(1—q)" "

und mit Z ~ N(0,1), ¢ = 3

_ (n) /; — _ _1 _1
P(Y(n)/ne[a,bD:P(a MXSY /TL Macgb MX)%P<G 2 <7< b )

ox/vn ox/vn ox/vn 1/V4n 1/V4n

Erstens wird die Ungleichung erfiillt,

m=|11n/20]
m=[9n/20] 0.9px <m/n<1.1ux

wenn n > 279 gilt, wie mit dem folgenden Matlab Code berechnet wird.

sv = [1;
nv = [];
mu = 0.5;

for n=200:300
p = binopdf(0:n,n,mu);

ml = ceil(0.9*mu*n)+1;
m2 = floor(l.l*mu*n)+1;
sv = [sv,sum(p(m1:m2))];
nv = [nv,n];

end

1 = find(sv < 0.9,1,’last’);
nt = nv(1l+1);
disp(sprintf (’threshold n = %0.0f’,nt))

Zweitens wird die Ungleichung erfiillt, (mit a = %, b= é—(l))

(35 (=) - p = ) 2o

wenn n > 271 gilt, wie mit den folgenden Matlab Befehlen bestétigt wird.

normcdf (sqrt (270) /10) -normcdf (-sqrt (270) /10)
normcdf (sqrt(271)/10) -normcdf (-sqrt (271) /10)



x Teil (b) Simulation

Um Zufallsproben der Zufallsvariable X zu generieren, wird die folgende Beziehung zwischen Zufalls-
variablen X und U verwendet, wobei U auf [0, 1] gleichmé&Big verteilt ist.

P(X=1)= /quu_P(U € [0,4q]).

Die Simulation des Experiments mit Miinzen wird mit dem folgenden Matlab Code durchgefiihrt.

hl = figure(1l); close(hl); hl = figure(1);
set(hl,’Position’, [10 50 1000 500]);

sv = [];
nv = [];
mu = 0.5;

for n=200:300
p = binopdf(0:n,n,mu);

ml = ceil(0.9*mu*n)+1;
m2 = floor(l.1l*mu*n)+1;
sv = [sv,sum(p(ml:m2))];
nv = [nv,n];

end

1 = find(sv < 0.9,1,’last’);
nt = nv(1+1);
disp(sprintf (’threshold n = %0.0f’,nt))

mu = 0.5; % mean, prob of tail

imax = 100; % imax = number of experiments
i2 = sqrt(imax);

yv. = [1; % store for plot

nv = [];

sv. = [1;

for n=10:10: (2*nt) % n = number of subjects

y = zeros(l,imax);
for i=1:imax

u = rand(1,n); % uniformly distributed
y (i) = mean(u<mu); % mean number with u<mu
end
yv = [yv,mean(y)]; % store for plotting
sv = [sv,std(y)];
nv = [nv,n];
subplot(1,2,1) % plot results for current n

histogram(y,30)

axis([0 1 0 1.3%i2])

set(gca,’XTick’, [0,mu,1])

text(0.6,0.8%i2,sprintf (*mean=%0.1e\nstd=7%0.1e’ ,mean(y),std(y)))
xlabel(’Schtzungen’)

ylabel(’Anzahl’)



title(sprintf (’Histogramm des Experiments, n=%0.0f’,n))

subplot(1,2,2)

plot(av,yv ,’b?,
nv,yv+l.645%sv,’b-."’,
nv,yv-1.645%sv,’b-.",
nv,mu*ones (size(nv)),’r:’,
nv,0.9*mu*ones(size(nv)),’r:’,
nv,1.1l*mu*ones(size(nv)),’r:’,
[nt,nt], [0.9%mu,1.1*mu],’r:’)

xlabel(’n’)

ylabel CE[Y" (n)/n]’)

title(’Schwerpunkt des Histogramms’)

drawnow;

end

Die Ergebnisse werden folgendermafien grafisch dargestellt. Die senkrechte rot geschrichelte Gerade
liegt bei dem Schwellenwert der Anzahl der Probanden n = 279 aus Teil (a). Die waagerechten rot
geschrichelten Geraden liegen bei {0.9u, i, 1.1}. Die blau voll gezogene Kurve ist der Mittwert der
Stichproben fiir verschiedene Werte von n. Basierend auf der Eigenschaft P(|Z| < 1.645) ~ 0.9, liegen
die strichpunktierten Kurven bei beim Mittelwert der Stichproben plus/minus das Vielfache 1.645
vom Standardabweichung der Stichproben. Ab dem Schwellenwert n = 279 liegen die blauen Kurven
innerhalb des roten Korridors, und daher stimmen diese Ergebnisse mit den Abschitzungen aus Teil
(a) iiberein.
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e Beispiel 3: Wiirfelspiel
o Aufgabe

In einem Wiirfelspiel werden sechs Wiirfel geworfen. Seien Sy, ..., S¢ die Augenzahlen 1,..., 6 fiir den
Wiirfel. Eine Zufallsvariable X mit X (S1) = 1,..., X(Ss) = 6 sei mit der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung modelliert,

PX=1)=--=P(X =6)=3.

(a) Seien {Xj, X, ...} unabhingige Zufallsproben, alle gleich verteilt wie X, wobei X; das Ergebnis
eines iten Wiirfelspiels darstellt. Sei Y = X 4 - X,,. Schiitzen Sie eine Mindestanzahl n der
Wiirfel ab, wobei gilt

PY™ /n — ux| < 0.1ux) > 0.9.

(b) Schreiben Sie einen Matlab Code, um dieses Experiment virtuell durchzufithren, und stellen Sie
den Mittelwert der simulierten Stichproben gegen n grafisch dar, um Ihr Ergebnis vom Teil (a)
veranschaulich zu machen.

o Losung
« Teil (a) Abschitzung
Die Zufallsvariable Y(") /n erfiillt

E[Y") /n] = E[X] = jux =

3
12n

P(Y® =m) = [P(Y“):m—1)+---+P(Y<1>:m—6)} /6, 2<m<6-2

VY™ /n] = V[X]/n = 0% /n =

PY®™) — ) = [P(YW —m—1) 4+ P(Y® =y — 6)} /6, n<m<6n

und mit Z ~ N(0,1),

_ (n) /1y — _ _71 _7
P(Y(")/ne[a,b]):P<a ,U'X<Y /TL :U’X<b :LLX)%P a 2§Z§b 2

ox/vn = ox/yn T ox/vn 35 35
12n 12n
Erstens wird die Ungleichung erfiillt (a = px — 0.1ux = % . %, b=pux +0.1lux = % . %)
> P(Y™ =m) = P(|Y" /n - px| <0.1px) > 0.9

0.9ux<m/n<l.lpx
wenn n > 64 gilt, wie mit dem folgenden Matlab Code berechnet wird.

h1l = figure(1); close(hl); hl = figure(1l);
set(hl,’Position’,[10 50 1000 500]);

sv = [1;
nv = [];
mu = 7/2;



for n=50:100
p = zeros(n,6%n);
p(1,1:6) = 1/6;
for j=2:n
for m=j:(6%j)
ml = max(1,m-6);
m2 = max(1,m-1);
p(j,m
end
end
m = (1:6*n)/n;
ml = ceil(0.9*mu*n) ;

m2 = floor(1l.1l*mu*n) ;
sv = [sv,sum(p(n,m1:m2))];
nv = [nv,n];

end
1 = find(sv < 0.9,1,’last’);
nt = nv(1+1);

disp(sprintf (’threshold n = J%0.0f’,nt))

mu 3.5;

imax = 100;

i2 = sqrt(imax);
yv = [1;
nv = [];
sv = [1;

for n=10:10:2*(nt)
y = zeros(1,imax);
for i=1:imax
y(i) = mean(randi(6,1,n));

end

yv = [yv,mean(y)];
sv = [sv,std(y)];
nv = [nv,n];

subplot(1,2,1)
histogram(y,30)
axis([1 6 0 1.3%i2])
set(gca,’XTick’,1:6)

= sum(p(j-1,m1:m2))/6;

YA

YA

A

b

/A

A

/A

mean
imax = number of experiments

store for plot

n = number of subjects

mean of samples in {1,...,63}

store for plotting

plot results for current n

text(4,0.8%i2,sprintf (*mean=%0.1e\nstd=%0.1e’ ,mean(y),std(y)))

xlabel (’Schtzungen’)
ylabel(’Anzahl’)

title(sprintf (’Histogramm des Experiments, n=%0.0f’,n))

subplot(1,2,2)

plot(av,yv ,’b?,
nv,yv+l.645*%sv,’b-.",
nv,yv-1.645%sv,’b-.",
nv,mu*ones (size(nv)),’r:’,



nv,0.9*mu*ones(size(nv)),’r:’,
nv,1l.1*mu*ones(size(nv)),’r:’,
[nt,nt], [0.9%mu,1.1*mul,’r:’)
xlabel(’n’)
ylabel CE[Y~(n)/n]’)
title(’Schwerpunkt des Histogramms’)
drawnow;
end

Zweitens wird die Ungleichung erfiillt (a = 55 - b= 10

1 [21n 1 7 [3n 7 [3n =&
Floy /22 ) et [ =y /22 ) =P (121 < 24/ ) =P 2] < —22— | > 09
e (10 10) o <\/§10 35) (’ BT 35) 2l —7=1 2

wenn n > 65 gilt, wie mit den folgenden Matlab Befehlen bestétigt wird.

normcdf (sqrt (4.2+%64)/10) -normcdf (-sqrt (4.2x64)/10)
normcdf (sqrt (4.2x65)/10) -normcdf (-sqrt (4.2%65) /10)

x Teil (b) Simulation

Um Zufallsproben der Zufallsvariable X zu generieren, wird die folgende Beziehung zwischen Zufalls-
variablen X und U verwendet, wobei U auf [0, 1] gleichmé&Big verteilt ist.

P(X=1)= /quu:P(U € [0, q]).

Die Simulation des Experiments mit Wiirfeln wird mit dem folgenden Matlab Code durchgefiihrt.

hl = figure(1); close(hl); hl = figure(1);
set (hl,’Position’, [10 50 1000 500]);

imax = 100; % imax = number of experiments
i2 = sqrt(imax);

yv = [1; % store for plot

nv = [];

sv. = [1;

for n=10:10:500 % n = number of subjects

y = zeros(1,imax);
for i=1:imax

y(i) = mean(randi(6,1,n)); % mean of samples in {1,...,6}
end
yv = [yv,mean(y)]; % store for plotting
sv = [sv,std(y)];
nv = [nv,n];
subplot(1,2,1) % plot results for current n

histogram(y,30)
axis([1 6 0 1.3%i2])
set(gca, ’XTick’,1:6)

10



text (4,0.8+i2,sprintf (*mean=%0.1le\nstd=7%0.1e’ ,mean(y),std(y)))
xlabel (’Schtzungen’)
ylabel(’Anzahl’)
title(sprintf (’Histogramm des Experiments, n=),0.0f’,n))
subplot(1,2,2)
plot(av,yv,’b’,nv,yv+sv,’r:’,nv,yv-sv, ’r:’,nv,3.5%ones(size(nv)),’g:’)
xlabel(’n’)
ylabel CE[Y"(n)/n]’)
title(’Schwerpunkt des Histogramms’)
drawnow;
end

Die Ergebnisse werden folgendermaflen grafisch dargestellt. Die senkrechte rot geschrichelte Gerade
liegt bei dem Schwellenwert der Anzahl der Probanden n = 64 aus Teil (a). Die waagerechten rot
geschrichelten Geraden liegen bei {0.9u, 1, 1.1u}. Die blau voll gezogene Kurve ist der Mittwert der
Stichproben fiir verschiedene Werte von n. Basierend auf der Eigenschaft P(|Z| < 1.645) ~ 0.9, liegen
die strichpunktierten Kurven bei beim Mittelwert der Stichproben plus/minus das Vielfache 1.645
vom Standardabweichung der Stichproben. Ab dem Schwellenwert n = 64 liegen die blauen Kurven
innerhalb des roten Korridors, und daher stimmen diese Ergebnisse mit den Abschitzungen aus Teil
(a) tiberein.
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e Beispiel 4: Radioaktivitéit
o Aufgabe
Ein radioaktives Teilchen wird zerfallen. Eine Zufallsvarible X (¢) mit

keinen Zerfall in [0,¢] : X (t)
Zerfall in [0,t] : X(t) =

0
1
sei fiir ein fixiertes A > 0 mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung modelliert,

PX(t)=0)=e M PXt)=1)=1-e

(a) Seien {Xi(t), X2(t),...} unabhingige Zufallsproben, alle gleich verteilt wie X (¢), wobei X;(t)
das Ergebnis eines iten Teilchens darstellt. Sei Y (t) = X;(t) + --- X,,(t). Schiitzen Sie eine
Mindestanzahl n der Teilchen in Abhéngigkeit von A und t ab, wobei gilt

P(\Y(")(t)/n — pxpl < 0.1puxe) = 0.9.

(b) Schreiben Sie einen Matlab Code, um dieses Experiment fiir fixiertes A und verschiedene Zeiten
t ~ In(2)/\ virtuell durchzufiihren, und stellen Sie den Mittelwert der simulierten Stichproben
gegen n grafisch dar, um Thr Ergebnis vom Teil (a) veranschaulich zu machen.

o Lo6sung
«x Teil (a) Abschitzung
Die Zufallsvariable Y (") (t)/n erfiillt

E[Y ™ (t)/n] = E[X(t)] = pxy = 1 — e

VY™ (t)/n] = VIX(0)]/n = 0% /n=e (1 —e)/n

Y™ (&) /n — pxe < b mxe
oxw/Vn T oxw/Vn

N < a—(1—e ) <7< b—(1—e ) )
Ve (1 —e ) /n Ve (1 —e ) /n

Erstens anhand der Rechnung

m=|1.1ne"*|

2 Y <Z>: > P(Y(”)(t):m):P<

m=[0.9ne~t] 0.9 x (1) <= <1dpx(y

y () (t)
n

240

wird n mit dem folgenden Matlab Code beziiglich A und t abgeschiitzt, z.B. mit der Halbwertzeit
t = In(2)/\ ergibt sich n > 290, wie beim Miinzenspiel.
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sv = [];

nv = [];

la = 1;

t = log(2)/1la;
mu = 1-exp(-laxt);

for n=200:300

p = binopdf(0:n,n,mu);
ml = ceil(0.9*mux*n) ;
m2 = floor(1.1*mu*n);
sv = [sv,sum(p(m1:m2))];
nv = [nv,n];

end

1 = find(sv < 0.9,1,’last’);
disp(num2str(nv(1+1)))

Zweitens wird die Ungleichung erfiillt (a = 0.9(1 — e™ ), b = 1.1(1 — e™))

erf<‘/ﬁm> =P <|Z| < Ygﬁ) =P <\Z| < ﬁw) >0.9

10v/2 10 /e X

erfiillt, wenn

\/ﬁ M\t —1
er —1>erf (0.9) ~ 1.1631.
0v3 Y > (0.9)

z.B. mit der Halbwertzeit ¢ = In(2)/\ ergibt sich n > 271, wie beim Miinzenspiel.

*  Teil (b) Simulation

Um Zufallsproben der Zufallsvariable X (¢) zu generieren, wird die folgende Beziehung zwischen Zu-
fallsvariablen X (¢) und U verwendet, wobei U auf [0, 1] gleichméfig verteilt ist.

1—e— M
P(X(t)=1)= /0 du= P(U € [0,1 — e M]).

Die Simulation des Experiments mit Miinzen wird mit dem folgenden Matlab Code durchgefiihrt.

hl = figure(1); close(hl); hl = figure(1);
set(hl,’Position’, [10 50 1000 500]);

la = 1;
p -log(linspace(0.25,0.75,3))/log(2);
tv log(2.7p)/1la;
for t=tv
c = (t-tv(1))/(tv(end)-tv(1));
sv = [1;
nv = [1;
mu = l-exp(-laxt);
nl = round(150*erfinv(0.9) "2/ (exp(la*xt)-1));
ns = ceil(200*erfinv(0.9) "2/ (exp(la*xt)-1));
n2 = round(250%erfinv(0.9) "2/ (exp(la*xt)-1));
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for n=nl1:n2

p = binopdf(0:n,n,mu);
ml = ceil(0.9*mu*n);
m2 = floor(1.1*mu*n);
sv = [sv,sum(p(m1:m2))];
nv = [nv,n];

end

1 = find(sv < 0.9,1,’last’);
nt = nv(1+1);

disp(sprintf (’estimate n= %0.0f, threshold n = %0.0f’,ns,nt));

mu = l-exp(-laxt); %
imax = 100; %
i2 = sqrt(imax) ;

yv = [1; %
nv = [];

sv = [1;

for n=10:10: (2*nt) yA

y = zeros(1,imax);
for i=1:imax

u = rand(1,n); %
y(i) = mean(u<mu); /A
end
yv = [yv,mean(y)]; A
sv = [sv,std(y)];
nv = [nv,n];
subplot(1,2,1) A
histogram(y,30)

axis([0 1 0 1.3%i2])
set (gca, ’XTick’, [0,mu,1])

mean, prob of decay
imax = number of experiments

store for plot

n = number of subjects

uniformly distributed

mean number with u<mu

store for plotting

plot results for current n

text(0.6,0.8%i2,sprintf (’mean=%0.1e\nstd=%0.1e’ ,mean(y),std(y)))

xlabel(’Schtzungen’)
ylabel(’Anzahl’)

title(sprintf (’Histogramm des Experiments, n=%0.0f’,n))

subplot(1,2,2)

plot(nv,yv ,’b?,
nv,yv+l.645*%sv,’b-.",
nv,yv-1.64b5%sv,’b-.7,
nv,mu*ones (size(nv)),’r:’,
nv,0.9*mu*ones (size(nv)),’r:’,
nv,1.1*mu*ones(size(nv)),’r:’,
[nt,nt], [0.9%mu,1.1*mul,’r:’)

xlabel(’n’)

ylabel ("E[Y"(n)/n]’)

axis([0 2.5%nt 0 1])

title(’Schwerpunkt des Histogramms’)

drawnow;
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if (t == tv(1))
hold on;
end
end
text (2*nt+10,mu, sprintf (’t=%0.1e’,t))
end
hold off;

Die Ergebnisse werden folgendermafien grafisch dargestellt. Die senkrechte rot geschrichelte Gerade
liegt bei dem Schwellenwert der Anzahl der Probanden n = 104,290,837 aus Teil (a) fir A = 1
und Zeiten t mit p(t) = 1 — e M = %, %, %. Die waagerechten rot geschrichelten Geraden liegen bei
{0.9u(t), pu(t), 1.1u(t) }. Die blau voll gezogene Kurve ist der Mittwert der Stichproben fiir verschiedene
Werte von n. Basierend auf der Eigenschaft P(|Z] < 1.645) = 0.9, liegen die strichpunktierten Kurven
bei beim Mittelwert der Stichproben plus/minus das Vielfache 1.645 vom Standardabweichung der
Stichproben. Ab den Schwellenwerten n = 104,290 bzw. 837 liegen die blauen Kurven innerhalb des

roten Korridors, und daher stimmen diese Ergebnisse mit den Abschétzungen aus Teil (a) tiberein.

Histogramm des Experiments, n=1670 Schwerpunkt des Histogramms
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e Beispiel 5: Radioaktivitit Erginzt

o Aufgabe

Der radioaktive Zerfall von ganz vielen Teilchen wird durch die folgenden Prozesse modelliert. In jedem
Kontext sei pg(t) die Wahrscheinlichkeit, dass k Teilchen im Zeitintervall [0, ¢] zerfallen.

(a) Homogener Poisson-Prozess: Es seien praktisch unendlich viele nicht zerfallene Teilchen zur Zeit
t = 0 gegeben. Die durchschnittliche Zerfallsrate sei von der Zeit ¢ > 0 unabhéngig, und zwar
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mit po(t) = e M fiir eine Konstante A\ > 0. Zeigen Sie, es gelten
Pe(t) = =Apk(t) + Apr—1(t), p(0) =0, keN.

Fiir ein grofles n 16sen Sie das durch £ < n abgebrochene System mit Matlab. Stellen Sie den
dynamischen Erwarungswert >;_, kpy(t) grafisch dar.

(b) Inhomogener Poisson-Prozess: Es seien praktisch unendlich viele nicht zerfallene Teilchen zur
Zeit t = 0 gegeben. Die durchschnittliche Zerfallsrate sei von der Zeit ¢t > 0 abhéngig, und zwar
mit po(t) = e fiir eine Funktion \(t) = vue * mit p,v > 0. Zeigen Sie, es gelten

P(t) = = AO)pr(t) + XOpr—1(t), pr(0) =0, keN.

Fiir ein grofles n 16sen Sie das durch k£ < n abgebrochene System mit Matlab. Stellen Sie den
dynamischen Erwarungswert »_;'_ kpi(t) grafisch dar.

(c) Bernoulli-Prozess: Es seien n nicht zerfallene Teilchen zur Zeit ¢ = 0 gegeben. Der Zerfall eines
Teilchens wird wie das Ergebnis eines Miinzspiels betrachtet, und zwar mit po(t) = e~ fiir
eine Konstante A > 0. Zeigen Sie, es gelten

p./k(t) =-An—=k)pr(t) + A(n —k+V)pr-1(t), pe(0)=0, k=1,...,n

Losen Sie dieses System mit Matlab. Stellen Sie den dynamischen Erwartungswert
Y p—o kpi(t) grafisch dar.

o Lo6sung

Fin Kernprinzip des radioaktiven Zerfalls ist, dass radioaktive Teilchen kein Ged#chtnis haben. Be-
obachtungen zeigen, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen in einem bevorstehenden Zeitintervall
zerfillt, ist unabhéngig davon, wie lange es bis zum Beginn dieses Zeitintervalls ohne zu zerfallen
iiberlebt hat. Beobachtungen zeigen natiirlich auch, dass auf Zeitskalen vergleichbar mit der Halb-
wertszeit die Anzahl der nicht zerfallenen Teilchen exponentiell abnimmt. Hier werden drei Ansétze
zur Modellierung des radioaktiven Zerfalls betrachtet.

Der erste und am weitesten verbreitete Ansatz besteht darin, den radioaktiven Zerfall als ein homoge-
ner Poisson-Prozess zu betrachten, bei dem Zerfallsereignisse zumindest in kurzer Zeit so selten sind,
dass anstatt der Sichtweise dass Teilchen nebeneinander im Raum zerfallen, gibt es genausogut die
Sichtweise dass diese hintereinander in Zeit zerfallen, und zwar mit der gleichen Wartezeit zwischen
Zerfallsereignissen, da sie kein Gedédchtnis haben und voneinander unabhéngig sind. Der Nachteil dieses
Ansatzes ist, dass die damit vorausgesagte Anzahl der nicht zerfallenen Teilchen nimmt nicht expo-
nentiell ab, sondern nur linear entlang einer Tangente am Anfang der beobachteten Exponentialkurve!

Der zweite und nicht so weit verbreitete Ansatz besteht darin, den radioaktiven Zerfall als ein nicht
homogener Poisson-Prozess zu betrachten, bei dem die iiber lédngere Zeitskalen beobachtete Exponen-
tialkurve durch immer mehr tangentiale Geraden mit jeweils unterschiedlicher Steigung angenéhert
wird, wobei die sich dndernden Steigungen dem entsprechen, dass die Teilchen die Nidhe voneinander
spiiren. Auf diese Weise sind sie voneinander nicht mehr unabhéingig, und es besteht ein gréflerer
Anreiz zu zerfallen fiir sie, wenn mehr Teilchen vorhanden sind. Abgesehen von der eher ad-hoc-Natur
dieses Ansatzes liegt hier auch zwei Probleme zugrunde. Erstens geht die Eigenschaft der Gedécht-
nislosigkeit auf langere Zeitskalen verloren. Zweitens wird fiir die Entwicklung angenommen, dass es
unendlich viele Teilchen gibt, also wird die Vorstellung ziemlich rétselhaft, dass die Hélfte bis zur
Halbwertszeit zerfallen.
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Der dritte und anscheinend natiirlichste Ansatz besteht darin, den radioaktiven Zerfall als ein Bernoulli-
Prozess zu betrachten, als ob viele Miinzen zufillig, unabhéngig und ohne Gedéchtnis geworfen werden
wiirden. Dann ist der Zerfall von genau einem Teilchen wahrscheinlicher, wenn es mehr Teilchen gibt,
einfach weil es ein beliebiges Teilchen aus vielen sein konnte. Es wird hier gesehen, dass dieser An-
satz die Vorteile hat, die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit zu bewahren, die Unabhéngigkeit der
Zerfallereignissen zu gewéhrleisten und den exponentiellen Zerfall der erwarteten Anzahl von nicht
zerfallenen Teilchen auf Zeitskalen der Groflenordnung der Halbwertszeit widerzuspiegeln.

x Teil (a) Homogener Poisson-Prozess

Ein homogener Poisson-Prozess ist ein Prozess, bei dem die langfristige durchschnittliche Ereignisrate
konstant ist. Sei T' eine Zufallsvariable, die die Wartezeit zwischen den Ereignissen darstellt. Sie erfiillt

PT>t+s|T>s)=P(T>t).

Diese Eigenschaft bedeutet, falls (7' > s) gelten sollte, d.h. kein Ereignis tritt wihrend einer Wartezeit
s auf, dann die bedingte Wahrscheinlichkeit P(T > ¢ 4 s|T' > s), dass kein Ereignis innerhalb der
kommenden Zeit ¢ eintritt, ist die gleiche wie P(T > t), als ob es keine Wartezeit s gegeben hiitte.
Infolge der Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit wird gezeigt, dass die Wartezeit T' notwendigerweise
exponentiell verteilt ist, P(T > t) = e,

DaT > s aus T >t + s folgt, ergibt sich mit der Bayeschen Regel,

PI'>t+s&T>s) P(T>t+s)
P(T > s)  P(T >s)

PT>t+s|T>s)=

Nach der Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit ist die linke Seite P(T > t), und es ergibt sich
P(T>t+s)=P(T >t)P(T > s).
Mit der Uberlebungsfunktion S(t) = P(T > t) nimmt Eigenschaft der Gediichtnislosigkeit die Form
S(t+s) = S(t)S(s).

Mit
S0)=P(T>0)=1
ergibt sich als Konsequenz der Eigenschaft der Gedéachtnislosigkeit,

S(t+dt) = S(t) _ S(t)S(dt) = S(1)S(0) _ ¢, S(dt) = S(0)
dt N dt =50) dt
Mit 5(0)
A= — 50) — -5(0)

und dt — 0 ergibt sich
S'(t) = =AS(t), S(0)=1.

Die Losung dieses Anfangswertproblems zeigt, dass die Zufallsvariable T die exponentielle Verteilung
hat,
S(t)=P(T >t)=e M.
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Die Wahrscheinlichkeitsdichte f(t) ist gegeben durch
P(T >t) = / f@dt or f(t) = e ™M
¢
und daher,
P(T € [tl, tg]) —At if = 6)‘t 6)‘t2.
Weiters mit der Bayeschen Regel,

CP(T e[t &T>t)  P(TE[t,b))
P(T €lt,t] [T>1)= PET2> t1) - = P(T >1t1)2
=1- E_A(tz_tl) = P(T < (tg - tl)).

Nun sei N(7) Zufallsvariable fiir die Anzahl der Ereignisse eines homogenen Poisson-Prozesses mit
Ereignisrate A, die innerhalb eines Zeitintervalls der Lénge 7 eintreten. Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von N(7) wird gegeben durch die Bestimmung von pi(7) = P(N(7) = k), k € Ny. Damit es k
Ereignisse innerhalb des Zeitintervalls [0, 7] gibt, miissen die folgenden Bedingungen eintreten:

e Es gibt & — 1 Ereignisse in einem Zeitintervall [0,s], s € (0,7), und zwar mit der Wahrschein-
lichkeit

P(N(s) =k — 1) = pe1(s)
e Es gibt 1 Ereignis in einem Zeitintervall [s, s + ds| und zwar mit der Wahrscheinlichkeit

P(N(s+ds)=k|N(s)=k—1)=P(T €[s,s+ds] | T >s)=
=1- _Ads = Ads + o(ds)

und

e Es gibt keine Ereignisse in einem Zeitintervall [s 4+ ds, 7] und zwar mit Wahrscheinlichkeit

P(N(t)=k | N(s+ds)=k)=P(T >7 | T > s+ds)
_ PT>7) e
_m_P(T>(T_S_d5))—€A( ) + o(ds).

Da diese Bedingungen unabhéingig sind, ist die Wahrscheinlichkeit aller drei durch das Produkt der
jeweiligen Wahrscheinlichkeiten gegeben, und zwar integriert iiber alle moglichen Zwischenzeiten s,

Pr(7) =/ pr-1(s)(Ads)e A~*) 26_”/ Pr-1(s)AeMds, ke N.
0 0

Nach dem Ageleiten,

Pe(T) = =Ae™7 / Pr_1(8)Ae*ds + e M App_1(1)e ™A
0

oder
PR(1) = =Api(7) + App—1(7), keN.
Fiir den Fall £ = 0,

po(t) =P(N(1)=0in [0,7]) = P(T > 1) = e, or po(T) = —Apo(7).
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Da keine Ereignisse in keiner Zeit eintreten kénnen, gilt fiir 7 = 0,
po(0) =1, pp(0)=0, keN.

Die Losung dieses Systems ist

P(N(1)=k) =pr(1) = 1 e 7, keN.

Die erwartete Anzahl n(7) = E[N(7)] der Ereignisse eines homogenen Poisson-Prozesses mit Ereignis-
rate A, die in einem Zeitintervall der Lange 7 eintreten, ist gegeben durch:

n(r)=> kP(N(r)=k) = kpi(r) = / > kproa(s)Ae ATds
k=0 k=1 0 k=1
:/ (k — D)pr_1(s) xe T S)ds+/ Zpk,l(s) Ae AT g
0 k=1 0 k=1
=n(s) =1

oder

n(t) = e {/ n(s)re*ds +/ )\eAsds} :
0 0
Nach dem Ableiten,

n'(r) = —Xe™ {/ n(s)Aeds + / )\eASdS} + e {n(T)/\e/\T + )xe’\T}

0 0

oder
n' (1) = =Mn(7) + M(7) + A, n(0)=0.

Die Losung ist
n(t) = At

Bemerkenswert ist, dass diese Eigenschaft des linearen Wachstums nur adequat ist, wenn 7 sehr klein
ist, z.B. gegeniiber der Halbwertzeit In(2) /A der radioactiven Substanz. Das erwartete Wachstumsmu-
ster ist der Form 1 — e "7, wobei e " der Bruchteil der Substanz ist, der bis zur Zeit 7 nicht zerfallen
ist.

«x Teil (b) Nicht Homogener Poisson-Prozess

Um ein exponentielles Zerfallsmuster zu erhalten, wird ein inhomogener Poisson-Prozess tiberlegt, bei
dem sich die durchschnittliche Ereignisrate mit der Zeit dndert. Zu diesem Zweck bezeichnet T nun
die Zufallsvariable, die die Wartezeit von ¢ = 0 bis zum Auftreten eines Zerfallereignisses darstellt.
Man nimmt an, die Uberlebungsfunktion S(t) = P(T > t) erfiillt

A0 = =508 =~ g (s )

fiir eine Zeit-abhéngige Ereigniserate A(t). Fiir to > t; > 0,

S(ta)\ _ Y
In <S(t1)> — In(S(ta)) — In(S(t1)) = / A(t)dt

t1
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oder
to

S(te) = S(t1) exp [—

Mitt2:t>0,t1:0und5(0):1,

o]

t1

Da es gelten

S(ts — 1) = exp [— /0 . )\(t)dt} £ exp [— /j )\(t)dt] — S(t2)/S(t)

ist die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit nicht erfiillt! Die Wahrscheinlichkeitsdichte f(t) fir 7' ist
gegeben durch

PT > 1) = /t T Hdt or f(t) = M) exp [— /0 t/\(s)ds}
und daher

[2)

P(T € [t1,t5]) = / * ) exp [— /0 t)\(s)ds] ds = —exp [— /O t)\(s)ds]

t1

— oxp {— /Otl)\(s)ds} {1 ~ exp [— /tt )\(s)ds]}.

Weiters mit der Bayeschen Regel,

t1

Pty | T > t) - P(T € gt;ii)T >t) _ Pg(Te [;flélt)z])

1 —exp [— /t ltz )\(s)ds} .

Nun sei N(7) Zufallsvariable fiir die Anzahl der Ereignisse eines nicht homogenen Poisson-Prozesses
mit Ereignisrate A(¢), die innerhalb eines Zeitintervalls der Lénge 7 eintreten. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von N (7) wird gegeben durch die Bestimmung von pg(7) = P(N(7) = k), k € Np. Damit
es k Ereignisse innerhalb des Zeitintervalls [0, 7] gibt, miissen die folgenden Bedingungen eintreten:

e Es gibt & — 1 Ereignisse in einem Zeitintervall [0,s], s € (0,7), und zwar mit der Wahrschein-
lichkeit
P(N(s) =k — 1) = pr1(5)

e Es gibt 1 Ereignis in einem Zeitintervall [s, s + ds| und zwar mit der Wahrscheinlichkeit
P(N(s+ds)=k| N(s)=k—1)=P(T €[s,s+ds] | T > s)
s+ds
=1—exp [—/ )\(r)dr] = A(s)ds + o(ds)
und

e Es gibt keine Ereignisse in einem Zeitintervall [s + ds, 7] und zwar mit Wahrscheinlichkeit

P(N(T):k‘!N(S+d8)=k)=P(T>T|T>S+d5):P(I;(ZS>~:)cls)

~ exp [— /0 T)\(r)dr} Jexp [— /0 S+d8)\(r)dr} ~ exp [_ / T)\(r)dr} + o(ds).
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Da diese Bedingungen unabhéngig sind, ist die Wahrscheinlichkeit aller drei durch das Produkt der
jeweiligen Wahrscheinlichkeiten gegeben, und zwar integriert iiber alle méglichen Zwischenzeiten s,

nir) = [ @ e |- [Txe]

= exp [— /OT )\(r)dr] /OTpk_l(s))\(s) exp /0 )\(r)dr} ds, keN.

After differentiating,

oder

Fiir den Fall k£ = 0,

po(1) = P(N(1) =01in [0,7]) = P(T' > 7) = exp [—/ )\(s)ds} , or py(T) = =A(T)po(7).
0
Da keine Ereignisse in keiner Zeit eintreten konnen, gilt fiir 7 = 0,
po(0) =1, pr(0)=0, keN.

Die Losung dieses Systems ist

T

PIN(7) = k) = pu(7) = exp [— / )\(s)ds] «

0
T S1 Sk—1
{/ dslx\(sl)/ dSQ/\(SQ) . / dsk/\(sk)} s ke No.
0 0 0

Die erwartete Anzahl n(r) = E[N(7)] der Ereignisse eines nicht homogenen Poisson-Prozesses mit
Ereignisrate A(t), die in einem Zeitintervall der Lidnge 7 eintreten, ist gegeben durch:

=fjkP<N<T>=k>:ikpk<r>= / kak X exp[ /der} ds
k=1 0 s
/0 Z — D)pr—1(8) A(s) exp [—/S dr] ds+/0 Zpk 1 exp[ /ST)\(r)dr] ds

=n(s) -

oder

n(r) = exp [— /0 )\(r)dr} {/OTn(s))\(s) exp [/0 /\(r)dr] ds + /OTA(S) exp [/OSA(r)dr] ds} .

Nach dem Ableiten,

n/(r) = —A(7) exp _/T (r)dr {/0 n(s)A(s) exp U A(r dr]ds+/ A(s) exp U )\(r)dr]ds}
o[- [ xer] faio exp[/A ] x| [ o]
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oder

Die Losung ist

Die erwartete Form fiir die nicht homogenen Poisson-Prozess ist

1—e# =n(r)/n(x) = /0 )\(s)ds//o A(s)ds.

Nach dem Ableiten,

oder

pe M = X(1)/ 000 A(s)ds

At) =vpe ™™, v= /0 A(s)ds = n(o0).

Daher kann v als die gesamte Anzahl der zu zerfallenden Teilchen interpretiert werden. Jedoch bein-
haltet ein Poisson-Prozess unendlich viele Teilchen,

P(N(r)=k) >0, VYr>0, VkeN,.

« Teil (c) Bernoilli-Prozess

Es erscheint dann natiirlicher, den radioaktiven Zerfall als Bernoilli-Prozess zu modellieren. Basierend
auf den obigen Diskussionen der Uberlebensfunktion sei X (¢) : [0,00) — {0,1} eine Zufallsvariable,
die den Zerfall eines einzelnen radioaktiven Teilchens darstellt, wobei

1, decay in [0, 1]
0, otherwise

X(t) = {
und
P(Xt)=0)=e™, PXt)=1)=1—-e t>0.
Dann die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X (s +¢) =0 | X(s) = 0) erfiillt

P(X(s+1)=0| X(s) =0) = P(X (s ;t()X—(S(; 8:5 ())i(s) =0) _ pg}(;(;t:z))
e*)\(ert)

= = e M=PX(t)=0).

Daher erfiillt ein einziges Teilchen die Eigenschaft der Gedichtnislosigkeit. Nun sei Nun sei Xj(t)
eine Zufallsvariable, die den Zerfall des k-ten Teilchens darstellt, & = 1,...,n. Angenommen, alle
Zufallsvariablen X} sind unabhéngig und identisch verteilt mit derselben Verteilung wie X (t). Sei

N(t) = Xi(t)
k=1

eine Zufallsvariable, die die Anzahl der Teilchen bezeichnet, die in einem Zeitintervall [0, ¢] zerfallen.
Wie es fiir einen Bernoulli-Process wohl bekannt ist, hat N(¢) die Binomial Verteilung,
n

P(N(t)=k) = < L ) (1—e k(e A=k >0

22



den Erwartungswert

und die Varianz
VIN(t)] = ne (1 — e M),

Bemerkenswert ist, dass der Erwartungswert E[N (t)] = n(1—e~*) der Beobachtung des exponentiellen
Zerfalls fiir radioaktiven Substanzen richtig entspricht.

Um mit Poisson-Prozessen zu vergleichen, seien

fiir welche ein System von Differentialgleichungen folgendermafien konstruiert wird. Fiir £ = 0,
po(t) = e, py(t) = —Ane M = —Anpo(t).
Fiir £k = n,
pa(t) = (L= )" p(t) =n(l — e )" H(HAe™N) = Appoa (1)

wobei
n

n—1

pn1(t) = <

Firk=1,...,n—1,

> (1 - e—/\t)n—l(e—/\t)n—(n—l) _ n(l - e—At)n—l(e—At).

p;c(t) — < Z > [k}(l . ef)\t)kfl(_FAef)\t)(ef)\t)nfk + (n . k)(ef)\t)nfkfl(_)\ef)\t)(l . ef)\t)k:|
_ < Z ) [/\(n —k+ 1)n — Z " 1(1 _ ef)\t)kfl(ef)\t)nfk+l _ )\(77, _ k‘)(l _ e)\t)k(e)\t)nk]
pr-1(t) = < k ﬁ 1 > (1- e_At)k_l(e_)\t)n_k—i_l
n k — A\ k— —At\n—
(%) gt ey
ergibt sich schlief3lich
pgg(t) =An—k+ Dpg_1(t) = AXn — k)p(t), k=0,...,n.

Nachdem dieses System in Integralform geschrieben wird,

t
pr(t) = / Pro1(8)A(n — k+1))e MR gs k=1, n, po(t)=eM
0

konnen die folgenden Schliisse gezogen werden. Damit es k Ereignisse innerhalb des Zeitintervalls [0, 7]
gibt, miissen die folgenden Bedingungen eintreten:

e Es gibt & — 1 Ereignisse in einem Zeitintervall [0,s], s € (0,7), und zwar mit der Wahrschein-
lichkeit
P(N(s)=k—1) =pg_1(s)
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e Es gibt 1 Ereignis in einem Zeitintervall [s, s + ds] und zwar mit der Wahrscheinlichkeit
P(N(s+ds)=k|N(s)=k—1)=(n—k+ 1)\ds + o(ds)
und

e Es gibt keine Ereignisse in einem Zeitintervall [s + ds, 7] und zwar mit Wahrscheinlichkeit

P(N(t) =k | N(s +ds) = k) = e X=R=9) 4 o(ds).

Daher ist die Wahrscheinlichkeit eines Zerfalls in einem Zeitintervall [s, s + ds] immer héher, je mehr
Teilchen vorhanden sind, die zum Zeitpunkt s noch nicht zerfallen sind. Wenn die Anzahl der Teilchen
extrem grof ist und das Zeitintervall ds extrem klein ist, kénnen die anfanglichen Zerfille durch einen
homogenen Poisson-Prozess angendhert werden.

Diese Prozesses werden mit dem folgenden Matlab Code simuliert.

h1l = figure(1); close(hl); hl = figure(1l);
set(hl,’Position’, [10 10 900 600]);

% parameters common to each case
T = 10;
N = 100;

% homogener Poisson-Prozess
la = 1;
D spdiags(la*ones(N+1,1),-1,N+1,N+1)
- spdiags(la*ones(N+1,1), O,N+1,N+1);
D(N+1,N+1) = 0;

dp = @(t,p) lax(D*p);

opts = odeset(’RelTol’,1.0e-6);
pO = zeros(N+1,1); p0(1) = 1;
[t,p] = ode45(dp, [0,T],p0,o0pts);
subplot(2,3,1)

plot(t,p)

xlabel(’Zeit’);
ylabel(sprintf(’p_0,...,p_N, N=%0.0f’,N))
title(’Poisson, Homogen’)

subplot(2,3,4)

plot(t,px(0:N)’)

xlabel(’Zeit’)

ylabel CE[X]’)

title (’Erwartungswert’)

% nicht homogener Poisson-Prozess

mu = 1;
nu = N;
la = @(t) nu*mukexp(-muxt);

D

spdiags(ones(N+1,1),-1,N+1,N+1)
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- spdiags(ones(N+1,1), O,N+1,N+1);
D(N+1,N+1) = 0;
dp = @(t,p) la(t)*(D*p);
opts odeset (’RelTol’,1.0e-6);
pO zeros (N+1,1); p0(1) = 1;
[t,p] ode45(dp, [0,T],p0,opts) ;
subplot(2,3,2)
plot(t,p)
xlabel(’Zeit’)
ylabel(sprintf(’p_0,...,p_N, N=%0.0f’,N))
title(’Poisson, Nicht Homogen’)
subplot(2,3,5)
plot(t,px(0:N)’)
xlabel(’Zeit’)
ylabel CE[X]’)
title (’Erwartungswert’)

% Bernoulli Prozess

la = 1;
d = (N:(-1):0);
D = spdiags(d,-1,N+1,N+1)

- spdiags(d, O,N+1,N+1);
dp = @(t,p) lax(D*p);
opts = odeset(’RelTol’,1.0e-6);
pO = zeros(N+1,1); p0(1) = 1;
[t,p] = ode45(dp,[0,T],p0,o0pts);
subplot(2,3,3)
plot(t,p)

xlabel(’Zeit’)
ylabel(sprintf(’p_0,...,p_N, N=%0.0f’,N))
title(’Bernoulli’)

subplot(2,3,6)

plot(t,p*(0:N)’)

xlabel(’Zeit’)

ylabel CE[X]’)

title (’Erwartungswert’)
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Die Ergebnisse werden folgendermaflen grafisch dargestellt. Zuerst werden alle drei Systeme mit n = 20

iiber das Zeitintervall [0, 100] gelost,

Poisson, Homogen 1Poisson, Nicht Homogen

0.2 -0.2
1] 5 10 0 5 10
Zeit Zeit
Erwartungswert 50 Erwartungswert
8
15
= E =
>, X 10
w w
4
5
2
0 0
1] 5 10 0 5 10
Zeit Zeit
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Bernoulli

10
Zeit
Erwartungswert
15
< 10
w
5
0
0 5 10
Zeit



und dann iiber das selbe Zeitintervall [0, 100] aber fiir n = 100,

Poisson, Homogen 1Puissnn. Nicht Homogen Bernoulli
0.8
=
=
" 0.6
=
~ 0.4
<
: a.zl
]
o
0
0.2 0.2 -0.2
0 5 10 5 10 5 10
Zeit Zeit Zeit
Erwartungswert Erwartungswert Erwartungswert
12 100 100
10 80 80
8
_ _ 60 _ 60
X 6 X, o
L Ll Ll
40 40
4
5 20 20
0 0 0
0 5 10 5 10 5 10
Zeit Zeit Zeit

Fiir die zwei Werte von n = 20,100 ist das qualitative Verhalten vergleichbar fiir den homogenen
Poisson-Prozess und fiir den Bernoulli-Prozess. Jedoch weisen die Ergebnisse fiir den nicht homogenen
Poisson-Prozess darauf hin, dass das Fliefigleichgewicht mit n {ibereinstimmt, nur wenn n ganz grofl
ist!
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