Mathematische Modellierung SS20
Losungen der Beispiele auf Blatt 8

Beispiele und Skriptum

Inhaltsverzeichnis

e Beispiel 1: Stromungsmechanik

o Aufgabe . . . ... oL
o Losung . . . . . ... ..o
* Teil (a
* Teil (b) Herleitung . . . . . ..
* Teil (c) Allgemein Quadratisches Gebiet
* Teil (d
* Teil (

e Beispiel 2: Fischfangflotte

) Quadratisches Gebiet, Beschrankter Reibung . . . . . . .. ... .. ..

) Allgemeines Gebiet, Numerische Rechnungen . . . . . ... ... ...
e) Allgemeines Gebiet, Variationelle Rechnungen . . . . . ... ... ...

o Aufgabe . . . . L
o Losung . . . . . L e e e
* Teil (a) Zweistufige Steuerung . . . . . . . . . ...
* Teil (b) Allgemeine Steuerung, Numerische Rechnungen . . . . . . . . ... ..
* Teil (¢) Allgemeine Steuerung, Variationelle Rechnungen . . . . . . . . ... ..

e Beispiel 3: Kooperation — Brunnenteilen

o Aufgabe . . . .. ... oL

o Losung . . . . . ... ...
* Teil (a) Strafe. . . . ... ...
* Teil (b) Selbststandiger Verlauf
* Teil (¢) Strategien fiir Tagefolgen
* Teil (d) Simulation . . . . . ..

e Beispiel 4: Nash Verhandlung - Ressourcenteilen

o Aufgabe . . . ... oo
o Losung . . . . . ... oo

e Beispiel 5: Gleichgewicht - Wahlsystem
o Aufgabe . . . . ... ... L.
o Losung . . . . . ... ...
a) Implementierung
b) Simplex Gleichseitig
¢) Satz von Arrow

Teil
Teil
Teil
Teil
Teil
Teil

)
)

e) Voraussagbar

* X ¥ X X X

N N N N N

e Beispiel 6: Gleichgewicht - Priifungssystem
o Aufgabe . . . . .. ...

o Losung . . . . . ... ...

Strategischen Schritt
Stabilen Fixpunkt

—_
=Wk W NN NN

[\)


https://imsc.uni-graz.at/keeling/modI_ss20/blatt08.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/modein.pdf

e Beispiel 1: Stromungsmechanik

o Aufgabe

Der Durchfluss in einem Rohr soll beziiglich der Geometrie eines Querschnitts €2 mit einem festgelegten
Flacheninhalt maximiert werden.

(a) Das Profil des Rohrs sei rechteckig. Die Seiten a und b eines Querschnitts erfiillen 0 < a,b < 2 und
ab = 1. Die zwei senkrechten Seiten werden so bearbeitet, dass es keine Reibung fiir die Fliissig-
keit an diesen Seiten gibt. Es gibt die iiblichen Reibungseffekte an den waagerechten Seiten.
Bestimmen Sie die Durchfluss maximierende Geometrie der Leitung unter diesen Bedingungen.

(b) Leiten Sie die Bedingung fiir die Stromungsgeschwindigkeit im Inneren des Gebiets E von dem
Navier-Stokes Gleichungssystem her.

(c) Unter der Bedingung, dass es Reibung fiir die Fliissigkeit an allen vier Seiten des rechteckigen
Rohrs gibt, zeigen Sie dass der Durchfluss bei ¢ = b maximiert wird.

(d) Sei die Geometrie des Rohrprofils beliebig, auler der Durchschnittsflacheninhalt bei 1 bleiben
muss. Weiters gibt es Reibungseffekte entlang des ganzen abgeschlossen Rands. Zeigen Sie durch
Rechnungen mit einer Diskretisierung des Problems, dass der Durchfluss bei einem kreisférmigen
Profil maximiert wird.

(e) Sei die Geometrie des Rohrprofils beliebig, auer der Durchschnittsflacheninhalt bei 1 bleiben
muss. Weiters gibt es Reibungseffekte entlang des ganzen abgeschlossen Rands. Zeigen Sie theo-
retisch durch variationelle Rechnungen, dass der Durchfluss bei einem kreisférmigen Profil max-
imiert wird.

o Lo6sung
«x Teil (a) Quadratisches Gebiet, Beschrinkter Reibung

Ein Querschnitt F der rechteckigen Leitung sei durch 0 < x < b, 0 < y < a definiert. Seien
0E, = OEN{z = 0,b} und 0E, = OE N {y = 0,a}. Sei L die Lange der Leitung. Der Druck am
Flussaufwirtsende der Leitung is po und der Druck am Flussabwértsende ist p;. Setze Ap = ps — py.
Sei w(z,y) die Geschwindigkeit in E. Wegen der Reibungsbedingungen ist w, die einzige nicht triviale
partielle Ableitung der Geschwindigkeit. Die im Skriptum hergeleitete PDG fiir w is

—Ap=LV . (pVw) = Luwy, in E, w=0 am 0E,, w,=0 am O0E,

wobei die Randbedingung am 0F, sowieso fiir eine Funktion w = w(y) erfiillt wird. Die Losung dieses
Randwertproblems ist
y(a —y)Ap

w(y) = 5L

Der Fluss durch die Leitung ist

@ bApa®  w=1 Ap a®
= drdy = b dy=—— "= ——.
Q /way /Ow(y)y 2Lp 6 2Lp 6

Wegen der Einschrénkung a € [0, 2] wird der Fluss bei a = 2 und (wegen der Einschrankung ab = 1)
b = 1/2 maximiert.



x Teil (b) Herleitung
Die Bedingung im Inneren der Leitung
—Ap =LV . (uVw) = Lpwy, in E

wird vom Navier-Stokes Gleichungssystem (von oben nach unten) folgendermaflen hergeleitet. Details
und Definitionen der Parameter befinden sich hier. Das System von partiellen Differentialgleichungen
besteht aus Massenerhaltung,

op+ V- (pw)=0

Impulserhaltung (vgl. Seite 47 im Skriptum mit Viskositéit u)

Oi(pw) + V- (pww ') = —Vp+V-S+ f
wobei S = u[Vw + Vw '] + A\(V - w)T

und Energieerhaltung

Olpe + Spw w)] + V- [pew + Spw w +p| =V - (S-w) + V- (kVT) + pw - f
wobei p = p(p,e) und e = e(T)

und die letzten zwei algebraischen (thermodynamischen) Bedingungen von der Fliissigkeit abhéngen.
Diese Form des Gleichungssystems gilt fiir kompressible Fluide, aber dies wird vereinfacht. Die vollsténdi-
ge Liste der zutreffenden Annahmen fiir die Aufgabe ist:

e Die Fliissigkeit ist inkompressibel, d.h. p = Konstante.

Es gibt keine duflere Krifte, d.h. f = 0.

e Die Geschwindigkeit hat nur eine z-Komponente, d.h. w = (u,v,w), u = v = 0.
e Die Stromung ist im Fliefigleichgewicht und insbesondere gelten w; = 0, w, = 0.
o Weiters ist die Druckverteilung linear mit p = (1 — z/L)p2 + (2/L)p:1.

e Die Parameter u, A und & sind fixierte Konstante.

Mit 0;p = 0 und Vp = 0 folgt aus Massenerhaltung

0= 0w+ Vp w+pV-w=pV- -w
=0 =0

die Bedingung der Inkompressibilitat,

V-w=0.
Weiters mit
uw w(V-w)+ Vu-w
V-(ww)=V-| vw |=]| v(V-w)+Vo-w | =w(V -w)+w- Vw
ww w(V-w)+ Vw - w

pt=0,Vp=0und V- w = 0 wird die linke Seite der Impulserhaltung

0
A (pw) +V - (pww ") = (Vp) ww' + pw (V- w) +pw - Vw = p 0 =0
=0 =0 =0


https://de.wikipedia.org/wiki/Navier-Stokes-Gleichungen#Navier-Stokes-Gleichungen_f%C3%BCr_kompressible_Fluide

wobei die letzte Gleichung mit w = (0,0, w) und w, = 0 folgt. Der Spannungstensor erfiillt
S = pu[Vw+Vw' |+ NV w)] = pu[Vw + Vw ']

und daher mit w = (0,0, w) und w, = 0,

V-§=V- 0 0 0|+]0 0 w = Wy = e, Vw
we wy 0 00 O Weg + Wyy
Der Druck p = (1 — z/L)ps + (2/L)p; erfiillt
0
—Vp=— 0 = é:.(p2 —p1)/L
(p1—p2)/L

Also mit f = 0 wird die rechte Seite der Impulserhaltung

—Vp+V -5+ f=eéllp2—p1)/L+ pViul
Da die linke Seite der Impulserhaltung Null ist, ergibt sich die gezielte Poissonsche Gleichung

V2w = —(py — p1)/L.

Nachdem die Geschwindigkeit w so gegeben ist, ldsst sich die (innere) Energie e (und implizit die
Temperatur e = e(7")) aus Energieerhaltung bestimmen.
x Teil (c) Allgemein Quadratisches Gebiet
Fiir E = (0,a) x (0,b) ist die exakte Losung des Randwertproblems

pNV2w = —(py —p1)/Lin E, w=0 auf OF

gegeben durch

ot = 3 S ()i ()
m=0n=0

wobei

W, = p2—p1 4 [1— (—1)™][1 - (=1)"]

Ly 7 [(m/a)?+ (n/b)?lmn

Der Durchfluss ist gegeben durch

Q(a,b) = /Ob /Oaw(m,y)dmdy = i ian /Ob /Oa sin (WZL:E) sin (Wzy) dxdy

m=0n=0

N [ = (=)™t = (=D"
= Wim { ab
s [{ o }
k- 4 o (=)™ - (= ab
Pt w L ) s
Unter der Einschrankung ab = 1 gilt
_p2—p1 64 o 1
Qla,1/a) = L 6 mzz:lnzz:l [(m/a)? + (an)?Im?n?

Die Geschwindigkeit und der Durchfluss werden mit dieser Formulierung durch den folgenden Matlab
Code berechnet.


https://math.la.asu.edu/~kuiper/502files/Laplace.pdf

hl =

p2 =
pl =
Ln =
fo =

N =
h =

smin
smax

o
]

subp
plot

figure(1); close(hl); hl = figure(l);
set (hl,’Position’, [10 10 1500 500]);

2;

1;

p2-pi;
(p2-p1)/Ln;

20;
1/N;

= 0.5;
= 2.0;

= 25b;

1 + (smin-1)*linspace(0,1,Ns)
1 + (smax-1)*1linspace(0,1,Ns)
unique([s1,s2]);

% pressures with

yA Dp = 1

% length*viscosity so that f0=1
% wxx + wyy = -f0

% N*N = number of summands
% side lengths between

% smin and smax

.72

.72;

% concentrated near s=1

% constraint is axb=1

% compute slow output

length(s);
S;
1./s;
0;
n=1:N
for m=1:N
d = (2*m-1)"2./a.”2 + (2*n-1)"2./b."2;
d = d*x(2*m-1) 2% (2*n-1) "2;
Q=Q+ 1./4;
end
64*Q/pi~6;
£0xQ;

find(Q == max(Q));

lot(1,3,1)
(s,Q,’b’,s(1),Q(1),r*’)

% max flow

% plot side length vs flow

legend (sprintf (°Q mit N=%0.0f’,N),sprintf (’amax=%0.1e’,s(i)))

x1lab
ylab

el(’a’)
el(’Q’)

title(sprintf (’Durchfluss, Qmax=%0.2e’,Q(i)))

Nx =
Ny =

XX =
yy =

s(i);

1/a;

round(a/h) ;
round(b/h) ;
linspace(0,a,Nx+1);
linspace(0,b,Ny+1);
kron(x’,ones(1,Ny+1));
kron(ones (Nx+1,1),y);

% optimal side lengths

% grid with these side lengths



w = zeros(Nx+1,Ny+1); % compute velocity
Lw = zeros(Nx+1,Ny+1); yA and its Laplacian
for n=1:N
for m=1:N
d = (2%m-1)"2./a.72 + (2*n-1)"2./b."2;
d = d*(2*m-1)*(2*n-1);
xc = pi*(2*m-1)/a;
yc = pi*(2*n-1)/b;
w = w + sin(xc*xx).*sin(yc*yy)/d;
cC = XxXC72 + ycT2;
Lw = Lw - c*sin(xc*xx) .*sin(yc*yy)/d;
end
end
w = (16/pi~4)x*w;
Lw = (16/pi~4)*Lw;
w = fOx*xw;
Lw = -fOxLw;
subplot(1,3,2) % graph the velocity

surf (xx,yy,w)

axis([0 a 0 b 0 0.08]);

pbaspect([a b 1])

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel(Pw’)

title(sprintf (’Geschwindigkeit\nmax=%0.2e’ ,max(w(:))))

subplot(1,3,3) % graph the Laplacian of the velocity
surf (xx,yy,Lw)

axis([0 a 0 b 0 1.1]);

pbaspect([a b 1])

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel (Pwxx + wyy’)

title(sprintf (’Laplace der Geschwindigkeit\nmax=%0.2e’,max(Lw(:))))

disp(sprintf (’Qmax=%0.2e, amax=%0.2e’,Q(i),s(i)))



Die Ergebnisse werden folgendermaflen grafisch dargestellt. Klar wird der Durchfluss beia = b =1
maximiert.
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Anstatt einer solchen spektralen Darstellung der Geschwindigkeit kann sie leichter mit finiten Diffe-
renzen berechnet werden. Beispielsweise wird die Lésung des Randwertproblems

Wy = f, x€(0,a)
w = 0, z€{0,a}

auf dem ein-dimensionalen Gitter

wo Wi—1 Wi Wi41 WN,
| | | % % % % % | | |
o Ti—1 Ty Ti+1 TN,

mit Zmin = 0, Tmax = a, hy = a/Ny, (Ny = Anzahl der Zellen)
Ty :xmin+(xmax_$min)ihxa 1= 17--~7N:c
w; =~ w(x;), fi = f(z;) und den Differenzenquotienten approximiert,

Wiyl — 2w; +wi—1
2
h.’l)

=fi, 1t=2,...,N;—1, wy=wpn, =0.

Analog wird die Losung des Randwertproblems

Wye +wyy = f, x€(0,a)x(0,b)
w = 0, z€{0,a}x{0,b}

auf dem zwei-dimensionalen Gitter



OwO,Ny })UN,I,Ny

Yn,
Yj+1
Ws
y] %]
Yj—1
wo .0 WN,,0
Yo : w
fofy) Ti—1 Ty Tit+1 TN,

mit Tmin = 0, Tmax = @, Ymin = 0, Ymax = b, h, = a/Nm, hy = a/Ny,

Ti = Tmin T (xmax - xmin)ihz, i=1,...,N;

Yj :ymin+(ymax_ymin)jhy, j= 1,...,Ny
wij ~ w(zs,Yy;5), fij = f(zi,y;) und den Differenzenquotienten approximiert,

Wit1j — 2W; 5 + Wi—1j 4 Wi+l — 2wij +wij-1 _ i
5 5 = Jij>
hZ hy
i=2.. . N1, j=2..N, -1
Wo,; = WN,,j = 0, Wi, 0 = Wi N, = 0.

Um dieses Gleichungssystem in Matrixform umzuschreiben seien definiert,

-1 +1 0 +1 0
dx — hi € RN WNetD) gy c RN X (NyF1)x (Ny+1)
x
0 -1 +1 0 +1
dx 0
Dx = iy ®dx = (= kron(iy,dx))
0 dx
-1 +1 0 +1 0
dy = hi e RN+ 4o = ‘ € RVeX (Nt D)X (Nort1)
y
0 -1 +1 0 +1
—ix ix 0
1 ,
Dy =dy ® ix = — (= kron(dy, ix))
y
0 —ix ix

0, i=0,Nyj=0,N,

sonst Z = diag(z) I = diag(1)



L=Dx'Dx+Dy Dy, f={fi;}
und w = {w; ;} ist gegeben durch die Losung von
[ZL + (I — Z)Jw = 2f

Die Geschwindigkeit und der Durchfluss werden mit dieser Formulierung durch den folgenden Matlab
Code berechnet.

hl = figure(1); close(hl); hl = figure(1);
set(hl,’Position’,[10 10 1500 500]);

p2 = 2; % pressures with

pl = 1; % Dp = 1

Ln = p2-pi; % length*viscosity so that f0=1
f0 = (p2-p1)/Ln; % wxx + wyy = -f0

N = 20; % Nx*Ny ~= Nx*N

h = 1/N; % 1/hx + 1/hy "= 2/h

smin = 0.5; % side lengths between

smax = 2.0; % smin and smax

Ns = 25;

sl = 1 + (smin-1)*linspace(0,1,Ns)."2;

s2 = 1 + (smax-1)*linspace(0,1,Ns)."2;

s = unique([s1,s2]); % concentrated near s=1
Ns = length(s);

sv = [1; % save for plots

Qv = [1;

for k=2:Ns % compute flow for various
a = s(k); % side lengths
b = 1/a;

Nx = round(a/h);
Ny = round(b/h);

hx = a/Nx;
hy = b/Ny;
x = linspace(0,a,Nx+1);

y = linspace(0,b,Ny+1);
xx = kron(x’,ones(1,Ny+1)); % grid on (0,a) X (0,b)
yy = kron(ones(Nx+1,1),y);

z = ones (Nx+1,Ny+1); % boundary indicator
z(1,:) = 0;z(Nx+1,:) = 0;z(:,1) = 0;z(:,Ny+1) = O;
Z = spdiags(z(:),0, (Nx+1)*(Ny+1), (Nx+1)*(Ny+1)) ;

I = speye((Nx+1)*(Ny+1)); % identity



dx = spdiags(ones(Nx,1),1,Nx,Nx+1)
- spdiags(ones(Nx,1),0,Nx,Nx+1);

dx = dx/hx;
iy = speye(Ny+1);
Dx = kron(iy,dx); % d/dx

dy = spdiags(ones(Ny,1),1,Ny,Ny+1)
- spdiags(ones(Ny,1),0,Ny,Ny+1);

dy = dy/hy;

ix = speye(Nx+1);

Dy = kron(dy,ix); % d/dy

L = Dx’#Dx + Dy’*Dy; b Lkw "= -(wxx + wyy)
L = ZxL + (I-2); yA w=0 on boundary
f = fOxones(Nx+1,Ny+1); % —(uxx +wyy) = -0

f = Zx£(:); % w=0 on boundary

% solution

w=L\f(:);

w = reshape(w,Nx+1,Ny+1);

Q = sum(w(:))*hx*hy; % flow output
Qv = [Qv,Ql;

sv = [sv,a];

i = find(Qv == max(Qv)); % max flow

% plot the results
subplot(1,3,1) % plot side length vs flow
plot(sv,Qv,’b’,sv(i),Qv(i), ’r*’)
legend (sprintf(’Q mit 1/h=%0.0f’,1/h),sprintf (’amax=%0.1le’,s(i)))
xlabel(’a’)
ylabel(’Q’)
title(sprintf (’Durchfluss, Qmax=%0.2e’,Qv(i)))

subplot(1,3,2) % plot the velocity

surf (xx,yy,w)

axis([0 a 0 b 0 0.08]);

pbaspect([a b 1])

xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

title(sprintf (’Geschwindigkeit\nmax=%0.2e’ ,max(w(:))))

Lw = reshape(L*w(:),Nx+1,Ny+1);

subplot(1,3,3) % plot the Laplacian of the velocity
surf (xx,yy,Lw)

axis([0 a 0 b 0 1.1]);

10



pbaspect([a b 1])

xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

title(sprintf(’Laplace der Geschwindigkeit\nmax=%0.2e’ ,max(Lw(:))))

drawnow;
end
i = find(Qv == max(Qv)); % max flow
Q = Qv(i);
a = sv(i); % optimal side lengths
b = 1/a;

Nx = round(a/h);
Ny = round(b/h);

hx = a/Nx;
hy = b/Ny;
x = linspace(0,a,Nx+1);

y = linspace(0,b,Ny+1);
xx = kron(x’,ones(1,Ny+1));
yy = kron(ones(Nx+1,1),y); % grid on (0,a) X (0,b)
z = ones(Nx+1,Ny+1); % boundary indicator
z(1,:) = 0;z(Nx+1,:) = 0;z(:,1) = 0;z(:,Ny+1) = 0;
Z = spdiags(z(:),0, (Nx+1)*(Ny+1), (Nx+1)*(Ny+1));
I = speye((Nx+1)*(Ny+1)); % identity
dx = spdiags(ones(Nx,1),1,Nx,Nx+1)
- spdiags(ones(Nx,1),0,Nx,Nx+1);

dx = dx/hx;
iy = speye(Ny+1);
Dx = kron(iy,dx); % d/dx

dy = spdiags(ones(Ny,1),1,Ny,Ny+1)
- spdiags(ones(Ny,1),0,Ny,Ny+1);

dy = dy/hy;

ix = speye(Nx+1);

Dy = kron(dy,ix); % d/dy

L = Dx’*Dx + Dy’*Dy; % Lxw "= -(wxx + wyy)
L = Z«L + (I-Z); yA w=0 on boundary
f = fO*ones(Nx+1,Ny+1); % —(wxx +wyy) = -£0

f = Zxf(:); % w=0 on boundary
w = L\f;

w = reshape(w,Nx+1,Ny+1);

subplot(1,3,2) % plot the velocity
surf (xx,yy,w)

axis([0 a 0 b 0 0.08]);

pbaspect([a b 1])

xlabel (°x’)

ylabel(’y’)

zlabel(’w’)

11



title(sprintf (’Geschwindigkeit\nmax=%0.2e’ ,max(w(:))))

Lw = reshape(L*w(:),Nx+1,Ny+1);

subplot(1,3,3) % plot the Laplacian of the velocity
surf (xx,yy,Lw)

axis([0 a 0 b 0 1.1]);

pbaspect([a b 1]1)

xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

title(sprintf(’Laplace der Geschwindigkeit\nmax=%0.2e’ ,max(Lw(:))))

disp(sprintf (’Qmax=%0.2e, amax=7%0.2e’,Q,a))

Die Ergebnisse werden folgendermafien grafisch dargestellt. Zuerst wird ein Fall gezeigt, in dem das
Gebiet (0,a) x (0,b), b = 1/a, nicht quadratisch ist, und zwar a = 2 mit dem Durchfluss unten rechts

12



im linken Graphen.

Durchfluss, Qmax=3.49e-02
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Die Stelle mit dem roten Sternchen entspricht ¢ = 1, und dieser Fall wird hier gezeigt:

0.036 Durchfluss, Qmax=3.49¢-02 Geschwindigkeit Laplace der Geschwindigkeit
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Klar wird der Durchfluss bei a = b = 1 maximiert.

« Teil (d) Allgemeines Gebiet, Numerische Rechnungen

Um eine allgemeine Geometrie zu ermoglichen, wird die Losung w des Randwertproblems
wxx+wyy:fa (x,y)EQ, w =0, (l‘,y)E@Q

mit

f=—(p2—m)/(Lp) Q=B(0,1/vn)
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nun mit finiten Elementen berechnet, wobei der Fldcheninhalt |Q2] = 1 erfiillt. Weitere Details dieser
Methode befinden sich in diesem Skriptum besonders ab Seite 226. Diese Ergebnisse
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werden mit dem folgenden Matlab Code berechnet, wobei die Schritte ausfiihrlich mit Kommentare
erkldrt werden. Die numerische Losung wird auch mit der exakten Losung im Code verglichen.

% set up figure
hl = figure(1); close(hl); hl = figure(1);
set(hl,’Position’, [100 10 1000 500]1);

p2 = 2; % pressures with

pl =1; % Dp = 1

Lm = p2-pi; % length*viscosity so that fO=1
f0 = (p2-p1)/Lm; % wxx + wyy = -f0

% spatial parameters

Nr = 15; % number of radial points

Nt = 30; % number of polar points
% make elements % make ideal elements on convex domain

r = linspace(0,1,Nr+1); % radial points O to 1

r=0-U-1)."2);

r = r(2:(Nr+1));

t = 2xpixlinspace(0,1,Nt+1); % polar points O to 2xpi

t = t(1:Nt);

x = kron(r’,cos(t)); % x = r*cos(t)

y = kron(r’,sin(t)); % y = rxsin(t)

b = zeros(Nr,Nt); % boundary indicator

b(Nr,:) = 1;

x = [0;x(:)]; % include origin

y = [0;y(:)];

nodes = [x,y]; % list of nodes
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n_nodes = size(nodes,1);

elements = delaunay(x,y); % elements by delaunay
n_elements = size(elements,1);

bndry_nodes = find(b == 1); % boundary nodes

% constrain area

u = ones(Nt,1); % this particular start gives area = pi
t = 2xpixlinspace(0,1,Nt+1); % polar points
a=0;
for j=1:Nt % vertices of triangle, origin to boundary
x1 = u(jd*cos(t(j)); x2 = u(j)*cos(t(j+1)); x3 = 0; % 1st, 2nd and 3rd
yl1 = u(j*sin(t(§)); y2 = u(§)*sin(t(j+1)); y3 = 0; 7% vertices
A = [x2-x1,x3-x1;y2-y1,y3-y1];
detA = det(A); % detA/2 = area of current triangle
a = a + 0.5k%detA; % sum up all triangle areas
end
% current area is
% a = int_0"(2*pi) int_0"u(t) r dr dt

% = int_0"(2*pi) u(t)~2/2 dt
% constrained to be 1,
% 1 = (1/a)a = int_0"(2xpi) (1/a)u(t)"2/2 dt
Y% = int_0"(2xpi) [u(t)/sqrt(a)]~2/2 dt
% so set u = u/sqrt(a)
u = u/sqrt(a); % scale u to have area = 1
r = linspace(0,1,Nr+1); % radial points O to 1
r=1--1)."2);
r = r(2: (Nr+1));
t = 2xpixlinspace(0,1,Nt+1); % polar points 0 to 2*pi
t = t(1:Nt);
x = kron(r’,cos(t))*diag(u); % x(i,3) = u(Gr*r(i)*cos(t(j))
y = kron(r’,sin(t))*diag(u); % y(i,3) = u(j)*r(i)*sin(t(j))
x = [0;x(:)]; % include origin
y = [0;y(:)];
nodes = [x,y]; % new nodes but same elements in
% case domain loses convexity
subplot(1,2,1)
triplot(elements,x,y) % graph Delaunay triangularization

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

title(’Delaunay Gitter’)

axis([-0.6 +0.6 -0.6 +0.6])

set(gca, ’Xtick’,[-0.5 0 +0.5],’Ytick’,[-0.5 0 +0.5])
pbaspect([1 1 1])

drawnow;

% force
f = fO*ones(n_nodes,1);
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% stiffness (L) and mass (G) matrices

I = speye(n_nodes);
L = zeros(n_nodes,n_nodes);
G = zeros(n_nodes,n_nodes);

for e=1:n_elements

E = elements(e,:); b
X1 = nodes(E(1),:); x1=X1(1); y1=X1(2);
X2 = nodes(E(2),:); x2=X2(1); y2=X2(2);
X3 = nodes(E(3),:); x3=X3(1); y3=X3(2);
A = [x2-x1,x3-x1;y2-y1,y3-y1];
Al = inv(A);
detA = det(A); %
p = [1,1,11/3; yA
PP = P’*p;
Dp = [-1,1,0;-1,0,1]; %
DpDp = (A1’*Dp)’*(A1°*Dp); b
L(E,E) = L(E,E) + 0.5%detA*DpDp; %
G(E,E) = G(E,E) + 0.5*detA*pp; YA
end
F = Gxf; %
Z=1; %
for e=1:length(bndry_nodes)
E = bndry_nodes(e);
Z(E,:) = 0;
end
L = ZxL + (I-2); h
F = ZxF; %
w = L\F; b

wz = (1 - pi*x(x.72 + y."2))/(4*pi); %

current element

% X1, X2 and X3 are
% vertices of the

% current element

detA/2 = area of current element
ref basis evaluation in centroid
ref basis gradient is constant
transformed to local basis
assembly of stiffness matrix

assembly of mass matrix

force vector
boundary indicator

stiffness but identity on boundary
force but zero on boundary

solution at nodes

exact solution

disp(sprintf (’max|w-wx| = %0.2e’ ,max(abs(w(:)-wz(:)))));

subplot(1,2,2)

trisurf (elements,x,y,w)

xlabel (’x’)

ylabel(’y’)

zlabel (’w’)

title(’Geschwindigkeit’)

axis([-0.6 +0.6 -0.6 +0.6 0 0.08])

set(gca, ’Xtick’,[-0.5 0 +0.5],
’Ytick’,[-0.5 0 +0.5],
’Ztick’, [0 +0.025 +0.05 +0.075])

drawnow;

h

= sum(G*w) ; %

Q
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Nun wird der Durchfluss beziiglich der Geometrie unter der Einschrinkung a = |Q2] = 1 maximiert.
Teile des oben stehenden Codes werden im folgenden Matlab Code aufgerufen, um mit der Matlab
Funktion fminunc die Maximierung durchzufithren. Wie bei dem letzten Code werden die Schritte
ausfiihrlich mit Kommentare erklért.

function BO8Bspld
global Nr Nt fO n_nodes n_elements nodes bndry_nodes elements Jv

hl = figure(1);

close(hl);

hl = figure(1);
set(hl,’Position’, [10 10 1500 500]);

p2 = 2; % pressures with

pl = 1; % Dp = 1

Lm = p2-pi; % length*viscosity so that f0=1
f0 = (p2-p1)/Lm; % wxx + wyy = -f0

% spatial parameters

Nr = 15; % number of radial points
Nt = 30; % number of polar points
% make elements % make ideal elements on convex domain
r = linspace(0,1,Nr+1); % radial points O to 1
r={1--1)."2);
r = r(2: (Nr+1));
t = 2xpixlinspace(0,1,Nt+1); % polar points 0 to 2*pi
t = t(1:Nt);
x = kron(r’,cos(t)); % x = r*cos(t)
y = kron(r’,sin(t)); % y = r*xsin(t)
b = zeros(Nr,Nt); % boundary indicator
b(Nr,:) = 1;
x = [0;x(:)]; % include origin
y = [0;y(:)];
nodes = [x,y]; % list of nodes
n_nodes = size(nodes,1);
elements = delaunay(x,y); % elements by delaunay
n_elements = size(elements,1);
bndry_nodes = find(b == 1); % boundary nodes
Jv = []; % initialize cost function evaluations
u0 = ones(Nt,1)/sqrt(pi) ... % initialize u with a perturbation
+ 0.1*randn(Nt,1); % of the known exact solution
u = fminunc(@flow,u0); % perform optimization
end
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function J = flow(u)

global Nr Nt fO n_nodes n_elements nodes bndry_nodes elements Jv

% constrain area
t = 2xpix*linspace(0,1,Nt+1);
a=0;
for j=1:Nt

A

b

polar points

vertices of triangle, origin to boundary

x1 = u(jd*cos(t(j)); x2 = u(jd*cos(t(j+1)); x3 = 0; % 1st, 2nd and 3rd
yl = u(P*sin(t(j)); y2 = u(j*sin(t(j+1)); y3 = 0; % vertices

A = [x2-x1,x3-x1;y2-y1,y3-y1];
detA = det(A);
a = a + 0.5xdetl;
end
% current area is

b
b

detA/2 = area of current triangle
sum up all triangle areas

yA a = int_07(2*pi) int_0"u(t) r dr dt

=
Il

int_0~(2*pi) u(t)~2/2 dt
% constrained to be 1,

o 1 = (1/a)a = int_0"(2xpi) (1/a)u(t)"2/2 dt

==
1]

% so set u = u/sqrt(a)

u = u/sqrt(a);

r = linspace(0,1,Nr+1);
r=(1-0-r1r)."2);

r = r(2:(Nr+1));

t = 2*pixlinspace(0,1,Nt+1);
t = t(1:Nt);

x = kron(r’,cos(t))*diag(u);
y = kron(r’,sin(t))*diag(u);
x = [0;x(:)];

y = [0;y(:)];

nodes = [x,y];

subplot(1,3,1)
triplot(elements,x,y)
xlabel(’x’)

ylabel(’y’)
title(’Delaunay Gitter’)

A
b

int_0"(2*pi) [u(t)/sqrt(a)]"2/2 dt

scale u to have area =1
radial points O to 1

polar points O to 2x*pi
x(1,3) = u(§)*r(i)*cos(t(j))
y(i,3) = u(G)*r(i)*sin(t(j))

include origin

new nodes but same elements in
case domain loses convexity

graph Delaunay triangularization

gr = max(0.6,1.05*max(abs(nodes(:))));

axis([-gr +gr -gr +grl)

set(gca,’Xtick’,[-0.5 0 +0.5],’Ytick’,[-0.5 0 +0.5])

pbaspect([1 1 1])
drawnow;

% force
f = fO*ones(n_nodes,1);
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% stiffness (L) and mass (G) matrices

I = speye(n_nodes);
L = zeros(n_nodes,n_nodes);
G = zeros(n_nodes,n_nodes);

for e=1:n_elements

E = elements(e,:); b
X1 = nodes(E(1),:); x1=X1(1); y1=X1(2);
X2 = nodes(E(2),:); x2=X2(1); y2=X2(2);
X3 = nodes(E(3),:); x3=X3(1); y3=X3(2);
A = [x2-x1,x3-x1;y2-y1,y3-y1];
Al = inv(A);
detA = det(A); %
p = [1,1,11/3; yA
PP = P’*p;
Dp = [-1,1,0;-1,0,1]; %
DpDp = (A1’*Dp)’*(A1°*Dp); b
L(E,E) = L(E,E) + 0.5%detA*DpDp; %
G(E,E) = G(E,E) + 0.5*detA*pp; YA
end
F = Gxf; %
Z=1; %
for e=1:length(bndry_nodes)
E = bndry_nodes(e);
Z(E,:) = 0;
end
L = ZxL + (I-2); h
F = ZxF; %
w = L\F; b
subplot(1,3,2)

trisurf (elements,x,y,w)

xlabel (’x’)

ylabel(’y’)

zlabel(’w’)

title(’Geschwindigkeit’)

axis([-gr +gr -gr +gr 0 0.08])

set(gca,’Xtick’,[-0.5 0 +0.5],
’Ytick’,[-0.5 0 +0.5],
’Ztick’, [0 +0.025 +0.05 +0.075])

drawnow;

T

sum (G*w) ;
-Q + (a-1)"2;

Jv [Jv,J];
subplot(1,3,3)
plot (Jv) YA
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current element

% X1, X2 and X3 are
% vertices of the

% current element

detA/2 = area of current element
ref basis evaluation in centroid
ref basis gradient is constant
transformed to local basis
assembly of stiffness matrix

assembly of mass matrix

force vector
boundary indicator

stiffness but identity on boundary
force but zero on boundary

solution at nodes

plot the solution

flow output, integral of w

% min(-q) and min(area - 1)°2

plot cost functional evaluations



xlabel(’Iterationen’)
ylabel(’Zielfunktion’)

title(’Auswertungen der Zielfunktion’)

drawnow;
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Zielfunktion

Mit der Einschrinkung || = 1 ist die bekannte Losung, dass Q = B(0, 1/4/7) gelten soll. Diese Losung
wird anfinglich gestort, wie man in der folgenden Grafik von den ersten Iterationen sieht.

Auswertungen der Zielfunktion
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Nachdem die Iterationen fiir die Maximierung konvergieren, sehen die Ergebnisse folgendermafien aus.

Auswertungen der Zielfunktion
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Diese numerische Lésung stimmt mit der bekannten exakten Lésung iiberein.
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«x Teil (e) Allgemeines Gebiet, Variationelle Rechnungen

Die Flussgeschwindigkeit w(x,y) des Flusses sei allgemein in einem sternférmigen Rohrprofil Q defi-

niert,
Q={(z,y): Va2 +y? <u(h),y = ztan(d)}

wobei u(f) eine zu bestimmende Funktion vom Polarwinkel € ist. Diese Funktion () sei durch den

Fliacheninhalt eingeschrinkt,
2r ru(6) 2w
1:/ / rdrdﬁz/ %u(&)zd&
0 0 0

Die Flussgeschwindigkeit ist durch die Poisson-Gleichung eingeschrinkt, w;, + wy, = —& in €2, wobei
die Konstant k = (p2 — p1)¢/p > 0 fixiert ist. Hier ist po — p; die Druckdifferenz entlang der Linge
¢ des Rohrs. Wegen der Viskositdt p gibt es Reibung am Rand des Rohrs, und deshalb gilt die
Randbedingung w = 0 auf 0{2. Der Fluss durch das Rohr mit Profil €2 ist gegeben durch

F—/w(x,y)dxdy.
Q

Die zutreffende Lagrange-Funktion, die stationér in der gesuchten Funktion u sein soll, ist

L(u,\) = /Q w(z,y)dedy — A [1 — /0 Qﬂ 1u(9)2d0]

unter der Nebenbedingung

[\

Weg + Wyy = —k in Q,  w = 0 auf 0N

wobei w implizit von u abhingt. Um die variationellen Ableitungen von L zu erleichtern wird das
Gebeit €2 in den Einheitskreis abgebildet,

K={(p,0):0<p<1,0<6<2r}
und zwar mit der Parameterisierung,

p=r/ul@), r=+22+y?% y==xtan(d)
x = pu(f) cos(9), y = pu(f)sin(6).

Die partiellen Ableitungen fiir die Poisson-Gleichung sind

Wy = WpPz + wely
Wy = Wppy + ’LU@Hy
Wz = wpppgg + wpepxgm + WPz + U)gg@; + w@pg;tpac + Wby
Wyy = Woppyy + Wpppybly + Wppyy + wagby + weplypy + webyy
wobei
—o. | —... = u(0) cos(8) + /() sin(6)
fo = w® | u2(0)
ol | —... = u(0) sin(#) — u'(8) cos(8)
=) T 2(0)
0, = 0, tan~ ! g) — .= _sm(0)
T pu(f)
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und

52" o sin?(0)[u?(0) + 2u’2(0) — u(0)u" (9)]
S O] B pu'(6)
o 7 cos?(0)[u?(0) + 2u’2(0) — u(0)u” ()]
Pyy = 83/ == 1
u(0) pu(6)
(Y sin(26)
0pp = O tan ™! (E> ==
~1 (Y sin(26)
nyzastan 1 (;) — ... = —m
und fiir die Integrale gibt es schliellich
3(/),0)}
1/det == pu(6).
/ [3(36711) ould)
Dann mit w = w(p, §) und
Weg + Wy =

wpppi + Wpgpebte + Wpprx + w999§ + Woppaly + Welyzt

wpppz + wpepyly + Wppyy + w999§ + wyppyly + weby, =

u cos(0)+u’ sin(0) sin?(0)[u?+2u'2 —uu'] ucos(f)+u’sin(f) | |  sin(f)
2

fw,, [usin(@)fu’ cos(@)] +w, {COSQ(e)[u%QwLuu'q] 1 2wy |:usin(0)fu’ cos(@):| |:cos(9)] + wep [cos(@)

u? put u? pu pu

o u2+u/2 u2+2u’27uu” u/ 1
= Wpp [71;4 +wp T puf + 2wpp ~oud + wee T
gilt
[ n ] u? +u'? N u? + 2u/? — uu 2u’ N 1
—k = |w Wyy| = W w — Wyg—= + Wep
zz vy - P ol 9 B

p2u?’
Die Lagrange-Funktion nimmt die Form

2 1 2
L(u,\) = / / wupdpdd + A [/ Su?df — 1] .
0 0 0

Die variationelle Ableitung von L nach w an der Stelle «* mit Storung v ist definiert durch

* o *
5—L(u*,)\; ») = lim L(u* + ev, \) — L(u*, \)
ou e—0 €
Zu zeigen ist, mit u*(0) = 1//7 gilt
5L, , N L
5—(u ;A 0) =0, Yo e C™([0,2r]) periodisch.
u

Die variationelle Ableitung ist

L 2w 1 2w
g—(u, Av) = / / [iwu + wv] pdpdf + )\/ uvdf
u 0o Jo u 0
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wobei die variationelle Ableitung von w nach u mit Stérung v gegeben ist durch

) u? 4+ u'? u? + 2u/? — uu 2u’ 1
Wpop

B T W P ~Weo 2 + S + /‘éu} (u;v) =0

ou

d.h. (dw/déu)(u;v) erfiillt die Poisson-Gleichung,

ow u? 4+ u'? N
Su op u3

57111 u2 + 2u/2 —uu”
ou ), pus

_ { w, [(m + 20/ )ud — (u? + u’2)(3u2v)} .

ub

(2uv + 4u'v' — vu” — w")u? — (u? + 2u'? — uu”) (3u?v)
w), G

(20" )u? — 2u' (2uw)

Weg [ ;q +m)} in K
pAu

ow

E(u;v) =0, auf 0K

Mit u* = 1/4/7 ist w gegeben durch

K

w(p,0) = —(1—mp%)

und mit wy =0, w, = —kp/2, wy, = —K/2 erfiillt (dw/éu)(u;v)

5w> 1 (5w> 1 (5w> N [1+7T NZ3 ,,] .
_ + 2= + = — (U,;’U) = —K v+ —v in K
[<5u oo P \OU/), PP\ 0u /g VT 2

ow
— (u; = f oK.
5u(u,v) 0 auf 0

Laut einem Greenschen Satz gilt

ow ow 0 [ow ow\ Ow . . .

AlZE) () A — - —(—) = Is? = da® + dy?).

/Q[“’ <5u> <6u> “’]df”dy /m[v“’ an(éu) <6u>8n]d8 e
=0 —_—

=0
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Mit u* = 1/4/m und den gewonnenen Charakterisierungen fiir w und dw/du = 0 folgen

Qiﬂmmmmwzé%oiﬁum()WMmm S 2TF/(S (u*; v) pdpdo
und
ASWUUMWMMZAMA@( 0@@
7l 1—wp2>A(?j< )) it
£ [0-won L5 o] 2
[ ol
=2 =g o] -2 [5- 5] o ]
—
2 2
= () - 2)/0 o(0)d0
oder

1 " ! ow K 2m
- Tk, —__" n B |
ﬁ/o /0 ou (u”; v)pdpdf 167r2( + m)(m 2)/0 v(0)de

oL 2 1 ow 1 K 9 2m v
= _— *. —_— —_— 1 —_ —_—
" — (u*, \;v) /0 /0 [5u (u 7U>ﬁ + 47r( P )v} pdpdf + \ [/0 ﬁdﬁ}
1 2 1 Sw K 2m 2
- O 0) pdpd — (7 — 2 do+ 2
e R A R

- [ 16Z2<1+w><w-2>—“<w—2>+A] /02%(9)659.

8 LS
Also mit . ( 2 M1 )
k(T — +m
* = d M= -

“=m NG [ 167 8]
gelten

0L, . 00 o

@(u ,AG0) =0, Yo e C™(]0,2n]) periodisch

d
un L )
Y — (W, ) =0.
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e Beispiel 2: Fischfangflotte
o Aufgabe

Zur Maximierung des langfristigen Profits P(t) = ph(t) — cu(t) einer Fischerei, soll die Zielfunktion

() = /O e ph(t) — cult)]dt
mit dem Raubeffekt fiir die Fische
h(t) = qu(t)z(t), 2'(t) = Rx(t)(1 —z(t)/K) — h(t), =x(0)= K/N
maximiert werden.

(a) Bestimmen Sie die optimale Steuerung der folgenden Form,

. U, 0<t<s . .
u(t)—{ Uy, s<t<oo wobei z(t) = x(s), Vt> s.

(b) Wiederholen Sie die Aufgabe mit einer bliebigen Anzahl N von Konstanten Zusténden u(t) =
Si—1 §t<5272—]—7‘--7N7U € [OvaaX]aUmax:(R/Q)(]- C/(qu))sz—OOwT( ) ( )
t > sy_1, um das diskretisierte optimale Steuerungsproblem allgemein zu l6sen.

(c) Zeigen Sie durch variationelle Rechnungen, dass die im Skriptum berichtete Steuerung

u(t) = Uy, te€l0,s) U — 0, N> (1—-qUs/R)7!
U27 t E [57 OO) ’ ! Umaxa N < (1 - qU2/R)_l ’

S PR Y | OV R
2= 4q pgK R pgK R RpgK |’
1 [(Np(Ul) - 1)p(U2)]
Rp(Uh) p(Ur) — p(U2)

tatséichlich die allgemeinen Stationaritdtsbedingungen zur eingeschrinkten Maximierung des Ko-
stenfunktionals J erfiillt.

s=s(Uy,Up) =

o Lo6sung
x Teil (a) Zweistufige Steuerung
Der Zustand x in der Nebenbedingung ist gegeben durch

Kp(Uh)
() = T+ (Np(U1) - Dexp(—pUnR) ' =°
Kp(Us), s <t.
wobel 7
p(U) = —%.

Da der langfristige Profit
lim P(t) = (pgqK(R —qU)/R — c)U

t—4o00
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positiv sein soll, werden U; und Us so eingeschréankt,

C
paK

Og(]h(]2Sljma,x:E |:1_

: ] dh. p(U), p(Us) > 0.

Fiir die Stetigkeit von « an der Stelle ¢t = s muss die Schaltzeit die Gleichung erfiillen,

L {(Np(Ul) —1)p(U2)
Rp(Uy) p(U1) — p(Ua)

Damit die Schaltzeit positiv bleibt, muss zusammen mit p(U;) > 0 und p(Us) > 0 auch die folgende
Ungleichung erfiillt werden,

s(Uy,Ug) =

(Np(Uy) —1)p(U2)
p(Ur) — p(Ua2)
Falls diese Bedingung nicht erfiillt werden sollte, muss die Schaltzeit zu +oo gesetzt werden, da der

Zustand x in der Phase mit Steuerung U; zum Zustand mit Steuerung Us nicht stetig gefithrt werden
kann.

QUL Us) = > 1.

Mit diesen Definitionen nimmt das Kostenfunktional die folgende Form.

sULU2) pgKp(U1) _
J(u) = Ul/o ’ [1+(Np(U1)—1)exp(—p(Ul)Rt) i

+U2/ e pqK p(Us) — ¢]dt
s(U1,U2)

Mit dem folgenden Matlab Code wird J maximiert.

h1l = figure(1); close(hl); hl = figure(1l);
set(hl,’Position’, [10 10 1000 500]);

c=1; % costs per boat

p=1; % price per fish

q=1; % fish catching rate per boat

R = 4; % 1 / time scale for fish logistic growth
K = 4; % fish capacity

d 1; % continuous interest rate

N = 2; % initially K/N fish

nU = 100; % number of U points for profit evaluation

tmax = 10; % time horizon

nT = 1000; % number of time points for integration
Rq = R/q; % stored parameters

Pq = pP*q;

PaK = pg*K;

cpgk = c/pgK;

dR = d/R;

Umax = Rg*(1 - cpgK); % 0 < U1,U2 < Umax
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Uopt = (Rq/4)*(3 - cpgK + dR - sqrt((1 + cpgK - dR) "2 + 8*dR*cpgK));

% expected optimum:

b (U1,U2) = ( 0,Uopt) if N(1 - g*Uopt/R) > 1
% (U1,U2) = (Umax,Uopt) if N(1 - g*Uopt/R) < 1
smax = O0; % get the maximal switching time smax
for i=1:nU
ul = (i-1)*Umax/(nU-1);
for j=1:nU

u2 = (j-1)+*Unmax/(nU-1);

ri
r2

(ul "= Rq) .*(1 - ul/Rq);
(u2 "= Rq) .*(1 - u2/RqQ);

if (r1x(N*xr2-1)*(ri1-r2) > 0)

Q = (Nxri1-1)*r2/(ri1-r2);
s = log(Q)/(R*rl); % switching time
smax = max(smax,s);
end
end
end
tmax = max(2*smax,tmax); % time horizon large enough
f = zeros(nU,nU); % evaluate the cost function
for i=1:nU
ul = (i-1)*Umax/(nU-1); % ul between 0 and Umax
for j=1:nU

u2 = (j-1)*Umax/(nU-1); % u2 between O and Umax

% determine switching time for cases
ril (ul "= Rq) .*(1 - ul/Rqg);
r2 = (u2 "= Rg).*(1 - u2/Rq);
if ((N*r1-1)*r2 == (ri1-r2))
s = 0;
elseif (r1x(N*r2-1)*(r1-r2) > 0)
Q = (Nxri1-1)*r2/(r1-r2);

s = log(Q)/(R*r1);

else
s = tmax;

end

if (s == 0) % if s=0 then only 2nd integral F2
nT2 = nT;

t2 = linspace(0,tmax,nT2);

dt2 = t2(2)-t2(1);

x2 = K*r2*ones(size(t2));

F2 = u2xexp(-d*t2).*(pg*x2-c);
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£(i,j) = sum((F2(2:nT2)+F2(1:nT2-1)))*dt2/2;

end
if (s == tmax) % if s=tmax then only 1st integral F1
nTl = nT;
tl1 = linspace(0,tmax,nT1);
dtl = t1(2)-t1(1);
x1 = Kxrl./(1 + (N*ri1-1)*exp(-ri1*Rxt1));
F1 = ulxexp(-dx*tl).*(pg*xl-c);
£(i,j) = sum((F1(2:nT1)+F1(1:nT1-1)))*dt1/2;
end

% if 0 < s < tmax then both integrals
if ((s > 0) && (s < tmax))
nT1 = max(2,round(nT*s/tmax)) ;
tl1 = linspace(0,s,nT1);
dtl = t1(2)-t1(1);
x1 = Kxrl./(1 + (N*ri1-1)*exp(-ri1*Rxtl1));
F1 = ul*exp(-d*tl).*x(pg*xl-c);
nT2 = nT - nT1;
t2 = linspace(s,tmax,nT2);
dt2 = t2(2)-t2(1);
x2 = K*r2*ones(size(t2));
F2 = u2*exp(-d*t2).*(pg*x2-c);
f(i,3j) = sum((F1(2:nT1)+F1(1:nT1-1)))*dt1/2 ...
+ sum((F2(2:nT2)+F2(1:nT2-1)))*dt2/2;

end
end
end
fmax = max(£f(:)); % store the optimum
fmin = min(£(:));

i = find(£(:) == fmax);

ul = linspace(0,Umax,nU); ul = kron(ul’,ones(1,nU));

u2 = linspace(0,Umax,nU); u2 = kron(ones(nU,1),u2);
subplot(1,2,1) % plot the cost function
surf (ul,u2,f)

axis tight

hold on;

plot3(ul(i),u2(i),fmax*ones(size(i)),’r*’)
plot3(ul(i),u2(i),fmin*ones(size(i)), r*’)
hold off;
df = fmax-fmin;
text (u1(i(1)),u2(i(1)),fmax + 0.1xdf,
sprintf (*£=Y0.1e’ ,fmax),’Color’,’red’)
text (u1(i(1)),u2(i(1)),fmin + 0.1xdf,
sprintf (°U1=Y0.1e\nU2=%0.1e’ ,ul (i(1)),u2(i(1))),’Color’, ’red’)
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xlabel(’U1’)

ylabel(’U2’)
zlabel(’£(U1,U2)°)
title(’Langfristiger Profit’)

disp(sprintf(’ ’)) % summarize results
if (N*(1-Uopt/Rq)>1)
disp(sprintf(’ N*(1 - g*Uopt/R) = %0.0e > 1’ ,N*(1-Uopt/Rq)))
disp(sprintf(’ expected optimal: Ul = %0.3e, U2x = %0.3e’,0,Uopt))
else
disp(sprintf (> Nx(1 - g*Uopt/R) = %0.0e < 1’ ,Nx(1-Uopt/Rq)))
disp(sprintf(’ expected optimal: Ul = 70.3f, U2* = %0.3e’,Umax,Uopt))
end
disp(sprintf (’f=fmax=70.3e\nin Ul = %0.3e, U2 = %0.3e’,
fmax,ul (i(1)),u2(i(1))))
disp(sprintf(’ ’))

ul = ul(i(1)); % determine optimal switching time
u2 = u2(i(1));
rli = (ul "= Rg).*(1 - ul/RqQ);
r2 = (u2 "= Rqg).*(1 - u2/RqQ);
if ((N*ri1-1)*r2 == (ri1-r2))
s = 0;
elseif (rix(N*xr2-1)*(ri-r2) > 0)
Q = (N*xr1-1)*r2/(r1-r2);
s = log(Q)/(R*rl);

else
s = tmax;
end
if (s == 0) % if s=0 then x = equilibrium
t1 = [1;
x1 = [1;
nT2 = nT;
t2 = linspace(0,tmax,nT2);
dt2 = t2(2)-t2(1);
x2 = Kxr2*ones(size(t2));
end
if (s == tmax) % if s=tmax then x=logistic
nTl = nT;
tl = linspace(0,tmax,nT1);
dtl = t1(2)-t1(1);
x1 = Kxrl./(1 + (N*ri1-1)*exp(-ri1*Rxt1));
t2 = [1;
x2 = [1;
end
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if ((s > 0) && (s < tmax)) % if 0 < s < tmax then switch
nT1l = max(2,round (nT*s/tmax)) ;
tl = linspace(0,s,nT1);
dtl = t1(2)-t1(1);
x1 = Kxrl./(1 + (N*ri1-1)*exp(-ri1*Rxt1));
nT2 = nT - nT1;
t2 = linspace(s,tmax,nT2);
dt2 = t2(2)-t2(1);
x2 = K*r2*ones(size(t2));

t = [t1,t2]; % fish population without control
x = K./(1 + (N-1)*exp(-Rxt));

subplot(1,2,2) % plot fish population
if (isempty(x1))
xmax = 1.1xmax([x2(:);x(:)]1);
plot(t,x,’r:’,t2,x2,°b’)
legend(’ohne’, ’nachher’,’Location’,’best’)
elseif (isempty(x2))
xmax = 1.1max([x1(:);x(:)1);
plot(t,x,’r:’,tl1,x1,’g’)
legend (’ohne’, ’vorher’,’Location’,’best’)
else
xmax = 1.1smax([x1(:);x2(:);x(:)]1);
plot(t,x,’r:’,tl,x1,’g’,t2,x2,’b’)
legend (’ohne’,’vorher’,’nachher’,’Location’, ’best’)
end
axis ([0 tmax O xmax])
xlabel(’t?)
ylabel(’x’)
title(’Fisch Population’)

Die Ergebnisse werden folgendmaflen grafisch dargestellt.

Im ersten Fall gelten

N =2;

N*(1 - g*U20pt/R) = 1le+00 > 1

expected optimal: Ul = 0.000e+00, U2% = 1.775e+00
f = fmax = 2.055e+00

in Ul = 0.000e+00, U2 = 1.788e+00
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und das berechnete Optimum stimmt mit dem theoretischen iiberein, wie man an der rot markierten
Stelle links sieht. Fiir N > 1 ist die Fischpopulation anfinglich unterhalb der Kapizitit, wie man
mit der roten Kurve (ohne Steuerung) rechts sieht. Die Fischpopulation steigt logistisch bis zu der

Schaltzeit s = 0.0532, und dann bleibt sie dem Zustand x

U2 = 1.788 ~ Uj eingesetzt wird.

Im néchsten Fall gelten

N=1

Nx(1 - g*U20pt/R) = 6e-01 < 1
expected optimal: Ul = 3.000, U2x =
f = fmax = 3.145e+00

in Ul = 3.000e+00, U2 = 1.788e+00

1.775e+00
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und das berechnete Optimum stimmt mit dem theoretischen iiberein, wie man an der rot markierten
Stelle links sieht. Fiir N = 1 ist die Fischpopulation anféinglich bei der Kapizitit, wie man mit der
roten Kurve (ohne Steuerung) rechts sieht. Die Fischpopulation fillt von diesem Zustand, wihrend
die Steuerung Ul = Ulmax eingesetzt wird, und zu der Schaltzeit s = 0.3139 bleibt sie beim Zustand
x = 2.2121, wihrend die optimale Steuerung U2 = 1.788 ~ UJ eingesetzt wird.

Im letzten Fall gelten

N = 0.5;

Nx(1 - g*U20pt/R) = 3e-01 < 1

expected optimal: Ul = 3.000, U2% = 1.775e+00
f = fmax = 4.645e+00

in Ul = 3.000e+00, U2 = 1.788e+00
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und das berechnete Optimum stimmt mit dem theoretischen iiberein, wie man an der rot markierten
Stelle links sieht. Fiir NV < 1 ist die Fischpopulation anféinglich oberhalb der Kapizitéit, wie man mit
der roten Kurve (ohne Steuerung) rechts sieht. Die Fischpopulation fillt von diesem Zustand, wihrend
die Steuerung Ul = Ulmax eingesetzt wird, und zu der Schaltzeit s = 0.4680 bleibt sie beim Zustand
x = 2.2121, wihrend die optimale Steuerung U2 = 1.788 ~ UJ eingesetzt wird.

« Teil (b) Allgemeine Steuerung, Numerische Rechnungen

Das Kostenfunktional wird allgemeiner fiir eine beliebige Steuerungsfunktion u mit dem folgenden
Matlab Code maximiert.

function BO8Bsp2b
global ¢ d KN p g R si tmax ti nU nT sopt Uopt Us Umax xopt Jv
% min int_O0°T exp(-d*t)[p q x(t) - c ] u(t) dt

h1l = figure(1); close(hl); hl = figure(1l);
set(hl,’Position’, [10 10 1600 400]);

1; % costs per boat

1; % price per fish

1; % fish catching rate per boat

4; % 1 / time scale for fish logistic growth
4; % fish capacity

1; % continuous interest rate

QX ™LQa v o
I
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% initially K/N fish

% stored parameters

% 0 < U < Umax

(Rq/4)*(3 - cpgK + dR - sqrt((1 + cpgK - dR)"2 + 8xdR*cpqK));

N = 10;

Rq = R/q;

Pq = p*q;

PaK = pg*K;

cpaK = c/paK;

dR = d/R;

Umax = Rg*(1 - cpgKk);

Uopt =

% expected optimum:

(U1,02) = (

o
o

end

0,Uopt) if N(1 - g*Uopt/R) > 1

(U1,U2) = (Umax,Uopt) if N(1 - g*Uopt/R) < 1

if (N*(1-Uopt/Rq)>1)

U1l
U2
else
U1
U2
end
ri =1
r2 =1

Q = (Nxri-1)*r2/(ri-r2);

=O;
Uopt;

Umax;
= Uopt;

- U1l/Rq;
- U2/Rq;

% optimal control in this case

% optimal control in this case

sopt = log(Q)/(R*rl); % optimal switching time
tmax = 10; % time horizon
si = [0,sopt/2,linspace(sopt,tmax,3)]; % switching times

nU = length(si)-1;

si(nU+1) = 1.01*si(nU+1);

nT = 1000;

ti = linspace(0,tmax,nT+1)’;

Us

xopt =
Jv
Jv

U0 =
1b
ub =
opts =

% si(nU+1)>tmax easier for u-evalution

% evaluation times for profit

Ul*x((si(1:nU)+si(2: (nU+1)))/2 < sopt)’
U2*((si(1:nU)+si(2:(nU+1)))/2 >= sopt)’;

fish(Us);
1
-profit(Us);

Umax*ones (nU, 1) ;

= zeros(nU,1);

Umax*ones(nU, 1) ;

optimoptions(’fmincon’,

% fish for the known optimal control
% cost for the known optimal control
% worse case start

% lower bound
% upper bound

’MaxIter’,500, ’TolFun’,1.0e-15,’TolX’,1.0e-15);
fmincon(@profit,U0, [1,[1,[], []1,1b,ub);
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function J = profit(U)
global ¢ d KN p g R si tmax ti nU nT sopt Uopt Us Umax xopt Jv

xi = fish(U); % population xi and profit Pexp
Pexp = exp(-d*ti).*(p*g*xi-c).*u(ti,U);

subplot(1,4,1) % plot profit
plot(ti,Pexp,’b’,ti,zeros(nT+1,1),’r:?)
xlabel(’t’)

ylabel (’exp(-td) P(t)’)

title(’Profit’)

drawnow;

dt = ti(2)-ti(1); % integral of Pexp bei midpoint rule
J = sum((Pexp(1:nT)+Pexp(2: (nT+1)))*dt/2);

Jv = [Jv,J];

J = -7J; % max(J) = min(-J)

subplot(1,4,2) % plot history of J-evaluations

Jn = length(Jv); it = 1:Jn;
plot(it,Jv,it,Jv(1)*ones(1,Jn),’g:’)
title(’Zielfunktion’)
xlabel(’Iterationen’)

ylabel(’J(w)’)

drawnow;

subplot(1,4,3) % plot fish population
plot(ti,xopt,’b’,ti,xi,’r’,ti,K*ones(nT+1,1),°g:’)
xlabel(’t?)

ylabel (’x(t)’)

title(’Fish Population’)

axis ([0 tmax O 1.1x%K])

drawnow;

subplot(1,4,4) % plot controls
plot(ti,u(ti,Us),’b’,ti,u(ti,U),’r’,ti,Umax*ones (nT+1,1),’g:’)
xlabel(’t?)

ylabel (Cu(t)’)

title(’Boote’)

axis ([0 tmax O 1.1*Umax])

drawnow;

end

function xi = fish(U)
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global ¢ d KN p q R si tmax ti nU nT sopt Uopt Us Umax xopt Jv
% solve x> = R x(1 - x/K) - qux
opts = odeset(’RelTol’,1.0e-10);
[t,x] = ode45(@(t,x) R*x.*(1 - x/K) - g*u(t,U).*x, [0,tmax] ,K/N,opts);
xi = interpl(t,x,ti);
end
function boats = u(t,U)

global ¢ d K N p q R si tmax ti nU nT sopt Uopt Us Umax xopt Jv

% evaluate sum_i U(i) chi_i(t), chi_i(t) =1, s(i) < t < s(i+1)

n = length(t);

A1 = kron(ones(n,1),si(1:n0));

A2 = kron(ones(n,1),si(2: (nU+1)));
At = kron(t,ones(1,nU));

A = (A1 <= At) & (At < A2);

boats = Axabs(U);

end

Die Ergebnisse fiir die Félle N = 10, N = 1 bzw. N = 1/10 werden folgendermaflen grafisch dargestellt.

Gegeniiber ihren Gegenstiicken der vorherigen Rechungen sehen diese dhnlich aus.
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« Teil (c) Allgemeine Steuerung, Variationelle Rechnungen

Man sucht einen stationdren Zustand des Lagrangeschen Funktionals,

L, A, pr) = / e [pga(t) — cu(t)|dt — / MOu(t)dt — / 1(8) e — ()]t
0 0 0
unter den Komplementaritdtsbedingungen,
AB)u(t) =0, p(t)|umax —u(t)] =0, Vt>0.
Die variationelle Ableitung nach u an der Stelle v mit Stérung v ist,

g—i(u, A, 5 v) = lgl(l) D.L(u+ ev, A\, ) = /000 {6_& [pq%(t,u;v) —cv(t)| —v(t)(A(t) — ,u(t))} dt.

Die variationalle Ableitung dz/0u(t, u;v) ist gegeben durch

0= 21_13(1) D.[—Dix(t,u+ ev) + Rx(t,u+ ev)[1 — z(t,u + ev) /K] — qu(t) + ev(t)]z(t, u + ev)]

Ox Ox R Ox
= —Dy—(t,u;v) + R—(t,u;v) — 2?%

5 5 (t,u;v)z(t,u) — qr(t,u)v(t) — qu(t)@(t, u;v).

ou
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Da die Anfangsbedingung z(0) = K/N von u nicht abhéngt, wird dz/0u(t, u;v) durch die Losung des
Anfangswertproblems bestimmt,

Oz Oz R

Dt%(t,u,v) = %(t,u,v) R — 2E$(t,u) —qu(t)| — qx(t,w)v(t), t>0
ox
%(07’114,’1)) = 0.

Die optimale Steuerung, die unter den Bedingungen
2(0) < K, lim P(t) lim [pga(t, u(t)) — ] > 0

im Lehrbuch berichtet wird, ist

i 0, 0<t<s*
u(t)—{ U*, s*<t<oo

wobei

und
£(t) = K/[1+ (N —-1e B 0<t<s*
n K(1—-qU*/R), s*<t<oo.

Fiir die Losung des Anfangswertproblems fiir 0x/0u seien die folgenden Funktionen definiert,

—F(t)=R— 2§aj(t,u*) —qu*(t)=R

und R
—G(t) = R-25a(tu’) —qu'(t) =qU" — R, s" <t<oo
mit )
! N -1+
= _R(t — - < st < s
/SF(s)ds R(t 8)+1H<N—1+6R5) , 0<s,t<s
und

t
/ G(s)ds = (t—s)(R—qU™"), s <s,t<o0.

Die Ableitung 0z /0u erfiillt

ox, ox, qK
= - - — <t<s*
D, 9 (t,u*,v) 9 (t,u*,v)F(t) 5R (F(t)+ R)v(t) 0<t<s
ox, oxr, gK N
= - - — <
Dt@u (t,u*,v) iy (t,u*,v)G(t) 7 G(t)v(t) s*<t<oo
Dt%(O,u*,v) = 0
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Zuerst wird der Teil des Anfangswertproblems fiir 0 < t < s* bearbeitet. Es gelten

D, Bi(s ¥, ) exp </08F(r)dr>} _ —%(F(s) + R)u(s) exp </08F(r)dr> C0<s<st

und
ox

K
%(tafLL*av) q

2R
Mit v(t) = 6,(t) =0(t—7),0< 7 < s*, gilt

0, 0<t<T
oz g(F(T) + R)exp | — /tF(r)dr T<t<s*
%(tau 757') = 2R r ’ -

t
exp <— G(s)ds> 8—li(:;*,u*,(%), s* <t < oo
g% 8U
0, 0<t<r
R 1 (N —1)e B
— oK R(t—T) <t < g*
= are I+ (N_1De Rz T=P=s
—R7
o (R-aU)(t=5")  jg o ~Rls*—m)_ 1+ (N —1)e <t < oo

1+ (N — De Rs)2’

Da u*(t) = 0 fiir 0 < t < s* gilt, miissen A\(¢) > 0 und p(t) = 0 fiir 0 < ¢ < s* gelten. Das Lagrangesche
Funktional erfiillt

ZL(u 2, 0;0,) = /OOO {e‘” [pqu(t,w 87) — co(t —7)} - 5<t—7)/\(7)} dt

= pq/ e‘Stgz(t,u; d-)dt — ce 0T — A(t).

Daher mit der Stationaritdtsbediungen folgt

s —(R+6)t
. 2 o _ —RT €
N) = bRV = 1)1+ (V=0 [ e
PPK(N = D4 (N =) emeds
(I+(N—Dem)2  R-qurts <~ ° =755

Nun wird der Teil des Anfangswertproblems fiir s* <t < oo bearbeitet. Es gelten

D, [gi(s,u*,u)expufc(r)dr)]:—RG exp(/G > & <5< 00

g(tuv—exp</G > (s*,u*,v)
_qg/sf G(s)v(s) exp (— /:G(r)dr) ds, s <t<oo.

und
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Mit v(t) = 6-(t) =6(t — 1), s* < 7, gilt

O 0, 0<t<r
%(t,u,&): qK exp( /G >, T<t<oo

{ 0, 0<t< T

K x
_%(R — qU*)e” el 7 <t < o0
Da 0 < u*(t) < Umax fiir 0 < ¢ < s* gilt, miissen A\(¢) = 0 und p(t) = 0 fiir 0 < t < s* gelten. Das
Lagrangesche Funktional erfiillt

gﬁ(u 0,0;0,) = /0006_ [pqg (t,u;0,) — 5(t—7‘)]dt

2 o)
= —quK (R — qU*)elfat™)m / S L

_[p*K  R—qU* o] emor
R R—qU*+6
aber dies ist nicht Null...?

{ x'(t; = Rzx(t)[l —z(t)/K] — qu(t)z(t) t>0

2(0) = K/N
2/ (t) R R u(t)
= ———=—q—= t>0
AP K
z(0) K
2(t) = 1/x(t),
{ Z'(t) = (qu(t)—R)z(t)+ R/K t>0
20) = N/K

b [ssresn [ 10 i) = s [0 i
e ([0 a) 0= 2 [ [10- )
0= Yo ([ ) /exp< [ i) a
01 Xy (o [ o) [ e (o[ i) s

—Rit+qU (t) t
AUZQ{N+RAemﬂWM%
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t
x(t,u) = Keft—aUu®) [N + R/ eRS_qU(S)ds}
0
Probe: Mit u(t) = u*(t), U(t) = U*(t — s*)0(t — s*) = U*(t — s¥)+,

Kelt—aU™ (t—s")+ K [0(8* —t)ef 1 0(t — s*)eRt—qU*(t_s*)}

x(t,u*) = 7 = 7
N + R/ efts=aU(s=s"4 g N 4 R/ [9(3* — s)ef™ 1+ 0(s — s*)eRs*qU*(S*S*)} ds
0 0

K [9(8* —t)ef ot — s*)eRt_qU*(t_S*)}

*

t s t
N+ RO(s* —1) [/ eRSds] + RO(t — s*) [/ efts +/ eRS—qU*(S—S*)ds]
0 0 s*

K |:9(8* —t)eftt +9(t — s*)eRt_qU*(t_S*)}

* * * *
* Rt * Rs R Rt—qU™* (t—s*) Rs
N+0(s*—t)(e™ —1)+0(t — s) [(e —1)—1—7]% U (e e >]

K |:9(S* — )™ ot — s*)eRt_qU*(t_S*)}

N +0(s* —t) (e — 1) 4+ 0(t — s¥) {(eRS* — 1)+ (14 (N —1)e B (eRt*qU*(tfs*) - eRS*)}

K |:9(8* —t)eftt 10t — s*)eRt*qU*(tfs*)}

N (T = (e = 1) + 0 — ) [(V = 14 R el A=) ]

Keft N K
_ NK_1+eRt’O§t<s L+ (N —1)e”

sF<t< oo

0<t<s*

14+ (N —1)e Bs*’ K(1—-qU*/R),s* <t < o0

Die variationelle Ableitung;:

ox .
%(t, uy;v) = ll_I% Dex(t,u+ ev) =
Rt—q(U(t)+€V (t)) - Rt—q(U(t)+€V (s))
lim D, Ke — lim 4KV (t)e

t t
=0 N+R/ SRs—a(U(s)-eV(s) gg 0 N+R/ R —a(U(s)+eV(s)) g
0 0

Rt—q(U(t)+eV (1)) t
B Ke 2R/ eRs—q(U(s)+eV(s)) (—qV(s)) ds
0

t
[N+R/ eRs—q(U(s)+eV(s))dS:|
0

t
/ et~y (5)ds
+ qRKeRtqu(t) 0

t 2
[N +R / eRS_qU(S)ds}
0

quV(t)eRt_qU(t)

t
N+R/ GRS_qU(S)dS
0
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und

t
Rs—qU(s)ds
9 / ‘
€T R -

—(t,u,0,) = qr(t,u)0(t — 1) ; -1
Vo [ o
0

ou

Mit u(t) = w*(¢t) und 0 < 7,t < s*,

eRt _ eRT

Ex * *
— ) = , -7 -1, <T7,t<s*
u(t,u ,0r) = qa(t,u)o(t ){ ] } 0 t<s

N +efft —

ak L= e ) (14 (N = e ) *
- o(t — <T.t<
14+ (N —1)e Bt { 1+ (N —1)e Rt (t—7), 0<7,t<s
“R(t—m) 1+ (V-1 e BT
— _qu R(t )(1 n ((N — 1))€_Rt)29(t _ 7_)7 0 S T,t S S*

Mit u(t) = uw*(t) und 0 < 7 < s* < ¢,
s* t .
R / eds + R / eFi=aU)s g
—u(t,u*,csT):qK(l—qU*/R) T— T —1p, 0<7<s"<t
N+R / e™ds + R / eB=aU")s g
0 s*

s* t s* t
R/ ef5ds + R/ eB=aU"sqe N — R/ el ds — R/ e(B=aU")s g
= gK(1—qU*/R) u s = =0 3 , 0<7<s <t
N + R/ etsds + R/ ei=aU")s gg
0 s*

N—G-R/ eftds
0

= —qK(1—-qU*/R) , 0<r<s <t

s* t
N+R / efds + R / e(B=aU")s g
0 s*

N+efm—1
= —qK(1—-qU*/R) 1+6 , 0<7<s <t
Rs* _ (R—qU*)t __ (R—qU™)s*
N+ (e 1)+1—qU*/R<e e )
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N +effm —1

* * ]. * * *
Rs o —Rs (R—qU*)t _ (R—qU*)s
e (14 (N —1e )+71—q oy (e e )

—qK(1-qU*/R)

N+efm—1
—gK(1— qU*/R) - fLe L 0<T<s <t
Rs* i < (R—qU*)t _ 6(R—qU*)s*>
1—qU*/R " 1—qU*/R

_ * (N + eRT B 1)(1 B qU*/R) *
__qK(l_qU /R){GRS*+e(R—qU*)t_e(R—qU*)S* 9 OSTSS <t

K e—RT) (1+ (N —1De ")(1 — qU*/R)?
q 1+ 6—Rs* (G(R—qU*)(t—s*) o 1)6(R—qU*)s*

}, 0<7<s" <t

KR { (L+ (N = De ™)1 - qU*/R)?

<7 <g*
14+ e—qU*s* (e(R—qU*)(t—s*) — 1) } , 0<7<s <t

t
.le(t, U) — KeRt—qU(t)/ |:N + R/ eRs—qU(s)dS:|
0

Die variationelle Ableitung:

Ox )
%(t, uv) = ll—% Dex(t,u+ ev) =

Rt—q(U(t)+€V (1)) _ Rt—q(U(t)+€V (s))
lim D, Ke = lim K V(t)e

t t
=0 N+R/ CRs—aU() -V () gg N+R/ Rs—a(U(s)+eV(s)) g
0 0

K Rt—q(U(t)+€V (1)) t
B e QR/ 6Rs—q(U(S)+eV(s)) (—qV(s)) ds
0

r t
N+R/ eRs—q(U(s)+EV(s))d8:|
I 0

.

t
Rs—qU(s)
_ e V(s)ds
— _qKV(t)eRt avt) + qRKeRtqu(t) /0 ( )

t t 2
N + R/ efts=aU(s) g [N + R/ eRS—qU(S)dS}
0 0

t

/equU(s)V(s)ds

= qu(t,u) § —V(t) + R—L—

N—i—R/ elfts—aU(s) g
0

— gottoo) { V) + T [ oy as)

KeRt*qU(t) 0
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Mit v(t)

und

Mit u(t) =

Mit u(t)

Mit u(t)

=0,(t) =46(t—7), 7 >0, folgt

V()

ox

*(t) und 0 < 7,t < s*, folgt

u*(
ox
0

—u(t, u,0r) = qr(t,u”)0(t — 1) {

0, ¢
:9(75—7'):{ L .

Rax(t,u*)

%(t; u,07) = qu(t, u)f(t — 7) {KeRt_qU(t)

Rx(t,u”)
KGRt

K(eRt _ eRT)

_ qK
14+ (N —1)e Bt {(1+

(N —1)e Tt Keltt

1}6’(7&7’), 0<rt<s"

<T
<t

t
/ eRsqu(s)dS o 1}

(eRt—eRT)—l}, 0<7,t<s"

qK (1—e BTy — (14 (N —1)
14+ (N —1)e Rt 14 (N —1)e #
K Rt-n 1+ (N —1De

(1

=u*(t)und 0 <7 < s* =1,

ox

au(s u,07) = qr(s*,u)f(s* —T){

+ (N — l)eth)2

RK(1 — qU*/R)

*
K(1—-qU*/R) { e FaU)s"

K(1—qU*/

l—qU*/R
R { R qU* *

e(R—qU*)s*

_ gK(1-qU*/R)? {( Rs* _eRr)

K e~ (B-aU)(*=7)

T (1+ (N —1)e Bs)2

=u*(t)und 0 <7 < §* < ¢,

Ox

5, (t1,07) = qu(t,w)(t = 7) {

RK(1 — qU*/R)

Rax(s*,u*
KeRs*qu(s

)*) /S eRS_qU(S)dS — 1}

e(quU*)s*
0= aU"/R)

e(R—qU*)(s*_T) _ e*(quU*)T (eRS* _ eRT>
(1-qU*/R)

Rx(t,u”)

=qK(1 —qU*/R){

R(1 — qU*/R)

Kei—aU)t

eRs* o eRT

KeRtqu(t)

t
/ eRs—qU(s)dS o 1}

s* t
/ eRSds—i-/ e(RqU*)sds] —1}

_ _ *

_|_

R
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— qK(]' — QU*/R)2 ( Rs* RT 4 C(R_qU*)t — e(R_qU*)S* e(R—qU*)t
= e(R—qU*)t € e 1— qU*/R 1_ qU*/R

_ ¢K(1-qU*/R)? (e — fir) — elfmats”
e{fimatt 1= qU*/R

_ qK(1—-qU*/R)?
o e(R*qU*)t

{(eRs* o eRT) - e(R—qU*)s*(l + (N - 1)6—Rs*)}

—qK e~ (R—aU)(t=s") e T
T (14 (N —1)e Bs)2 {(1+(N— 1)e ") — e~ (HaUm)s™ (s _ R )}

Mit u(t) = u*(t) und s* <7 < t,

ox Rx(t,u t ool (s
8u(t,u;v):q:p(t,u){—V(t)—i—KQRIEqU)(t)/O oRs—aU( )V(s)ds}

. RK(1—-qU*/R R oU*\s
= ¢K(1—qU /R){ K(G(quU*)/t )[/ o(R qu>d5]_1}0(t—7)

(R—qU*)t _ (R—qU™")T
‘ ‘ ] - 1} a(t — 1)

. R(1 - qU*/R
= a1 = qU"/R) { (e(RqU*)/t )

R — qU*

— gK(1 - qU*/R) {em(Roal)t o(Fmalt _ o(Boar] g L g(¢ — r)
— gK(1 — qU*/R) {1 _ e~ (ReaU)(t=7) _ 1} ot — 1)

= —qK(1 — qU*/R)e” =V =79t — 1)

et i) = [ {6& [pq%,u*; 5) - cw)} — (O - u(t))} .

n ou

50 * —67 *
= pq e %(t,u L0 )dt —ce™ T, s < T
0

= —PQZK(l — qU*/R)/ e Ote=(R=aUN(t=T)qy _ =07 o* < 1

T

— —pq2K(1 o qU*/R)e(RqU*)T/ ef(quU*Jr&)tdt - 66757, <7

0— e—(R—qU*+5)T
—(R —qU* +9)

2 _ *
__Jpe K(1-qU /R)—I—c oo
R—qU*+§

oT *

—p?K(1 — qU*/R)e(R*qU*)T —ce” T, s <T
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e Beispiel 3: Kooperation — Brunnenteilen

o Aufgabe

Zwei Nachbarn miissen normalerweise einem Wasserversorger €25 pro Tag fiir den téglichen Verbrauch
bezahlen. Um diese Kosten zu reduzieren, moéchten sie einen Brunnen teilen. Wenn die Nachbarn nur
den fairen Anteil in Anspruch nehmen, reduzieren sie beide ihre Kosten beim Wasserversorger auf
€10 pro Tag. Erfahrung zeigt, wegen Wetterbedingungen und der Wirkung auf Grundwasser gibt fiir
einen beliebigen Tag eine 25% Wahrscheinlichkeit, dass der Brunnen nicht verwendet werden kann,
und Verwendbarkeit an einem Tag ist unabhéngig von Verwendbarkeit an einem anderen Tag.

(a) Angenommen ist es moglich, dass genau ein Nachbar den ganzen téglichen Bedarf in Anspruch
nimmt. Dann erspart er sich alle Kosten beim Wasserversorger, und die iiblichen Kosten fiir den
anderen Nachbar werden nicht reduziert. Wenn dies an einem bestimmten Tag passiert, gibt es
ab dem néchsten Tag eine tégliche Strafe von der Gemeinde fiir den iiberlaufenden Nachbarn in
der Hohe von €s. Bestimmen Sie die Strafe s von der Gemeinde, mit der sich eine Kooperation
zwischen den Nachbarn auszahlt.

(b) Eines Tages will die Gemeinde keine Strafe mehr von den Nachbarn kassieren. Sie sorgt dafiir,
dass der Brunnen immer ausreichend befiillt ist und zuverléssig verwendet werden kann. Zusétz-
lich wird ein Mechanismus eingerichtet, wobei ein Nachbar den fairen Anteil vom Brunnen be-
kommt, aber nur wenn der andere Nachbar vor Ort ein Pumpensystem fiir ihn betétigt. Fiir
seine Miithe bekommt er von dem so begiinstigten Nachbar €1 abgebucht. Bestimmen Sie das
Gleichgewicht fiir dieses Spiel, auch wenn es fiir eine bekannte Anzahl von Tagen wiederholt
wird.

(c) Fiir das Spiel im Teil (b) sei fiir die beiden Nachbarn die Anzahl der fortlaufenden Tage unbe-
kannt, an denen das Handeln stattfindet. Die Anzahl wird aber mit einer geometrischen Ver-
teilung abgeschétzt. Bestimmen Sie, ob es sich fiir die Nachbarn auszahlt, dass sie kooperieren.
Entwickeln Sie Strategien fiir eine Folge von Tagen, anstatt fiir einen einzigen beliebigen zufalli-
gen Tag, um den eigenen Gewinn eines Nachbars fiir eine Tagefolge zu erhdhen.

(d) Schreiben Sie einen Matlab Code, um das Verhalten dieser zwei Nachbarn zu simulieren. In
der Simulation soll der eine Nachbar eine Strategie vom Teil (¢) verwenden, und der andere
Nachbar soll die sogenannte tit-for-tat (Axelrod) Strategie verwenden, wobei man am ersten Tag
kooperiert, und nachher verhélt man sich, wie der Gegner sich am vorigen Tag verhalten hat.

o Lo6sung
x Teil (a) Strafe

Das Handeln beginnt nicht notwendigerweise an einem Tag, an dem die Verwendbarkeit des Brunnens
gewiss ist, also ist die Wahrscheinlichkeit der Verwendbarkeit am ersten Tag gegeben durch p =1 —
0.25 = 0.75. Da die Verwendbarkeit des Brunnens an einem Tag unabhéngig ist von der Verwendbarkeit
an einem anderen Tag, ist die Wahrscheinlichkeit der Verwendbarkeit am mten Tag gegeben durch
die Potenz p™, m € N. Angenommen kooperieren die beiden Nachbarn {iber m — 1 fortlaufende Tage,
und dann am mten Tag iiberlduft ein Nachbar. Vor dem Tag bezahlt er R = €10 téglich fiir Wasser,
an dem Tag des Uberlaufens bezahlt er T = €0, und nach dem Tag bezahlt er U = €(10 + s). Der
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Erwartungswert seiner gesamten Kosten ist

m+1
RZP + TP+ U Z +T +U
n=m-+1
3/4 — pm (3/4)p™ 3/4 P 35 — 10
— 102" oy 10+ 1 10 + 5)(3/4) — 10 ~ 30 m,
ey R Sy T2 TLA0+8)B/4) ]1—3/4 TP

Wenn er ununterbrochen kooperiert, ist der Erwartungswert seiner gesamten Kosten
- p
R e ST -

Das Kooperieren zahlt sich aus, wenn

3s —10
4

. 10

30 < 30 + p"  oder s>§.

« Teil (b) Selbststéindiger Verlauf

Mit der neuen Regelung von der Gemeinde, wobei die Nachbarn selbststéndig handeln, lassen sich die
Gewinne fiir ihre Strategien relativ zu den Default-Kosten in der folgenden Tabelle zusammenfassen.

Nachbar 2
Gewinne (1,2) | pumpen | nicht
Nachbar 1 | pumpen (14,14) | (—1,15)
nicht (15,—1) | (0,0)

Sei M die Anzahl der fortlaufenden Tage an denen das Handeln zwischen den Nachbarn stattfindet.
Weiters sei M den beiden Nachbarn bekannt. Angenommen kooperieren die beiden Nachbarn an den
ersten m — 1 Tagen, und am mten Tag iiberlduft Nachbar Nj. Dann ab dem (m + 1)ten Tag reagieren
die beiden Nachbarn Ny und Ny auf das verletzte Vertrauen und kooperieren nicht mehr. Der gesamte
Gewinn fiir V7 ist

ldm+1, 1<m<M

GL=14(m - 1) +15+0(M —m —1) = { 14M, m > M (immer kooperieren)

d.h. N1 maximiert seinen Gewinn G; — 14M + 1, wenn er am Mten Tag iiberlduft. Dies zur Kenntnis
nehmend iiberlauft Ny am Mten Tag, und so wird der maximale Gewinn von N; auf G; — 14(M —1)
reduziert. Dies zur Kenntnis nehmend iiberlduft Ny am (M — 1)ten Tag, um seinen Gewinn mit
G1 — 14(M — 1) + 1 unter den neuen Umsténden zu maximieren. So lauft das Argument riickwiérts
weiter bis zum ersten Tag. Das Nach Gleichgewicht fiir eine fixierte, endliche, allen bekannte Anzahl
von Tagen ist klar: nicht pumpen und nichts kriegen.

x Teil (c) Strategien fiir Tagefolgen

Sei nun die Anzahl M der Tage den beiden Nachbarn unbekannt, aber sie schétzen ab, dass die Anzahl
geometrisch verteilt ist, d.h. P(M =m) = (1 —1/p)™ ' /u, m € N mit > 1. Es gelten

P(M > m) Z P(M=n)=> (1-1/p)" " /u=(1~-1/p)""
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und
[ee)

EM] =Y m1—1/pw™ " u=p.
m=1
Laut dieser Rechnungen ist p eine Abschétzung von den Nachbarn, wie viele Tage das Handeln
tatséchlich lduft. Mit 4 = 1 ist man beim letzten Abschnitt mit M = 1. Diese Verteilung wird
nun verwendet, um Erwartungswerte zu bestimmen. Wenn der Nachbar N; am mten Tag iiberlaufen
sollte, wahrend Nachbar N» bis dorthin kooperieren wiirde, ist der erwartete Gewinn von N gegeben
durch

m—1
E[G1] =14 Y P(M >n)+ 15P(M > m) + 0 Z (M > n)
n=1 n=m-+1
14 71 15 >
;Z 1—1/p) ;(1—1/u)’”_1+0 Z (1—=1/w)"
n= n=m-+1

_ _ m—1
- i/f/)m + 15(1-1/ yrl = 14 (1= 15/p) (1~ 1/

aber wenn er immer kooperieren sollte,

14 14 1
E[G:] = 14 PM>n -1/t ——— =14

d.h. fiir g > 15/14 zahlt es sich aus, dass er ununterbrochen kooperiert, wenn Nachbar Ny ununter-
brochen kooperiert. Jedoch wenn der Nachbar No am mten Tag iiberlduft, wihrend N; bis dorthin
kooperiert, ist der erwartete Gewinn fiir Ny

m—1 00
E[G1] =14 ) P(M >n)+0P(M >m)+0 »_  P(M >n)
n=1 n=m-1
m—1
=B S a0 - 0 S (= 1
H n=1 n=m+1

U111/
T 1-(—1/p)

d.h. weniger als wenn er selber iiberlduft hétte. Die Botschaft ist, dass die Nachbarn mit Vorsicht

=14—14(1 - 1/p)™ !

kooperieren sollten.

Sei die Anzahl M der Tage den Nachbarn weiterhin unbekannt. Nun iiberlegen sie eine Strategie fiir
eine Folge von Tagen anstatt fiir einen einzigen beliebigen zufilligen Tag. Wenn der Gegner immer
tiberlduft, dann zahlt es sich nicht aus, dass ein Nachbar kooperiert. Auf der anderen Seite ist der
Anreiz zu kooperieren entsprechend hoher, wenn der Gegner in gewissem Ausmafl kooperiert. In dieser
Hinsicht gibt es die folgende Strategie.

Stategie 1: Man beginnt mit Vorsicht und kooperiert am ersten Tag nicht. Nachher basiert die
Entscheidung iiber das eigene Verhalten auf das Verhalten des Gegners. Der Prozentsatz der bisherigen
Tage, an denen der Gegner kooperiert hat, sei durch 100p% gegeben. Dann am bevorstehenden Tag
kooperiert man mit Wahrscheinlichkeit p.

Die folgende Strategie basiert auf die Bayesche Regel, um den eigenen Gewinn zu maximieren. Man
kooperiert mit einer Wahrscheinlichkeit, die durch die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben ist, dass
der Gegener kooperiert, nachdem man selber kooperiert hat.
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Stategie 2: Man beginnt mit Vorsicht und kooperiert am ersten Tag nicht. Nachher fiir die bisherigen
Tage, an denen der Gegner kooperiert hat, sei 100¢% der Prozentsatz dieser, wobei am Tag vorher
man selber kooperiert hat. Dann am bevorstehenden Tag kooperiert man mit Wahrscheinlichkeit g. Bei
einer gierigen Variante iiberlduft man am bevorstehenden Tag mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit,
auch wenn die Kooperationsschwelle ¢ erreicht worden ist.

Im n#chsten Abschnitt werden diese zwei Strategien mit der folgenden quid-pro-quo Strategie vergli-
chen, die fiir ihre Robustheit bekannt ist.

Stategie 3: Man beginnt mit Vertrauen und kooperiert am ersten Tag. Nachher an jedem bevor-
stehenden Tag verh&lt man sich, wie der Gegner sich am vorigen Tag verhalten hat. Eine Variante
dieser Strategie ist quid-pro-quo mit Vergeben, wobei man mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit am
bevorstehenden Tag kooperiert, auch wenn der Gegner am vorigen Tag nicht kooperiert hat.

« Teil (d) Simulation
Das Handeln der zwei Nachbarn wird mit dem folgenden Matlab Code simuliert.

h1l = figure(1); close(hl); hl = figure(1l);
set(hl,’Position’, [10 50 1500 500]);

M = 100; % number of days of dealing
Gl = 0; Glv = []; % l-gain with strategy 1
G2 = 0; G2v = []; % 2-gain with strategy 3
nl = 0; % number of 1-coops
n2 = 0; % number of 2-coops
k1 = 0; % 1l-coops initially not
k2 = 1; % l-coops initially
subplot(1,3,1)
disp(’Strategie 1 gegen Strategie 3’)
for m=1:M
% gains
Gl = Gl + (k2 == 1)*15 - (k1 == 1); Glv = [Glv,G1/m];
G2 = G2 + (k1 == 1)*15 - (k2 == 1); G2v = [G2v,G2/m];
nl = nl+kl; % total l-coops
n2 = n2+k2; % total 2-coops
pl = nl/m; % freq of 1-coops
p2 = n2/m; % freq of 2-coops
11 = ki; % last 1-decision
12 = k2; % last 2-decision
k1 = 1.0*(rand(1) < p2); % 1 coops next with prob p2
k2 = 1.0x(11 == 1); % 2 does next what 1 did last
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plot(1:m,Glv,’r’,1:m,G2v,’b’, [1,m], [14,14],°k:’)

xlabel(’Tage’) % plot current state

ylabel (’Durchschnittlicher Gewinn’)

legend(°G_1 mit S_1’,°G_2 mit S_3’)

title(’Strategie 1 gegen Strategie 3’)

axis([1-eps m+eps -5 20])

drawnow;
end
disp(sprintf (’Hufigkeit der Kooperationen vom Nachbar 1: %0.1le’,p1l))
disp(sprintf (’Hufigkeit der Kooperationen vom Nachbar 2: %0.le’,p2))

M = 100; % number of days of dealing

Gl = 0; Glv = []; % l-gain with strategy 2

G2 = 0; G2v = []; % 2-gain with strategy 3

nl = 0; % number of 1-coops

n2 = 0; % number of 2-coops

ml = O; % number of 1-coops after 2-coops

0

m2 = 0; % number of 2-coops after 1-coops
1
1

ql = 1; % freq of 1-coops after 2-coops
q2 = 1; % freq of 2-coops after 1-coops
k1 = 0; % l-coops initially not
k2 = 1; % 2-coops initially
subplot(1,3,2)
disp(’Strategie 2~ gegen Strategie 37’)
for m=1:M
% gains

Gl = Gl + (k2 == 1)*15 - (k1 == 1); Glv = [G1lv,G1/m];

G2 = G2 + (k1 == 1)*15 - (k2 == 1); G2v = [G2v,G2/m];

nl = nl+kl; % total 1l-coops

n2 = n2+k2; % total 2-coops

pl = nl/m; % freq of 1-coops

p2 = n2/m; % freq of 2-coops

11 = k1; % last decision for 1

12 = k2; % last decision for 2

k1 = 1.0*(rand(1) < q2); % 1 coops next with prob g2

k1 = kix(rand(1) < 0.95); % but with greed

k2 = 1.0%(11 == 1); % 2 does next what 1 did last

k2 = 1.0%(k2 == 1) + ... % but with forgiveness

1.0%(k2 == 0) e
*(rand(1) < 0.05);
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ml =ml + ((12 == 1) && (k1 == 1)); % number of 1-coops after 2-coops
m2 = m2 + ((11 == 1) && (k2 == 1)); % number of 2-coops after 1-coops
gl = m1/ni; % prop of 1-coops after 2-coops
q2 = m2/n2; % prop of 2-coops after 1-coops

plot(1:m,Glv,’r’,1:m,G2v, b’ , [1,m], [14,14], k:’)
xlabel(’Tage’) % plot current state
ylabel(’Durchschnittlicher Gewinn’)
legend(°G_1 mit S_27’,’G_2 mit S_37’)
title(’Strategie 2~ gegen Strategie 377)
axis([1-eps m+eps -5 20])
drawnow;
end
disp(sprintf (’Hufigkeit der Kooperationen vom Nachbar 1: %0.le’,pl))
disp(sprintf (’Hufigkeit der Kooperationen vom Nachbar 2: %0.le’,p2))

M = 100; % number of days of dealing

Gl = 0; Glv = []; % 1-gain with strategy 2

G2 = 0; G2v = []; % 2-gain 2 with tit-for-tag

nl = 0; % number of 1-coops

n2 = 0; % number of 2-coops

ml = O; % number of 2-coops after 1-coops

0

m2 = 0; % number of 1-coops after 2-coops
1
1

ql = 1; % freq of 2-coops after 1l-coops
92 = 1; % freq of 1-coops after 2-coops
k1 = 0; % 1l-coops initially not
k2 = 0; % 2-coops initially not
subplot(1,3,3)
disp(’Strategie 1 gegen Strategie 27’)
for m=1:M
% gains

Gl = Gl + (k2 == 1)*15 - (k1 == 1); Glv = [Glv,G1/m];

G2 = G2 + (k1 == 1)*15 - (k2 == 1); G2v = [G2v,G2/m];

nl = nl+kl; % total l-coops

n2 = n2+k2; % total 2-coops

pl = nl/m; % freq of 1-coops

p2 = n2/m; % freq of 2-coops

11 = ki; % last decision for 1

12 = k2; % last decision for 2

51



k1 = 1.0%(rand(1) < p2); % 1 coops next with prob p2
k2 = 1.0%(rand(1) < ql); % 2 coops next with prob ql

k2 = k2x(rand(1) < 0.95); % but with greed

ml =ml + ((12 == 1) && (k1 == 1)); % number of 1-coops after 2-coops
m2 = m2 + ((11 == 1) && (k2 == 1)); % number of 2-coops after 1-coops
ql = m1/ni; % prop of 1-coops after 2-coops
g2 = m2/n2; % prop of 2-coops after 1l-coops

plot(1:m,Glv,’r’,1:m,G2v,’b’, [1,m], [14,14],°k:’)
xlabel(’Tage’) % plot current state
ylabel (’Durchschnittlicher Gewinn’)

legend(’G_1 mit S_1’,°G_2 mit S_27’)
title(’Strategie 1 gegen Strategie 277)
axis([1-eps m+eps -5 20])

drawnow;

Durchschnittlicher Gewinn

20

15

10

un

end

disp(sprintf (’Hufigkeit der Kooperationen vom Nachbar 1: %0.1e’,pl))
disp(sprintf (’Hufigkeit der Kooperationen vom Nachbar 2: J%0.1e’,p2))

Die Ergebnisse werden folgendermaflen grafisch dargestellt. Aus den ersten zwei Grafiken ist die Ro-
bustheit der quid-pro-quo Strategie ersichtlich.

Strategie 1 gegen Strategie 3

G, mits,
62 mit 53

20 40
Tage

60

80

100

Durchschnittlicher Gewinn

15+

Strategie 2~ gegen Strategie 3~ Strategie 1 gegen Strategie 2~

20

G, mits,
G2 mit Sz-—

G, mit Szn-
G, mits, ~

15

Durchschnittlicher Gewinn

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Tage Tage

In der linken Grafik ist ein Vergleich der durchschnittlichen Gewinne (G; mit Strategie 1 und G2 mit
Strategie 3. Strategie 3 ist knapp niedriger als Strategie 1. Jedoch bleiben die beiden Nachbarn beim
durchschnittlichen Gewinn 14, wenn Strategie 1 mit Vertrauen beginnt.

In der mittleren Grafik ist ein Vergleich der durchschnittlichen Gewinne G mit Strategie 2 mit Gier
und G9 mit Strategie 3 mit Vergeben. Strategie 3 ist knapp niedriger als Strategie 2. Jedoch bleiben
die beiden Nachbarn beim durchschnittlichen Gewinn 14, wenn Strategie 2 nicht gierig ist.

In der rechten Grafik ist ein Vergleich der durchschnittlichen Gewinne G| mit Strategie 1 und G5 mit
Strategie 2 mit Gier. Hier gibt es Kreuzung zwischen den Kurven, und jede dieser Strategien kann
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zum Schluss mit einem hoheren durchschnittlichen Gewinn liegen. Daher kénnen die Leistungen von
Strategie 1 und Strategie 2 vergleichbar gesehen. Obwohl die Leistung von Strategie 3 hier konsistent
knapp niedriger liegt, bleibt sie robust vergleichbar mit dem Gegner, ohne auffillig dabei zu versagen.

e Beispiel 4: Nash Verhandlung - Ressourcenteilen
o Aufgabe

Zwei Personen treffen sich in der Wiiste und iiberlegen einen Tausch von zwei Ressourcen x und
y, damit ihre Lebenszeiten u; und wug verlingert werden konnen. Fiir die Ressourcen x und y hat
die erste Person die Vorrdte x; und gy; und die entsprechenden Verbrauchsraten a; und by, und die
zweite Person hat die Vorridte xo und g2 und die entsprechenden Verbrauchsraten as und bs. Eine
Person stirbt genau dann, wenn eine eigene Ressource verbraucht worden ist. Die Ressourcen und die
Verbrauchsraten sind: z; = y; = 1, a3 = bg = 1, as = by = 2. Finden Sie ein Gleichgewicht bei diesem
Tausch. Berechnen Sie den optimalen Tausch bei der Nash Verhandlungsstrategie, wenn das Status
Quo bei dem Tausch ist: nichts tauschen.

o Lo6sung

Die Werte entsprechen den Diagrammen im Skriptum.

Yy Yy
Agent 1 Agent 2
Ay =1 / oy
2y Y2
r=x1—ait, a; =1 i 21, Y1 :(1213 T =xo —aot, ag =2
y=y1—bit, by =2 S=(1, 1>) e y = y2 — bat, bzlz 1
S1 = bl/al =2 s 4 Sog = bb/CLQ =3
uy =y1/b1 = 3 Ay, =1 Uy = ma/as = 3
i x T K
Al’l =3 Axg =1
(ylo —v1) = s1(2|azy, —71) = Az =21 —y1/s51 =3 Ary = ya/s2 — T2 211 < Ylystay, — y2) = s2(x|az, — 72)
Ylyr+ay, = 51%)z, = Ayi =siz1—y1 =1 Ays =y2 — 8272 = 5 <= (Ylay, — ¥2) = s2(xfo — 22)
Agent 2
u2 (l’ 1) Dreieck
(2 + Azg)/az =1 4 ? ug =2 — 2uy
YD)
(z2+Az1)/az =35 4 (3,%) &I’” . P
U = 1 —up
1
X a9 = 5 Agen
S B O NE TR R R
SQ
x x ) U1
= 5 g
FA
Il > >
TN =
= <
s s
Il Il
EN[N) L
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FEine genauere Betrachtung der Utilitdten entlang der bunten Geradenstrecken fithrt zur Erkenntnis,
dass das Spiel innerhalb des Schnitts der Dreiecke stattfindet. Auf der magenta Geradenstrecke bleibt
die Lebenszeit des 1. Agenten gleich, aber auf der roten Verlingerung fallt seine Lebenszeit, und auf
der orangen Verlangerung fillt die Lebenszeit des 2. Agenten. Auf der cyan Geradenstrecke bleibt die
Lebenszeit des 2. Agenten gleich, aber auf der violeten Verlingerung fdllt seine Lebenszeit, und auf
der blauen Verliangerung fdllt die Lebenszeit des 1. Agenten.

Sei ein beliebiger Punkt im Spielraum ausgew&hlt. An dieser Stelle iiberlegt ein Agent, ob er seinen
Beitrag innerhalb des verfiigbaren Spielraums &ndern mochte, und zwar unter der Annahme, dass der
andere Agent bei seinem Beitrag bleibt. Agent 1 wiirde sich aber nur waagerecht innerhalb seines
Dreicks bewegen und seine Lebenszeit nicht erhéhen. Analog wiirde Agent 2 sich nur senkrecht inner-
halb seines Dreicks bewegen und seine Lebenszeit nicht erh6hen. Da kein Spieler einen Anzeiz hat,
anders zu spielen, wenn der Gegner bei seiner Strategie bleibt, ist jede Stelle innerhalb des Spielraums
ein Gleichgewicht.

Fiir die Nash Verhandlungsstrategie ist p(u1,u2) = (u; — l)(ug —

2
zu maximieren. Entlang der Gerade ug =1 — u1/2,

1

§> in dem Schnitt der zwei Dreiecke

plur,1—Juy) =(u —H(1—3us —3) =max in w=3 mit p2,2) =4
aber der Punkt (2, 2) (Mittelpunkt der Strecke) befindet sich im Schnitt nicht. Entlang der Gerade
Ug = 2 — 2U1,

p(u1,2 —2uy1) = (ug — %)(2 — 2uy — %) =max in u; = % mit p(%, %) = 3%

aber der Punkt (2,3) (Mittelpunkt der Strecke) befindet sich im Schnitt nicht. Die Kreuzung der
Geraden us = 1 — uy1/2 und ug = 2 — 2uy liegt in (%,%), wo der maximale Wert p(%,%) = 3—16

angenommen wird. Daher stellt der Punkt (%, %) den optimalen Tausch dar. Seien AAys und pAz

die Betrige von Ressourcen ys bzw. x1, die die Agenten einander iiberreichen. Mit

1+)\/2_y1+)\Ay2_2 1+,LL/2_$2+/LA$1_2

2 by 3’ 2 a2

folgen A = p = 2/3, d.h. Agenten 1 und 2 geben 1/3 von 1 bzw. 1/3 von ys her, und diese Stellen
sind mit Sternen in den Diagrammen fiir die einzelnen Agenten markiert.

e Beispiel 5: Gleichgewicht - Wahlsystem
o Aufgabe

Um ein gemeinsames Reiseziel auszuwéhlen, verwenden die Personen einer Gruppe das folgende Wahl-
system, das natiirlich fiir andere Entscheidungen verwendet werden kann. Es seien M Reiseziele und
N Personen. Seien die Reiseziele mit Eckpunkten {r;}X, c RM~! eines M-Simplex Spy € RM~! dar-
gestellt, und R = {ry,...,ry} € RM-1xM Die jte Person gibt eine verteilte Wahlstimme w;f € RM
ab, wobel Rw? eine konvexe Kombination der Reiseziele in Sy ist, die die eigenen Préferenzen dar-
stellt. Wenn der Entscheidungsprozess in einer einzigen Runde abgeschlossen werden soll, sind das
verteilte Wahlergebnis r* und das reine Wahlergebnis 7 gegeben durch

L
7 =argmin||r; — ||, = — Z Rws.
1<i<M N
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Mit 'wgl) = wj sel nun 'wg.l) die verteilte Wahlstimme der jten Person in einer /ten Runde, wobei das

verteilte Ergebnis

N
1
) — 0]
T —N;:lij, 1=0,1,2,...

(1+1)

am Ende der [ten Runde bekanntgegeben wird. Angenommen wird w i

eigene Utilitdt maximiert wird,

so ausgewahlt, dass die

wit = argmin || F(w ~ w) — ol (Rw? —r)|
w M

wobei der Wert ay) = 2 vorldufig gemeint ist, aber das Wéhlen kann durch ol € (0,2) gebremst

J
werden. Das reine Wahlergebnis nach der lten Runde ist

# = argmin |rs — r®].
1<i<M

(a) Mit zufillig ausgewéhlten Priferenzen {w;} j=1 der Wéhler, simulieren Sie das Wahlsystem mit
einem Matlab Code.

(b) Zeigen Sie anhand der Wahlergebnisse nach einer Runde, dass das Simplex gleichseitig sein soll,
da sonst eine nicht geeignete Korrespondenz zwischen dem verteilten und dem reinen Ergebnis
sich ergeben kann.

(c) Zeigen Sie, das Ergebnis nach der ersten Runde erfiillt die Bedingungen fiir eine faire Grup-
penentscheidung im Satz von Arrow (iiber die Nichtexistenz einer fairen Gruppenentscheidung),
némlich

(i) die Gruppenentscheidung soll nicht von einer Person bestimmt werden,

(ii) wenn alle Personen r; vor 7; bevorzugen, dann soll in der Gruppenentscheidung r; vor r;
gereiht werden, und

(iii) wenn alle Personen r; vor 7; bevorzugen und bei dieser Reihung bleiben, dann in der Grup-
penentscheidung bleibt r; vor r; vorgereiht, unabhéngig von Anderungen in der Einriehung
von anderen Optionen 7y, k # i, j.

(d) Bestimmen Sie strategisch geeignete Werte {agl)}.

(e) Bestimmen Sie, ob die Iterierten {rg)}fil immer einen Fixpunkt haben,

(f) und zwar welcher anhand des Ergebnisses der ersten Runde vorausgesagt werden kann oder
nicht.

Bei Simulationen und anféinglichen Uberlegungen nehmen Sie zur Vereinfachung an, dass M = 3 und
N = 2 gelten, damit das Wahlsystem veranschaulicher und leicht grafisch dargestellt wird.

o Losung
x Teil (a) Implementierung

O]

Mit der Strategie « ;. =2 wird das Wahlsystem mit dem folgenden Matlab Code simuliert.
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hl = figure(1); close(hl); hil = figure(l); 7 setup figure
set(hl,’Position’, [10 10 700 700]);

N = 2; % number of persons

M= 3; % number of options

K = 1000; % max number of iterations
tol = 1.0e-6; % termination criterion

al = 2; % weight on steps

w0 = rand(M,N); % true preferences

w0 = wOxdiag(l./sum(w0,1));

I = eye(M);

r0 = mean(w0,2); % true weighted choice

dr = sum((kron(rO,ones(1,M)) - I)."2,1);
is = find(min(dr) == dr);

r0s = I(:,is); % true choice
if (M==3) % plot if visualizable
plot3([1 0 0 1],[0 1 0 0],[0 O 1 0O],’k?)
pbaspect([1 1 11); view([1,1,1]); axis off;
hold on;
plot3([1 0],[0 0.5],[0 0.5],°k:’)
plot3([0 0.5],[1 0],[0 0.5],’k:?)
plot3([0 0.5],[0 0.51,[1 01,’k:’)
plot3(w0(1,:),w0(2,:),w0(3,:),
’Color’, [0,0,1], ’Marker’,’*’,’LineStyle’, ’none’)
plot3(r0(1),r0(2),r0(3),
’Color’,[0,0,1],’Marker’,’0’)
plot3(r0s(1),r0s(2),r0s(3),
’Color’,[0,0,1],’Marker’,’s’,’MarkerSize’,10)
drawnow;
end

% constraints: -w <= 0, 1’xw = 1

A = -eye(M); % Axw <= Db

b = zeros(M,1);

Aeq = ones(1,M); % Aeg*w = beq
beq = 1;

% perform this prior iteration to get the number of iterations
% used for the graphical representation below

rl = r0;
wl = wO0;
w2 = zeros(M,N);
for k=0:K
for i=1:N % update ith voter
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f = @(w) norm(w - wi(:,i) - al*x(wO(:,i) - r1));
w2(:,1i) = fmincon(f,w2(:,i),A,b,Aeq,beq);

end
r2 = mean(w2,2); % update group vote
if (norm(wil-w2) < tol)
break;
end
wl = w2;
rl = r2;
end
if (k == K)
input(’no convergence with current parameters! ’)
end
K = k;

% perform the iteration again just for the graphical representation

if (M == 3) % if visualizable
rl = r0;
wl = wO;
w2 = zeros(M,N);
for k=0:K
for i=1:N % update ith voter

f = @(w) norm(w - wi(:,i) - al*x(w0(:,i) - r1));
w2(:,1) = fmincon(f,w2(:,i),A,b,Aeq,beq);

end
r2 = mean(w2,2); % update group vote
for 1=1:N
plot3([w1l(1,1),w2(1,1)], w1(2,1),w2(2,1)], [w1(3,1),w2(3,1)],
’Color’, [k/K,1-k/K,0],’Marker’,’*’)
end

plot3([r1(1),r2(1)]1, [r1(2),r2(2)]1, [r1(3),r2(3)],
’Color’, [k/K,1-k/K,0],’Marker’,’0’)

plot3(r0(1),r0(2),r0(3),
’Color’,[0,0,1],’Marker’,’0’)

plot3(wO(1,:),w0(2,:),w0(3,:),
’Color’,[0,0,1],’Marker’,’*’,’LineStyle’, ’none’)

drawnow;

wl = w2;

rl = r2;
end
dr = sum((kron(r2,ones(1,M)) - I)."2,1);
is = find(min(dr) == dr);

r2s = I(:,is); % final choice
plot3(r2s(1),r2s(2),r2s(3),
’Color’,[1,0,0],’Marker’,’*’,’MarkerSize’,10)
hold off;
end
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«x Teil (b) Simplex Gleichseitig

Der obige Code ist fiir das Beispiel in diesem Abschnitt nicht verwendet worden, und das Beispiel hat
nur das Ziel, die Wirkung der Form des Simplex zu zeigen. Falls das Simplex nicht gleichseitig wére,
konnte z.B. die folgende Situation entstehen.

Das Format der Abbildungen ist Folgendes. Die blauen Sternchen sind die urspriinglichen verteilten
Wahlstimmen. Der blaue Kreis ist das verteilte Wahlergebnis der ersten Runde. Das grofle blaue
Quadrat ist das reine Wahlergebnis der ersten Runde. Mit den laufen die Runden
weiter, und mit den roten Stellen sind die Runden zu einem Gleichgewicht gekommen. Das grofie rote
Sternchen ist das endgiiltige reine Wahlergebnis.

Im obigen Beispiel bevorzugen 2 Personen den obigen Eckpunkt nicht, sondern einen Eckpunkt unten
links bzw. unten rechts. Im der Runden versuchen die Wéhler, das verteilte Wahlergebnis gegen
den gewliinschten Eckpunkt zu ziehen. Die verteilten Wahlergebnisse aber zum Mittelpunkt der
unteren Seite, und geeignet wére, wenn das reine Endergebnis im grofien roten Sternchen mit dem
urspriinglichen reinen Ergebnis unten links im groflen blauen Quadrat iibereinstimmen wiirde. Da
hier das Simplex nicht gleichseitig ist, liegt das rote Sternchen im oberen Eckpunkt am n#dhesten zum
Mittelpunkt der unteren Seite, und dieser wird nicht geeigneterweise das reine Endergebnis.

Zur Bequemlichkeit sei das (M — 1)-dimensionale Simplex in RM mit (r;); = &, i,j = 1,..., M,
eingebettet, wie im Matlab Code zu sehen ist.

« Teil (c) Satz von Arrow

Der obige Algorithmus ist fiir die Beispiele in diesem Abschnitt nicht verwendet worden, und die
eigene Utilitdten der Wahler werden nur mit dem Ziel kiinstlich bestimmt, Aspekte der Bedingungen
des Arrow Satzes bildlich darzustellen. Die Bedingungen werden beziiglich dieser Beispiele mit nur
zwei Wahlern diskutiert, aber die Ergebnisse sind analog fiir eine hohere Anzahl von Wihlern. In
allen Beispielen fangen zwei Wahler mit den selben urspriinglichen Préferenzen an, aber im der
Runden laufen sie gegen die Eckpunkte, wie in den Abbildungen zu sehen ist. Die Priferenzen sind
so, dass die beiden Wéahler untere Eckpunkte vor dem oberen Eckpunkt bevorzugen. Der Schluss ist,
dass dieses Wahlsystem die Bedingungen vom Satz von Arrow erfiillen, aber aus dem folgenden Grund
wird der Satz nicht widersprochen. Laut dem Satz von Arrow gibt es anhand von Rangordnungen der
Waihler keine Gruppenentscheidung, die die drei Bedingungen erfiillen kann. Bei dem hier untersuchten
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Wahlsystem wird mit einer Verteilung von Préaferenzen mehr Information abgegeben.

B .
- e T
[ e * %‘

Bedingung (i)

Man betrachtet hier nur die blauen Markierungen. Das verteilte Wahlergebnis ist der blaue Kreis,
der von den beiden Wihlern bestimmt wird. Der Kreis liegt hier ndher zum Eckpunkt unten links,
aber wenn der blaue Sternchen unten rechts weiter nach rechts liegen sollte, wiirde der blaue Kreis
néher zum Eckpunkt unten rechts liegen. Wenn die beiden Wihler ihre jeweiligen Préferenzen in den
gegeniiberliegenden unteren Eckpunten auswihlen wiirden, gidbe es eine Kollisionsregel, um entweder
den Eckpunkt links oder den Eckpunkt rechts auszuwéhlen. Klar wird das Wahlergebnis nicht nur von
einem Wihler bestimmt.
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Bedingung (ii)

Man betrachtet hier wieder nur die blauen Markierungen. Mit den blauen Sternchen bevorzugen die
beiden Wihler den Eckpunkt unten links vor dem oberen Eckpunkt. Dies erkennt man dadurch, dass
die beiden Sternchen in einem Teildreieck S C Sy liegen, das das Simplex halbiert und den oberen
Eckpunkt ausschliefit. Das verteilte Wahlergebnis ist der blaue Kreis, der ebenfalls den Eckpunkt
unten links vor dem oberen Eckpunkt bevorzugt. Diese Eigenschaft ergibt sich, weil S konvex ist. Klar
bleiben solche paarweise Préferenzen in der Gruppenentscheidung erhalten.

Bedingung (iii)

Hier werden alle Markierungen betrachtet. Fiir einen beliebigen unteren Eckpunkt r;, entweder i = 1
oder i = 2, bevorzugen die beiden Wahler r; vor dem oberen Eckpunkt rs3, egal welche Ziige in
die Richtung des verbliebenen unteren Eckpunktes r;, j # ¢,3, unternommen werden. Klar bleiben
solche paarweise Priiferenzen in der Gruppenentscheidung erhalten, unabhiingig von Anderungen in
der Einreihung von anderen Eckpunkten.

« Teil (d) Strategischen Schritt

Der obige Code ist fiir die Beispiele in diesem Abschnitt nicht verwendet worden, und die Beispiele
haben nur das Ziel, die Auswahl an a§l) grafisch abzubilden. Angenommen weify kein Wihler, genau
wie viele andere Wéhler es tatséchlich gibt, aber von auflen werden hier nur zwei Wihler betrachtet.

Der Wert ay) = 2 entspricht der Strategie, die in der folgenden Abbildung gezeigt wird.

Hier formuliert man ein Modell der Wirkung aller anderen Wahler, das anhand der eigenen Wahl-
stimme zu dem beganntgegebenen verteilten Wahlergebnis fithren wiirde. Beispielsweise wird von der

60



(1)

Perspektive des Wahlers mit dem linken blauen Sternchen w;’ = w7 betrachtet. Am Ende der ersten
Runde wird der blaue Kreis bekannt gegeben. Egal wie viele Wahler es gegeben hat, ist der Kreis der
Mittelpunkt zwischen den zwei blauen Sternchen, als ob es nur zwei Wéhler gegeben hétte. Wenn das

(1)

rechte blaue Sternchen w,’ = wj stehen bleibt, dann soll der betrachtete Wahler in der néchsten

Runde das linke (dunkel) griine Sternchen w[f) auswéhlen, damit der Wunsch, d.h. das linke blaue

(1)

Sternchen w7, der Mittelpunkt zwischen w,’ und w|” ist. Ebenfalls ist der linke (dunkel) griine

Sternchen w'” der Mittelpunkt zwischen w'” und dem linken (hell) roten Sternchen w'¥. Diese Fol-
| 2 1
O]

ge entspricht der Auswahl ;" = 2. Der Parameter o kann aber kleiner ausgewihlt werden, um die
Dynamik zu bremsen, sogar einen Differentialprozess zu erzeugen.

« Teil (d) Stabilen Fixpunkt

Die Wahl-Strategie des letzten Abschnitts ist im obigen Matlab Code implementiert worden, und der
Code ist fiir alle Beispiele in diesem und im néchsten Abschnitt verwendet worden. Keine zufillig
ausgewéhlten Anfangswerte sind gefunden worden, bei denen die Iterierten nicht konvergieren. Diese
Beobachtung ist natiirlich kein Beweis der allgemeinen Existenz eines eindeutig bestimmten Fixpunk-
tes.

In den zwei néchsten Beispielen sind ganz viele Iterationen notwendig, damit die Folge konvergiert. In
der linken Grafik wahlen zwei Personen, und in der rechten Grafik wéahlen drei Personen.
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« Teil (e) Voraussagbar

In den néchsten zwei Beispielen sieht man, dass das verteilte Ergebnis der ersten Runde nicht voraus-
sagen kann, was das Endergebnis sein wird. Im ersten Fall liegt der anféingliche blaue Kreis ndher zum
oberen Eckpunkt, obwohl der endgiiltige rote Kreis nicht, und das Endergebnis liegt unten.

Im zweiten Fall liegt der anféngliche blaue Kreis ndher zum oberen Eckpunkt, und der endgiiltige rote
Kreis auch, also ist das Endergebnis oben. In den beiden Fillen stellt das Endergebnis die Wiinsche
der Wahler gerecht dar, da im ersten Fall der obere Kreis nicht bevorzugt war, und im zweiten Fall
schon.

e Beispiel 6: Gleichgewicht - Priifungssystem

o Aufgabe

Um einen Kurs positiv abzuschlieen miissen die Teilnehmer eine Priifung mit multiple response Fragen
bestehen. Dafiir gibt es fiir jede Frage vier Antwortmoglichkeiten, wobei mindestens eine richtig ist
und mindestens eine falsch ist. Alle richtigen Antworten werden gleich positiv gewichtet und alle
falschen Antworten gleich negativ. Die Summe der positiven Gewichte ist +1, und die Summe der
negativen Gewichte ist —1. Der Kurs wird positiv abgeschlofien, wenn die durchschnittliche Leistung
bei mindestens 0.5 liegt. Die Teilnehmer iiberlegen eine optimale Strategie der Priifungskunst, und
der Kursleiter iiberlegt eine optimale Strategie, die eine Motivation zum Lernen anbietet. Bestimmen
Sie die besten jeweiligen Strategien.
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o Losung

Unter der Bedingung, dass es mindestens eine richtige Antwort und mindestens eine falsche Antwort
gibt, gibt es 14 verschiedene Moglichkeiten fiir die Positionen von richtigen bzw. falschen Antworten:

4

ar: 4 = ( 1 ) Folgen mit genau einer richtigen Antwort an einer der vier Stellen
4

as: 6 = ( 9 ) Folgen mit genau zwei richtigen Antworten an zwei der vier Stellen
4

az: 4 = < 3 > Folgen mit genau drei richtigen Antworten an drei der vier Stellen.

Seien alle Moglichkeiten gleich wahrscheinlich. Diese 3 Kategorien entsprechen auch den moglichen
Strategien des Kursleiters, die auch mit «; bezeichnet werden. Sei L eine Zufallsvariable fiir seine
ausgewéhlte Strategie. Da alle Moglichkeiten gleich wahrscheinlich sind, folgen

P(L=a;)=4/14, P(L=a3)=6/14, P(L=a3)=4/14.
Die verfiigharen Strategien fiir einen Teilnehmer werden bezeichnet mit
0; = genau ¢ Antwortmoglichkeiten auswéahlen, ¢=1,2,3.
Die Gewichtungen der Antwortmoglichkeiten fiir die Kursleiter-Strategien «;, 7 = 1, 2, 3, sind

aq @ +1 fir die richtige Antwort, —1/3 fiir die falschen Antworten,
ag @ +1/2 fiir die richtigen Antworten, —1/2 fiir die falschen Antworten,
ag : +1/3 fiir die richtigen Antworten, —1 fiir die falsche Antwort.

Erwartungswerte fiir die zufillige Leistung eines Teilnehmers mit der Strategie o;, ¢ = 1, 2,3, werden
bestimmt. Es werden aber verschiedene Vorbereitungsstufen betrachtet. Sei X; eine Zufallsvariable fiir
einen Teilnehmer mit der Priifungsstrategie ;, der sich nicht vorbereitet hat. Sei Y; eine Zufallsvariable
fiir einen Teilnehmer mit der Priifungsstrategie o;, der ausreichend gelernt hat, um entweder genau eine
richtige oder genau eine falsche Antwort zuverlissig bestimmen zu konnen, je nachdem was zu einer
besseren Leistung fiithrt. Sei Z; eine Zufallsvariable fiir einen Teilnehmer mit der Priifungsstrategie
0;, der ausreichend gelernt hat, um genau eine richtige und genau eine falsche Antwort zuverlissig
bestimmen zu konnen.

Die Méglichkeiten fiir Y;, 7 = 1,2, 3, mit L = «;, j = 1, 2,3, werden in den folglenden Tabellen explizit

aufgelistet. Ein bedeutet, dass der Teilnehmer diese Antwortmoglichkeit als richtig erkennen
kann. Ein bedeutet, dass der Teilnehmer diese Antwortmdoglichkeit als falsch erkennen kann.
Eine Zeile mit bedeutet, diese wire eine mogliche Reaktion des Teilnehmers. Eine Zeile mit

roten x bedeutet, diese wire keine mogliche Reaktion des Teilnehmers.

L=o L=a L=as3
R |® V]| ® Vv ®
* ES *
ES * ES
k * *
Pyi=1)=1 Pyi=1)=1 PYi=13)=1
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L=qao L=a3
IR VIiV]e V|V
* % k %
* *
* k * * * *
* * * * * *
P(Y,=2)=1 P(Y, =0) =2 PY,=3)=1
P(Y,=1)=3
L:a1 L:Oég L:Oé3
VIieole® NARVARE V|V
* * k * * * * * *
* * k * * * * k
* * * * * * * * *
P(Ys=+3) =1 P(Ys=3)=1 P(Y3=1)=1

Die Erwartungswerte fiir die Zufallsvariablen Y;, i = 1,2, 3, werden durch die Bayesche Regel gegeben:

EYi)) = Y y-P(MVi=y|L=a) P(L=a)
ye{+1} 1, y=+1 4/14

+ Y y-PMVi=y|L=as) P(L=a)
ye{+35} 1y=+1 6/14

+ Y y-PMi=yl|L=a)-P(L=ay)
ye{+3} 1, y=t1 4/14

= 25/42 ~ 0.60

E(Y?) = > y PYa=y|L=a1) -P(L=cn)
ye{+3} 1, y=+2 4/14
+ D) Yy PYa=y|L=a) P(L=ay)
y€{0,+1} 2 y=0; 1, y=+1 6/14
+ Y y-PYe=y|L=as) P(L=as)
ye{+3} 1, y=+2 414
= 922/42 ~ 052
E(Ys) = Y y-P(Ya=y|L=a) -P(L=a)
ye{+3} 1, y=+1 4/14
+ Z y-PYs=y|L=a3) P(L=ay)
ye{+3} 1, y=+1 6/14
+ Y y-P(YVs=y|L=as) P(L=as)
ye{+1} 1, y=+1 4/14

— 25/42 ~ 0.60
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Mit dem selben Format wie oben werden die Méglichkeiten fiir Z;, ¢ = 1,2,3, mit L = o5, j = 1,2, 3,
in den folglenden Tabellen explizit aufgelistet.

L=o L=as L=a3
® ] ® V] ® v
* * *
* X k
k B S >k
P(Zi=1)=1 P(Zy=+3)=1 P(Zy=+3)=1
L=o L=oas L=a3
Q| ® V| ® Vv
* * * * * *
% * * *
* * * * *x *x
* % * %
P(Zy=+2)=1 P(Zy=0)=1 P(Zy=+2%)=1
P(Zy=1)=3
® | ® V] ® v
% * k * * * * % *
* * * * * * * * *
* * * * * * * * *
P(Zy=+3)=1 P(Z3=+3)=1 P(Zy=1)=1

Die Erwartungswerte fiir die Zufallsvariablen Z;, ¢ = 1,2, 3, sind durch die Bayesche Regel gegeben:

E(Z) = Y, 2 P(Zi=z|L=a)-P(L=a)
ze{+1} 1, oet1 41

+ > 2 P(Zi=z|L=0y) P(L=ay)
z6{+%} 1, z:—i—% 6%4

+ > 2-P(Zi=z|L=a3) P(L=as)
ze{+§} 1, z:—l—% 4/14

= 25/42 ~ 0.60
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E(Zy) = Y zP(Zy=z2|L=0a)-P(L=a)

ze{+3} 1, 2=t 2 4/14

+ Z 2-P(Zy=2|L=ay) P(L=as)
z€{0,+1} 1 2=0; L, 2=41 67;4

+ > 2-P(Zy=z|L=a3) P(L=as)
ze{+%} 1, 2=+2 4754

= 25/42 ~ 0.60

E(Zs) = Y, z2-P(Zs=z|L=0) -P(L=ax)
ze{+3} 1, Z:Jr% 4/14

+ > 2-P(Zz=z|L=0y) P(L=ay)
ze{+3} 1, 2=+1 6/14

+ > 2 P(Z3=z|L=as) P(L=as)
ze{+1} 1, 2=+1 4/14

= 25/42 ~ 0.60

Ahnliche Rechungen zeigen,
E(X;) =E(Xy) =E(X3) =0.
Anhand der Ergebnisse
E(Y1) = 0.60 = E(Y3)

kann eine Mischung der Kursleiter-Strategien «;, ¢ = 1, 2, 3, ausgenutzt werden, und daher ist es fiir
den Kursleiter ratsam, eine reine Strategie zu iiberlegen.

Fiir Y;, i = 1,2, 3, ergeben sich die folgenden Erwartungswerte, wenn es genau eine richtige Antwort
geben sollte,

EVi|L=o1) = > y-PMi=y|L=o)-PL=0ay)=1
ye{+1} 1, y=+1 1

E(Ya|L=a1) = Y y-PVa=y|L=a1)-P(L=a1)=2/3
ye{2} 1, y=1t2 1

EYs|L=a1) = Y y-PVs=y|L=o1) P(L=01)=1/3
ye{—3} 1 y=—1

oder genau zwei richtige Antworten,

EVi|L=ay) = Y y-PMVi=y|L=o0) P(L=oy)=1/2
y€{+%} 1, y:—i—% 1

E(Yo|L=as) = > y-PMo=y|L=ay) P(L=ay)=1/3
yel0+L) z y:0;v§, y=+1 1

E(Ys | L=ag) = > Yy PYs=y|L=ay) P(L=ay)=1/2
N 1
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oder schliellich genau drei richtige Antworten,

EYi|L=a3) = Y y-PMi=y|L=o3) P(L=as)=1/3
ye{+3} 1 y=t1

EY2 [ L=qa3) = Z y-PYa=y|L=aqa3) P(L=a3)=2/3
A N

EYs|L=as) = > y-PVa=y|L=as) P(L=as)=1
vel+s+1} 3, Y="+3%; 5, y=+1

Fir Z;, i = 1,2, 3, ergeben sich die folgenden Erwartungswerte, wenn es genau eine richtige Antwort
geben sollte,

E(Zi|L=a1) = Y 2-P(Zi=z|L=on)-P(L=0ay)=1
ze{+1} 1, =41 1
E(Zy | L=a1) = > z-P(Zy=z|L=0a1)-P(L=c)=2/3
Ze{%} 1, 22% 1
E(Zs|L=o) = Y 2-P(Zs=z|L=a1)-P(L=0;)=1/3
ZG{‘F%} 1, Z=+%
oder genau zwei richtige Antworten,
E(Zi | L=as) = Y 2 P(Zi=z|L=a) P(L=03)=1/2
zE{-i—%} 1 2:+% ~~
E(Zy | L=as) = > 2-P(Zy=2|L=ay) P(L=ay)=1/2
{041} 1oe=0; 1 2=11 1
E(Zs | L=as) = Y 2 P(Zz=z|L=a) P(L=03)=1/2
ze{+1} 1, o=+1 1
oder schliellich genau drei richtige Antworten,
E(Zi|L=a3) = Y 2-P(Zi=z|L=a3)-P(L=a3)=1/3
z€{+%} 1, z=+% 1
E(Zy | L=as) = Y 2z P(Za=z|L=a3s) P(L=a3)=2/3
ze{+2} 1, 7=+2
E(Zs|L=as) = Y 2-P(Zz3=z|L=oa3)-P(L=a3)=1.
z€{+1} 1, 2=+1 1
Anhand der Ergebnisse
IE(Y1|L:a1):1, E(Zl\L:al):l,
E(Ys | L=a1)=2/3, E(Z |L=a))=2/3,
E(YQ ’ L= (){3) = 2/3, E(ZQ ‘ L= 043) = 2/3,
E(}%|L:a3):1, E(Zg‘L:Oég):l,
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konnen die reinen Kursleiter-Strategien a; oder as ausgenutzt werden, und daher ist Strategie o fiir
den Kursleiter ratsam. Anhand der Ergebnisse

E(Yl ’L:ag):1/2, E(Zl ‘L:OQ):l/Q,
E(Ya | L=cas)=1/3, E(Zy | L=a)=1/2,
EYs | L=ag)=1/2, E(Z3|L=ag)=1/2,

ist es fiir einen Teilnehmer ratsam, entweder eine oder drei Antwortmoglichkeiten auszuwéihlen, aufler
absolut Sicherheit dafiir herrscht, welche 2 Antwortmoglichkeiten richtig sind. So kénnen die Paaren
(g, 01) und (aw, o3) als Gleichgewichte im Spiel gesehen werden.
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