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1 Aufgabenstellung

Unsere Aufgabe war es, ein Modell einer FuBbodenheizung aufzustellen. Selbst-
gestelltes Ziel des Modells ist dabei, eine moglichst optimale Verlegung der
Rohre zum Erreichen einer angenehmen, gleichméfligen Temperatur in einem
kleinen, einfachen Raum wie etwa einem Bade- oder Wohnzimmer nach einer
bestimmten oder nach quasi unendlicher Zeit.



2 Modellierung

2.1 Raum

Nach Abwégung des Aufwands gegen die Vor- und Nachteile haben wir uns
fiir folgendes Modell entschieden:

Die Warmeleitung im Boden wird durch eine zweidimensionale numeri-
sche Losung der Warmeleitgleichung gendhert. Da Isoliermaterial unter den
Rohren und die Luft im Raum {iber den Rohren das Modell (unnétig) verkom-
plizieren und der Warmeverlust in diese dritte Dimension iiber der gesamten
Bodenfliche néherungsweise proportional zur Bodentemperatur sein diirfte,
ist im Modell ein konstanter Abgabefaktor eingebaut, der aus empirischen
Daten ermittelt werden kann.

Von Interesse ist somit hauptséchlich die Diffusion der Temperatur im
Boden selbst. Wir gehen von einem homogenen Baumaterial mit einem tem-
peraturunabhéngigen Wirmeleitkoeffizienten aus. Das diirfte bei den gerin-
gen Temperaturschwankungen in unserem Modellgebiet und einem normalen
Zimmerboden auch anndhernd gegeben sein.

Die physikalischen Grenzen des Modells sind also die folgenden:

Temperatur: Sie bewegt sich stets zwischen einem 75,5, (Temperatur wenn der Raum
ausgekiihlt ist) und 7)., (hochstwahrscheinlich die Temperatur der
Heizfliissigkeit)

Dass die Temperatur nie aus diesen Grenzen ausbrechen kann oder
darf, geht aus der Natur des Problems hervor: Warme kann sich nicht
kumulieren sondern blofl verschmieren.

Raum: Wir gehen von einem beschrankten Raum von axb Quadratmetern aus.
Der Raum hat Wéande mit gleicher Warmeleitfahigkeit wie der Boden
und konstanter Temperatur als Grenzen.

Zeit: Beginnend bei einer Zeit t, = 0 lauft die Zeitachse ausschliellich vorwéarts
bis zu einem ty;, oder ¢t = oo.

Fiir das gesamte Projekt wurden (auch in der Programmierung) ausschlief3-
lich SI-Einheiten verwendet. Lediglich die Temperatur lédsst auch eine Ein-
gabe in Celsius zu, da es sich hier um die selbe Skalierung handelt und das
Programm nur mit Differenzen arbeitet.



2.2 Wirmeleitung

VI(t) = kAT(Z) (1)

Dies ist die allgemeine Warmeleitgleichung fiir nicht stationére Probleme mit
dem (konstanten) Wirmeleitkoeffizienten x. Es handelt sich dabei um eine
typische parabolische Differentialgleichung, die Randbedingungen und eine
Anfangstemperaturverteilung zum Zeitpunkt T benttigt.

Die stationére Version davon ist die Laplace-Gleichung:

AT(Z) =0 (2)

Diese Gleichung ist elliptisch und kommt somit ohne Anfangswerte aus und
bendtigt lediglich Randbedingungen.

Wir haben ldanger diskutiert welche der beiden Gleichungen wir diskre-
tisieren wollen, da einerseits die stationédre Losung einfacher zu berechnen
wére, andererseits allerdings niemand gerne unendlich lange wartet bis sein
Bad geheizt ist.

Da die Warmeverteilung nach beispielsweise 10 Minuten sich jedoch noch
von der stationdren Losung unterscheidet, ist unsere Entscheidung schlus-
sendlich auf die allgemeine Warmeleitgleichung (1) gefallen. Wir benétigen
fiir unsere Zwecke die 2D-Version (mit leichten Modifikationen).

2.3 Rohre

Wir wollen die optimale Verlegung der Rohre im Boden erreichen, doch eine
analytische Losung steht uns hierfiir nicht zur Verfiigung.

Also arbeiten wir mit einem “Trial & Error” - Verfahren, was in solchen
Féllen durchaus iiblich ist. Wir berechnen per Zufall aus einer Startkon-
figuration eine neue, aus dieser wieder eine neue und so weiter. Bei jeder
errechneten Konfiguration iiberpriifen wir, ob sie uns einer besseren Losung
ndher bringt und so tasten wir uns langsam an eine (fast) optimale Losung
heran.



3 Diskretisierung

Fiir die Losung der Wiarmeleitgleichung wird in der Praxis iiblicherweise die
Finite-Elemente-Methode eingesetzt. Da wir es hier aber mit einem homo-
genen, rechteckigen Modellgebiet zu tun haben, reicht fiir unsere Zwecke die
(viel einfachere) Finite-Differenzen-Methode vollsténdig aus. Hier haben wir
auch zwei verschiedene Ansétze ausprobiert:

3.1 erster Ansatz: explizites Euler-Verfahren

Der einfachst mogliche und damit erste Ansatz ist die Diskretisierung mittels
explizitem Euler-Verfahren. Die erste Ableitung nach der Zeit wird dabei
durch den Differenzenquotienten und die zweite Ableitung im Raum durch
den zentralen doppelten Differenzenquotienten ersetzt. In der expliziten Form
zieht man dafiir die Werte aus dem vorangehenden Zeitschritt heran.
Die ausfiihrliche Schreibweise der 2D-Wérmeleitgleichung (1) lautet:
2 2
G0 = 5T + 5T Q

Explizit diskretisiert sieht diese Formel dann so aus:

At (Ax)?
(Ay)

Man hat sich das ganze dann so vorzustellen: Das Modellgebiet wird raumlich
in ein diskretes Gitter 1 unterteilt, dem eine Anfangstemperatur zugewiesen
wird. Die Zeit wird in Form einzelner Zeitschritte diskretisiert, die jeder einem
Iterationsschritt im Euler-Verfahren entsprechen.

Da in unserem Modell aber nicht nur Warmeleitung sondern auch Kon-
vektion auftritt, muss man Gleichung (4) noch um einen Term erweitern, der
die Konvektionsgeschwindigkeit einbringt:

Tetlbey TlyEly)

(4) 4 v+ == Vi (5)

Man bemerke: Da man hier nicht die zweite sondern die erste Ableitung
im Raum diskretisiert, ist die Formel nicht symmetrisch. Es kommt daher
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Abbildung 1: Diskretisierter Raum mit Beispielrohren (rot)

sozusagen darauf an, ob man “aus der richtigen Richtung® diskretisiert, da es
sonst insbesondere beim expliziten Euler-Verfahren schnell zu unerwiinschten
Ostzillationen kommen kann. Das 4 deutet an, dass hier eigentlich vier Terme
hingehoren, von denen in unserem Modell mindestens drei jedoch null sind
(Das Wasser kann nur aus einer Richtung nachflieen).

Diese Form fiihrt auf eine einfache Funktion 7,1 = F(7},) bzw.

— —
Toir = AxT, (6)

Der Vektor ﬁ ist dabei ein Vektor aller einzelnen Pixel in die der Raum
unterteilt worden ist. Die A ist fiir das einfache Modellgebiet schnell aufge-
stellt. Es handelt sich um eine diinnbesetzte Diagonalenmatrix. Das leuchtet
unmittelbar ein, wenn man bedenkt, dass jedes Pixel nur von seinen (vier)
Nachbarpixeln beeinflusst wird.



Wir haben fiir unser Modell Az = Ay gewéhlt.

d r U 0
[l d r
A d r U (7)
0 d r
0 0 [ d

mit

d=1—-(r+l+o+u)
At At
T—R*W—i—vnm*ﬂ
l,u,0 analog mit dem entsprechenden v, ;

r,l,u, o0 sind hier die Koeffizienten die das Pixel mit seinem rechten, lin-
ken, unteren und oberen Nachbarn verbinden. Sie sind alle gleich bis auf
den Konvektionsterm der in jeder Zeile nur maximal einmal vorkommt. Im
wesentlichen ist also

t
d=1—4%k+x —— — Konvektionsterm 8
VSE (8)
Diese Matrix-Vektor-Mulitplikation (??) berechnet man nun mehrmals
um bis zum gewiinschten Zeitpunkt hinzuiterieren. Sofort stellt sich natiirlich
die Frage nach der Gréfle der Zeitschritte und hier kommen Konsistenz und
Stabilitdt ins Spiel.

Konsistenz

Gegeben sei ein kontiniuierliches Problem und die exakte Losung u(t) sowie
die numerische Losung uy,(t) zu einer Schrittweite h > 0. Das Verfahren heifit
konsistent, falls es eine Funktion o(h) mit }Lir% o(h) = 0 gibt, sodass fiir den

lokalen Fehler gilt:

lu(tn) — un(tn)|| < o(h) Vt, =nx*h 9)



Es besitzt eine Konsistenzordnung p € N falls o(h) = O(h?) Das bedeu-
tet, dass man zu jedem Zeitpunkt eine Fehlerbeschriankung in Abhéngigkeit
der gewéhlten Schrittweite hat und dieser Fehler gegen Null geht wenn die
Schrittweite gegen Null geht.

Fiir das explizite Euler-Verfahren ist die Konsistenzordnung schnell ge-
zeigt. Fiir die Zeitableitung wird der einfache Differenzenquotient (4) ver-
wendet:

L [+ A0 - f()

OEEC (10)
Taylorentwicklung;:
f(t+ At) —f(lf)—|—f/(zf)>x<At—|—%(At)2 (11)
woraus folgt
oty = EHED 2O _ oy S 2 28 (12)
17/60) - Faatoll = LAY — oy (13)

Diese Implementierung hat also die Konsistenzordnung P = 1!

Stabilitat

Ein Verfahren heifit stabil, wenn es gegeniiber kleinen Stérungen der Daten
unempfindlich ist. Insbesondere bedeutet dies, dass sich Rundungsfehler nicht
zu stark auf die Berechnungen auswirken.

Wir iiberpriifen das explizite Euler-Verfahren auf A-Stabilitdt und wen-
den folgende Testgleichung an:

Yy =Axy (14)
mit
y(0) =1 (15)



= (1+Atx N« Ty = (1 4+ At x \)F

Das Verfahren ist also fiir At A innerhalb eines Kreises mit Radius 1 um
den Mittelpunkt -1 in der komplexen Zahlenebene stabil, folglich also nicht
A-stabil (Das wire es, wenn es fiir ganz C~ stabil wére).

Die Schlussfolgerung daraus: Man kann fiir das explizite Euler-Verfahren
keine beliebig grofie (Zeit-)Schrittweite wéhlen. In unserem Fall darf d aus
(??) auf keinen Fall negativ, im Idealfall nicht kleiner als ; werden (Dann
ist die Matrix A (7) noch diagonaldominant). Im weiteren Sinne hat das die
Bedeutung, dass ein Eintrag sich in einem Zeitschritt nicht um mehr &ndern
darf als er selber ist, bzw. idealerweise nicht um mehr als die Halfte. Fiir
d € (0;0,5] konnen leichte Oszillationen auftreten, die aber moglicherweise
das Ergebnis fiir ¢ — oo nicht beeintrédchtigen, fiir d < 0 allerdings oszilliert
das System iiber alle Grenzen.

3.2 Implizites Euler-Verfahren

Die Instabilitét bei groflen Zeitschritten ist natiirlich mehr als stérend, da das
verwendete Verfahren zur Rohrverlegung eine grole Anzahl von Simulationen
braucht und diese deshalb keinen allzu groflen Aufwand haben sollten. Wir
suchen deshalb nach einem A-stabilen Verfahren.

Man vergleiche die untenstehende Gleichung (19) fiir das implizite Euler-
Verfahren mit der fiir das explizite Euler-Verfahren (4). Im Gegensatz zu
letzterer zieht dieses Verfahren nicht die letzte bekannte Konfiguration heran
sondern es ist nach dem Prinzip

Tiir — T,
T'(t) ~ % — k% f(Tisr) (18)
t
in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem zu losen.
Ziemlich analog zu (4) ergibt sich mit Az = Ay und inklusive Konvekti-
onsterm:



Tn+1 — Tn K

At = (AJZ)Q * (Tn+1(‘r + AZ‘, y) + Tn+1('r7 Y + AI) — 4% Tn-l—l('ra y>+
(19)
Tn+1(x - ASL’, y) + Tn+1(‘r7 Yy — Al’)) + X;j) * (jﬁn+1('r + A(l}, Yy + Ay))
Statt (6) schreiben wir jetzt also das Gleichungssystem
— —
A % Tn+1 = Tn (20)

Dieses Verfahren hat ebenfalls Konsistenzordnung P = 1. (siehe (13))
Hier fithrt die Stabilitdtsberechnung allerdings auf

Tk+1 = Tk — At x )\ * Tk+1 (21)
Tk = <1+At*)\)*Tk+1
To= 1+ A+ X)) 5Ty=(1+Atx\)F (22)

Man erkennt deutlich, dass das Verfahren A-Stabil ist, da die d&nderung
der numerische Losung unabhéngig von der Wahl der Zeitschrittweite gegen
Null konvergiert.

Das bringt uns jetzt den Vorteil, beliebig grofie Zeitschritte wiahlen zu
konnen. Das beeintréichtigt zwar die Genauigkeit der Simulation, Versuche
haben aber gezeigt, dass mit drei groflen Zeitschritten die selbe Rohrkonfigu-
ration herauskommt wie mit fiinfzig - die Genauigkeit ist (innerhalb gewisser
Grenzen) also relativ irrelevant fiir das Ergebnis.

Die Matrix A fiir das Gleichungssystem hat hier die gleiche Form wie bei
(6), jedoch andere Eintrige fiir die Diagonalen (vergleiche: (7), man beachte
das negative Vorzeichen):

d=1—-(r+l+o+u) (23)
At § At
(Ba)2 "™ Ax

r=—Kx%

l,u,0 analog mit dem entsprechenden v, ;



4 Der Algorithmus

Der Algorithmus der die verschiedenen Rohr-Konfigurationen aufbaut, ver-
steht sich als Monte-Carlo-Methode. Es werden mit unterschiedlichen Wahr-
scheinlichkeiten verschiedene Anderungen an der vorhergehenden Konfigura-
tion vorgenommen.

4.1 Anfangskonfiguration

Als Start-Konfiguration wéahlten wir zuerst einfach Rohre die direkt an der
Wand entlang den ganzen Raum umschlossen, wie in Abbildung 1 zu sehen.
Es stellte sich jedoch als vorteilhafter heraus, die Rohre einige Zentimeter
weiter im Rauminneren anzusiedeln, da der Algorithmus dazu tendiert, die
Rohre auf Dauer weiter nach innen zu verlegen. So ersparen wir uns einige
[terationsschritte.

4.2 Restriktionen

Im Prinzip besitzt der Algorithmus nur einen gewissen Satz an Anderungen
denen er das Gitter unterziehen kann. Diese sind iiber eine Zufallszahl mit
Wahrscheinlichkeiten versehen, die bestimmen wie héufig sie auftreten sollen.
Zusétzlich haben wir eine Maximale Rohrldnge implementiert die von der
Gittergrofle abhéngig ist. Ist die maximale Léange erreicht koennen nur mehr
Operationen die das Rohrnetz verkiirzen oder die Lénge unverdndert lassen
ausgefuehrt werden, bis die Lénge wieder unter ihren Maximalwert gefallen
ist.

4.3 Qualitit der Wirmeverteilung

Ist eine neue Konfiguration berechnet, muss bestimmt werden ob sie Vor-
teile gegeniiber der alten hat. Dafiir wird die Qualitdt der Wéarmevertei-
lung im Raum berechnet. Um diese Qualitdt zu berechnen wird zuerst jeder
Punkt im Simulationsraum nach Bedeutung gewichtet. Da die Temperatur in
Wandnéahe normalerweise weniger wichtig ist als die in der Mitte des Raums,
implementierten wir diese Gewichtung mit 2 Sinusfunktionen (je eine hal-
be Periode zwischen 2 gegeniiberliegenden Wénden). Danach wird fiir jeden
Punkt das Quadrat der Differenz von einer gewiinschten Idealtemperatur
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berechnet und mit dem dazugehorigen Gewicht multipliziert. Kumuliert er-
geben diese Werte ein Mafl fuer die Qualitat der Temperaturverteilung im
Raum.

4.4 Iteration

Da dieser Wert nach Moglichkeit minimiert werden sollte, wird er bei jeder
neu errechneten Konfiguration mit dem gespeicherten Wert der vorherge-
henden Konfiguration verglichen und sollte er niedriger sein, wird sowohl
der neue Wert als auch die neu errechnete Konfiguration gespeichert. Da-
nach wird von dieser Konfiguration ausgegangen und so wird sich langsam
einem sehr guten Ergebnis genédhert. Da die Gefahr besteht in einem loka-
len Minimum “héngenzubleiben“, werden auch Konfigurationen mit einer
schlechteren Wéarmeverteilung als der vorhergehenden in Betracht gezogen.
Diese werden natiirlich nicht immer genommen, sondern nur mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit, die davon abhingt wieviel schlechter die gerade
errechnete Konfiguration ist.

Mit diesem Verfahren kann zwar keine ideale Losung berechnet werden
(oder nur mit sehr viel Gliick), aber man ndhert sich auf jeden Fall einer
sehr guten Losung fiir das Problem. Das Prinzip dieses Algorithmus’ haben
wir vom bekannten Metropolis-Algorithmus zur Simulation von Boltzmann-
Verteilungen iibernommen. Dieser ist zwar sehr einfach, das Prinzip konnten
wir aber zur Simulation unseres komplexeren Problems adaptieren.

5 Bunte Bilder

Nun wollen wir natiirlich auch ein Ergebnis présentieren:

5.1 Die Anfangskonfiguration

Die Verlegung der Rohre war schon in der ersten Abbildung 1 zu sehen. Von
diesem Punkt startet der Algorithmus.

Diese spezielle Anfangskonfiguration wurde gewéhlt, da der Algorithmus
in Vorversuchen bereits dazu geneigt hat, sich an den Rand des Raumes
anzulegen.
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5.2 Der Iterationsprozess

Hier sehen Sie einen Beispieliterationsprozess mit einer Gesamtdauer von
etwa 10 min:

Abbildung 2: Start (nach wenigen Iterationen, val > 300)
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Abbildung 3: Start (val = 90)
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Abbildung 4: val = 60
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Abbildung 5: val = 40
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Abbildung 6: val = 30
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Abbildung 7: val = 20, offenbar Endpunkt
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5.3 Entwicklungsschritte

Abbildung 8: Einer der ersten halbwegs erfolgreichen Laufversuche

Wie Sie sehen konnen, ist hier die Lange der einzelnen Rohrstiicke beileibe
zu klein gewahlt.
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Abbildung 9: zu geringe Warmeleitung eingestellt

6 Conclusio

6.1 Ergebnis

Aus den erhaltenen Ergebnissen lassen sich durchaus Parallelen zu den aktu-
ell verlegten Fulbodenheizungen ziehen. Unsere Ergebnisse haben natuerlich
einige krumme Stellen mehr, aber die prinzipiellen geometrischen Muster
sind annéhernd dieselben die man sich bei einer modernen Fu$bodenheizung
erwartet. Offenbar ist das Optimum in der Nihe einer Art Heizschlange er-
reicht. Wenn man es jetzt schafft, die Parameter wirklich realistisch an die
Umwelt anzupassen, kann man eventuell aus einigen Simulationsdurchléufen
schlussfolgern, wie eng diese gelegt werden muss um eine optimale Heizwir-
kung zu erzielen. (In unserem Modellraum aus der Iterationsserie entsprechen
offenbar drei Einstiielpungen dem Optimum.

6.2 Ausbaumdoglichkeiten

Das Modell ist allerdings noch ausbaufihig, wir mussten an einigen Parame-
tern schrauben um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten, da wir nur die Rohre,
nicht aber den darueber verlegten Fulboden und den Raum dariiber simulie-
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ren. Daher entsprechen die Parameter fiir die Warmeleitfachigkeit des Bodens
und den Warmeverlust an die Raumluft leider noch keinen realistischen Wer-
ten. Ein erster Ansatz fiir eine Erweiterung des Projekts wére daher auch das
Einbauen von zusétzlichen Schichten - und damit der vernachléssigten dritten
Dimension. Das erfordert natiirlich auch einen weitaus grofSeren Rechenauf-
wand. Dies wiederum konnte man kompensieren indem man die stationére
Losung der Warmeleitgleichung anstatt der allgemeinen Losung heranzieht
und/oder bessere Verfahren verwendet.
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