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1. EINLEITUNG

In unserem Projekt modellieren wir die Erwérmung eines Getriankes, das in
einen Kiihlschrank gestellt wird. Um diesen Sachverhalt zu modellieren, haben wir
drei verschiedene Modelle entwickelt. Zum letzen Modell haben wir Experimente
durchgefiihrt und die Messdaten mit unseren Berechnungen verglichen.

2. VARIANTE I

Wir modellieren den Abkiilungprozess mit Hilfe des Newton’schen Abkiilungsgesetzes.

Dieses lautet

drT

dt
dabei sei T' die momentane Temperatur im Bier, T}, die Temperatur der Kiihlschranksluft
(die Verpackung des Bieres wird ignoriert), T die Anfangstemperatur im Bier, und
k die Warmeleitfahigkeit. Weiters wurde bei diesem Modell die Kiihlschrankstemperatur
als konstant angesehen, was einem gegeniiber dem Biervolumen sehr grofien Luft-
volumen entspréche.

k(T —Tp),

1
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Auf diese Weise kann mit Trennung der Verénderlichen gearbeitet werden:
dt

o _kT-T
dt ( r)

T - Tt

1 —
p= Ly (T - T

k Ts — 1Ty,

Bei nun bekannter Trinktemperatur T'(¢) und den anderen Werten kann leicht
die Kiihlzeit fiir das Bier berechnet werden.

Dieses Modell wurde verworfen, da es sehr trivial ist und kaum einen aufwandigen
Modellierungsprozess enthélt.

3. VARIANTE II

Dieser Variante liegt die Warmeleitungsgleichung zu Grunde:

orT
peoy = V(kVT)
p ... Dichte
¢ ... spezifische Warmekapazitét
k ... Warmeleitfahigkeit

Wir nehmen die Bierflasche als Hohlkugel an, die sich in einem Raum mit kon-
stanter Temperatur befindet.

Anfangsbedingung:

Es werden folgende Bezeichnungen verwendet:
a ... Radius der Bierflasche

b ... Radius des Bieres

Ts ... Temperatur des Bieres zu Beginn
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ABBILDUNG 1. Bierkugel in Raum mit konstanter Temperatur

Ty, ... Temperatur der Luft (konstant)

Wir versuchen ein Polynom dritten Grades zu finden, das die Aulen- und Bier-
temperatur im Glas interpoliert, und kommen zu folgendem Ergebnis:

A

ABBILDUNG 2. Anfangsbedingung

2T, — Tp) 3(T, — Tp)

W(T—b) +W(T’—b)_ +Tg

Tg(T) =
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Somit ergibt sich die gesamte Anfangstemperatur zu

TB, r e [—b, b]
To(r) =< Tg(r), re€ (—a,—b)U(b,a)
1y, sonst

Nun 16sen wir die Differenzialgleichung mit einem Separationsansatz:

T(t, 7)) :=u(T)v(t)
pcau( gt)v(t) = V(kV(u(Z)v(t)))

"o T (@)
1) pczl(t) - _
= { ) Vw(ft)(? _ A konstant
u(T)
(1) = (1) = ~o(0)
=
= u(t) = en!
A —
(2) und k stiickweise konstant = h uLw) = -\
u(r)
— A
Au() = —Eu(x)

Nun driicken wir den Ortsvektor 7" in Kugelkoordinaten r, 9, ¢ aus:

AU(’I“, 19, 80) = —%U(’f’, 197 SO)

10 ( ,0u N 1 9 sim}‘au N 1 Q% )\u

- re—m - - - =

r2 or or r2sin 1 O 09 72 sin® 1) D2 k
Da unser Problem kugelsymmetrisch ist, hdgt 7" nicht von 9 und ¢ ab. Deshalb
vereinfacht sich die Gleichung folgendermafien:
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10 [ 20u) _ —A
r2 Or r@r _k:u

9 (00 _ =t
8rr6’7’ - ku

Durch eine Substitution z := \/zr erhalten wir:

k

9 oxd  [xo

ar  ordz \ kox

j\ﬁi Ez\ﬁ@ _
ror \ ' VEkaz) 0"

1 0?(zu)

x 02

u=>0

Eine weitere Substitution u =: s\(/? wird vorgenommen:

10*/zs s 10 1 ds\ s
0—;W+ﬁ—m(m“f >——

1 1_% +1_%88+1_%88+ %828 i _%
=—|—-2"2s4+-a02—+ - 2—+2zx r7285 =
T 4 2 or 2 ox 0x?
1 S5t %05 i _% 828 43 0
=——x 2542 2—+42x rT28 =
4 ox 0x?
1 10s 0%s 0%s 10s (l)2
_ - - - _ - - 1— 2 =0
4x28+x8x+8x2+8 8x2+x8m+< 2 s

= s(x) = J1 () = \/gsin(x),

wobei J 1 die %—te Besselfunktion erster Art ist. Damit erhalten wir als Loung fiir u:

A 1 A
uArE: J%TE;
ry/2

A sind dabei die Nullstellen der Besselfunktion und miissen so bestimmt werden,
dass die Randbedingungen unserer Differentialgleichung erfiillt werden. Die gesam-
te Losung ist dann eine Linearkombination:
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T(tr) = are wua(r),
A

wobei die Koeffizienten so gewihlt werden, dass die Anfangsbedingung erfiillt ist,
d.h.

T(0,7) =To(r) = axux(r).

Dieses Modell ist zwar nicht mehr so trivial wie die erste Variante, aber der Ansatz
ist sehr klassisch: Alles wird von Hand gerechnet und mit Hilfe spezieller Funk-
tionen gelost, numerische Methoden bleiben weitgehend ausgespart. Aus diesem
Grunde wurde auch dieser Ansatz verworfen.

4. VARIANTE III IN ZWEI DIMENSIONEN

Wieder ist das Grundprinzip dieser Variante die Warmeleitungsgleichung. Zunéchst
nehmen wir unseren Kiihlschrank sowie unsere Bierflasche quadratisch an. Der
Kiihlschrank wird durch eine N x N-Matrix modelliert.

ABBILDUNG 3. Zweidimensionaler Kiihlschrank. Bierfelder erschei-
nen in Orange, Glas in Hellblau, isolierte Wéande in Grau und die
gekiihlte Wand in Dunkelblau.

Anfangsbedingung:
Zu Beginn hat es in allen Feldern innerhalb des Kiihlschrankes 21 Grad Celsius.

Ti; =21 Vi,j=1,..,N

Randbedingungen:
1.) Wir nehmen eine perfekte Isolierung an. Folgende Randbedingungen gelten fiir
t,7=1,...,N:
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Int1j=Tny
Toj; =T

Ting1 = TN

2.) Eine Wand des Kiihlschrankes wird konstant auf 4°C' abgekiihlt:
To=Tio=4, t=1,..,N

Weitere Definitionen und Funktionen

Die verschiedenen Materialien in unserem Kiihlschrank haben natiirlich nicht alle
diesselbe Warmeleitfahigkeit, Dichte und spezifische drmekapazitdat. Um diese Tat-
sache zu modellieren, definieren wir zunéchst verschiedene Bereiche, wie etwa die
Menge des Bieres bzw. Menge der Glasflasche. Daraufhin definieren wir Funktionen
fiir die Verteilung der Warmeleitfahigkeit, Dichte und spezifische Warmekapazitét.

[ ... Kantenlénge des (quadratischen) Kiihlschrankes

Menge des Bieres

Wir definieren b als die Kantenléinge der Bierflasche. by gibt nun die Anzahl der
”Bierkéastchendn und wird, wenn sich das Bier in der Mitte des Kiihlschrankes
befindet, wie folgt berechnet:

o)

Damit konnen wir nun die Menge des Bieres B definieren:

N1 N1
B:{(i,j):i,je[ ; by, ; +bN]mz}

Menge der Glasflasche
Nun gibt g die Dicke der Bierflasche an und gy die Anzahl der ” Glaskéstchen”.

Also ergibt sich die Menge G der Bierflasche:

N N+1 N+1
G = {(Z,j):l,] € |: 9 — 9N, 9 +gN:| mZ}

Spezifische Wirmekapazitit
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CB <Z7j) € B
cj=14 cc (i,j) €G\B
cr, sonst

Natiirlich veréindert sich die spezifische Warmekapazitdat mit der Temperatur, al-
lerdings nur in so geringem Mafle, sodass wir diese Abhéngikeit ignorieren.

Einheit der Spezifische Warmekapazitét: [¢] = ﬁ
cp ... Spezifische Wirmekapazitit des Bieres ~ 4000,

kg. K
cq ... Spezifische Warmekapazitéit des Glases ~ 2000,@%

cr, ... Spezifische Warmekapazitiat der Luft ~ 1500@%

Dichte
PB (Za.]) S B
pij =14 rc (i,J) EG\B
pr  sonst

Einheit der Dichte: [p] = £4

Nachdem wir die Dicht von Bier nicht ausfindig machen konnten, nehmen wir die
von Wasser. Diese schwankt in unserem Temperaturintervall [4°C'; 21°C] zwischen
[1,27;1,21]. Wir nehmen also davon den Mittelwert.

pp ... Dichte des Bieres ~ 1240%
pc ... Dichte des Glases ~ 2000%
pr ... Dichte der Luft ~ 1%

Wiarmeleitfihigkeit
KB (Zv ]) € B
K; sonst

Einheit der Wérmeleitfihigkeit: [K] =

Kp ... Warmeleitfdhigkeit des Bieres ~ 0, 58%
K¢ ... Wiarmeleitfahigkeit des Glases = 0, 76%
K ... Wirmeleitfshigkeit der Luft ~ 0,217

Nun gehen wir wieder von der Warmeleitungsgleichung aus.
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orT
c— = V(KVT
e ( )

Da wir die Funktion K nicht von ¢ abdngig annehmen, konnen wir weiter um-
formen:

oT
— = KAT
T
(n+1) n) (n) () (n) (n) (n) (n)
(%) pe- Ty =Ty _ e (L =2y + Ty L Tijr — 205y + T
At Ax? Ay?

Da wir unseren Kiihlschrank in quadratische Késtchen unterteilen, gilt:
Az? = Ay? =: h?

Somit vereinfacht sich die Gleichung:

(n+1) _ ALK (

(n) (n) (n) (n) (n) (n)
i ch? Loy, — 4T +100 ,+ 10+ Ti,j—l) + 71,

5. VARIANTE III IN DREI DIMENSIONEN

Nun erweitern wir das zweidimensionale Modell zu einem dreidimensionalen.
Unser Kiihlschrank wir nun als Wiirfel mit Kantenldnge N Wiirfelchen modelliert.

Die Anfangsbedingung (21° C Raumtemperatur) gilt weiterhin:

Tije=21, Vi,jke{l,..,N}
Randbedingungen

Analog zum vorherigen Modell kiihlen wir nun die Riickseite des Kiihlschrankes
auf 4°C' ab:

Tojn=4, Vjike{l,. N}

Ebenso werden die restlichen Randbedingungen erweitert:

Tniijre = TNk

Tintikp = Ting

Tijnyr =Tijn
Tiok=Ti1k
Tijo=Tija
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ABBILDUNG 4. Dreidimensionaler Kiihlschrank mit wiirfelformiger Bierflasche

Weitere Definitionen und Funktionen
Wir adaptieren nun die Mengen B und G.

[ ... Kantenlédnge des Kiihlschrankes
b ... Kantenlédnge des wiirfelformigen Bieres
g ... Kantenldnge der wiirfelformigen Bierflasche

N+1 N1
B:{(z’,j,k):i,j,ke[ ; . 2+ +bN]mZ}

1/b
by = [5 (iN — 1)—‘ Ausdehnung des Bieres

N+1 N+1
G—{(i,j,k)li7j,k€ |: ;_ — gn, ;_ +gN:|ﬂZ}

1 /b+2g

gN = [5 (TN — 1>—‘ Ausdehnung der Bierflasche
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Die physikalischen Groflen sind natiirlich diesselben wie in der vorherigen Variante.
Die Verteilungsfunktionen sehen nun wie folgt aus:

Cp (’i,j, ]i]) B
Cijk = ca (’i,j, ]f) ed \ B

cy, sonst

PB (i,j, ]{J) € B
pijk =19 prc (i,5,k) € G\ B

pr  sonst

Kp (i7j7 k:) €B
Ki,j,k = KG (i7j7 k) €G \ B
K; sonst

Das dreidimensionale Pendant zu (*) ist:

T(”‘H) . T(”)

ik ik
pe—th LI
At
(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
i Tz—f—l,gk_zTuk—i_Tz‘—l,j,k_i_TZJ—&—lk_2ka+T] lk_i_Tz]k—s—l_Qngk—i_T]k 1
Azx? Ay? Az?

Wir haben wieder eine wiirfelférmige Unterteilung;:
Az? = Ay = A2? = h?
Somit vereinfacht sich Gleichung zu

(n+1) (n)
Ti,j,k - ngk

A T

K (n (n n
h? (THL ko 2T”)k * Ti(*ivjvk + TZ(J)H kT 2T(J)k - T(]) 1kt TZ(J)kH - QTz(J)k + T(J)k 1)
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Wir formen weiter um:

KAt
n+1 n n
Tz'(,j,k ) = ol ﬂ&iyk + E(—i,j,k+

Ti(,j)+1,k + T kT T 1T Tz‘(,j,kq —6- T ] + Tz(j)k

17.7717 Z7j7k+ Zvjvk

6. EXPERIMENTE

Zur dritten Variante des Modells in drei Dimensionen haben wir ein Experimen-
te durchgefiihrt.

Voraussetzungen

Wir betrachten ein zylinderformiges Glas, das nicht verschlossen ist.
Abmessungen des Glases:

h =16,5 cm, d = 6 cm, Glasdicke unten GG,, = 2 cm, Glasdicke sonst G = 0,02 cm
Abmessungen des Kiihlschrankes:

Breite b = 44 ¢m, Hohe h = 70 cm, Tiefe t = 44 cm

Ergebnis

Temperatur
= o

(]

ABBILDUNG 5. Abkiihlungsprozess im Experiment
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Zeit t in Minuten | Temperatur in ° C
0 21,9
6 211
12 20,2
18 19,5
24 18,8
30 18,2
36 17,5
42 16,9
48 16,1
54 14,8
60 14,6
66 14,2
72 13,7
78 13,2
84 12,8
89 12,5
95 12,2
101 11,9
107 11,7
113 11,5
119 11,3
152 9.1
158 8,7
193 7,4

TABELLE 1. Messdaten

Berechnungen
Leider trat beim Durchlaufen unseres Programms mit diesen Daten immer ein
Fehler aus, weshalb wir leider keine Rechendaten liefern kénnen.

Besondere Bedingungen des Ezxperiments
Der Kiihlschrank war nicht ganz leer und das Glas befand sich nicht ganz in der
Mitte, auflerdem befindet sich im Kiihlchrank ein Gefrierfach.
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7. PROGRAMME

Es folgen nun die Programmcodes, die wir fiir die Variante III in zwei und drei
Dimensionen geschrieben haben.

7.1. Variante III in zwei Dimensionen.

Q

% Materialkonstanten
rho_Luft = 1;
rho_Bier = 1000;
rho_Glas = 2000;

c_Luft = 1500;
c_Bier = 4000;
c_Glas = 2000;

k_Luft = 0.21;
k_Bier = 0.58;
k_Glas = .76;

o\°

Abmessungen
= 0.5;

= 0.06;

= 0.005;

Q O =
I

Q

% Iterationsgroessen
t_min = 0;

t_max = 10000;
t_Schritte = 1000000;

dt = (t_max — t_min)/t_Schritte;
N = 51;
h = 1/N;

bN = ceil(1/2 » (b » N/ 1 — 1)); % Radius des Biers in Kasteln
ceil(1/2 » ((b + 2 » g) » N / 1 — 1)); % Radius der Flasche in Kastln

Q
=
I

% Matrizen mit den Materialkonstanten, abh. vom Ort
rho.matr = rho_.Luft » ones (N, N);

c.matr = c_.Luft % ones (N, N);

k_matr = k_Luft % ones (N, N);

rhomatr (((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN), ((N+1)/2 — gN):((N+1)/2 + gN)) =
rho_Glas = ones(2 » gN + 1, 2 = gN + 1);
cmatr (((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN), ((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN)) =

c_Glas * ones(2 » gN + 1, 2 « gN + 1);
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kmatr (((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN), ((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN)) =
k_Glas % ones(2 = gN + 1, 2 x gN + 1);

rhomatr (((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN), ((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN))
rho_Bier + ones(2 = bN + 1, 2 * bN + 1);

cmatr (((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN), ((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN)) =
c_Bier = ones(2 = bN + 1, 2 * bN + 1);

k_matr (((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN), ((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN)) =
k_Bier = ones(2 = bN + 1, 2 x bN + 1);

% Initialisierung der Temperatur
T_tens = (21 + 273.15) * ones(2, N+2, N+2);
T_tens(:, :, 1) = (4 + 273.15) % ones (2, N+2, 1);

T Bier = [T_tens (1, (N+1)/2, (N+1)/2) — 273.15];
% Iteration
for t = l:t_Schritte % Iteration ber die Zeit

for i = 2: (N+1) % ITeration ber den Ort
for 3 = 2:(N+1)
T_tens (2, i, j) = T_-tens(l, i, J) + dt =
* kmatr (i—1, j—1) / (rho.matr (i—1, j—1) =«
j—1) * h"2) % (T_tens (1, i+1, 3j) +
i—-1, j) — 4 = T_tens(1l, i, 3J) +
i, j+1) + T_tens (1, i, j—1));

* c_matr (i—
+ T_tens (1
+ T_tens(
end
end

for i = 2: (N+1) % Wiederherstellen der Randbedingungen
T_tens ( i, N+2) = T_tens (2, i, N+1);

end

T tens (2, 1, 3) = T_tens (2, 2, J);

2
2, N+2, j) = T_tens (2, N+1, J);

for 3 = 2:(N+1)
(
T_tens (

end

T_tens (1, :, :) = T_tens (2, :, :);

T Bier = [T_Bier, T_tens (1, (N+1)/2, (N+1)/2) — 273.15];
end

o)

% Grafische Ausgabe
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plot ([tmin:dt:t_max], T_Bier);

7.2. Variante III in drei Dimensionen.

clear all;

% Materialkonstanten
rho_Luft = 1;
rho_Bier = 1000;
rho_Glas = 2000;

c_Luft = 1500;
c_Bier = 4000;
c_Glas = 2000;

k_Luft = 0.21;
k_Bier = 0.58;
k_Glas = 0.76;

o\

Abmessungen
= 0.5;
0.06;

= 0.005;

Q O =
Il

\o

s Iterationsgren
t_min = 0;

t_max = 2000;
t_Schritte = 500;

dt = (t_max — t_min)/t_Schritte;
N = 51;
h = 1/N;

\

bN = ceil(1/2 » (b » N / 1 — 1)); % Radius des Biers in Kastln
ceil(1/2 » ((b + 2 » g) » N / 1 — 1)); % Radius der Flasche in Kastln

Q
=4
I

Q

% Tensoren mit den Materialkonstanten, abh. vom Ort
rho.matr = rho_.Luft » ones (N, N, N);

c.matr = c_.Luft % ones (N, N, N);

k_matr = k_Luft % ones(N, N, N);

rhomatr (((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN), ((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN),
((N+1) /2 — gN): ((N+1)/2 + gN)) = rho.Glas  ones(2  gN + 1, 2 x gN +
1, 2 » gN + 1);

cmatr (((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN), ((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN),
((N+1) /2 — gN) : ((N+1)/2 + gN)) = c_.Glas * ones(2  gN + 1, 2 %= gN +
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1, 2 » gN + 1);
kmatr (((N+1) /2 — gN): ((N+1)/2 + gN), ((N+1)/2 — gN): ((N+1)/2 + gN),
((N+1) /2 — gN) : ((N+1)/2 + gN)) = k_.Glas % ones(2  gN + 1, 2 % gN +
1, 2 = gN + 1);

rhomatr (((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN), ((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN),
((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN)) = rho_Bier % ones(2 x bN + 1, 2 % bN +
1, 2 = bN + 1);

cmatr (((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN), ((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN),
((N+1) /2 — DbN): ((N+l)/2 + bN)) = c_Bier x ones(2  bN + 1, 2 % bN +
1, 2 x bN + 1);

kmatr (((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN), ((N+1)/2 — bN): ((N+1)/2 + bN),
((N+1)/2 — DbN) : ((N+1) /2 + bN)) = k_Bier * ones(2 * bN + 1, 2 *x bN +

1, 2 = bN + 1);

o)

% Initialisierung der Temperatur

T_tens = (21 + 273.15) % ones(2, N+2, N+2, N+2);
T_tens(:, 1, :, :) = (4 + 273.15) % ones (2, 1, N+2, N+2);
T Bier = [T_tens (1, (N+1)/2, (N+1)/2, (N+1)/2) %innerstes Kastel vom Bier

<)

% Iteration
for t = l:t_Schritte % Iteration ber die Zeit

for i = 2:(N+1) % ITeration ber den Ort
for 3 = 2: (N+
for k = 2: (N+l)
T_tens (2, i, j, k) = T_tens (1, i, 3j, k) +
+ dt = k,matr(i—l, —1, k=1) / (rhommatr (i—1, 3j—1, k—1) =
* c_matr * h™2) = (T_tens( i+1, 3, k) +

— 6 * T,tens(ll il jl k) +

T
J—1
i—-1, j-1, k—1)
k)
1, i, j+1, k)
1)

(

+ T_tens (1, i-1, 7,
(
(

+ T_tens + T_tens (1, i, j—1, k) +
+ T_tens (1, i, 3J, k+ + T_tens (1, i, 3j, k=1));
end
end
end
for j = 2:(N+1) % Wiederherstellen der Randbedingungen
for k = 2: (N+1)
T_tens (2, N+2, j, k) = T_tens (2, N+1, 7, k);
end
end

for i = 2: (N+1)
for 37 = 2:(N+1)
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T_tens (2, i, j, 1) = T_tens (2, i, 3, 2);
T_tens (2, i, Jj, N+2) = T_tens (2, i, Jj, N+1);
end
end
for 1 = 2: (N+1)
for k = 2:(N+1)
T_tens (2, i, 1, k) = T_tens (2, i, 2, k);
T_tens (2, i, N+2, k) = T_tens (2, i, N+1, k);
end
end
T_tens (1, :, :, :) = T_tens (2, :, :, :);
T_Bier = [T_Bier, T_tens (1, (N+1)/2, (N+1)/2, (N+1)/2)]1;
end

Q

% Grafische Ausgabe
plot ([ (t-min+dt) :dt:t-max], T_-Bier);

8. ZUSAMMEFASSUNG

Auf der Suche nach der Antwort, wie lange man eine lauwarme Flasche Bier in
den Kiihlschrank stellen muss, sind wir auf drei Methoden der Berechnung gestoen.
Zu Beginn versuchten wir das Modell mit Hilfe des Newton’schen Abkiihlungsgesetztes
zu erstellen. Dabei haben wir viele Vorraussetzungen sehr vereinfacht und z.B.die
Existenz oder die Form des Bierbehltnisses vernachléssigt.

Unser néchstes Modell basiert auf der Warmeleitungsgleichung. Dieser Ansatz ist
sehr klassisch.

In unserem letzten Modell betrachten wir nicht nur die Bierflasche und deren Tem-
peratur, sondern auch deren Umgebung. Wir haben also auch einen Kiihlschrank
modelliert, der an einer Seite geiihlt wird und auf den anderen Seiten isoliert ist.
Dieses Modell haben wir in zwei und in drei Dimensionen modelliert. Fiir das letz-
te Modell haben wir ein Programm geschrieben, das die Messdaten, die wir aus
einem Experiment gewonnen haben, mit unseren Berechnungen vergleicht.



