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Mathematische Modellierung der Entwicklung des glohalen

Trinkwasservorrates

1 Problemstellung

Wasser ist eine erneuerbare Ressource, dennoch wird von vieten §ewarnt, dass mit
einer weltweiten Trinkwasserknappheit zu rechnen ist. Die Gruadeddn Engpass an
lebensnotwendigem Trinkwasser liegen im extensiven Verbrauch undlesorauch in der

Verschmutzung von Trinkwasser. Die Konsequenzen sind, dass Trinkwasseinem

knappen Gut wird. In Form dieses mathematischen Modells soll die dkhimg der

weltweiten Trinkwassersituation dargestellt werden. Aufgrund derebeten Menge an
Trinkwasser besteht eine Ahnlichkeit zu der Situation des Erddlvorkamirdeshalb wurde
als mathematisches Grundmodell ,peak oil* verwendet und entsprecluéraken Fall der

Trinkwasserknappheit Ubertragen.

2 Voruberlegungen

Die Auseinandersetzung mit der Entwicklung des weltweiten Trisker@orrates, erfordert
zunachst eine Betrachtung des globalen Wasserkreislaufessdéméi® Recherchen haben
ergeben, dass die jahrlich zur Verfigung stehende Menge akwasser relativ konstant
bleibt. Die durch Verdunstung entstehende Reduktion des Vorrates wviald die jahrlichen
Niederschlage wieder ausgeglichen.

Aufgrund dieser Information stellt sich die Frage, welche Faktaner Knappheit der
Trinkwasserressourcen beitragen und ausschlaggebend sind fir die Véardend=xperten
vor einem weltweiten Wassermangel. Hierzu zahlen der steigértbeauch an Trinkwasser
aufgrund der zunehmenden Industrialisierung von Schwellen- und Entwickodgsh,
welche mit einem Wandel der Lebensgewohnheiten verbunden ist. Sewzereehmende
Verschmutzung des Trinkwassers, die zur Reduktion der jahrlich zfiigdaeg stehenden
Ressourcen beitragt. Die Knappheit des Trinkwassers wirkt igicerster Linie auf die
Entwicklung der Bevolkerungszahl aus, denn ohne Wasser ist der Mensch nicht lebensfahig

Auf diese Grundannahmen stiitzt sich unser Grundmodell:
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Abb.:1: Grundmodell

3 Das Modell

Die Zustandsgréf3en des Modells sind:

B(t) | Bevolkerung zur Zeit t V(t) | Trinkwasservorrat zur Zeit t
G(t) | Trinkwassergewinnung zur Zeit t VB(t)rrinkwasserverbrauch zur Zeit t
R(t) | Jahrliche Trinkwasserressourcen S(f)  Trinkwasserverschnguizur Zeit t

Eine Moglichkeit, den jahrlichen Trinkwasservorrat zu erhdéhen, beistetdar Aufbereitung

von Abwasser bzw. Entsalzung von Meerwasser. Diese Techniken zur
Trinkwassergewinnung befinden sich allerdings noch in der Anfangsphase, weshalb noch
sehr wenig bzw. keine Daten zu der dadurch erzielbaren Trinkwasggrmerhanden sind.
Uberlegungen dazu lassen allerdings vermuten, dass die Gewinnungusaizlichem
Trinkwasser logistisch im Laufe der Zeit erfolgt. Grund dasirdie Annahme, dass in der
Entwicklungs- und ersten Testphase noch eher geringe Mengen an chegtZlirinkwasser
produziert werden. Im Laufe der Zeit wird dies allerdings aufgrundN#ehfrage nach
Trinkwasser stark steigen. Die damit produzierbare Trinkwasseyen erreicht allerdings

nach einiger Zeit das Maximum, aufgrund der Grenzen der Technikventuell auch dem
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Wasservorrat, der zur Aufbereitung zur Verfigung steht. Die HN&pan der
Trinkwassergewinnung werden mit einem Prozent vom gesamtenel@sat festgelegt
(entspricht der Konstante K_G).

G'(t) =aG(t) i~ KG—(%] 1)

Ein weiterer entscheidender Faktor, der Einfluss auf die Mdagezur Verfligung stehenden
Trinkwassers hat, ist dielrinkwasserverschmutzung. Darunter wird die irreperable
Verschmutzung des Trinkwassers verstanden. Diese Menge asseiWavird im
hydrologischen Kreislauf nicht mehr die Qualitat von Trinkwassegichen. Zu dieser Grol3e
sind allerdings leider auch keine Daten zur globalen Situation vorhandshalb beruht die
Modellierung wieder auf der Annahme, dass die Verschmutzung zhersgering gehalten

wird, danach stark ansteigt und sich an die Kapazitat K_S anschmiegt.

S(t) = p 0S(t) - KSLQ @

Der Trinkwasservorrat ergibt sich aus den Trinkwasserressourcen zuziglich der aus der
Wasseraufbereitung gewonnen Menge und abziglich des Anteils, der diiech
Verschmutzung ungeniefl3bar geworden ist und dem Anteil der von der Bewdjkgenitzt
wird. Die Betrachtung Uber ein Zeitintervtl+ At) ergibt sich folgende Darstellung fur den
Vorrat.

V(t +At) = R(t + At) + G(t + At) — S(t + At) —VB(t + At) (3)
Fur At — 0 ergibt sich deshalb folgende Darstellung fiir die Anderung des Vorratesiztr Z

Vi) =R(®)+G' () - S(t) -VB'(1) (4)

Die Daten zur Entwicklung deBevélkerungszahlin den letzten Jahren zeigen, dass diese
einer logistischen Funktion ahneln. Um die Entwicklung zu verdeutlishede der Graph
mittels eines Polynoms approximiert. Es lasst sich ein lsgtstr Verlauf der Entwicklung
erkennen, weshalb die Modellierung der Bevolkerungszahl folgendermal3en erfolgt:

B(t)
V(1)

B'(t) = ¢ B(t) {1 - ) (5)

Wobei u eine Konstante ist mit der Einheit [Personen x Jahr / km3].
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Abb. 2: Bevolkerungsentwicklung

Die Anderung deRessourcenergibt sich aus der zunehmenden Trinkwasserverschmutzung,
woraus sich folgende Gleichung ergibt:

R'(t) =-S'(t) (6)
Die Graphik zeigt, wie sich défrinkwasserverbrauch im Laufe der Zeit verandert hat. In
diesem Modell wird der Verbrauch des Trinkwassers linear arzal der Bevolkerung
gekoppelt, denn je mehr Menschen auf dieser Erde leben, destor ssigigt der
Trinkwasserverbrauch.

VB(t) =k [ B(t) (7)
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Abb.3: Trinkwasserverbrauch weltweit, Daten
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4 Simulation

Die folgenden Darstellungen wurden mit den folgenden AnfangswenégilierDie Variable
WV steht fur den gesamten Wasservorrat der Erde welcher 1,3B&iM? betragt. Lediglich
0,28 % sind davon als Trinkwasser zu klassifizieren.

R (1950) G (1950) B (1950) VB (1950) S (1950)

VW 10,0028 km3 1 km3 2535 Mio. 2150 km3 5000km?3

Die Konstanten der Gleichungen wurden mittels graphischer Anpassung ineidtemyl den
Originaldaten bestimmt. Es ergaben sich folgende Werte fur die einzelnablgfa:

a p c u k
0,037 0,04 0,04 2300 1,006010°°
Szenario 1:

Als erste Situation wurde gewahlt, dass die Trindseaverschmutzung stetig zunimmt, bis
die gesamten Ressourcen an Trinkwasser verschrantztsomit unbrauchbar sind. Die

einzige noch zur Verfligung stehende Quelle an Wasser ist in diesem Fall die Gewinnung
aus der Aufbereitung von Abwasser oder Meerwastsaiznng. Ab auch bei diesen neuen
Technologien ist ein Kapazitatsmaximum vorhanderlciaes mit einem Prozent des

Wasservorrates festgelegt wurde.

Anhand der Graphik kann man erkennen, dass digetéerschmutzung des Trinkwassers zu
einem Verschwinden der Ressourcen (in der Grapkik/arrat bezeichnet) fihrt und dies

fatale Folgen fir die Bevolkerungsentwicklung Haemnach wirde die Bevolkerungszahl
um 2050 zu sinken beginnen und bereits im Jahr 2206 die Menschheit ausgestorben. Da
der Verbrauch direkt an die Entwicklung der Bevdlkeszahl gekoppelt ist, beginnt dieser
ebenfalls um 2050 zu sinken und ist im Jahr 220@itseNull. Eine logische Konsequenz,

denn wenn das Trinkwasser vollig unbrauchbar geemwrdast, steht nichts mehr zur

Verfugung, was die Bevolkerung verbrauchen kann zugleich wird dem Menschen seine

Lebensgrundlage entzogen.
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Abb.4: Szenario 1. Extremsituation der totalen ¥lnsutzung der Trinkwasserressourcen

Szenario 2:

Als zweites Szenario wurde eine weitere Extrem8dnagewahlt. Was wlrde passieren,
wenn die Verschmutzung der Trinkwasserressourckdean Wert von 1950 konstant bleiben
wdrde. In diesem Fall ware der Mensch schon 195@eruEinsicht gekommen, dass die
Trinkwasserverschmutzung lebensbedrohende Folgbenh&ann und hat deshalb darauf
geachtet keine weiteren Mengen an Trinkwasser zurschinutzen. Die
Trinkwassergewinnung anhand neuer Technologien mitdderselben Kapazitat dargestellt
wie im vorigen Beispiel.

Die Graphik zeigt, dass die Verschmutzung konstantund der zusatzliche Gewinn an
Trinkwasser gleich verlauft wie im Szenario 1. Rig Verfiigung stehenden Ressourcen (in
der Graphik als Vorrat bezeichnet) ndhern sich relgymptote an (in diesem Fall die
Ressourcen von 1950 minus der Verschmutzung dudaos Gewinn). Auch das Wachstum
der Bevolkerung und damit einhergehend des Trinkeragrbrauchs ist begrenzt.
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Abb.5: Szenario 2. Extremsituation der konstantersehmutzung

Szenario 3:

Als dritte Darstellung wurde ein Mittel zwischenndeeiden vorigen gewahlt. Die Kapazitat
der Trinkwassergewinnung wird wieder mit einem Rrdzdes gesamten Wasservorrates
festgelegt. Als maximale Verschmutzung wird R/2 gkliv Das bedeutet, die Halfte der zur
Verfigung stehenden Ressourcen kdnnen maximalhrarget werden.

In diesem Fall zeigt die Darstellung, dass sichRissourcen auf relativ niedrigem Niveau
einfinden. Dies hat fur die Bevélkerungsentwicklutig Konsequenz, dass wie bereits im
ersten Szenario die Bevolkerungszahl um 2050 zkesinbeginnt. Entscheidender
Unterschied liegt darin, dass die Menschheit niabsstirbt, sondern auf rund 3 Mrd.
schrumpft. Wie Dbereits aus den vorigen Darstellangersichtlich ist der
Trinkwasserverbrauch auch in diesem Fall an diedevungsentwicklung gekoppelt.
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Abb.6: Szenario 3. Mittelweg zwischen Szenario d S8azenario 2

Szenario 4:

Einige Recherche hat ergeben, dass im Jahr 20G0D 7280 km?3 des Trinkwasservorrates
verschmutzt waren. In diesem Szenario wurde diedkrt als Kapazitat fir die
Verschmutzung gewahlt. Das bedeutet, in der Grapdikd die Auswirkungen des
Verschmutzungsgrades vom Jahr 2000 ersichtlich.Kjeazitat der Trinkwassergewinnung
liegt wie in den vorigen Beispielen bei einem Prazes gesamten Wasservorrates.

Erneut zeigt die Graphik die Folgen der Trinkwagseschmutzung. Die Ressourcen (in der
Graphik wieder mit Vorrat bezeichnet) nahern sichdiesem Fall einem vergleichsweise
hohen Wert an. Allerdings hat dies ebenso Auswigkemnauf die Bevolkerungsentwicklung.
So beginnt sich die Bevdlkerungszahl um 2050 rusd\vd. anzunahern. Bedenklich hieran
ist, dass bereits jetzt 6 Mrd. Menschen auf deeHBetten und die Prognosen vor allem fir
beispielsweise Indien von einem weiteren Wachstusgehen. Demzufolge ist auch dieses
Szenario damit verbunden, dass Menschen aufgruadTdekwassermangels sterben. Im
Vergleich mit der Realitat ist es sehr wohl readdt, da bereits heutzutage Menschen in
Afrika an den Folgen des Trinkwassermangels sterben
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Abb.7: Szenario 4. Folgen der Trinkwasserverschomgauf Basis des Jahres 2000

5 Stabilitat
Die Gleichgewichte des dynamischen Systems sindotgienden Werten verbunden:

TrinkwassergewinnG'(t) =0

Xl* =0 X,*=K_G
BevolkerungsentwicklungB'(t) =0
x*=0 X,*=K_B
Trinkwasserverschmutzun@'(t) =0

x*=0 X*=K_S

Uberprifung der Stabilitat der zwei Gleichgewichtslagen:
Gleichgewichtslage 1: In diesem Fall liegt das @igewicht bei G=0, B=0, S=0. Die

dazugehorige Jacobimatrix sieht folgendermal3en aus:
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0037 0 O
0 004 O — A, =0.037 A, = 004 A, = 004
0O 0 004

Gleichgewichtslage 2:
Die Gleichgewichte liegen bei den jeweiligen Kapétn: G=K_G, B=K_B, S=K_S. Die
dazugehorige Jakobimatrix sieht folgendermal3en aus:

-0037 O 0
0 -004 O —1,=-0.037 A,=-004 A, =-004
0 0 -004

Stabilitat:

Bei der ersten Gleichgewichtslage sind die Eigetese, 1,,1,>0 = das Gleichgewicht ist

instabil.

Bei der zweiten Gewichtlage hingegen sind die Biagste A,4,,4,<0 = das

Gleichgewicht ist stabil.

Da sich bei den logistischen Differentialgleichumgdie Kurven jeweils ein stabiles
Gleichgewicht bei den Kapazitaten haben, kann nsaaus schlielen, dass der Vorrat auch
stabil wird beiV(t) = R(t)+ K _G-K _V -k*K _B.

6 Zusammenfassung

Anhand von sechs Differentialgleichungen wurde ®odell fur die Entwicklung der
Trinkwassersituation  erstellt. Es héngt von der ddexrungsanzahl, dem
Trinkwasserverbrauch, der Wasserverschmutzung ued Gewinnung von neuem
Trinkwasser ab. In diesem Bericht wurden einige llnbig Szenarien dargestellt, bei denen
die Kapazitat der Verschmutzung geandert wurdeuiar waren sowohl Extremsituationen
als auch durchaus realistische Szenarien.

Wie man gesehen hat, hangt die Entwicklung derkKWassersituation sehr stark von der
zukUnftigen Einstellung des Menschen zum Umweltsclab. Deshalb ist sicher, dass bald

gehandelt werden muss, denn sonst kann es zuespat s
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