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Erstes Erlebnis

» Supersize Me!
» Ein Mann isst nur beim McDonalds
» 30 Tage lang, dreimal taglich
jedes Produkt mindestens einmal,
» zum “Supersize?” antwortet er immer “Ja”,
» weniger als 5000 Schritte taglich,
» konsumiert ungefahr 5000 kcal/Tag
Er nimmt zu: 84kg— 95.5kg.
» Hatte man die Zunahme voraussagen kénnen?
» Wenn er fortgesetzt hatte, was ware das
Gleichgewicht gewesen?

» Bester Schuss beim Fussball?

v
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An welcher Stelle soll geschossen werden?



Losungsmoglichkeiten

» Supersize Me!

» Massenerhaltung: Anderungsrate = Zufluss - Abfluss

am
— =z—a

» Daumenregel: kcal-Bedarf/Tag ~ ¢m, ¢ = 21.6.
» Wenn m’ =0,

mike) - (R) ke
R Tag
» Konversionsfaktor k =?
Fett 9 *, Kohlenhydrate 4 *3%, Eiweiss 4 ¥

McDonalds Mischung: 7.8 4 = 78004, x = 7800.

» Gegeben: ¢ keal Kk
¢=5000, z=—& &
K Tag

kg
> Mathegwatisches Mo¢deII:
m € m
—_— = - — — = = :?
. dt K K ) m(O) mo 84, m(30) !
» Ldsung:
m(t) = e/ + (my — ¢/¢)e~?/",  m(30) ~ 95.7

> Gleichgewicht: m(t) =% ¢/¢ ~ 231.5kg!



Losungsmoglichkeiten

» Bester Schuss beim Fussball?

0 —X— 100

v

Zielfunktion ist der Winkel

26 18
_ tan—! T
Z(x) = tan (100—x> tan (100—x>
Optimalitatsbedingung,
26

v

<5 __18
'(x) (100—x)? (100—x)2

TSR T+ (g
8(9532 — 200x + x?)
(10324 — 200x — x2)(10676 — 200x — X?)
Kritische Punkte: x = 2(50 + 3\@), 100 + 18/, 100 + 26i.
Im Intervall [0, 100],
x* =2(50 — 3v/13) ~ 78.4.

v
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Was ist Modellierung? Alltaglich...
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Vorstellung — Wirklichkeit = ?



Was ist Modellierung? Mathematisch...

<=Werkzeug

“ Modell
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Modell — Phanomen = ? Nah genug?



Was ist Modellierung?
» Erste Antwort: Jeder modelliert taglich.

>

Ein neugeborenes Kind wird zuerst mit Wahrnehmungen
Uberflutet.

Langsam missen diese Wahrnehmungen effizienter
bearbeitet werden, damit das Kind funktionieren kann.

Die Welt wird vereinfacht: Je nach Annahmen werden die
meisten Details weggekehrt, die wichtigsten Sachen betont.
Der Mensch entwickelt ein Weltbild — einen Filter — mit dem
die Wirklichkeit in eigene Vorstellungen abgebildet wird.

Ob die Abbildung exakt ist, ist nicht wichtig, sondern ob sie
fir gewisse Zwecke ausreichend genau ist.

» Mathematische Modellierung:

>

>

Ahnlich wird ein Phdnomen durch den Filter des eigenen
mathematischen Werkzeugs in ein Modell abgebildet.

Ob die Abbildung exakt ist, ist nicht wichtig, sondern ob sie
fir gewisse Zwecke ausreichend genau ist.

» Praktisches Beispiel: Wie fahrt man von A nach B in Graz?
» Das genaueste Modell ist die Stadt Graz selbst.
» Ein Stadtplan oder eine Skizze reichen fiir das Ziel.

10



Was ist Modellierung?

>

>

11

Denkweise aufzugeben: Die Gleichungen in Lehrbichern
stellen entdeckte nattirliche Gesetze dar.
Unbedingt gultig?

E=mc?> oder F=ma ?
Newtonsche Physik ist mit Einsteinscher Physik
aktualisiert worden.
Beispiel: Proben x = {x;} der Aussentemperatur werden
gemessen und mit einem Histogramm dargestellt:

y,

Existiert unbedingt eine Zufallsvariable X mit einer stetigen
Wahrscheinlichkeitsdichte, die vom Histogramm
angenahert wird?

Hauptpunkt: Diese Beschreibungen sind nur provisorische
Modelle, die Gltigkeitsgrenzen haben.




Schritte der Modellierung

1. Definition eines physikalischen Systems
» Innen, Aussen, Rand, Tausch, Annahmen, z.B.

» Heizung in einem Haus wird in #y = 0 ausgeschaltet.
Ortsunabhangige Innentemperatur ist T(f) und
Konstante Aussentemperatur ist T, < T(%) = To.
Keine Heizquellen, keine Heizsenken.
Warmetausch am Rand des Hauses.

Zuerst einfach, spater komplizierter, je nach Bedarf.

» Fragestellung, z.B.
Zeitdauer bis die Haustemperatur 100(1 — p)% ihres Wegs
zur Aussentemperatur sinkt?

v

vV vYyVvVvyy

(Weitere Frage: Soll man Gber einen Urlaub heizen?)
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Schritte der Modellierung

2. Symbolische Beschreibung des Systems
» Prinzip, z.B. Mengenbilanz, Erhaltungssatz,

innere hinein Gber heraus Uber innere innere

Anderungsrate ~ den Rand den Rand Quellen  Senken
Flr das Haus besagt das Newtonsche Abklhlungsgesetz:

Energiednderung ~ Temperaturdifferenz
im Haus zwischen innen und aussen

» Mathematische Formulierung. Newtonsches

Abkiihlungsgesetz beschreibt Diffusion so:
p = Dichte
- fische Warmek e
El(t) . [Too . T(t)] f/is\?ji%secm e Warmekapazitat
« = Warmelibergangskoeffizient
A = Grenzflacheninhalt

oder mit E(t) = pCVT(t), o= )\/(5, A = Warmeleitfahigkeit

& = Wanddicke

pcVT' (1) = aA[To — T(1)], T(b) = To

» Antwort zur Fragestellung: t* = 2, T(t*) — T = p[To — Tao]-
13



Schritte der Modellierung
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3. Lésung des mathematischen Modells
» Ldsung, analytisch:

peVT'(t) = aA[To = T(D)],  T(0)=To
Analytische Lésung (siehe Mathematica):
T(t) = Too + (To — Teo) €Xp[—aAt/(pcV)]

Lésung, numerisch (wenn analytisch nicht praktisch):
Gitter: ty, t1,..., oder t, = kAt, k =0,1,...

T(t+At)—T(t) T(ter1) — T(t)

I8\ — i ’ ~
rn= fim, At Tt At
Mit Ty ~ T(t),

Tiot — Too) — (T — T -

(Tt )= (Tk—=T) _ Tis1 =T oA (Te— To)

At - At peV
Mit 7 = pcV/(aA),
Teit — Too=(1 =77 ATk — Tw), k=1,2,...
Numerische Losung (siehe Matlab):
Tk=Tw+(1—71A0To — T)



Schritte der Modellierung
4. Untersuchung des mathematischen Modells
» Qualitative Untersuchung:
peVT'(t) = aA[To — T(t)], T(0)=To
Macht die Lésung
T(t) = Too + (To — Too) €Xp[—aAt/(pcV)]
Uberhaupt sinn? Grafik von e~ /7, 7 > 0?

Gleichgewicht?

o—T'—:‘C/\‘/[TOO—T] = T=Ts

Stabilitat?
VTo, lim T(t) = Too
t—oo

15



Schritte der Modellierung
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5. Vergleich mit dem physikalischen System
» Antwort zur Fragestellung:

T(t) = Too + (To — Tso) exp[—aAt/(pcV)]
100(1 — p)% des Wegs zum T, T(t*) — Too = P[To — Too:
PlTo — Too] = T(t*) — Too = [To — Too] €Xp[—0At*/(pcV)]

Nach t* aufldsen,

(e = in(p) — AT L eV (1
In(p™') =In(p) = 2oV = t_aAn(p

Stimmt mit Daten Uberein? Wenn es Schwingungen in
Messdaten gibt, sind diese zufallige Messfehler oder
systematische Abweichungen vom Modell?

Wenn es Ubereinstimmt, ist Modell vielleicht
voraussageféhig. Sonst sind Verbesserungen notwendig,
z.B. Verfeinungen der Kompartimente, Heizquellen,
Heizsenken.




Modelltypen

» Strukturelle Modelle
» Beziehungen zwischen Komponenten werden betrachtet.
» Beispiel (oben): Temperatur im Haus
T(t) = Teo + (To — Too) eXp[—aAt/(pcV)].
» Beispiel (unten): Fall eines Steins
x" = —g, x(0) = h, x'(0) = 0 = x(t) = —gt?/2 + h.
x(r)=0=7=\/2h/g=v=—X(r) = \/2gh
» Empirische Modelle
» Gemessene Daten {(t,, Tn)}N_,,
empirische Kurve T(t; a, b, c) = a + be®.
» Parameterbestimmung durch Minimierung der Funktion
E(a,b,c) =N \[T(ts a b,c) — Ty
» Modelle durch Dimensionsanalyse
» Aufprallsgeschwindigkeit v eines fallenden Steins?
Masse m, Héhe h, Fallzeit 7, Beschleunigung g.
» Dimensionsanalyse: v = f(h,m, g, 7). (L/Z, L,\M,L/Z?,Z)
Dimensionsrichtige Méglichkeiten: v = k+/gh, v = k'gr,
v = k"h/7, wobei k, k', k" dimensionslos sind.
17



Modelltypen

» Deterministisch
» Beispiele (oben): Temperatur im Haus und Fall eines Steins
» Beispiel: Thermodynamik mit makroskopischen
Eigenschaften, z.B. Druck, Temperatur, Dichte
» Beispiel: Entdeckung von Schéatzen in einer Landschaft
» 3 = Bruchteil der Flache mit Schatzen.
» E(t) = Anzahl der durch zufalliges Wandern
entdeckten Schétzen bis zur Zeit t.
» Modell: E' = 8, E(0) =0 = E(f) = gt.
» Stochastisch
» Beispiel: Statistische Mechanik mit mikroskopischen
Eigenschaften, z.B. Positionen und Geschwindigkeiten von
Molekdlen, Kollisionen, Krafte
» Beispiel: Entdeckung von Schéatzen in einer Landschaft
pn(t) = Wahrscheinlichkeit dass n in t schon gefunden

v

> P(nt — (n+1)t1a) = Bat, ¥n
» P(ng — npygt) =1 = P(ny — (n+1)ppq)--- =1 — pat
> Pn(t+dt) = P(nt — Neyar) - Po(t) (Bayes)

+P((n—1)t = neigr) - Pr—1(t) + vernachlassigbar
pn(t + dt) = (1 — Bdt)pa(t) + Bdtpn—1(1)

v

18



Modelltypen

» Stochastisch

» Beispiel: Entdeckung von Schéatzen in einer Landschaft
Pn(t + dt) = (1 — Bdt)pa(t) + Bdtpn—1(1)
Pr(t) < [pn(t + dt) — pa(t)]/dt = —Bpn(t) + Bpn-1(1)
Erwartungswert der gefundenen Schatze in t ist
E(t) = 32520 npn(t) = 32554 npa(t)
Lésungen {p,,(t)}72, stetig und Konvergenz der
Summen gleichmaBig bedeutet

v

v

v

v

o0

E'(t)=)_npop(t) = —B)_ npa(t)+5_ npn-1(1)

n=1 n=1 n=1
o0

= —BE(t)+8Y_(n—1)pn1(

n=1

+ ﬁ an 1(

=E(t) n= 1
oder E'(t) = 8, und E(0) = 0 = E(t) = t.

» So entstehen makroskopische GréBen durch

Erwartungswerte von mikroskopischen stochastischen

GroBen.
19




Modelltypen

» Konzentrierte Parameter
» Wird angenommen, dass gewisse Ortsabhangigkeiten
vernachlassigt werden kénnen.
» Beispiel: Die Innentemperatur T(t) im Haus zur Zeit t erfillt
das Newtonsche Abkihlungsgesetzt (o = A/9),

pcVT'(t) = aA[To — T(t)], T(0)=To

» Solche Modelle werden Ublicherweise mit gewdhnlichen
Differentialgleichungen beschrieben.
» Verteilte Parameter
» Ortsabhangigkeiten werden nicht vernachlassigt.
» Beispiel: Die Innentemperatur T(t, x) im Haus zur Zeit ¢
und an der Stelle x erfillt die Warmegleichung,

pcT; = V-(AVT), T(t,Wand) = Too(Wand), T(0,X) = To(x)

wobei die Warmeleitfahigkeit A = A(x) kleiner in der Mauer

und gréBer in der Luft ist. Temperaturleitfahigkeit = a = X /(pc)
» Solche Modelle werden Ublicherweise mit partiellen

Differentialgleichungen beschrieben.



Modelltypen

» Dynamische Modelle
» Zeitlich kontinuierliche Modelle
» Evolution hangt von Zeit kontinuierlich ab.
» Beispiel: Logistisches Wachstum,
P'(t) = aP(t)[K — P(t)]
Lésungen sind einfach S-férmig.
» Zeitlich diskrete Modelle

» Zustand springt diskret zur nachsten Generation.
» Beispiel: Logistische Evolution,
Pn+1 :dPn[K_Pn]
Lésungen kénnten periodisch sogar chaotisch sein!
» Statische Modelle

» Zustand hangt von Zeit nicht ab.

» Beispiel: Eine Membran mit der Spannung T ist am Rand
eingespannt und mit der Last f(x) im Inneren belastet.
Die Poissongleichung ist ein verteiltes Modell fiir die
Verformung u(x),

—TAu=f, u(Rand)=0



Zwecke der Modellierung

» Vor allem die motivierende Fragestellung zu beantworten.

» Zeitdauer bis die Haustemperatur 100(1 — p)% ihres Wegs
zur Aussentemperatur sinkt?

Das modellierte System besser zu verstehen.

» t*=In(1/p)pcV/(aA).
Effekt der DAmmung? Hausoberflache?

Systemparameter zu schatzen.
» Bestimmung von pcV /(aA)? von a?
Das modellierte System zu steuern oder optimieren.
» Oberflache A minimieren?
Optimale Steuerung
» Wie viele Boote einer Flotte sollen in Betrieb sein?
Optimale Entscheidung

» Wie viele Waren sollen gekauft und gelagert werden?
» Soll man eine Fahrkarte kaufen?

v

v

v

v

v



Kompartimentemodelle

>

Ein Kompartiment in einem Modell ist eine homogene
Einheit, in der der Zustand der gleichartigen
Systemelemente laut Annahmen héchstens von Zeit
abhangt.
Ein Kompartiment kann raumlich zusammenhangend sein
oder nicht. Siehe das S/R-Modell unten.
Beispiel: Fir das Heizungsproblem
» ist das Haus ein Kompartiment und die aussere Umgebung
ist ein Kompartiment.
» Die Temperatur ist konstant in den Kompartimenten.
» Die Parameter sind konstant in jedem Kompartiment und
am Rand jedes Kompartiments.
Beispiel: Fur ein farmakokinetisches Problem
» sind die Kompartimente verschiedene Volumina im Korper,
in denen die Konzentration eines Heilmittels konstant ist.
» Die Parameter sind konstant in jedem Kompartiment und
am Rand jedes Kompartiments.
Ein Kompartimentemodell ist ein Modell konzentrierter
Parameter.



Infektionsmodelle

>

Das Ziel dieser Modellierung ist, die Ausbreitung einer
Krankheit zu verstehen und méglicherweise steuern.
Fragestellungen:

» Stirbt die Krankheit aus?

» Wird die Krankheit endemisch?

» Kommt die Krankheit immer wieder zurlick?

» Wie kann man die Krankheit steuern?
Die Krankheit kann fiir Lebewesen (von einer Epidemie
gefahrdet) oder fur Firmen (von einer Finanzkrise
gefahrdet) gemeint sein.
Fir das sogenannte SIR-Modell werden 3 Kompartimente
identifiziert:

» S = Susceptible (Anféllige)

» | = Infected (Infizierte)

» R = Recovered (Immune)
Angenommene Wirkungen:

+

S 1—=—8S IR



SIR Modell

» Mengenbilanz:

innere  Einwanderung = Geburt , ,
Anderungsrate ~ —Auswanderung T Tod + Infektion & Heilung

» Es wird angenommen:

» Auswanderung wird vernachlassigt, und die

Einwandernden sind anfallig, d.h.
S'"=p+--- , Einwanderungsrate = 3 >0

» In jeder Gruppe ist die Fertilitdt (Geburtsrate) kleiner als die

Mortalitat (Sterberate), d.h.
S =8—-—uS+--- ,(Netto) Mortalitdt = > 0
'=—-pl+--+ R=—-pR+---

» Wegen der Wirkung / — S hangt die Abnahme fir S durch

Ansteckung von / ab. Die einfachste Beziehung ist linear:
S =p—(p+A)S, MaB fir Ansteckung =X >0

» Wegen der Wirkung S — / hangt die Zunahme fiir / durch
Ansteckung von S ab, und diese Zunahme ist gleich eine
entsprechende Abnahme fir S. Es folgt

I'=(AS—p)l+---



Formulierung und Lésung des SIR Modells
» Es wird angenommen:

» Wegen der Wirkung / R hangt die Zunahme flir R
durch Heilung von / ab. Die einfachste Beziehung ist linear:
R = —uR+~I, MaB fir Heilung =~ > 0
» Die Zunahme fir R durch Heilung ist gleich eine
entsprechende Abnahme fiir /. Schliesslich gilt
I'=(\S—p—7)l

» Zusammengefasst,
S=8-(u+X)S, I'=\S—pu—~), R =—-pR+~l
» Lésung mit 3 =100, © = 0.001,y=0.4, A\ =5-1076,

x10°
10
@ L

K) 1000 2000 3000 4000 5000

" .
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Untersuchung des S/IR Modells

» Gleichgewichte:
» Fall 1 (gesund):
St=51=0R=0
I

» Fall 2 (endemisch):
S =52 b = 5
. Bty

erst sinnvoll wenn [; > 0.

Sind diese Gleichgewichte stabil?

[L_

Bty

>

Rg =

S

]

TR

Def: Fir x’ = f(x), x(0) = xo, wobei gilt f(x*) = 0, ist das
Gleichgewicht x*

» global asymptotisch stabil wenn Vxg gilt
t—oo

x(t) — x*,
» lokal asymptotisch stabil wenn 3§ > 0 >
Xo — x*| < 6 = x(t) = x*,
» lokal stabilwenn Ve > 0,36 > 0>
|Xo — X*| < 6= |x(t) — x| <¢ VE>0,

» instabil wenn nicht lokal stabil.



Untersuchung des S/IR Modells

Satz (linearisierte Stabilitat): Fir x’ = f(x), x(0) = xo, wobei
gilt f(x*) = 0, sei J = 0f /0x(x*) mit Spektrum o(J). Das
Gleichgewicht x*

» ist lokal asymptotisch stabil wenn max ®{s(J)} < 0,

» ist instabil wenn max®{o(J)} > 0,

» kdnnte stabil oder instabil sein wenn max R{o(J)} = 0.
Angewendung fir das SIR Modell:

» Es gibt keine Rickkopplung von R in den S- und

I-Gleichungen, und R wird von (S, /) bestimmt.

> Sei . [ ? ] , f(x)= [ —B(V_Jrui)/_ﬁ:\gé/ }

» Es gilt if: Y Y

ox Al —(y+u)+AS
> Fir xj = (S}, )7, (Sf = B/u, I; =0 = Ry)
g(x*) — |: —H _/\B/M :| ﬁ
ox ! 0 —(v+m+A8/u | p+ny

>|=

=13



Untersuchung des S/IR Modells

Angewendung fir das SIR Modell:
» Wenn [5 < 0, ist (57, I, RY) lokal asymptotisch stabil.
» Wenn I5 > 0, ist (S7, I, Ry) instabil.

Hausaufgabe: Untersuche die Stabilitat explizit fir den Fall der
obigen Grafiken. Wie kann man zur Gesundheit steuern?

Allgemeine Ergebnisse flr den Fall [5 > O:
» Es existieren zwei Gleichgewichte: gesund und endemisch.
» Wenn /(0) > 0, es gilt (S, 1, R) iy (S5, I5, R5) (endemisch).
> Wenn I(0) = 0, es gilt (S, I, R) = (8%, I*, RY) (gesund).
Allgemeines Ergebnis fur den Fall /; < 0:
> Esgilt (S, 1, R) =% (S, I7, RY) (gesund).
Anhand dieser Ergebnisse:
» Es gibt keine periodische Lésung.

Hausaufgabe: Entwickle eine Variante dieses Modells, fur die
es periodische Losungen gibt. (Attraktor? R-Rickkopplung?)



Periodische Losungen
» Beispiel: Rauber-Beute (y, x),
X' =(ay —biy)x, y =(—ax+ box)y
» Gleichgewicht in x* = ax/bo, y* = a1 /by.
» Periodische Lésungen liegen in Niveau-Kurven fir
F(x,y)=—aIinx+box —aiIny + by
die auch eine Lyapunov Funktion fur (x*, y*) ist:
Def: Fur x’ = f(x), x(0) = xo, wobei gilt f(x*) = 0, ist
F € C'(B(x*,¢)) eine Lyapunov Funktion wenn:
1. F hat ein einziges Minimum in x*,
2. VF(x)-f(x) <0, Vx € B(x*,¢).
Wenn < (fir x # x*) gilt, ist F eine strenge Lyapunov Funktion.

Hausaufgabe: Zeige, F ist eine Lyapunov Funktion far (x*, y*).
Satz: Existiert fir x’ = f(x), x(0) = xo, wobei gilt f(x*) =0,

eine Lyapunov Funktion F, dann ist x* ein lokal stabiles
50 Gleichgewicht. Wenn F streng ist, ist x* lokal asyptotisch stabil.



Grenzzyklen

Def: Fir x’ = f(x), x(0) = xo, ist die Menge M ein Attraktor,

wenn 36 > 0, sodass Vxo mit dist(xq, M) < 4, gilt die

Konvergenz dist(x(t), M) % 0. Wenn die Konvergenz

t——o00

dist(x(t), M) — 0 gilt, ist M ein Abweiser.
Def: Fir x' = f(x), x(0) = xo, ist die Menge G ein

Grenzzyklus, wenn eine periodische Lésung X in G liegt, und
es existiert mindestens eine andere Losung X, die erfullt

t—o0 t——o00

dist(X(t), G) — 0 oder dist(X(t), G) — 0. Gist ein stabiler
Grenzzyklus wenn es ein Attraktor ist, und G ist ein instabiler
Grenzzyklus wenn es ein Abweiser ist.

» Rauber-Beute Variante mit einem stabilen Grenzzyklus,
r . i _ b1 Xy / N L
X _a1x(1 K) T ox y = ay (1 b2x>
Beute-Kapazitat K, Grenze by/cy fir den Raubereffekt,
Rauber-Kapazitat box.

» Anpassung fir SIR?




Periodische SIR Modelle

» Klassisches Rauber-Beute Modell mit Rickkopplung:

SIR mit Zeit

S = S(ay —al)+ asR 3
I = I(aQS — 83) — ayl 52
R = a4l —asR— agR !

0

|
”M \ ("”‘“ ’M” I

50 100 150 200

Ruackkopplung macht Grenzzyklus!
» Logistische Variante des Rauber-Beute Modells:

S = 318(1—8/33)+87R 1

SIR mit Zeit

—a4Sl/(1+ asS) |
I = al(1-1/(asS))

=
p

5 f WA
ozl T i w‘f

S
1

R = agl+a;R(1—-R/az) =
—a7R

20 40 60 80 100

t

SIR Zustand

0,95
T

Besitzt einen Grenzzyklus auch mit Rickkopplung.



Zeitabhangige Infektiositat
» Das modifizierte Modell
S(t)y=p8-Xt)SI—uS, I'(t)=Xt)SI—~I—ul, R(t)=~I—uR
mit \ zeitabhangig fir Saisonabhangigkeit,
A(t) = (0sin(27t) + 1)Xo, Ao € (0,00), 4§ €[0,1]
» Keine Ruckkopplung von R, Simulationen fir das
(S, I)-System mit den Parametern:
w=p=0.04, \p = 1800, v = 100
» Der Parameter 6 wird hoch gedreht, und
Periodeverdoppelung (in Grenzzyklen) und Ubergang zum
Chaos werden aufgewiesen:
6=0.13 6=0.15
20 40 40

ERINN

0 0 0
2.5 3 3.5 2.5 3 3.5 2.5 3 3.5
-In(S) -In(S) -In(S)

5=0.17

-In(I)

-In(T)
-In(1)




Diskretes SIR Modell
» Das diskrete SIR Modell

Sk = B4+ (1—pu—AK)SK
= (ASK 1 — =)
REHV = (1 — )Rk + 4/

kann auch als Diskretisierung des Systems der GDG
betrachtet werden.
» Qualitatives Verhalten &hnlich?
» Gleichgewichte stabil?
» Periodische Lésungen?
» Gleichgewichte: Skt1 = Sk, [k+1 = |k Rk+1 — Rk
» Fall 1 (gesund):
Si=2,1F=0,Rf =0
» Fall 2 (endemisch):
SS:%LM,/E:L_/: R; =12 B _n

) A pty X plpty X
erst sinnvoll wenn [; > 0.

wiederspiegeln die Bedingungen fir das System der GDG.

Stabilitat?



Stabilitat fir Diskrete Dynamische Systeme
Def: Fir x*1 = f(x*), wobei gilt x* = f(x*), ist das
Gleichgewicht x*

» global asymptotisch stabil wenn Vx° gilt
xk 2%
» lokal asymptotisch stabil wenn 3§ > 0 >
X0 — x*| < § = xK 2% x,
» lokal stabil wenn Ve > 0,35 > 0>
X0 — x*| < 6= |xK —x*| <¢,Vk >0,

» instabil wenn nicht lokal stabil.

Satz (linearisierte Stabilitat): Fir x*+' = f(x*), wobei gilt
x* = f(x*), sei J = 0f /0x(x*) mit Spektralradius p(J). Das
Gleichgewicht x*

» ist lokal asymptotisch stabil wenn p(J) < 1,

» ist instabil wenn p(J) > 1,

» kdnnte stabil oder instabil sein wenn p(J) = 1.



Diskretes SIR Modell
» Es gibt keine Ruckkopplung von R in den S- und
I-Gleichungen, und R wird von (S, /) bestimmt.
» Sei [s | B+ =pn—=A)S
X [ / ] f(x) = [ (AS +1 ,u'y)/}

> Bsgilt  of 14— - -AS
A AS+1—9—1pu

o -
> Furxy = (i, )7, (81 = 8/n If =0 =RY)

of o _ | 1-wn —AB/ 1
ax(’“)_[ 0 /\B/u+1—u—7]

» Stabilititsbedingungen: (5 = #% — &
1—ul <1 & pne(0,2)
AB/p+1—p—al <1 < A1+v/u)(=k)€(0,2)
wiederspiegeln die Bedingungen flir das System der GDG.
» Periodische Lésungen? f(f(x*)) = x* # f(x*)
ss Hausaufgabe: Das Modell implementieren und untersuchen.



Diskretes S/IR Modell

» Mit Mathematica,

F({s-,i-}] = {\[Beta] + (1 - \[Mu] - \[Lambda] i) s,
(\[Lambda] 1 - \[Mu] - \[Gammal) i}
soll = solvelF[{s,i}]] yit, {s,i}}

S
{s1,11} = {s,i} /. soll[I
{s2,12} = {s,i} /. soll[[
sol2 = Solvel[{F[F[{s,1i}]]
{s3,13} = {s,i} /. sol2[[
{s4,14} = {s,i} /. sol2[[

Mitg=1,pu=38,v=3,A=30,

= {s,i},F[{s,i}] \[NotEquall {s,i}},{s,i}}

S = 3, Lk = 0
S = s, b = i
S; = i%;(‘l + \¢/i§), I3 = €%5(22 — \v/ii)
S = f£(4-V2), Iy = £2+V2)

gelten g = £(S;,h) h = 9(Sih)
S2 = (S, k), b = g(S2 k)

f(Ss, ) #Ss = F(Ss, k), 9(Ss, k) # G(Ss, hs)
f(Sa,la) #Sa = F(Sa,la), 9(Sa;ls) # la G(S4, Is)

aber die (1- und) 2-periodischen Losungen sind instabil!



Stochastisches S/IR Modell

» Sei die dynamische Anzahl der Anfélligen, Infizierten bzw.

Immunen durch stochastische Prozesse dargestellt:
S,I,R:[0,00) — Ny

» Zur Zeit t haben die Zufallsvariablen S(t), I(t) bzw. R(t)

die Verteilungen,
sn(t) = P(S(t) = n), in(t) = P(I(t) = n), ra(t) = P(R(t) = n)

» Seien S(t), I(t) und R(t) die Erwartungswerte von S(t),
I(t) bzw. R(t) zur Zeit t.

» Die bedingten Wahrscheinlichkeiten werden fir S so
modelliert:

P(S(t+dt)=n+11|S(t) = n) = pdt
P(S(t+dt)y=n—1]|S(t)=n)

o

S(t+dt)=n—1]| S(t t
z_: n—1| ()P(”()

= Z ndt(u + mA)im(t) = ndtu +

m=0



Stochastisches SIR Modell
» Die bedingten Wahrscheinlichkeiten far /:
P(I(t+dt)y=n—11I(t)=n) = (u+~)ndt
P(I(t+dt) =n+1|I(t)=n)
_ZP (t+dt)y=n+1]I(t)=n,
m 0 P
= Z nmAsm(t)dt = AnS(t)dt
m=0
» Die bedingten Wahrscheinlichkeiten fur R:
P(R(t+ dt) =n—1| R(t) = n) = pndt
P(R(t+dt)=n+1]|R(t)=n)

P(R(t+df)=n+1|R({t) =nI(t)=m
t)=m| ()ZH)H/m(f)

M

,Pn

0

3
I

p"qg

yMim(t)dt = ~I(t)dt
0

3
I



Stochastisches S/IR Modell

» Die Dynamik fir {sn(t)}72, wird so modelliert:

sp(t+dt) = P(S(t+dt)=n|S(t)=n—1)s,_1(t)
+ P(S(t+dt)=n]|S(t)=n+1)sp1(t)
+ P(S(t+dt)=n|S(t) = n)sa(t)
= 5Sn_1(t)df
+ (n+1)dtlu+ M(t)]sps1(1)
oder + {1 = Bdt— ndt{u + XI(t)]}sn(t)

sp(t) = Bsn—1(t) = {B+n[u+M()]}sn(t)+(n+1) [+ AI(1)]Sp14(t)
» und ahnlich far {in(f)} 72,
in(t) = (n=1)AS()in—1(t)—=[PAS(t)+n(p+7)]in(t)+(n+1) (147 ing1 (1)
» und far {rp(t)}7,,
ra(t) = Y1) a1 (t) = [YI(E) + nplra(t) + (0 + 1) prpga(t)
., Hausaufgabe: Leite ein GDG-System firr (S, 1, R) her.



Gleichgewichte filirs Stochastische SIR Modell

» Angenommen gibt es nur N < oo Platze im Lebensraum.
» Fur N = 2 wird das obige stochastische System:

so 1’ -8 [1n+ N(1)] 0 So
st (=1 B —A{B+[u+MD} 2[u+ ()] st |(1)

S2 0 B —2[p + M(1)] S2
i 0 (ut) 0 fo
h ()= 1|0 —[AS(H)+(r+] 2(n+7) i (1)
Ip 0 AS(t) —2(p+7) Ip
o —I(t) L 0 o
ro|(t)=| At —[I(t)+p] 2 (1)
r2 0 V() —2u r2

Hausaufgabe: Zeige, das einzige stabile Gleichgewicht ist

2 2 .
So=1/(1+5+42), s =50, Sz—zﬁ*zso, =1, r=1
mit (S,7,R) = (2(1+ 2)/(1 + £+ 25),0,0) ~ (S}, I, Ry)-

" » Was ist mit (S3, I3, R3) furN—>oo’?



Implementierung des Stochastischen SIR Modells

09, . E - 0]
N =20 : *
B p— A=y =1 R I
sn(0) = in(0) = ry(0) = wif A\
1/(N+1) 1

tmax = 1 (0ben)
tnax = 10 (unten)

Gleichgewicht:
S*=1,I=0,R"=0.




Implementierung des Stochastischen SIR Modells

JOBES RS CE
B=10,p=1 \ " "
7=2,A~ 100 ) ‘
(0= =1-0) - A E
I10(0) 10 - 1 - IO(O) n.:'[ 03 | H‘ )
R [
rio(0) = 3§ = 1-1(0) dJ Ta\l
50) = S W =
o) =1 . . | J { B
(0) - RE 06 06 I os | |
N = 20 (oben) ] S
N = 50 (unten) ] | 4
N = oo = (S, 1R N 1 -
(SE’ /5, R*) L PR e e Y E e e e S e e e e YT w

,» Hausaufgabe: Zeige fiir N = oo, in(t) =% 6,9 obwohl 1(t) =



SIR Modell mit Spontaner Infektion
» Neue bedingte Wahrscheinlichkeiten:
P(S(t+dt)=n—1]S(t)=n) = ndt[u+ \(t)] + endt

P(I(t+dt)=n+1|I(t)=n) = AnS(t)dt + eS(t)dt
» Neues System:
sp(t) = Bsp_1(1) Neue Gleichgewichte
— {B+n[p+ e+ M(1)]}sn(t) l6sen: ) .
+ (nEDp+ et MD]snra(t)  0=F—- (A +pu+e)S*
i) = [(n—=1)A+S(B)in-1(t) 0=(AS —p—n)F+eS
— A+ S+ n(p+)in(t)  0=—pR" 4l
+ (n+ D)+ Vi (t) o |
() = yI(t)ra-1(t) "\
= [yI(t) + nu]ra(t) )
+ (n+ g (t) g

sn(0) = in(0) = rs(0) 1
=1/(N+1)




Stochastischer SIR Zellular-Automat

» Sei der Lebensraum in ein Gitter geteilt.
» Zu einem diskreten Zeitpunkt n
befindet sich die Zelle Z;; in einem
der Zustande: anfallig (S), infiziert (/),
immun (R) oder leer (E). el R
» Der Zustand einer Zelle kann sich 1)1 i1 [,
andern, je nach Zustanden in der
Umgebung U;j = {Ziipj+q} e ale=-
» Fir den gesamten SIR Zellular-Automaten mit Nx M Zellen
gibt es 4"M mégliche Zustande und Torus-Randbedingungen.
» Die Evolution der Zustande wird als
Markov-Kette oder Markov-Prozess modelliert.

=LA B |

Def: Eine Markov-Kette (linear mit konstanten
Ubergangswahrscheinlichkeiten) ist ein zeitlich diskretes
dynamisches Modell bestehend aus Zustanden {Sx} und
Wabhrscheinlichkeiten {py }, wobei der Ubergang Sk|n — Si|ni1
mit Wahrscheinlichkeit py ; stattfindet.



Markov-Ketten

» Beispiel: Angenommen befindet sich das Wetter an einem

gegebenen Tag in einem der Zustande: S (Sonne),

W (Wolken) oder R (Regen).

Abgeschatzte Ubergangswahrscheinlichkeiten werden in

einer Tabelle zusammengefasst,
\ S W R

v

11
5 5 0
s I 1 9 2 2
wii & 1 P= 321 (P">0,n>1)
2 4 1 o 1 1
RI|O 1 1 2 2

v

PeS (stochast/sche Matrizen): (e); = 1,Vi = Pe = e.
s € W (Wahrscheinlichkeitsvektoren): (s); € [0,1]und s- e = 1.
Mit Ausgangszustand s” € W ist "1 = PTs" ¢ W der
Ubergangszustand.
» Mit Anfangszustand s® € W ist s” = (PT)"s® ¢ W der nte
Zustand. Furs Beispiel s” =3 § = (2, 2, )T (Gleichgewicht).

Satz: Fir Pe Smit P" > 0,n> 1,318 € W, wobei PTs = §,

46 und (PT)”e,- iy S, Ve; mit (e,')j = 5,"1'.

v

v



Ubergangswahrscheinlichkeiten fiirs SIR Modell

» Vom Ausgangszustand E:

P(Z'=8S|2Zl=E)=8, P(Z}'=E|Z=E)=1-8
P(ZH' = || Z"n =E)=0=P(Z""'=R|Z" = E

i i,j ij 1,
wobei 5 € (0,1),
Vom Ausgangszustand S:
P(Z =E|Zh=8) =p PEZ =R|Z=8)=0
PZ" =812 =8) =1yl
P(Z'' =112 =8)=\,;;, [I;;=Mittelwerty, (Zog=1

ij ij o] ) i,j \<P,q
wobei p, A, u+ A € (0,1).
Vom Ausgangszustand /:
P(ZT =S[Z=1)=0, PZN" =1|Z5=1)=1-pn—~
PZ''=R|ZN=N=~, PZ™' =E|Z"=1]) =

ij i 1,) 1] ©
wobei u, v, 1+ v € (0,1).
Vom Ausgangszustand R:
P(Z =E|Z,=R)=p, P(Z'=R|Zj=R)=1-u
P(ZH =8| Z,=R)=0=P(Z}"" =1|Z];=R)



Ubergangswahrscheinlichkeiten fiirs SIR Modell

Hausaufgabe: Fir N =2, M = 1 und bestimmte 3, v, A, u,
schreibe die Ubergangswahrscheinlichkeiten des Zellular-
Automaten als stochastische Matrix und finde das Gleichgewicht.

Monte-Carlo Simulation:
Initialisiere mit einem zufalligen Zustand fir jede Zelle.
Fir jeden Zeitschritt generiere Zufallszahl z fir jede Zelle.
Mit Ausgangszustand E, wird der Ubergangszustand
S,z€[0,8), E,ze][B,1].
Mit Ausgangszustand S, wird deriUbergangszustarld
E,.ze[O,pn), Lze[up+A), S zelp+ 1]
Mit Ausgangszustand /, wird der Ubergangszustand
E,ze[0,n), Rzelpp+7), Lzelp+v,1].
Mit Ausgangszustand R, wird der Ubergangszustand
E,zec[0,n), R,ze€]p1].
Im Lauf der Generationen beobachten, ob die gesamte
Anzahlvon S, I, R, E ein Gleichgewicht erreicht, oder...?

v

v

v

v

v

v

v



Implementierung eines SIR Zellular-Automaten

» Der Zustand des Gitters kann mit Feldern ¢ und Ib so
gespeichert werden:

0, Zijj=E 1Ib = -double(C==2);
c(i, §) = 1, Zj=S for i=-1:1; for j=-1:1;
VTN 2 zZ;=1 Tb = Ib + circshift (C==2, [i,3]);
3, Zij=R end; end; Ib=Ib/8;
wobei Ib (i, 3) = Mittelwerty, ,(Zp,q=1)
» Ubergénge kénnen mit diesem Feld ¢ so implementiert

werden:
Z = rand(N,M);
C = 1x ((C==0) & (Z < beta))
+ 2% ((C==1) & (Z2 > mu) & (Z < mu + lambdaxIb))...
+ 1x ((C==1) & (Z > mu + lambdaxIb))...
+ 3% ((C==2) & (Z > mu) & (Z < mu 4+ gamma)) ...
+ 2% ((C==2) & (Z > gamma + mu))...
+ 3% ((C==3) & (2 =2 mu));



Implementierung eines SIR Zellular-Automaten

04r

8=04 =01
A=0.7,v=0.1
N=M=100
(oben)
N=M=1000
(unten)

Am Anfang:

C = randi(4,N,M)-1;

S(t),I(t), R(t)  glatter
wenn N, M groBer.

Gleichgewicht  ende-

» misch?



Implementierung eines SIR Zellular-Automaten

» Hier sind die Parameter gleich wie oben,
=04, 1=01,2=07,y=01,N=M=100
aber am Anfang gibt es nur Infizierten in einem
Quadrat und nur Anfallige auBerhalb.

C(0) C

—Ss

0 100 200 300

» Es entsteht aber das gleiche Gleichgewicht.

» Das gleiche Ergebnis ergibt sich fir gréBere N, M,
aber es dauert langer, bis das Gleichgewicht entsteht.



Lotka-Volterra Gleichungen fir SIR mit Bewegung

» Sei der Lebensraum in ein N x M Gitter
mit Torus-Randbedingungen geteilt.

» Zur Zeit t wird die Anzahl der
Anfalligen, Infizierten bzw. Immunen

] A |

in der Zelle Z;; durch AR

Sij(1). (1), R: j(t) bezeichnet.
» Wenn es keine Infizierten gibt, und

i—1,j-1| [j—1 |i,j-1

die Anfalligen sich zwischen Z; ; und
Zi11,; bewegen konnen, wird diese Bewegung (analog zum
Newtonschen Abkihlungsgesetz) so modelliert:
Sij = 011 (Siv1j = Sij) = 1Sij
wobei &i+1j ein Ubergangskoeffizient an der Grenzlinie
2?
zwischen den Zellen darstellt.
» Wenn die Anfalligen in Z;; sich zu den Nachbarzellen
Uij = {Zi+pj+q}ie 91— bEWEgEN konnen,
Sij= Y. 6ire3(Sitpjrqg—Siy) —nSi

I1tps Dl o=1



Lotka-Volterra Gleichungen fir SIR mit Bewegung
» Analog konnen die Bewegung der Infizierten und Immunen
mit Ubergangskoeffizienten 7 und 5 modelliert werden.
» Das SIR Modell mit dieser Bewegung lautet,

Sij = > Gigrg(Supjrq = Sij)+ B~ (u+ Ay
1, @lloo=1
///,j = Z ZHJZ)/ (Ii+pj+q — I,"j) —+ ()\Sl,j — = 7)’/,]
[P, )l co=1
Ris = Z Pive jra(Ritpjrg — Rij) + 71— nR
1P, ) lloc=1

wobei 1 <i<Nundi1<j<M.

» Die Grenzlinien i = } und j = J werden durch die Torus-
Randbedingungen mit den Grenzlinien i = N + } und
j = M+ } identifiziert.

» Die Zellenwerte in Z; o und Z, ; werden auch durch die
Torus-Randbedingungen mit den Zellenwerten in Z; y bzw.
Zy j identifiziert. Ahnlich werden die Zellen Zi m+1 und
Zn+1,j mit den Zellen Z; 1 bzw. Z; ; identifiziert.



Lotka-Volterra Gleichungen fir SIR mit Bewegung
Hausaufgabe: Fur N 2, M =1und g, i, p ortsunabhangig
zelge fur I = = — & < 0 dass das Gleichgewicht (S;;, /; j, Rj ;) =
(S3, I, R*) = (B/u, 0, 0) lokal asymptotisch stabil ist.

Verteiltes Modell

» Nun sei die Dichte der Anfalligen, Infizierten und Immunen
durch s = s(t, x), i = i(t, x) bzw. r = r(t, x) bezeichnet.

» Mit dem Fickschen Gesetz kann der Fluss F der
Anfalligen Uber eine Grenzlinie durch Fg = —oVs
modelliert werden, wobei o ein Diffusionskoeffizient ist.

» Mit einem Erhaltungssatz (und = A = 0),

X 0s
S,’-,,:f?r/ s=— Fs-h= an
Z; 0z, 0z,; N
und
/ ~ Y 5 Si+p,j+q - Sij
)
102 1P, @)l co=1
wobei 1 § = Wanddicke
Oipira=— o
e / )
ane 0 Z;iNZiypjtq



Lotka-Volterra Gleichungen fir SIR mit Bewegung
» Mit dem Gaul3 Satz,

0=0:| s— o—Vs-f):/ [0ts — V - (cVS)]
Zj 0Z; Zi
» Fir Z;; beliebig klein muss punktweise gelten,
0ts =V - (oVs) (far p =X =0)

» Ahnlich mit dem Fickschen Gesetz kdnnen die Fliisse F;
und F, der Infizierten und Immunen Uber eine Grenzlinie
durch F; = —/Viund F, = —pVr modelliert werden, wobei
¢ und p Diffusionskoeffizienten sind.

» Das SIR Modell mit Diffusion ist durch das Lotka-Volterra
Gleichungssystem gegeben: t > 0, x € Q = (0,1)?

0s = V-(oVS)+ 3 —(u+Ai)s, s(0,x) = So(x)
Oi = V-(Vi)+As—p—7)i, i(0,x) = ip(x)
{ oir = V- (pVr)+~i— pur, r(0,x) = ro(x)

mit periodischen Randbedingung
s(t,0,y) = s(t,1,y), s(t,x,0)=s(t x,1), etc.



Lotka-Volterra Gleichungen fir SIR mit Bewegung
» Klassisches Rauber-Beute Modell mit Rickkopplung:

ots = V-(oVs)+s(ay —ai)+asr, s(0,x) = $sp(x)
ol = V-(Vi)+i(as— asz) — asi, i(0,x) = Jo(x)
oir = V- (pVr)+ a4l — asr — agr, r(0,x) = ry(x)

» Logistische Variante des Rauber-Beute Modells:

(0is = V-(oVs)+ais(1—s/as)
+azr — agsi/(1+ aps), s(0,x) = so(x)
ofi = V-(Vi)— agi
+azi(1 — i/(asS)), i(0.x) = ip(x)
or = V.- (pVr)+ agi
L +ayr(1 —r/as) — ayr, r(0,x) = r(x)

» Beide mit periodischen Randbedingung
s(t,0,y) = s(t,1,y), s(t, x,0)=s(t,x,1), etc.
» Quarantane wird durch . = 0 am Rand eines Gebiets
implementiert.



Lotka-Volterra Gleichungen fir SIR mit Bewegung
Linkes Paar ohne Quaranténe, rechtes Paar mit Quarantane.
Die Infizierten beginnen immer in einem Punkt in der Mitte.

» Klassisches Rauber-Beute Modell mit Rickkopplung:

SIR riiumlich

SIR zeitlich

SIR raumlich

1
—R

]
7

SIR zeitlich

1000}

800)

600)

400)

200

s o
(] 03 1 0

05
x

1

o
0 50 100 150 200
1

Rickkopplung macht Grenzzyklus! Quarantane stabilisierend.
» Logistische Variante des Rauber-Beute Modells:

SIR riiumlich SIR zeitlich

SIR riiumlich SIR zeitlich
—s —s —s td
03 1 $0) 1 0.8 1 201 1
—R —R — R —R|
0.6 60) 0.6] 601
= =1 =1 X
® 7 @z )
0.4 40| 0.4 40
0.2 20 0.2 20
“ﬂ 0:5 1 01' I‘ﬂ 20 3‘0 4“0 50 “0 05 1 00 5 10
t x t

Grenzzyklus auch mit Rickkopplung. Quarantane stabilisierend.



Lotka-Volterra Gleichungen fir SIR mit Bewegung
Linkes Paar ohne Quaranténe, rechtes Paar mit Quarantane.
Die Infizierten beginnen immer in einem Punkt in der Mitte.

» Klassisches Rauber-Beute Modell mit Rickkopplung:

SIR riumlich SIR zeitlich SIR riumlich SIR zeitlich

0 10 20 30 40 50
t

Rickkopplung macht Grenzzyklus! Quarantane stabilisierend.
» Logistische Variante des Rauber-Beute Modells:

SIR riumlich SIR zeidich SIR riumlich SIR zeitlich

Yy 00 x

Grenzzyklus auch mit Rickkopplung. Quarantane stabilisierend.



Warmetransport

» Das Ziel dieser Modellierung ist, die Installation eines
Erdwarmesystems und einer angeschlossenen
Fussbodenheizung zu verstehen und méglicherweise
steuern.

» Fragestellungen:

» Wie sollen Flachenkollektoren in der Erde verlegt werden?

» Wie sollen Leitungen fiir die Fussbodenheizung verlegt
werden?

» Wie kann man Warmetausch zwischen den Kollektoren
oder zwischen den Leitungen vermeiden, damit
Warmeaufnahme und Warmeabgabe mdglichst effizient
sind?

» Wie kann man die Temperaturverteilung im Garten und im
Haus mdglichst gleichmaBig halten?

» Wie vorher, wird das Prinzip der Energieerhaltung in
Bezug auf jedes Kompartiment verwendet,

innere hinein Uber heraus Uber innere innere

Anderungsrate ~  den Rand den Rand Quellen  Senken
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Einfaches Modell fir ein Erdwarmesystem
Zuerst die Warmeaufnahme:
» Das einfachste Modell der Flachenkollektoren in der Erde:
» 1 Kompartiment fir das Kollektorensystem.
» 1 Kompartiment fir das Erdesystem.
Fir jedes Kompartiment,
» Kollektorensystem, Energie und Temperatur:
Ex = pxok Vk Tk
» Erdesystem, Energie und Temperatur: Eg = pgCe Ve Tk

v

» FUr reine Diffusion Uber die Grenzflache: /- bicnee
¢ = spezifische Warmekapazitat
> EI/( = OZESE(TE — TK) V = Volumen
a=W ub koeff t
» Ef = o Sg(Tk — Te) $ = Gronziacheninhalt

v

Die Flussrate durch das Kollektorensystem: Fg
Der Zufluss fir das Kollektorensystem hat Temperatur Tp,

» die in der Warmepumpe eingestellt ist, und
» hangt von der Abflusstemperatur des Kollektorensystems ab.
» Die Abflusstemperatur des Kollektorensystems ist Tx. Warum?
» In einem normalen Temperaturbereich (0°C — 10°C), gilt
Tp = Tx — AT, AT ~ 2°C, aber AT — 0 fiir Tx < 0.

v



Warmeaufnahme

» Energieerhaltung: Tp < Tx(0) =Te(0) =Ty

prCk Vk Ty = agSE(Te — Tk) + Fx(ppcp Tp — pxCk Tk)
PECE VETé = CMESE(TK — TE) (/)I)Cl) = /)KCK)

Fragestellung: Soll die Flussrate F hdher oder niedriger
eingestellt werden?
Intuitiv: Eiskaltes Wasser stromt Uber die Hand.
» Esist l&nger auszuhalten, wenn die Flussrate niedriger ist,
» d.h. Energietransport E’ ist weniger, wenn F kleiner ist.
» FUr das Erdwarmesystem soll Energietransport héher sein.
Im obigen System der GDG ist der Energietransport ins Haus,
—(Ex + Eg)' = pxexFr(Tx — Tp)
Wenn AT = Tx — Tp fixiert ist, ist die gewonnene Energie
pro Zeiteinheit umso hdher, je gréBer Fi ist.
Tx — Tp im obigen System soll mit einer Funktion ¢( Tx)
ersetzt werden, die von der Warmepumpe abhéangt, z.B.
o(t) =2, t~ 5, aber ¢(t) — 0 furt < 0.
Eine Mdglichkeit ware, ¢ ist eine logistische Funktion.



Warmeaufnahme

» Der Energietransport ins Haus wird
—(Ek + Eg)’ = pxex Fro(Tk)
und die Wirkung einer gro3eren Flussrate Fx nimmt ab,
wenn ¢( Tk) klein wird.

Hausaufgabe: Sei t*(Fx) die Laufzeit der Pumpe, die

notwendig ist, um eine gezielte Energie E* ins Haus zu bringen:
t*(Fg)
E*= chKFK/ o(Tk(t; Fx))dt mit ¢(T) =2min{max{T/Ty,0},1}
0
Zeige Tk € [0, To] und daher ¢(Tx) = 2T/ Ty. Zeige t*'(Fk) < O.
» Folglich ist es theoretisch vorteilhaft, dass Fx moéglichst
grof3 ist.
» Wenn die Flussrate immer gréBer wird, gibt es trotzdem
Kosten fiir eine groBe Flussrate, besonders wenn sehr
kalte Flussigkeit viskoser wird. Daher gibt es praktisch eine
optimale Flussrate.

» Die Flussrate kann passiv durch parallele Leitungen erhéht
werden.



Parallele Kollektoren

>

Wenn eine Druckdifferenz AP von der Warmepumpe
erzeugt wird, folgt aus dem Ohmschen Gesetz dass

AP = Wk - Fx
gilt, wobei Wy der Widerstand des Kollektorensystems ist.
Fir eine einzige Leitung mit Radius R und Lange L ist der
Widerstand durch das Poiseuille’sche Gesetz gegeben,

W = 8vL/(mR*)
wobei v die Viskositat der Fllssigkeit ist.
(Wenn die Strémung turbulent ist, ist der Widerstand noch
hoher, aber er hangt von L immer noch linear ab.)
Ublicherweise ist eine gegebene Flache verflgbar fiir das
Kollektorensystem, und daher wird angenommen dass die
gesamte Lange aller Leitungen fixiert ist.
Wenn n gleich lange Leitungen parallel verlegt werden,
folgt wieder aus dem Ohmschen Gesetz dass

AP =Wy F,=wf;, i=1,....n

gilt, wobei w; and f; der Widerstand bzw. Flussrate der iten
Leitung sind, W, und F, fir das gesamte Leitungssystem.



Parallele Kollektoren

» Der Widerstand hangt linear von der Leitungslange ab, und

daher gilt Wiy=nw, i=1,....n

» Laut dem Kirchhoff'schen Gesetz gilt
Fn:f1+"'+fn
» Laut dem Ohmschen Gesetz

AP AP AP
W = Fn=h e =
1

Wn Wn
und zusammen mit Wy = nw;, i =1,..., n, folgt
11 1 n
Wo  wi T wn T Wign
oder W. AP AP
Wn:T;, Fn:Wn:nZW:n2F1

» Daher fir fixiertes AP steigt die Flussrate quadratisch mit
der Anzahl n der gleich langen parallelen Leitungen.

» Wie viele Leitungen kdnnen praktisch parallel verlegt
werden?



Einfaches Modell fir ein Erdwarmesystem

Nun die Warmeabgabe:
» Das einfachste Modell der Fussbodenheizung:

» 1 Kompartiment fir das Austeilersystem.
» 1 Kompartiment fir das Haussystem.
Flr das Austeiler- bzw. Haus-Kompartiment,
Ex = pacaVATaA, Eu=pucuVuaTu
Far reine Diffusion Uber die Grenzflache:
EA = OLKS};I(TH — TA), EI{I = OLKSXI(TA — TH)

» Die Flussrate durch das Austeilersystem: Fa
» Der Zufluss fir das Austeilersystem hat die Temperatur Tg

eines Warmespeichers, der von der Warmepumpe
versorgt wird.

Energieerhaltung: Ts > Ta(0) = Ty(0) = Ty
{ pucaVuTy = ajSK(Ta — Tu)
paCAVATL, = alSH(Tu— Ta)+ Fa(pscsTs — pacaTa)

Wie mit der Warmeaufnahme ist der Energietransport fur
Warmeabgabe héher, wenn die Flussrate Fa groBer ist.



Warmeabgabe

» Die Temperatur Ts des Warmespeichers bleibt aber nicht
konstant. Deswegen wird ein Kompartiment fir den
Warmespeicher eingeflihrt: Es = psc Vi T.

» Das Kollektorensystem und das Austeilersystem werden
nun durch die Einfihrung des neuen Kompartiments

gekoppelt: Ef; + E, + Eg + Eg + E; = 0.

(ohne Q und ai;)

» Auch mit Lufttemperatur T. und Sonnenstrahlung Q gelten
peCEVETL = Q

pucaVu T}, =

ohne Heizung. Ts > TA(0) =

SL(TL Ty),
Tu(0) > Tk(0) = Tg(0) > T

» Das Modell mit diesen Kopplungen ist:

PHCH Vu TI{I =
pACA VA T/Q
psCs Vs TS =

PKCK Vk TI/( =
PECE VE Té =

anSi(Ta — Tn)
@ESE(TH — TA)

ESK(TE - TK)
aESE(Tx — Tg)

_.I_
_|_

+
+
+
d

Tp = Tk — &(Tx)
OéhSII_‘I(TL — TH)
Fa(pscs Ts — pacaTa)
Fa(pacaTa — pscsTs)
Fx(pxck Tk — ppcp Tp)
Fx(ppcp Tp — pr ek Tx)
Q

«s Hausaufgabe: Entwickle F(t) und Fa(t) damit Ty € [Tin, Tmax]-



Einfaches Modell fir ein Erdwarmesystem
» Eine Simulation mit Ty € [22C,23C] und Ts € [35C, 40C]:

0.5

« ]D-s Fliisse Temperaturen Temperaturen nach 1 Tagen
TTT T 1Y 45
— FK — T8
40 1
: —c ]
5[ — TH 1
a0 TE |
ﬁ — TK
o5 Tp {PHODRENAR |
TepeeepoporpiRITEIREEEIREITED
20 1
15
10
5
o . \
o 500 1000 1500 1} 500 000 1500

» Siehe Matlab-Code. GroBen durch realistische Geometrie.

» Schlauchdurchmesser: 1cm FuBbodenheizung, 3cm
Erdekollektoren. Flachen: 5.8m? Haus, 70.7m? Erde.
» Abstande in spiralférmiger Verlegung:
20cm Fussbodenheizung, 60cm Erdekollektoren.



Mehr-Kompartimente-Modell eines Erdwarmesystems

» Die Temperatur in jedem Kompartiment des einfachen
Modells hangt klar vom Raum ab.

» Die Temperaturen im Kollektorensystem und im Erdesystem
sind niedriger beim Zufluss und héher beim Abfluss.

Sei das Kollektorensystem in Kompartimente {K;}, geteilt.

Sei das Erdesystem in Kompartimente {E;}¥, geteilt.

Die Parameter pg, cx und Vk sind gleich fir alle K;.

Die Parameter pg, cg und Vg sind gleich fir alle E;.

Die Parameter ok und SE sind gleich fir alle K; und E;.

Seien Tk, und Tg, die Temperaturen in K; bzw. E;.

» Die Temperatur im Austeilersystem und im Haussystem ist
niedriger beim Abfluss und hdher beim Zufluss.

Sei das Austeilersystem in Kompartimente {A;}Y, geteilt.

Sei das Haussystem in Kompartimente {H;}¥ , geteilt.

Die Parameter pa, ca und V, sind gleich fir alle A;.

Die Parameter py, cu, Vi, ok und Sk sind gleich fur alle H;.

Die Parameter o!f und S¥ sind gleich firr alle A; und H;.

Seien Ty, und Ty, die Temperaturen in A; bzw. H;.

vV vy vy VY VvYYy

vV vy vy VY VY Y



Mehr-Kompartimente-Modell eines Erdwarmesystems
» Nun gibt es auch Diffusion zwischen gleichartigen
Kompartimenten. Neue Warmeulbergangskoeffizienten und
Grenflacheninhalte sind ortsunabhangig:
» Zwischen Erdekompartimenten: ag und Sg.
» Zwischen Kollektorenkompartimenten: ax und Sk.
» Zwischen Austeilerkompartimenten: ax und S,.
» Zwischen Hauskompartimenten: ay und Sg.
» Fir Erdekompartimente,
PECE VE Téi = OAESE(T](,. — TE,.) + OéESE(TE,-H — 2TE,. + TE,-,1) +Q
wobei TEM+1 = TE1 und TEO = TEM-
» FUr Kollektorenkompartimente mit 1 < i < M,
prCk Vk TK = aKSE(TE, Tx;) + axSk(Tk;,, — 2Tk, + Tk, ;)
+pxex Fr(Tx;, , — Tk;)
undi=1,M,
prck Vi T, = ag Sg(Te, — Tk,) + axSk(Tk, — Tk,)
+pr ek Fx(Tp — TK1)
PKCK VKTI/(M = O‘ESI%(TEM - TKM) + O‘KSK(TKM—1 - TKM)
+PKCKFK(TKM4 - TKM)



Mehr-Kompartimente-Modell eines Erdwarmesystems
» FUr den Speicher, Tp = Tx,, — #(Tk,,)
psCs Vs Té = prek Fr(Tk,, — Tp) + paCaFa(Tay — Ts)
» FUr Austeilerkompartimente mit 1 < i < N,
PACA Va TA = O‘ASH(TH TAi) +aASA(TAi+1 - 2TAi + TAiq)
+pACAFA(TAi_1 - TAi)
undi=1,N,
pACA VATA1 = afSK(Tu; — Ta,) + @aSa(Ta, — Tay)
+pACAFA(Ts — Tay)
pAaCAVATL, = ok Si(Thy — Tay) + aaSa(Tay_, — Tay)
+pACAFA(TAN_1 - TAN)
» Far Hauskompartimente,
puonVa Ty, = oW SA(Ta, — Tu,) + anSu(Tu,,, — 27w, + Thi_,)
+aSi(Te — Twy)
wobei THN+1 = TH1 und THO = THN-

Hausaufgabe: Zeige fur o, = 0 und Q = 0, dass die
Gesamtenergie in diesem Modell erhalten bleibt.

70 Hausaufgabe: Entwickle Fx(t) und Fa(t) damit Ty € [Tmin, Tmax]-



Mehr-Kompartimente-Modell eines Erdwarmesystems
» Eine Simulation mit Ty € [22C,23C] und Ts € [35C, 40C]:

M 10'5 Fliisse Temperaturen Temperaturen nach 24 Stunden

- o 45
m | =
5 ] 35 TH 1
a0 TE |
— TK
1 g LEEEUESRERK R
20 1
15
0.5 10
e
5 J
o o . .
o 500 1000 1500 1} 500 000 1500

» Siehe Matlab-Code.
» GroBen durch realistische Geometrie wie voher.
» Die ersten 2 Grafiken sind gleich wie vorher.
» Bemerke die Temperaturverteilungen, Zufluss zu Abfluss:
71 héher zu niedriger im Haus, umgekehrt in der Erde.



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» Man stellt sich z.B. {K;}M, als 1D Kette vor:
NKI 1 % Ki NKI—H %

» Mit dem Fourierschen Gesetz kann der diffusive
Warmefluss q durch g = —AV T modelliert werden, wobei
A die Warmeleitfahigkeit ist.

> Mit elnem Erhaltungssatz (und Fx = 0, ok = 0)

oT
e= [ por—— | an[
VK /K, K,p 8K,-q ok, on

87- TK,‘er - TK,'
/8& Non = 2 AneSne

wobei § = Wanddicke (oder Abstand zwischen Zentren) und
/K,ﬂK,ip ~ AipeSipe = 00258
» Der Warmeubergangskoeffizient ist « = A/d, der sich von
der Warmeleitfahigkeit A\ und einer Zellenbreite § fir die
Simulationen leichter nachschlagen Iasst.

und

72



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion
» Zusammengefasst,

- , 8T
PK;Ck; Vi Tk, = /K pcT’ = /BK, an
%ai—i-%si—f—%[TKiM TKI]—i-Oé ;S 1[TK, ’ TK,-]
» Wenn die Parameter konstant sind,
prCk Vi TI/(,- = aKSK[TKi+1 - 2TK/ + TKiq]
wie vorher gesehen.
» Nun stellt man sich {K;}¥, und {E;}™, zusammen vor:
%Ki 1 % K;j NKI—H %
%

Biq

{ E, Eit1,

| .-

> Mit elnem Erhaltungssatz (und Fx = 0)
oT
E - / oT' = A= / al
VK /K, K,p aK,-q ok; on
und

oT
/aK, Aon ™ > oxSklT,,, — Ti] + gk SE[Te; — Tk

lp|=1



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» Zusammengefasst,

oT
’ /

~ axSk[Tk;,, — 2TK, + TK, J+ OZKSI%[TE, Tk,]
wie vorher gesehen.

» Der rein konvektive Warmefluss kann durch
q = VE = vpcT modelliert werden, wobei v die
Geschwindigkeit ist.

> Mit elnem Erhaltungssatz (und ax = 0, ok = 0)
/E’ /ch’ q-n:—/ pcTv -
VK OK;

un
—/ pCTVv - N~ (FpcT)gen — (FpCT )gaus
IK; ! !

>

wobei

FK[ein|aus] = / |V . n|
i OK;N{v-n[<|>]0}



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

> Mit Typing = Tk,_,; Und konstanten Parametern,

chKVKT{(z/ ch’:/ [AaT—chV-h
Tk ok; L on

~ OCKSK[TK/+1 — 2TK( + TK/.71] + aESE[TE, — TK/]
+PKCKFK[TK/4 - TK/]
wie vorher gesehen.

» Mit dem Gauf3 Satz,
0= a,/ peT — / T = pcTv]- = [ [pctiT — V- (AVT — pcTv)]
Ki OK; K;

» Das Ergebnis folgt aus, _
pCOtT +V - (pcTv) =V -(A\VT), K; 0,T =0, OK™s; T = Tein gKein
wobei oKlemlasl — {x € 9K : v - A< | >]0}.
» Analog schreibt man diese PDG auch fir das Erdesystem,
aber in der Erde gilt v = 0, da es keine Konvektion gibt.

» Die gleichen Uberlegungen fiihren zu dieser PDG fiir die
parallelen Systeme des Austeilers und des Hauses.



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» DG System mit Randbedingungen, Tp = Tgas — ¢( Tgaus )
pcotT +V - (pcTv) =V - (AVT), inE, K AH
psCs Vs Té = prek Fr(Tkas — Tp) + paCaFa(Taws — Ts)
Tlog = Tg°, Tloken = Tp, OnTloxas =0, Tlgpen = Ts, OnT|gams =0,
wobei p, ¢, v und X vom Ort abhangen, aber diese
Parameter sind konstant in E, K, 9K, A, 0A, H und oH.

» 2D Haus Simulation mit Ts = 35C und F5 = 10~3m3/Min:

R— v Temperaturen Schlauchdurchmesser
rach | Mrter Tt 1cm, Abstande 20cm,
. " Flache 5.8m?.
227 Kihler  neben  der
228 Wand, warmer neben
228 dem Schlauch.
Anfanglich  fallt  Tean

’ ” " wegen Ty =0.



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion
» 2D Haus Simulation mit Ts = 35C und Fy = 10~3m?3/Min:

Wertsilung im Haus
nach § Minuten

Wertzilung im Haus
nach 20 Minuten

36

34

32

30

238

26

24

22

38

34

32

30

28

26

24

22

Temperaturen

To steigt plétzlich
nach einem Durch-
lauf und langsamer

nachher.

Nach einem Durchlauf
steigt Tiean langsam.

Nach 15 Stunden
hat das Haus dieses
Gleichgewicht erreicht.

2D Charakter des Mo-
dells wird unten unter-
sucht.



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion
» 2D Garten Simulation mit Tp = 5C und Fx =2-10~3m3/Min:

Vereilung in der Erde 7.002
nach 30 Minuten

6598

6,596

6,994

6882
o 10 20 30 40
Temperaturen
Vereilung indsr Erde 75
nach 1 Tagen Tout
— Tmean

7 X
E5
B
55

Temperaturen

7 -

500

1000

1500

Schlauchdurchmesser
3cm, Abstande 60cm,
Flache 70.7m?.

Tow fallt plétzlich nach
einem Durchlauf (30
Min) und langsamer
nachher.

Timean fallt immer lang-
samer, T|gg = 7C.

Am Ende eines Tages
ist das Gleichgewicht
immer noch nicht er-
reicht worden.



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion
» 2D Garten Simulation mit Tp = 5C und Fx =2-10~3m3/Min:

Temperaturen

Vereilung inder Erde 7.5

nach 10 Tagen —— Tout Dieses GIeIChgeW|Cht

Tmean

wird nach 10 Tagen
65¥ erreicht.
P

Mit ununterbrochenem
Fluss wird Ty — Tp
ziemlich klein.

o 5000 10000 15000

» Siehe die Matlab-Codes.
» Die 0D und 1D Simulationen basieren auf diese Geometrien.
Hausaufgabe: Zwischen den 0D/1D und diesen 2D Simulationen

gibt es einen Unterschied in der Zeitskala, die fir die nachste
Simulation des gesamten Systems auffalliger ist. Warum?

Hausaufgabe: Wie kann weitere Diffusion eingefiihrt werden, um
den unrealistischen 2D Charakter der Ergebnisse zu vermeiden?



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» 2D Simulation des gesamten Erdwarmesystems mit
obigen Bedingungen. Die Zeitskala ist nicht richtig!

im Haus in der Erde
Zeit =1 Tagen
Speichet und Pumpe

Haustemperaturen M w-a Fliisse Erdetemperaturen
45 2 75
— T8 — Haus —TE
—
400 ——TA 15 Erde T K"
— TH s
38 65
1
a0 “-ﬁ—j_i____&_‘_ 6
25 5*——_____‘&“ 05 55
20 [t} 5
a 500 1000 1500 a 500 1000 1500 a 500 1000 1500

80 » Unterscheidet sich von den 0D/1D Ergebnissen. Warum?



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» Nun mit gewaltig erhéhter intra-Kompartiment Diffusion, gibt es
halb so viele Heizzyklen, wie bei den 0D/1D Simulationen.

45

40

35

30

25

20

im Haus

Zait = 1 Tagen
Speicher und Pumpe

in der Erde

—

Haustemperaturen % 10'5 Flisse Erdete mperaturen

2 75

— T8 Haus U —TE

—TA Erde — TK

TH 6.5 TP

TTTTTTT
1 G
55
05
s —
0 45
a 500 1000 1500 a 500 1000 1500 o 500 1000 1500

81 » Warum? Siehe die nachsten 3D Ergebnisse.



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» 3D Ergebnisse mit Warmeverlust Uber die AuBenwande:

im Haus in der Erde
Zait =1 Tagen
Speicher und Pumpe
Hausternperaturen FlAtasse Erdetemperaturen
15 012 75
5] Haus TE
—TA Erde —TK
oll—™ i 01 P
0ns
Eq 65
006
Eil 5
\ e
ES 55
00z
20 1) 5 ———
0 500 1000 1500 0 500 1000 1600 0 500 1000 1500

» Wie in der 2D Simulation hat sich die FuBbodenheizung
nur einmal eingeschaltet. (Das Haus besitzt 3 Levels)



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» 3D Ergebnisse mit erhdhter intra-Kompartiment Diffusion:

im Haus in der Erde

Zeit = 9.4 Stunden
Speicher und P!

mpe

Haustemperaturen x10° Flhtisse Erdeternperaturen
15 2 75
—Ts ——Haus —TE
—TA 180 ——Eue TH—m
all—— - —1r
65
14
® 12 "
1 58
1 08 &
06
45
F 04
02 B
E) 0 L
0 200 00 600 0 200 400 600 0 200 40 600

» Im Vergleich zur 2D Simulation sehen wir kein
Labyrinthmuster. Diffusion in der Luft findet Gber den
ganzen Raum hinweg statt.



Erdwarmesystem mit Konvektion und Diffusion

» 3D Ergebnisse mit zusatzlichem Warmeverlust Gber das Dach:

im Haus in der Erde

Zeit = 32 Minuten
Speicher und Pumpe

Haustemperaturen w1 Fldtisse Erdeternperaturen
40 2
—Ts Haus
] — m L Erde
16
0 14 65
25 i 3
1
20 i 55
15 U: 5
0.4
10 45
02
5 0 4
o w2 31 4

0 0 10 0 30 n 0 10 0 30 40

» Zuviel Warme geht verloren.

Hausaufgabe: Untersuche die Rolle des Schlauchabstands fir
g4 die Garten- und Haus-Simulationen.



Stofftransport

» Fur DCE-MRI wird Kontrastmittel eingefiihrt, um Kontrast
dynamisch zu erhdhen.

» Analog zur Energieerhaltung im letzten Kapital kann
Massenerhaltung hier verwendet werden, um die
Verteilung des Kontrastmittels zu modellieren.

» Ziel: Transportparameter zu bestimmen.



DCE-MRI

>

Sei C(x, t) die Konzentration des Kontrastmittels im
Gewebepunkt x € Q (Kérper) und zur Zeit t > 0.
Der konvektive Fluss Fy des Kontrastmittels kann mit
Fy = vC modelliert werden, wobei v die Geschwindigkeit ist.
Mit dem Fickschen Gesetz kann der diffusive Fluss Fy mit
F4 = —DV C modelliert werden, wobei D die Diffusivitat ist.
Angenommen hangt die Diffusivitat von v ab,

D(v) = dvv" +p[l — v¥"], ¥ =v/||[v],
Hier wirkt d entlang v und p senkrecht auf v.
Durch Massenerhaltung, VV C Q

at/cz—/ (Fi+FO)-h= [ Dwyve-a- [ cv-h
4 ov ov oV

~
Diffusion Konvektion

ergibt sich fur C eine Gleichung der Konvektion und Diffusion,

#C+ V- [vC]=V-[D(v)VC], x€Q, t>0



DCE-MRI
» Sei V C Q ein Teilgebiet in dem gilt,

H#C = —-V.[vC]+V-[D(v)VC]
+(C — CAlp)V - ASyyen, X €V, >0
0 = D(v)VC-n, xcoV, t>0
Cc = G, xeV, t=0
wobei

> Carr = Cax(t) ist die arterial input function
» QVI={xecdV:v-h<0},0V™={xecdV:v-nh>0}
» Die Dirac delta-Funktion d.n erfillt

/Céavem: C, VC glatt genug
"4 9 Vein

» Auf 0V gibt es keinen diffusiven Fluss!
» Sei der Differentialoperator A formell so definiert:

AC = -V - [vC]+ V- [D(v)VC] + CV - Ny ein
Dom(A) = {C glatt genug : D(v)VC - h =0 auf oV}



Faltungsmodell
» Durch Integration der PDG ergibt sich mit dem Gaul3 Satz

/ 8tC+/ Cv-h+ CapV-n = D(v)VC-nh=0.
% dVaus §Vein v

wobei C|yyws = Cyor die venous output function ist.
» Die formelle Lésungsformel fir C ist

t
C(t) = eMC(0) + / eN=9)5, e |V - A|Carr(S)ds
0
» Wenn C, = 0 gilt, folgt die Faltungsgleichung
t
Celt) = / K(t — s)Camr(s)ds
0

wobei die tissue concentration function bzw. der
Faltungskern gegeben sind durch

. 1 _L At . e
Gr(t)_M/VC(t), K(t) = |V|/ve SoyenV - A

» Carr und Cr werden durch Bildgebung gemessen und K
88 soll bestimmt werden.



Physiologische Parameter vom Faltungskern

» Anhand des Faltungskerns lassen sich physiologische
Parameter folgendermaf3en herleiten.

» Durch Integration der PDG raumlich und zeitlich ergibt sich
mit dem GauB Satz,

t t
WV|Cr(t) = / C= / v-Al / Care(s)ds— / v-Al / Cuor(s)ds
v v-n<0 0 v-h>0 0

» Mit der Faltungsgleichung folgt Cr(t) = K(t) mit
Cair(t) = 4(t), wobei die Dirac delta-Funktion erflllt

to—‘re
/ S(t—to)dt =1, Ve 0
fo—e
> Mit Care(t) = 6(t) und Cyor(t) =3 0 ergibt sich oben durch
t—0,
_ 1
‘V‘ v-h<0
d.h. K(0) ist die volumetrische Flussrate pro
Gewebevolumeneinheit (Perfusion).

K(0) Vb =
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Physiologische Parameter vom Faltungskern

» Die Funktion R(t) = K(t)/K(0) ist die residue function, und sie
stellt den Bruchteil des impulsiv eingefihrten Kontrastmittels
dar, der aus V noch nicht durchgeschwemmt worden ist.

» Angenommen sammelt sich kein Kontrastmittel in V,

Fluss®" = / lv- A :/ |v - A = Fluss™®
v-h<0 v-h>0
» Mit der Faltungsgleichung und der Formel fiir K(0) folgt

/A \v-ﬁ|/ R(t — §)Camr(s)ds = / \v~n|/ Care(s
v-n<0 0 v-n<0
— / |v-n|/ CVOF S
oder nach d/dt, v-A>0 0

t
CAIF(t) +/o Rl(t — S)CAIF(S)dS = CAIF(t) — CVOF(t)
» Mit R(t) = [ h(s)ds folgt

t
Cuor(t) = /O h(t — $)Carr(s)ds



Physiologische Parameter vom Faltungskern

» Die Funtion h(t) wird als Wahrscheinlichkeitsdichte der
Transitzeit eines Kontrastmittelteilchens interpretiert.

» Dann ist der Mittelwert der Transitzeit gegeben durch
7}:/ th(t)dt:/ R(t)dt:/ K(t)/K(0)dt
0 0 0

» Mit Camr(t) = 6(t), Gvor(t) = h(t) und Cr(t) = K(t) in der
Integration der PDG folgt

VK@) = [ vl
v-n<0

oder

- t h(s)ds} — |VIFR(t)

/ K(t)dt = ]—"T/ R(t)dt = FiTr = Wy
0 0

d.h. [y K(t)dt ist der effektive volumetrische Bruchteil
vom V, in dem Kontrastmittel verteilt ist.



Bestimmung des Faltungskerns
» Diskrete Beispiele.
» Angenommen besteht V aus 2 wohl gemischten

Kompartimenten.

» Im linken Beispiel gibt es reine Konvektion zwischen den
Kompartimenten.

» Im rechten Beispiel gibt es Diffusion zwischen den
Kompartimenten.

ki

Carr —~ Cvor Carr — | Ci | — Cvor

kzl ka

» Der Transport in diesen Beispielen werden so modelliert:

{ Vi C4+k1(C1—CAIF) =0 { Vi Cg+k1(C1—CA1F) = k12(CQ—C1)
VQCé—}—kg(Cg—Cﬂ =0 VzCé = k12(C1—C2)

o» Hausaufgabe: Bestimme K(t) = aje~*!+aze~?2! fiir diese Beispiele.



Entfaltung ist schlecht gestellt

» Angenommen lauft Kontrastmittel durch n+ 1 gleichartige
wohl gemischte Kompartimente (jeder Mittelwert der
Transitzeit = 1/v), nachdem es impulsiv eingespritzt wird
und bevor es in V ankommt.

» Modell der Car furr V ist

(vt)"

n!

» Sei Cr = K. * Carr, Wobei K. ein exakter Faltungskern ist.

» Angenommen wird Cr(t) + Nc(t) statt Cr(t) gemessen,
wobei N,(t) Messrauschen darstellt. Dieser Messfehler
erzeugt einen Fehler E.(t) im Faltungskern, der erfiihlt:

Cair(t) = o(t) * [ve ™y % - x ve ™ |pp1 = v e

t
Crl(t) + N(t) = /0 Cair(t — 8)[Ko(s) + E.(s)|ds

Satz: Es existiert N. = O(e), mit dem gilt E. = O(e™").
Hausaufgabe: Konstruiere ein einfaches Beispiel (N, Carr, E)
o mit N, =2 0 und E, =3 cc.



Bestimmung des Faltungskerns

» Wegen der nicht stetigen Abhangigkeit der Daten, muss
die Bestimmung des Kerns regularisiert werden.

» Ein bekannter Antsatz zur Bestimmung des Faltungskerns
basiert auf eine Singularwertzerlegung der Systemmatrix,
die durch Diskretisierung der Faltung entsteht.

» Sei die Faltung durch die Trapezregel diskretisiert:

li

Cr(t) = Car(ti — s)K(s)ds
0
i1
~ Z[CAIF(t,- — 1)K (t) + Carr(ti — ti1)K(G11)] (G0 — 1)/2
j=1

i=1,....n,mitty =0und t, = T, oder
Cr=AK, Cr={Cr(t)}Ly, K={K(t)}

0 0 0
A Cair(to—t)(—t1) Cair(lo—t2)(—t) :
T2 | Carr(ts—ti)(—t) Car(z—t2)(3—t) Cair(t3—t3)(t3—t2)

: - 0
94 Catr(tn—t1)(to—t1)  Catr(tn—t2)(t3—t1) - - - Catr(tn—)(iz1—tiq) - - - Carr(tn—tn)(t—tn—)



Bestimmung des Faltungskerns durch SWZ
» Mit der Singulérwertzerlegung der Systemmatrix,
A=UxV
bekommt man typischerweise folgende Ergebnisse.

cAlF svs Main macles from svel(C)=USY

200

2 150

» Die Singularwerte {o;}{ , = diag(X) werden abgebrochen,
d.h. mit o* = {; max{o;}7, sei
>t = diag{(o; > 0*)/(0j + (0; < o*))},
» Die regularisierte Losung ist
K = VTifuTCr



Bestimmung des Faltungskerns durch SWZ

» Typische gemessene und abgeschatzte Zeitverlaufe sehen
SO aus:

cAIF c(118,122,9 w1’ k118,122,

» Trotz Regularisierung hat die abgeschatzte Kernfunktion
viele Schwingungen.
» Trotz Schwingungen ist die abgeschatzte
eine Glattung der gemessenen
% Gewebekonzentration.



Bestimmung des Faltungskerns durch SWZ

» Trotz obiger Nachteile in den abgeschatzten Zeitverlaufen
sehen die abgeschatzten physiologischen Parameter raumlich
SO aus:

n—1

Vr = Z[K/ + Ki1]

i=1




Bestimmung des Faltungskerns durch EXP

» Bevorzugten Ansatz: Faltungskern wird durch eine
exponentielle Basis approximiert:

M
K(t;k) = kmexp[—Amt]

m=1
wobei k = <k1,...,kM> und A = <)\1,...,)\M>.
» Die Zeitskalen {1/\n} sind harmonisch verteilt:
Am=m/T, m=1,....M

Satz (Mintz): Wenn Ay, > 0, A —5 400 und 3200 1/Am = +00
gelten, ist {e~*mt}°c_ dichtin LP[0, 00), 1 < p < oc.
Satz: Der Faltungskern ist monoton fallend wenn
Dy ,---Dy TAk >0
wobei A = diag{\,} und mit g} = 1/(\; — \))

. ~ni1 — G gy " 0
Dy, = tridiag +q,1n+1 +q§7+2 . _|_qll\\4/lfm 1
98 - 0 0 0 0

o = |
S —
———



Bestimmung des Faltungskerns durch EXP
» Flr Bedingung der Monotonie wird K so umgeschrleben

K(t) = /0 e Mdu()), Z Kmd(X — Am)

» Die UbermdaBig einschrdnkende Bedmgung

—K'(t / e~ ”d# >0, 4(\)= ka (A= Am) >0

fihrt zur Elgenschaft vollstandig monoton

(—1)"K"D(t) = / A6 Mu(2) > 0

0
» Die implementierte Bedingung wird so hergeleitet:
44

o8} ln Ln1
_K(f) = 17 /0 dtnexp(~(rt) [ty /O dtn g [ tod(to) >

> Diskret: D7, - D; Ak >0 = =0

—K'(t) = kK"[AD; - Dy, | 1[Dy—1 - - - Di] exp(—At) > 0.
» Unter dieser Bedingung soll ||Cr — AK(t, k)|\§2 minimiert
99 werden, wobei K(t, k) = {K(t;, k)}7_,. (Ct, A wie vorher.)

0



Bestimmung des Faltungskerns durch EXP
» Mit der exponentiellen Basis sehen Zeitverlaufe so aus:

cAF cliss,122,)

. L Kuengzey won 22
=
i ’
os \’\I \ ) b 200
A AT ’
W dl .
. ol nlla
\ LET]
.
| \
/ : \
M/ ‘ \\\
| -~ |
o 50 100 150 200 250 o 0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250 ) 5 0 15 20

» Bemerke: K x Cayr ist eine Glattung von Cr, K ist monoton
fallend und das Spectrum k ist wohl verteilt.

» Die Parameter Fr, V1 und 7t sehen so aus:

0.006

0.004

0.002




Gedampfte Schwingungen

>
>

Das einfachste Beispiel ist das Masse-Feder-System:

Sei m die Masse und u ihre abwartsgerichtete

Auslenkung vom Ruhestand.

Es gibt innere elastische Kraft der Feder 1%, die

gegen Auslenkungen vom Ruhestand wirkt. Mit
fls — _ku, k>0

wird diese durch eine lineare Abhangigkeit von u

modelliert, wobei k die Federkonstante ist.

Sei f eine auBere abwartsgerichtete Kraft auf die Masse.

Laut dem Newtonschen Gesetz kann die Bewegung durch

mu’ = —ku+f

modelliert werden, wobei u” die Beschleunigung und

—ku + f die Summe der wirkenden Kréfte darstellen.

Die Krafte kdnnen auch bezlglich der Ableitung —P’(u)

des folgenden zu minimierenden Potentials dargestellt werden,
P(u) = ku?/2 — fu

wobei ku? /2 die elastische Energie der Feder und fu die

gegenwirkende Arbeit der auBeren Kraft darstellen.

T
u



Harmonische Schwingungen
» Die GDG mu” = —P'(u) kann in erste Ordnung so
umgeschrieben werden,

ool Lol =[] [0]+[7)

Die Systemmatrix A = M~ K erfilllt o(A) = {+1/k/m}.
» Eine Simulationmitm=1, k =1und f = 1 zeigt:

Gedampfte Schwingungen
Phasenebene 5 =1, k=1, c=0, Zeit=10

05

7

oot
T

R et
R —

0 5 10

» Die Bahn des Zustands im Phasenraum ist ein Kreis.
» Die Masse weist harmonische Schwingungen um den

102 Ruhestand u* = f/k = 1 auf.



Reibungskrafte

103

>

Solche Bewegung ist nicht realistisch, weil es Reibungen

gibt, die die Masse zum Ruhestand bringen.

Je schneller die Bewegung, desto héher die Reibung, d.h.

eine Reibungskraft < wirkt gegen v’

Diese wird durch eine lineare Abhangigkeit von v’ modelliert,
freib — —CU/, c>0

Die GDG mu” = —ku + f — cu’ kann in erste Ordnung so

umgeschrieben werden,

oml L=l 2L e ]

Da die Eigenwerte der Systemmatrix A = M~ K erfilllen,
AMmA+c)+k=0, Xe{(-c+Vc®—-4k)/(2m)}

gilt maxR{s(A)} < 0, und das Gleichgewicht u* = f/k

(U = 0) ist lokal asymptotisch stabil.

Wenn ¢? < 4k gilt, gibt es gedampfte Schwingungen.

Wenn ¢? > 4k gilt, kommt der Zustand monton zum

Ruhestand.
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Gedampfte Federschwingungen
» Eine Simulation mit m=1,k=1,f=1und c =1 zeigt:

Gedimpfte Schwingungen
f=1, k=1, c=1, Zeit=10

Phasenebene

15

N

05

>

0 5 10

» Die Bahn des Zustands im Phasenraum ist eine Spirale.
» Auf den Geraden im Phasenraum ist entweder u oder v’ Null,

V=0 « 0= T[ul 0 1][u ][ o
u=(f-ku)/c <« 0= |U | | —k/m —c/m u f/m
d.h. der Richtungsfeldvektor in einem Punkt dieser
Geraden ist entweder waagerecht oder senkrecht.

» Die Masse weist geddmpfte Schwingungen um den
Ruhestand u* = f/k = 1 auf. Zustand ist untergeddmpft.



Gedampfte Federschwingungen

Gedimpfte Schwingungen
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Membranschwingungen

» Nun werden Auslenkungen einer Membran _t (
untersucht. Seien an der Stelle x € Q:
» u(x) die aufwértsgerichtete Auslenkung der Membran
» f(x) die aufwértsgerichtete &uBere Kraft und
» T(x) die Spannung der Membran.

» Um den Zustand der Membran zu modellieren, wird zuerst
ein zu minimierendes Potential definiert.

» Sei ein kleines Membranstiick S vom Gleichgewicht zum §
durch Anderungen des Flacheninhalts dS und des
Volumens dV gestdrt, wobei dV zwischen S und S liegt.

» Diese Stérungen erhéhen die potentielle Energie F nach
dF = TdS — fdV, und die zuséatzliche Energie ist dann fir
Arbeit verfligbar, um die Membran zuriick zum
Gleichgewicht zu bringen. Daflr werden geleistet:

» Arbeit —fdV von der Kraft pro Flacheneinheit —f nach
der Stérung dV und

» Arbeit TdS von der Kraft pro Ladngeneinheit T nach der
Stérung dS.

106



Potentielle Energie

» Sei u* die Auslenkung im Gleichgewicht. Wegen
dF = TdS — fdV erflllen die variationellen Ableitungen

O0F 35S oV
E(u V) = Tdu(u )—fd—(u V)
» Mit S(uv*) = /1 + |Vu*|2dx gilt

—(u V)_7Vu vv dx
ou’ V14 |[Vul
» Mit V(u*) = u*dx qilt

(W(u v) = vdx

Die potentielle Energie erfullt

v

6—]:(u*- V) = T—Vu*-Vv —fv| dx
our ' T+ VU2

v

Wenn Uber das ganze Membrangebiet Q2 integriert wird,
erflllt das gesuchte zu minimierende Potential

M(u*-v)—/ TV g
our’ Q 1+ [Vur2

107



Potentielle Energie
» Sei das Potential gegeben durch

= T1+VU2—/fu
JorvierE- |

d.h. eine Summe der elastischen Energie der Membran
und der gegenwirkenden Arbeit der auBeren Kraft.
» Die variationelle Ableitung ist gegeben durch

oJ . d
@(U' V) = Img)d—J(quev)
= Ilm/T[1+]V u+ev)| ]2/fu+ev
e—0 de

= Ilm/;T[1+|V(u+ev)|] 22V(u+ev)-Vv—/fv
e—0 Jo Q

/T[1 +|Vu|2]‘;Vu-Vv—/ fv
Q Q

die mit dem Ziel Ubereinstimmt.

» Die Auslenkung u* im Gleichgewicht erfillt

1)
J(u v) =0, Vv glatt genug.
108 ou



Potentielle Energie

» Um u* zu charakterisieren, muss diese Ableitung durch
partielle Integration umgeformt werden,

Olﬂ( v)——/vV _Tvu +/ vh _Tvu /fv
s Q V1+|Vulz| Joa V1+|Vulz| Ja

» Wenn v, mit den Eigenschaften
e, v.=0inQ\BX,e), v(¥X) =3 o0, / Ve = 1
Q

ausgewahlt wird, ergibt sich

TVu -0 TVu N
0= / +fy —= V| e |+ (X
{ V1 +|Vu]? |Vu|2 } { V14 |Vul? }( )

> 1Wenn v. mit den Eigenschaften
XeoQ, v.—0inQ\B(X,e), v.(¥) =2 o, / v =1
ausgewahlt wird, ergibt sich o8

0_/ v. h __Tvu i _Tou/on (X)
o0 V1 +1|Vul? V14 |Vul?

109 e



Potentielle Energie

110

» Da X und X beliebig sind, wird u* durch das
Randwertproblem charakterisiert,

TVu
V14 |Vul?

Hausaufgabe: Fir kleines  gilt ,
5 C(+r)-1 4
Y =g
und deswegen fir kleine Auslenkungen kann /1 + [Vu|? in J
mit %|Vu|2 approximiert werden. Zeige flir das approximierte
Potential, das minimierende Auslenkung erfullt:
—V - [TVu]l=finQ, Tou/on=0 auf 0Q

» Falls die Membran am Rand befestigt ist, wird die
Neumann Randbedingung du/dn = 0 mit der Dirichlet
Randbedingung u = 0 ersetzt.

» FUr die Herleitung des Dirichlet Randwertproblems darf v keine
Stérung am Rand machen, und deswegen gilt v = 0 auf 0%2.

_fing, _0U0n _ 4 autan

V14 |Vul?




Untersuchung der Approximation
» FUr T =1 und f = 2 und Dirichlet Randbedingungen
werden Lésungen des linearen (Poisson-) und nicht
linearen (Minimalflachen-) Problems verglichen:

Linear, T=1, f=2 Nicht Linear Differenz = 15%

» Zur Lésung des Minimalflachen-Problems wird eine Picard
lteration verwendet, (f > T = keine Losung! Warum?)

TVUk_H Q T8Uk+1 /c‘)n
V1 + [Vu? LT+ V2

wobei ug = 0 und uy 16st das Poisson-Problem.

111
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Membrandynamik

» Die Ableitung des Potentials ist eine Kraft.
» Mit dem Newtonschen Gesetz (ma = F) kann die
Membrandynamik so modelliert werden,

1)
/ pURV = ——J(u; v), Vv glatt genug
Q ou

wobei p die Masse pro Flacheneinheit ist.

» Durch strategische Auswahl an v unter Dirichlet
Randbedingungen zusammen mit Anfangsbedingungen
ergibt sich das Wellengleichungsproblem,

TVu
put \% NI +f, Qx(0,00)
u = 0, 082 x (0,00)
u = Uup, Q x {0}
us = U, Q x {0}

» Diese PDG ist analog zur GDG mu” = —P’'(u) fir das nicht

. gedampfte Masse-Feder-System.



Membrandynamik

» Analog zum gedampften Masse-Feder-System kann eine
Reibungskraft f® fiir die Membran so eingefiihrt werden,
freib = —cUu;
die gegen die Geschwindigkeit u; wirkt.
» Mit solcher Dampfung wird die PDG

TVu

V14 |[Vul?

und sie kann in erste Ordnung so umgeschrieben werden,

W R E S A
O p iyl el V'Wv ¢ =K(u) t f

» Das Gleichgewicht u* soll das statische Minimalflachen-
problem I6sen. f> T = keine Losung!
» Erflillt die Systemmatrix A = M~'K(u*) die Bedingungen
R(c(A)) <0? S(o(A)) =07
» Zur Losung des Minimalflachenproblems kann diese
Evolution mit der Picard-Iteration verglichen werden.

puUyg +cuy =V -

113



Membrandynamik

» BeiC=0
gibt es keine
Dampfung.

» BeiC =1
ist die
Membran
unter-
gedampft.

114

Membran Gleichgewicht
R=1, T=1, C=0, f=2
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Membrandynamik

> Membran Mittleres Profil der
ef f ek t I "4 M;r:lll‘r?;lﬁ lél::gse"::zm Membran Schwingungen o
Kritisch ‘
gedampft bei
C=65 /Il, OO0
’ Y, SO \ "
aber () # ﬂllll,";”:’s‘ﬁ‘“&\\ §§\‘ 01
Io(A). w i
» 0(A) C
0
—00, 0] bei 0
(C — ZI 2]0 Membran Gleichgewicht Mittleres Profil der
- ’ R=1, T=1, C=1.2¢+02, f=2 Membran Schwingungen
aber lokale 0.175
Schwingun-
gen nach AN 0.17
=1 T AN
zu.f.alllger ,,,///,,';;,:::s‘:st‘“{\\
Storung des Ly 0.165°
Gleichge-
wichts. 016,
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Anwendung: Augendynamik

» Anatomie des Auges:

v

Lederhaut (sclera): Das weiBBe schutzende des Auges
Aderhaut (choroid): BlutgefaBBe, Erndhrung

Netzhaut (retina): Fotorezeptoren

Selbstregelung des Flusses: konstanter Druck

v

v

v
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Cerclage Operation
» Erkrankter Zustand: Netzhautriss und Netzhautablésung

Retinal delachivanl

s mchon
on g

pupil

\

» Chirurgische Lésung:
Wende eine Cerclage
(Gummiband) an,
um das Auge
zusammenzudricken.

band

117
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Vor, Wahrend und Nach der Operation

» Zustande der Operation: pra-, intra- und post-operativ:

[

fims 1 R I\I—\A\k\

w‘ : Z
ungefahr eine Kugel deformiert vom Band weniger deformiert
Volumen = V; Volumen = V; Volumen < V4
Druck = pq Druck > py Druck =~ pq

» Ziel: Diese Zustande voraussagen, um die
Operationsplannung zu erleichtern.
» Augapfelrand wird als Membran modelliert:
» Dicke vernachlaBigbar, (nicht lineare) elastische Effekte.
» Intraoperativ: eingeschrankte Minimierung potentieller
Energie unter konstantem Volumen.
» Postoperativ: das gleiche unter einem konstanten Volumen,
das mit urspinglichem Druck zusammenpasst.



Potentielle Energie

» Sei ein kleines Membranstiick S (d.h. vom Augapfelrand)
vom Gleichgewicht zum S durch Anderungen des
Flacheninhalts dS und des Volumens dV gestort, wobei
dV zwischen S und &S liegt.

» Diese Stdrungen erhéhen die potentielle Energie F nach

dF(u,p) = T(u)dS — F(u,p)dV

wobei
u = Abstand vom Augapfelzentrum
p = innerer Druck des Augapfels
T(u) = Spannung der Membran
F(u,p) = Kraft vom inneren Druck und vom Gummiband

» Die zusatzliche Energie ist dann flr Arbeit verfigbar, um
die Membran zurtick zum Gleichgewicht zu bringen. Dafr
werden geleistet:

» Arbeit —F(u, p)dV von der Kraft pro Fl&cheneinheit
—F(u, p) nach der Stérung dV und
» Arbeit T(u)dS von der Kraft pro Langeneinheit T(u) nach

der Storung dS.
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Potentielle Energie
» Sei u* die Auslenkung im Gleichgewicht bei einem zur Zeit
fixierten inneren Druck p. Wegen dF(u,p) = T(u)dS —
F(u,p)dV erfillen die variationellen Ableitungen
O W) = T 22 0v) — Bl p) e (uv)
» Wegen Symmetrie gilt u* = u*(¢). Mit
X(6,0; u) = (u(¢) cos(8) sin(¢), u(¢) sin(0) sin(¢), u(¢) cos(¢)) ™
gelten
S(u) = | Xs(¢, 0; u) x Xo(9,0; u)|dpd = usin(¢),/u? + ugdqbda

und U5V + 2U™2V + uuyV,
OS vy = o Y6 sin(¢)dodd

7( : )_

» Durch die Summe der Terme T(u*)6S(u*; v)/éu Uber alle
Membransticke S ergibt sich die Ableitung der potentiellen
Energie allein wegen Membran-innerer Krafte:

u*2v +20*2V + uuyVy
— = 27r/ T(u

/u*z + u*2
120 ¢

sin(¢)d¢
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Potentielle Energie
» Mit u
V() = sin(¢)dods | r2r
0
gilt
Z‘;(u*; v) = vu*? sin(¢)dpdd

» Sei ég = (cos(h), sin(#), 0) der Radialeinheitsvektor in
Zylinderkoordinaten.

» Sei f(R, z)eg die radial nach innen gerichtete Kraft pro
Flacheneinheit des Gummibandes in Zylinderkoordinaten
(R, z) auf der Oberflache des Augapfels.

» Die Summe der nach aussen gerichteten Kréfte pro
Flacheneinheit in einem Augapfelrandpunkt ist

F(u,p) = p — f(ucos(¢), ucos(¢))ér - n
wobei der nach aussen gerichtete normale Einheitsvektor

gegeben ist durch

fo Xo(d,0iu) x X9, 0:0) 1
| Xs(,0: 1) x Xo(¢,0; )] \/m

(~ COS(6)(uOS())s, — SiN(6)(UCOS(9)).s, — COS(6)(usin(©)).)



Potentielle Energie

» Durch die Summe der Terme F(u*, p)d V(u*; v)/du Uber
alle Membranstlcke S ergibt sich die Ableitung der
potentiellen Energie allein wegen Membran-externer
Krafte:

0de, T N .o
e ;v):—27r/0 f(u*cos(s), u*sin(¢))

(urcos(9))4

\ UrE+ug?
» FUr die Einschrankung eines konstanten Volumens sei ry

der Radius des nicht deformierten Augapfels. Mit einer
Deformation muss gelten

(W) = V(W) ~ V() = o / U8 sin(6)do —

» Um die potentielle Energie J, + J. unter der Elnschrankung
J. = 0 zu minimieren, wird ein stationarer Punkt des
Lagrange Funktionals gesucht:

(1) = 5 [oh(U) + () ~ Ak(0)]

wobei A ein Lagrange Multiplikator ist.

+p} vu*? sin(¢)de

47rl’1 _0
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Modell der Bandkraft
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» Wenn ein Band mit Querschnittflacheninhalt A von einem

Ruhestand mit Lange L zu einer Liange L + AL gezogen
wird, kann die zuriickziehende Kraft F des Bandes mit
dem Hookschen Gesetz
F=AEAL/L

modelliert werden, wobei E der Youngsche Modul ist.
Sei der Querschnittflacheninhalt durch A = w - 6 gegeben,
wobei w = z» — z; die Breite und ¢ die Dicke sind.
Wenn das Band kreisférmig ist, wird die
Querschnittspannung gegeben durch

T=F/w=ESR-R)/R
wobei L = 27Rund L + AL = 27R.
Mit dem Laplace Gesetz fir einen Zylinder

Ap = T(K1 + K:g) = RAp=T
ist die radial einwartsgerichtete (d.h. Richtung —eg) Kraft
des Bandes durch T/R gegeben, d.h.
f(R,z)=E-6-(1/R=1/R), z1<z<z

wobei R der Ruheradius des Bandes ist.



Modell der Membranspannung
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» FUr die Spannung wird angenommen, dass T(u) eine
Konstante ist, die von der Funktion u abhangt.

» Wenn das Augapfel kugelférmig mit Radius ry ist, gilt das
Laplace Gesetz,

Ap=T(ky +r2) = 2T =pin

wobei p1 = Ap = p; — p, > 0 die Druckdifferenz zwischen
innen und auf3en ist. »

» Die Beziehung zwischen Druck und

o
Radius (oder Volumen) eines 5 |
nachgiebigen Gewebes ist avd
typischerweise logarithmisch, Pressure
n(8)=o(o- V) =43~ ) Emerim
wobei (po, rp) eine Abweichung vom Volums, | o0 preseures ang

Zustand (py, r1) des Augapfels ist. Dies ist das Friedenwald
Gesetz und o ist die Okularsteifigkeit.
» Die zur Abweichung (po, ro) passende Spannung ist
To = 3roPo = 3rop1exp [432(rd — rd)]



Modell der Membranspannung

» FUr eine Abweichung von einer Kugelform wird die
Spannung mit einer Hookschen Erganzung des
Laplaceschen Gesetzes modelliert:

T(u) = To(U) + Em - 6m - [S(u) — So(u)]/ So(u)

wobei
V(u) = Volumen des Augapfels mit Geometrie v,
d.h. V(u) =& [ u®sin(¢)ds
S(u) = Flacheninhalt des Augapfels mit Geometrie v,
d.h. S(u) = 27 [ u(u? + L)z sin(¢)do
rn(u) = Radius des kugelférmigen Augapfels mit Volumen V/(u)
po(u) = Druck des kugelférmigen Augapfels mit Volumen V(u),
d.h. po(u) = p1 exp[*52 (ro(u)® — rf)]
To(u) = Spannung des kugelférmigen Augapfels mit Volumen
V(u), d.h. To(u) = ro(u)po(u)
So(u) = Flacheninhalt des kugelférmigen Augapfels mit
Radius ry(u)
E. = Youngscher Modul der Membran

125 0m = Dicke der Lederhaut+Aderhaut



Stationaritat fir die Lagrange Funktion
» Die Stationaritatsbedingungen fur die Lagrange Funktion
L(u,\) = 2-[h(U) + de(u) — Ade(u)] sind:
2u +u?
- { T(u)$ sin (;5} + T(u)i“5 sin¢
¢

2 2 2 2
N N

= {f(usinqﬁ,ucosqﬁ)wwz’ + (p1 +)\)} uzsinqb, O<op<m,

/12 2
U+U¢

us=0, ¢=0,m, /0 U singdg = 2r3

» Mit dem praoperativen Zustand (ry, p1) (nach Friedenwald)
und der obigen Lésung (u, \) sei p = p1 + .
» Der Cerclage-Operator fiir den intraoperativen Zustand sei:

1o C(r) = (u,p) mit C(rv)[u] =u, C(n)lpl=p



Losungsweg

» Das intraoperative Problem:
Anhand des praoperativen Zustands (ry, p1) (nach
Friedenwald), berechne C(r1) = (u, p) wobei
» u = intraoperative Geometrie
» p = intraoperativer Druck
» Das postoperative Problem:
Anhand eines Zieldrucks p, ~ py,
» finde (ro, po) (nach Friedenwald)
» flr ein Band-freies kugelférmiges Augapfel
» mit reduziertem Volumen Vy = 47rrg/3
wobei C(rp) = (u, py) gilt.
» Ldsungsansatz fir das postopertive Problem ist ein
Bisektionsverfahren, wobei Folgendes iterativ verwendet wird.
» Losungsansatz fir das intraopertive Problem: Eine
Approximierte Newton lteration

& -] s
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Losungsweg

Ay = - TWusine, L T(wusing, - oF
\/m \/m ou

oF

%

K(u)A = —AtPsing ~ — 5G

su
F(u,p) = —A(u)u — T(u)sin ¢y /u? + U5+

(ucos )y
G(u) = /7T uBsingdg — 2r3

Satz: 3! Losung (v, A), woboei v eine gewisse Glattheit hat.
» Ldésungmethoden: Zellenzentrierte finite Differenzen:

[ An(u) Ku(u) | | v } _ [ Fh(u,p)
K;(u) 0 A Gh(U)

f(usin ¢, ucos ¢)

+p] u?sing

u=u-+av
p=p+al
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(o ), K*(U)VZ—fr v singde ~ (v,
0

V)



Algorithmus
Zur Berechnung des postoperativen Zustandes:

» Gegeben sind der Bandradius R im Ruhestand und der
Zieldruck p, =~ py, wobei py der préoperative Druck ist.

» Setze r, = R und berechne p, nach Friedenwald. Keine
Bandkraft = C(r,) = (U = ., p = Ppa).

» Setze p, = p; und berechne r, nach Friedenwald. Dann
start mit (u = r,, p = py) und iteriere, um C(r,) zu
berechnen.

» DaC(n)[p] < p. < C(rm)[p] gilt, starte das
Bisektionsverfahren mit dem Intervall [r,, f,], um
C(ro)[p] = p: zu lésen.

» Die gesuchte postoperative Geometrie u wird durch

C ben.
. Clro)lul gegeben



Materialeigenschaften

» Vom Frstenfeld Prifbericht:
] Gemessene Cerclage Parameter \
Youngscher Modul E, | 24453 mmHg
Dicke oy 0.75 mm
Breite wy 2 mm
Ruheradius R 10.35 mm

» Die Cerclage wurde markiert, entspannt und direkt
gemessen, um R zu bestimmen.
» FUr die Folgenden wurden Lederhaut- und Aderhaut-
Eigenschaften aus der Literatur summiert:
] Gemessene Augapfel Parameter \

Youngscher Modul E,, | 21753 mmHg
Dicke 6y, 1 mm
Okularsteifigkeit o 1/80

» Durch direkte Wasser-Injektion wurde eine (p, V)-Kurve

150 erstellt, und dann wurde o durch Regression bestimmt.



Experimentelle Prozeduren
» Augapfel- und Cerclage-Zustande wurden direkt

131

gemessen.

» Inelastische Faden wurden verwendet, um die Radii zu

messen.

» Das Band wurde um den Aquator des Augapfels

umgewickelt, gezogen, verknlpft und markiert.

|

H

| measured | computed |

preoperative: P1, mmHg | 23.00
ry, mm 12.25
intraoperative: | C(ry)[p], mmHg | 76.00 67.88
minC(rq)[u], mm 11.94 10.94
postoperative: | C(r)[p], mmHg | 20.00 20.00
minC(ro)[u], mm 11.22 10.43

» Driicke wurden direkt gemessen.

» FlUssigkeit wurde extrahiert, um den Druck zu reduzieren:
py =20 # 23 = py.



Simulationsergebnisse

» Postoperativer Zieldruck ist p; = 20.

» Esgilt p, ~ 0forr, = R.

» Start mit dem préoperativen Druck p, = py = 20 und
entsprechenden Radius r,.

Pressure History
100,

80

60

Pressure, mmHg

40

L

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Trerations

0

» Setze das Bisectionsverfahren fort, um ry € [r,, ] zu

finden, so dass C(r)[p] = p: € [Pa, o] gilt.
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Simulationsergebnisse

Eingabe-Parameter:

ri | 12.25 mm E, 24453 mmHg || E, | 21753 mmHg || o | 1/80
p1 | 283 mmHg Op 0.75 mm Om 1 mm a | 0.5
pe | 20mmHg || —z1, 2 1 mm R 10.35 mm N | 101
Grafische Darstellung:
Intraoperative State Postoperative State
15 15 - -
10 10 /\:
preop preop
ol m—intraop”mmw; o postop gy
N SR T " | —— band
bandfree
,57 757 E E
-15 -15 E ;
=15 15 15 10 -5 0 5 0 15




Simulationsergebnisse
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] praoperativ | intraoperativ \
p1 | 23.00 mmHg C(r1)[p] | 67.88 mmHg
ri | 12.25 mm minC(ry)[u] | 10.94 mm
maxC(ry)[u] | 13.64 mm
Ty | 141.0 mm-mmHg T(u) | 377.8 mm-mmHg

|

| postoperativ, Bandfrei || postoperativ
po | 3e-09 mmHg C(ro)[p] | 20.00 mmHg
rn | 11.20 mm minC(rp)[u] | 10.43 mm
maxC(rp)[u] | 12.05 mm

To

2e-08 mm-mmHg

T(u)

104.6 mm-mmHg

Systems angereichert.

» Ergebnisse sind fur Kliniker ziemlich zufriedenstellend.
» Das Modell hat das Verstandnis des Augapfel-Band-

» Eine breitere viereckige Cerclage ist vor einer engen

kreisférmigen bevorzugt. Der enge entspannt sich, der

breite bleibt steif.



Erhaltungssatze
» Zur Vereinfachung werden Erhaltungssatze in 2D
Raumzeit formuliert, d.h. (x, t) € (—o0, 00) x [0, ), z.B.
» Ein Gas in einem Rohr,
» Verkehr entlang einer StraB3e.
» Sei p(x, t) die Massendichte, sodass gilt
Masse in [x1, xo] zur Zeit tist [? p(x, t)dx
» Sei v(x, t) die Geschwindigkeit, sodass gilt
Massenfluss in (x,t) = p(x, t)v(x,t)
» Die grundlegendste Formulierung der Massenerhaltung ist,
JiZ p(x, t)ax — fxzp (x, t)dx+

2 p(xo, )V(xo, )dt — [2 p(x1, t)v(xq,t)dt =0
VX1,X2€( ) Vf1,t2€[0,oo)
d.h. die Masse in [x1, x2] am Ende (&) minus am Anfang
(t) plus die Massenfluss Uber [t1, t] rechts (x2) minus
links (x1) ist Null. Diese ist die schwache Formulierung.
» Wenn p und v ausreichend glatt sind, kdnnen obige
Differenzen bezlglich entsprechender Ableitungen

155 dargestellt werden:



Euler Gleichungen
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- Mit p(X. ) — p(x, b) = [ prdit

und  p(xe, )v(xe, t) — p(x1, t)v(xa, 1) = [2(pv)xdx
folgt

& [r2loe + (pv)xldixat = 0
Da x1, Xo und t;, t beliebig sind, ergibt sich die

Differentialform des Erhaltungssatzes,

Massenerhaltung: pt+(pv)x =0

Ahnlich werden zusatzliche Erhaltungssétze hergeleitet
Impulserhaltung: (pV)t + (pv2 + p)x =0
Energieerhaltung Ei+(V(E+p)x=0

fur die drei Euler Gleichungen der Gasdynamik, wobei der
Druck durch die Zustandsgleichung p = (v — 1)(E — 5pv?)
(v = ¢p/cv = 1.4) bestimmt wird.

» Zur Vereinfachung wird nur Massenerhaltung untersucht.
» Wenn v a priori beziglich p durch pv = f(p) gegeben ist,

folgt der Skalar-Erhaltungssatz,
pt+f(p)x =0



Skalar-Erhaltungssatze

» Wenn v eine Konstante a ist, ergibt sich die lineare
Konvektionsgleichung
pt+apx =0
» Wenn ausreichend glatte Anfangsbedingungen gegeben
sind durch p(x, 0) = po(x), folgt die Lésung
p(X, 1) = po(x — at)
d.h. pe(x, t) + apx(x, t) = py(x — at)(—a) + app(x — at) = 0.
» Da diese LOsung die schwache Formulierung der
Massenerhaltung immer erflllt, ist sie eine schwache
Ldsung wenn pg nicht glatt ist.
» Mit dieser Lésung wird das Profil pg im Lauf der Zeit
unverandert flussabwarts verschoben.
» Realistischer ist die Gleichung ps + apx = dpxx mit
Diffusion dpxx wie vorher im Skriptum gesehen.
» Da eine Losung des Skalar-Erhaltungssatzes
typischerweise nicht eindeutig ist, wird mit
pt+ f(p)x = epxx
137 die realistischste durch den Limes ¢ — 0 bestimmit.



Charakteristiken
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» Die Lésung u(x, t) = up(x — at) der linearen

Konvektionsgleichung
ur+auy =0, u(x,0) = up(x)

bleibt konstant auf der Gerade

X —at=xp
Diese sind Charakteristiken fur die PDG.
Wenn die Geschwindigkeit a(x) ortsabhangig ist, 1asst sich
die PDG u; + (au)x = 0 so umschreiben

(0 + a(x)ox)u(x, t) = —a (x)u(x,t)
Entlang der charakteristischen Kurve x(t) bestimmt durch
X'(t) = a(x(t)), x(0) =xo
erfillt u eine GDG
Dru(x(t), t) = —a (x(1))u(x(t), 1), u(x(0),0) = to(xo)

Die Lésung u ist nicht immer eine Konstante auf der
charakteristischen Kurve, aber die Losungswerte auf zwei
verschiedenen charakteristischen Kurven werden
unabhangig von einander bestimmt.



Nicht Glatte Daten
Hausaufgabe: Zeige, die Funktion u(x, t) = up(x — at) erfillt
die schwache Formulierung der Konvektionsgleichung
utr+aux =0, u(x,0) = up(x).

» Die Lésung der Warmegleichung
Vi = €eVygy,  VE(X,0) = tp(x)
ist gegeben durch
(x=y)?

Vi(x,t) = = [T e ug(y)dy
und ist daher sehr glatt fiir £ > 0.

Hausaufgabe: Zeige, die regularisierte Gleichung
U§ + aug = el,,  U(x,0) = Up(X)
wird mit u¢(x, t) = v¢(x — at, t) gelost.

Def: Die Funktion lim._,q u¢ heif3t fir die Konvektionsgleichung
die Lésung der verschwindenen Viskositét.

Hausaufgabe: Zeige, die Losung der verschwindenen
159 Viskositat stimmt hier mit up(x — at) Gberein.



Burgersche Gleichung
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Far typische Beispiele der Skalar-Erhaltungssatze
ur+ f(u)x =0
ist das Krummungsverhalten von f global konsequent, d.h.
entweder f’(u) > 0 oder f"(u) < 0.
Wenn p und p in der Impulserhaltung der Euler
Gleichungen konstant sind, ist die Vereinfachung
vergleichbar mit der nicht viskdsen Burgerschen Gleichung,
U+ (U?/2)y = us + uuy =0
Die viskdse Burgersche Gleichung ist
Ut + Ulx = €lxy
Die Charakteristiken erfullen
X' (t) = u(x(t),t), x(0)=xo
und die Lésung der (nicht viskdsen) Burgerschen
Gleichung ist konstant entlang einer Charakteristik,
Diu(x(t),t) = ur(x(t),t) + ux(x(t), H)x'(t) = ut + uuxy =0
Wenn die Anfangswerte u(x,0) = up(x) ausreichend glatt
sind, kann diese Methode verwendet werden, um u fir ¢
klein genug zu bestimmen. Sonst entstehen Schocks.



Schocks

» FUr die Burgersche Gleichung, gibt es am Anfang:
ur+ u(x,0)uxy =0
» Mit z.B. Anfangswerten,
u(x,0) = —sgn(x) u(x,0) = sgn(x)

X

- s X [

ergeben sich folgende charakteristische Kurven:
t t

X=Xo+1t|x=xp—t X=Xgo—t|x=xg+t

X
= 1

" u(x,0) =+1 u(x,0)



Schocks

» Da uin diesem einfachen Problem gebietsweise konstant
bleibt, bleiben die charakteristischen Kurven Geraden bis
zu einer Unstetigkeit der Lésung:

t
u:+1/ \u:—1

u=-1
X X
ux,0)=+1 -1 u(x,0)=—-1 u(x,0) =+1
» Die linke ist die Losung der verschwindenen Viskositat.
» Im zweiten Fall, nimm t
eine einfache Lésung: vle
» Diese ist aber nicht die
Lésung der u=—1 u=+1
verschwindenen N «

: e X
” Viskositat. u(x,0) = -1 u(x,0) =+1



Schocks

» In beiden Fallen, gibt es Unstetigkeiten an x =0, { > 0.
Um diese Losungen zu tberprifen, wird die schwache
Form untersucht:

» FUr beliebige x1, xo, beliebige #, t:

/ [U(x, 1) — u(x, t)]dx + /[u (e, 1) — LB(x1, )] dlt =

» Probe fir den 1. Fall mit der Testzelle [—¢, +¢] x [, b]:

U, ) = +1 u(xt) = 1 ; (W ) ap = (=2 D]t = 0

» Andere Testzellen sind noch emfacher.

/_ i [U(x, t2) =11 — U(X, t1)=11]ax+

/OH[U(X, f)=—1 — u(x, t)=—1]dx+
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Schocks

» Probe fir den 2. Fall mit der Testzelle [—¢, +¢] x [, f2]

0 t
/_ [u(x, tp)=—1 — u(x, ty)=—1]dx+

\ 4R

) = )

a4

1 [t Y

E/r; [U2(+8, t):(+1)2 — u2(757 t):(_1)2]dt =0 U(X, t) - 1 U(X, t) é +1
» Andere Testzellen sind noch einfacher.

» Folgende Ldsung ist natdrlicher im 2. Fall:

x
VANRPA

_‘|7
ulx,ty=4¢ x/t, —t X
+1, t

VARVAN

Diese ist die L6sung der verschwindenen Viskositat.
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Das Riemannsche Problem

» Das Riemannsche Problem fir einen Erhaltungssatz ist ein
Anfangswertproblem, wobei die Anfangswerte stlickweise
konstant mit einer einzigen Unstetigkeit sind.

» Betrachte u; + uuy = 0 mit Anfangswerten

Uo(x) = { u, x<0
U, x>0
» Fir den Fall u; > u, gibt es eine eindeutige schwache
Lésung u(x,t) = up(x — st), wobei
s=(u+u)/2
die Schock-Geschwindigkeit ist.
Hausaufgabe: Zeige, diese ist eine schwache Ldsung der
Burgerschen Gleichung.

Hausaufgabe: Zeige, u; + uux = euxx, u(x,0) = up(x), hat eine
Lésung u¢(x, t) = w(x — st), wobei s = (u; + u;)/2 und

W) =t 30— 01 —tann((w - wyx/@] { T X7

145 und w erfullt eine herzuleitende GDG. Zeige, u¢(x, t) =9 Up(x — st).



Nicht Eindeutigkeit der Losung
» Flr den Fall u; < u; gibt es unendlich viele schwache
Lésungen.
Hausaufgabe: Zeige, alle sind schwache Lésungen:
U, X < Syt
Un, Smt < X < Upt
X/t unt < x < ut
U, X > Upt

YUn :
U S Umn S Ur
Sm = (U + Up)/2

u(x,t) =

» Eine andere schwache Ldsung ist wieder
u(x,t) = up(x — st).
» Die Schock-Geschwindigkeit ist s = (u + u;)/2.
» Hier strahlen Charakteristiken aus dem Schock.
» Diese ist nicht die L6sung der verschwindenen Viskositat.
» Die Lésung der verschwindenen Viskositat ist gegeben
durch die Verdinnungswelle
u, x< ut
ux,t)=< x/t, ut<x<ut

. U, X> Ut



Rankine-Hugoniot und Entropie Bedingungen

» Die Schock-Lésung u(x, t) = up(x — st) ist eine schwache
Lésung des Riemannschen Problems nur wenn s = %(ul + Uy).
» Die richtige Geschwindigkeit s wird so bestimmt:
» Fur fixiertes t und unbestimmtes s sei M >> |st|. Es gelten
u(—M,t) = uyund u(+M.,t) = u, fir u(x, t) = up(x — st).
» Mit {4 = tund & = { + dt in der schwachen Form der
Burgerschen Gleichung, ergibt sich durch den Limus dt — 0,

9 u(x, t)dx = f(u) — () = 3t + u) (U — )
» Die Lésung u(x, t) = up(x — st) erfullt
M u(x Bax = [ u(x tax + [ u(x, Bax = (M + st)u + (M — st)u,
und daher
% fjl\n/;l U(X7 t)dX = S(U] - ur) = S§= %(U] + Ur)
» Im allgemeinen gilt die Rankine-Hugoniot Sprung-Bedingung,
f(w) —f(u) = s(u — u)
» Die Lésung der verschwindenen Viskositét ist leichter
erkennbar durch die Entropie Bedingungen
flu) — Fw) o f(w) — f(w)
u—u u— U
dass Charakteristiken in einen Schock laufen, nicht heraus.

f'(u) > s> f(u) oder ,YU € [Ur, U]
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Verkehrsfluss

148

>

Sei p(x, t) die Dichte und u(x, t) die Geschwindigkeit der
Fahrzeuge an der Stelle x einer Straf3e und zur Zeit ¢.
Es gilt 0 < p < pmax, Wobei die Fahrzeuge Stof3stange an
StoB3stange bei dem Wert pn.x stehen.
Da die Fahrzeuge erhalten bleiben, ergibt sich der
Erhaltungssatz

pt+ (pu)x =0
oder die schwache Form, je nach Glattheit der Variablen.
Es ist natirlich anzunehmen, dass u von p abhangt. Hier
wird modelliert,

U(p) = Umax(1 — p/pmax)

wobei un,x die Geschwindigkeitsgrenze ist.
Mit dieser Geschwindigkeit wird der Erhaltungssatz

pt+f(p)x =0
mit dem Fluss

f(p) = pU(p) = Pumax(1 - p/Pmax)

der konkav statt konvex ist,

f”(ﬂ) = _2Umax/pmax < 0.



Verkehrsfluss

» Wegen der Gleichungsform p; + f'(p)px = 0 sind die
Charakteristiken gegeben durch
X'(t) = F(p(x(1), 1)), F'(p) = Umax(1 — 2p/Pmax)
und Trajektorien durch
X/(t) = U(p(X(t), t))v U(p) = Umax(1 - p/pmax)
» Flr das Riemannsche Problem

— _ _ P, X< 0
pfp)e =0 pl.0) = palx) = { 7 ¥ 50
ist die Schock-Geschwindigkeit
f(pm) — f(pr
S = M - Umax(.I - (Pl + pr)/pmax)

Pl — Pr
mit unbestimmtem Vorzeichen trotz u(p) > 0.

» Wegen des konkaven Flusses folgt aus der Entropie Bedingung,
flo)>s>f(p) = p<p
anders als fir Burger mit konvexem Fluss.
» Fir 0 < p; < pr < pmax ist die Lésung p(x, t) = po(x — st)

ein reisender Schock.
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Stau Wird Erreicht

» Beispiel: Fir das Riemannsche Problem mit
201 = pr = pmax Qibt es die Schock-Geschwindigkeit

S = Umax(1 - (Pl + pr)/pmax) = _%Umax

die Fahrzeugtrajektorien Uu(p) = Unax(1 — p/Pmax)
_ _ X0+%Umaxta X0 <0
X =0+ i)t = { ot
und die Charakteristiken f'(p) = Unax(1 — 20/ Pmax)
X0, X0 <0

— ! —
x(t) =0+ et ={ "% 05
» Diese sehen grafisch so aus. Stau wird pl6tzlich erreicht.

A A A O
>0

C
Q L
= o
2 5
© 3.
T &
o
= ®
5
150 - X - X




Starten von einer Ampel

» Beispiel: Fir das Riemannsche Problem mit
2p: = p1 = pmax hat die Entropie Lésung keinen Schock
sondern eine Verdinnungswelle mit

den Fahrzeugtrajektorien u(p) = Umax(1 — p/pmax)
Xo, Xp < 0, tklein
X=X+ U Xo))t =
o+ ulpolo)t={ oy, T 0 S0

und den Charakteristiken f'(p) = Unax(1 — 20/ Pmax)

B , _ X0 — Umaxt, Xo <0
x(t) = xo + f'(po(X0))t = { Xp, Xp >0

» Diese sehen grafisch so aus. Beschleunigung nach Verdinnung.

Trajektorien

X USMlisLIepEIRYD
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Riemannsche Probleme

» Die Dichte zusammen mit den Trajektorien fir die letzten 2
Beispiele:

Dichte Auto-Trajektorien
2
s
0 0.5 1 0 0.5 1
Dichte Auto-Trajektorien
2
51 % ///
0 (
]
152

0.5 1



Schallgeschwindigkeit
Hausaufgabe: Verkehr startet von einer Ampel mit offener
Straf3e da vorne.
Lése das Riemannsche Problem mit p; = pmax und p; = 0.
Skizziere die Trajektorien und die Charakteristiken.
Skizziere p(x, t) und u(x, t) fir eine fixierte Zeit t > 0.
Bestimme die Fahrzeugsgeschwindigkeit v(t) entlang einer
Trajektorie.
Stérungsanalyse:

» Sei die Anfangsdaten fast konstant: po(x) = p + eop(x).
» Nimm an, es gelten
p(X, t):ﬁ—l—GO'(X, t)v p(X,O):pO(X), (X 0)—0’0( )
und es folgt

pr=cor, px=cox, F(p)="F(p)+eaf"(p) +O(e)

> Mit (p; + '(p)px) /€ = 0 folgt
ot + F(p)ox = —eaoxf"(p) + O(e)
» Fir 0 < e < 1 gilt annaherungsweise die lineare PDG
ot+ f'(plox =0

v

vV vy
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Schallgeschwindigkeit
» Eine Dichtestérung fahrt mit Geschwindigkeit (), wobei
f'(p) > 0 wenn p <  pmax.
» Die Dichtestorung fahrt rickwarts durch die Autokolonne.

2 a(x.1) =
> -
2 R
Q ‘@
@) Y
@ =)
2 =3
S ¢ S
a

» Die Schallgeschwindigkeit
¢ = f'(p) — u(p) = —Umaxp/ pmax,
ist die auf den Verkehrsfluss bezogene Geschwindigkeit.
» Die Dichte p = %pmax ist der Schallgrenzpunkt, in dem gilt

c=—u(p).
154 (p)






Nachtlicher Verkehrsfluss

» FUr den Skalar-Erhaltungssatz p; + f(p)x = 0 seien

U p<pa
u(p) = co pa<p<p f(p)=pu(p)
Ui(pmax —p) P> po
wie grafisch dargestellt:
Geschwindigkeit Fluss
1
Eon Z —-—
g Sos
1
0 0
0 05 1 0
p

0.5 1
p
Hier gelten Uy = 1, pa = 75, po = 135, ¢ = 10, U;
» In der Nacht fahrt man mit Geschwindigkeit
» Uy wenn allein, aber schneller mit
» cp, um die vordere Beleuchtung zu nutzen, und

> schlieBlich mit U (pmax — p) wenn die Dichte héher ist.

30
= 75 Pmax = 1.
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Nachtlicher Verkehrsfluss

» Wird mit einer Auto-folgenden Formulierung geldst, wobei
Xk(t) die Position des kten Fahrzeugs darstellt, und durch
X = Ulpk(1)),  pic(t) = 1/ X1 (1) — xic(D)]
wird der kte Fahrer nur vom vorderen Auto beeinflusst.
» Die Losung des Riemannschen Problems mit py =1, p. =0
wird mit der rechten Grafik dargestellt.

Fluss Fluss
1 1
S05 Sos
0 : 0 :
0 P, 05 1 0 05 P, 1
p p

» Wenn die alternative Formel verwendet wird,
pi(t) = 3{1/ D1 (1) = X ()] + 1/ Dk (1) — xe—1 (1]}
bekommt man die Lésung der verschwindenen Viskositat,
die aber nicht realistisch ist!
» Die Lésung des Riemannschen Problems mit p, =1, p, =0
157 wird mit der linken Grafik dargestellt.



Nachtlicher Verkehrsfluss
» Entropie Losung:

Dichte

O=p < pp < % 30
< pP1 = 1 20 20

f(p)—1(pv) _ 2 £
pP—Pb > 5(=3) N N oo

> f(pl))—;(pr)

=== . \
Vp € [pr, po) 2 4 6 8 10 0

Auto-Nummer

Gilt nur mit py =
(1—€)/(Xn—XNn—1)!
» Realistische

Auto-Trajektorien

20 40

Position

60 30

Auto-Trajektorien

Lésung:
1 Dichte
0= Pr < 5 < Pec e 30
<p=1
Die ersten Fahrer 5 g2
. N N
schnell bei 10
u(pr) = Up.
(pr) 0 0 2 4 6 8 10 00

Neue Bedingung:
eo(12)s < o) = (o).

Auto-Nummer

20
Position



Instabilitat und Anhaufung

» Ergebnisse fir po(x) = 15, &, &, & 5 und

Dichte Auto-Trajektorien Auto-Trajektorien
50 50 — 50 7777
/)
/ /1)) / //
= = = = // e
g 3 3 3 i/
N N N N 'y /
/
0
i
/ . S
o 0 0 0 =
2 4 6 8 [ 50 100 2 4 6 8 10 12 o 100
Auto-Nummer Position Auto-Nummer Position
Dichte Auto-Trajektorien Dichte Auto-Trajektorien
50 —F 50 v
4
2 2 / % 2 2
| hIJ 3 /AN Ll ﬁ
0 / A 0
5 10 "o 50 100 5 10 15 20
Auto-Nummer Position Auto-Nummer Position
Dichte Auto-Trajektorien Dichte Auto-Trajektorien
50 . 50, 50 -
4
3 3 3 3
N N N N
N it ok /) o
5 10 15 20 25 0 50 100 150 10 20 30 50 100
Auto-Nummer Position Auto-Nummer Position

> Fir pg < pa = 1 (konstante u = Up) oder fir

po(X) > pp = % (normaler Schock) ist f(p) konkav.
» Sonst entstehen Haufen, da eine konstante Geschwindigkeit
159 instabil ist.



Detonationswellen im Verkehr

» Sei p(x, t) die Gbliche Dichte der fahrenden Autos.

» Nun sei w(x, t) die Dichte der stehenden Autos, die auf
einen Platz in der Autokolonne warten.

» Das Modell der Interaktion zwischen diesen ist
wt = —a(p)w, pt+F(p)x = alp)w, alp)=a(p> p)
» Ein Auto fahrt erst ein, wenn die fahrende Dichte die
Schwelle p > p; erreicht.
Fahrende Dichte

‘Wartende Dichte

Zeit

0
=30

=20 -10 0 -30 =20 -10 (U]
Position Position

» Hier gilt p; < p; < p;. Ein reisender Stau-Schock erhoht p Gber
pi- Nach der Schockwelle gilt pp..c > o, in einer engen Zone.
» Nachher gibt es eine Reaktionszone mit pycac > p > o, in
60 der alle verfliigbaren Autos auf die Spur kommen.



Newton und Bremsenkraft

» Auto Positionen x;(t), Geschwindigkeiten x/(t).

XN
—1+— —
— X
» Der jte Fahrer bremmst starker wenn
» Xi1(t) — xi(t) kleiner. (Abstand vor mir)
» X (t) — x;,_4(t) groBer. (Entschleunigung vor mir)
» Zusammen, x — x'
Bremsenkraft = A~ ~+1
Xit1 — Xi
» Newtonsches Gesetz ma = F, Reaktionszeit 7,
x{(t) —xi () d
—Mx"(t — AT T AT n[xi.q (1) — xi(t
i ( +7—) X,‘+1(t) — X;(t) dt [ I+1( ) I( )]
Mit A = A/M, XN gegeben

X(t+71) = AnXip1 () — xi(D)] + s, i=1,...,N—1
161



Geschwindigkeitsmodell

» Das Auto-folgende Modell: Xy gegeben,
X;(t—i—’f)IAln[X;+1(t)—X,'(t)]—‘ra,', i=1,...,N—1
» |dealisierter Zustand: L d

» Alle Autos haben die gleiche Lange L,
den gleichen Abstand d und die gleiche Geschwindigkeit u.
» Die Verkehrsdichte p = 1/(d + L) = 1/[xj;1 — X;] ist rAumlich
konstant und maximiert den Verkehrsfluss f(p) = p - u(p).
DG = «a; = u— XIn(1/p) =: a. Stabilitat dieser Zustand?
» Modell der Geschwindigkeit: u = u(p), U'(p) <0,
Umax, 0 <p < pc (Unmax fUr p klein)
U(p) = { ?7 Pc < P < Pmax
0, P = pPmax (pmax ~ 1/L)
wobei un.x = Geschwindigkeitsgrenze, p. = kritische Dichte.
DG = u(p) =AIn(d+ L) +a=XAIn(1/p) +«a
P = pmax = U(p) = 0= a* = X" In(pmax). Mit der DG,
u(p) = AIn(1/p) + AIn(pmax) = AN(pmax/p)
P = pc = U(P) = Unax = A\* = Unax/ IN(pmax/pc ). Mit der DG,

162 U(P) = Umax In(pmax/ﬂ)/ In(pmax/Pc)7 Pe < p < Pmax



Stabilitat fir Verkehr Dynamik
» Verkehrsfluss f(p) = pu(p) wird maximiert in
/J* = pmax/e-
Die entsprechende Geschwindigkeit ist:
uc = U(P*) = Umax/ |n(pmax/pc)
» Der idealisierte Zustand ist explizit:
Gy =uwt+(G—1)/p* i=1,...,N
> Sei {x;}I" eine stérende Lésung des Systems, xn(t) = &n(t),
X'(t+7)=AE i1 () —x(D], i=1,...,N—1

wobei A = u* und die Differenzen ¢;(t) = x;(t) — &i(1)
erfiillen ([0, 7])|, [6/(r)| = O(c) und on =0,

Pi(t+71) = Xx{(t+71)=&(t+71) =0 In[Xpp1(f) — X ()] + o — U~
= U In[(j1(t) + &iv1 (1)) — (@i(t) + &i())] + o — U
= uIn[1/p* + ¢ (t) — ¢i(t)] + j — U*
Esfolgt (t =0), O(e) = u*In[1/p* + O(e)] + oj — U*

. =u*In[(O(e) +1)/p*] + aj — u* = O(€) + a; — u* In(ep*)



Stabilitat fir Verkehr Dynamik

» Daher a; — u*In(ep*) = O(¢), und die Nullstellen erfiillen
or =X (/0 =) = 0e), i=1,... N
Gilt ¢;(t) =5 ¢? Fur 7 > 0, kein Werkzeug.
» Nimman, =0, N =2.
¢1(t) = f(p1(1),  f(¢) = u*In[1/p* — ¢] + oy — U*
() = —u/(1/p* = ), F(¢]) = —ure™/V" T <0
Daher fir ¢ klein genug gilt ¢4 () = ¢* und
xi(1) - & (1) =% 0(e)
d.h. die Lésung &4 (t) = u*t ist stabil.
Hausaufgabe: (- = 0, N = 3) Zeige fiir das System, ¢3(t) = 0,
P5(t) = u*In[1/p* — do(t)] + ag — u*
¢4(8) = u*In[1/p* + ¢o(t) — 1 ()] + o1 — u*
mit |¢;([0, 7])|, [¢%(7)| = O(€) und € klein genug, es gelten
oi(t) = of = X2 (1/p* —e' /") = O(e), i<3

und daher ist die Lésung &;(t) = u*t + (i — 1)/p*, i < 3 stabil.
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Stabilitat fir Verkehr Dynamik
» FUr 7 > 0 wird die Diskretisierung analysiert:
At=1/M, t=n/M, 17=0/M
=i(n) = &(n/M) = u*n/M + (i — 1)/ p*
Xi(n) = xi(n/M), ~ ®i(n) = Xi(n) — =i(n) = ¢{(n/M)
» Die Diskretisierung der x-Gleichung ist Xy(n) = =n(n),
M2AZXi(n) = U*MARIN[X 11 (n — o) — Xi(n — 0)]

wobei i=1,....,N—1
ApX(n)=X(n+1)— X(n).

Analog zur Integration 3{a;}M" s.d.
MARXi(n) = u*In[Xiy1(n = o) — Xi(n 0')]
1

» Die Differenzen ®;(n) = Xj(n) — =;(n) erfulIérT 7 N 1
[®i({n}7=0)l; IMAR®(a)| = O(c)
(oder [;({n}713)] = O(¢)) und oy =0,

))u
MAnq)l( ) == MAnX( ) MAn_I( )
= u'In[Xi1(n—0) = Xi(n—0)] + aj — U
= UwIn[1/p* + ®jipq(n—0) = ®i(n—0)] + a;j — U*
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Stabilitat fir Verkehr Dynamik

» Esfolgt (n = o),
O(e) =urIn[1/p* + O(e)] + aj — U*
=u*In[(O(e) +1)/p*] + oj — u* = O(€) + aj — U* In(ep*)
Daher o — u*In(ep*) = O(e) und 1/p* — &' ~/V" = O(e).
» NmmN=2,0=1,
d1(n+1) = &1(n) + L In[1/p* — by (n—1)] + U
Die Differenzengleichung beeinhaltet Zustande
{®1(n—1),P4(n), P1(n+ 1)}. Fixpunkt-lteration?

» MitW(n+1) =
[ 1(n) ]_[ ®4(n) * ]
oi(n+1) d>1(n)+ |n[1/p —d(n—1)]+ 4 oa=ut

gibt es die Fixpunkt-Iteration \U,,+1 = F(V,), wobei
Y1 } [ (7] }
\U = F \U = * aq—U*
[wz - FY) 2+ G In[1/p* — il + “g
und in dem lepunkt Ut = (1/p* e1 /Uy (1, )T (= O(e))

aF O \U w* 0_ * a1/U* 1
’ M

_— = —U*/M
oV e
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Stabilitat fir Verkehr Dynamik
» Das Spektrum o(J) mit J = OF /oW (V*) ist:
o(J) = (M2} = {301 £ V1 —44]}

Fiir 0 < 6 < J gelten

i
Fir 1 <6 <1 gelten e €00 "

(v =D/ Oe = H/re (2,5
Fiir 9 € (0,1) und € klein genug gelten W, =3 w* = O(¢)
und
Xo(n) — Z2(n) = ®2(n) =5 O(e)
Hausaufgabe: Leite eine Stabilitatsbedingung fir den Fall

N =2 und o = 2 explizit her. 1

» Mit 6 oben, N =2 und ¢ € N gilt 08 instabil
det[-M+J] = (—1)7[\(1 =) —6].
Lésung der Gleichung A7(1 —\) =6 o

i . stabil
mit A = e* ist o

(0+3)t=+3, 0=2sin(z327) s
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Simulationen

, Idealisierter Dichte Auto-Trajektorie

Zustand:
Pmax = 1
Pc = 1%
Umax = 1 10 20 30
» Reaktionszeit Auto-Nummer Position
7=0
» Stbérungen:
Mit o = a* + %
entsteht ein Dichte Auto-Trajektorien
Entschleunigungs- 500
schock. - N r
Mit o = o* — ; S N
entsteht eine \
Verdunnungswelle. M TR TR o 100 200 300
Auto-Nummer Position
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Simulationen

» Idealisierter Dichte
Zustand:

Pmax = 1

Pc = 1%

Umax = 1

Zeit

10 20 30
Auto-Nummer

» Reaktionszeit
7=0
» Stbérungen:
Mit x;(0) = 3¢;(0)

entsteht ein Dichte

Entschleunigungs- 200
schock. -

Mit x;(0) = £(0)/3 N ™
entsteht eine ;

Verdlnnungswelle. 10 20 30

Auto-Nummer
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Zeit

Zeit

Auto-Trajektorien

500

0 200 400
Position

Auto-Trajektorien
200 r
100
ol

0 50 100
Position



Simulationen
» |dealisierter

Zustand:
Pmax = 1
Pc = 1%
Umax - 1

» Zuféllige Storungen
xi(0) = &(0) + 5%
a=a" + %

(v ~ N(0,1))
» Reaktionszeiten
7=0
bzw.
T=2

» Bei noch hoherer
Reaktionszeit
finden Kollisionen
statt.
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Dichte

10 20 30

Auto-Nummer

Dichte

=
ﬁlﬂ

Auto-Trajektorien

200

=3

%
0 50 100 150
Position

Auto-Trajektorien

i

30

Auto-Nummer

200

50 100 150
Position



Stochastische Differentialgleichungen

» FUr ein deterministisches Modell, b : R" — R" glatt,
x(t) = b(x(t)), t>0,  x(0)=xo
kdnnte die Lésung x : [0, 00) — R die glatte Trajektorie haben,

x(t)

Xo

W
X

0

obwohl die nicht glatte Trajektorie experimentiell gemessen
wird.
» Ein neues Modell mit zufélligen Effekten, B : R” — R™,
X(t) = b(X()) + B(X(1))é(t), t>0,  X(0)=xo
wobei X : [0,00) — R" ein stochastischer Prozess ist und
£:]0,00) = R"
weiBes Rauschen darstellt.

» Wie definiert man weiBBes Rauschen und eine Lésung?
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Heuristik

» Ein Wiener Prozess oder Brownsche Bewegung
W : [0,00) — R™ wird mit den Eigenschaften konstruiert:
E[W(t)] =0, E[W?()]=t Vt>O0.
» Weil3es Rauschen € : [0, 00) — R™ wird so definiert,
W(t)=¢(1), t=0
mit Mittelwerten
E[¢(t)] =0, Vvt>0
und Autokorrelationsfunktion re(t, s) = E[¢(t) T&(S)]
re(t,s) = ce(t — ) = ot — 5)
die eine flache Spektraldichte hat,

= 1/+OO M (t)dt = X
C2n ) o ¢ ¢ - 2r

d.h. alle Frequenzen tragen gleich bei.
» X :[0,00) — R” erfillt die stochastische Differentialgleichung
dX(t) = b(X(t))dt+ B(X(t))dW(t), X(0)= xg
wenn (Definition der Integrale?)

t
o X(t‘)=x0+/0 b(X( ds+/ B(X W(s)



It0’s Formel

» Zur Vereinfachung nimm an, n =1 und X(t) l6st
dX(t) = b(X(t))dt + B(X(t))dW(t)
» Welche SDG erfilllt Y(t) = u(X(t),t), wenn u: R? - R
glatt ist? Erste Antwort ist falsh, d.h.
dY(t) # u(X(1), H)dt + ux(X(t), t)dX(t)
= (u(X(1), )+ b(X(1))dt+ ux(X(t), ) B(X(t))dW(t)
» Mit der Eigenschaft E[W?2(t)] = t, Vt > 0, oder dW(t)? = df,

dY(t) = udt+ uxdX(t) + 3uxdX?(t) + - -
= wdt + uy(bdt + BdW(t))
+%Uxx(bdt + BdW(1))? + - --
= (U + uxb + SuB?)dt
+uyBdW(t) + O(dt®/?)

ergibt sich das System der SDG
b(X(t))dt + B(X(t))dW(t)

[ur(X(1), £) + ux(X(1), OB(X(1)) + Fua(X (1), HBA(X(D))]dt
+ux(X(1), )B(X(1))dW(1)



It0’s Formel
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» Beispiel: um die SDG zu lésen,

dy(t) = Y(t)aw(t), Y(0)=1
verwendet man die Formel,
dY(t) = [ut + uxb + SuxB?|at + uxBdW(t)
und man sucht u(x, t), wobei mit (b=0,B=1)
X(t)=W(t), d.h. dX(t)=dW(t), X(0)=0
und yo = U(xp,0) = u(0, O) 1,
U(X ) = u(X, t) =Y, u(X, 1)+ Juw(X,t) =0.
Mit Uyx = Uy = U folgt Uy = —suoder u(X, t) = f(X)e~/2
wobei f(0) = u(0,0) = 1.
Mit F(X) = uxe!/? = ue!/? = f(X) folgt f(X) = eX. Die Lésung ist
Y(t) = u(X(t),t) =exp[W(t) —t/2]
Beispiel: Sei P(t) der (zuféllige) Preis einer Aktie zur Zeit
t > 0. Ein Modell fir den Preis ist die SDG,
dP(t) = uP(t)dt + o P(t)dW(t), P(0) = po
wobei 1. die Drift und o die Volatilitat sind. Ahnlich ist die Lésung
P(t) = poexplo W(t) + (1 — 0?/2)1]



Verteilung einer Brownschen Bewegung

» Betrachte ein langes dinnes Rohr, das mit klarem Wasser
beflllt ist. Zur Zeit t = 0 wird eine Einheit Tinte an der
Stelle x = 0 injiziert.

» Sei f(x, t) die Tintendichte an der Stelle x € R und zur Zeit
t > 0. Anfanglich gilt f(x, 0) = do.

» Sei p(T, y) die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass ein
Tintenteilchen sich von x nach x + y in (kleiner) Zeit 7

bewegt. Diarnn
fx,t+71) = / f(x =y, t)p(r, y)dy
oo
= [ [ty Aty + x5 ] plrply

v

Da p eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, folgt ff;o pdy = 1.
Durch Symmetrie p(r, —y) = p(r, y) folgt [7>° ypdy = 0.
Es wird angenommen, [ y2pdy = Dr fir D > 0.
Mit = — 0 folgt f; = JDfyx, und die L8sung ist

f(x, t) — exp[—x2/(2Dt)] /v/2x Dt

v

v

v
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Verteilung einer Brownschen Bewegung

» Durch Zufallsbewegung: Ein Teilchen bewegt sich diskret
durch ein Raumzeit-Gitter {(mAx, nAt) : m,n € Z}.

» Von der aktuellen Position bewegt sich das Teilchen Ax nach
links oder nach rechts jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/2.

» Sei p(m, n) die Wahrscheinlichkeit dass das Teilchen sich
in der Position mAXx zur Zeit nAt befindet, und p(m, 0) = dm..

» Es gelten
p(m,n+ 1) = %p(m_ 1’n)+%p(m+1>n)
und daher
p(m, n+1)—p(m, n) = Llp(m-+1,n)—2p(m, n)+p(m—1, n)]
» Sei D = Ax?/At. Mit Ax, At — 0, mAx — x, nAt — t,
p(m,n) — f(x,t), folgt aus
p(m.n+1) = p(m,n)’ Dp(m+1,n) —2p(m,n) + p(m —1,n)
At T2 NG
wie vorher dass f; = } Dfy, und

f(x,t) = exp[—x2/(2Dt)]/v2= Dt
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Verteilung einer Brownschen Bewegung

» Basierend auf den Zentralgrenzwertsatz: Mit dem obigen
Gitter sei wie vorher die Wahrscheinlichkeit 1/2, dass das
Teilchen Ax sich nach links oder nach rechts bewegt.

» Sei X(t) die Position des Teilchens zur Zeit t = nAt, n € Z.

» Seien {X;} unabhangig und gleich verteilt mit

P(Xi=0)=1/2=P(X;=1) und V(X)) =1/4.

» Die Anzahl der TeiIchenzuge nach rechts zwischen Zeiten
t = 0und t = nAt lasst sich darstellen durch S, = 37, X;

» Es gilt

X(t) = SpAx — Ax(n— Sp) = (2S, — n)Ax
und mit D = Ax?/At
V(X()) = 4Ax2V(S,) = 4nAx?V(Xq) = nAx? = tD
und daher
X(t) = S1 =2 jonx = Sn=12 sip
V/n/4 n/4
» Mit dem Zentralgrenzwertsatz,

- n/2 b
nll_)moo Pla<X<b)= nI|_>mOO P (\/m \/7 \ﬁ) ~ N(0, tD)
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Definition einer Brownschen Bewegung

178

Def: Ein 1D stochastischer Prozess W ist eine Brownsche
Bewegung oder ein Wiener Prozess wenn

» W(0) = 0 fast sicher,
» W(t)— W(s) ~ N(,t—s),Vt>s>0,und
» VZeiten0 < {4 < --- < t, sind die Zufallsvariablen
W(ty), W(t) — W(ty),..., W(ty) — W(t,—1) unabhangig.
Insbesondere gelten
W(t) ~ N(0,t), E[W(t)] =0, E[W3(t)]=t, Vt=>O0.

Satz: Sei W ein 1D Wiener Prozess. Sei
a(x, tly) = exp[—(x — y)?/(2t)]/V2nt.
DannVne N,VZeiten0=fy < ty <--- < by qilt
Plai < W(t) < bi,...,an < W(ty) < bp) =
bn

a, 91, t1[0)g(xa, o — ti|x1) - - G(Xn, th — th—1|Xn—1)dXp - - - dxq

Bemerkung: Es gibt natlrliche Gegenstlcke fir einen nD
Wiener Prozess.



Konstruktion einer Brownschen Bewegung

» Esgilt
E[W()W(s)]= E[(W(s) — W(1) — W(s))W(s)] = min{t, s}
» Es folgt
on(s.1) = B [W(t+hf),— W(t) W(s+hf)7— W(s) _ %X
min{t+ h, s+ h} —min{t+ h, s} —min{t, s+ h} + min{t, s}

¢h(3, t)

1
h
t—h/ t

t+h S

> Mit ¢p(s, t) — do(s — t) und formell £(t) = W(t) ergeben
sich heuristisch die erwiinschten Formeln
E[¢(1)] =0, E[{(t)&(s)] = do(s — 1)

Def: Die Autokorrelationsfunktion von einem stochastischen

Prozess X ist re(t,s) = EX()X(S)]
Wenn rx(t, s) = cx(t — s) und E[X(t)] = E[X(8)], Vt,s > 0, ist

179 X stationdr im weiteren Sinn.



Konstruktion einer Brownschen Bewegung

180

Def: FUr einen stochastischen Prozess X, der stationar im
weiteren Sinn ist, d.h. rx(t,s) = cx(t — s), sei die
Spektraldichte von X gegeben durch
1 [t
fx(\) = 27r/oo e Mex(t)dt, AeR
» Das erwiinschte weiBe Rauschen £(t) = W(t) soll
stationér im weiteren Sinn sein, d.h. rg(t S) = do(t—s), und

fe(\ 2/ e Mg (t)dt = 5o VAER

d.h. alle Frequenzen tragen gleich bel
» Konstruktion des weiBen Rauschen £(t) = W(t) durch
zuféllige Fourierreihen: Sei {4n}>° ; eine vollstandige
orthonormale Basis fir L2(0, 1). Seien {A,}2°,
unabhangig mit A, ~ N(0,1). Dann setze
§(t) = S0 Antnlt),  An= [y &(D)n(t)dt

und die Brownsche Bewegung ist gegeben durch
= Jo &(s)ds = o020 An fo tn(s)ds



Konstruktion einer Brownschen Bewegung

» Eine vorteilhafte Basis ist gegeben durch die Haar
Funktionen:
ho(t) =1,  hi(t) = xj0,1/2(t) — x11/2,11(1)
und fiir 2" < k < 2™1 neN,
2n/2, (k—2") <2< (k+2"+1/2)
hi(t) = { —2M2 (k+2"+1/2) <2"t< (k+2"+1)
0, sonst.

» Die Schauder Funktionen sind gegeben durch

sk(t) = fot hi(s)ds (! /\z—wzvz
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Existenz einer Brownschen Bewegung

Satz: Sei {A¢}72, eine Folge von unabhagigen Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) mit Ax ~ N(0, 1).
Dann hat

W(t,w) =Y Aclw)sk(t), tel0,1]
k=0

die Eigenschaften:

>

>

>

>

>

Die Summe konvergiert gleichmaBig fir fast jedes w.

W ist eine Browsche Bewegung.

Fur fast jedes w ist der Probenpfad t — W(t,w) stetig in t,
und zwar Hélder stetig mit Exponent 0 < v < 1/2.

Far 1/2 <~ <1 und fir fast jedes w ist der Probenpfad
t — W(t,w) nirgendwo Holder stetig in t mit Exponent -,

und zwar nirgendwo differenzierbar in t.

Bemerkung: Es gibt natiirliche Gegenstlicke fiir einen nD
Wiener Prozess.



lt0 Integrale
» Die Lésung der SDG
dX(t) = b(X(1), 1) + B(X(t), ))dW(t), X(0) = X,

wird gegeben durch
t t

X(t) = Xo + / b(X(s), s)ds + / B(X(s), s)dW(s)

0 0
Da der Probenpfad t — W(t,w) unendliche Variation hat,
missen die Integrale mit Vorsicht definiert werden.
» Fir g € C'([0, 1]) mit g(0) = g(1) = 0 (deterministisch) sei
1 1

| atwawn =~ [ goywnet

Diese ZufaIIS\?arlabIe hat die Eigeonschaften
ElJy 9()aW(D)] =0, E[(fy 9(t)dW(1))?] = [y g*(t)ctt
» Firg e L2(0 1) sei {gn}22, C C{([0, 1]) eine Folge mit
E[(fy gm(t)dW(1)— fy gn(t)dW(1))2]1= fq |gm(t)—gn(1)[2dt—0
und ;' [g(t) — gn(t)[2dt — 0 und nimm
1 1
/ g(t)dW (1) = lim / gn(1)dW(t)
0 n—oo 0
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1t6 Integrale

» FUr stochastische Integrale mit zufalligen Integranden wird
fo (t)dW(t) durch Riemannsche Summen untersucht.

» Fir die Verteilung Vi = {0 =ty <t; <--- < tm= T} von
[0, T] sei | Vin| = maxXo<k<m—1 |tk+1 — t|. Far A € [0, 1] und
Tk()\) (1 — )\)tk + )\tk+1 sei

R(Vim. ) ZWTk W (thi1) — W(t)]

Satz: Fur |Viy| — 0und A € [0, 1] fixiert gilt
2
E | (R(Vn ) JW(TE = (1= )T)| -0

» d.h. der Grenzwert hangt von X ab!

» Nicht vorgreifend wird A = 0 ausgewahlt, um das
stochastische Integral von Ité zu bekommen:

/T W(t)aw(t) = JW(T) - 3T
0
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lt0 Integrale
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Def: Fur einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,U, P), eine
Zufallsvariable X und die Borel Mengen B sei
UX)={X"1B): Bec B}.

Def: W(t) =U(W(s) : 0 < s < 1) ist die Geschichte der
Brownschen Bewegung W bis zur Zeit t.

Def: WH(t) =U(W(s) — W(t):0 <t < s)istdie Zukunftder
Brownschen Bewegung W nach der Zeit t.

Def: { F(t)}t>0 C U ist nicht vorgreifend bezuglich { W(t)}+>0
wenn (a) F(s) C F(t), vt > s> 0, (b) W(t) C F(t), vt >0 und
(c) F(t) ist von WT(t) unabhangig vt > 0. { F(t)}+>0 heiBt eine
Filtration.

Def: Ein stochastischer Prozess { G(t)}>o ist nicht vorgreifend
bezlglich {F(t)}+>0 wenn U(G(t)) € F(t), Vi > 0.



1t6 Integrale

186

Def: Der Raum LP(0, T), p > 1, besteht aus nicht vorgreifenden
stochastischen Prozessen G mit der Eigenschaft

E [ N yG(t)det] < 00

Def: G € 1L.?(0, T) ist ein Treppenprozess wenn 3V, =
{0=tfh <t < <tm=T}und {Gx};_, mitU(Gx) C F(t)
wobei

G(t)=Gk, K<t<ts1, k=0,...,m—1.

Def: Fir einen Treppenprozess G € 1L2(0, T) ist
/ G(t)dW(t Z Gl W (ter1) — W(t0)]

k=0
das /t6 stochastische Integral von G auf (0, T).

Satz: Das Integral hat die Eigenschaften
I (aG + bH)dW = a [ GaW + b [ Hdw und
E[[) GaW] =0, E[[, GdW [] HdW] = E[/, GHd].



Formel von Ito
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Satz: Fiir G € L.2(0, T) gibt es beschrankte Treppenprozesse
{G"} >0 C L2(0, T) wobei

E [fOT IG(t) — G"(t)|2dt} =0

Def: Mit G € 1L.2(0, T) approximiert durch eine Folge {G"}p>0 C
IL2(0, T) von beschrankten Treppenprozessen wie oben, d.h.

E {( Jo (G(t) - G’”(t))dW(t))Z] —E[[y16"(1) - G"(1)%at] 0

sei das /t6 stochastische Integral von G auf (0 T) gegeben durch

/G(tdW _Ilm/ G"(t

Satz: Gegeben sei {X(t)}+>o mit dX(t) = F(t)dt + G(t)dW(t),
F cL'(0, T)und G € L?(0, T). Angenommen ist
u:R x [0, T] = R mit u, us, ux, uxx stetig. Dann erfullt
Y(t) = u(X(t), t) die Formel von It6 (Ou = du(X(t),1))
dY(t) = wdt+ uxdX(t) + SunG2(t)dt
= [ur+ UxF(t) + JuxG2(1)]dt + ux G(t)dW(t)



Formel von Ité
Satz: Gegeben sei {X(t)}r>0 mit dX'(t) = F'(t)dt + G'(t)dW(t),
F' e LY(0, T)und G' € L2(0, T), i = 1,...,n. Angenommen ist
u:R"x [0, T] — R mit u, ut, Uy, Uy, Stetig, 1 < /,j < n. Dann
erfullt Y(t) = u(X'(¢),...,X"(t), t) die verallgemeinerte Formel
von It6 (Ou = (’)u(X( ), 1))
aY(t) = urdt + Z Uy, 0X(t) + 3 Z Uy G ()G ()at
i=1 ij=1
> Beispiel, die It6 Produkt Regel: Fir F' € IL'(0, T) und
G' € L2(0, T), dXi(t) = Fi(t)dt + Gi(t)dW(t), i = 1,2, gilt
d(X1(1)Xa(t)) = Xo(t)dXi () + X1 (t)dXa(t) + Gi(t) Ga(t)at
» Beispiel, die It6 partielle Integration:

/ Xo(1)0X (1) = X1 () Xa(r) — Xa (8)Xa(S)

/ X (1)dXa (1) / G (1)Gal1)
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Haltzeiten
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Def: Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,44, P) und
eine Filtration {F(t)}+>0. Eine Zufallsvariable 7 : Q — [0, o]
heiBt eine Haltzeit bezuglich der Filtration wenn

{weQ:7(w) <t} € F(t), Vvt>0.

Satz: Sei X : [0, 00) — R" die Lésung der SDG
dX(t) = b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW(t), X(0)= Xj
Sei E C R" mit E # () und E oder R"\ E offen. Dann ist
T=inf{t >0: X(t) € E}

eine Haltzeit.

Das Beispiel motiviert den f@rl\m"\
Begriff Haltzeit, obwohl der AN \ |
stochastische Prozess weiter Y \ \\\ —
laufen kann. ) AN )

Bemerkung: o = sup{t > 0 : X(t) € E} ist keine Haltzeit, weil
{w € Q: o(w) < t} von der Zukunft abhangt.



Haltzeiten
Def: Seien G € L.2(0, T) und 7 eine Haltzeit mit 0 < 7 < T.
Dann sei . T
| ewawin) = [ xuenenawt)
Diese Zufallsvariable hat die Eigenschaften

E [ [ G(t)dw(1)] =0, [(fo tyaw(t)) } = E[J G¥(t)dt]

» Wenn X : [0, 00) — R” erfiillt
dX(t) = b(X(t), t) + B(X(¢), )dW() X(0) = Xo
wobei X = {X'}[_, b= {b'}]_, B= {B*}]\",

und u € C2(R™1,R), es gilt (0u=0u(X(1), 1))
du(X(t), ) = udt + Z Uy, dX'(t) + % Z U Z B* Bk dt
1 1
oder - ; =
U(X(8), t) — u(Xo,0) = / (ur + Lu)ds+/ Du - BdW(s)
0 0
m n,m

=3 Za’/ux,xl+2b'ux,, a'=) B*B¥, Du-BdW= uy,B*dWw*
190 ij=1 k=1 i k=1



Haltzeiten und PDG

» Diese Formel gilt fir t € [0, T]. Wenn 7 eine Haltzeit ist mit
0 <7 < T, lasst sich die Formel in = auswerten, und es
ergibt sich

E[u(X(7),7)] = E[u(X0,0)] + E [/ (U + Lu)ds]
0
L heiBt der Generator. So gibt es eine wichtige Verbindung

zwischen SDGen und (deterministischen) PDGen.
» FUr den wichtigsten Fall X = W ist der Generator

n
_1 _ 1
Lu= 3" Uy = 3AU
=

Satz: Sei U C R" beschrankt und offen mit OU glatt. Sei u die
glatte Losung der PDG,
—JAu=1inU, u=0aufdU
Fur x € U seien X(t) = W(t) + x und 7 = inf{t > 0 : X(t) € 0U}.
Es gilt u(x) = E[rx], Vx € U.
u|<oo

191 Folgt mit us = 0, E[u(X0)] = u(x), min{7x,n} — 7x



Haltzeiten und PDG

Satz: Sei U C R" beschrankt und offen mit 9U glatt. Sei
g : OU — R stetig. Sei u € C2(U) n¢(U) die Lésung der PDG,
Au=0inU, u=gaufolU d.h.uharmonisch
Fir x € U seien X(t) = W(t) + x und 7 = inf{t > 0 : X(t) € oU}.
Es gilt u(x) = E[g(X(7x))], ¥x € U.
Folgt mit u; = Au = 0, E[u(Xp)] = u(x), u(X(7x)) = 9(X(7x))

» Da Brownsche Bewegung isotropisch ist, ergibt sich die
Mittelwert-Formel aus dem letzten Satz,

1
w0 = [ X)) @) =g [ u)asy)
Q0B(x,1) ' ~—~—  |0B(x,1)| JoB(x,r)
yeoB(x,r) dS(y)/|0B(x,r)|
Satz: Sei U C R" beschrankt und offen mit oU glatt. Sei
u € C?(U) nc(U) die Lésung der PDG,
Au=0inlU, u=1t1aufly, u=0aufly,, OU=T4UTl,s
Fur x € U ist u(x) die Wahrscheinlichkeit dass X(t) = W(t) + x
den Randteil I'y vor I, trifft.

199 Folgt mit g = xr, (Glattung, im letzten Satz) und



Haltzeiten und PDG

/Qg(X(w,Tx /{wr (w, T(w)) € T1}dP(w)

Satz: Sei U C R" beschrankt und offen mit 9U glatt. Seien

¢, f: U — R stetig mit ¢ > 0. Sei u die glatte Lésung der PDG,
—JAu+cu=finU, u=0aufdU

Fur x € U seien X(t) = W(t) + x und 7 = inf{t > 0 : X(t) € oU}.

Es qilt die Feynman-Kac Formel,

u(x) = [ / F(X(t )exp( / t (X(s))ds) dt]

Folgt mit

— [l dz(t) = —c(X(t))dt
Y(t) = v(Z(1)), v(z) - eZ, dY () = v,dZ = —c(X(1)) Y(t)dt

dlu(X(1)) Y(2)]
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Haltzeiten und PDG

=0 =u(x)

ELJ7 (JAu(X(0)dt — o(X(D)u(X ()] V(1) o]

=—f(X(t)) exp[— [, c(X(s))ds]

Interpretation: Nimm nun an, ein Brownsches Teilchen kann
auf dem Pfad verschwinden oder absorbiert werden. Sei
c(X(t))h + o(h) die Wahrscheinlichkeit dass ein Teilchen in
[t, t + h] verschwindet. Fir eine Verteilung {fx = kh}}" , des
Intervalls [0, {] mit h = t/m wird durch [T;_;(1 — c(X(t))h) die
Wabhrscheinlichkeit approximiert, dass ein Teilchen bis zur Zeit t
Uberlebt. Mit h — 0 konvergiert dies nach exp[— fot c(X(s))ds]. Also

u(x) = Durchschnitt von f o X Uber Probenpfade

der bis zum Rand oU Uberlebenden Teilchen.

Bemerkung: Es gibt naturliche Gegenstiicke der obigen
104 Ergebnisse fiir allgemeinere Generatoren.



Optimale Haltzeit
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>

Sei U c R beschrankt und offen mit oU glatt. Fir x € U
sei X : [0,00) — R" eine Losung der SDG

dX(t) = b(X(t),t) + B(X(t),t)dW(t), X(0)=x
mit 7x = inf{t > 0 : X(t) € 0U}.
Fur 6 eine Haltzeit bezlglich der Filtration {F(t)}>o sei

min{7x,0}
Je(0) =E g(X(min{TX,H})Jr/O f(X(s))ds

die erwarteten Kosten des Haltens zur Zeit min{ry, 6}.
Man sucht 8* = argmin, Jx(6) oder u(x) = infy Jx(0).
u(x) ist die Wertfunktion: die minimalen Kosten, wenn der
Prozess an der Stelle x startet. Mit u(x) kann man 6*
konstruieren.
Auf der Suche nach Optimalitatsbedingungen, bemerke
u(x) < Jx(0 = 0) = g(x), VxeU

und

u(x) =Jdx(6 > 7« =0)=g(x), ¥xeoU



Optimale Haltzeit
» Sei x € Uund ¢ > 0 klein. Wenn man das System bis zur
Zeit § nicht halt, bewegt es sich zur Stelle X(d), und die
beste Minimierung der Kosten nachher ist u(X(9)).
» Obwohl 6* € [0, 4], z.B. u(x) = g(x), noch gelten kdnnte,
wenn 7y > 9§ gilt, sind die Kosten mindestens die rechte Seite,
uuyqﬂmx )+ [21( »w}
wobei die Ungleichung aus der Definition von u folgt.
» Laut der It6 Formel,
mwxw»p:wn+ﬁﬂﬁwaw»$}
und daher
0 <E[ 5 A(X(s)) + Lu(X(s))as]

Mito =0, 0 < £(x) + Lu(x)
» Wenn u(x) < g(x) gilt, soll * > § und daher Gleichheit

oben gelten, 0 = £(x) + Lu(x).
» Optimalitatsbedingungen:

196 min{f + Lu,g—u}=0in U, u=gaufoU.



Optimale Haltzeit

» Approximation der Lésung der Optimalitatsbedingung,
—Lu+ Be(uc—g)=FfinU, u°=gaufolU
wobei 5. : R — R eine glatte, konvexe, nicht fallende
Funktion ist mit

Be(s) =0, s<0
{ EIi_r}r?f@ﬁ(s) =00, §>0
Satz: Unter vernlnftigen Bedingungen gilt
u —u, e—0.
» Sei die geschlossene Menge
S={xeU:ux)=g9(x)}
die Haltmenge. Fiir x € U sei
0* =inf{t > 0: X(t) € S}
Satz: Unter vernlnftigen Bedingungen gilt

u(x) = Jx(0%) = inf Jx(0).
197 0



Optionspreistheorie
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>

Sei S(t) der (stochastische) Preis einer Aktie (Stock) zur
Zeit t, die sich nach der SDG entwickelt,

dS(t) = puS(t)dt + oS(H) dW(t), S(0) = sy
wobei p die Drift und o die Volatilitat sind. Der
Anfangspreis s ist bekannt.
Ein sogenanntes Derivativ wird aus S(t) abgeleitet, d.h.
seine Auszahlung hangt von S(t) ab.
Bei einer Europdischen Kaufoption (Call Option)
hat man das Recht, einen Anteil (Share) der Aktie bei einem
bestimmten Basispreis p (Strike Price) zu einer bestimmten
Ablaufzeit T (Strike or Expiration Time) zu kaufen.
Eine Finanzfirma soll bestimmen, was wiirde diese
Kaufoption bei einer Gewinnschwelle kosten?
Zur Vereinfachung wird angenommen, die Zinsrate ist eine
Konstante r > 0, d.h. Geld Gy zur Zeit t = 0 wachst zum
Geld Gr = Gpe'” bis zur Zeit t = T. Gleichfalls hat Geld
Gr zur Zeit t = T nur den Wert Gre~'T zur Zeit t = 0.



Optionspreistheorie
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>

Man vermutet zuerst, der Preis der Kaufoption soll sein:

e "TE[(S(T) — p)*]
wobei xT = max{x, 0}, d.h. wenn S(T) < p gilt, ist die
Option wertlos, und sonst hat das Geld Gr = E[S(T) — p]
zur Zeit t = T den Wert Gre~'7 zur Zeit t = 0.
Diese erste Antwort ist aber falsch, weil es andere
Markikrafte gibt, wobei Preisunterschiede ausgenutzt
werden kdnnen, d.h. wegen Arbitrage.
Der Preis der Kaufoption soll fixiert werden, damit es keine
Gelegenheiten zur Arbitrage gibt.
Um das Risiko der Arbitrage auszuschlieBen, muss eine
Art von Absicherung (Hedging) eingefiihrt: Man dupliziert
die Kaufoption mit einem Portfolio, das aus Besitz einer
risikofreien Schuldverschreibung (Bond) und aus der Aktie
der Kaufoption besteht.
Sei u(s, t) der Gewinnschwellenpreis der Kaufoption zur
Zeit t, gegeben dass S(t) = s. Man sucht u(sp, 0).



Optionspreistheorie
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>

Randbedingungen fir u sind

uis,TY=(s—p)*, s>0, u(0,t)=0, 0<t<T
Flr den stochastischen Prozess

C(t)=u(S(t),t), 0<t<T
folgt mit der It6 Formel und der SDG ou = ou(S(t),t)
dC(t) = udt + usdS(t) + ussdS?(t)
= [Ur + pusS(t) + 302ussS2(1)]dt + cus SAW(t)

Um C zu duplizieren, werden Prozesse ¢ und ) gesucht,

OOl o) = o()S(t) +w(nB(t), 0<t<T
und B(t) = e ist eine risikofreie Schuldverschreibung.
Wenn S(T) > p gelten sollte, nimmt der Kufer die
Kaufoption wahr, aber das Duplikatmodell liefert Profite fur
die Firma, um die mdglichen Verluste abzudecken.
Wichtig ist aber auch, dass die Firma fur diese
Absicherung nur am Anfang investieren muss. Damit das
Duplikat selbst finanzierend ist, soll gelten

dC(t) = ¢(t)dS(t) + ¥(H)dB(t), 0<t<T
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» Zusammengefasst muss gelten, ou = ou(S(t),t)
[utr + pusS(t) + %o—zusssz(t)]dt + ousS(t)dW(t)
= o(D)[uS(t)dt + o S(t)dW(t)] + ¥ (t)rB(t)dt
» Es ergibt sich [u; + $02ussS?]dt = riBdt mit
o(t) = us(S(1),t), 0<t<T
oder mit yB = C — ¢S = u — usS folgt ou = ou(S(t),t)
[ug + rusS(t) + $02ussS?(t) — rulat =0
» Mit den obigen Randbedingungen I6st man die
Black-Scholes-Merton PDG,
Ut + rsus + 30%8%Uss —ru=0, $>0, 0<t<T
und u(sp, 0) ist der gesuchte Preis der Kaufoption.
» Mit der It6 Formel folgt aus C(t) = ¢(t)S(t) + ¥ (t)B(t),
dC(t) = ¢(1)dS(t) + (t)dB(t) + S(t)do(t) + B(t)dy(t) + do(t)dS(t)
Also muss gelten
S(t)do(t) + B(t)dy(t) + do(t)dS(t) =0
Dies folgt mit ¢ oben, mit der PDG und mit
P(t) = B (D[C(1) — o(8)S(1)] = e~ "[u(S(1), ) — us(S(t), ) S(1)]
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