Skriptum fiir die Zusammenfassungsblatter, Maf3 und Integral im SS 03

1. Kann ich die folgenden FEigenschaften des Riemannschen Integrals zeigen: eine stetige Funktion
ist Riemann integrierbar, die Trapez-Regel konvergiert fir eine Riemann-integrierbare Funktion,
Riemannsche Integrale konvergieren wenn die Funktionen gleichmdfig konvergieren.

Sei f € C([a,b]). Stetigkeit auf einem kompakten Intervall impliziert gleichméBig Stetigkeit.
Dabher fiir gegebenes € > 0 gibt es ein § = d(¢) > 0, so daB |z — y| < § impliziert |f(z) — f(y)| <
e/(b — a). Sei {z,})_, eine Zerlegung vom Intervall [a,b] mit a = 7o < 1 < --- < zy = b
und max<,<n{|Tn — zp_1|} < 0. Dann gilt max,<;<p[fo(z) — fu(z)] < €/(b—a) und daher die
folgende Ungleichung:

b b
= [ Uola) = ful@de < max [fo(a) ~ ful@)] [ dz <.

— a<z<b

fﬁmM—fnmm

Sei f Riemann integrierbar. Wihle einen Gitter {z,})_,, a = 79 < 71 < --- < xy = b fiir das
Intervall [a, b]. Mit der stiickweise linearen Funktion,

T — Tn-1

fr(z) = f(zp—1) + [f(zn) — f(zn-1)] x € [Tp_1,Tnl, n=1,...,N

Tp — Tpn-1

kann der Fehler der Trapez-Regel so dargestellt werden:

5 /abf(:v)dx - /ab fr(z)dx

N
/bf(l')dl' _ Z f(iEn) + f(xn—l) (xn _ xn—l)
@ n=1

< /ab|f(x)dx — fr(a)|dz < /ab[fo(x) — fu(@))de = /ab fol@)dz — /abfu(x)dx.

Die letzte Differenz verschwindet wenn maxi<p,<n{|zn — 2n—1|} = 0.

Sei { f,,} eine Funktionenfolge, die auf dem Intervall [a, b] gleichméfig gegen f konvergiert. Daher
fiir gegebenes € > 0 gibt esein N = N(¢) > 0, so dai n > N impliziert |f(z)— fn(z)| < €/(b—a),
fiir jedes x € [a,b]. Dann gilt die Ungleichung;:

b b
< [ 1@ = fala)lds < sup [f(@) = fula)] [ do <.

a<z<b

/abf(fE)de - /ab fn(x)dx

2. Habe ich ein Beispiel einer unendlich differenzierbaren Funktion mit kompaktem Trager?

Definiere: )

- +e

x? — 52}’ [l <, Ce = ¢-(z)dx.
0, sonst, €

¢8($) = { P

und . () = ¢ (z)/ce s0 [T229h.(x)dz = 1 und die Glattheit von 1), folgt aus der von ¢.. Zuerst
ist ¢. stetig:
T—ye~ T—e~ r——et

. . 1 . 1 )
lim ¢-(z) = lim exp [m] =0= lim exp {m} = 11r_n+¢g(x)

und nach der Riemann-Integrierbarkeit von stetigen Funktionen ist ¢, wohl definiert. Nun hat
die k-te Ableitung von ¢. die Gestalt,

W@ =p@a@), o) = e | )



wobei pg(z) ein Polynom ist. Wegen der Entwicklung

11 1 11
22 —e2 2ex—¢ 2ex:+4e¢
kann q; so dargestellt werden:
[ 1 1 ] 1 1 ]
exp | 5= exp | ——
2ex —¢ 2ex +¢
ak(z) = fr(z)gr(z), fi(z) = T woo% gk(x) = (z + o)
Nun definiere y = —1/(z — €) so y — oo wenn x — £~ . Dann mit der ’Hospital-Regel folgt:
2k
. o yro (2k)! _
Jm fi(@) = i e = T i ke

SchlieBlich definiere z = 1/(z + ¢) so 2 = oo wenn x — —eT. Dann mit der 'Hospital-Regel
folgt:
22k (2k)!

lim gx(z) = lim ———= =---= lim

L L en M0 ) e

Mit diesen Ergebnissen folgt:

li F(z) = 1 i = 1 i i = 0.
lim_ g2 (z) x;{&;pk(x) lim () x;{&;pk(x) lim fr(z) lim gk(z) =0
Da ¢.(z) analytisch fiir |z| # ¢ und unendlich differenzierbar fiir |z| = ¢ ist, ist ¢-(z) iberall
unendlich differenzierbar.

. Kenne ich einen Faltungsoperator L, : C° — C™®, und kann ich zeigen, dafi L.f — f punktweise
konvergiert, wenn ¢ — 07

Definiere:
—+o00

[Lef](z) = N Ye(z — ) f(y)dy

wobei 1. oben definiert wird. Nimm an, daf3 f stetig ist. Die punktweise Konvergenz L.f — f
wird wie folgt etabliert. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein o € [—¢, €] so dafi:

+00

LA1@) = [ o= S )y = () (o — 5)ds

— flo—0) j Yo(s)ds = f(z— o) = f(z), &0,

Betrachte nun die erste Ableitung von [L. f](x):

[Lef](z + h) — [Le f](z) _ /+Oo Ye(r +h—y) — Y (z —y)
h 00 h

3 f(y)dy.
Nimm an, da8 » > 0 gilt. Das folgende Argument ist dhnlich fiir A < 0. Nach dem Taylor-Satz
gibt es ein £(y, h) € [z, 2 + h] so daB . (z + h —y) — Ye(z —y) = h¢ (E(y, h) — y). Daher gilt:

(L f](z + hiz —[Lefl(z) ;OO Wz — ) f(y)dy

T+h+e
= /x [z (€(y, h) —y) — ez — )] f(y)dy

—€



wobei die Grenzen im letzten Integral den kompakten Trager von 1. reflektieren. Beachte, daf3
1. und alle ihrer Ableitungen gleichméfig stetig auf R sind. Daher fiir gegebenes § > 0 gibt es
ein 7 > 0 klein genug so dafl 0 < {(y,h) — x < h < n < 1 impliziert:

r+1+e
WLy, h) —y) —Yllz —y)| < 0/o,  VyElz—e,z+ 1+, az/i £ ()ldy.
Dann fir 0 < &(y,h) —z < h <n <1 gilt:

‘[Laf](:v +h) = [Lefl(x) [+
h —o0

W (w — y)f(y)dy\

r+h+e
< / WL (E(y, ) — ) — WLz — 9|1 f () |dy

—€

r+1+e
s[/ If(y)ldy] sup (€W, h) —y) — ¥z — )| < 6.

—& r—e<y<z+l4e

Da jeder abgeleitete Kern ¢§k) die oben verwendeten Eigenschaften hat, folgt:
+o0
Ua) = [0 = ) s )y,

. Kenne ich eine Klasse von glatten Maflen, die in gewissem Sinn gegen ein singulares Mayjs
konvergieren.

Fiir eine genugend brave Menge A C R definiere:

~ [ etara, o(A) = { L, 0c4

0, sonst

wobei 9. = ¢./c. oben definiert wird. Die Maflen {u.}.>0 sind glatt im Sinn, dafl sie glatte
Dichten {1 }.>0 haben. Das Maf} u ist singuldr (beztiglich z.B. p., e > 0) im Sinn, daf} pp in
einem Punkt (in einer null Mafi Menge N, d.h. u.(N) =0, N = {0}, £ > 0) konzentriert wird.
Die Maflen {p.}-~o konvergieren gegen o im folgenden Sinn:

/f Yy (v /f e (3 dw—/?ﬁe

= (LA10) 2 10) = [ @)oo Vi € C'(R)

wobei die punktweise Konvergenz [L. f](z) — f(z) vom letzten Beispiel verwendet wird.

. Kenne ich eine Differentialgleichung, die ich im schwachen Sinn formulieren und losen kann?

Definiere f(x) = sgn(z) und betrachte die Differentialgleichung F’'(z) = f(z), F(0) = 0. Fir
x # 0 sieht die Differentialgleichung so aus:

oy )+, x>0 _Ja+=z, >0 _ L
F(x)—{_L <0 oder F(x)_{b—x, s <0 und F(0)=0 = a=b=0.
Es ist zu vermuten, dafl F(z) = |z| einer Art einer Losung der Differentialgleichung ist. Die

sogenannte schwache Formulierung der Differentialgleichung sieht so aus:

| t@i@)is = [ Fla)poyis = [ Fayg@)ds,  Voe CFR).
R R R



Die Differentialgleichung f = F’ wurde mit ¢ multipliziert und partielle Integration wurde
durchgefiihrt. Die Funktion ¢ € C5°(R) verschmiert die Differentialgleichung in gewissem Sinn.
Anderseits kann ¢ in einem Punkt konzentriert werden, und dadurch stimmt die schwache
Formulierung mit der starken (punktweisen) Formulierung iiberein. Beachte, daf} die Differen-
tialgleichung f = F' im schachen Sinn erfiillt wird:

[ f@otar = [ oz [ o

(2lmg =0=9"="™) =

zh(z)| 5 — /0+oo xqﬁ'(m)dm]

G =0= )~ [w@l [ et @ad] == [ ol @i

_ /R F(2) (x)da, Vo € C§°(R).

Ahnlich kann man zeigen, da$ ug(z) = 2(1—|z|) die folgende Differentialgleichung im schwachen

Sinn 16st,

—u”(gj) = ¢0($)7 T € (07 1)7 u(_l) = u(+1) =0, ¢0($) = “lim llﬁe(gj)”

e—0

da ug die folgende Gleichung erfullt:
+1
—/1 ¢ (2)uo(z)dz = $(0), Vg € C(1-1,1)).

. Habe ich Beispiele von Algebren, o-Algebren, (signierten) Inhalten, (signierten) Maflen und
(signierten) Pramafen?

Fir A C Q, erfiillt F = {Q,0, A, A°} alle Bedingungen fiir eine Algebra, sogar die fiir eine
o-Algebra. Deshalb gilt F = 0(A). Die Potenzmenge P({2) erfiillt auch alle Bedingungen fiir
eine Algebra und eine o-Algebra. Auf der anderen Seite ist die Menge von offenen Mengen in R
keine Algebra. Die Menge Fy von endlichen disjunkten Vereinigungen aus {(a, b], (a, 00) oder 0 :
—00 < a < b < oo} ist eine Algebra iiber R aber keine o-Algebra, da U2, (0,1-1] = (0,1) ¢ F.
Sei F = P(Q) und fir A C Q definiere po(A) = 0 wenn A endlich ist und po(A) = co wenn A
unendlich ist. Nach Beispiel 17, ist uo ein Inhalt aber kein Pramafl oder Maf} auf F.

Sei Fy die oben definierte Algebra. Definiere A\g auf Fy wie folgt:
M(—00,a] = a, a€R, M(a,b) = b—a, a,beER, a<hb,

Ao(b,o0) = —b, b€ER, M(R) = 0,

N
Mo (U1 1) = 30 M), TN I =0, {1} C {(a,b] oder (a,00) : —00 < a < b < oo}.
n=1

Nach Beispiel 14 ist Ay ein signierter Inhalt aber kein Pramafl oder Ma#f.

Definiere 7 = P(R) und

wA)= 3 2, AeF.
N>necA

Nach Beispiel 12 ist p ein Maf}, und A = —p ist ein signiertes Maf.

Nach dem Satz 1.4.3 liefert jede Verteilungsfunktion ein Pramafl v auf der oben definierten
Algebra Fy. Dieses Pramafl v wird im Satz 1.4.3 nicht explizit auf o(Fy) = B(R) definiert,
aber Satz 1.4.4 garantiert eine Ausdehnung zu einem Maf} auf B(R). Natiirlich ist A = —v ein
signiertes Prama#.



7. Habe ich eine Anwendung des Brave-Mengen-Prinzips?

Definiere C = {A,}Y_, C @ und S als verschiedene (und so notwendigerweise endliche) Vere-
inigungen von Mengen aus der endlichen Sammlung D = {N)_,B,, : B, = A, oder AS}. Das
Brave-Mengen-Prinzip wird verwendet, um zu zeigen, dal S = o(C) gilt: (1) C C S, (2) S ist
eine o-Algebra, (3) S C o(C) C 0(S) = S.

(1) Mit N = 1, gelten C = {A1}, D = {41, A} und § = {Q,0,A;,AS}, so C C S und
“co"= {A°}N_, C S gelten. Nimm induktiv an, daB C,C¢ C S gilt, wenn C genau N — 1

n=1
Elemente enthéilt. Nun nimm an, dafl C genau N Elemente enthilt. Wahle ein k zwischen 1

und N. Dann fiir ein beliebiges A; € {A,, : 1 <n # k < N} und Ay € C gilt:
A = (Ax N A)) U (A N AT).
Es wird induktiv angenommen, dal A; mit einer Vereinigung UleDi,
D; € Dy = {Mpun=1Bn : By = A, oder A%}
dargestellt werden kann, und daher kann A;zNA; mit einer Vereinigung aus D dargestellt werden:
AN A = A, NU_ D; = UL (A4, N D), (A N D;) € D.

Es wird auch induktiv angenommen, daf§ A} mit einer Vereinigung U]‘-IZIE]-, E; € Dy, dargestellt
werden kann, und daher kann Aj N A} mit einer Vereinigung aus D dargestellt werden:

A NAf = Ay NU_ E; = U, (A, N Ej), (Ax N E;) € D.
Daher kann A mit der folgenden Vereinigung aus D dargestellt werden:
A = [UL (A N Dy)] U UL (Ak N Ej)] (Ar N D;), (A N Ej) € D.
Das selbe Argument gibt auch eine solche Darstellung fiir Aj. Da £ beliebig war, gilt C,C® C S.

(2) (a) Da Ay und A{ mit Vereinigungen V; und V, aus D dargestellt werden konnen, kann
2 mit der Vereinigung Q@ = A; U Af = V3 UV, aus D dargestellt werden. (b) Mit N = 1,
gelten C = {A1}, D= {A1, A{} und S = {Q,0, Ay, A}, so jede Vereinigung aus S liegt klar in
S. Nimm an, daf jede Vereinigung aus S in S liegt, wenn C genau N — 1 Elemente enthalt.
Nun nimm an, dafl C genau N Elemente enthilt. Dann hat ein beliebiges A € S eine solche
Darstellung:

A=UM_ D, =UM_E,NF,, D,, €D, E, € Dy, F, = Ay oder AS.
Analog zu der algebraischen Entwicklung von ITM_, (a,, + by,) gilt:
AC = Ny (B U F) = Ugepv g, —0 1 {Nam=0 5] N [Nay=1 F ]}

Es wird induktiv angenommen, dafl Vereinigungen aus Dy unter Komplimentierung abgeschloss-
en sind, und daher gilt:
a € RV, [Nam=0E5] = [Uan—0Em]® = U Gay, Ga, € Dn.
Weiterhin gilt:
ac RY, Na,,=1F5] = An oder AS oder 0.

Falls [Nq,,=1Fy5,] = An oder A gilt, ist {[Na,, =0 E5,]N[Na,, =1 Fr ]} eine Vereinigung von Mengen
GoiNAN oder Go NAS in D. Falls [Ny, =1F5] =0, ist {[Nan=0E%] N [Nam=1Fy,]} eine (leere)
Vereinigung von Mengen aus D. In jedem Fall kann A° mit einer Vereinigung von Mengen aus D

dargestellt werden, und S ist unter Komplementierung abgeschlossen. (c) Nimm an, daf$ {C),}
verschiedene (notwendigerweise endlich viele) Mengen aus S sind, so daf§

Cm =U"Dyy DyppeD = UM C, =UM_ Ul Dy, €8,
Dabher ist S eine o-Algebra.
(3) folgt sofort von (1) und (2).



8. Habe ich ein Beispiel eines stetigen und eines nicht stetigen Mafles oder Inhalts?

Laut Satz 1.2.7 ist jedes endliche Maf} stetig. Sonst folgt Stetigkeit von oben nur fir Mengen
mit endlichem Mafl. Zum Beispiel ist das Zahlmaf

pd)= > 1, AcF=PK), Q=N
N>3neA

nicht stetig in der Leermenge:
A, L0 aber 400 =p(A4,) A pd) =0.
Ein nicht stetiger signierte Inhalt wird in Beispiel 14 definiert:
Ap=(—n,n]t R aber Xy(A4p)=2n— 400 # 0= \(R).

Ein nicht stetiger Inhalt wird im Beispiel 17 definiert:

Q = {rn}nZ1, 0= po({rntn=1) # +00 = mo(Q).
Noch ein nicht stetiger Inhalt wird im Beispiel 19 definiert:
Q= {ra}sls, 0= po({ra}ni) # 1= p0(Q).

Laut Satz 1.2.8 ist ein Inhalt o-additiv, wenn er von unten stetig ist oder wenn er von oben in
der Leermenge stetig ist.

9. Habe ich eine Anwendung der disjunkte Mengen Darstellung fiur eine Vereinigung?

Betrachte eine Algebra Fy und einen Inhalt o > 0. Dann wissen wir bereits, dafl

N
1o(URZ 1 Bn) = Y pio(Bn), fir {B,} C Fo, BnN B, =0.
n=1
Um zu zeigen, daf fiir beliebige {A,} C Fy gilt:
N
po(Up1An) <Y po(An)
n=1

verwenden wir die Darstellung von U_; A,, als Vereinigung von disjunkten Mengen:
UN_ A, = UN_ By, By =A;, B,=n"145NA4, n>2  B,NB, =0
Damit erhalten wir:

N N BB —0 w BnCA, L
pio(Un—1An) = p1o(Up—1 Bn) = Z po(Brn) < Z fio(An)
n=1 n=1

wobei endliche Additivitat in der zweiten Gleichung verwendent wird und Satz 1.2.5.c in der
Ungleichung verwendet wird.

10. Kann ich zeigen, daf ein MafS beschrankt ist, genau dann wenn es endlich ist? Habe ich eine
Mengenfunktion, mit der die Aquivalenz nicht gilt?

Nimm an, daf} ein Maf} ;1 von einem Mafiraum (9, F, ;1) beschrankt ist. Dann gilt:
oo >sup{u(A): A€ F} >u(Ad) >0, VAe F.

Nun nimm an, dafl p endlich ist. Weiterhin nimm an, dafl x4 unbeschrankt ist. Dann fur
jedes n € N gibt es ein A, mit u(A,) > n. Definere By = UY A, und A = UX ,A,. Da
ANn C By C A gilt, folgt die nichste Ungleichung nach Satz 1.2.5.c:

p(A) > p(By) > p(An) > N — oo.

Der Widerspruch impliziert die Beschranktheit von p. Die Aquivalenz gilt nicht fiir den Inhalt,
der im Beispiel 14 definiert wird.



11.

12.

13.

Fir eine Algebra Fy, kann ich zeigen, daff G = {G : A, 1 G, A, C Fo} nicht notwendigerweise
eine o-Algebra ist? Kann ich zeigen, daff D = {D : A, | D, A, C Fo} nicht notwendigerweise
eine o-Algebra ist?

Behauptung: G ist nicht notwendigerweise ein o-Algebra. Betrachte die Algebra Fj iiber @ = R
von endlichen disjunkten Vereinigungen aus {(a, b], (a,o0) oder ) : —o00 < a < b < co}. Dann
gilt:

(—o0,1 —1/n] € Fy, Vn € N, (—o0,1 —1/n] 1 (-00,1) = (—o00,1)€G.

Da (—o00,1)¢ =[1,00) € G, ist G keine o-Algebra.
Behauptung: D ist nicht notwendigerweise ein o-Algebra. Mit Fj oben definiert, gilt:

(1 -1/n,00) € Fy, Vn € N, (1-1/n,00) } [1,00) = [l,00) € D.
Da [1,00)¢ = (—00,1) & D, ist D keine o-Algebra.

Fiir eine Algebra Fy und G = {G : A, T G, A, C Fo}, kann ich zeigen, daff G C H gilt, wobei
die Menge H im Satz 1.8.5 definiert wird?

Sei v ein Wahrscheinlichkeitspramafl auf Fy und definiere G = {G : A, T G, A, C Fy}. Fir
Fo 2 A, T A definiere k(A) = lim, o V(Ay). Fir A € Q definiere k*(A4) = inf{k(G) : G €
G, A C G}. Schliesslich definiere H = {H C Q: k*(H) + £*(H¢) = 1}. Dann gilt:

Foo2A,1GeG = k'(4,) =k(4,) =v(4,) — k(G) =k"(G).

Es wird nicht garantiert, dal G° € G gilt, aber es gilt:

An C G = G c A 30 vqey < wras) MY gac) ET (a0,

Da Ay, A5, € Fy C G gilt, folgt die Gleichung v(A4,) + v(AS) = 1 vom Satz 1.3.2.b und daher:

AptG
LR

KH(GE) < w(AS) "EP 1 u4,) 1—k*(G) oder K*(G)+K*(G)<1.

Vom Satz 1.3.3.b folgt die Ungleichung 1 < k*(G) 4+ £*(G°) und daher gilt G € H:

1 < 5°(G) + K*(G°) < 1.

Habe ich ein Beispiel eines Mafes oder Inhalts, in dem u(AN B) + p(AU B) = u(A) + u(B)
nicht gilt?

Nach dem Satz 1.2.5.b gilt die Gleichung po(AN B) + po(AU B) = po(A) + po(B) immer, wenn
1o ein Inhalt auf einer Algebra Fy definiert wird, und A, B € Fy gilt. Der Satz 1.2.5.b gilt auch
fiir ein Maf} auf einer o-Algebra F, da das Maf} auch ein Inhalt auf einer Algebra ist. Daher
nach dem Satz 1.2.5.b gilt die Gleichung u(A N B) + pu(AU B) = u(A) + pu(B) auch immer,
wenn 4 ein Mafl auf einer o-Algebra F definiert wird, und A, B € F gilt. Deshalb miissen die
gesuchten Beispiele die Annahmen A, B € Fj oder A, B € F verletzen.

(1) Definiere:
0, A endlich

polA) = { 1, A unendlich ACQ.

Nach dem Beispiel 19, ist up ein Inhalt auf der Algebra Fy von endlichen Teilmengen aus Q
und ihren Komplementen. Daher nach dem Satz 1.2.5.b gilt die betreffende Gleichung auf Fj.
Trotzdem gilt sie nicht auf P(Q):

0+1=po(ANB)+uo(AUB) = uo(A) +uo(B) = 1+1  A=[0,1]nQ, B=[1,2]nQ.
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(2) Sei A C [0,1) die nicht Lebesgue messbare Menge aus Beispiel 27. Trotz der nicht Mess-
barkeit von A, wird

p*(A) =inf{u(G) :Ge G, ACG}, G={G:A,1G, A, CFo(R)},
1 = Lebesguesche Mafl

im Satz 1.3.3 wohl definiert. Mit dem selben Beweis dafl R = U{r + A : r € Q} gilt, folgt
[0,1) = Up=1 Ay, wobei 4, = {r,+A}, {r,} = QNJ0,1), und + die Summe modulo 1 bezeichnet.
Da p* ein auleres Maf ist, ist es o-subadditiv:

= p[0,1) = p*[0,1) = p*(UpZ Ayn) < Z 1 (Ap).

Nach dem Satz 1.3.3.c gilt:
Uplidn CAC0,1) = p* (U] An) < p(4) < pf[0,1) = pf0,1) = 1.
Da p translationsinvariant auf G C B(R) ist, ist 4* translationsinvariant auf R:

pr(A+c)=inf{u(G):Ge€G,A+cC G} =inf{p(G): GEG,ACGE —c}
=inf{u(G+¢):GeG,ACG}=inf{u(G):GeG,AcCG}=u*A).

Daher gilt:

<D on(An) =) w'(4)
= n=1

Es folgt, daBl u*(A) € (0,1] gilt. Nach der o-Subadditivitat gilt:

N
pH(UN Ap) Zu = u(4)
n=1

Die linke Seite ist nie grofler als 1, aber die rechte Seite steigt mit N. Nimm an, dafi N
gross genug ist, daf die linke Seite streng kleiner als die rechte Seite ist. Wenn die betreffende
Gleichung gilt, dann folgt:

1 (Ag U Bg—1) + p* (A N Bi—1) = p*(Ag) + p* (Bg-1), k=2,...,N By =U A

Da A, UBy_ 1 = By und A, N By 1 =0 (A, N A, = 0) gelten, folgt:

W(By) = w(Ag) + ' (Byr)y  k=1,..,N, By=0
oder:
N N
pH(Un=iAn) = p*(BN) = Y [0 (Br) — 1" (Bi—1) Z Ap).
k=1 —

Der Widerspruch impliziert, daf§ es mindestens ein £ gibt, mit dem die Ungleichung gilt:
P (Ap U By 1) + 1" (A N By 1) < p*(Ag) + p*(Bg-1)-

Kann ich zeigen, daf die im Satz 1.3.8 definierte Mengenfunktion k* ein aufleres Majs ist?

Sei v ein Wahrscheinlichkeitspramafl auf 7y und definiere G = {G : A, 1+ G, A, C Fp}. Fir
Fo 2 A, T A definiere k(A) = limy o0 ¥(Ay). Fir A € Q definiere k*(A) = inf{x(G) : G €
G,A C G}. Dann ist * nicht nur ein MaBl auf H = {H C Q : k*(H) + k*(H®) = 1} (siehe 16
unten, aber auch ein aufleres Mafl auf €.

DaBl x*(0) = 0 gilt, folgt aus 1.3.3.a (k* = k auf G) und 1.3.2.a (0 € G, k(@) = 0). Dal x*
monoton ist, folgt aus 1.3.3.c (4,B C Q, A C B = k*(A) < k*(B)). Die o-Additivitdt von



15.

k* wird wie folgt etabliert. Wenn UY_, A, 1 U A, = A, ist x* in A stetig nach 1.3.3.d, und

daher gilt:
N

1.3.3.b
KU A) BT dim wf UM A,) T dim Y RY(A,)
N—o00 N%oon:1

wobei endlich Subadditivitat aus 1.3.3.b folgt.

Kann ich das boot-strapping Argument fir den Monotone Klassen Satz durchfihren?

Das Gefiihl eines bootstrapping Arguments ist wie das beim Bergsteigen. Der Beweis ist wenig
pyramidal und mehr stufenweise. Ein Punkt wird erreicht und im néchsten Schritt verwen-
det. Zum Beispiel wird eine Behauptung auf einer Menge etabliert und im nachsten Schritt
verwendet, um die Behauptung auf einer noch grofieren Menge zu etablieren. Man sieht solche
boot-strapping Argumente in Beweisen von Sétzen iiber messbare Funktionen, in denen eine
Eigenschaft zuerst fiir Indikatorfunktionen etabliert wird, um die Eigenschaft fiir nicht negative
einfache Funktionen zu zeigen, um die Eigenschaft fiir nicht negative Borel messbare Funktionen
zu zeigen, um die Eigenschaft fiir allgemeine Borel messbare Funktionen zu zeigen.

Monotone Klasse Satz. Wenn eine Algebra Fy C C in einer monotonen Klasse C C € liegt, dann
gilt o(Fp) C C. Beweis. Sei M die kleinste monotone Klasse die Fy enthélt. Zu zeigen ist, daf§
M = o(F)y) gilt. Da die monotone Klasse C nicht kleiner als M sein kann, folgt o(Fy) = M C C.

Fiir fixiertes A € M, definiere My = {B e M : ANB,ANDB‘ A°N B € M}. Zu zeigen ist,
dal M = M4, VA € M gilt. Dann ist es leichter zu zeigen, dal M eine o-Algebra ist.

Nun ist es zu zeigen, dal M 4, VA € M eine monotone Klasse ist. Seien A € M und {B,} C M4
eine Folge mit B,, T B. Auf Grund der folgenden:

M > B,TB M > AnB,TANB
M > A°NB,1TA°NB M > AnBS | ANB¢

gelten B,AN B, A°N B,AN B® € M, da M eine monotone Klasse ist. Daher gilt B € M 4.
Nun sei {B,} C M4 eine Folge mit B, | B. Auf Grund der folgenden:

M > B,|B M > AnB,lANB
M > A°NB, | A°NB M 5 ANBST AN B¢

gelten B,AN B, AN B,AN B° € M, da M eine monotone Klasse ist. Daher gilt B € M4.
Das heisst, M 4 ist eine monotone Klasse VA € M.

Nun ist es zu zeigen, dal M4 = M, VA € Fy gilt. Sei A € Fy. Sei C € Fy. Da Fy eine
Algebra ist, gelten ANC,ANCC, A°NC € Fy. Da Fy C M gilt, folgt C € M 4. Das heisst,
Fo C M4 gilt. Nach der Definition von M 4 gilt M4 C M. Da M und M 4 monotone Klassen
sind (siehe letzten Absatz), die Fy enthalten, und M die kleinste solche monotone Klasse ist,
gilt M C M. Aber M4 C M und M C M, implizieren M = M 4.

Nun ist es zu zeigen, dal Mp = M, VB € M\F gilt. Sei B € M\F,. Nach der Definition
von Mp und dem Einschluss Fy C M gilt:

Mp={AeM:ANB,ANB  ANBeM}D{AeFy: ANB,ANB*,A°NB e M}.

Es wurde oben bewiesen (siehe letzten Absatz), da M4 = M, VA € Fy gilt. Daher gelten
ANB,ANB* A°NB € M,VA € Fy, VB € M und

MpD{AeFy: ANB,ANB , A°NB € M} =F.

Nach der Definition von Mp gilt Mp C M. Da M und Mp monotone Klassen sind (siehe
vorletzten Absatz), die Fy enthalten, und M die kleinste solche monotone Klasse ist, gilt M C
Mp. Aber Mp C M und M C Mp implizieren M = Mp. Daher gilt M = M4, VA € M.
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17.

18.

Nun ist es zu zeigen, dal M eine o-Algebra ist. a. §,Q € Fy C M. b. Wenn A € M gilt, folgt
A € Mg und daher A° = A°NQ € M. c. Wenn A, B € M gilt, impliziert (b) die folgende:
A, B¢ € M = M 4c und daher A°NB¢ C M. Aus (b) folgt AUB = [(AUB)€|® = [A°NB°]° € M.
Das heisst, M ist mindestens eine Algebra. Nun sei {4,} C M. Da M eine Algebra ist, gilt
Z,]:rzl A, € M. Da M eine monotone Klasse ist, gilt M > 27]:7:1 Ap T 302 Ap € M.

Da o(Fy) die kleinste o-Algebra ist, die Fy enthélt, gilt o(Fy) C M. Die o-Algebra o(Fp) ist
auch eine monotone Klasse, die Fy enthilt. Da M die kleinste monotone Klasse ist, die F
enthalt, gilt M C o(Fp). Aber o(Fy) C M und M C o(Fy) implizieren M = o(Fp).

Kann ich den Carathéodory Ausdehnung Satz fir ein endliches Pramajf beweisen?

Die Existenz der Ausdehnung wird wie folgt (wie im Satz 1.3.6 zusammengefasst) etabliert.
Sei v ein endliches (und so beschrinktes) Pramafl auf einer Algebra Fy iiber 2. Wenn das
Resultat fiir das Wahrscheinlichkeitspramafl o = v/v(2) etabliert wird, gilt der Satz dann fiir
v = v-v(Q), und daher kann es angenommen werden, dal v ein Wahrscheinlichkeitspramaf}
ist. Definiere G = {G : A, 1 G, A, C Fo}. Fir Fy 5 A, 1 A definiere (A) = limy, o v(A45).
Nach dem Satz 1.3.2 erfiillen x und G die Voraussetzungen vom Satz 1.3.3. Fiir A € Q) definiere
k*(A) = inf{k(G) : G € G,A C G}. Nach dem Satz 1.3.5ist H ={H C Q: x*(H)+xr*(H®) =1}
eine o-Algebra, und £* ist ein Mafl auf #. Da Fy C G C H gilt, ist £* ein Maf} auf o(Fy) C H.

Fiir Eindeutigkeit nimm an, da§ A eine andere Ausdehnung auf F = o(Fy) ist, wobei A = p auf
Fo gilt. Dann ist A auch endlich, da A(A) < A(R2) = u(Q) fiir A € F gilt, wobei der Einschluss
Q€ Fy verwendet wird. Sei C = {A € F : A(4) = u(4)}. Fur {C,} C C, C,, T C, gelten
ACr) — A(C) und p(Cp) — u(C) nach dem Satz 1.2.7.a. Dann gilt C € C. Fur {C,} C C,
Cn | C, gelten A\(Cy,) — A(C) und pu(Cp) — p(C) nach dem Satz 1.2.7.b, da A und p endlich
sind. Dann gilt C' € C. Daher ist C eine montone Klasse. Da A = p auf Fy gilt, gilt Fy C C.
Nach dem Satz 1.3.9 gilt o(Fp) C C. Nach der Definition von C gilt C C F = o(Fp), und daher
gilt C = o(Fp). Das heisst, A = u gilt auf F = o(Fp).

Kann ich den Approximation Satz 1.3.11 fiir ein endliches Majf§ beweisen?

Sei B € F = o(Fy). Nimm an, daB es ein G, € § = {G : A, T G, A, C Fo} gibt, wobei
pw(BNGE) 4+ u(B°NG.) = u(BAG,) < ¢ gilt. Wenn Fy 3 A, 1 G, gilt, folgt B°N A, + B°NG
und (BN A,) = p(B°NG) nach 1.2.7.a, sowie BN AS | BNG® und p(BNAS) — u(BNG°)
nach 1.2.7.b. Daher gibt es ein N(e), so dal u(BAAy(.)) < € gilt.

Nun wird ein G, € G = {G : A, T G, A, C Fo} gesucht, wobei u(BAG.) < ¢ gilt. Definiere
k*(A) = inf{u(G) : G € G,A C G} fir A C Q. Die Eindeutigkeit der Ausdehnung des endlichen
Mafles v von Fy zu o(Fy) impliziert, dal u = x* auf o(Fy) gilt. Daher fiir B € o(F)) gibt es ein
G: €G, BC G, s0daB 0 < u(G.) — u(B) = p(G:) — *(B) < € gilt. Nach dem Satz 1.2.5.c (u
ist auch ein Inhalt auf einer Algebra) gilt ;(G: N B€) + u(G: N B) = p(G: — B) + u(B) = p(Ge)
oder u(BAG:) = u(G: — B) = u(Ge) — p(B) < e.

Habe ich ein Verfahren, das ich durchfihren kann, mit dem eine Figenschaft fir ein endliches
Maf auch fir ein o-endliches MafS etabliert werden kann?

Das allemeine Verfahren ist, Mafien p,(A) = p(ANA,) auf F zu definieren, wobei U2, 4,, = €,
ApNA, =0 und u(A,) < oo gelten. Dann ist p, endlich, da p,(A) < u(4,) <0, VA € F gilt.
Dann muss man die gewiinschte Eigenschaft fir p = >"7°, u, etablieren.

Zum Beispiel betrachte den Carathéodory Ausdehnungssatz fiir die Ausdehnung eines o-endlich-
es PramaBes v. Definiere v,(A) = v(A N A,), wobei {A,} C Fy (wichtig!), USL, A, = €,
Ap N Ay = 0 und v(4,) < oo gelten. Dann ist v, endlich auf Fy, da v,(A4) < v(4,) < oo,
VA € Fy gilt. Nach 16 oben, gibt es fiir v/, eine eindeutige Ausdehnung p,, auf o(Fp). Dann ist
=304 iy eine Ausdehnung auf o(Fy) von v auf Fy, da p = v auf Fy gilt. Zu zeigen ist, dafl
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p ein Maf ist, d.h. daB p o-additiv ist. Sei {B,} C o(Fy), Bn N By, = 0. Dann gilt:

[oe] [oe] [oe]
n o-add
U Bn) = S i (U1 Br) " Z ST ST pn(B)
n=1

n=1m=1

sin >0 oo 00 00

= Z Z pin(Bm) = Z 1(Bin)-
m=1n=1 m=1

Nimm an, da A eine andere Ausdehnung auf o(Fy) von v auf Fy ist. Dann ist A\, (A) =
AMA N A,) eine endliche Ausdehnung auf o(Fy) von v, auf Fy. Aber p, ist die eindeutige
endliche Ausdehnung auf o(Fy) von v, auf Fo, und A = Y02 A\, = Y02 4, = p. Das heisst,
1 ist die eindeutige Ausdehnung auf o(Fy) von v auf Fy.

Schliesslich betrachte den Approximationssatz fiir Approximationen mit einem g-endlichen Maf}
. Definiere pp,(A) = u(AN A,) wobei {A4,} C Fy (wichtigl), U2 A4, =Q, 4, N A, =0 und
pw(Ap) < oo gelten. Dann ist uy, endlich auf F = o(Fy), da pn(A) < u(A,) < oo, VA € F gilt.
Nach 17 oben, gibt es ein B,, € Fo so daB un(AABn) < €27™. Nach der Definition von p, gilt:

pn(AAB,) = u((AAB,) N Ay)
Nach der Rechnung,
[AA(B, N AN An = [AN (B, N AR)TUA N (B, N Ap)]} N Ay
= {[AN(BSUALIN A} U{[AN (By N Ap)] N A}
= {[(ANBSU(ANA)NA}U{A N B, NA,}
= {(ANB)NAIU{(ANAS)NAYU{A N B, NA,}
= {ANBSNAJUDU{A°NB,NA,}

= {[ANB;]U[A N Ba]} N A,

= (AAB,)N A,

gilt:
u((AAB,) N An) = u((AA(B N An)) N Ay).

Nach der Definition von pu, gilt:
M((AA(Bn NA,))NAy) = Nn(AA(Bn N Ap))-

Aus den letzten Gleichungen folgt un(AABn) = un(AA(Bn N Ay)). Nun definiere B, = B, N
A, € Fo so daB i, (AAB,) = pin(AA(B, N Ay)) = un(AAB,) < €27" gilt. Da B, = B,NA, C
Ay, gilt, folgt B, N By, = 0 aus A, N Ay, = 0. Definiere Cy = UN_; B, und C = U, B,, und
bemerke, dafl C'N A,, = B,, gilt. Ebenso dhnliche Gleichungen oben bewiesen wurden, folgt es
jetzt:

pn(AAC) = p((AAC) N Ay) = p((AA(CNAR)) NAp) = p((AAB,) N Ap) = pn(AABy) <e27"

oder

W(AAC) = i pn(AAC) < .

n=1

11
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20.

Nach Additivitt folgt:
H(AACN) = p((A = Cn) U (Cn — A)) = p(A — Cn) + u(Cn — A)
aus (ANCS) N (A°NCy) =0 und
H(AAC) = p((A = C)U (C = A)) = p(A - C) + pu(C - A)

aus (ANCY)N(A°NC) = 0. Bemerke, daf (Cy — A) 1 (C — A) und (A —Cy) | (A— C) gelten.
Wenn p(A) < oo gilt, folgt u(A — C) < u(A) < oco. Nach dem Satz 1.2.7 gelten

p(Cn —A) = p(C—A) und  p(A-Cn) = p(Ad-0C),
und daher folgt
1(AACN) = p(Cy = A) + p(A = Cn) = u(C — A) + u(A = C) = u(AAC) < e.
Nimm N = N{() gross genug, so daB u(AACy(.)) < € gilt.

Habe ich ein Beispiel eines nicht vollstandigen MafSraumes, und kann ich zeigen, dafl er nicht
vollstandig ist?

, ann nicht vollstandig sein, da =cund |B = elten; siehe unten.
R, B(R)) k icht vollstandig sein, da |B(R d |B(R 2¢ gel h

Explizitere Details: Sei A C [0,1] eine nicht Lebesgue messbare Menge; siche unten. Obwohl
A € B(R) nicht gilt, gilt A € B(R?), da A null Ma$ in R? hat. Nach dem Brave-Mengen-
Prinzip gilt 04(C N A) = 0o(C) N A. Insbesondere gilt op(Fo(R*) N R) = op(Fo(R?)) N R
oder B(R) = B(R*>) N R. Falls A € B(R?) gilt, dann gilt A € B(R*>) N R = B(R). Aber
A ¢ B(R) = A ¢ B(R). Daher gilt A € B(R?)\B(R?).

Fiir eine gegebene beschrankte Verteilungsfunktion F : R — R kann ich zeigen, daf$ der durch
v(a,b] = F(b) — F(a) (und die natirliche Formel fir disjunkte Intervalle) Inhalt v ein Pramafs
auf Fo(R) ist?

Es wird zuerst gezeigt, daB v ein Pramafi auf Fo(R) ist. Nach dem Satz 1.2.8.b folgt die

gewiinschte o-Additivitat auf Fo(R), wenn fiir jede Folge Fyo(R) > A, | 0 die Konvergenz
v(A,) — 0 gilt.

Sei {4,} C Fo(R) eine Folge mit A, | 0. Dann fiir beliebes n folgt die Darstellung A, =
Uszl(ak,bk], wobei {ag,b,} C R und (ag,br] N (a;,b] = 0 gelten. Fixiere A = (a,b] von den
disjunkten Intervallen {(a,,b,]}. Dann kann B = (d’,b], a’ € (a,b), gewidhlt werden, so daf}
a' | aund B C B C A gelten. Nach der rechtseitig Stetigkeit von F gilt v(B) = F(b) — F(a') —
F(b) — F(a) = v(A). Nach dem Satz 1.2.5.c gilt v(A — B) = v(A) —v(B) — 0, da v beschrankt
ist. In dieser Weise, konnen Mengen {B,} C Fy(R) gewihlt werden, so daf§ fiir ¢ > 0, B,, C A4,
und v(A, — By) = v(4,) —v(By) < €27 ™ gelten. Dann folgt N>, B, C N> B, C N> A, =0
oder U B¢ = U, [R — B,] = R. Da {B$}22, eine offene Uberdeckung vom kompakten
Raum R ist, gibt es ein endliche Uberdeckung UN_ B¢ = R. Es folgt N\_,B, c NN_,B, =
[UN_, BS]¢ = ). Bemerke, da8 Ay C Ay 1 C---oder Ay — B, C A, — B, C---,n < N, und
NN_Bn(=0) C An gelten. Daher gilt die folgende nach dem Satz 1.2.5.c:

v(AN) = v(Ay =ML By) +v(Mp=By) = v(DLi[An — Ba))
=0

< w(My[An — Bal)

N
< 522_" <e.
n=1

Das heisst, v(A,) — 0, und die o-Additivitat von v auf Fy(R) folgt.

12
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23.

Es bleibt noch zu zeigen, da§ v o-additiv auf Fy(R) ist. Wir erinnern uns daran, daf Fy(R)
endliche (sogar leere) disjunkte Vereinigungen aus {(a,b],(a,00) : —00 < a < b < oo} ist,
und daB Fy(R) endliche (sogar leere) disjunkte Vereinigungen aus {(a,b],—0co < a < b <
00, [—00,b], —00 < b < oo} ist. Sei {A,} C Fy(R) eine Folge mit A, | (). Dann fiir beliebes n
folgt die Darstellung A, = A, U (a,, ), wobei 4,, € Fo(R)(NFo(R)), A, | 0 und (ap,00) | 0
gelten. Aus dem obigen Argument folgt v(4,) — 0. Da a, — oo gilt, folgt v(an,c0) =
F(o0) — F(ap) — 0 nach der Definition, F(co) = lim;_, F(z). Nach dem Satz 1.2.5.c folgt

v(A,) =v(Ap) +v(ap,00) = 0.

Kann ich zeigen, dafi pe und po (vom letzten Zusammenfassungsblatt) Mafen auf (R, B(R))
sind?

Fiir jedes ¢ > 0 definiere F.(z) = pe(—o00,z]. Fir ¢ > 0 ist F. nicht nur stetig aber auch
differenzierbar mit F!(z) = t.(x). Fiir ¢ = 0 erfiillt Fy die Gleichungen Fy(z) = 0, z < 0
und Fy(xz) = 1, z > 0, und daher ist Fj rechtseitig stetig iiberall. Fiir jedes € > 0 ist F. klar
wachsend und daher ist jedes F. eine Verteilungsfunktion. Nach dem Satz 1.4.4 gibt es eine
eindeutige Ausdehnung von p. auf Fy(R) zu einem Lebesgue-Stieltjesschen Maf auf B(R).

Weitere Details: Sei ¢ > 0. Die Mengenfunktion p. und die Verteilungsfunktion F. sind
beschrankt. Nach dem letzten Beispiel ist p. ein Pramafl auf Fy(R). Da p.(—n,n] < oo
gilt, ist das Pramafl y. o-endlich. Nach dem Carathéodory Satz 1.3.10 gibt es eine eindeutige
Ausdehnung von p. auf Fy(R) zu einem Mafl auf B(R). Das Mafl ist Lebesgue-Stieltjes, da
pe(I) < oo fiir jedes beschrianktes Intervall gilt.

Kann ich Lebesguesche Maf$ auf R und R"™ definieren?

Definiere die Verteilungsfunktion F'(a,b] = [Tp—;(bx — ax), n > 1. Nach den Sitzen 1.4.4 und
1.4.9 gibt es eine eindeutige Ausdehnung von p(a,b] = F(a, b] zu einem Lebesgue-Stieltjesschen
Maf} auf B(R"), n > 1. Das sogenannte Lebesguesche Maf} ist pu auf B(R") sowohl die Ver-
vollstindigung auf B(R").

Habe ich ein Beispiel einer nicht Lebesgue messbaren Menge, und kann ich zeigen, daf8 sie nicht
messbar ist?

Schreibe x ~ y wenn = — y € Q gilt und definiere B, = {y : y — z € Q}. Konstruiere A indem
aus jedem B, ein Vertreter zwischen [0,1] gewédhlt wird. Also gilt A C [0,1]. Zu zeigen sind:
a) R=U{r+A:re@Q}, (b) (r+A)N(s+A) =0 fiirr £s,rs €Q, (c) Aist nicht Lebesgue
messbar.

(a) € R = x € B,. Sei z der Vertreter von B, aus A. Also gilt z € B, NA. 2,z € By =
r—z=reQ=x=r+ze€r+A reQ,oder RCU{r+A:r e Q} Esistklar, dal
U{r+A:reQ} C Rgilt. Also folgt R=U{r+ A:r € Q}.

(b) Wéhle r,s € Q, r # s und a1,a3 € A mit r+a; = s+ag. Dann gilt a1 —as = s—r € Q oder
a1 ~ agz. Da es nur einen Vertreter aus B,, in A gibt, folgt a; = ag oder r = s, ein Widerspruch.

(c) Wenn 0 < r <1 gilt, folgt r + A C [0,2]. Daher mit A = Q N[0, 1] gilt

YA =D plr+A) =p(U{r+A:reA}) <p0,2] < oo
reA relA

wobei die Translationinvarianz und dann die Disjunktheit der Mengen {r+ A : r € Q} verwendet
wurden. Es folgt ;(A) = 0. Wegen der Darstellung R = U{r+ A : r € Q} folgt

W(R) = (Ufr+ A:r €Q)) = Y plr+ 4) = 3 ju(4) =0
re@ reQ

ein Widerspruch. Daher kann A nicht Lebesgue messbar sein.
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25.

26.

Kann ich in ein paar Zeilen erkliren, warum |B(R)| = c = |R| und |B(R)| = 2¢ gelten?

Definiere a = |[N| und ¢ = |R|. Sei Ey die Sammlung von offenen Intervallen, so daB o(FEp) =
B(R) gilt. Von der Darstellung Ey = U, ,cg(a,b) gilt [Eg| = |R?| = ¢ = ¢. Definiere B} =
{UX A4, : A, € Ey oder AS € Ey}. Es g1lt Ey ~ Ef = {{An}nen : Ay € EO oder A € Ey},
und daher gilt |Fy| = |E§| = ¢* = c. Es gilt auch offensichtlich Ey, By C B(R).

Fir 1 < f < a < ¢ nimm induktiv an, da Eg € B(R) und |Eg| = c gelten, und definiere

Ey = {U2 A, : A, € Egoder A§ € Eg,1 < < a}und Ecq = U{Eg:1< < a}. Es
gilt ¢ = |Ey| < |E'<a| < alEglgeni,e) = ac < c. Es gilt auch By, ~ B2, = {{Aptnen @ An €
Eg oder A5, € Eg,1 < < a}, und daher gilt |E,| = |E%,| =c* =c. Wenn A € E, gilt, hat
A die Darstellung A = U2, A, wobei fir 1 < g < o, A, € Eg C B(R) oder A{, € E3 C B(R)
gelten, und daher gilt A € B(R) und E, C B(R).

Es folgt aus der transfiniten Induktion, da |E,| = ¢ und E, C B(R) gelten fir 1 < a < c.
SchlieBlich definiere £ = E.. = U{E, : 1 < a < c}. Dann folgt ¢ = |E1| < |E| < c|Eqlacqi,e) <

c-c =c Wenn A € E gilt, hat A die Darstellung A = U2, A, wobei fir 1 < a < c,
Ap € E, C B(R) oder AS € E, C B(R) gelten, und daher gilt A € B(R) und F C B(R).

Wenn FE eine o-Algebra ist, gilt B(R) C F und daher £ = B(R). (a) R C E; C E. (b)
A€ F=3a<csodal A€ E,. Dann gilt A° € E,y; C E. (c) {An} C E = Han}, an <,
so daB A, C E,,. Es gilt Vn, |ap| < [{an}| < ¢* = ¢c. Wenn a = |{a,}| definiert wird, folgt
U2, A, € Eqp1 C E. Daher ist E eine o-Algebra und es folgt £ = B(R).

Die Cantorsche Menge C erfiillt C' € B(R), da sie durch abzihlbare Operationen gebildet wird.
Da u(C) = 0 gilt, folgt P(C) C B(R). Trotz der null Maf§ gilt |C| = ¢, und daher folgt
=[P(O)] < [B(R)| < [P(R)| < 2°.

Habe ich ein Beispiel einer messbaren Funktion h : (1, F1) — (Q2,F2), mit der h(F1) C Fa
nicht gilt?

Definiere h(z) = z, so daB A~ '(#) = § und A~ '(R) = R gelten. Also ist h : (R, F) — (R, F»)
messbar mit 7| = P(R) und 5, = {, R}. Nun wihle A = [0,1] € P(R) so dai h(A) = A ¢
(0, R} = F». Also gilt h(F) ¢ Fo.

Kann ich (mit dem Brave-Mengen-Prinzip) zeigen, dafi eine stetige Funktion h: R — R Borel
messbar ist?

Sei h : R — R eine stetige Funktion. Wenn C die Sammlung von offenen Mengen in R ist, sind
die Mengen h~'(C) offen, d.h. h~1(C) C B(R) gilt. Obwohl o(C) = B(R) gilt, bleibt es noch zu
zeigen, daB h~'(B(R)) C B(R) gilt. Aus h='(C) C B(R) folgt die Inklusion o(h~'(C)) C B(R).
Nimm an, da o(h~!(C)) = h=!(o(C)) etabliert worden ist. Dann gilt h='(B(R)) = h=(c(C)) =
a(h~1(C)) c B(R).

Es bleibt noch zu zeigen, daB o(f~(C)) = f~'(o(C)) gilt, wenn f : Q — Q' und C eine Klasse

von Teilmengen aus Q' ist.

Da C C o(C) gllt folgt f~1(C) c f'(o(C)). Wenn f '(o(C)) eine o-Algebra ist, folgt
) ' H(Q

o(f7H(C) C fH(a(C). (a) f(Q) = @ € 0(C) = Q € f7HY) € f7H(a(C). (b) A €
fYo(C)) = AB € o(C) mit A = f1(B). Da B® € o(C) gilt, folgt A° = {x € Q: f(z) ¢
B} = [71(B°) € f~1(0(C)). (c) {An} C [7'(c(C)) = By} C o(C) mit Ay = f~'(By).
Da U,By, € o(C) gilt, folgt UpA, = {x € Q: f(r) € UpBp} = Up{z € Q : f(z) € B,} =
Uf YBy) € fY(o(C)). Daher folgt o(f1(C)) C f(a(C)).

Das Brave-Mengen-Prinzip wird verwendet, um zu zeigen, da f~'(o(C)) C o(f~(C)) gilt: (0)
S={Beal): fYB)ea(lf )}, (1) C C S (offensichtlich), (2) S ist eine o-Algebra,
und ( ) o(C) C o(S) = S (folgt sofort). Es bleibt noch zu zeigen, dafi S eine o-Algebra ist.
(a) f7HY) =Qea(f71C) =2 €S (b)BeS=A=fYB) € o(f'(C). Da
A® € a(f1(C)) gilt, folgt f1(BY) ={z € Q: f(x) € B} = A° € o(f 1(C)) oder B¢ € S. (c)
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27.

(B} € S = {A,} = {f'(By} € a(f~1(C)). Da UpA, € o(f~1(C)) gilt, folgt f~1(U,B,) =
{x € Q: f(z) €EUpBn} =Un{z €Q: f(z) € By} = UpA, € o(f 1(C)) oder U,B,, € S.

Kann ich zwei einfache Funktionen mit der selben Basis darstellen und dadurch zeigen, (1) dafs
das Integral (beziiglich eines Mafes) einer einfachen Funktion wohl definiert wird und (2) daf
bindre punktweise Operationen, z.B. Arithmetik, maz, min, usw, einfache Funktionen liefern?

Sei f eine einfache Funktion, f = SV a,14,, wobei die Mengen {A,} nicht notwendigerweise
disjunkt sind. Dann definiere die disjunkten Mengen D = {N_,C, : C,, = A, oder AS} =
{By,}. Dann gilt

N M M
f=2 anla, =3, ( > an) Ip, = ) buls,
n=1 m=1

m=1 \B,CA,

und daher kann jede einfache Funktion beziiglich einer Sammlung von disjunkten Mengen
dargestellt werden. Nimm nun an, daf}

N M
f= ZanIAn und g= meIBm
n=1 n=1

zwei einfache Funktionen sind, wobei

ay = 0 Ay = [UNZlA,° A, NA, =

=

by = 0 By = [UMZIB,]° B,NB,, =

=

gelten. Da UY_; A, = Q = UM_| B,, gelten, folgen
A, =UM_ (A,NB,) By, =UN_ (4, N By)

und:
N M M N
=" anla,ns, 9=>Y bnla,ns,-
n=1m=1 m=1n=1
Da die zwei Funktionen beziiglich der selben Basis dargestellt worden sind, kann die erwahnten
Operationen leicht durchgefiihrt werden:

N M
(f@g)=> > (an ®bn)Ia,nB,

n=1m=1

wobei ® = =4, min, max, usw., und das Ergebnis ist klar noch eine einfache Funktion. Diese
Darstellung kann auch verwendet werden, um zu zeigen, dafl das Integral einer einfachen Funk-
tion unabhangig von den Definitionsmengen ist:

f=9=a, =by =cym auf A, N By,

und:
N N M N M
/Qfd,u:Zan,u(An):ZanZ,uA N By, Zchmu B,) =
n=1 n=1 m=1 n=1m=1
M M N M N
/di/ﬁ: Z bm(Bm) = Z meN(AnﬂBm) = Z chmﬂ (An N Bp).
m=1 m=1 n=1 m=1n=1
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28.

29.

Kann ich zeigen, dafy Arithmetik mit Borel messbaren Funktionen eine Borel messbare Funktion
liefert?

Seien f, g : © — R Borel messbar. Nach dem Satz 1.5.5.b gibt es einfache Funktionen {f,} und

{gn}, so daB |ful, |gn| < 00, fr — f und g, — g gelten. Dann sind fy, £ gn, fagnl{s20}1I{g20
und fp[gn +n 1T {gn:O}]il einfache Funktionen. Da die folgenden gelten,

fotogn — f*£g
fognlipzo1lggroy — f-9

fulgn + "flI{gn:O}r1 — flg
sind die Limiten Borel messbar nach dem Satz 1.5.4.

Kann ich zeigen, dafl eine Borel messbare Funktion ein Limes von endlich wertigen einfachen
Funktionen ist?

Es wird zuerst gezeigt, dafl eine Borel messbare Funktion A > 0 als ein Limes einer steigenden
Folge von endlich wertigen einfachen Funktionen dargestellt werden kann. Definiere

k-1 k-1 k
on ) on S h(x) < 2_n’
hn(x) =

k=1,...,n2% k=1+[2"h(z)]

n, n <h(z).

Es wird nun gezeigt, daBl 0 < hy,(z) < hpt1(z) < h(z) gilt. Nach der Definition der einfachen
Funktionen ist es klar, dal 0 < h,(z) < h(z), Vn gilt. Fiir die Ungleichung hy,(z) < hpi1(z)
gibt es die folgenden Fille.

(a) h(z) > n+ 1. Dann gilt h,1(z) =n+1 > n = hy(z).

(b) n+1 > h(z) > n. Dann gilt:

2+ h(a)]

2 p(z) >n2"t = 2" h(z)] > n2"t! Sl 2

Nach der Definition von hy,(z) gilt h,(z) = n < h(z). Nach der letzten Ungleichung und der
Defintion von hy,1(z) gilt:

n+1 T
hn1(z) = w > n = hy(z).

(c) (m —1)/2"1 < h(z) < m/2"t, m = 1 + [2"t h(z)] zwischen 1 und n2"t!. Da m nicht
groBer als (n + 1)2"+1 ist, gilt:
m—1
hn+1 (Jf) = W

Nimm an, dafl m gerade ist. Dann gilt:

(m—1)/2
27L

m/2
A

m/2 N m/2—1 <

<
< h(z) < on on

h(z) <
Da m/2 fiir gerade m hochstens n2™ ist, liefert die letzte Ungleichung den Wert von hy,(z):

m/2—1 m-2 m-—1

hn(z) =

Nimm an, dafl m ungerade ist. Dann gilt:

(m —1)/2 m2 o2 oD/l

<h
o Shle) <=5, on
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30.

31.

32.

Da (m —1)/241 fiir ungerade m hochstens n2™ ist, liefert die letzte Ungleichung den Wert von
hn(2): ( y
m-—1)/2 m-1
hn(x) = o = ol = hpt1(x).
Nun ist es zu zeigen, daf} h,, (z) punktweise gegen h(z) konvergiert. Wenn h(zy) = oo konvergiert
hn(z9) = m natiirlich gegen h(zp). Nimm an, daB h(zg) < oo gilt. Fir n > h(zp) und
k=1+[2"h(z)] gilt

-1 1
h(zo) ~ halmo)] < o~ L = L0

und daraus folgt punktweise Konvergenz.

Nun sei h eine allgemeine Borel messbare Funktion. Dann kann das obige Argument fiir h™
und h~ verwendet. Seien f, und g, einfache Funktionen, wobei f, + h™ und g, 1 h~ gelten,
und definiere h,, = f, — g,. Dann gelten |h| = h™ +h™ > f, + g, = |hp| und hy, = fr, — gn —
ht —h~ = h.

Habe ich ein Beispiel einer Funktion h, mit der ein Integral [, hdp nicht existiert? Habe ich
ein Beispiel einer Funktion f, die nicht u-integrierbar ist?

Sei h: R — R. Wenn das Integral existiert, gilt [phdu = [ghTdu — [gh~dp. Mit h(z) =1/z
hat man [phtdp = [P dz/z =00 = f_ooo dz/|z| = [g h~du, so das Integral existiert nicht.

Sei f(x) = 1/|z| so daB8 [ fdu = oo gilt.

Fir einen gegebenen Mafraum (Q,F,u) und eine Borel messbare p-integrierbare Funktion f,
kann ich zeigen, daf [5 fdp = [5 frdu— [ f~du, VB € F gilt?

Nach der Definitionen gelten:

[ gdn= [ 5 ndp= [ (1) du [ (1) d

und

[ £+ tpdp= [ 4 dpdu= [ prau- [ fde
Q Q B B
Aus den Gleichungen (f - Ig)" = f*Ig und (f - Ig)” = f Ip folgt

[ Iy du = [ (f Iy du= [ g Todu= [ f - Tpdy
0 0 Q 0
und daher gilt die gewiinschte Gleichung.

Kann ich den Additivitdtssatz beweisen, sogar in dem Fall, daff die punktweise Summe nicht
notwendigerweise wohl definiert wird?

Zuerst wird es gezeigt, daB [ (f +g)du = [ fdp+ [o gdp gilt, wenn f+ g und [, fdp+ [ gdp
wohl definiert werden. Nachher wird es gezeigt, daB [(f + g)dp = [, fdp + [o 9dp gilt, wenn
Jo fdu + [ gdp wohl definiert wird, sogar wenn f + g nicht notwendigerweise wohl definiert
wird.

i. Seien
N M
f= Z anla, und g = Z meBm
n=1 n=1
zwei nicht negative einfache Funktionen, wobei

ay = 0 Ay = [UNTAe A, NA, =

= 9=

by = 0 By = [UMZIlB,] B,NB, =
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gelten. Da UM_ A, = Q = UM_, B, gelten, folgen
A, =UNM_ (A, N By,) By, = UN_ (A, N By,)

und:

N M M N
F=Y anla,ns, 9=>. buli,ns,
m=1n=1

n=1m=1

Da die zwei Funktionen beziiglich der selben Basis dargestellt worden sind, folgt

N M
/Q(f‘i‘g)d,u = Z Z(an + b ) 11(An N Byy)

n=1m=1
N M M M

= Zan Z w(A, N By,) + Z me,U(Antm)
n=1 m=1 m=1  n=1

N M
= T;anﬂ(An)"i_mZ:lbmu(Bm) =/Qfdu+/ﬂgdu

ii. Nun seien f, g nicht negative Borel messbare Funktionen. Wegen des Satzes 1.5.5.a existieren
einfache Funktionen {¢,} und {u,} mit 0 <¢, < f, 0 < wu, < gund t, T f, u, T g. Es folgt
0<sp=(tn +up) T (f+g). Wegen (i) gilt

/snd,u = /tnd,u + /und,u
Q Q Q

i } i
/Qfdu + /diu

/ (f + g)dp
Q
wobei die angegebene Konvergenz aus dem Monotone Konvergenz Satz 1.6.2 folgt.

iii. Seien f >0, 9 <0, h=f+4+g>0. Da f + g wohl definiert wird, folgt g > —oo aus h > 0.
Dann hat f die Gestalt f = h+ (—g), und es gilt

/Qfdu=/fzhdqu/S)(—g)du:/thu—/diu,

wobei die letzte Gleichung aus dem Satz 1.5.9.a folgt. Wenn [, gdpp > —oo gilt, kann das Integral
auf beiden Seiten der obigen Gleichung summiert werden:

/gzhduz/gz(f+g)du=/g2fdu+/ggdu-

Wenn [, gdp = —oo gilt, folgt ein Widerspruch [ fdu > — [ gdp = oo, da [, fdu + [ gdp
wohl definiert sein muss.

iv. Seien f >0,9<0,h=f+4+¢<0. Wenn (ili)an f=—¢g>0,§=—f<O0und h=—h >0
angewandt wird, folgt

— [t +gdn=— [ ndp= | hdp= | (F+a)dn= [ fdp+ [ gdu=— [ tdu [ gd

wobei der Satz 1.5.9.a verwendet wurde.

Nun definiere:

E, = {z:f(z)>0,9(x) >0} E, = {z:f(z) <0,9(z) >0,h(x) >0}
Ey, = {z:f(z)>0,9(z) <0,h(z) >0} Es = {z:f(z)<0,9(zx) >0,h(z) <0}
Es = {z:f(z)>0,9(z) <0,h(x) <0} Es = {z:f(z) <0,9(z) <0}
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Die Argumente in (iii) und (iv) implizieren:

/ hdu=/ fdu+/ gdp

fiir 4 = 2,3. Wenn f und g vertauscht werden, implizieren die Argumente in (iii) und (iv) die
obige Gleichung fiir ¢ = 4,5. Das Argument in (i) impliziert die obige Gleichung fiir i = 1. Wenn
es an —f und —¢g angewandt wird, impliziert das Argument in (i) die obige Gleichung fiir 7 = 6.
Nun definiere A\ (B) = [5 fdp A\g(B) = [ gdp. Nach dem Satz 1.6.1 sind Ay und A\ o-additiv,
da [, fdp und [, gdu existieren. Daher gelten A (Q) = S0 A (E;) und Ay (Q) = S0, A\ (E)).
Sei jetzt auBerdem Ay (B) = [5 hdp. Dann gilt

6
/fd,u—l—/gdu Ar(2) 4+ Ag( ZAf Z o(Ei)
=1
6 6
= D00 () + () = ;/E fdu+/Ei gy

6 6 6
ZE/Ei(f+g)du=;[Eihdu=;Ah(E

Wenn [, hdp existiert, dann gilt

/Qfdu+/ﬂgdu = gkh(Ei) =\ (Q) = /thu

nach dem Satz 1.6.1.

Es ist noch zu zeigen, da entweder [, hTdu < oo oder [ h~du < oo gilt. Da h™,ht > 0 gilt,
exitieren [, hTdy und [, h~du. Daher nach dem Satz 1.6.1 gelten

6
Z Ap+(E3) = Ap+(€Q)  und Z An-(Ei) = Ap- (),

wobei Ap+ und A\, wie oben definiert werden. Nimm an, dafl A\;+(Q2) = oo = A\j,- (Q) gilt. Dann
gibt es ein F; und ein E;, so daf}

M+ (Ei) =00, Ap-(E;)) =0, und N-(E;) =00, M\+(Ej) =0

gelten, da h das selbe Vorzeichen auf jedes Fj hat. Daher gelten

/fdu+/ gduz/hd,uz/ htdp = oo
/ fd,u+/ gd,uz/ hd,uz—/ h™du = —o0
Ej Ej E; Ej

Da f und g die selben Vorzeichen auf jedes Ej, haben, folgen

und

/ fdu =00 oder / gdy =00  und / fdu = —oo oder / gdy = —o0
FE; E;

i Ej
Falls oo = [ fdu = [g, fTdp gilt, folgt [ fdp = oo,

Jgan= [ rtan= [ 5wz [ = [ an

——

=00
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Falls [ gdp = oo gilt, folgt dhnlich [, gdp = co. Also gilt entweder [, fdu = oo oder [, gdu =
0.

Falls —co = ij fdu = —ij fdp gilt, folgt [, fdu = —oo,

—/Qfdu:—/ﬂf+du+/9f_du2—/Qf+du+/Ejf_du-

———

=00
Falls ij gdp = —oo gilt, folgt ahnlich [, gdu = —oo. Also gilt entweder [ fdu = —oo oder
Jo 9dp = —oo.

Es folgt, genau eines von den Integralen [, fdu und [, gdp ist +00 und genau eines ist —oo, aber

Jo fdp+ [o gdp muss wohl definiert sein. Der Widerspruch impliziert, da entweder [, h*dp <
0o oder [ h™dp < oo gilt.

Es wird nun gezeigt, da§ [ (f+g)dp = [o fdu+ [ gdp gilt, wenn [ fdu+ [, gdp wohl definiert
wird, sogar wenn f + g nicht notwendigerweise wohl definiert wird.

Zuerst nimm an, daf8 f und g integrierbar sind. Nach dem Satz 1.5.5.b existieren endlich wertige
einfache Funktionen {f,} und {g,} mit |f,| < |f|, lgn] < |9|, fn = f und g, — ¢. Nach dem
Majorsierte Konvergenz Satz 1.6.9 gelten

/ fndp — / fdp und / Indp — / gdp.
Q Q Q Q
Es gilt auch |fn, + gn| < |[fn] + |gn] < |f|+ |g|- Da |f| + |g| integrierbar ist, folgt

/Q(fnJrgn)du — /Q(f+g)du

auch mit dem Majorsierte Konvergenz Satz 1.6.9. Da die einfachen Funktionen endlich wertig
sind, ist die oben bewiesene Version des Additivitatssatzes anwendbar,

/fndu+/ gndu=/(fn+gn)du-
) Q Q
Aus den letzten drei Gleichungen folgt [, fdu + [ fdp = [o(f + g)dp.

Nun nimm an, da§ f und ¢ nicht notwendigerweise integrierbar sind. Da die Summe [, fdu +
Jo 9dp wohl definiert sein muss, wird es ausgeschlossen, dal [, fdu = — [, gdp = Foo gilt.
Nimm jetzt an, daB [, fTdu + [o97du = oo und [, f~dp + [ 9 dp < oo gelten. Es ist zu
zeigen, daB [ (f+g)du = oo = [, fdu+ [q gdp. Nach dem Satz 1.5.5.a existieren endlich wertige
einfache Funktionen {f;f}, {g/} mit 0 < f,f < fT,0< gt <g"und f;F + f*, g5 1 g*. Es gilt,
(fa =+ —g )t (f+g) wd (ff —f +g,—97) > (=f —g ) mit [o(=f" —g7)du > —oc.
Nach dem Verallgemeinerten Monotone Konvergenz Satz 1.6.7.a gilt

/(f:—fwg:—g*)dm/(f+g)du.
Q Q

Da f,F, f~, g und g~ integrierbar sind, liefert eine schon beweisene Version des Additivitats-
satzes die Zerlegung,

/Q(fn+ + g5 )dp — /Q(f’ +97)dp = /Q(fn+ — "+ g8 — 97 )dp.
Nach dem Monotone Konvergenz Satz 1.6.2 gilt
/(fn+ +g$)duT/(f++g+)du =/ f*du+/ gt dp =0
Q Q Q Q

wobei die letzte Gleichung mit einer schon bewiesenen Version des Additivitatssatzes folgt. Aus
den letzten drei Gleichungen folgt [(f + g)dp = o0 = [, fdu + [ gdp. Mit einem dhnlichen
Argument folgt [o(f + g)du = —o0 = [ fdp + [o gdp, wenn [o fTdu + [o97du < oo und
Jo f7dp+ [ 9~ dp = oo gelten.
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33.

34.

Kann ich den Monotone Konvergenz Satz beweisen?

Sei {h,} eine steigende Folge von nicht negativen Borel messbaren Funktionen und definiere
h(z) = limp_o0 hy(z), © € Q. Nach dem Satz 1.5.9.b folgt [, hndp < [ hdp, ¥n, aus der
Ungleichung h,, < h. Daher gilt k = lim,, o0 [ hndp < [ hdp. Sei 0 < b < 1. Sei s eine nicht
negative, endlich wertige einfache Funktion mit s < h. Definiere B, = {z : hy(z) > bs(z)}.
Dann gilt B, T Q, da h, 1 h gilt und s endlich wertig ist. Nach dem Satz 1.5.9.b gilt £ >
Jo bndp > [p hndp. Nach den Sétzen 1.5.9.b und 1.5.9.a gilt [p hndp > [p bsdp =0 [ sdp.
Nach dem Satz 1.6.1 ist A\(B) = [ sdu o-additiv. Nach dem Satz 1.2.7 gilt [ sdp = A(By) —
AQ) = [ sdp. Nimm b — 17 und bekomme & > [, sdu. Mit dem Supremum iiber solche
einfachen Funktionen s folgt k > [ hdp. Das heisst, [, hpdp — [o hdp.

Wenn p o-endlich ist, g,h Borel messbar sind, und [ gdp und [o hdp existieren, kann ich
zeigen, daff [, gdp < [, hdu, YA € F, gilt genau dann wenn g < h f.4. [u] gilt. Was kann ich
dann tber die Fdlle g =0 f.4. [p] und g = h f.id. [p] sagen?

Zuerst nimm an, da§ ¢ < h f.i. gilt. Fir ein gegebenes A € F definiere B = {x € A : g(z) >
h(z)}, so daB u(B) =0 und B¢ ={z € A: g(z) < h(z)} gelten. Nach dem Satz 1.6.5 gilt

/gdu:/gIBduzoz/hIBd,u:/ hdu
B Q Q B

da gIp =0, f.i. hip = 0, f.ii. gelten. Nach dem Additivititssatz gelten

/gduz/(gIB +gIBc)du=/QIB+/ QIBCd,U:/ 9+/ gdp
A A A A B Be

/hd,uz/(hIBJrhIBc)d,uz/ hIB+/ hIBcd,uz/ h+/ hd.
A A A A B B¢

Weil g < h auf B€ gilt, folgt

/gdu:/gdu-l-/ gd,u:/ gdug/ hdu:/hd,u-l-/ hdu:/hdu.
A B Be Be Be B Be A

Nun nimm an, da$ [, gdp < [, hdu, VA € F gilt. Es ist zu zeigen, daf§ ¢ < h f.ii. gilt. Zuerst
nimm an, dafl u endlich ist. Dafl g < h, f.i. gilt, folgt aus den folgenden:

und

i. g < h gilt auf {z : h(z) = oo}.

ii. g <h fa. gilt auf {z : h(z) endlich}, oder u(C) =0, C = {z: g(x) > h(x),h endlich}.

iii. g <h fi. gilt auf {z : h(z) = —oo}, oder u(D) =0, D = {z : g(z) > h(z),h(x) = —c0}.
Die Behauptung (i) gilt sowieso. Um (ii) zu beweisen, definiere C,, = {z : g(z) > h(z) +
1/n,|h(z)] < n}. Dann gilt

auf Cp,

1
hdp Z/ gdp > / hdp + —p(Cy).
Cn Ch Cn n

Da die linke Seite endlich ist,

auf C,
‘/ hdu‘ S/ |hldp < nu(Ch) < 0o
Ch Ch

folgt 0 > p(Cy)/n > 0 oder u(Cr) = 0. Wegen der Subadditivitit des Lebesgueschen Mafes,
die aus Satz 1.2.5.d folgt, gilt

o0

p(UpZ,Cp) < Z 1(Cpn) = 0.

n=1
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35.

Da C C U2, C, gilt, folgt u(C) = 0 aus dem Satz 1.2.5.c. Um (iii) zu beweisen, definiere
D, ={z: h(z) = —o0,g(z) > —n}. Dann gilt:

—00 - u(Dy) :/D hdp > /D gdp > —np(Dy,)

und aus der Ungleichung 0o - u(Dy,) < n - pu(Dy,) < oo folgt (D) = 0. Damit gilt auch
o0
p(UpZiDy) <Y pu(Dy) =0
n=1

wegen der Subadditivitdt. Da D C U2, D,, gilt, folgt p(D) = 0 aus dem Satz 1.2.5.c.

Nun nimm an, da§ y nur o-endlich ist. Sei weiters {4, } eine Folge mit u(A,) < oo, UN_; A, 1 Q
und A, N Ay, = 0, und definiere py,(A) = u(A, N A). Aus der Ungleichung,

/ gdpn = / gdp < / hdp < / hdpn
A ANA, ANA, A

folgt [4 gdpn < [, hdp,, VA € F. Nach dem obigen Beweis gilt g < h f.ii. beziiglich p1,,. Dann
gilt
0=pp{z € Q:g(z) > h(z)} =p{z € Q:g(z) > h(z)} N A,

=p{r € Ay :g(x) > h(z)} =p{x € Q:g(x)-1a, > h(z)-Ia,}.
Also gilt g - I4, < h- 14, f.A. beztiglich u. Es folgt,

9= 914, <> h-I4, =h fi.

n=1 n=1

Wenn die Rollen von g und % in der Ungleichung, g < h f.ii., vertauscht werden, gilt [, gdu =
[y hdp, YA € F genau dann wenn g = h f.ii. [p]. Im bestimmten Fall, daf h = 0 gilt, gilt
J49dp =0,VA € F genau dann wenn g = 0 f.ii. [p].

Kann ich unter den Voraussetzungen von der 44.Aufgabe und mit Hilfe des obigen verallgemein-
erten Additivitdtssatzes die Gleichung % fabf(:v,y)dy = fab fo(z,y)dy beweisen?

Sei f(z,y) : (¢,d) x (a,b) = R eine Borel messbare Funktion von y € (a,b) fiir jedes = € (¢, d).
Nimm an, f(z,y) ist Lebesgue integrierbar iiber a < y < b fir jedes z € (¢,d). Nimm an,
dafl die partielle Ableitung f,(z,y), Y(z,y) € (¢,d) % (a,b) existiert, und da§ f,(z,y) und
eine Borel messbare und Lebesgue integrierbare Funktion h(y) : (a,b) — R die Ungleichung
|fz(z,9)| < h(y), Y(z,y) € (¢,d) x (a,b) erfillen. Die folgenden sind zu zeigen: f(z,y) ist eine
Borel messbare Funktion von y € (a,b) fiir jedes x € (¢, d), % f: f(z,y)dy existiert Vz € (c,d),
und die folgende Gleichung gilt,

b b
%/a f(x,y)dy=/a fz(z,y)dy.

Wihle x4 € (¢,d) und sei {z,} eine Folge, wobei lim,, o z, = 2o und z, # o, Yn € N gelten.
Da f(z,y) eine Borel messbare Funktion von y € (a,b) fiir jedes z € (¢, d) ist, ist

F@ny) = f(@o,y)

Tp — X0

gn(y) =

Borel messbar. Da f(z,y) Lebesgue integrierbar iiber a < y < b fiir jedes = € (¢, d) ist, ergibt
der oben bewiesene Additivitatssatz die Gleichung,

. 1
lim

l/abf(xmy)dy - /abf(a:o,y)dy] = lim /abgn(y)dy.
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Da die Funktionen {g, } Borel messbar sind, ist

fe(wo,y) = lim g, (y)

n—o0

Borel messbar nach dem Satz 1.5.4. Laut der Mittelwertssatz, existiert A, zwischen z, und z,

so dafl
f(xrhy) - f(xf]ay)

Tp — X0

gn(y) = = fz(An,y)

gilt, und daher gilt g,(y) = |fo(An,y)| < h(y). Da h integrierbar ist, laut der Majorsierte
Konvergenz Satz, da§ der Limes limy, ,« gn(y) = fz(z0,y) integrierbar ist und daff die Gleichung

b b
17%§/,; gn(y)dy:/a fz(z0,y)dy

gilt. Weil zy € (¢, d) beliebig ist, folgt
d b b
d—/ f(x,y)dy=/ fo(z, y)dy.
X Ja a

Kann ich zeigen, daff das Riemannsche Integral mit dem Lebesgueschen Integral tbereinstimmd,
wenn die beiden existieren?

Sei f : [a,b] — R beschrinkt auf [a,b] mit |f| < M. Sei Py = {z,}"_, eine Teilung von [a, b].
Definiere

b
o) = s f© sl 1snsN Ox = [T
Tn—1,Tn a

b
fute) = ol @), s€lorrl 1<n<N, Ly = [ By
§E[$n71,l‘n} a

Ist Pyy1 D Py eingebettet, dann gilt oy > a9 > --- > f > --- > 85 > 1 und

a= lim « = lim
N—o00 N /B N—00 /BN

existieren. Da « und S Limiten von einfachen Funktionen sind, sind sie Borel messbar. Die

einfachen Funktionen |ay| und |Sx| werden von der integrierbaren (konstanten) Funktion M

majorsiert. Nach dem Majorsierte Konvergenz Satz sind die Limiten « und g integrierbar, und

die folgenden gelten,

b b b

Jim Uy = tim [Cax(@)du() = [ lim ax()du(z) = [ a(z)da(a)
b b b

Qi Ly = tim [ py(@dat@) = [ tim fy(@)dute) = [ Bla)duta).

Da f Riemann integrierbar ist, sind die zwei obigen Limiten der selbe Limes unabhangig von
{Pn}, und der wird mit r,;(f) bezeichnet. Da « und f integrierbar sind, ergibt der Addi-
tivitatssatz 1.6.3 die Gleichung,

b b b
[ 0@ = B@)dutz) = [ ata)du(a) - [ Ba)du(z) =o.

a

Nach dem Satz 1.6.6.b folgt o — 5 = 0, f.ii. [p] aus der letzten Gleichung und der Ungleichung
a—f > 0. Also gilt sogar a = f = § fii. [p]. Nach dem Satz 1.6.5.b ist das Lebesguesche
Integral von f gleich rq4(f).
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37. Kann ich den Jordan-Hahn Satz beweisen?
Sei A ein signiertes Maf auf (2, F) und definiere

AT (A) =sup{\(B): B€ F,B C A} A" (A) = —inf{\(B) : B€ F,B C A}.

Es ist zu zeigen, da AT und A~ Maflen sind, und A = A" — X\~ gilt.

Nach dem Satz 2.1.1 gibt es ein D, so da A(D) = inf{A\(A) : A € F}. Nach dem Satz
1.2.5.a gilt A()) = 0. Da X die beiden Werte +oo nicht annimmt, genligt es anzunehmen,
dafl A(D) > —oo gilt. Ansonsten ist das folgende Argument an —\ anwendbar. Es gilt dann,
—00 < A(D) <0 = X\(0). Es wird nun gezeigt, daf die folgenden gelten,

AAND) <0, AANDC) >0, AeF.

Nimm an, dafl A\(A N D) > 0 gilt. Aus Additivitat folgt A\(D) = A(A N D) 4+ A(A° N D)
und daher —oo < A(AN D)+ ANA°N D) < 0. Da A(AN D) > 0 angenommen wird, folgt
—00 < A(D) < AMA°N D) <0. Es folgt, 0 < A(AN D) < co. Daher kann A(A N D) in der
Additivitatsgleichung subtrahiert werden,

A(AN D) = A(D) — A(ANn D) < \(D),

und die Ungleichung widerspricht, da A in D minimiert wird. Nun nimm an, da§ A(AND®) < 0
gilt. Aus Additivitat folgt den Widerspruch

AMDU(AND®)) =XD)+ MNAND) < XD),
da D und A N D¢ disjunkt sind. Es wird nun gezeigt, dafl
AT =XANDY, AT =-XNAND)
gelten. Fir B € F, B C A gelten

A(B) = XBND)+ABnND) < ABNDY
<0
< A(BmDC)+3\((A—B)mDC)J = ANAND°

>0

und AB) = MBnND)+ABnD° > MBND)
>0
> AMBND)+A(A-B)nD) = AAND).
\ - )
Es folgen,

AT (A) = A(B)<A(AND*®) o, ANDeCA AH(A) =
sup{A\(B) : B € F, B C A} S MANDY S G INB) B e F B C A}

und

-2 (4) = A(B)>A(AND) ANDCA A (A4) =
inf{\(B): B € F,B C A} > AMAND) inf{\(B): B € F,B C A}.

Da At (A) = AM(AND®) und A~ (A) = —A(AND) nicht negativ und o-additiv sind, sind sie Mafen.
SchlieBlich folgt die gewiinschte Zerlegung aus A(A) = A(AN D) +A(AND) = AT (A) — A~ (4).
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39.

Fir eine beschrankte Verteilungsfunktion Fy auf R, kann ich eine eindeutige (bis auf additive
Konstanten) Zerlegung von Verteilungsfunktionen Fy = Fy + F» + F3, X\;i(a,b] = F;(b) — F;(a),
i = 0,3, beweisen, wobei A1 ein Zahlmaf ist, Ny absolut stetig [u] (Lebesquesches Maf) ist, und
Mg stetig und singuldr [p] ist? Habe ich ein explizites Beispiel {F;}, wofiir ich entsprechende
Dichtefunktionen {f;} geben kann?

Nach dem Satz 1.4.4 gibt es ein eindeutiges Lebesgue-Stieltjessches Mafi Ay auf F = B(R) mit
Ao(a,b] = Fy(b) — Fy(a). Da Fy beschrankt ist, ist A\g endlich (und so o-endlich) auf R. Nach
dem Lebesguesche Zerlegung Satz gibt es eine eindeutige Zerlegung A\g = A2 + A, wobei Ay und
A Maflen sind und A2 < p und A L p gelten. (Die Zerlegung \g = Ao + A liefert zwei Maflen
A2, A, wenn Ay ein Maf} ist. Wenn Ag ein signiertes Maf} ist, wird das Argument an Aa“ und
Ap angewandt, und dann sind Ao, A signierte Mafien.) Daher gibt es eine Menge N, wobei
A(N€) =0 und p(N) = 0 gelten. Nach dem Satz 1.2.5.c gilt A(AN N¢) =0, VA € F. Wegen
der Ungleichung 0 < Ao, A < \g sind Ay und X endliche (und so Lebesgue-Stieltjessche) Mafen.
Nach dem Satz 1.4.2 gibt es eindeutige (bis auf additive Konstanten) Verteilungsfunktionen
Fy und F mit Xo(a,b] = Fa(b) — Fa(a) und A(a,b] = F(b) — F(a). Wegen der Ungleichung
0 < A(R) < X\(R), ist F beschrankt. Da F steigend und beschrankt ist, ist F' unstetig nur auf
einer abziahlbaren Menge S. Sei A\; das Zahlmafl auf S mit \;{z} = F(z)—F(z~) = Mz}, z € S,
oder \{(A) = AM(ANS), A e F. Wegen der Ungleichung 0 < A\{(R) = A\ (S) = A(S) < A(R),
ist A; ein endliches (und so ein Lebesgue-Stieltjessches) Maf. Nach dem Satz 1.4.2 gibt es eine
eindeutige (bis auf additive Konstanten) Verteilungsfunktion Fy mit Ai(a,b] = Fy(b) — Fi(a).
Dann ist die Funktion F3 = F' — F) eine stetige Verteilungsfunktion. Nach dem Satz 1.4.4 gibt
es ein eindeutiges Lebesgue-Stieltjessches Mafi A3 auf F mit A3(a,b] = F3(b) — F3(a). Nach
dem Satz 1.4.4 ist A = A\ + A3 das eindeutige zu F' = F; + F3 gehorige Lebesgue-Stieltjessche
MaB. Also gilt A\3(A) = A(A) — A\ (A) = A(A) = A(ANS) = AX(AN S, A e F. Daher gelten
A(N€) = A(N°NS) =0 und A3(N®) = A(N°NS°) =0 oder Ay L pund A3 L p. SchlieBllich
gilt Ag = Ao + XA = A1 + Ao + A3 und daher gilt Fy = F; + F5 + F3.

Nach dem Radon-Nikodym Satz gibt es eine Borel messbare Funktion fy, so dafi Ao(A4) =
[4 fodp, A € F. Da A; und A3 nicht absolut stetig beziiglich u sind, liefert der Radon-Nikodym

Satz keine Dichtefunktionen f; und f3. Fiir ein explizites Beispiel sei Ao(A) = (A N[0,1]) (so
gelten fo = xjo1 und Fa(z) = [Z_ fo(t)dt), sei F3 die Cantorsche Funktion und definiere

1/4m1 € o1
Al{x} - { /0, sonst. o 0 1] U U In m» In’m = (a'n’m’ bnam)

n=0m=1

wobei C' die Cantorsche Menge ist und {I,,,,,} die entfernten mittleren Dritteln sind,

Io = (3, 2)
12 [ :7%’8%) ha= (% g2) 25 26
Li=(3:3) Dh2=(4yw) bi=(Gn5) bi=(33)

und so weiter. Dann hat F Spriinge am Rand jedes Intervalls Iy, ,,, in dem die Cantorsche
Funktion Fj konstant ist, und die Summe der Spriinge im nten Niveau (d.h. in {I,, m }2_) ist
2nHL [qntl — 1 /on+1 'y € Ny. Daher gelten Fy(x) =0, 2 < 0 und Fy(z) = 3, z > 1.

Kann ich zeigen, die Cantorsche Funktion F ist stetig und wachsend, F' = 0 gilt f.1. [u]
(Lebesguesches Maf3), F ist nicht absolut stetig, und das Maf$ X(a,b] = F(b) — F(a) ist sin-
gular [p] (Lebesguesches Maj$)?

Die Cantorsche Funktion F' wird als ein Limes der folgenden Funktionen {F,} definiert:
0, £<0, 1, z>1

F,(z) = m/2", = € Inm
linear interpoliert, sonst.

25



40.

Die grofite Differenz zwischen F,, und F,y; wird im Intervall [0,1/3"] angenommen: F;, hat
die Steigung [F,(1/3") — F,(0)]/[(1/3™) — 0] = (1/2™)/(1/3™) auf [0,1/3"] und den Wert
F,(1/3"*h) = (1/2™)/(1/3™) - (1/3"*1), und F,, 4 ist konstant auf [1/37! 2/37!] mit dem
Wert Fy,,1(1/37T1) = 1/27*1. Daher erfiillt die Sup-Norm ||[Fy, 11 — Fyllco = Fpy1(1/3"H) —
F,(1/3"*1) =1/(6 - 2") und

k—1 —k
1-2 n,k— 00
HFn—l—k - FnHCO < Z ||Fn+m+1 - Fn+m||C’0 = 6.9n 1 — 0.
m=0

Daher ist {F,} eine Cauchy-Folge in C°. Wegen der Vollstiindigkeit des Banachraumes, ist der
Limes stetig, d.h. die Cantorsche Funktion F ist stetig. Da F(z) = F,(z) = m/2", x € I, m
gilt, folgt F'(z) =0, € I m, m =1,...,2", Vn € N. Das heisst, F'(z) =0, z € [0,1] —
oder F'(z) = 0 f.ii. Nun seien {Knm}%:; die Intervalle, die von [0, 1] verblieben sind, nachdem
die Intervalle {I,, ,,,}2'_, entfernt werden,

oN+1 0o oN+1
U Enm =10,1] - U U Limi  C=() U Knm:»  Knm = [anm: Bym)-
m=1 n=0m=1 N=0 m=1

Da F und Fy auf jedes I, ,, 1 <m < 2", 1 <n < N konstant sind, gilt

oN+1 oN+1
Y IF(Bnm) = Flanm)l = Y FN(Bym) — Fy(anm) = 1.
m=1 m=1

Das heisst, die Lange von U 1 'K N,m verschwindet wenn N — oo, aber die obige Summe wird
nie kleiner als 1. Daher ist F nicht absolut stetig. Nach dem Satz 1.4.4 gibt es ein eindeutiges
Lebesgue-Stieltjessches Maf A auf B(R) mit A(a,b] = F(b)—F(a), da F eine Verteilungsfunktion
ist. Nach dem Satz 1.2.7 gilt

)‘([07 1] - C) = hm )‘( n=0 Um 1 In,m),

da UY U2 I, 1[0,1] = C, N — oo gilt. Aus der Gleichung,

oo 2" oo 2"
AMUnZo Um 1 1In m) = Z Z F(bn,m) - F(an,m) = Z Z Fn(bn,m) - Fn(an,m) =0
n=0m=1 n=0m=1

folgt A([0,1] = C) =0. Da F(z) =0, z <0, und F(z) = 1, x > 1, gelten, folgt A(R — C) =
A(C) = 0. Da u(C) =0 gilt, folgt A L p.

Kann ich zeigen, daf eine reelle Funktion einer reellen Variable absolut stetig ist, genau dann
wenn sie ein unbestimmtes Integral ihrer Ableitung ist?

Nimm an, daf§ f absolut stetig auf [a, b] ist. Nach dem Satz 2.3.2 hat f beschriankte Variation.
Nach dem Satz 2.3.3 folgt die Gestalt f = F' — G, wobei F' und G absolut stetige und steigende
Funktionen Sind. Es geniigt anzunehmen, dal f steigend ist. Sei v das zu der Verteilungs-
funktion f gehorige Maf, und sei p das Lebesguesche Mafi. Nach dem Satz 2.3.1 (mit G = 0)
gilt v < p. Nach dem Radon-Nikodym Satz gibt es eine v-integrierbare Funktion g, so daf
v(A) = [, gdu, VA € B([a,b]). Mit A = [a,z] folgt f(z) — f(a) = [ g(t)dt

Nimm an, daB f(z) — f(a) = [ g(t)dt gilt. Es geniigt anzunehmen, dafl g > 0 gilt. Ansonsten
betrachte g™ und g~ getrennt. Definiere v(A) = [, gdu, A € B([a,b]). Dann gilt v < p. Wenn
F' die zu v gehorige Verteilungsfunktion ist, ist F' absolut stetig nach dem Satz 2.3.1. Dann gilt

F(s) - Flo) = vla,al = [ g()dt = (o) - f(a).

Also ist f absolut stetig.
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42.

Kann ich zeigen, daf§ die LP(2)-Rdume (1 < p < oco) Banachraume sind?

Sei 1 < p < oo. Sei {fy} eine Cauchy-Folge in LP(2). Wihle ny, so daB [|fn — fmllrr) <
(1)F*! fiir n,m > ny, und fixiere gy = fn,. Definiere Ay = {z : |gx(2) — gpy1(z)] > 27F}.
Von der Chebyshevschen Ungleichung 2.4.9 folgt u(Ax) < 2*7||g, — gk+1]|’£pm) < 27%P, Nach
dem Borel-Cantelli Lemma 2.2.4 gilt u(limsup, A,) = 0. Wenn & ¢ limsup, A,, dann gilt
lgk(£) — gry1(2)] < 27F fiir k& groB genug, und {g; (%)} ist eine konvergierende Cauchy Folge.
Daher konvergiert {gy} f.ii. gegen einen Limes f. Fiir ¢ > 0 wihle N, so da$} || f,, — fm||’£pm) <e
fir n,m > N. Fixiere n > N und nimm m = ng, k — oo. Dann mit Fatou’s Lemma 1.6.8 gilt:

€ Z hkrggolf“fn_fnk“ip(g) = hkrggf/9|fn_fnk|pdu

v

. . . P — _ p
/Q liminf|f = gePdi = |1fa = [0

Daher gilt || fn — fllzo(0) = 0. Da f = fus fu € LX(Q), gilt f = (f = fu) + fu € LP(Q), und L(Q)
ist vollstandig.

Nun sei p = co. Sei {fy} eine Cauchy-Folge in L>°(€2). Fiir ein gegebenes N gilt || fr,— || < 1/N
fir n,m grof genug. In anderen Wortern gilt |f,(z) — fm(z)] < 1/N fii. oder fir z ¢ Ay,
p(An) = 0. Wenn A = URP_, Ay, dann gilt u(A) = 0, und f,, — fp, konvergiert gleichmafig
gegen 0 auf A°. Dann fiir jedes & € A° konvergiert f,(%) gegen einen Limes f(Z), und die
Konvergenz ist gleichméfig auf A°. Definiere f(z) = 0 fiir x € A. Es folgt, f € L*(Q2) und

If = fallreo (@) — 0
Kann ich zeigen, dafi C§°(2) dicht in LP(2) (1 < p < o0) ist?

Sei f € LP(Q2) mit 1 < p < oco. Nach dem Satz 2.4.13 gibt es eine einfache Funktion h, so da8
If = hllzr(q) < €/2 gilt fiir beliebiges e > 0. Wenn es gezeigt werden kann, daf es ein g € C5°(9)
gibt, so daﬁ A = gllrr (@) < €/2 gilt, dann folgt ||f — gll () <&

Nimm an, daf} es gezeigt werden kann, es gibt ein g4 € Co (Q), so daB ||[T4 — ga|l < 0 fir
beliebiges § > 0. Wenn h = SN, 4,14, und g = SN, a,94, gelten, wobei |14, —ga, () <
¢/(2N|ay|) gilt, dann folgt:

N
1h = gllzo) = I Y- an(la, = 9a)lrr(@) < Z lanllLa, = 9a,llr i) <e/2.
=1

Also kann es angenommen werden, dafl h = I4 gilt.

Da h =14 € LP(Q) gilt, folgt u(A) < oo. Nach den Beispielen 46 und 47 gibt es eine kompakte
Menge K und eine offene Menge V so dal K C A C V und u(V — K) < /4 gelten. Gesucht
wird eine Funktion g, so dal g =1 auf K, g =0 auf V¢, und 0 < g < 1 auf V — K gelten. Dann
folgt ||h — gllrr (o) < a4 — Ikllre) + i - 9ller@) < 20Ty = Ik |l1r(o) = 2u(V — K) < /2.

Fiir jedes z in der offenen Menge V' gibt es ein 7"( z), so dafl B(x,47"(x)) C V. Von der
Uberdeckung K C UyerxB(z,r(x)) gibt es eine endliche Uberdeckung

K C UN_B(xy,m0),
da K kompakt ist. Fir jedes y in der offenen Menge
S = UN_, B(xpn, 4ry) — UN_ By, 70)
gibt es ein p(y), so dal B(y, p(y)) C S C V. Definiere die kompakte Menge

C= U,]:rle(xn, 3rn) — U,]:rle(xn, 2ry).
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44.

Von der Uberdeckung C C UyecB(y, p(y)) gibt es eine endliche Uberdeckung
¢cC UT]\T/{ZlB(yna ,Om)a

da C kompakt ist. Definiere

,

N
Z Yor, (T — Tn)
n=1

, € UN_ B(x,,2r,)

N M
9@ =9 S o (@ —20) + 3 Yo (& — Yim)
n=1 m=1

L 0, sonst
wobei
1 [ 1 ] 2] < te 1
—exp | —— xr| <e
Pe(z) =X ¢ Pl —a2) ’ Ce = exp | —5— | da.
0, sonst, ¢ r=—¢

Fixiere x € UN_, B(zy,,7,). Dann gilt auch z € K. Aus
U%:IB(yma Pm) cS= UTZY:IB(xm 47"72) - Urjyle(xna rn)

folgen UM_, B(ym, pm) ¢ UN_, B(z,,7,) und z & Un]‘gle(ym,pm). Daher gilt 4,,, (£ — ym) = 0,
m =1,..., M. Da es irgendein 7 gibt, so dal € B(zs,75) und ¥, (x — ;) # 0 gelten, folgt
g(z) = 1.

Fixiere z € UN_, B(zy,,2r,) — UN_  B(zp,r,). Dann gibt es ein 7, so daB z € B(z4,2r;) und
Yor, (x — z5) # 0 gelten. Daher ist g(z) wohl definiert.

Fixiere z € 9[UN_, B(wy,,2r,)]. Dann gilt auch € C, und es gibt irgendein 7, so dal z €
B (Y, pm) und 9, (x — ym) # 0 gelten. Daher ist g(x) wohl definiert. Anderseits gilt = €
B(zp,2ry) fiir kein n, und daher gilt ¢ (2 — z,) = 0, n = 1,..., N, Vk € No. Also gilt
g®¥)(z) =0, Vk € N,.

Habe ich ein Beispiel einer Funktion x, wobei ||x — ¢n |l 10y — 0 fiir keine Folge {¢n} C CO()
gilt?

Nimm an, daB [|[x — ¢nll (@) — 0 gilt fiir eine Folge {¢,} C C°() und eine Funktion x. Dann
gilt:

n,Mm—00

[Pn = dmllco) = I¢n — dmllrec(@) < lldn — Xlloo(@) + [9m — Xl oo (@) 0.

Das heisst, {¢,} ist eine Cauchy-Folge in C°. Wegen der Vollstindigkeit des Banachraumes, ist
der Limes stetig. Daher gilt ||x — ¢ || 70(0) — 0 nicht, wenn x unstetig ist.

Habe ich ein Beispiel einer Folge {fn} und einer Funktion f, wobei f, - f und f, AN f
gelten, aber f, — f f.ii. gilt nicht? Kann ich eine Teilfolge {fn'} finden, wobei fr — f f.i.
(1] (Lebesguesches Maf) gilt?

Auf [0, 1] definiere f = 0 und

I, (m—-1)/n<z<m/n, m=1,...,n

Jnm(@) = { 0, sonst.

Dann fiir p € (0,00) gilt
m/n n—aoo
o = 11w = [ dp=1/n"=%0.
(m—1)/n
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Nach dem Satz 2.5.1 gilt f,,, —— f. Jedoch fiir jedes # € (0,1] kommen 1 und 0 in der
Folge {fnm(Z)} unendlich oft vor, und daher konvergiert die Folge punktweise nur in z = 0.
Anderseits gilt f, (%) =3 f(%) = 0, V& € (0, 1].

Kann ich zeigen, daf$ die Sobolevraume W™P(Q) (1 < p < co,m € N) Banachriume sind?

Sei {u,} eine Cauchy-Folge in W™P(Q). Dann ist {D%u,} eine Cauchy-Folge in LP(Q2) fir
0 < |a] < m. Nach der Vollstindigkeit von LP(Q2) gibt es ein u, € LP(Q2), 0 < |a] < m, so dal

n—oo

D%u,, — tq. Nun fir ¢ € C§°(Q2) und 0 < |o| < m gilt

Jim (uo = D%un, ¢)12(0) < i |lua = D%n||ze(0) - (|4l Ls@) = 0

wobei die Héldersche Ungleichung verwendet wurde. Sei u = u, wenn |a| = 0 gilt. Aus der
obigen Abschitzung und der Inklusion u, € W™P(Q) folgt:

(u, D) 12() = Tim (un, D¥P)12(q) = lim (=D D U, ) 12 () = (1) (ug, %) 120

n—oo

fir ¢ € C§°(2) und 0 < |a| < m. (Bemerke, dal ¢ € C3°(R2) = D) € C§°(Q2).) Nach der
Definition der schwachen Ableitung, folgt D% = u, € LP(2). Daher gilt v € W™P(Q), und
WP () ist vollstandig.
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