
Skriptum f�ur die Zusammenfassungsbl�atter, Ma� und Integral im SS 031. Kann i
h die folgenden Eigens
haften des Riemanns
hen Integrals zeigen: eine stetige Funktionist Riemann integrierbar, die Trapez-Regel konvergiert f�ur eine Riemann-integrierbare Funktion,Riemanns
he Integrale konvergieren wenn die Funktionen glei
hm�a�ig konvergieren.Sei f 2 C([a; b℄). Stetigkeit auf einem kompakten Intervall impliziert glei
hm�a�ig Stetigkeit.Daher f�ur gegebenes " > 0 gibt es ein Æ = Æ(") > 0, so da� jx� yj < Æ impliziert jf(x)� f(y)j <"=(b � a). Sei fxngNn=0 eine Zerlegung vom Intervall [a; b℄ mit a = x0 < x1 < � � � < xN = bund max1�n�Nfjxn�xn�1jg < Æ. Dann gilt maxa�x�b[fo(x)� fu(x)℄ < "=(b� a) und daher diefolgende Unglei
hung:�����Z ba fo(x)dx� Z ba fu(x)dx����� = Z ba [fo(x)� fu(x)℄dx � maxa�x�b[fo(x)� fu(x)℄ Z ba dx � ":Sei f Riemann integrierbar. W�ahle einen Gitter fxngNn=0, a = x0 < x1 < � � � < xN = b f�ur dasIntervall [a; b℄. Mit der st�u
kweise linearen Funktion,fT(x) = f(xn�1) + x� xn�1xn � xn�1 [f(xn)� f(xn�1)℄; x 2 [xn�1; xn℄; n = 1; : : : ; Nkann der Fehler der Trapez-Regel so dargestellt werden:�����Z ba f(x)dx� NXn=1 f(xn) + f(xn�1)2 (xn � xn�1)����� = �����Z ba f(x)dx� Z ba fT(x)dx������ Z ba jf(x)dx� fT(x)jdx � Z ba [fo(x)� fu(x)℄dx = Z ba fo(x)dx� Z ba fu(x)dx:Die letzte Di�erenz vers
hwindet wenn max1�n�Nfjxn � xn�1jg ! 0.Sei ffng eine Funktionenfolge, die auf dem Intervall [a; b℄ glei
hm�a�ig gegen f konvergiert. Daherf�ur gegebenes " > 0 gibt es ein N = N(") > 0, so da� n � N impliziert jf(x)�fn(x)j < "=(b�a),f�ur jedes x 2 [a; b℄. Dann gilt die Unglei
hung:�����Z ba f(x)dx� Z ba fn(x)dx����� � Z ba jf(x)� fn(x)jdx � supa�x�b[f(x)� fn(x)℄ Z ba dx � ":2. Habe i
h ein Beispiel einer unendli
h di�erenzierbaren Funktion mit kompaktem Tr�ager?De�niere: �"(x) = 8<: exp � 1x2 � "2 �; jxj < ";0; sonst, 
" = Z +"�" �"(x)dx:und  "(x) = �"(x)=
" so R+1�1  "(x)dx = 1 und die Glattheit von  " folgt aus der von �". Zuerstist �" stetig:limx!"� �"(x) = limx!"� exp � 1x2 � "2 � = 0 = limx!�"+ exp � 1x2 � "2 � = limx!�"+ �"(x)und na
h der Riemann-Integrierbarkeit von stetigen Funktionen ist 
" wohl de�niert. Nun hatdie k-te Ableitung von �" die Gestalt,�(k)" (x) = pk(x)qk(x); qk(x) = 1(x2 � "2)2k exp � 1x2 � "2 � ;1



wobei pk(x) ein Polynom ist. Wegen der Entwi
klung1x2 � "2 = 12" 1x� " � 12" 1x+ "kann qk so dargestellt werden:qk(x) = fk(x)gk(x); fk(x) = exp � 12" 1x� "�(x� ")2k ; gk(x) = exp �� 12" 1x+ "�(x+ ")2k :Nun de�niere y = �1=(x � ") so y !1 wenn x! "�. Dann mit der l'Hospital-Regel folgt:limx!"� fk(x) = limy!1 y2key=(2") = � � � = limy!1 (2k)!(2")�2key=(2") = 0:S
hlie�li
h de�niere z = 1=(x + ") so z ! 1 wenn x ! �"+. Dann mit der l'Hospital-Regelfolgt: limx!�"+ gk(x) = limz!1 z2kez=(2") = � � � = limz!1 (2k)!(2")�2kez=(2") = 0:Mit diesen Ergebnissen folgt:limx!�"� �(k)" (x) = limx!�"� pk(x) � limx!�"� qk(x) = limx!�"� pk(x) � limx!�"� fk(x) � limx!�"� gk(x) = 0:Da �"(x) analytis
h f�ur jxj 6= " und unendli
h di�erenzierbar f�ur jxj = " ist, ist �"(x) �uberallunendli
h di�erenzierbar.3. Kenne i
h einen Faltungsoperator L" : C0 ! C1, und kann i
h zeigen, da� L"f ! f punktweisekonvergiert, wenn "! 0?De�niere: [L"f ℄(x) = Z +1�1  "(x� y)f(y)dywobei  " oben de�niert wird. Nimm an, da� f stetig ist. Die punktweise Konvergenz L"f ! fwird wie folgt etabliert. Na
h dem Mittelwertsatz gibt es ein � 2 [�"; "℄ so da�:[L"f ℄(x) = Z +1�1  "(x� y)f(y)dy = Z +"�"  "(s)f(x� s)ds= f(x� �) Z +"�"  "(s)ds = f(x� �)! f(x); "! 0:Betra
hte nun die erste Ableitung von [L"f ℄(x):[L"f ℄(x+ h)� [L"f ℄(x)h = Z +1�1  "(x+ h� y)�  "(x� y)h f(y)dy:Nimm an, da� h > 0 gilt. Das folgende Argument ist �ahnli
h f�ur h < 0. Na
h dem Taylor-Satzgibt es ein �(y; h) 2 [x; x+ h℄ so da�  "(x+ h� y)�  "(x� y) = h�0"(�(y; h)� y). Daher gilt:[L"f ℄(x+ h)� [L"f ℄(x)h � Z +1�1  0"(x� y)f(y)dy= Z x+h+"x�" [ 0"(�(y; h) � y)�  0"(x� y)℄f(y)dy2



wobei die Grenzen im letzten Integral den kompakten Tr�ager von  " re
ektieren. Bea
hte, da� " und alle ihrer Ableitungen glei
hm�a�ig stetig auf R sind. Daher f�ur gegebenes Æ > 0 gibt esein � > 0 klein genug so da� 0 � �(y; h)� x � h < � < 1 impliziert:j 0"(�(y; h)� y)�  0"(x� y)j � Æ=�; 8y 2 [x� "; x+ 1 + "℄; � = Z x+1+"x�" jf(y)jdy:Dann f�ur 0 � �(y; h) � x � h < � < 1 gilt:���� [L"f ℄(x+ h)� [L"f ℄(x)h � Z +1�1  0"(x� y)f(y)dy����� Z x+h+"x�" j 0"(�(y; h) � y)�  0"(x� y)jjf(y)jdy� �Z x+1+"x�" jf(y)jdy� supx�"�y�x+1+" j 0"(�(y; h) � y)�  0"(x� y)j � Æ:Da jeder abgeleitete Kern  (k)" die oben verwendeten Eigens
haften hat, folgt:[L"f ℄(k)(x) = Z +1�1  (k)" (x� y)f(y)dy:4. Kenne i
h eine Klasse von glatten Ma�en, die in gewissem Sinn gegen ein singul�ares Ma�konvergieren.F�ur eine genugend brave Menge A � R de�niere:�"(A) = ZA  "(x)dx; �0(A) = ( 1; 0 2 A0; sonstwobei  " = �"=
" oben de�niert wird. Die Ma�en f�"g">0 sind glatt im Sinn, da� sie glatteDi
hten f "g">0 haben. Das Ma� �0 ist singul�ar (bez�ugli
h z.B. �", " > 0) im Sinn, da� �0 ineinem Punkt (in einer null Ma� Menge N , d.h. �"(N) = 0, N = f0g, " > 0) konzentriert wird.Die Ma�en f�"g">0 konvergieren gegen �0 im folgenden Sinn:ZR f(x)d�"(x) = ZR f(x) "(x)dx = ZR  "(�x)f(x)dx= [L"f ℄(0) "!0�! f(0) = ZR f(x)d�0(x); 8f 2 C0(R)wobei die punktweise Konvergenz [L"f ℄(x)! f(x) vom letzten Beispiel verwendet wird.5. Kenne i
h eine Di�erentialglei
hung, die i
h im s
hwa
hen Sinn formulieren und l�osen kann?De�niere f(x) = sgn(x) und betra
hte die Di�erentialglei
hung F 0(x) = f(x), F (0) = 0. F�urx 6= 0 sieht die Di�erentialglei
hung so aus:F 0(x) = ( +1; x > 0�1; x < 0 oder F (x) = ( a+ x; x > 0b� x; x < 0 und F (0) = 0 ) a = b = 0:Es ist zu vermuten, da� F (x) = jxj einer Art einer L�osung der Di�erentialglei
hung ist. Diesogenannte s
hwa
he Formulierung der Di�erentialglei
hung sieht so aus:ZR f(x)�(x)dx = ZR F 0(x)�(x)dx = � ZR F (x)�0(x)dx; 8� 2 C10 (R):3



Die Di�erentialglei
hung f = F 0 wurde mit � multipliziert und partielle Integration wurdedur
hgef�uhrt. Die Funktion � 2 C10 (R) vers
hmiert die Di�erentialglei
hung in gewissem Sinn.Anderseits kann � in einem Punkt konzentriert werden, und dadur
h stimmt die s
hwa
heFormulierung mit der starken (punktweisen) Formulierung �uberein. Bea
hte, da� die Di�eren-tialglei
hung f = F 0 im s
ha
hen Sinn erf�ullt wird:ZR f(x)�(x)dx = Zx>0 �(x)dx� Zx�0 �(x)dx(xjx=0 = 0 = �jx=+1) = �x�(x)j+10 � Z +10 x�0(x)dx�(xjx=0 = 0 = �jx=�1) � �x�(x)j0�1 � Z 0�1 x�0(x)dx� = � ZR jxj�0(x)dx= � ZR F (x)�0(x)dx; 8� 2 C10 (R):�Ahnli
h kann man zeigen, da� u0(x) = 12(1�jxj) die folgende Di�erentialglei
hung im s
hwa
henSinn l�ost,�u00(x) =  0(x); x 2 (0; 1); u(�1) = u(+1) = 0;  0(x) = \ lim"!0 "(x)"da u0 die folgende Glei
hung erf�ullt:� Z +1�1 �00(x)u0(x)dx = �(0); 8� 2 C10 ([�1; 1℄):6. Habe i
h Beispiele von Algebren, �-Algebren, (signierten) Inhalten, (signierten) Ma�en und(signierten) Pr�ama�en?F�ur A � 
, erf�ullt F = f
; ;; A;A
g alle Bedingungen f�ur eine Algebra, sogar die f�ur eine�-Algebra. Deshalb gilt F = �(A). Die Potenzmenge P(
) erf�ullt au
h alle Bedingungen f�ureine Algebra und eine �-Algebra. Auf der anderen Seite ist die Menge von o�enen Mengen in Rkeine Algebra. Die Menge F0 von endli
hen disjunkten Vereinigungen aus f(a; b℄; (a;1) oder ; :�1 � a < b <1g ist eine Algebra �uberR aber keine �-Algebra, da [1n=1(0; 1� 1n ℄ = (0; 1) 62 F0.Sei F = P(Q) und f�ur A � Q de�niere �0(A) = 0 wenn A endli
h ist und �0(A) =1 wenn Aunendli
h ist. Na
h Beispiel 17, ist �0 ein Inhalt aber kein Pr�ama� oder Ma� auf F .Sei F0 die oben de�nierte Algebra. De�niere �0 auf F0 wie folgt:�0(�1; a℄ = a; a 2 R; �0(a; b℄ = b� a; a; b 2 R; a < b;�0(b;1) = �b; b 2 R; �0(R) = 0;�0 �[Nn=1In� = NXn=1�0(In); In \ Im = ;; fIng � f(a; b℄ oder (a;1) : �1 � a < b <1g:Na
h Beispiel 14 ist �0 ein signierter Inhalt aber kein Pr�ama� oder Ma�.De�niere F = P(R) und �(A) = XN3n2A 2�n; A 2 F :Na
h Beispiel 12 ist � ein Ma�, und � = �� ist ein signiertes Ma�.Na
h dem Satz 1.4.3 liefert jede Verteilungsfunktion ein Pr�ama� � auf der oben de�niertenAlgebra F0. Dieses Pr�ama� � wird im Satz 1.4.3 ni
ht explizit auf �(F0) = B(R) de�niert,aber Satz 1.4.4 garantiert eine Ausdehnung zu einem Ma� auf B(R). Nat�urli
h ist � = �� einsigniertes Pr�ama�. 4



7. Habe i
h eine Anwendung des Brave-Mengen-Prinzips?De�niere C = fAngNn=1 � 
 und S als vers
hiedene (und so notwendigerweise endli
he) Vere-inigungen von Mengen aus der endli
hen Sammlung D = f\Nn=1Bn : Bn = An oder A
ng. DasBrave-Mengen-Prinzip wird verwendet, um zu zeigen, da� S = �(C) gilt: (1) C � S, (2) S isteine �-Algebra, (3) S � �(C) � �(S) = S.(1) Mit N = 1, gelten C = fA1g, D = fA1; A
1g und S = f
; ;; A1; A
1g, so C � S und\C
"= fA
ngNn=1 � S gelten. Nimm induktiv an, da� C; C
 � S gilt, wenn C genau N � 1Elemente enth�alt. Nun nimm an, da� C genau N Elemente enth�alt. W�ahle ein k zwis
hen 1und N . Dann f�ur ein beliebiges Al 2 fAn : 1 � n 6= k � Ng und Ak 2 C gilt:Ak = (Ak \Al) [ (Ak \A
l ):Es wird induktiv angenommen, da� Al mit einer Vereinigung [Ii=1Di,Di 2 Dk = f\Nk 6=n=1Bn : Bn = An oder A
ngdargestellt werden kann, und daher kann Ak\Al mit einer Vereinigung aus D dargestellt werden:Ak \Al = Ak \ [Ii=1Di = [Ii=1(Ak \Di); (Ak \Di) 2 D:Es wird au
h induktiv angenommen, da� A
l mit einer Vereinigung [Jj=1Ej , Ej 2 Dk dargestelltwerden kann, und daher kann Ak \A
l mit einer Vereinigung aus D dargestellt werden:Ak \A
l = Ak \ [Jj=1Ej = [Jj=1(Ak \Ej); (Ak \Ej) 2 D:Daher kann Ak mit der folgenden Vereinigung aus D dargestellt werden:Ak = [[Ii=1(Ak \Di)℄ [ [[Jj=1(Ak \Ej)℄ (Ak \Di); (Ak \Ej) 2 D:Das selbe Argument gibt au
h eine sol
he Darstellung f�ur A
k. Da k beliebig war, gilt C; C
 � S.(2) (a) Da A1 und A
1 mit Vereinigungen V1 und V2 aus D dargestellt werden k�onnen, kann
 mit der Vereinigung 
 = A1 [ A
1 = V1 [ V2 aus D dargestellt werden. (b) Mit N = 1,gelten C = fA1g, D = fA1; A
1g und S = f
; ;; A1; A
1g, so jede Vereinigung aus S liegt klar inS. Nimm an, da� jede Vereinigung aus S in S liegt, wenn C genau N � 1 Elemente enth�alt.Nun nimm an, da� C genau N Elemente enth�alt. Dann hat ein beliebiges A 2 S eine sol
heDarstellung:A = [Mm=1Dm = [Mm=1Em \ Fm; Dm 2 D; Em 2 DN ; Fm = AN oder A
N :Analog zu der algebrais
hen Entwi
klung von �Mm=1(am + bm) gilt:A
 = \Mm=1(E
m [ F 
m) = [�2RM ;�m=0;1f[\�m=0E
m℄ \ [\�m=1F 
m℄gEs wird induktiv angenommen, da� Vereinigungen aus DN unter Komplimentierung abges
hloss-en sind, und daher gilt:� 2 RM ; [\�m=0E
m℄ = [[�m=0Em℄
 = [L�l=1G�;l; G�;l 2 DN :Weiterhin gilt: � 2 RM ; [\�m=1F 
m℄ = AN oder A
N oder ;:Falls [\�m=1F 
m℄ = AN oder A
N gilt, ist f[\�m=0E
m℄\[\�m=1F 
m℄g eine Vereinigung von MengenG�;l \AN oder G�;l\A
N in D. Falls [\�m=1F 
m℄ = ;, ist f[\�m=0E
m℄\ [\�m=1F 
m℄g eine (leere)Vereinigung von Mengen aus D. In jedem Fall kann A
 mit einer Vereinigung von Mengen aus Ddargestellt werden, und S ist unter Komplementierung abges
hlossen. (
) Nimm an, da� fCmgvers
hiedene (notwendigerweise endli
h viele) Mengen aus S sind, so da�Cm = [Lml=1Dlm; Dlm 2 D ) [Mm=1Cm = [Mm=1 [Lml=1 Dlm 2 S:Daher ist S eine �-Algebra.(3) folgt sofort von (1) und (2). 5



8. Habe i
h ein Beispiel eines stetigen und eines ni
ht stetigen Ma�es oder Inhalts?Laut Satz 1.2.7 ist jedes endli
he Ma� stetig. Sonst folgt Stetigkeit von oben nur f�ur Mengenmit endli
hem Ma�. Zum Beispiel ist das Z�ahlma��(A) = XN3n2A 1; A 2 F = P(
); 
 =Nni
ht stetig in der Leermenge:An # ; aber +1 = �(An) 6! �(;) = 0:Ein ni
ht stetiger signierte Inhalt wird in Beispiel 14 de�niert:An = (�n; n℄ " R aber �0(An) = 2n! +1 6= 0 = �0(R):Ein ni
ht stetiger Inhalt wird im Beispiel 17 de�niert:Q = frng1n=1; 0 = �0(frngNn=1) 6! +1 = �0(Q):No
h ein ni
ht stetiger Inhalt wird im Beispiel 19 de�niert:Q = frng1n=1; 0 = �0(frngNn=1) 6! 1 = �0(Q):Laut Satz 1.2.8 ist ein Inhalt �-additiv, wenn er von unten stetig ist oder wenn er von oben inder Leermenge stetig ist.9. Habe i
h eine Anwendung der disjunkte Mengen Darstellung f�ur eine Vereinigung?Betra
hte eine Algebra F0 und einen Inhalt �0 � 0. Dann wissen wir bereits, da��0([Nn=1Bn) = NXn=1�0(Bn); f�ur fBng � F0; Bn \Bm = ;:Um zu zeigen, da� f�ur beliebige fAng � F0 gilt:�0([Nn=1An) � NXn=1�0(An)verwenden wir die Darstellung von [Nn=1An als Vereinigung von disjunkten Mengen:[Nn=1An = [Nn=1Bn; B1 = A1; Bn = \n�1m=1A
m \An; n � 2; Bn \Bm = ;:Damit erhalten wir:�0([Nn=1An) = �0([Nn=1Bn) Bn\Bm=;= NXn=1�0(Bn) Bn�An� NXn=1�0(An)wobei endli
he Additivit�at in der zweiten Glei
hung verwendent wird und Satz 1.2.5.
 in derUnglei
hung verwendet wird.10. Kann i
h zeigen, da� ein Ma� bes
hr�ankt ist, genau dann wenn es endli
h ist? Habe i
h eineMengenfunktion, mit der die �Aquivalenz ni
ht gilt?Nimm an, da� ein Ma� � von einem Ma�raum (
;F ; �) bes
hr�ankt ist. Dann gilt:1 > supf�(A) : A 2 Fg > �(A) � 0; 8A 2 F :Nun nimm an, da� � endli
h ist. Weiterhin nimm an, da� � unbes
hr�ankt ist. Dann f�urjedes n 2 N gibt es ein An mit �(An) � n. De�nere BN = [Nn=1An und A = [1n=1An. DaAN � BN � A gilt, folgt die n�a
hste Unglei
hung na
h Satz 1.2.5.
:�(A) � �(BN ) � �(AN ) � N !1:Der Widerspru
h impliziert die Bes
hr�anktheit von �. Die �Aquivalenz gilt ni
ht f�ur den Inhalt,der im Beispiel 14 de�niert wird. 6



11. F�ur eine Algebra F0, kann i
h zeigen, da� G = fG : An " G;An � F0g ni
ht notwendigerweiseeine �-Algebra ist? Kann i
h zeigen, da� D = fD : An # D;An � F0g ni
ht notwendigerweiseeine �-Algebra ist?Behauptung: G ist ni
ht notwendigerweise ein �-Algebra. Betra
hte die Algebra F0 �uber 
 = Rvon endli
hen disjunkten Vereinigungen aus f(a; b℄; (a;1) oder ; : �1 � a < b < 1g. Danngilt: (�1; 1� 1=n℄ 2 F0; 8n 2N ; (�1; 1� 1=n℄ " (�1; 1) ) (�1; 1) 2 G:Da (�1; 1)
 = [1;1) 62 G, ist G keine �-Algebra.Behauptung: D ist ni
ht notwendigerweise ein �-Algebra. Mit F0 oben de�niert, gilt:(1� 1=n;1) 2 F0; 8n 2N ; (1� 1=n;1) # [1;1) ) [1;1) 2 D:Da [1;1)
 = (�1; 1) 62 D, ist D keine �-Algebra.12. F�ur eine Algebra F0 und G = fG : An " G;An � F0g, kann i
h zeigen, da� G � H gilt, wobeidie Menge H im Satz 1.3.5 de�niert wird?Sei � ein Wahrs
heinli
hkeitspr�ama� auf F0 und de�niere G = fG : An " G;An � F0g. F�urF0 3 An " A de�niere �(A) = limn!1 �(An). F�ur A 2 
 de�niere ��(A) = inff�(G) : G 2G; A � Gg. S
hliessli
h de�niere H = fH � 
 : ��(H) + ��(H
) = 1g. Dann gilt:F0 3 An " G 2 G ) ��(An) = �(An) = �(An)! �(G) = ��(G):Es wird ni
ht garantiert, da� G
 2 G gilt, aber es gilt:An � G) G
 � A
n 1:3:3:
) ��(G
) � ��(A
n) A
n�G= �(A
n) A
n�F0= �(A
n):Da An; A
n 2 F0 � G gilt, folgt die Glei
hung �(An) + �(A
n) = 1 vom Satz 1.3.2.b und daher:��(G
) � �(A
n) 1:3:2:b= 1� �(An) An"G�! 1� ��(G) oder ��(G) + ��(G
) � 1:Vom Satz 1.3.3.b folgt die Unglei
hung 1 � ��(G) + ��(G
) und daher gilt G 2 H:1 � ��(G) + ��(G
) � 1:13. Habe i
h ein Beispiel eines Ma�es oder Inhalts, in dem �(A \ B) + �(A [ B) = �(A) + �(B)ni
ht gilt?Na
h dem Satz 1.2.5.b gilt die Glei
hung �0(A\B)+�0(A[B) = �0(A) +�0(B) immer, wenn�0 ein Inhalt auf einer Algebra F0 de�niert wird, und A;B 2 F0 gilt. Der Satz 1.2.5.b gilt au
hf�ur ein Ma� auf einer �-Algebra F , da das Ma� au
h ein Inhalt auf einer Algebra ist. Daherna
h dem Satz 1.2.5.b gilt die Glei
hung �(A \ B) + �(A [ B) = �(A) + �(B) au
h immer,wenn � ein Ma� auf einer �-Algebra F de�niert wird, und A;B 2 F gilt. Deshalb m�ussen diegesu
hten Beispiele die Annahmen A;B 2 F0 oder A;B 2 F verletzen.(1) De�niere: �0(A) = ( 0; A endli
h1; A unendli
h A � Q:Na
h dem Beispiel 19, ist �0 ein Inhalt auf der Algebra F0 von endli
hen Teilmengen aus Qund ihren Komplementen. Daher na
h dem Satz 1.2.5.b gilt die betre�ende Glei
hung auf F0.Trotzdem gilt sie ni
ht auf P(Q):0 + 1 = �0(A \B) + �0(A [B) = �0(A) + �0(B) = 1 + 1 A = [0; 1℄ \Q; B = [1; 2℄ \Q:7



(2) Sei A � [0; 1) die ni
ht Lebesgue messbare Menge aus Beispiel 27. Trotz der ni
ht Mess-barkeit von A, wird��(A) = inff�(G) : G 2 G; A � Gg; G = fG : An " G;An � F0(R)g;� = Lebesgues
he Ma�im Satz 1.3.3 wohl de�niert. Mit dem selben Beweis da� R = [fr + A : r 2 Qg gilt, folgt[0; 1) = [n=1An, wobei An = frn ~+Ag, frng = Q\[0; 1), und ~+ die Summe modulo 1 bezei
hnet.Da �� ein �au�eres Ma� ist, ist es �-subadditiv:1 = �[0; 1) = ��[0; 1) = ��([1n=1An) � 1Xn=1��(An):Na
h dem Satz 1.3.3.
 gilt:[Nn=1An � A � [0; 1) ) ��([Nn=1An) � ��(A) � ��[0; 1) = �[0; 1) = 1:Da � translationsinvariant auf G � �B(R) ist, ist �� translationsinvariant auf R:��(A+ 
) = inff�(G) : G 2 G; A+ 
 � Gg = inff�(G) : G 2 G; A � G� 
g= inff�( ~G + 
) : ~G 2 G; A � ~Gg = inff�( ~G) : ~G 2 G; A � ~Gg = ��(A):Daher gilt: 1 � 1Xn=1��(An) = 1Xn=1��(A):Es folgt, da� ��(A) 2 (0; 1℄ gilt. Na
h der �-Subadditivit�at gilt:��([Nn=1An) � NXn=1��(An) = NXn=1��(A):Die linke Seite ist nie gr�o�er als 1, aber die re
hte Seite steigt mit N . Nimm an, da� Ngross genug ist, da� die linke Seite streng kleiner als die re
hte Seite ist. Wenn die betre�endeGlei
hung gilt, dann folgt:��(Ak [Bk�1) + ��(Ak \Bk�1) = ��(Ak) + ��(Bk�1); k = 2; : : : ; N Bm = [mn=1An:Da Ak [Bk�1 = Bk und Ak \Bk�1 = ; (An \Am = ;) gelten, folgt:��(Bk) = ��(Ak) + ��(Bk�1); k = 1; : : : ; N; B0 = ;oder: ��([Nn=1An) = ��(BN ) = NXk=1[��(Bk)� ��(Bk�1)℄ = NXk=1��(Ak):Der Widerspru
h impliziert, da� es mindestens ein k gibt, mit dem die Unglei
hung gilt:��(Ak [Bk�1) + ��(Ak \Bk�1) < ��(Ak) + ��(Bk�1):14. Kann i
h zeigen, da� die im Satz 1.3.3 de�nierte Mengenfunktion �� ein �au�eres Ma� ist?Sei � ein Wahrs
heinli
hkeitspr�ama� auf F0 und de�niere G = fG : An " G;An � F0g. F�urF0 3 An " A de�niere �(A) = limn!1 �(An). F�ur A 2 
 de�niere ��(A) = inff�(G) : G 2G; A � Gg. Dann ist �� ni
ht nur ein Ma� auf H = fH � 
 : ��(H) + ��(H
) = 1g (siehe 16unten, aber au
h ein �au�eres Ma� auf 
.Da� ��(;) = 0 gilt, folgt aus 1.3.3.a (�� = � auf G) und 1.3.2.a (; 2 G, �(;) = 0). Da� ��monoton ist, folgt aus 1.3.3.
 (A;B � 
, A � B ) ��(A) � ��(B)). Die �-Additivit�at von8



�� wird wie folgt etabliert. Wenn [Nn=1An " [1n=1An = A, ist �� in A stetig na
h 1.3.3.d, unddaher gilt: ��([1n=1An) 1:3:3:d= limN!1��([Nn=1An) 1:3:3:b� limN!1 NXn=1��(An)wobei endli
h Subadditivit�at aus 1.3.3.b folgt.15. Kann i
h das boot-strapping Argument f�ur den Monotone Klassen Satz dur
hf�uhren?Das Gef�uhl eines bootstrapping Arguments ist wie das beim Bergsteigen. Der Beweis ist wenigpyramidal und mehr stufenweise. Ein Punkt wird errei
ht und im n�a
hsten S
hritt verwen-det. Zum Beispiel wird eine Behauptung auf einer Menge etabliert und im n�a
hsten S
hrittverwendet, um die Behauptung auf einer no
h gr�o�eren Menge zu etablieren. Man sieht sol
heboot-strapping Argumente in Beweisen von S�atzen �uber messbare Funktionen, in denen eineEigens
haft zuerst f�ur Indikatorfunktionen etabliert wird, um die Eigens
haft f�ur ni
ht negativeeinfa
he Funktionen zu zeigen, um die Eigens
haft f�ur ni
ht negative Borel messbare Funktionenzu zeigen, um die Eigens
haft f�ur allgemeine Borel messbare Funktionen zu zeigen.Monotone Klasse Satz. Wenn eine Algebra F0 � C in einer monotonen Klasse C � 
 liegt, danngilt �(F0) � C. Beweis. Sei M die kleinste monotone Klasse die F0 enth�alt. Zu zeigen ist, da�M = �(F0) gilt. Da die monotone Klasse C ni
ht kleiner alsM sein kann, folgt �(F0) =M� C.F�ur �xiertes A 2 M, de�niere MA = fB 2 M : A \ B;A \ B
; A
 \ B 2 Mg. Zu zeigen ist,da� M =MA, 8A 2M gilt. Dann ist es lei
hter zu zeigen, da� M eine �-Algebra ist.Nun ist es zu zeigen, da�MA, 8A 2M eine monotone Klasse ist. SeienA 2M und fBng �MAeine Folge mit Bn " B. Auf Grund der folgenden:M 3 Bn " B M 3 A \Bn " A \BM 3 A
 \Bn " A
 \B M 3 A \B
n # A \B
gelten B;A \ B;A
 \ B;A \ B
 2 M, da M eine monotone Klasse ist. Daher gilt B 2 MA.Nun sei fBng �MA eine Folge mit Bn # B. Auf Grund der folgenden:M 3 Bn # B M 3 A \Bn # A \BM 3 A
 \Bn # A
 \B M 3 A \B
n " A \B
gelten B;A \ B;A
 \ B;A \ B
 2 M, da M eine monotone Klasse ist. Daher gilt B 2 MA.Das heisst, MA ist eine monotone Klasse 8A 2M.Nun ist es zu zeigen, da� MA = M, 8A 2 F0 gilt. Sei A 2 F0. Sei C 2 F0. Da F0 eineAlgebra ist, gelten A \ C;A \ C
; A
 \ C 2 F0. Da F0 � M gilt, folgt C 2 MA. Das heisst,F0 �MA gilt. Na
h der De�nition vonMA giltMA �M. Da M undMA monotone Klassensind (siehe letzten Absatz), die F0 enthalten, und M die kleinste sol
he monotone Klasse ist,gilt M�MA. Aber MA �M und M�MA implizierenM =MA.Nun ist es zu zeigen, da� MB = M, 8B 2 MnF0 gilt. Sei B 2 MnF0. Na
h der De�nitionvon MB und dem Eins
hluss F0 �M gilt:MB = fA 2M : A \B;A \B
; A
 \B 2Mg � fA 2 F0 : A \B;A \B
; A
 \B 2Mg:Es wurde oben bewiesen (siehe letzten Absatz), da� MA = M, 8A 2 F0 gilt. Daher geltenA \B;A \B
; A
 \B 2M, 8A 2 F0, 8B 2M undMB � fA 2 F0 : A \B;A \B
; A
 \B 2Mg = F0:Na
h der De�nition von MB gilt MB � M. Da M und MB monotone Klassen sind (siehevorletzten Absatz), die F0 enthalten, undM die kleinste sol
he monotone Klasse ist, gilt M�MB . Aber MB �M und M�MB implizierenM =MB . Daher gilt M =MA, 8A 2M.9



Nun ist es zu zeigen, da� M eine �-Algebra ist. a. ;;
 2 F0 �M. b. Wenn A 2M gilt, folgtA 2 M
 und daher A
 = A
 \ 
 2 M. 
. Wenn A;B 2 M gilt, impliziert (b) die folgende:A
; B
 2M =MA
 und daherA
\B
 �M. Aus (b) folgt A[B = [(A[B)
℄
 = [A
\B
℄
 2M.Das heisst, M ist mindestens eine Algebra. Nun sei fAng � M. Da M eine Algebra ist, giltPNn=1An 2M. Da M eine monotone Klasse ist, gilt M 3PNn=1An "P1n=1An 2M.Da �(F0) die kleinste �-Algebra ist, die F0 enth�alt, gilt �(F0) � M. Die �-Algebra �(F0) istau
h eine monotone Klasse, die F0 enth�alt. Da M die kleinste monotone Klasse ist, die F0enth�alt, gilt M� �(F0). Aber �(F0) �M und M� �(F0) implizierenM = �(F0).16. Kann i
h den Carath�eodory Ausdehnung Satz f�ur ein endli
hes Pr�ama� beweisen?Die Existenz der Ausdehnung wird wie folgt (wie im Satz 1.3.6 zusammengefasst) etabliert.Sei � ein endli
hes (und so bes
hr�anktes) Pr�ama� auf einer Algebra F0 �uber 
. Wenn dasResultat f�ur das Wahrs
heinli
hkeitspr�ama� ~� = �=�(
) etabliert wird, gilt der Satz dann f�ur� = ~� � �(
), und daher kann es angenommen werden, da� � ein Wahrs
heinli
hkeitspr�ama�ist. De�niere G = fG : An " G;An � F0g. F�ur F0 3 An " A de�niere �(A) = limn!1 �(An).Na
h dem Satz 1.3.2 erf�ullen � und G die Voraussetzungen vom Satz 1.3.3. F�ur A 2 
 de�niere��(A) = inff�(G) : G 2 G; A � Gg. Na
h dem Satz 1.3.5 istH = fH � 
 : ��(H)+��(H
) = 1geine �-Algebra, und �� ist ein Ma� auf H. Da F0 � G � H gilt, ist �� ein Ma� auf �(F0) � H.F�ur Eindeutigkeit nimm an, da� � eine andere Ausdehnung auf F = �(F0) ist, wobei � = � aufF0 gilt. Dann ist � au
h endli
h, da �(A) � �(
) = �(
) f�ur A 2 F gilt, wobei der Eins
hluss
 2 F0 verwendet wird. Sei C = fA 2 F : �(A) = �(A)g. F�ur fCng � C, Cn " C, gelten�(Cn) ! �(C) und �(Cn) ! �(C) na
h dem Satz 1.2.7.a. Dann gilt C 2 C. F�ur fCng � C,Cn # C, gelten �(Cn) ! �(C) und �(Cn) ! �(C) na
h dem Satz 1.2.7.b, da � und � endli
hsind. Dann gilt C 2 C. Daher ist C eine montone Klasse. Da � = � auf F0 gilt, gilt F0 � C.Na
h dem Satz 1.3.9 gilt �(F0) � C. Na
h der De�nition von C gilt C � F = �(F0), und dahergilt C = �(F0). Das heisst, � = � gilt auf F = �(F0).17. Kann i
h den Approximation Satz 1.3.11 f�ur ein endli
hes Ma� beweisen?Sei B 2 F = �(F0). Nimm an, da� es ein G" 2 G = fG : An " G;An � F0g gibt, wobei�(B \G
") + �(B
 \G") = �(B�G") < " gilt. Wenn F0 3 An " G" gilt, folgt B
 \An " B
 \Gund �(B
 \An)! �(B
 \G) na
h 1.2.7.a, sowie B \A
n # B \G
 und �(B \A
n)! �(B \G
)na
h 1.2.7.b. Daher gibt es ein N("), so da� �(B�AN(")) < " gilt.Nun wird ein G" 2 G = fG : An " G;An � F0g gesu
ht, wobei �(B�G") < " gilt. De�niere��(A) = inff�(G) : G 2 G; A � Gg f�ur A � 
. Die Eindeutigkeit der Ausdehnung des endli
henMa�es � von F0 zu �(F0) impliziert, da� � = �� auf �(F0) gilt. Daher f�ur B 2 �(F0) gibt es einG" 2 G, B � G", so da� 0 < �(G")� �(B) = �(G")� ��(B) < " gilt. Na
h dem Satz 1.2.5.
 (�ist au
h ein Inhalt auf einer Algebra) gilt �(G" \B
)+�(G" \B) = �(G"�B)+�(B) = �(G")oder �(B�G") = �(G" �B) = �(G")� �(B) < ".18. Habe i
h ein Verfahren, das i
h dur
hf�uhren kann, mit dem eine Eigens
haft f�ur ein endli
hesMa� au
h f�ur ein �-endli
hes Ma� etabliert werden kann?Das allemeine Verfahren ist, Ma�en �n(A) = �(A\An) auf F zu de�nieren, wobei [1n=1An = 
,An \Am = ; und �(An) <1 gelten. Dann ist �n endli
h, da �n(A) � �(An) < 0, 8A 2 F gilt.Dann muss man die gew�uns
hte Eigens
haft f�ur � =P1n=1 �n etablieren.Zum Beispiel betra
hte den Carath�eodory Ausdehnungssatz f�ur die Ausdehnung eines �-endli
h-es Pr�ama�es �. De�niere �n(A) = �(A \ An), wobei fAng � F0 (wi
htig!), [1n=1An = 
,An \ Am = ; und �(An) < 1 gelten. Dann ist �n endli
h auf F0, da �n(A) � �(An) < 1,8A 2 F0 gilt. Na
h 16 oben, gibt es f�ur �n eine eindeutige Ausdehnung �n auf �(F0). Dann ist� =P1n=1 �n eine Ausdehnung auf �(F0) von � auf F0, da � = � auf F0 gilt. Zu zeigen ist, da�10



� ein Ma� ist, d.h. da� � �-additiv ist. Sei fBng � �(F0), Bn \Bm = ;. Dann gilt:�([1m=1Bm) = 1Xn=1�n([1m=1Bm) �n �-add= 1Xn=1 1Xm=1�n(Bm)�n�0= 1Xm=1 1Xn=1�n(Bm) = 1Xm=1�(Bm):Nimm an, da� � eine andere Ausdehnung auf �(F0) von � auf F0 ist. Dann ist �n(A) =�(A \ An) eine endli
he Ausdehnung auf �(F0) von �n auf F0. Aber �n ist die eindeutigeendli
he Ausdehnung auf �(F0) von �n auf F0, und � = P1n=1 �n = P1n=1 �n = �. Das heisst,� ist die eindeutige Ausdehnung auf �(F0) von � auf F0.S
hliessli
h betra
hte den Approximationssatz f�ur Approximationen mit einem �-endli
hen Ma��. De�niere �n(A) = �(A \ An) wobei fAng � F0 (wi
htig!), [1n=1An = 
, An \ Am = ; und�(An) < 1 gelten. Dann ist �n endli
h auf F = �(F0), da �n(A) � �(An) < 1, 8A 2 F gilt.Na
h 17 oben, gibt es ein ~Bn 2 F0 so da� �n(A� ~Bn) < "2�n. Na
h der De�nition von �n gilt:�n(A� ~Bn) = �((A� ~Bn) \An)Na
h der Re
hnung,[A�( ~Bn \An)℄ \An = [A \ ( ~Bn \An)
℄ [ [A
 \ ( ~Bn \An)℄g \An= f[A \ ( ~B
n [A
n)℄ \Ang [ f[A
 \ ( ~Bn \An)℄ \Ang= f[(A \ ~B
n) [ (A \A
n)℄ \Ang [ fA
 \ ~Bn \Ang= f(A \ ~B
n) \Ang [ f(A \A
n) \Ang [ fA
 \ ~Bn \Ang= fA \ ~B
n \Ang [ ; [ fA
 \ ~Bn \Ang= f[A \ ~B
n℄ [ [A
 \ ~Bn℄g \An= (A� ~Bn) \Angilt: �((A� ~Bn) \An) = �((A�( ~Bn \An)) \An):Na
h der De�nition von �n gilt:�((A�( ~Bn \An)) \An) = �n(A�( ~Bn \An)):Aus den letzten Glei
hungen folgt �n(A� ~Bn) = �n(A�( ~Bn \ An)). Nun de�niere Bn = ~Bn \An 2 F0 so da� �n(A�Bn) = �n(A�( ~Bn\An)) = �n(A� ~Bn) < "2�n gilt. Da Bn = ~Bn\An �An gilt, folgt Bn \ Bm = ; aus An \ Am = ;. De�niere CN = [Nn=1Bn und C = [1n=1Bn undbemerke, da� C \ An = Bn gilt. Ebenso �ahnli
he Glei
hungen oben bewiesen wurden, folgt esjetzt:�n(A�C) = �((A�C)\An) = �((A�(C \An))\An) = �((A�Bn)\An) = �n(A�Bn) < "2�noder �(A�C) = 1Xn=1�n(A�C) < ":11



Na
h Additivit�at folgt:�(A�CN ) = �((A�CN ) [ (CN �A)) = �(A� CN ) + �(CN �A)aus (A \ C
N ) \ (A
 \CN ) = ; und�(A�C) = �((A� C) [ (C �A)) = �(A� C) + �(C �A)aus (A\C
)\ (A
 \C) = ;. Bemerke, da� (CN �A) " (C�A) und (A�CN ) # (A�C) gelten.Wenn �(A) <1 gilt, folgt �(A� C) � �(A) <1. Na
h dem Satz 1.2.7 gelten�(CN �A)! �(C �A) und �(A� CN )! �(A� C);und daher folgt�(A�CN ) = �(CN �A) + �(A� CN )! �(C �A) + �(A� C) = �(A�C) < ":Nimm N = N(") gross genug, so da� �(A�CN(")) < " gilt.19. Habe i
h ein Beispiel eines ni
ht vollst�andigen Ma�raumes, und kann i
h zeigen, da� er ni
htvollst�andig ist?(R;B(R)) kann ni
ht vollst�andig sein, da jB(R)j = 
 und j �B(R)j = 2
 gelten; siehe unten.Explizitere Details: Sei A � [0; 1℄ eine ni
ht Lebesgue messbare Menge; siehe unten. ObwohlA 2 �B(R) ni
ht gilt, gilt A 2 �B(R2), da A null Ma� in R2 hat. Na
h dem Brave-Mengen-Prinzip gilt �A(C \ A) = �
(C) \ A. Insbesondere gilt �R(F0(R2) \R) = �R2(F0(R2)) \Roder B(R) = B(R2) \ R. Falls A 2 B(R2) gilt, dann gilt A 2 B(R2) \ R = B(R). AberA 62 �B(R)) A 62 B(R). Daher gilt A 2 �B(R2)nB(R2).20. F�ur eine gegebene bes
hr�ankte Verteilungsfunktion F : R ! R kann i
h zeigen, da� der dur
h�(a; b℄ = F (b)� F (a) (und die nat�urli
he Formel f�ur disjunkte Intervalle) Inhalt � ein Pr�ama�auf F0(R) ist?Es wird zuerst gezeigt, da� � ein Pr�ama� auf F0( �R) ist. Na
h dem Satz 1.2.8.b folgt diegew�uns
hte �-Additivit�at auf F0( �R), wenn f�ur jede Folge F0( �R) 3 An # ; die Konvergenz�(An)! 0 gilt.Sei fAng � F0( �R) eine Folge mit An # ;. Dann f�ur beliebes n folgt die Darstellung An =[Nk=1(ak; bk℄, wobei fak; bkg � �R und (ak; bk℄ \ (al; bl℄ = ; gelten. Fixiere A = (a; b℄ von dendisjunkten Intervallen f(an; bn℄g. Dann kann B = (a0; b℄, a0 2 (a; b), gew�ahlt werden, so da�a0 # a und B � �B � A gelten. Na
h der re
htseitig Stetigkeit von F gilt �(B) = F (b)�F (a0)!F (b)�F (a) = �(A). Na
h dem Satz 1.2.5.
 gilt �(A�B) = �(A)� �(B)! 0, da � bes
hr�anktist. In dieser Weise, k�onnen Mengen fBng � F0( �R) gew�ahlt werden, so da� f�ur " > 0, �Bn � Anund �(An�Bn) = �(An)� �(Bn) < "2�n gelten. Dann folgt \1n=1Bn � \1n=1 �Bn � \1n=1An = ;oder [1n=1 �B
n = [1n=1[ �R � �Bn℄ = �R. Da f �B
ng1n=1 eine o�ene �Uberde
kung vom kompaktenRaum �R ist, gibt es ein endli
he �Uberde
kung [Nn=1 �B
n = �R. Es folgt \Nn=1Bn � \Nn=1 �Bn =[[Nn=1 �B
n℄
 = ;. Bemerke, da� AN � AN�1 � � � � oder AN � Bn � An � Bn � � � �, n � N , und\Nn=1Bn(= ;) � AN gelten. Daher gilt die folgende na
h dem Satz 1.2.5.
:�(AN ) = �(AN � \Nn=1Bn) + �(\Nn=1Bn)| {z }=0 = �(\Nn=1[AN �Bn℄)� �(\Nn=1[An �Bn℄)� " NXn=1 2�n � ":Das heisst, �(An)! 0, und die �-Additivit�at von � auf F0( �R) folgt.12



Es bleibt no
h zu zeigen, da� � �-additiv auf F0(R) ist. Wir erinnern uns daran, da� F0(R)endli
he (sogar leere) disjunkte Vereinigungen aus f(a; b℄; (a;1) : �1 � a < b < 1g ist,und da� F0( �R) endli
he (sogar leere) disjunkte Vereinigungen aus f(a; b℄;�1 � a < b �1; [�1; b℄;�1 � b � 1g ist. Sei fAng � F0(R) eine Folge mit An # ;. Dann f�ur beliebes nfolgt die Darstellung An = ~An [ (an;1), wobei ~An 2 F0( �R)(\F0(R)), ~An # ; und (an;1) # ;gelten. Aus dem obigen Argument folgt �( ~An) ! 0. Da an ! 1 gilt, folgt �(an;1) =F (1) � F (an) ! 0 na
h der De�nition, F (1) = limx!1 F (x). Na
h dem Satz 1.2.5.
 folgt�(An) = �( ~An) + �(an;1)! 0.21. Kann i
h zeigen, da� �" und �0 (vom letzten Zusammenfassungsblatt) Ma�en auf (R;B(R))sind?F�ur jedes " � 0 de�niere F"(x) = �"(�1; x℄. F�ur " > 0 ist F" ni
ht nur stetig aber au
hdi�erenzierbar mit F 0"(x) =  "(x). F�ur " = 0 erf�ullt F0 die Glei
hungen F0(x) = 0, x < 0und F0(x) = 1, x � 0, und daher ist F0 re
htseitig stetig �uberall. F�ur jedes " � 0 ist F" klarwa
hsend und daher ist jedes F" eine Verteilungsfunktion. Na
h dem Satz 1.4.4 gibt es eineeindeutige Ausdehnung von �" auf F0(R) zu einem Lebesgue-Stieltjess
hen Ma� auf B(R).Weitere Details: Sei " � 0. Die Mengenfunktion �" und die Verteilungsfunktion F" sindbes
hr�ankt. Na
h dem letzten Beispiel ist �" ein Pr�ama� auf F0(R). Da �"(�n; n℄ < 1gilt, ist das Pr�ama� �" �-endli
h. Na
h dem Carath�eodory Satz 1.3.10 gibt es eine eindeutigeAusdehnung von �" auf F0(R) zu einem Ma� auf B(R). Das Ma� ist Lebesgue-Stieltjes, da�"(I) <1 f�ur jedes bes
hr�anktes Intervall gilt.22. Kann i
h Lebesgues
he Ma� auf R und Rn de�nieren?De�niere die Verteilungsfunktion F (a; b℄ = Qnk=1(bk � ak), n � 1. Na
h den S�atzen 1.4.4 und1.4.9 gibt es eine eindeutige Ausdehnung von �(a; b℄ = F (a; b℄ zu einem Lebesgue-Stieltjess
henMa� auf B(Rn), n � 1. Das sogenannte Lebesgues
he Ma� ist � auf B(Rn) sowohl die Ver-vollst�andigung auf �B(Rn).23. Habe i
h ein Beispiel einer ni
ht Lebesgue messbaren Menge, und kann i
h zeigen, da� sie ni
htmessbar ist?S
hreibe x � y wenn x� y 2 Q gilt und de�niere Bx = fy : y � x 2 Qg. Konstruiere A indemaus jedem Bx ein Vertreter zwis
hen [0; 1℄ gew�ahlt wird. Also gilt A � [0; 1℄. Zu zeigen sind:(a) R = [fr+A : r 2 Qg, (b) (r+A)\ (s+A) = ; f�ur r 6= s, r; s 2 Q, (
) A ist ni
ht Lebesguemessbar.(a) x 2 R ) x 2 Bx. Sei z der Vertreter von Bx aus A. Also gilt z 2 Bx \ A. x; z 2 Bx )x � z = r 2 Q ) x = r + z 2 r + A, r 2 Q, oder R � [fr + A : r 2 Qg. Es ist klar, da�[fr +A : r 2 Qg � R gilt. Also folgt R = [fr +A : r 2 Qg.(b) W�ahle r; s 2 Q, r 6= s und a1; a2 2 A mit r+a1 = s+a2. Dann gilt a1�a2 = s�r 2 Q odera1 � a2. Da es nur einen Vertreter aus Ba1 in A gibt, folgt a1 = a2 oder r = s, ein Widerspru
h.(
) Wenn 0 � r � 1 gilt, folgt r +A � [0; 2℄. Daher mit � = Q \ [0; 1℄ giltXr2��(A) = Xr2��(r +A) = � ([fr +A : r 2 �g) � �[0; 2℄ <1wobei die Translationinvarianz und dann die Disjunktheit der Mengen fr+A : r 2 Qg verwendetwurden. Es folgt �(A) = 0. Wegen der Darstellung R = [fr +A : r 2 Qg folgt�(R) = � ([fr +A : r 2 Qg) = Xr2Q�(r +A) = Xr2Q�(A) = 0ein Widerspru
h. Daher kann A ni
ht Lebesgue messbar sein.13



24. Kann i
h in ein paar Zeilen erkl�aren, warum jB(R)j = 
 = jRj und j �B(R)j = 2
 gelten?De�niere a = jN j und 
 = jRj. Sei E0 die Sammlung von o�enen Intervallen, so da� �(E0) =B(R) gilt. Von der Darstellung E0 = [a;b2 �R(a; b) gilt jE0j = jR2j = 
2 = 
. De�niere E1 =f[1n=1An : An 2 E0 oder A
n 2 E0g. Es gilt E1 ' Ea0 = ffAngn2N : An 2 E0 oder A
n 2 E0g,und daher gilt jE1j = jEa0 j = 
a = 
. Es gilt au
h o�ensi
htli
h E0; E1 � B(R).F�ur 1 � � < � < 
 nimm induktiv an, da� E� 2 B(R) und jE� j = 
 gelten, und de�niereE� = f[1n=1An : An 2 E� oder A
n 2 E�; 1 � � < �g und E<� = [fE� : 1 � � < �g. Esgilt 
 = jE1j � jE<�j � �jE� j�2[1;�) = �
 � 
. Es gilt au
h E� ' Ea<� = ffAngn2N : An 2E� oder A
n 2 E� ; 1 � � < �g, und daher gilt jE�j = jEa<�j = 
a = 
. Wenn A 2 E� gilt, hatA die Darstellung A = [1n=1An wobei f�ur 1 � � < �, An 2 E� � B(R) oder A
n 2 E� � B(R)gelten, und daher gilt A 2 B(R) und E� � B(R).Es folgt aus der trans�niten Induktion, da� jE�j = 
 und E� � B(R) gelten f�ur 1 � � < 
.S
hlie�li
h de�niere E = E<
 = [fE� : 1 � � < 
g. Dann folgt 
 = jE1j � jEj � 
jE�j�2[1;
) �
 � 
 = 
. Wenn A 2 E gilt, hat A die Darstellung A = [1n=1An wobei f�ur 1 � � < 
,An 2 E� � B(R) oder A
n 2 E� � B(R) gelten, und daher gilt A 2 B(R) und E � B(R).Wenn E eine �-Algebra ist, gilt B(R) � E und daher E = B(R). (a) R � E1 � E. (b)A 2 E ) 9� < 
 so da� A 2 E�. Dann gilt A
 2 E�+1 � E. (
) fAng � E ) 9f�ng, �n < 
,so da� An � E�n . Es gilt 8n, j�nj � jf�ngj < 
a = 
. Wenn � = jf�ngj de�niert wird, folgt[1n=1An 2 E�+1 � E. Daher ist E eine �-Algebra und es folgt E = B(R).Die Cantors
he Menge C erf�ullt C 2 B(R), da sie dur
h abz�ahlbare Operationen gebildet wird.Da �(C) = 0 gilt, folgt P(C) � �B(R). Trotz der null Ma� gilt jCj = 
, und daher folgt2
 = jP(C)j � j �B(R)j � jP(R)j � 2
.25. Habe i
h ein Beispiel einer messbaren Funktion h : (
1;F1) ! (
2;F2), mit der h(F1) � F2ni
ht gilt?De�niere h(x) = x, so da� h�1(;) = ; und h�1(R) = R gelten. Also ist h : (R;F1) ! (R;F2)messbar mit F1 = P(R) und F2 = f;;Rg. Nun w�ahle A = [0; 1℄ 2 P(R) so da� h(A) = A 62f;;Rg = F2. Also gilt h(F1) 6� F2.26. Kann i
h (mit dem Brave-Mengen-Prinzip) zeigen, da� eine stetige Funktion h : R! R Borelmessbar ist?Sei h : R! R eine stetige Funktion. Wenn C die Sammlung von o�enen Mengen in R ist, sinddie Mengen h�1(C) o�en, d.h. h�1(C) � B(R) gilt. Obwohl �(C) = B(R) gilt, bleibt es no
h zuzeigen, da� h�1(B(R)) � B(R) gilt. Aus h�1(C) � B(R) folgt die Inklusion �(h�1(C)) � B(R).Nimm an, da� �(h�1(C)) = h�1(�(C)) etabliert worden ist. Dann gilt h�1(B(R)) = h�1(�(C)) =�(h�1(C)) � B(R).Es bleibt no
h zu zeigen, da� �(f�1(C)) = f�1(�(C)) gilt, wenn f : 
 ! 
0 und C eine Klassevon Teilmengen aus 
0 ist.Da C � �(C) gilt, folgt f�1(C) � f�1(�(C)). Wenn f�1(�(C)) eine �-Algebra ist, folgt�(f�1(C)) � f�1(�(C)). (a) f(
) = 
0 2 �(C) ) 
 2 f�1(
0) 2 f�1(�(C)). (b) A 2f�1(�(C)) ) 9B 2 �(C) mit A = f�1(B). Da B
 2 �(C) gilt, folgt A
 = fx 2 
 : f(x) 62Bg = f�1(B
) 2 f�1(�(C)). (
) fAng � f�1(�(C)) ) 9fBng � �(C) mit An = f�1(Bn).Da [nBn 2 �(C) gilt, folgt [nAn = fx 2 
 : f(x) 2 [nBng = [nfx 2 
 : f(x) 2 Bng =[f�1(Bn) 2 f�1(�(C)). Daher folgt �(f�1(C)) � f�1(�(C)).Das Brave-Mengen-Prinzip wird verwendet, um zu zeigen, da� f�1(�(C)) � �(f�1(C)) gilt: (0)S = fB 2 �(C) : f�1(B) 2 �(f�1(C))g, (1) C � S (o�ensi
htli
h), (2) S ist eine �-Algebra,und (3) �(C) � �(S) = S (folgt sofort). Es bleibt no
h zu zeigen, da� S eine �-Algebra ist.(a) f�1(
0) = 
 2 �(f�1(C)) ) 
0 2 S. (b) B 2 S ) A = f�1(B) 2 �(f�1(C)). DaA
 2 �(f�1(C)) gilt, folgt f�1(B
) = fx 2 
 : f(x) 62 Bg = A
 2 �(f�1(C)) oder B
 2 S. (
)14



fBng 2 S ) fAng = ff�1(Bn)g 2 �(f�1(C)). Da [nAn 2 �(f�1(C)) gilt, folgt f�1([nBn) =fx 2 
 : f(x) 2 [nBng = [nfx 2 
 : f(x) 2 Bng = [nAn 2 �(f�1(C)) oder [nBn 2 S.27. Kann i
h zwei einfa
he Funktionen mit der selben Basis darstellen und dadur
h zeigen, (1) da�das Integral (bez�ugli
h eines Ma�es) einer einfa
hen Funktion wohl de�niert wird und (2) da�bin�are punktweise Operationen, z.B. Arithmetik, max, min, usw, einfa
he Funktionen liefern?Sei f eine einfa
he Funktion, f =PNn=1 anIAn , wobei die Mengen fAng ni
ht notwendigerweisedisjunkt sind. Dann de�niere die disjunkten Mengen D = f\Nn=1Cn : Cn = An oder A
ng =fBmg. Dann gilt f = NXn=1 anIAn = MXm=10� XBm�An an1A IBm = MXm=1 bmIBmund daher kann jede einfa
he Funktion bez�ugli
h einer Sammlung von disjunkten Mengendargestellt werden. Nimm nun an, da�f = NXn=1 anIAn und g = MXn=1 bmIBmzwei einfa
he Funktionen sind, wobeiaN = 0 AN = [[N�1n=1 An℄
 An \Am = ;bM = 0 BM = [[M�1m=1Bn℄
 Bn \Bm = ;gelten. Da [Nn=1An = 
 = [Mm=1Bn gelten, folgenAn = [Mm=1(An \Bm) Bm = [Nn=1(An \Bm)und: f = NXn=1 MXm=1 anIAn\Bm g = MXm=1 NXn=1 bmIAn\Bm :Da die zwei Funktionen bez�ugli
h der selben Basis dargestellt worden sind, kann die erw�ahntenOperationen lei
ht dur
hgef�uhrt werden:(f 
 g) = NXn=1 MXm=1(an 
 bm)IAn\Bmwobei 
 = �, min, max, usw., und das Ergebnis ist klar no
h eine einfa
he Funktion. DieseDarstellung kann au
h verwendet werden, um zu zeigen, da� das Integral einer einfa
hen Funk-tion unabh�angig von den De�nitionsmengen ist:f = g ) an = bm = 
nm auf An \Bmund: Z
 fd� = NXn=1 an�(An) = NXn=1 an MXm=1�(An \Bm) = NXn=1 MXm=1 
nm�(An \Bm) =Z
 gd� = MXm=1 bm�(Bm) = MXm=1 bm NXn=1�(An \Bm) = MXm=1 NXn=1 
nm�(An \Bm):15



28. Kann i
h zeigen, da� Arithmetik mit Borel messbaren Funktionen eine Borel messbare Funktionliefert?Seien f; g : 
! �R Borel messbar. Na
h dem Satz 1.5.5.b gibt es einfa
he Funktionen ffng undfgng, so da� jfnj; jgnj < 1, fn ! f und gn ! g gelten. Dann sind fn � gn, fngnIff 6=0gIfg 6=0g,und fn[gn + n�1Ifgn=0g℄�1 einfa
he Funktionen. Da die folgenden gelten,fn � gn ! f � gfngnIff 6=0gIfg 6=0g ! f � gfn[gn + n�1Ifgn=0g℄�1 ! f=gsind die Limiten Borel messbar na
h dem Satz 1.5.4.29. Kann i
h zeigen, da� eine Borel messbare Funktion ein Limes von endli
h wertigen einfa
henFunktionen ist?Es wird zuerst gezeigt, da� eine Borel messbare Funktion h � 0 als ein Limes einer steigendenFolge von endli
h wertigen einfa
hen Funktionen dargestellt werden kann. De�nierehn(x) = 8>><>>: k � 12n ; k � 12n � h(x) < k2n ; k = 1; : : : ; n2n; k = 1 + [[2nh(x)℄℄n; n � h(x):Es wird nun gezeigt, da� 0 � hn(x) � hn+1(x) � h(x) gilt. Na
h der De�nition der einfa
henFunktionen ist es klar, da� 0 � hn(x) � h(x), 8n gilt. F�ur die Unglei
hung hn(x) � hn+1(x)gibt es die folgenden F�alle.(a) h(x) � n+ 1. Dann gilt hn+1(x) = n+ 1 > n = hn(x).(b) n+ 1 > h(x) � n. Dann gilt:2n+1h(x) � n2n+1 ) [[2n+1h(x)℄℄ � n2n+1 ) [[2n+1h(x)℄℄2n+1 � n:Na
h der De�nition von hn(x) gilt hn(x) = n � h(x). Na
h der letzten Unglei
hung und derDe�ntion von hn+1(x) gilt: hn+1(x) = [[2n+1h(x)℄℄2n+1 � n = hn(x):(
) (m � 1)=2n+1 � h(x) < m=2n+1, m = 1 + [[2n+1h(x)℄℄ zwis
hen 1 und n2n+1. Da m ni
htgr�o�er als (n+ 1)2n+1 ist, gilt: hn+1(x) = m� 12n+1 :Nimm an, da� m gerade ist. Dann gilt:(m� 1)=22n � h(x) < m=22n ) m=2� 12n � h(x) < m=22n :Da m=2 f�ur gerade m h�o
hstens n2n ist, liefert die letzte Unglei
hung den Wert von hn(x):hn(x) = m=2� 12n = m� 22n+1 < m� 12n+1 = hn+1(x):Nimm an, da� m ungerade ist. Dann gilt:(m� 1)=22n � h(x) < m=22n ) (m� 1)=22n � h(x) < (m� 1)=2 + 12n :16



Da (m� 1)=2+1 f�ur ungerade m h�o
hstens n2n ist, liefert die letzte Unglei
hung den Wert vonhn(x): hn(x) = (m� 1)=22n = m� 12n+1 = hn+1(x):Nun ist es zu zeigen, da� hn(x) punktweise gegen h(x) konvergiert. Wenn h(x0) =1 konvergierthn(x0) = n nat�urli
h gegen h(x0). Nimm an, da� h(x0) < 1 gilt. F�ur n > h(x0) undk = 1 + [[2nh(x)℄℄ gilt jh(x0)� hn(x0)j � k2n � k � 12n = 12n ! 0und daraus folgt punktweise Konvergenz.Nun sei h eine allgemeine Borel messbare Funktion. Dann kann das obige Argument f�ur h+und h� verwendet. Seien fn und gn einfa
he Funktionen, wobei fn " h+ und gn " h� gelten,und de�niere hn = fn � gn. Dann gelten jhj = h+ + h� � fn + gn = jhnj und hn = fn � gn !h+ � h� = h.30. Habe i
h ein Beispiel einer Funktion h, mit der ein Integral R
 hd� ni
ht existiert? Habe i
hein Beispiel einer Funktion f , die ni
ht �-integrierbar ist?Sei h : R! R. Wenn das Integral existiert, gilt RR hd� = RR h+d�� RR h�d�. Mit h(x) = 1=xhat man RR h+d� = R10 dx=x =1 = R 0�1 dx=jxj = RR h�d�, so das Integral existiert ni
ht.Sei f(x) = 1=jxj so da� RR fd� =1 gilt.31. F�ur einen gegebenen Ma�raum (
;F ; �) und eine Borel messbare �-integrierbare Funktion f ,kann i
h zeigen, da� RB fd� = RB f+d�� RB f�d�, 8B 2 F gilt?Na
h der De�nitionen gelten:ZB fd� = Z
 f � IBd� = Z
(f � IB)+d�� Z
(f � IB)�d�und Z
 f+ � IBd�� Z
 f� � IBd� = ZB f+d�� ZB f�d�:Aus den Glei
hungen (f � IB)+ = f+IB und (f � IB)� = f�IB folgtZ
(f � IB)+d�� Z
(f � IB)�d� = Z
 f+ � IBd�� Z
 f� � IBd�und daher gilt die gew�uns
hte Glei
hung.32. Kann i
h den Additivit�atssatz beweisen, sogar in dem Fall, da� die punktweise Summe ni
htnotwendigerweise wohl de�niert wird?Zuerst wird es gezeigt, da� R
(f + g)d� = R
 fd�+ R
 gd� gilt, wenn f + g und R
 fd�+ R
 gd�wohl de�niert werden. Na
hher wird es gezeigt, da� R
(f + g)d� = R
 fd�+ R
 gd� gilt, wennR
 fd� + R
 gd� wohl de�niert wird, sogar wenn f + g ni
ht notwendigerweise wohl de�niertwird.i. Seien f = NXn=1 anIAn und g = MXn=1 bmIBmzwei ni
ht negative einfa
he Funktionen, wobeiaN = 0 AN = [[N�1n=1 An℄
 An \Am = ;bM = 0 BM = [[M�1m=1Bn℄
 Bn \Bm = ;17



gelten. Da [Nn=1An = 
 = [Mm=1Bn gelten, folgenAn = [Mm=1(An \Bm) Bm = [Nn=1(An \Bm)und: f = NXn=1 MXm=1 anIAn\Bm g = MXm=1 NXn=1 bmIAn\Bm :Da die zwei Funktionen bez�ugli
h der selben Basis dargestellt worden sind, folgtZ
(f + g)d� = NXn=1 MXm=1(an + bm)�(An \Bm)= NXn=1 an MXm=1�(An \Bm) + MXm=1 bm MXn=1�(An \Bm)= NXn=1 an�(An) + MXm=1 bm�(Bm) = Z
 fd�+ Z
 gd�ii. Nun seien f; g ni
ht negative Borel messbare Funktionen. Wegen des Satzes 1.5.5.a existiereneinfa
he Funktionen ftng und fung mit 0 � tn � f , 0 � un � g und tn " f , un " g. Es folgt0 � sn = (tn + un) " (f + g). Wegen (i) giltZ
 snd� = Z
 tnd� + Z
 und�# # #Z
(f + g)d� = Z
 fd� + Z
 gd�wobei die angegebene Konvergenz aus dem Monotone Konvergenz Satz 1.6.2 folgt.iii. Seien f � 0, g � 0, h = f + g � 0. Da f + g wohl de�niert wird, folgt g > �1 aus h � 0.Dann hat f die Gestalt f = h+ (�g), und es giltZ
 fd� = Z
 hd�+ Z
(�g)d� = Z
 hd�� Z
 gd�;wobei die letzte Glei
hung aus dem Satz 1.5.9.a folgt. Wenn R
 gd� > �1 gilt, kann das Integralauf beiden Seiten der obigen Glei
hung summiert werden:Z
 hd� = Z
(f + g)d� = Z
 fd�+ Z
 gd�:Wenn R
 gd� = �1 gilt, folgt ein Widerspru
h R
 fd� � � R
 gd� = 1, da R
 fd� + R
 gd�wohl de�niert sein muss.iv. Seien f � 0, g � 0, h = f + g � 0. Wenn (iii) an ~f = �g � 0, ~g = �f � 0 und ~h = �h � 0angewandt wird, folgt� Z
(f + g)d� = � Z
 hd� = Z
 ~hd� = Z
( ~f + ~g)d� = Z
 ~fd�+ Z
 ~gd� = � Z
 fd�� Z
 gd�;wobei der Satz 1.5.9.a verwendet wurde.Nun de�niere:E1 = fx : f(x) � 0; g(x) � 0g E4 = fx : f(x) < 0; g(x) � 0; h(x) � 0gE2 = fx : f(x) � 0; g(x) < 0; h(x) � 0g E5 = fx : f(x) < 0; g(x) � 0; h(x) < 0gE3 = fx : f(x) � 0; g(x) < 0; h(x) < 0g E6 = fx : f(x) < 0; g(x) < 0g18



Die Argumente in (iii) und (iv) implizieren:ZEi hd� = ZEi fd�+ ZEi gd�f�ur i = 2; 3. Wenn f und g vertaus
ht werden, implizieren die Argumente in (iii) und (iv) dieobige Glei
hung f�ur i = 4; 5. Das Argument in (i) impliziert die obige Glei
hung f�ur i = 1. Wennes an �f und �g angewandt wird, impliziert das Argument in (i) die obige Glei
hung f�ur i = 6.Nun de�niere �f (B) = RB fd� �g(B) = RB gd�. Na
h dem Satz 1.6.1 sind �f und �g �-additiv,da R
 fd� und R
 gd� existieren. Daher gelten �f (
) =P6i=1 �f (Ei) und �g(
) =P6i=1 �g(Ei).Sei jetzt au�erdem �h(B) = RB hd�. Dann giltZ
 fd�+ Z
 gd� = �f (
) + �g(
) = 6Xi=1 �f (Ei) + 6Xi=1 �g(Ei)= 6Xi=1[�f (Ei) + �g(Ei)℄ = 6Xi=1 ZEi fd�+ ZEi gd�= 6Xi=1 ZEi(f + g)d� = 6Xi=1 ZEi hd� = 6Xi=1 �h(Ei):Wenn R
 hd� existiert, dann giltZ
 fd�+ Z
 gd� = 6Xi=1 �h(Ei) = �h(
) = Z
 hd�na
h dem Satz 1.6.1.Es ist no
h zu zeigen, da� entweder R
 h+d� <1 oder R
 h�d� <1 gilt. Da h+; h+ � 0 gilt,exitieren R
 h+d� und R
 h�d�. Daher na
h dem Satz 1.6.1 gelten6Xi=1 �h+(Ei) = �h+(
) und 6Xi=1 �h�(Ei) = �h�(
);wobei �h+ und �h� wie oben de�niert werden. Nimm an, da� �h+(
) =1 = �h�(
) gilt. Danngibt es ein Ei und ein Ej, so da��h+(Ei) =1; �h�(Ei) = 0; und �h�(Ej) =1; �h+(Ej) = 0gelten, da h das selbe Vorzei
hen auf jedes Ek hat. Daher geltenZEi fd�+ ZEi gd� = ZEi hd� = ZEi h+d� =1und ZEj fd�+ ZEj gd� = ZEj hd� = � ZEj h�d� = �1:Da f und g die selben Vorzei
hen auf jedes Ek haben, folgenZEi fd� =1 oder ZEi gd� =1 und ZEj fd� = �1 oder ZEj gd� = �1:Falls 1 = REi fd� = REi f+d� gilt, folgt R
 fd� =1,Z
 fd� = Z
 f+d�� Z
 f�d� � ZEi f+d�| {z }=1 � Z
 f�d�:19



Falls REi gd� =1 gilt, folgt �ahnli
h R
 gd� =1. Also gilt entweder R
 fd� =1 oder R
 gd� =1.Falls �1 = REj fd� = � REj f�d� gilt, folgt R
 fd� = �1,� Z
 fd� = � Z
 f+d�+ Z
 f�d� � � Z
 f+d�+ ZEj f�d�| {z }=1 :Falls REj gd� = �1 gilt, folgt �ahnli
h R
 gd� = �1. Also gilt entweder R
 fd� = �1 oderR
 gd� = �1.Es folgt, genau eines von den Integralen R
 fd� und R
 gd� ist +1 und genau eines ist �1, aberR
 fd�+ R
 gd� muss wohl de�niert sein. Der Widerspru
h impliziert, da� entweder R
 h+d� <1 oder R
 h�d� <1 gilt.Es wird nun gezeigt, da� R
(f+g)d� = R
 fd�+R
 gd� gilt, wenn R
 fd�+R
 gd� wohl de�niertwird, sogar wenn f + g ni
ht notwendigerweise wohl de�niert wird.Zuerst nimm an, da� f und g integrierbar sind. Na
h dem Satz 1.5.5.b existieren endli
h wertigeeinfa
he Funktionen ffng und fgng mit jfnj � jf j, jgnj � jgj, fn ! f und gn ! g. Na
h demMajorsierte Konvergenz Satz 1.6.9 geltenZ
 fnd�! Z
 fd� und Z
 gnd�! Z
 gd�:Es gilt au
h jfn + gnj � jfnj+ jgnj � jf j+ jgj. Da jf j+ jgj integrierbar ist, folgtZ
(fn + gn)d�! Z
(f + g)d�au
h mit dem Majorsierte Konvergenz Satz 1.6.9. Da die einfa
hen Funktionen endli
h wertigsind, ist die oben bewiesene Version des Additivit�atssatzes anwendbar,Z
 fnd�+ Z
 gnd� = Z
(fn + gn)d�:Aus den letzten drei Glei
hungen folgt R
 fd�+ R
 fd� = R
(f + g)d�.Nun nimm an, da� f und g ni
ht notwendigerweise integrierbar sind. Da die Summe R
 fd�+R
 gd� wohl de�niert sein muss, wird es ausges
hlossen, da� R
 fd� = � R
 gd� = �1 gilt.Nimm jetzt an, da� R
 f+d� + R
 g+d� = 1 und R
 f�d� + R
 g�d� < 1 gelten. Es ist zuzeigen, da� R
(f+g)d� =1 = R
 fd�+R
 gd�. Na
h dem Satz 1.5.5.a existieren endli
h wertigeeinfa
he Funktionen ff+n g, fg+n g mit 0 � f+n � f+, 0 � g+n � g+ und f+n " f+, g+n " g+. Es gilt,(f+n �f�+g+n �g�) " (f+g) und (f+n �f�+g�n �g�) � (�f��g�) mit R
(�f��g�)d� > �1.Na
h dem Verallgemeinerten Monotone Konvergenz Satz 1.6.7.a giltZ
(f+n � f� + g+n � g�)d� " Z
(f + g)d�:Da f+n , f�, g+n und g� integrierbar sind, liefert eine s
hon beweisene Version des Additivit�ats-satzes die Zerlegung,Z
(f+n + g+n )d�� Z
(f� + g�)d� = Z
(f+n � f� + g+n � g�)d�:Na
h dem Monotone Konvergenz Satz 1.6.2 giltZ
(f+n + g+n )d� " Z
(f+ + g+)d� = Z
 f+d�+ Z
 g+d� =1wobei die letzte Glei
hung mit einer s
hon bewiesenen Version des Additivit�atssatzes folgt. Ausden letzten drei Glei
hungen folgt R
(f + g)d� = 1 = R
 fd�+ R
 gd�. Mit einem �ahnli
henArgument folgt R
(f + g)d� = �1 = R
 fd� + R
 gd�, wenn R
 f+d� + R
 g+d� < 1 undR
 f�d�+ R
 g�d� =1 gelten. 20



33. Kann i
h den Monotone Konvergenz Satz beweisen?Sei fhng eine steigende Folge von ni
ht negativen Borel messbaren Funktionen und de�niereh(x) = limn!1 hn(x), x 2 
. Na
h dem Satz 1.5.9.b folgt R
 hnd� � R
 hd�, 8n, aus derUnglei
hung hn � h. Daher gilt k = limn!1 R
 hnd� � R
 hd�. Sei 0 < b < 1. Sei s eine ni
htnegative, endli
h wertige einfa
he Funktion mit s � h. De�niere Bn = fx : hn(x) � bs(x)g.Dann gilt Bn " 
, da hn " h gilt und s endli
h wertig ist. Na
h dem Satz 1.5.9.b gilt k �R
 hnd� � RBn hnd�. Na
h den S�atzen 1.5.9.b und 1.5.9.a gilt RBn hnd� � RBn bsd� = b RBn sd�.Na
h dem Satz 1.6.1 ist �(B) = RB sd� �-additiv. Na
h dem Satz 1.2.7 gilt RBn sd� = �(Bn)!�(
) = R
 sd�. Nimm b ! 1� und bekomme k � R
 sd�. Mit dem Supremum �uber sol
heeinfa
hen Funktionen s folgt k � R
 hd�. Das heisst, R
 hnd�! R
 hd�.34. Wenn � �-endli
h ist, g; h Borel messbar sind, und R
 gd� und R
 hd� existieren, kann i
hzeigen, da� RA gd� � RA hd�, 8A 2 F , gilt genau dann wenn g � h f.�u. [�℄ gilt. Was kann i
hdann �uber die F�alle g = 0 f.�u. [�℄ und g = h f.�u. [�℄ sagen?Zuerst nimm an, da� g � h f.�u. gilt. F�ur ein gegebenes A 2 F de�niere B = fx 2 A : g(x) >h(x)g, so da� �(B) = 0 und B
 = fx 2 A : g(x) � h(x)g gelten. Na
h dem Satz 1.6.5 giltZB gd� = Z
 gIBd� = 0 = Z
 hIBd� = ZB hd�da gIB = 0, f.�u. hIB = 0, f.�u. gelten. Na
h dem Additivit�atssatz geltenZA gd� = ZA(gIB + gIB
)d� = ZA gIB + ZA gIB
d� = ZB g + ZB
 gd�und ZA hd� = ZA(hIB + hIB
)d� = ZA hIB + ZA hIB
d� = ZB h+ ZB
 hd�:Weil g � h auf B
 gilt, folgtZA gd� = ZB gd�+ ZB
 gd� = ZB
 gd� � ZB
 hd� = ZB hd�+ ZB
 hd� = ZA hd�:Nun nimm an, da� RA gd� � RA hd�, 8A 2 F gilt. Es ist zu zeigen, da� g � h f.�u. gilt. Zuerstnimm an, da� � endli
h ist. Da� g � h, f.�u. gilt, folgt aus den folgenden:i. g � h gilt auf fx : h(x) =1g.ii. g � h f.�u. gilt auf fx : h(x) endli
hg, oder �(C) = 0, C = fx : g(x) > h(x); h endli
hg.iii. g � h f.�u. gilt auf fx : h(x) = �1g, oder �(D) = 0, D = fx : g(x) > h(x); h(x) = �1g.Die Behauptung (i) gilt sowieso. Um (ii) zu beweisen, de�niere Cn = fx : g(x) � h(x) +1=n; jh(x)j � ng. Dann giltZCn hd� � ZCn gd� auf Cn� ZCn hd�+ 1n�(Cn):Da die linke Seite endli
h ist,����ZCn hd����� � ZCn jhjd� auf Cn� n�(Cn) <1folgt 0 � �(Cn)=n � 0 oder �(Cn) = 0. Wegen der Subadditivit�at des Lebesgues
hen Ma�es,die aus Satz 1.2.5.d folgt, gilt �([1n=1Cn) � 1Xn=1�(Cn) = 0:21



Da C � [1n=1Cn gilt, folgt �(C) = 0 aus dem Satz 1.2.5.
. Um (iii) zu beweisen, de�niereDn = fx : h(x) = �1; g(x) � �ng. Dann gilt:�1 � �(Dn) = ZDn hd� � ZDn gd� � �n�(Dn)und aus der Unglei
hung 1 � �(Dn) � n � �(Dn) <1 folgt �(Dn) = 0. Damit gilt au
h�([1n=1Dn) � 1Xn=1�(Dn) = 0wegen der Subadditivit�at. Da D � [1n=1Dn gilt, folgt �(D) = 0 aus dem Satz 1.2.5.
.Nun nimm an, da� � nur �-endli
h ist. Sei weiters fAng eine Folge mit �(An) <1, [Nn=1An " 
und An \Am = ;, und de�niere �n(A) = �(An \A). Aus der Unglei
hung,ZA gd�n = ZA\An gd� � ZA\An hd� � ZA hd�nfolgt RA gd�n � RA hd�n, 8A 2 F . Na
h dem obigen Beweis gilt g � h f.�u. bez�ugli
h �n. Danngilt 0 = �nfx 2 
 : g(x) > h(x)g = �fx 2 
 : g(x) > h(x)g \An= �fx 2 An : g(x) > h(x)g = �fx 2 
 : g(x) � IAn > h(x) � IAng:Also gilt g � IAn � h � IAn f.�u. bez�ugli
h �. Es folgt,g = 1Xn=1 g � IAn � 1Xn=1h � IAn = h f.�u.Wenn die Rollen von g und h in der Unglei
hung, g � h f.�u., vertaus
ht werden, gilt RA gd� =RA hd�, 8A 2 F genau dann wenn g = h f.�u. [�℄. Im bestimmten Fall, da� h = 0 gilt, giltRA gd� = 0, 8A 2 F genau dann wenn g = 0 f.�u. [�℄.35. Kann i
h unter den Voraussetzungen von der 44.Aufgabe und mit Hilfe des obigen verallgemein-erten Additivit�atssatzes die Glei
hung ddx R ba f(x; y)dy = R ba fx(x; y)dy beweisen?Sei f(x; y) : (
; d) � (a; b)! R eine Borel messbare Funktion von y 2 (a; b) f�ur jedes x 2 (
; d).Nimm an, f(x; y) ist Lebesgue integrierbar �uber a < y < b f�ur jedes x 2 (
; d). Nimm an,da� die partielle Ableitung fx(x; y), 8(x; y) 2 (
; d) � (a; b) existiert, und da� fx(x; y) undeine Borel messbare und Lebesgue integrierbare Funktion h(y) : (a; b) ! R die Unglei
hungjfx(x; y)j � h(y), 8(x; y) 2 (
; d)� (a; b) erf�ullen. Die folgenden sind zu zeigen: fx(x; y) ist eineBorel messbare Funktion von y 2 (a; b) f�ur jedes x 2 (
; d), ddx R ba f(x; y)dy existiert 8x 2 (
; d),und die folgende Glei
hung gilt,ddx Z ba f(x; y)dy = Z ba fx(x; y)dy:W�ahle x0 2 (
; d) und sei fxng eine Folge, wobei limn!1 xn = x0 und xn 6= x0, 8n 2N gelten.Da f(x; y) eine Borel messbare Funktion von y 2 (a; b) f�ur jedes x 2 (
; d) ist, istgn(y) = f(xn; y)� f(x0; y)xn � x0 :Borel messbar. Da f(x; y) Lebesgue integrierbar �uber a < y < b f�ur jedes x 2 (
; d) ist, ergibtder oben bewiesene Additivit�atssatz die Glei
hung,limn!1 1xn � x0 "Z ba f(xn; y)dy � Z ba f(x0; y)dy# = limn!1 Z ba gn(y)dy:22



Da die Funktionen fgng Borel messbar sind, istfx(x0; y) = limn!1 gn(y)Borel messbar na
h dem Satz 1.5.4. Laut der Mittelwertssatz, existiert �n zwis
hen xn und x0,so da� gn(y) = f(xn; y)� f(x0; y)xn � x0 = fx(�n; y)gilt, und daher gilt gn(y) = jfx(�n; y)j � h(y). Da h integrierbar ist, laut der MajorsierteKonvergenz Satz, da� der Limes limn!1 gn(y) = fx(x0; y) integrierbar ist und da� die Glei
hunglimn! Z ba gn(y)dy = Z ba fx(x0; y)dygilt. Weil x0 2 (
; d) beliebig ist, folgtddx Z ba f(x; y)dy = Z ba fx(x; y)dy:36. Kann i
h zeigen, da� das Riemanns
he Integral mit dem Lebesgues
hen Integral �ubereinstimmt,wenn die beiden existieren?Sei f : [a; b℄ ! R bes
hr�ankt auf [a; b℄ mit jf j � M . Sei PN = fxngNn=1 eine Teilung von [a; b℄.De�niere�N (x) = sup�2[xn�1;xn℄ f(�); x 2 [xn�1; xn℄; 1 � n � N; UN = Z ba �N (x)d�(x)�N (x) = inf�2[xn�1;xn℄ f(�); x 2 [xn�1; xn℄; 1 � n � N; LN = Z ba �N (x)d�(x):Ist PN+1 � PN eingebettet, dann gilt �1 � �2 � � � � � f � � � � � �2 � �1 und� = limN!1�N ; � = limN!1�Nexistieren. Da � und � Limiten von einfa
hen Funktionen sind, sind sie Borel messbar. Dieeinfa
hen Funktionen j�N j und j�N j werden von der integrierbaren (konstanten) Funktion Mmajorsiert. Na
h dem Majorsierte Konvergenz Satz sind die Limiten � und � integrierbar, unddie folgenden gelten,limN!1UN = limN!1 Z ba �N (x)d�(x) = Z ba limN!1�N (x)d�(x) = Z ba �(x)d�(x)limN!1LN = limN!1 Z ba �N (x)d�(x) = Z ba limN!1�N (x)d�(x) = Z ba �(x)d�(x):Da f Riemann integrierbar ist, sind die zwei obigen Limiten der selbe Limes unabh�angig vonfPNg, und der wird mit ra;b(f) bezei
hnet. Da � und � integrierbar sind, ergibt der Addi-tivit�atssatz 1.6.3 die Glei
hung,Z ba [�(x) � �(x)℄d�(x) = Z ba �(x)d�(x) � Z ba �(x)d�(x) = 0:Na
h dem Satz 1.6.6.b folgt �� � = 0, f.�u. [�℄ aus der letzten Glei
hung und der Unglei
hung� � � � 0. Also gilt sogar � = f = � f.�u. [�℄. Na
h dem Satz 1.6.5.b ist das Lebesgues
heIntegral von f glei
h ra;b(f). 23



37. Kann i
h den Jordan-Hahn Satz beweisen?Sei � ein signiertes Ma� auf (
;F) und de�niere�+(A) = supf�(B) : B 2 F ; B � Ag ��(A) = � inff�(B) : B 2 F ; B � Ag:Es ist zu zeigen, da� �+ und �� Ma�en sind, und � = �+ � �� gilt.Na
h dem Satz 2.1.1 gibt es ein D, so da� �(D) = inff�(A) : A 2 Fg. Na
h dem Satz1.2.5.a gilt �(;) = 0. Da � die beiden Werte �1 ni
ht annimmt, gen�ugt es anzunehmen,da� �(D) > �1 gilt. Ansonsten ist das folgende Argument an �� anwendbar. Es gilt dann,�1 < �(D) � 0 = �(;). Es wird nun gezeigt, da� die folgenden gelten,�(A \D) � 0; �(A \D
) � 0; A 2 F :Nimm an, da� �(A \ D) > 0 gilt. Aus Additivit�at folgt �(D) = �(A \ D) + �(A
 \ D)und daher �1 < �(A \ D) + �(A
 \ D) � 0. Da �(A \ D) > 0 angenommen wird, folgt�1 < �(D) � �(A
 \ D) � 0. Es folgt, 0 < �(A \ D) < 1. Daher kann �(A \ D) in derAdditivit�atsglei
hung subtrahiert werden,�(A
 \D) = �(D)� �(A \D) < �(D);und die Unglei
hung widerspri
ht, da� � in D minimiert wird. Nun nimm an, da� �(A\D
) < 0gilt. Aus Additivit�at folgt den Widerspru
h�(D [ (A \D
)) = �(D) + �(A \D
) < �(D);da D und A \D
 disjunkt sind. Es wird nun gezeigt, da��+ = �(A \D
); �� = ��(A \D)gelten. F�ur B 2 F , B � A gelten�(B) = �(B \D)| {z }�0 +�(B \D
) � �(B \D
)� �(B \D
) + �((A�B) \D
)| {z }�0 = �(A \D
)und �(B) = �(B \D) + �(B \D
)| {z }�0 � �(B \D)� �(B \D) + �((A�B) \D)| {z }�0 = �(A \D):Es folgen, �+(A) =supf�(B) : B 2 F ; B � Ag �(B)��(A\D
)� �(A \D
) A\D
�A� �+(A) =supf�(B) : B 2 F ; B � Agund ���(A) =inff�(B) : B 2 F ; B � Ag �(B)��(A\D)� �(A \D) A\D�A� ���(A) =inff�(B) : B 2 F ; B � Ag:Da �+(A) = �(A\D
) und ��(A) = ��(A\D) ni
ht negativ und �-additiv sind, sind sie Ma�en.S
hlie�li
h folgt die gew�uns
hte Zerlegung aus �(A) = �(A\D
) +�(A\D) = �+(A)���(A).24



38. F�ur eine bes
hr�ankte Verteilungsfunktion F0 auf R, kann i
h eine eindeutige (bis auf additiveKonstanten) Zerlegung von Verteilungsfunktionen F0 = F1 + F2 + F3, �i(a; b℄ = Fi(b) � Fi(a),i = 0; 3, beweisen, wobei �1 ein Z�ahlma� ist, �2 absolut stetig [�℄ (Lebesgues
hes Ma�) ist, und�3 stetig und singul�ar [�℄ ist? Habe i
h ein explizites Beispiel fFig, wof�ur i
h entspre
hendeDi
htefunktionen ffig geben kann?Na
h dem Satz 1.4.4 gibt es ein eindeutiges Lebesgue-Stieltjess
hes Ma� �0 auf F = B(R) mit�0(a; b℄ = F0(b) � F0(a). Da F0 bes
hr�ankt ist, ist �0 endli
h (und so �-endli
h) auf R. Na
hdem Lebesgues
he Zerlegung Satz gibt es eine eindeutige Zerlegung �0 = �2 + �, wobei �2 und� Ma�en sind und �2 � � und � ? � gelten. (Die Zerlegung �0 = �2 + � liefert zwei Ma�en�2; �, wenn �0 ein Ma� ist. Wenn �0 ein signiertes Ma� ist, wird das Argument an �+0 und��0 angewandt, und dann sind �2; � signierte Ma�en.) Daher gibt es eine Menge N , wobei�(N 
) = 0 und �(N) = 0 gelten. Na
h dem Satz 1.2.5.
 gilt �(A \ N 
) = 0, 8A 2 F . Wegender Unglei
hung 0 � �2; � � �0 sind �2 und � endli
he (und so Lebesgue-Stieltjess
he) Ma�en.Na
h dem Satz 1.4.2 gibt es eindeutige (bis auf additive Konstanten) VerteilungsfunktionenF2 und F mit �2(a; b℄ = F2(b) � F2(a) und �(a; b℄ = F (b) � F (a). Wegen der Unglei
hung0 � �(R) � �0(R), ist F bes
hr�ankt. Da F steigend und bes
hr�ankt ist, ist F unstetig nur aufeiner abz�ahlbaren Menge S. Sei �1 das Z�ahlma� auf S mit �1fxg = F (x)�F (x�) = �fxg, x 2 S,oder �1(A) = �(A \ S), A 2 F . Wegen der Unglei
hung 0 � �1(R) = �1(S) = �(S) � �(R),ist �1 ein endli
hes (und so ein Lebesgue-Stieltjess
hes) Ma�. Na
h dem Satz 1.4.2 gibt es eineeindeutige (bis auf additive Konstanten) Verteilungsfunktion F1 mit �1(a; b℄ = F1(b) � F1(a).Dann ist die Funktion F3 = F � F1 eine stetige Verteilungsfunktion. Na
h dem Satz 1.4.4 gibtes ein eindeutiges Lebesgue-Stieltjess
hes Ma� �3 auf F mit �3(a; b℄ = F3(b) � F3(a). Na
hdem Satz 1.4.4 ist � = �1 + �3 das eindeutige zu F = F1 + F3 geh�orige Lebesgue-Stieltjess
heMa�. Also gilt �3(A) = �(A) � �1(A) = �(A) � �(A \ S) = �(A \ S
), A 2 F . Daher gelten�1(N 
) = �(N 
 \ S) = 0 und �3(N 
) = �(N 
 \ S
) = 0 oder �1 ? � und �3 ? �. S
hlie�li
hgilt �0 = �2 + � = �1 + �2 + �3 und daher gilt F0 = F1 + F2 + F3.Na
h dem Radon-Nikodym Satz gibt es eine Borel messbare Funktion f2, so da� �2(A) =RA f2d�, A 2 F . Da �1 und �3 ni
ht absolut stetig bez�ugli
h � sind, liefert der Radon-NikodymSatz keine Di
htefunktionen f1 und f3. F�ur ein explizites Beispiel sei �2(A) = �(A \ [0; 1℄) (sogelten f2 = �[0;1℄ und F2(x) = R x�1 f2(t)dt), sei F3 die Cantors
he Funktion und de�niere�1fxg = ( 1=4n+1; x 2 �In;m0; sonst. C = [0; 1℄ � 1[n=0 2n[m=1 In;m; In;m = (an;m; bn;m)wobei C die Cantors
he Menge ist und fIn;mg die entfernten mittleren Dritteln sind,I0;1 = (13 ; 23)I1;1 = (19 ; 29) I1;2 = (79 ; 89 )I2;1 = ( 127 ; 227 ) I2;2 = ( 727 ; 827) I2;3 = (1927 ; 2027) I2;4 = (2527 ; 2627 )und so weiter. Dann hat F0 Spr�unge am Rand jedes Intervalls In;m, in dem die Cantors
heFunktion F3 konstant ist, und die Summe der Spr�unge im nten Niveau (d.h. in fIn;mg2nm=1) ist2n+1=4n+1 = 1=2n+1, n 2N0. Daher gelten F0(x) = 0, x � 0 und F0(x) = 3, x � 1.39. Kann i
h zeigen, die Cantors
he Funktion F ist stetig und wa
hsend, F 0 = 0 gilt f.�u. [�℄(Lebesgues
hes Ma�), F ist ni
ht absolut stetig, und das Ma� �(a; b℄ = F (b) � F (a) ist sin-gul�ar [�℄ (Lebesgues
hes Ma�)?Die Cantors
he Funktion F wird als ein Limes der folgenden Funktionen fFng de�niert:Fn(x) = 8><>: 0; x � 0; 1; x � 1m=2n; x 2 In;mlinear interpoliert, sonst:25



Die gr�o�te Di�erenz zwis
hen Fn und Fn+1 wird im Intervall [0; 1=3n℄ angenommen: Fn hatdie Steigung [Fn(1=3n) � Fn(0)℄=[(1=3n) � 0℄ = (1=2n)=(1=3n) auf [0; 1=3n℄ und den WertFn(1=3n+1) = (1=2n)=(1=3n) � (1=3n+1), und Fn+1 ist konstant auf [1=3n+1; 2=3n+1℄ mit demWert Fn+1(1=3n+1) = 1=2n+1. Daher erf�ullt die Sup-Norm kFn+1 � FnkC0 = Fn+1(1=3n+1) �Fn(1=3n+1) = 1=(6 � 2n) undkFn+k � FnkC0 � k�1Xm=0 kFn+m+1 � Fn+mkC0 = 1� 2�k6 � 2n�1 n;k!1�! 0:Daher ist fFng eine Cau
hy-Folge in C0. Wegen der Vollst�andigkeit des Bana
hraumes, ist derLimes stetig, d.h. die Cantors
he Funktion F ist stetig. Da F (x) = Fn(x) = m=2n, x 2 In;mgilt, folgt F 0(x) = 0, x 2 In;m, m = 1; : : : ; 2n, 8n 2 N . Das heisst, F 0(x) = 0, x 2 [0; 1℄ � Coder F 0(x) = 0 f.�u. Nun seien fKn;mg2n+1m=1 die Intervalle, die von [0; 1℄ verblieben sind, na
hdemdie Intervalle fIn;mg2nm=1 entfernt werden,2N+1[m=1 KN;m = [0; 1℄ � N[n=0 2n[m=1 In;m; C = 1\N=0 2N+1[m=1 Kn;m; KN;m = [�N;m; �N;m℄:Da F und FN auf jedes In;m, 1 � m � 2n, 1 � n � N konstant sind, gilt2N+1Xm=1 jF (�N;m)� F (�N;m)j = 2N+1Xm=1 FN (�N;m)� FN (�N;m) = 1:Das heisst, die L�ange von [2N+1m=1KN;m vers
hwindet wenn N !1, aber die obige Summe wirdnie kleiner als 1. Daher ist F ni
ht absolut stetig. Na
h dem Satz 1.4.4 gibt es ein eindeutigesLebesgue-Stieltjess
hes Ma� � auf B(R) mit �(a; b℄ = F (b)�F (a), da F eine Verteilungsfunktionist. Na
h dem Satz 1.2.7 gilt�([0; 1℄ � C) = limN!1�([Nn=0 [2nm=1 In;m);da [Nn=0 [2nm=1 In;m " [0; 1℄ � C, N !1 gilt. Aus der Glei
hung,�([1n=0 [2nm=1 In;m) = 1Xn=0 2nXm=1F (bn;m)� F (an;m) = 1Xn=0 2nXm=1Fn(bn;m)� Fn(an;m) = 0folgt �([0; 1℄ � C) = 0. Da F (x) = 0, x � 0, und F (x) = 1, x � 1, gelten, folgt �(R � C) =�(C
) = 0. Da �(C) = 0 gilt, folgt � ? �.40. Kann i
h zeigen, da� eine reelle Funktion einer reellen Variable absolut stetig ist, genau dannwenn sie ein unbestimmtes Integral ihrer Ableitung ist?Nimm an, da� f absolut stetig auf [a; b℄ ist. Na
h dem Satz 2.3.2 hat f bes
hr�ankte Variation.Na
h dem Satz 2.3.3 folgt die Gestalt f = F �G, wobei F und G absolut stetige und steigendeFunktionen Sind. Es gen�ugt anzunehmen, da� f steigend ist. Sei � das zu der Verteilungs-funktion f geh�orige Ma�, und sei � das Lebesgues
he Ma�. Na
h dem Satz 2.3.1 (mit G = 0)gilt � � �. Na
h dem Radon-Nikodym Satz gibt es eine �-integrierbare Funktion g, so da��(A) = RA gd�, 8A 2 B([a; b℄). Mit A = [a; x℄ folgt f(x)� f(a) = R xa g(t)dt.Nimm an, da� f(x)� f(a) = R xa g(t)dt gilt. Es gen�ugt anzunehmen, da� g � 0 gilt. Ansonstenbetra
hte g+ und g� getrennt. De�niere �(A) = RA gd�, A 2 B([a; b℄). Dann gilt � � �. WennF die zu � geh�orige Verteilungsfunktion ist, ist F absolut stetig na
h dem Satz 2.3.1. Dann giltF (x)� F (a) = �(a; x℄ = Z xa g(t)dt = f(x)� f(a):Also ist f absolut stetig. 26



41. Kann i
h zeigen, da� die Lp(
)-R�aume (1 � p � 1) Bana
hr�aume sind?Sei 1 � p < 1. Sei ffng eine Cau
hy-Folge in Lp(
). W�ahle nk, so da� kfn � fmkLp(
) <(14 )k+1 f�ur n;m � nk, und �xiere gk = fnk . De�niere Ak = fx : jgk(x) � gk+1(x)j � 2�kg.Von der Chebyshevs
hen Unglei
hung 2.4.9 folgt �(Ak) � 2kpkgk � gk+1kpLp(
) < 2�kp. Na
hdem Borel-Cantelli Lemma 2.2.4 gilt �(lim supnAn) = 0. Wenn x̂ 62 lim supnAn, dann giltjgk(x̂) � gk+1(x̂)j < 2�k f�ur k gro� genug, und fgk(x̂)g ist eine konvergierende Cau
hy Folge.Daher konvergiert fgkg f.�u. gegen einen Limes f . F�ur " > 0 w�ahle N , so da� kfn�fmkpLp(
) < "f�ur n;m � N . Fixiere n � N und nimm m = nk, k !1. Dann mit Fatou's Lemma 1.6.8 gilt:" � lim infk!1 kfn � fnkkpLp(
) = lim infk!1 Z
 jfn � fnk jpd�� Z
 lim infk!1 jfn � gkjpd� = kfn � fkpLp(
):Daher gilt kfn�fkLp(
) ! 0. Da f �fn; fn 2 Lp(
), gilt f = (f �fn)+fn 2 Lp(
), und Lp(
)ist vollst�andig.Nun sei p =1. Sei ffng eine Cau
hy-Folge in L1(
). F�ur ein gegebenes N gilt kfn�fmk � 1=Nf�ur n;m gro� genug. In anderen W�ortern gilt jfn(x) � fm(x)j � 1=N f.�u. oder f�ur x 62 AN ,�(AN ) = 0. Wenn A = [1N=1AN , dann gilt �(A) = 0, und fn � fm konvergiert glei
hm�a�iggegen 0 auf A
. Dann f�ur jedes x̂ 2 A
 konvergiert fn(x̂) gegen einen Limes f(x̂), und dieKonvergenz ist glei
hm�a�ig auf A
. De�niere f(x) = 0 f�ur x 2 A. Es folgt, f 2 L1(
) undkf � fnkL1(
) ! 0.42. Kann i
h zeigen, da� C10 (
) di
ht in Lp(
) (1 � p <1) ist?Sei f 2 Lp(
) mit 1 � p < 1. Na
h dem Satz 2.4.13 gibt es eine einfa
he Funktion h, so da�kf�hkLp(
) < "=2 gilt f�ur beliebiges " > 0. Wenn es gezeigt werden kann, da� es ein g 2 C10 (
)gibt, so da� kh� gkLp(
) < "=2 gilt, dann folgt kf � gkLp(
) < ".Nimm an, da� es gezeigt werden kann, es gibt ein gA 2 C10 (
), so da� kIA � gAk < Æ f�urbeliebiges Æ > 0. Wenn h =PNn=1 anIAn und g =PNn=1 angAn gelten, wobei kIAn � gAnkLp(
) <"=(2N janj) gilt, dann folgt:kh� gkLp(
) = k NXn=1 an(IAn � gAn)kLp(
) � NXn=1 janjkIAn � gAnkLp(
) < "=2:Also kann es angenommen werden, da� h = IA gilt.Da h = IA 2 Lp(
) gilt, folgt �(A) <1. Na
h den Beispielen 46 und 47 gibt es eine kompakteMenge K und eine o�ene Menge V so da� K � A � V und �(V �K) < "=4 gelten. Gesu
htwird eine Funktion g, so da� g = 1 auf K, g = 0 auf V 
, und 0 � g � 1 auf V �K gelten. Dannfolgt kh� gkLp(
) � kIA � IKkLp(
) + kIK � gkLp(
) � 2kIV � IKkLp(
) = 2�(V �K) < "=2.F�ur jedes x in der o�enen Menge V gibt es ein r(x), so da� B(x; 4r(x)) � V . Von der�Uberde
kung K � [x2KB(x; r(x)) gibt es eine endli
he �Uberde
kungK � [Nn=1B(xn; rn);da K kompakt ist. F�ur jedes y in der o�enen MengeS = [Nn=1B(xn; 4rn)� [Nn=1 �B(xn; rn)gibt es ein �(y), so da� B(y; �(y)) � S � V . De�niere die kompakte MengeC = [Nn=1 �B(xn; 3rn)� [Nn=1B(xn; 2rn):27



Von der �Uberde
kung C � [y2CB(y; �(y)) gibt es eine endli
he �Uberde
kungC � [Mm=1B(yn; �m);da C kompakt ist. De�niere
g(x) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

NXn=1 2rn(x� xn)NXn=1 2rn(x� xn) + MXm=1 �m(x� ym) ; x 2 [Nn=1 �B(xn; 2rn)0; sonstwobei  "(x) = 8<: 1
" exp � 1x2 � "2 �; jxj < ";0; sonst, 
" = Z +"�" exp � 1x2 � "2 � dx:Fixiere x 2 [Nn=1 �B(xn; rn). Dann gilt au
h x 2 K. Aus[Mm=1B(ym; �m) � S = [Nn=1B(xn; 4rn)� [Nn=1 �B(xn; rn)folgen [Mm=1B(ym; �m) 6� [Nn=1 �B(xn; rn) und x 62 [Mm=1B(ym; �m). Daher gilt  �m(x� ym) = 0,m = 1; : : : ;M . Da es irgendein n̂ gibt, so da� x 2 �B(xn̂; rn̂) und  2rn̂(x� xn̂) 6= 0 gelten, folgtg(x) = 1.Fixiere x 2 [Nn=1B(xn; 2rn) � [Nn=1 �B(xn; rn). Dann gibt es ein n̂, so da� x 2 B(xn̂; 2rn̂) und 2rn̂(x� xn̂) 6= 0 gelten. Daher ist g(x) wohl de�niert.Fixiere x 2 �[[Nn=1B(xn; 2rn)℄. Dann gilt au
h x 2 C, und es gibt irgendein m̂, so da� x 2B(ym̂; �m̂) und  �m̂(x � ym̂) 6= 0 gelten. Daher ist g(x) wohl de�niert. Anderseits gilt x 2B(xn; 2rn) f�ur kein n, und daher gilt  (k)2rn(x � xn) = 0, n = 1; : : : ; N , 8k 2 N 0. Also giltg(k)(x) = 0, 8k 2N 0.43. Habe i
h ein Beispiel einer Funktion �, wobei k���nkL1(
) ! 0 f�ur keine Folge f�ng � C0(
)gilt?Nimm an, da� k���nkL1(
) ! 0 gilt f�ur eine Folge f�ng � C0(
) und eine Funktion �. Danngilt: k�n � �mkC0(
) = k�n � �mkL1(
) � k�n � �kL1(
) + k�m � �kL1(
) n;m!1�! 0:Das heisst, f�ng ist eine Cau
hy-Folge in C0. Wegen der Vollst�andigkeit des Bana
hraumes, istder Limes stetig. Daher gilt k�� �nkL1(
) ! 0 ni
ht, wenn � unstetig ist.44. Habe i
h ein Beispiel einer Folge ffng und einer Funktion f , wobei fn ��! f und fn Lp�! fgelten, aber fn �! f f.�u. gilt ni
ht? Kann i
h eine Teilfolge ffn0g �nden, wobei fn0 �! f f.�u.[�℄ (Lebesgues
hes Ma�) gilt?Auf [0; 1℄ de�niere f = 0 undfn;m(x) = ( 1; (m� 1)=n < x � m=n; m = 1; : : : ; n0; sonst:Dann f�ur p 2 (0;1) gilt kfn;m � fkpLp = Z m=n(m�1)=n d� = 1=n n!1�! 0:28



Na
h dem Satz 2.5.1 gilt fn;m ��! f . Jedo
h f�ur jedes x̂ 2 (0; 1℄ kommen 1 und 0 in derFolge ffn;m(x̂)g unendli
h oft vor, und daher konvergiert die Folge punktweise nur in x = 0.Anderseits gilt fn;1(x̂) n!1�! f(x̂) = 0, 8x̂ 2 (0; 1℄.45. Kann i
h zeigen, da� die Sobolevr�aume Wm;p(
) (1 � p � 1;m 2N 0) Bana
hr�aume sind?Sei fung eine Cau
hy-Folge in Wm;p(
). Dann ist fD�ung eine Cau
hy-Folge in Lp(
) f�ur0 � j�j � m. Na
h der Vollst�andigkeit von Lp(
) gibt es ein u� 2 Lp(
), 0 � j�j � m, so da�D�un n!1�! u�. Nun f�ur � 2 C10 (
) und 0 � j�j �m giltlimn!1hu� �D�un; �iL2(
) � limn!1 ku� �D�unkLp(
) � k�kLq(
) = 0wobei die H�olders
he Unglei
hung verwendet wurde. Sei u = u� wenn j�j = 0 gilt. Aus derobigen Abs
h�atzung und der Inklusion un 2Wm;p(
) folgt:hu;D� iL2(
) = limn!1hun;D� iL2(
) = limn!1(�1)j�jhD�un;  iL2(
) = (�1)j�jhu�;  iL2(
)f�ur  2 C10 (
) und 0 � j�j � m. (Bemerke, da�  2 C10 (
) ) D� 2 C10 (
).) Na
h derDe�nition der s
hwa
hen Ableitung, folgt D�u = u� 2 Lp(
). Daher gilt u 2 Wm;p(
), undWm;p(
) ist vollst�andig.

29


