Scriptum fiir das Proseminar aus Analysis III

. Kenne ich einen Banachraum und einen Hilbertraum?

Jeder Hilbertraum ist ein Banachraum. Ein Banachraum ist ein vollstandiger normierter Vek-
torraum. Ein Hilbertraum hat eine zusatzliche Struktur: ein Innenprodukt. Eine Menge ohne
eine Norm ist kein Banachraum, da die Vollstandigkeit von der Norm abhéangt.

Die mit der Sup-Norm |[|f|| = sup,¢jo,1) |f(2)| ausgestattete Menge C([0,1]) bildet einen Ba-
nachraum, der notwendigerweise kein Hilbertraum ist: Die Sup-Norm erfiillt das Parallelo-
gramm-Gesetz (||f + g/ + | f — gl|*> = 2/ f]|* + 2/|g/|*) nicht, und daher ist es nicht méglich ein
Innenprodukt ((f,g) = 2| + gl|*> — 3||f — ¢/|*) damit zu definieren.

Die mit dem Innenprodukt (f,g) = fol f(z)g(x)dz ausgestattete Menge L?([0,1]) bildet einen
Hilbertraum mit der Norm ||f| = (f, f)*/?, die das Parallelogramm-Gesetz erfiillt. Die zusétz-
liche Struktur in Hilbertrdumen ist wichtig zum Beispiel fiir Projektionen, d.h. néchste Ap-
proximationen in Unterrdumen, die sehr wichtig in Anwendungen sind. Im Gegensatz zu
Hilbertrdumen ist es im allgemeinen nicht moglich, eine Projektion in Banachrdumen zu definier-
en.

. Kenne ich einen nicht vollstdndigen normierten Vektorraum V ¢ Kann ich ein “Loch” in V
demonstrieren, d.h. V S v, v & V?

Die mit der L'-Norm || f| = fol | f(z)|dx ausgestatteten C*(]0, 1])-Funktionen bilden keinen voll-
stindigen Vektorraum, da die Folge {¢,,(z) = [224+n"2]'/?} in der L'-Norm gegen x(z) = |z| ¢
C*(]0,1]) konvergiert.

. Habe ich ein Beispiel x € CO\C'? Kenne ich verschiedene Beispiele stetiger aber nicht differen-
zierbarer Funktionen?

Die Funktion yi(z) = |z| € CO\C! ist stetig aber nicht differenzierbar in z = 0. Es gibt
einen Sprung in x}(z). Die Ableitung von yo(z) = |z|*/? existiert in & = 0 nicht, da sie
betriglich unendlich ist: y4(0%) — 4o00. Wegen der Schwingungen existiert die Ableitung von
x3(z) = xsin(1/z) in x = 0 nicht. Zusammengefasst sind die moglichen Griinde der nicht
differenzierbarkeit: Spriinge, Unendlichkeiten und Schwingungen in der Ableitung.

. Habe ich ein Beispiel § € C'\C?? Kenne ich eine differenzierbare aber nicht stetig differenzier-
bare Funktion?

Die C!'-Funktion
x 22/2, >0
o(x) = /0 t|dt = { L w20
liegt in C? nicht, weil die Ableitung ¢’(x) = |x| in & = 0 nicht differenzierbar ist. Fiir p € (1,2
ist f(z) = |x|Psin(1/x) differenzierbar fiir alle z,

(0 — i T O

— p—1g: — _
Lim - sgn(h)|h[P~" sin(1/h) = 0, (p—1>0)

aber

f(z) = sgn(x)p]m\pfl sin(1/x) — ]w\pﬁ cos(1/x)
ist in # = 0 nicht stetig. Wenn p = 2 gilt, hat |z|P~2cos(1/x) = cos(1/z) in = 0 bose
Schwingungen. Wenn 0 < p < 1 gilt, ist |z|P~2 in 2 = 0 unbeschrinkt.

. Kenne ich eine nicht sprungstetige Funktion f € L'? Kenne ich verschiedene Beispiele nicht
stetiger Funktionen? Kenne ich die nicht integrierbaren Funktionen xP ¢

Die Funktionen f(z) = sin(1/x) und g(z) = 1/x sind in = = 0 keine sprungstetigen Funktionen,
da die einseitigeren Grenzwerte nicht existieren. Die Funktion h(z) = sgn(z) ist sprungstetig



aber nicht stetig in x = 0. Zusammengefasst sind die moglichen Griinde der nicht Stetigkeit:
Spriinge, Unendlichkeiten und Schwingungen in der Funktion. Die Funktionen P erfiillen:

1 -1 0 —1
/xpdx... <00 P> / Pde... ] S P<
0 = 00, pg_l 1 = 00, pZ_l
und daher ist 2P auf [0,1] fiir p < —1 und auf [1,00) fiir p > —1 nicht integrierbar.
. Kenne ich eine beschrankte aber nicht Riemann integrierbare Funktion, und kann ich zeigen,
daf$ sie nicht Riemann integrierbar ist?

Mit einer beliebigen Zerlegung 0 = z¢p < 9 < -+ < x,—1 < x, = 1 des Intervalls [0, 1], definere
die Funktionen:

sSup f(x)’ x € [xiflaxi), inf f(x), WS [mi,l,xi),

$E[:L‘i_1,l‘i) 1‘6[$i_1,$i)
folz) = 1=1,n—-1 fulz) = 1=1,n—-1

sSup f(x), =€ [rp1, ] inf f(@), z € lxp_1,2n]

TE€[Tn—1,2n] T€[Tn—1,2n]
fiir
)1, ze@n]0,1]
flz) = { 0, sonst.

Da die folgenden gelten,

1 1
0= fulz) < f(z) < folz) =1, / fulz)dz =0, / fo(x)dz =1
0 0
ist f(x) auf [0, 1] nicht Riemann integrierbar.
. Kann ich die Héldersche Ungleichung oder die Minkowskische Ungleichung oder die Aquivalenz
der p-Norm und der g-Norm fir f,g € L>([a,b]) oder fir x,y € R" zeigen?

Seien f,g € L*([a,b]). Die Ergebnisse folgen fiir Vektoren z,y € R"™ wenn f und ¢ in einer
endlichen Zahl von Punkten konzentriert werden, d.h. die Integrale werden Summen.

Holder. Mit p,g > 1 und 1/p + 1/q = 1 impliziert die Ungleichungen ab < o /p + b?/q:

f@g@) _ 1[I @17 1 [lg@)]"
[Flallglls = [ \If\lp] "4 l IIQHJ '

Durch Integration folgt:

ol [ f@e) [ fLT@I] 1 [le@) ), 11
ufupuguq‘/ 1 Tollolle” </ {plufuJ Hluguq} }d p !

Minkowski. Die Dreiecksungleichung impliziert:

1F +gll5 = II1F +gP~Hf +glll < I1f + g Flll + 11f + gl gl
Mit p,g > 1und 1/p+1/q =1 oder (p — 1)q = p impliziert Holder:

1F + gls < IFIpl1F + gl P91 + gl lI1£ + 1P~ = [ £l + lglo]1f + gl

oder:

15+ gllo = I1F + g5/ 2 < 1| £llp + llgllp-
Norm Aquivalence. Mit 1 <p < ¢, r = ¢/p und 1/r 4+ 1/s = 1 impliziert Holder:

LIE = WAL < TP - 2l = AP IRT (b = @)= = [1£ I (b — )t P/a

oder:
1 £llp < N1 fllq(b— a)l/pfl/q_



8. Verstehe ich die partiellen Integrationen, die fur den Finheitskugelinhalt oder fiir die Regeln der
numerischen Integration verwendet wurde?

Fiir den Einheitskugelinhalt (cf. Forster, S. 145):

+1 1 T ™
Cn = / (1—tH"2 dt=...t=cos(z)... = / sin” (z)dx = / sin" ! (xz) sin(z)dz.
—1 0 0
Durch partielle Integration,

cn = sin" H(z) (:os(gzc)‘;r +(n—1) /07r cos?(z) sin" % (x)dx

= (n—-1) /Oﬂ[l — sin?(2)] sin™ 2 (z)dx = (n — 1)[cp_2 — ]

folgt die Rekursion ¢, = (1 — 1/n)c,—o.
Fiir die Trapezregel:

b

b b
[ @@ = v @)@ - @ f @) + [ @ @)

a

und im allgemeinen:

b

b
+ (1" [Co(a@) ) @)de.

a

n—1

b
[ e @ @da = ¥ () @) )

m=0

9. Kann ich Polynome unter Nebenbedingungen bestimmen, z.B. fiir die Fehlerabschdtzung der
Simpsonschen Regel oder der Trapezregel?

Fir die Trapezregel:

h

+ /ab v(z)f" (z)dw

h h
| #@de = [ @) @i = o@)f@) - @) @)
0 0

0

1 b "
= SUO+ @+ [ @) @)

und die Bedingungen auf v sind:

V' (x) =1, v'(h) = 2h = —/(0) v(h) =0 =v(0).
Durch Integration ist v(z) = 2%/2 + ax +b. Wegen der Bedingungen v(h) = 0 = v(0) hat
v(x) die Form v(z) = cz(x — h) und daher gelten b = 0, a = —h/2 und v(z) = z(x — h)/2.

Gliicklicherweise gelten v'(h) = h/2 = —v/(0).

Fiir die Simpsonschen Regel:

h 0 h
Vi@ = [ @i [ @)

mit v1(z) = (z + h)3(3z — h)/72 und ve(x) = (x — h)*(3z + h)/72.



10. Verstehe ich Konvergenz und absolut Konvergenz fir Integrale und Reihen, und kenne ich Ver-
fahren mit denen ich beides zeigen kann?

Zum Beispiel:

/ de = ...uzl/x...:/ Sm(u)du:/ Sm(u)du—l—/ Sm(u)du
0 X 0 u 0 u T u
_ /7r sin(u d +Z/(k+1 sin(u
0

™ sin(u (k1) P du
= /0 d +Z / {(—1) sm(u)} ;
Auf dem Intervall [0, 7] gilt |sin(u)/u| < 1 und daher gilt:

/ sm(u)du‘ S/
0 U 0

Auf dem Intervall [kr, (k + 1)7] ist [(—1)¥ sin(u)] nicht negative. Nach dem Mittelwertsatz gibt
es ein & € [km, (k4 1)7] so daB:

L k) 2 = 2 [ [yt

sin(u)

du < .

u

™ u ke
oder:
> (k+1)m du & (—1)k DT ‘
;(—1)‘“/M [(—1)"“sm( )} - :;;1( fk) /}m [(—1)ksm(u)} du.

Wegen der Periodizitat des Integrands gilt:

/k(lﬂ_l)7r {( 1)k sin(u )} du = /Oﬂ sin(u)du = 2

™

und daher:

o0

i_o: /(k+1) {(—1)k sin(u)} d_:b _, Z (-

=

Wegen der Ungleichung kr < & < (k+ D)7 < &1 < (k + 2)m ist {1/} eine fallende
Nullfolge mit nichtnegativen Gliedern. Nach dem Leibnizschen Kriterium fiir alternierende
Reihen konvergiert die letzte Summe. Deshalb konvergiert das obige Integral. Auf der anderen

Seite konvergiert das Integral nicht absolut:

/OOO w dr — /% Sln(l/ﬂf da +Z/(k+1)w sin 1/x dr= . =1/

™ sin(u) =1 1< 1
/0 u “J“ng E D >

11. Kenne ich Figenschaften der Gamma-Funktion und thre Beziehung mit der Fehlerfunktion?



12.

13.

14.

Fiir den Einheitskugelinhalt, 7, = Vol(K,(1)) = 7n—1¢n, ... Cn f“ 2)(n=1)/2,
Cn Cn1=27/N..., Ty = CnTn_1 =20 17, o,

I'(n) = /Ooot"_le_tdt
Dk+1) = k!
Ph+3) = (kD) == [AH2 . ]1()

I(z) = Vr
oder 7, = 7%/2/T'(n/2 + 1) (cf. Forster, S. 145). Fiir die Fehlerfunktion:
N3

VT : e L [T 1y 11
Ttlggoerf(t):tlg& Oegdfz...m:g...i/o N2 endnzif(i):T.

Kann ich die Leibnizsche Regel anwenden?

Die Leibnizsche Regel ist:

d b(z) Nt — b(z) N , y ,
% /a(m) f(x, ) = /a(:v) f:v(x’ ) + f(x, (3:)) (m) — f(x’ a(x))a (x)
Zum Beispiel:

In(z) In(z)
i/ exp(—xt?)dt = / [—t% exp(—xt?)]dt
dx cos(x) cos(z)

+ exp(—zIn(z))(1/x) — exp(—z cos(z))(— sin(x)).

Kenne ich Funktionenfolgen die einerseits gleichmdfig oder andererseits nur punktweise kon-
vergieren, und kann ich die Konvergenz zeigen?

konvergieren nur punktweise auf [0, 1] gegen die Funktion g(z) = 0, x € [0,1), g(1) = 1. 1
einem Schlauch mit Radius kleiner als eins passen die g,s schliellich nicht, d.h. g, (z)—gn+x(x) =
n g™tk 1 fiir £ ~ 1 und k groB genug.

=

T

Habe ich beweisbare Beispiele in demen man die Limiten vertauschen darf und nicht darf:
Llimy_o fn(2) = limy_oo Lfn(x), wobei L = lim,_,,, Dy, oder [dz.

Seien:
V1: Vertauschbarkeit mit L = lim , lim lim fy(z) = lim lim fy(z)
T—xT0 r—x0 N—00 N—o00 T—T0
V2: Vertauschbarkeit mit L = D,, D, lim fy(z) = lim D,fn(z)
N—oo N—oo
V3: Vertauschbarkeit mit L:/dx, A}im fn(z)de = hm /fN
—00

GO: gleichméfige Konvergenz von {fy}
G1l: gleichméBige Konvergenz von {f) }

Auf Grund der Satze:

GO = V1
Gl = V2
GO = V3



15.

sind die Limiten mit der obigen Funktionenfolge f,,(x) = 1/n in allen Féllen vertauschbar. Nun
suchen wir Beispiele in denen die Limiten nicht vertauschbar sind. Auf Grund der selben Satze:

nicht V1 = nicht GO
nicht V2 = nicht G1
nicht V3 = nicht GO

miissen die gewiinschten Folgen irgendeine gleichméfiige Konvergenz verletzen, aber wir miissen
auf die folgenden aufpassen:

nicht GO # nicht V1

nicht G1 # nicht V2

nicht GO # nicht V3.

Nicht V1. Die obige nicht gleichméfig konvergierende Funktionenfolge g, (z) = ™ passt:
L lim gn(z) = lim lim g,(z) = lim g(z) =0 #

lim Lg,(z)= lim hm gn(z) = lim 1=1.

n—oo n—oo r—1 n—oo
Nicht V2. Die Folge g, (2) passt hier nicht, weil der Inhalt [ g, (x)dz verschwindet wenn n — co.
Eine passende Funktionenfolge, die nicht gleichméBig sondern nur punktweise gegen h(x) = 0
konvergiert, ist h,(x) = n, z € [0,1/n], hy(x) = 0, sonst:

1 1
L lim h,(z) :/0 lim h,(z)dz :/0 h(z)dx =

n—oo n—oo
lim Lh,( —hm/h )dx = lim 1 =1.
n—oo n— 00 n—oo

Nicht V3. Die obigen Folgen sind nicht ganz passend, weil eine oder eine andere Funktion nicht
differenzierbar ist. Hier wird eine passende Funktionenfolge durch ¢, (z) = sin(nx)/n definiert.
Sie konvergiert gegen ¢(x) = 0 gleichméaBig, aber die Folge ¢/, () konvergiert gegen ¢'(z) = 0
nicht, d.h. GO gilt aber nicht G1:

thjrolo On(x) = Dy nhjgo ¢n(r) = Dpp(x) =0 #

lim Lo, (x) = lim Dy¢p(x) = lim cos(nzx) existiert nicht.

n—oo n—oo n—oo
Kann ich Fourierreihen berechnen? Verstehe ich was passiert, wenn die Funktion nicht peri-
odisch aussieht? Kann ich die L?>-Norm mit den Fourierkoeffizienten darstellen?

Die Fourierkoeffizienten der Funktion h(z) = sgn(z) werden wie folgt bestimmt, weil h(x)
ungerade ist:

1 /7
an, = — h(z) cos(nz)dx =0
T J—7
1 /7 2 [T
by = — h(z) sin(nz)dx = — h(z) sin(nz)dx
T Jr 7 Jo
2 [+7 2 ™
= —/ sin(nx)dx = — — cos(nx)| = 4/(nm), n ungerade
7w Jo nm 0 0, n gerade.

Also gilt:

. 4
1A — f”LQ([—ﬂ,—HT]) =0 mit f(z)= Z o sin(nz) =

T
n ungerade n=0

6



16.

17.

Obwohl h(z) auf (—oo, 00) nicht periodisch aussieht, ist f(x) auf [—m, +x] periodisch:

-1 z€(—m0)
flz)y=< +1 =z €(0,4n)
0 z=—-m0,47

Nach der Parsevalschen Gleichung gilt:

n 472 >, 16/m?
2 _ 2 _ _
||hHL2([—7T,+7TD - LW |h($)| dr =17 - Z [E:| =T Z (27’L + 1)2 .

n ungerade n=0

Kenne ich Beispiele, in denen der Abstand zwischen einem isolierten Element und einem lin-
earen Unterraum eines Banachraumes einerseits eindeutig und anderseits nicht eindeutig min-
imiert wird?

Seien & = (&1,%2) = (1,1) und M = {x = (z1,22) : o = —x1}. Wenn der Abstand zwischen
& und M in der p-Norm gemessen wird, ist die néchste Projektion «* € M mit ||z — 2*||, =
infyen || — z||, eindeutig fir p € (1, 00], d.h. die Funktion

folz) =1 —z1P + T+ 2P = (&1 — 21)P + (81 — 22)P = || — |}

hat ein eindeutiges Minimum in 27 = 0 (d.h. z* = (0,0)) fiir p € (1,00]: f(0) =0, f)(0) =
2p(p— 1) > 0, und foo(z1) = max(l — z1,1 + x;1) erfiillt fo(0) = 1 und foo(z1) > 1, 1 # 0.
Auf der anderen Seite gilt fi(z1) = 2 fiir alle z; € [—1,+1] und daher wird die Projektion
¥ ={(z7,x%) : 25 = —x] € [-1,+1]} im Fall p = 1 nicht eindeutig bestimmt.

Seien & = (#1,%2) = (0,1) und M = {x = (x1,22) : x2 = 0}. Wenn der Abstand zwischen
Z und M in der p-Norm gemessen wird, ist die néchste Projektion z* € M mit ||z — 2™*||, =
infyens ||& — z||, eindeutig fiir p € [1,00), d.h. die Funktion

fo(z1) =[21P + 1= (21 — 21" + 21 — 22| = |2 — =]}

hat ein eindeutiges Minimum in 27 = 0 (d.h. z* = (0,0)) fiir p € [1,00): f,(0) = 0, f;(0) =
p(p—1) >0, und fi(z1) = |z1] + 1 erfiillt f1(0) = 1 und fi(x1) > 1, 21 # 0. Auf der anderen
Seite gilt foo(x1) = 1 fiir alle z; € [—1, +1] und daher wird die Projektion z* = {(z},z3) : 25 =
0,27 € [-1,+1]} im Fall p = oo nicht eindeutig bestimmt.

Kenne ich Matrizen und Operatoren, deren Normen ich berechnen kann?

Fir eine Matrix:
1 2
4= [ 3 4] Al = mas > | Ja| = 6 | Alloe = max 3 Jay| = 7.
: j

Ein Operator (eine auf einem unendlich dimensionalen Raum definierte Abbildung):
Lf=Ff L:(CHD), | - llery) = (oWl - lleomy)
wobei die Normen so definiert werden:
1fllco(ry = sup | f ()], I fller(ry = sup |f ()] + sup | f'(2)].
zel zel zel

Der Operator ist linear: L(af + 8g) = (af + B9) = af’ + B¢ = aLf + Lg. Die Norm von
L€ L(C,CY ist:

ILf]co supye; |f/(2)]
L] z(c1,co) = sup == = sup :
CLEN T Lo fller — recr supges | ()] + supgeq /()]

7
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19.

Der letzte Quotient @ hat die Form @ = a/(b+ a) und daher ist er immer kleiner als eins:

L 1 ooy < sup <1.
IPleicr on < sup 5

Die obige Folge ¢, () = sin(nx)/n gibt Quotienten @),, die gegen eins konvergieren:

supger |¢'(2)|
L 1,00y 2 Sup - B
IEll g0 2 su sup,cr |@(z)] + sup,er [¢/(x)]  Tn" 1/n+1

L > |[L]l e 00

und daher gilt |||z coy = 1.

Kenne ich Beispiele, in denen die Richtungsableitungen, die partiellen Ableitungen und die Fré-
chetsche Ableitung existieren und existieren nicht?

Die Funktion f(z,y) = x? + y? hat partielle Ableitungen f, = 2z f, = 2y, die stetig sind,
und daher ist f differenzierbar. Deshalb hat die Richtungsableitung D, f(z,y) in der Richtung
v = (h,k) die Darstellung D, f(z,y) = df(x,y)(h,k), und die Fréchetsche Ableitung hat die
Darstellung, df (x,y)(h,k) = Vf(z,y) - (h, k) = foh + fyk = 2xh + 2yk.

Die Funktion f(z,y) = 2%y/(x? +v?), £(0,0) = 0, hat in (z,y) = (0,0) alle Richtungsableitun-
gen,
o f(thitk) = (0,00 £ Rk Rk
Diny 710,0) = jing t “MeEEe e R
aber ist in (z,y) = (0,0) nicht differenzierbar, weil die Darstellung f(h,k) = D(hk)f(0,0) =
df (0,0)(h, k) eine nicht lineare Abbildung fir die notwendigerweise lineare Fréchetsche Ableitung
impliziert.

Die Funktion f(z,y) = zy//x? + y2, £(0,0) = 0, hat partielle Ableitungen in (x,y) = (0, 0):

h—0 h k—0 k

aber keine Richtungsableitungen:

. f(th,tk) — f(0,0) .t hk hk .
lim = lim — = lim —,
t—0 t t—0 |t| /2 + k2 VhZ + k2 t—0 |t

existiert nicht, k # 0 # h.

Da die Richtungsableitungen nicht existieren, ist die Funktion nicht differenzierbar.
Die Funktion f(x,y) = /22 + y? hat in (z,y) = (0,0) keine Richtungsableitungen,

th,tk) — t t
lim f(th, )t 10,0 _ lim |—t|\/h2 + k2 = Vh2 + k2 lim g existiert nicht

und daher ist nicht differenzierbar.

Kenne ich Beispiele, in denen die Anordnung gemischter partiellen Ableitungen vertauscht wer-
den kann und nicht werden kann?

Die Funktion f(z,y) = xy hat die partiellen Ableitungen, 01f = y, dof = x, und 010 f =
0201 f = 1. Die Funktion f(z,y) = zy(z? — y?)/(x® + v?), £(0,0) = 0, hat die partiellen
Ableitungen:

y(at +42%y® —y*)

of(z,y) = (1_2 + yg)g

) alf(07 0) = 07

und:
alf(oa t) - alf(oa 0)
t

=—1.

3201£(0,0) = lim



20.

Da f(yax) = _f(xay) gllt> fOlth

f(y,.%'—i-h)—f(y,.%') . f(m—i—h,y)—f(ﬂc,y)
; = —}I_I)% ; = —01f(z,y).

Also gilt 0102f(y,x) = —0201 f(x,y). Wegen 9201 f(0,0) # 0 ergibt sich somit das Ergebnis
9102 f(0,0) # —0201 £(0,0).

Kenne ich Faltungsoperatoren L™ : C° — C™, m = 1,2 und m = oo, und kann ich zeigen, dafs
L f — f punktweise konvergiert, wenn ¢ — 0%

Definiere:
—+o00

L f)@) = [ K @ - ) )y

—00

wobel die Kernen so definiert werden:

Wy = { 1/(2¢), |t|<e

0, sonst,

(t+e)/e, te[—¢,0]

Ay = { (e—t))e, te0,+e]
0, sonst,
1 1
_ - +e 1
Py = {cge’“’ [ﬂ—e?}’ e 062/ P [m] -
0, sonst, —€ o

Dann gelten L,gm) :C% — C™, m=1,2 und m = oo, und die punktweise Konvergenz, L,gm) f—

f, wenn € — 0. Zum Beispiel,

0@ = [ K@ i@y = [ KOs = o [ i s

—00 —0o0 - 26 —e
und nach dem Mittelwertsatz gibt es ein o € [—¢, ] so daB:

1 +e f(x _ 0—) +e

(L f)x) = o= [ fla—s)ds =

2 /. ds = f(x — o) — f(z), e—0.

2¢e —e

[Lgl) fl(x) ist auch stetig differenzierbar wenn f stetig ist:

L h) — (LY 1 [+
1 +e—h +e
= IPE%)Q—he{/eh flx—t)dt — . f(:v—s)ds}

— %%ﬁ {/_;ihf(x — s)ds —/::_hf(x — s)ds}

hf(x — 1) —hf(z — o)

T € [—e — h,—¢],

cEle—hel, = }1111)% 2he
T — —¢,
s - lotO-fle)
5
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Kenne ich Beispiele, in denen ich Fldchendarstellungen, Niveaukurven, Gradient-Vektorfelder
und Kurven des steilsten Anstiegs ohne einen Computer grafisch darstellen kann?

Die Funktion f(z,y) = 22+y? hat ein Paraboloid als eine Flichendarstellung. Die Niveaukurven
.= {(z,9): f(z,y) = 22 +y? = ¢}, ¢ > 0, sind Kreise, die um den Ursprung zentriert werden.
Der Gradient ist Vf(z,y) = (2x,2y) mit dem Betrag |V f| = 2v/x%2 4 y2. Das heisst, das
Gradient-Vektorfeld besteht aus Vektoren, die immer weg vom Ursprung zeigen, und je ferner
sie vom Ursprung sind, desto grosser im Betrag sind sie. Die Kurven des steilsten Anstiegs
sind radiale Strahlen aus dem Ursprung, und sie sind entsprechend den Gradient-Vektoren
ausgerichtet.

Kenne ich Beispiele mit glatten und nicht glatten, mit extremen und nicht extremen kritis-
chen Punkten, die ich (a) mit der Definitheit der Hesseschen Matrixz, (b) mit einer Taylor-
Entwicklung (wenn nicht (a)), und (c) mit direkten Funtionenwerten (wenn nicht (a) und nicht
(b)) analysieren kann?

Das Paraboloid f(z,y) = 22 + y? und der Sattel g(z,y) = zy haben die Gradienten V f(z,y) =
(2x,2y) und Vg(x,y) = (y,z), und daher ist (z,y) = (0,0) ein kritischer Punkt fiir die beiden
glatten Funktionen. Sie haben die Hesseschen Matrizen,

sz(fﬂ,y)zlﬁ g] DQQ(%@/)ZH H

Die Eigenwerte von D?f sind {2,2}. Daher ist D?f positiv definit, und der kritische Punkt in
(0,0) ist ein Minimum. Die Eigenwerte von D?g sind {—1,+1}. Daher ist D?g indefinit, und
der kritische Punkt in (0, 0) ist kein Extremum.

Die im Ursprung sehr flache Funktion h(z,y) = z* +y* hat den Gradient Vh(z,y) = (423, 4y3),
und daher ist (z,y) = (0,0) ein kritischer Punkt. Sie hat die Hessesche Matrix,

5 1222 0

Die Eigenwerte von D?h im kritischen Punkt sind {0,0}, und aus der Indefinitheit kann noch
nichts Gber den kritischen Punkt beschlossen werden. Aus einer Taylor-Entwicklung,

e (0,1), h(z,y)—h(0,0) = Vh(0,0) (z,y) + 3(z,y) - D*h(tz, ty) - (z,y)
= %<x7y> : Dzh(tl',ty) : <.%',y>

= 6(z*+yHt: >0, x£0#£y

kann es beschlossen werden, da h ein Minimum in (0,0) hat, d.h. h(z,y) > h(0,0) fir alle
(z,y), z #0#y.
Der Funktion s(z,y) = (22 4+ %?)'/3 hat den im Ursprung nicht glatten Gradient,

2(z,y) 1 2(h, k)

322+ y2)23 Vs(th,tk) = —=

Vs(z,y) = 13 3(12 1 k2)2/3

und sie hat tatsachlich einen Spitz im Ursprung. Da der Gradient im Ursprung nicht existiert,
ist der Ursprung ein kritischer Punkt, aber er kann mit den obigen Satzen nicht analysiert
werden. Trotzdem ist es klar aus direkten Funtionswerten, s(x,y) > 0, z # 0 # y, s(0,0) = 0,
dafl die Funktion ein Minimum im kritischen Punkt hat.

Verstehe ich die Bedeutung der Cauchy-Riemannschen Gleichungen?

10



24.

Die Funktion f(z = x + iy) = u(z,y) + iv(x,y) : C — C ist genau dann in zy = xg + iyo
komplex differenzierbar, wenn F = (u,v) : R? — R? in (x0,y) total differenzierbar ist und
die Cauchy-Riemannschen Gleichungen, u, = vy, u, = —vz, in (29, yo) erfiillt sind. In diesem
Fall gilt f'(2.) = wuz(x0,y0) + ivz(20,y0). Insbesondere geben die konstanten Funktionen alle
differenzierbaren Funktionen f: C — C mit f(C) C R: v=0= Vu = 0 = u = Konstante.

Kenne ich einen linearen und einen nicht linearen Operator, dessen Richtungsableitungen und
Fréchetsche Ableitung ich berechnen kann?

Linear. Der lineare Operator Lf = f’: C' — C° wurde frither analysiert. Es wurde gezeigt, dafl

er ein linearer Operator von (C', || -||c1) in (C?, || -||c, ) ist, wobei die Normen die entsprechenden
Sup-Normen sind. Die Richtungsableitungen sind:
L h)—L "+eh)—f
DuL(f) = tim LS FER =Ly STl =T
e—0 15 e—0 €

Daraus ist es zu vermuten, daf§ die Fréchetsche Ableitung durch OL(f)h = b’ = Dy, L(f) definiert
wird. Mit der Definition der Fréchetschen Ableitung wird die Vermutung bestétigt:

[L(f +h) = L(f) = OL(N)h| _ . (1) — [ = 1]

1 =
Al o1 —0 ||| Il 1 —0 Al

=0.

Nicht linear. Sei v € L?([~1,1]) eine verrauschte Funktion. Sei u eine entrauschte Abschiitzung
von v mit u € L?([—1,1]) und ' € L*([-1,1]), die durch die Minimierung von

+1 +1

Ty = [ )~ o@)Pde+ g [ @)
~1 -1

bestimmt wird. Das Funktional J ist nicht linear, weil J(2v) = [|v]|2, + 4p||v/[|25 # 2ullv'|2. =

2J(v) gilt. Nenne den Hilbertraum H', in dem wu sich befindet. Nach der Definition der Rich-

tungsableitung, berechnet man fiir beliebiges w € H':

DWHMZP%JW+m?_JW)—;O;~

+1 +1
{/ [u(x) 4 tw(z) — v(z)]? + pl (x) + tw' (z)]*de — / [u(x) —v(z)]? + u[u'(x)]de}

= lim ! {/+1[tw(m)][2u(x) + tw(z) — 2v(x)] + pltw’ (2)][2u (z) + tw’(w)]dx} =

t—0 Z —1
lim {2 L +11 w(@)u(z) — v(@)] + ' () (2)dz + ¢ [ :l[w(az)]Qdm Fip L Jil[w'(:v)]de}
+1

=2 | Aw@)u@) —v(@)]+ paw' () (z) }da.

Nun ist es zu vermuten, dafl die Fréchetsche Ableitung so definiert wird:
+1
OJ (u)w =2 {w(@)[u(z) —v(z)] + pw' (z)u' (z)}dz.
-1

Diese Abbildung ist linear, da die folgende Gleichung gilt:

0J(u)(aywy + agws) =

11



25.

26.

2 tl{[alwl(w) + aywa(z)][u(r) — v(x)] + plarwy (z) + agwh ()|’ () da

=201 [ i @)lutz) ~ o@)] + (2 ()}
+1

+2az [ {wz(@)fu() — v(@)] + pwsy(x)u’ () }do

= a10J (u)wy + a20J (u)ws.
Mit der Definition der Fréchetschen Ableitung findet man:

i |J(u+w) — J(u) — 0J (u)w| _
lw][—0 [Jw|

1 {/+1 [[u(m) + w(z) —v(@))? = [u(z) — v(x)]? = 2w(z)[u(z) - U(x)” da

lim —
[wl—0 [lw]] 1J/-1

+p / - [/ (@) + w'(2)]2 = [/ (2))2 - 20/ (@) (2)] d:c}

-1

1
= tim o [ 0@l + @] do < max{L il =0

[[w][—0

wobei die H'-Norm natiirlich wie folgt definiert wird:
+1
Jul = ruli3s = [ @+ @) de

Kann ich die erste, die zweite und hohere Ableitungen einer linearen Abbildung berechnen?

Sei L € L(F,G). In einfachen Worten ist L die erste Ableitung von ¢g(f) = Lf nach f, und die
zweite Ableitung von g(f) = Lf nach f ist 0. Mit der Definition der Fréchetschen Ableitung
werden die Vermutungen bestatigt:

IL(f +h) = L(f) = OL(f)hl|5 I(Lf+Lh) = Lf — Lh| 5

lim = lim =0
|1l 4—0 ]| a Ih]la—0 1Al a

i |OL(f + h) — OL(f) — 8*L(h)hl £ a,B) _ o =L =0lgan _ 0
[l 4—0 1A 4 IR 4—0 ] 4

Kenne ich drei partielle Differentialgleichungen, die (die?) drei grundsdtzlichen physikalischen
Phéinomene modellieren, und kann ich entsprechende Lésungen grafisch darstellen?

Felder. Die Fliachendarstellung von f(z,y) = log+/a? 4+ y? ist trichterformig mit einem un-
endlich tiefen (schwarzen) Loch im Ursprung. Die Funktion f ist eine Losung der Laplaceschen
Gleichung

y? — a2 22 — 2

=0
(@ +y2)? (2% +9?)?

N
Af =302 "= fout fyy =
n=1

in {(z,y) € B2 340 £y},
Diffusion. Die Flichendarstellung von g(x,t) = exp[—x2/(4t)]/v/t hat einen Spitz in ¢ = 0, der
nach und nach mit der Zeit ¢ geglattet wird, bis er verschwindet. Die Funktion g ist eine Losung
der Warmeleitungsgleichung

9 2
N=1 vt T
(0 = Alg =" 019 = gaw = expl—a® /()] =75 — exp[—a?/(48)) =5 =

12



27.

28.

in {(z,t) € R*: ¢ > 0}.

Wellen. Die Fléchendarstellung von h(z,t) = sin(z — 2t) ist eine Sinus-Welle in ¢t = 0, die
mit der Zeit ¢t nach rechts (positives z) verschoben wird. Die Funktion A ist eine Losung der
Wellengleichung

[07 — Alh N=t hit — hyy = —4sin(z — 2t) + 4sin(z — 2t) =0

in {(z,t) € R?}.

Kann ich die Produkt-Regel und die Ketten-Regel anwenden, um Ableitungen hoher dimension-
aler (Produkte und Kompositionen von) Abbildungen zu berechnen?

Eine Transformation F : R*> — R? heist starr wenn [0, F]V[0,F] = I gilt, z.B. betrachte

B B cos(c) sin(c) T T |10
F(z) = R(c)z, R(c) = l _sin(c) cos(c) ] , [02F]" [0z F) =R R = 01|
Nimm an, daB F(z,z) : R® — R? ecine von einem Parameter z abhiingige Transformation
ist, z.B. betrachte F(x,z) = R(z)x. Mit einer Transformation G' : R?> — R? nimm an, daf
0,F(z,2) = G(F(z,2)) gilt, und dal OrG schiefsymmetrisch ist, d.h. [0FG] = —[0rG]T. Nun

berechnen wir:

0:{[0aF (. 2)] " [0 F (, 2)]}
Produkt-Regel
= [0aF.(x,2)] [0 F (. 2)] + [02F (x, 2)| " [02F - (x, 2)]
0.F(x,z) = G(F(x,z))
=[0G (F (. 2))]" [0 F (x, 2)] + [0 F (x, 2)] [0:G(F (x, 2))]
Ketten-Regel
= [0FG(F)0xF(x, 2)|  [0sF(x, 2)] + [0 F (x, 2)| ' [0F G(F) 0, F (x, )]
[AB]T = BTAT
= 0. F(x,2) T {[0rG(F)]" + [0FrG(F)|}0xF(x,2) =0

und dadurch zeigen, daf3 F' fiir jedes z starr ist, wenn F' fiir ein zg starr ist:

Oztﬁ@£@ﬁﬂ%HQMﬁ

= [0:F(x,2)]T[0aF (2, 2)] — {[0aF (2, 20)] " [0 F (2, 20)]}
= [0xF(z,2)] [0 F (x,2)] - .

Kann ich die Taylor-Entwicklung mit Restglied einer hoher dimensionalen Abbildung bestim-
men?

Wir bestimmen die Taylor-Entwicklung von f(z,y) = (z — y)/(x + y) im Punkt (1,1) bis
einschliefllich der Glieder zweiter Ordnung. Die partiellen Ableitungen sind:

x—y|v=t 20 |7t 1 2z [v=1 1
f: :07 fl‘ = 3 = -, fy = —72 = — —
T+y =1 (m—l-y) r=1 2 (m—l-y) =1 2
4y 2(z —y) dx
Joz = — 3 fa:y_igﬂ fyy: 3
(z+y) (z+y) (z+y)

13



29.

und die Taylor-Entwicklung ist:
fley) = FLY)+VIAL) (@ -1y -1+
3t € (0,1) : He—1,y—1)-D*fQ+tz—1),1+tly—1) - (z—1y—1)
= SO+ L0, 0@ - 1)+ f,(1, D)y — )+
foa(L+t(x—1),1+t(y — 1))(z — 1)%/2+

foy(I+t(x = 1), 1+ t(y —1))(z - 1) (y — 1)+
fyy(L+t(z = 1), 1+ t(y — 1)y — 1)*/2

= (z—y)/2+
-1)"+ - 1)+
Eriary—2P ¢ YV ertmry—2p? Y
2t(x — y)]
—1 —1
ity 2pe V-
die in der Gerade y = —x nicht gilt, wegen der Nenner (z + y)¥ in f und ihren partiellen
Ableitungen.

Fiir gegebene y = f(z) und F(z,u) = 0, kann ich f~(y), 0y~ (y), w(z) und d,u(x) berechnen?
Insbesondere kenne ich ein Beispiel, in dem f{' # fo ' gilt und f{rlof =T und fylof =1
auf unterschiedlichen Teilmengen gelten?

Die Funktion f : (x,y) — (u,v), u = 2%, v = y, hat den Bildbereich
R ={(u,v):u>0,v € (—00,00)}

da u = 22 > 0 gilt. Die inverse Funktion f;' : (u,v) — (x,y), © = u, y = v, hat den
Bildbereich
Dy ={(z,y) : 2 2 0,y € (—00,00)}

da z = /u > 0 gilt. Die inverse Funktion fy' : (u,v) — (z,9), £ = —/u, y = v, hat den
Bildbereich
Dy ={(z,y) 12 <0,y € (—00,00)}

dax = —y/u < 0 gilt. Jede inverse Funktion dreht das Ergebnis von der urspriinglichen Funktion
herum:

ffl(f(x’y)) = ffl(xQ’y) = (|$|,y) = (x’y)’ ('Iay) € Dy
und

[ (Fy) = f71 (@ y) = (—lzl,y) = (z,y), (2,y) € Da.

Aus der Formel f~!(f(z)) = = ist es leicht mit der Ketten-Regel herzuleiten, da8 die Gleichung,
Af H(f(2)0f(x) =1 oder If'(f(x)) = [0f (=)™

gilt. Insbesondere fiir die obigen Funktionen gelten:
20 0] [ 1/@22) 0
_ _ B 2 .
Of @, y) = 0f (F() = [0 (x)] 1:l 0 11 :l 0 11

Nun seien A, B € R™*" und F(z,u) = Az + Bu, x,u € R". Aus der Formel F(z,u) = 0 ist es
leicht mit der Ketten-Regel herzuleiten, dafl die Gleichung,

0=F, + F,u, oder wu;= —Fu_lFx

14



30.

31.

gilt. Insbesondere fiir die Funktion F(z,u) = Az + Bu gilt:
Fy,=A, F,=B, und u,=-B 'A.
Tatséchlich kann u(x) aus der Gleichung F'(z,u) = 0 direkt hergeleitet werden:
0= F(z,u) = Az + Bu = u(z)=-B 'Ax
und das selbe Ergebnis fiir u, kann direkt gefunden werden:

uy = —D,B YAz = —B71A.

Habe ich ein Beispiel einer Bahnkurve, die ich parametrisieren kann und deren Bogenlinge ich
bestimmen kann?

Ein Kreis kann durch k(t) = (x(t),y(t)), =(t) = Rcos(t), y(t) = Rsin(t) parametrisiert werden.
Die Bogenlédnge fiir ¢ € [tq,t9] ist:

to
Lk :/ kldt = / 2 4 2dt = / R| ) + V20t — R(ty — t1).
(K] , |K| V2 +y [sin’ cos®(t)] (t2 —t1)

t1

Habe ich ein Beispiel eines Funktionals (z.B. Bogenlinge in R?) den ich minimieren kann?

Wir suchen die Kurve y € C2([0, 7], R) mit minimaler Liinge unter Randbedingungen y(0) = a,
y(T) = b, die das folgende nicht lineare Bogenlénge-Funktional minimiert:

= [V wepa, v0=a @)=

Das Funktional J is nicht linear, weil J(y; + y2) = J(y1) + J(y2) nicht gilt, wenn —y; = y4 # 0
gilt. In dem gewiinchten y verschwinden die Richtungsableitungen von J fiir alle zulassigen
Storungen wu:

oS o . Jy+eu)—
@(y, u) = 21—% 5 B 21—%
LT OAY )+ () - (1 +[y’(t)]2)d
e=0e o I+ {#)+ed/ O +V1I+ ()P

y() (1) +eu'(t)?
6*0/ IO +ew@F + VIt Or
Wu't)

_ )l T v Y
Vrwert = vrwar?), J m( 1+[y'<t>]2> "

Wegen der Randbedingungen y(0) = a, y(T') = b, muss die Stérung v am Rand verschwinden,
d.h. ©(0) = 0 und w(7T) = 0 gelten und daher gilt:

oF o [T v
o) = / <t>< 1+[y/(t)]2> dt

Da y +cu € C%([0,T], R"), Ve gilt, darf u € C%([0,T], R™) eine glatte Storung mit beliebig
kleinem Trager sein. Nimm an, dafl der Trager von u gegen 0 geht und dafl der Betrag von
u gegen oo geht. Dann wird das obige Integral in einem Punkt konzentriert. Um die Rich-
tungsableitungen fiir alle zuléssigen Storungen zu verschwinden, muss die folgende Gleichung
gelten:

/ V1+ ) +edw ()2 — 1+ dt

3

t

/

v\ _ B )
(W) =0, 0<t<T, y(0)=a, y(T)=b.

15



32.

33.

Daher gilt mit ki, ko, k3 € R:

y'(t) _ 1(\12 —
m—kl = [ =

Mit den Randbedingungen gilt y(t) = a + (b — a)t/T, d.h. I' = graph(y) ist ein Liniensegment.

k1
1—-Fk

= y'(t) =k = y(t) = kot + ks.

Dafl das Funktional J minimiert wird, zeigt man wie folgt:

527 o1 76J 5J
@(y;%v)zg{%g @(y—{—ev;U)—@(y;U)}
i [ WO 080 Y,y
-l | {m OE=TOE ¢1+[y/<t>]2}dt‘3~oe
/T{ y'(t)U'(t) I+ O - QA+ )+ @) .
Al PV + [y () + e ()2 VI+ [ O+ V1I+ Y () +ev' (1))

eu/ (1) (1) } . /T { o/ (1)0/ (1) [y (O] (' () } u
V1I+ () +ev'(t)]2 o | VIFQ@ e/ [+ @)%

V() (t)
- / y’(t) 2 3/2 AL
so daBB mit y(t) = a+ (b — a)t/T folgt:

w(T) =0=u #0)

L [ ()]
@(y,u,u) —/0 [1+[(b—a)/T]2]3/2dt>0’ u#0, (u(0)

und daher ist die zweite Ableitung von J in y positiv definit. Da. [jul|z; = [ [ (#)]2dt])M/? eine
Norm auf dem Raum u € H} = {u : u(0) = u(T) = 0,u € L}« € L?} ist, ist die zweite
Ableitung tatsichlich koerziv auf H},

Je >0, s.d. W(y;u,u) > c||uHHé, VYu € Hy.

Eine solche Bedingung ist hinreichend zu zeigen, dal J in y minimiert wird. Bemerke, daf}
positiv Definitheit und Koerzivitat in endlich dimensionalen Raumen &dquivalent sind.

Habe ich ein Beispiel einer Bahnkurve, deren Bogenlinge-Parametrisierung ich berechnen kann?

Die Bogenlénge der Schraubenlinie v(t) = (R cos(t), Rsin(t), ht) von t = 0 ist:
/ [yldr = / {R?[sin%(7) 4 cos®(7)] + h2}/2dr = t\/R? + h2.
Daher ist die Bogenliange-Parametrisierung,

(s) = w(t(S))=7<\/Rz%+h2>

<Rcos (#),Rsin( > ),h 5 >
VR? + h? VR?+ 1) VR?+h?

Kann ich die Krimmung und die Torsion einer bestimmten Bahnkurve berechnen?
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Fiir die Bogenlinge-Parametrisierung 6(s) gelten x = [6”(s)| und 7 = [(§' x §") - §"'|/k?. Fiir
die obige Bogenldnge-Parametrisierung der Schraubenlinie folgen:

§(s) = <— il sin < i > il Cos < > > L >
VR? + h? VRZ+h2)’ VR + 12 VRZ+h2) VRZ+ 12/
5760 = — gt (eos (2 Y () o)
R2+h VR? + 12 VR? + 12
R S S
6,/, - <" < >,_ ‘( ),0>‘
W= e Ve ) T e
[R? + h?]

§oxs = — <hsin <;> —hcos (;) ,r>
[R% + h?]2 VR? +h? VR? + h?
und schliefflich:

R h

1 / 1 7 2

RN = e T X E = e

Das Ergebnis ist intuitiv klar, weil jeder Punkt in der Schraubenlinie beziiglich der Krummung
und der Torsion genau wie jeder andere Punkt ist.

34. Kann ich den Tangenteneinheitsvektor einer bestimmten Bahnkurve und den Normalenein-
heitsvektor einer bestimmten Fldche bestimmen?
Fiir den Kreis k(t) = (Rcos(t), Rsin(t)) ist ein Tangenteneinheitsvektor durch t = k/|k| =
(—sin(t), cos(t)) gegeben. Mit der Bogenldnge-Parametrisierung wird ein Tangenteneinheitsvek-
tor fiir die Schraubenlinie

S S
,Rsin( ),h >
VR2+ 1%/ VR + k2

S
o) = (e ()
durch
‘Ez&’(s):<— 1 sin( i ), il cos< i >, h >
VR?+ 12 VR?+h?) VR? 4 h? VR?+h?) R+ h?

gegeben, weil |§'(s)] = 1 immer gilt.

FEine Kugel kann durch die sogenannten Kugelkoordinaten parametrisiert werden:
x = Rcos(f)sin(¢), y = Rsin(f)sin(¢), =z = Rcos(¢)
und mit
X(0,6) = (Rcos(f)sin(¢), Rsin(0)sin(¢), R cos(¢)),
X@ (07 (b) - <_RSIH(9) Sin(¢)7 R COS(H) Sin(¢)7 O>7
Xy(0,6) = (Rcos(8)cos(o), Rsin(0) cos(@), - Rsin(6)),
wird der Normaleneinheitsvektor durch

. Xy x Xy Rsin(¢)X X X
n= = - - _=
R

X x Xy| — [Rsin(¢)X] |X]

gegeben.

35. Habe ich ein Beispiel einer Flache, die ich parametrisieren kann und deren Fldcheninhalt ich
bestimmen kann?

Mit den obigen Kugelkoordinaten kann der Flacheninhalt einer Kugel wie folgt bestimmt werden:

2T T 2w pm
/0 /0 X x Xyldpds = /0 /0 Resin(¢)d¢dd = 27 R[— cos(¢)]T = 4R
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36. Kann ich die Greenschen Formeln herleiten?

37.

38.

Mit F' = vVu gelten:

V-F=V-(wVu) =vVu+ Vv Vu, F-n:vVu-n:v%.

Der Gauflsche Integralsatz ergibt:

/vv2udm+/Vv-Vudm:/V-Fdx: F-ndac:/ va—udx.
Q Q Q a0 a0 On

Nun erhélt man durch Subtraktion:

/ wV2udz + / Vv -Vudr = va—udac
Q Q a0 On

2 ov
/uV vdx—l—/ Vu-Voudr = / u—dx
Q Q aq on

= /Q[UVQU—UVQU]dI' = / [V — u=—]dz.

Habe ich ein Beispiel in dem ich den Gaufischen Integralsatz anwenden kann?

Sei F' = (y,z,z) so daBB V- F' = 0,y +0yz+ 0,2 = 0 gilt. Dann ergibt der Gaufische Integralsatz:

/ [F-n]ds:/[V-F]dxzo
onN Q
obwohl F - n # 0 auf 0 gilt.

Habe ich ein Beispiel in dem ich den Stokesschen Integralsatz anwenden kann?

Sei F' = (x,y,2) so daB V x F = (Oyz — 0,y, =0,z + 02,0,y — Oyx) = 0 gilt. Dann ergibt der

Stokessche Integralsatz:
F-dx:/[VXF]-ndx:()
oS S

obwohl F' # 0 auf 05 gilt.
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