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Aufgabe 1: [Spektrum, Eigenwert] 4 Punkte

Der Operator A : C(0, 1)→ C(0, 1) sei definiert durch

Af(t) = t · f(t).

Zeige:

a) A ist linear,

b) ‖A‖ = 1,

c) A besitzt keine Eigenwerte, doch

d) σ(A) = [0, 1].

Aufgabe 2: [Singulärwertzerlegung] 4 Punkte

Gegeben sei die Matrix
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Berechne

a) die Eigenwerte von A,

b) die Singulärwertzerlegung von A und

c) die (euklidische) Norm von A.
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Aufgabe 3: [Kompakte Operatoren in Hilberträumen] 4 Punkte

Seien X und Y zwei Hilberträume. Ein linearer beschränkter Operator A : X → Y heißt kompakt,
falls für jede beschränkte Folge (xn) ⊂ X die Folge (Axn) ⊂ Y eine konvergente Teilfolge besitzt.
Als Beispiel betrachte den Folgenraum

`2 = {(xk)k∈N |
∞∑

k=1

|xk|2 <∞}

der quadratsummierbaren reellen Folgen mit dem Standard-Skalarprodukt

〈x, y〉 =
∞∑

k=1

xkyk

und den Operator A : `2 → `2 definiert durch

Ax =
(
x1,

x2

2
,
x3

3
, . . .

)
.

Zeige:

a) A ist kompakt.

b) Der Bildraum R(A) ist nicht abgeschlossen, d.h. es gibt eine Folge (yn) ⊂ R(A) mit yn → y0

in `2, aber y0 /∈ R(A).

Aufgabe 4: [Integraloperator (Programmieraufgabe)] 4 Punkte

Sei L2(0, 1) der Raum der quadratintegrablen Funktionen auf (0, 1). Darauf sei der lineare stetige
Operator A definiert durch

A : L2(0, 1) → L2(0, 1),

f 7→ Af mit (Af)(x) =
∫ x

0

f(y) dy .

Der Operator A soll numerisch ausgewertet werden. Diskretisiere dazu das Intervall (0, 1) auf dem
Gitter xi = (i − 1

2 )h, i = 1, . . . , N mit h = 1/N und N ∈ N. Die Funktion f werde durch eine
stückweise konstante Treppenfunktion f̄ mit Werten fi = f(xi) auf den Intervallen [(i − 1)h, ih)
approximiert. Die Funktion Af werde durch den Vektor g mit

gi = (Af̄)(xi) =
∫ xi

0

f̄(x) dx

approximiert. Zeige, dass g gegeben ist durch die Matrix-Vektor-Multiplikation

g = Af mit A = h
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 und f =
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...
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Werte so Af numerisch für f(x) = exp(−2x) cos(5x) und N = 100 aus. Plotte f und g = Af .



Aufgabe 5: [Programmieraufgabe**] 4 Punkte

(a) [ Singulärwertzerlegung (Singular Value Decomposition SVD)] Implementieren Sie
den Golub-Algorithmus zur Berechnung der Singulärwertzerlegung.
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(b) [Randon Transformation] Wie wird die Random-Transformation in Matlab imple-
mentiert? Implementieren Sie ein schneller Algorithmus zur Berechnung der Randon-
Transformation und ihrer Adjungierten A∗.
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