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Sei stets g ∈ R(A) ⊕ R(A)⊥ und A : X → Y ein kompakter linearer Operator zwischen den
Hilberträumen X und Y mit SWZ (σn, un, vn).

Aufgabe 1: [Operatoren] 4 Punkte

Zeige:

a) Für 0 ≤ τ ≤ 1 ist ‖(A∗A+αIX)−1(A∗A)τ‖ ≤ (1− τ)1−ττ τατ−1, wobei 00 = 1 gesetzt wird.

b) A(A∗A+ αIX)−1 = (AA∗ + αIY )−1A.

c) R(A†) = N 7(A)⊥ = R(A∗)

d) N (A∗A) = N (A).

Aufgabe 2: [Projektion im Urbild] 4 Punkte

Sei
UN := span{u1, . . . , uN}.

a) Wie sieht die zum Operator
TNg := PUN

A†g

zugehörige Filterfunktion aus? (P ist wieder die Orthogonalprojektion)

b) Zeige, dass mit α := 1/N gilt für die Filterfunktion von TN gilt:

sup |Fα(σn)σ−1
n | = c(α) <∞,

lim
α→0

Fα(σn) = 1 punktweise in σn,

|Fα(σn)| ≤ c ∀α, σn.

c) Ist das Verfahren sinnvoll?
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Aufgabe 3: [Landweber-Iteration] 4 Punkte

Sei
fn+1 := fn + ωA∗(g −Afn) f0 = 0.

a) Zeige, dass gilt

TNg := fN =
∞∑
n=1

(1− (1− ωσ2
n)
N )σ−1

n 〈g, vn〉un.

Tipp: Geometrische-Reihe.

b) Zeige, dass für α := 1/N und 0 < ω < 2/‖A‖2 die Eigenschaften aus Aufgabe 2b) auch für
die Filterfunktion von TN gelten.

Aufgabe 4, Programmierung: [Integraloperators] 4 Punkte

Sei A der diskretisierte Integraloperator aus Aufgabe 4 des Blattes 2.

• Implementiere die Abgeschnittene Singulärwertzerlegungn (TSVD) und die zwei oben ste-
henden Verfahren.

• Berechne unter Verwendung deiner Implementierungen ein möglichst genaues Urbild zu den
gestörten Daten gδ, wobei norm(g − gδ)≤ 0.19.
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