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Aufgabe 1: [Differentiation] 4 Punkte

Es seien punktweise Messungen f̂(x) von f(x),x ∈ R, gegeben mit Meßfehler

|f̂(x)− f(x)| ≤ ε

Berechne das optimale h, so dass der worst-case Fehler bei der Approximation von f ′(x0) durch
die zentralen Differenzenquotienten

df(x0) =
f̂(x0 + h)− f̂(x0 − h)

2h

minimiert wird.

Aufgabe 2: [Radon-Transformation] 4 Punkte

a) Berechne die Radon-Transformation von der Funktion f : R2 → R

f(x, y) := χB2(0,r)(x, y) :=

{
1 ‖(x, y)‖2 ≤ r

0 sonst
.

b) Bestimme den Träger der Radon Transformation von

f(x) := χB2((1,1),r) :=

{
1 ‖(x, y)− (1, 1)‖2 ≤ r

0 sonst

für r = 2 und r → 0.
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Aufgabe 3: [Truncated SVD] 4 Punkte
Sei {un}n∈N eine Orthonormalbasis von L2([0, 1]). Wir definieren A : L2([0, 1]) → L2([0, 1]) durch

Af :=
∑

n∈N

1
n
〈f, un〉un

und wählen ein f† ∈ L2([0, 1]) so, dass

R(N) :=

√√√√
∞∑

n=N+1

|〈f†, un〉|2 = c · N−2 mit 0 < c < ∞.

Weiter sei g† definiert durch g† := Af† und gδ ∈ L2([0, 1]) so gewählt, dass ‖gδ − g†‖L2([0,1]) ≤ δ.
Zuletzt sei TN : L2([0, 1]) → L2([0, 1]) definiert durch

TNf :=
N∑

n=1

n〈f, un〉un.

Zeige:

a) ‖f† − TNg†‖ ≤ R(N)

b) ‖TNg†−TNgδ‖ ≤ δ ·N (Tipp: Nicht zu früh die Abschätzung ‖gδ−g†‖L2([0,1]) ≤ δ benutzen.)

c) Bestimme ein N = N(δ), do dass

‖f† − TNgδ‖ ≤ ‖f† − TNg†‖+ ‖TNg† − TNgδ‖

minimal wird.


