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Aufgabe 1: [Translationsinvarianz] 4 Punkte

Zeige, dass das Lebesgue-Maÿ translationsinvariant ist, d.h. für alle A ⊂ Rp und a ∈ Rp gilt

λp(A) = λp(A+ a)

Aufgabe 2: [Meÿbare Hülle] 4 Punkte

Zeige, dass jede Menge eine meÿbare Hülle besitzt. Genauer: Zu jeder Menge A ⊂ Rp existiert eine
Menge HA ⊂ Rp mit

A ⊂ HA,

λ∗p(A) = λp(HA) und

λp(B) = 0

für alle λp-meÿbaren Mengen B ⊂ HA \A.

Aufgabe 3: [Vitali-Menge] 4 Punkte

Durch a ∼ b :⇔ (a − b) ∈ Q ist auf R eine Äquivalenzrelation erklärt. Nach dem Auswahl-
axiom ist es möglich eine Menge V ⊂ [0, 1] so zu wählen, dass sie genau ein Element aus jeder
Äquivalenzklasse bezüglich ∼ enthält. Zeige, dass V nicht meÿbar bezüglich λ1 ist.
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(*) Aufgabe 4: [Nichtmeÿbare Mengen] 4 Punkte

Zeige oder widerlege: Zu jedem 0 < r ≤ 1 existiert eine λ1-nicht-meÿbare Menge Vr ⊂ [0, 1] für
die λ∗1(Vr) = r ist.

(*) Aufgabe 5: [Produktmaÿe] 4 Punkte

Für zwei Mengen A,B ⊂ R ist das Produkt A×B ⊂ R2 de�niert durch

A×B := {(a, b) : a ∈ A.b ∈ B}.

Zeige oder widerlege:

a) Für zwei λ1-meÿbare Mengen A und B gilt

λ2(A×B) = λ1(A) · λ1(B).

b) Für zwei beliebige Mengen A,B ⊂ R gilt

λ∗2(A×B) = λ∗1(A) · λ∗1(B).


