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Kapitel 1

Einiges aus der
Mengenlehre

1.1 Mengen und Mengenoperationen

Grundlegend fiir den Aufbau der Mengenlehre ist die Relation ,€*. Fiir zwei Objekte a, M
gilt entweder a € M oder a ¢ M (in Worten: a ist Element von M bzw. a ist nicht Element
von M). Steht fiir jedes a fest, ob a € M oder a ¢ M gilt, so nennen wir M eine Menge.

M sei eine Menge. Ist P ein Priadikat (= Eigenschaft), das genau dann fiir ein Objekt
zutrifft, wenn a € M gilt, so schreiben wir

M = {a | P ist fiir a richtig},

d.h. M ist die Menge aller Objekte mit der Eigenschaft P. Man beachte, dass M bereits als
Menge angenommen wurde. Es ist naheliegend, fiir ein beliebiges Priadikat ) anzunehmen,
dass die Menge aller Objekte, fiir die das Priadikat @ zutrifft, existiert. Dass dies falsch ist,
zeigt das folgende Beispiel (bekannt unter dem Namen , Russell’sche? Antinomie“):

»a besitzt die Eigenschaft Q“ sei definiert als a ¢ a. Angenommen, es existiere
die Menge
M ={a | @ ist fiir a richtig}.

Fiir M gilt entweder M ¢ M oder M € M (d.h. M besitzt die Eigenschaft @
oder M besitzt die Eigenschaft @ nicht). Angenommen, es gelte M ¢ M, d.h.
Q gilt fiir M. Dann miifite aber (wegen der Definition von M) M € M gelten.
Gilt andererseits M € M, so gilt @ fiir M nicht, woraus M ¢ M folgt. Diese
Uberlegungen zeigen, dass fiir M weder M € M noch M ¢ M gelten kann. Dieser
Widerspruch zeigt, dass M nicht existieren kann.

Die Russell’sche Antinomie zeigt, dass man der Bildung von Mengen Einschrankungen
auferlegen muf, und dass die folgende von Georg CANTOR? gegebene Definition des Begriffes
»Menge“ zu Widerspriichen fiihrt:

Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (wel-
che die ,,Elemente® von M genannt werden) zu einem Ganzen. In Zeichen driicken
wir dies so aus: M = {m}.

Um den mit einer inhaltlichen Definition des Mengenbegriffes unvermeidlichen Schwie-
rigkeiten aus dem Wege zu gehen, wird in der axiomatischen Mengenlehre keine inhaltliche

2Russell, Bertrand Arthur William, 18. 5. 1872 — 2. 2. 1970, 1950 Nobelpreis fiir Literatur, verfolgte als Phi-
losoph das Programm, die Mathematik auf Grundlage der Logik aufzubauen, Verfasser sozialkritischer Schriften,
(en.wikipedia.ord /wiki/Bertrand_Russell).

3Cantor, Georg Ferdinand Ludwig Phillip, 3. 3. 1845 (St. Petersburg) — 6. 1. 1918 (Halle/Saale), Schépfer der Mengenlehre
(en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor).
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Definition des Mengenbegriffes gegeben, sondern es werden Axiome fiir die Relation ,,a € M*
und fiir die Bildung neuer Mengen aus gegebenen Mengen bereitgestellt. Im folgenden sind
A, B, ... meist Symbole fiir Mengen und a, b, ¢,... Symbole fiir deren Elemente. Dabei ist
jedoch zu beachten, dass eine Menge selbst Element einer anderen Menge sein kann. Wir
konnen hier nicht auf eines der existierenden Axiomensysteme der Mengenlehre eingehen
und verweisen den Leser auf die angegebene Literatur. Im folgenden werden wir es immer mit
,wohldefinierten“ Mengen zu tun haben, d.h. es wird stets entweder ,a € A“ oder ,a ¢ A“
wahr sein. Ebenso werden die angegebenen Operationen, nach welchen aus vorgegebenen
Mengen neue Mengen gebildet werden, zu keinen Widerspriichen fiihren.

Gilt ,x € A genau fiir x = a,b, ¢, ... , soschreiben wir A = {a,b,¢,...}. Durch {1, 2,3},
{2,1,3}, {2,2,1, 3} beispielsweise wird ein und dieselbe Menge definiert.

Definition 1.1. A und B seien Mengen.

a) A heifit Teilmenge von B, A C B, genau dann, wenn ein Element von A auch immer
Element von B ist. B heifit dann Obermenge von A. Die Menge A heifit echte Teilmenge
von B, A ; B, genau dann, wenn A C B gilt und mindestens ein FElement von B mnicht
Element von A ist.

b) A ist gleich B, A = B, genau dann, wenn A C B und B C A gilt, d.h. wenn o € A
dquivalent zu ,x € B“ ist (oder, was dasselbe ist, ,x ¢ A“ dquivalent zu ,x ¢ B“ ist).

Die in Teil b) gegebene Definition der Gleichheit zweier Mengen tritt in der axiomati-
schen Mengenlehre als so genanntes Extensionalitédtsaxiom auf und bedeutet, dass eine Menge
alleine dadurch bestimmt ist, welche Objekte sie als Elemente enthélt. Auch die folgende Be-
hauptung ist bei axiomatischem Aufbau der Mengenlehre entweder ein Axiom oder ein Satz:

Ist M eine Menge und ist P ein Préadikat, so existiert eine Teilmenge A von M,
deren Elemente genau jene x € M sind, welche die Eigenschaft P besitzen. Wir
schreiben dafiir:

A ={x € M | z besitzt die Eigenschaft P}.

Man beachte den Unterschied zur Cantor’schen Mengendefinition, in der fiir ein beliebiges
Préadikat P die Existenz einer Menge M behauptet wird, fiir die ,« € M“ genau dann wahr
ist, wenn z die Eigenschaft P besitzt.

Insbesondere existiert zu einer Menge M stets die Teilmenge 0y = {x € M | = # x},
die leere Teilmenge von M. Fiir beliebige Objekte x gilt = ¢ (s: Ist x ¢ M, so gilt auch
x & Opr (weil Oy C M). Ist z € M, so ist @ # z falsch, d.h. es gilt = ¢ ().

Es seien nun 057, und 0z, die leeren Teilmengen von zwei Mengen M; und Ms. Fiir
beliebige Objekte x gilt sowohl x & 0y, als auch x & 0y, . Dies bedeutet insbesondere = ¢ (),
ist dquivalent zu = ¢ 0y, also 0p, = 0ps, nach Definition 1.1, b). Die folgende Definition ist
daher sinnvoll:

Definition 1.2. Die Menge ) mit x ¢ () fiir alle = heifit die leere Menge.
Die obigen Uberlegungen zeigen () C M fiir beliebige Mengen M.

Definition 1.3. a) AN B :={z |z € A und x € B} heifst der Durchschnitt von A und B.
Die Mengen A und B heiffen genau dann disjunkt oder elementefremd, wenn AN B = ()
1st.

b) AUB :={z | x € A oder v € B} heifit die Vereinigungsmenge von A und B. (Die
Existenz von AU B muf in der aziomatischen Mengenlehre durch ein Aziom oder einen Satz
gesichert werden.)

c) A\B:={z |z € Aundz ¢ B} heifst die Differenzmenge von A und B. Die Menge
(A\ B)U (B\ A) heifit die symmetrische Differenz von A und B.
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d) Es sei B C A. Die Menge C4B := A\ B heifit das Komplement von B in A.

Es gelten die folgenden Regeln:
ANA=A AUA=A (Idempotenz),

(ANB)NC =ANn(BNC),
(AUB)UC =AU (BUC) (Assoziativitit),

ANB=BNA, AUB=BUA (Kommutativitit),
AN(AuB)=A, AU(ANB)=A (Adjunktivitét),

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AuUC) (Distributivitit),

AND=0, AUD=A,
ACB < ANB=A «<— AUB=18B.

In den folgenden Regeln sei A C C' und B C C:

CC(A NDB) = BcA @) BcB,
Cc(AuB) =CcANCeB  (De Morgansche* Regeln),

AcC B < [cB cCeA,
Co(Cod) = A.
Definition 1.4. Die Menge P(A) :={B | B C A} heifit die Potenzmenge von A.

In der axiomatischen Mengenlehre wird die Existenz der Potenzmenge als Axiom postu-
liert.

Definition 1.5. a) A;, i = 1,...,n, seien nicht-leere Mengen. Fir a; € A;, i = 1,...,n,
bezeichnet (a1, as,. .., a,) das geordnete n-Tupel mit a; als i-tem Element. Fiir n = 2 heifst
(a1,a2) das geordnete Paar mit ay als erstem und ay als zweitem Element.
b) (a1,...,am) sei ein geordnetes m-Tupel und (by,...,b,) ein geordnetes n-Tupel. Wir defi-
nieren:
(a1, ..., am) = (b1,...,by) & m=n und a;=b;, i=1,...,n.
Man beachte den Unterschied zwischen dem geordneten n-Tupel (ay,...,a,) und der

Menge {a,...,an}.
Definition 1.6. Gegeben seien die Mengen A;, i =1,...,n. Die Menge
Ay x - x Api={(a1,...,ap) | a; € 45, i=1,...,n}

heifst das cartesische Produkt von Ai,...,A,. Gilt A; = A, i=1,...,n, so schreiben wir
auch A™ an Stelle von A X --- x A
—_—

n-mal

Die oben gegebene Definition des geordneten n-Tupels erweckt den Eindruck, dass es
sich hierbei um einen neuen Begriff aulerhalb der Mengenlehre handelt. Dass dies nicht der
Fall ist, zeigen die folgenden Uberlegungen, die wir der Einfachheit halber nur fiir n = 2

‘De Morgan, Augustus, 27. 6. 1806 (Madura) — 18. 3. 1871 (London), Arbeiten zur Algebra und Logik
(en.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan).
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durchfithren. Es seien A, As nicht-leere Mengen. Fiir a1 € A; und as € Ay definieren wir

die Menge
(a1,a2) == {{a1},{a1, a2} }

und nennen sie das geordnete Paar mit a; als erstem und as als zweitem Element. Die
Gleichheit geordneter Paare mufl dann nicht definiert werden, sondern folgt aus der Gleichheit
von Mengen:

Es gilt

{{ar},{a1, a0} } = {{b2}, {b1, b2} } (1.1)

genau dann, wenn
a1 = b1 und a9 = b2. (1.2)

Beweis. Dass (1.1) aus (1.2) folgt, ist trivial. Es gelte (1.1).

Fall 1: a1 # as.

In diesem Fall gilt {a1} # {a1,a2}. Wegen (1.1) mu dann auch {b1} # {b1,b2} sein. Wére
{b1} = {b1, b2}, so miifite by = by sein. Aus (1.1) wiirde {a1, a2} € {{b1}, {b1,b2}} = {{b1}}
folgen, d.h. {a1,a2} = {b1}. Dies wiederum wiirde a; = ag = by in Widerspruch zu a; # as
ergeben. Wegen (1.1) muB {a;} = {b1} und {a1,a2} = {b1,b2} gelten, d.h. a; = by und
ag = bg.

Fall 2: a1 = as.

In diesem Fall gilt {{a1},{a1,a2}} = {{a1}}. Wegen (1.1) folgt daraus {b;} = {b1,bo} =
{al}, d.h. b1 = b2 =ai.

1.2 Relationen

Es seien zwei Mengen A und B gegeben. Unter einer Relation zwischen A und B verstehen
wir ein Pradikat R, das jedem Paar (a,b) € A x B zukommt oder nicht. Besitzt (a,b) die
Eigenschaft R, so schreiben wir a Rb (in Worten: a steht zu b in der Relation R). Ist A = B,
so sprechen wir von einer Relation auf A. Jeder Relation zwischen zwei Mengen A und B
kann man eine Teilmenge Gr C A X B zuordnen:

Gr:={(a,b) € Ax B|aRb}.
Umgekehrt entspricht jeder Teilmenge G C A x B eine Relation Rg zwischen A und B:
Fiir a € A und b € B gilt a Rg b genau dann, wenn (a,b) € G.

Eine spezielle Klasse von Relationen ist durch die so genannten Aquivalenzrelationen
auf einer Menge A gegeben.

Definition 1.7. Eine Relation R auf einer Menge A heifit A quivalenzrelation auf A, wenn
gilt:

(i) Fiir jedes a € A gilt a Ra  (Reflexivitit).
(ii) Fir beliebige a,b € A folgt aus a Rb auch bRa (Symmetrie).
(iii) Fir beliebige a,b,c € A folgt aus a Rb und bRc auch a Re (Transitivitit ).

Im Falle einer Aquivalenzrelation R schreibt man oft ,,a ~ b“ an Stelle von ,,a R b“ und
spricht von der Aquivalenzrelation ,, ~
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Beispiel 1.8. A = N und a ~ b bedeute, a — b ist durch 2 teilbar. An Stelle von a ~ b
schreibt man a = b(mod2). ¢

Beispiel 1.9. A sei die Menge der gerichteten Strecken p¢ im R? bzw. im R3. p1q1 ~ p2 g5
bedeute, p1 ¢ kann durch eine Parallelverschiebung in ps g2 iibergefithrt werden. ¢

Beispiel 1.10. A sei die Menge aller Dreiecke A im R?. A; ~ Ay bedeute, A; und A, sind
dhnlich. O

Es sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir beliebiges a € A heift die Teilmenge K (a) :=
{b € A| aRb} die Aquivalenzklasse von a. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass fiir
Aquivalenzklssen die folgenden Aussagen gelten:

a € K(a) fir alle a € A. (1.3)
aRb <— K(a) = K(b). (1.4)
K(a)NK(b) #0 < K(a) = K(b). (1.5)

Bewets. Die Aussage (1.3) folgt unmittelbar aus der Reflexivitét von R. Beziiglich der Aus-
sage (1.4) bemerken wir zunichst, dass aus K(a) = K(b) vermittels (1.3) b € K(a) folgt,
d.h., es gilt a Rb. Gilt umgekehrt a Rb und ist ¢ € K(a), so folgt zundchst a R c. Wegen der
Transitivitét folgt weiter b R ¢ (beachte, dass wegen der Symmetrie b Ra gilt), d.h., ¢ € K(b).
Damit ist K(a) C K(b) gezeigt. Analog zeigt man K(b) C K(a). Also gilt K(a) = K(b).
Damit ist (1.4) bewiesen.

Bei der Aussage (1.5) ist die Implikation ,,<="* trivial. Um die Implikation ,—“ zu
beweisen, nehmen wir an, dass K(a) N K(b) # (0 sei. Es gibt also ein ¢ € A mit a Rc und
b Rc. Auf Grund der Symmetrie und Transitivitdt von R folgt a Rb. Wegen (1.4) bedeutet
dies K(a) = K(b). O

Wir bezeichnen mit Kr := {K(a) | a € A} die Menge aller aller Aquivalenzklassen von
R. Aus den Aussagen (1.3) — (1.5) folgen unmittelbar die folgenden Eigenschaften von Krg:

Ist A # () und R eine Aquivalenzrelation auf A, dann gilt:

(i) K # 0 fiir alle K € Kp.
(ii) K1 # Ky — KiNKy= 0 fir K1, Ky € Kp.
(i) A=Ugex, K°

Definition 1.11. Es sei A # 0 und K C P(A). K heifit eine Klasseneinteilung oder
Partition von A, wenn fir KC die Eigenschaften (i) — (iii) von oben gelten. Fir K € KC heifit
jedes Element a € K ein Reprdsentant der Klasse K. Fine Teilmenge V von A heifit ein
vollstindiges Reprdsentantensystem fiir IC, wenn V zu jedem K € K genau ein Element
a € K enthdilt und sonst keine Elemente von A.

Wie wir gesehen haben, bilden die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation R auf
einer nichtleeren Menge eine Klasseneinteilung dieser Menge. Wenn umgekehrt eine Klassen-
einteilung K von A # () gegeben ist, so wird durch

an~b a,be K firein K e K

eine Aquivalenzrelation ,, ~ ¢ auf A definiert (Beweis als Ubung).
Fine weitere wichtige Klasse von Relationen ist durch die Ordnungsrelationen gegeben.

Definition 1.12. R sei ein Relation auf der Menge A. R heif$t genau dann ein Ordnungs-
relation auf A, wenn gilt:

S
5 Kexp K= {a | Es existiert ein K € Kr mit a € K}.
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(i) Es gilt aRa fir alle a € A (Reflexivitit).
(ii) Fir alle a,b € A gilt: aRb und bRa <= a=0b.
(iii) Fir alle a,b,c € A gilt: aRb und bRc <= aRc (Transitivitdt).
R heifit eine Totalordnung oder lineare Ordnung auf A, wenn zusdtzlich gilt:
(iv) Fir alle a,b € A gilt aRb oder bRa.

Die Menge A heif§it eine geordnete Menge bzw. total geordnete Menge, wenn auf A eine
Ordnungsrelation bzw. eine Totalordnung definiert ist.

Beispiel 1.13. Es sei A = R und aRb bedeute a < b. Dann ist R eine Totalordnung auf R.
O

Beispiel 1.14. Es sei M eine Menge. Fiir beliebige Teilmengen A, B von M erklaren wir

ARB <= ACB.
Dann ist R eine Ordnungsrelation auf der Potenzmenge P von M, aber im allgemeinen keine
Totalordnung. ¢

1.3 Abbildungen

Es seien X und Y nicht-leere Mengen. Unter einer Abbildung von X nach Y versteht man
eine Vorschrift f, die jedem z € X genau ein y € Y als Bild zuordnet, y = f(z). Man
verwendet die Schreibweise

f:X—=Y,
x|—>f(:L')GY.

Die Menge X heifit der Definitionsbereich von f, wihrend Y der Bildbereich oder Wer-
tebereich genannt wird.
Jeder Abbildung f : X — Y kann eine Teilmenge Gy C X X Y zugeordnet werden:

Gr={(z,y) € X xY |y = f(a)}.

Die Menge G heifit der Graph der Abbildung f. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass eine
Teilmenge G C X X Y genau dann Graph einer Abbildung f¢ ist, wenn gilt:

1. Fiir alle z € X existiert ein y € Y mit (z,y) € G.
2. Aus (z,y1) € G und (z,y92) € G folgt y1 = yo.

Die Abbildung fq ist wie folgt definiert: fg(x) = y, wobei y das eindeutig bestimmte Element
in Y ist mit (x,y) € G. Der Graph von fg ist durch G gegeben. Umgekehrt ist die durch G ¢
definierte Abbildung wiederum f:

fo =f und Gy, =G.

Es besteht somit eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen Abbildungen von X nach Y und
jenen Teilmengen von X X Y, welche die Eigenschaften 1. und 2. von oben besitzen. Man
kann daher Abbildungen X — Y einfach als spezielle Teilmengen von X x Y auffassen.

Definition 1.15. Es seien die Abbildungen f : X — Y und g : X — Y gegeben. Die
Abbildungen f und g sind genau dann gleich, f = g, wenn gilt:

() X=X undY =Y.
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(i) Fiir alle x € X = X gilt f(z) = g(x).

Man beachte, dass man neben den naheliegenden Forderungen nach Gleichheit der Definiti-
onsbereiche und der Zuordnungsvorschrift auch die Gleichheit der Bildbereiche fordert.

Definition 1.16. Die nicht-leeren Mengen X, Y und die Abbildung f : X — Y seien gegeben.
a) Die Abbildung f heifst injektiv, wenn aus f(x1) = f(x2) stets x1 = x2 folgt.

b) Die Abbildung f heifit surjektiv, wenn es fir alle y € Y ein x € X gibt mit y = f(x).

c) Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Statt “Die Abbildung f ist injektiv” sagt man auch “Die Abbildung f ist ein-eindeutig”.
Anstelle von “f ist surjektiv”’ verwendet man auch “f ist eine Abbildung auf Y.

Beispiel 1.17. X und Y seien endliche, nicht-leere Mengen, d.h. Mengen mit endliche vielen
Elementen und es sei f : X — Y gegeben. Ist die Anzahl der Elemente in X und Y gleich,
so gilt:

f injektiv <= f surjektiv
O

Beispiel 1.18. X sei eine nicht-leere Menge. Die durch xz +— x, x € X definierte Abbildung
idx : X — X heifit die identische Abbildung auf X. O

Definition 1.19. Die nicht-leeren Mengen X, Y, die Abbildung f : X — Y und die Mengen
AC X, BCY seien gegeben.
a) Die Menge
fA)={f(z)|ze A} CY

heifst die Bildmenge von A unter der Abbildung f.
b) Die Menge

ffiB)={zeX|flz)eB}CcX
heifit die Urbildmenge von B unter der Abbildung f.

Ist B = {y} fiir ein y € Y, so ist f~1({y}) = {x € X | f(x) = y}. Fiir eine Menge
B CY mit BN f(X) =0 gilt f~'(B) = 0. Wir haben die zwei folgenden Aussagen, deren
Beweis eine einfache Ubung ist:

f injektiv <= Fiir alle y € f(X) ist f~'({y}) eine Menge mit nur einem Element.
f surjektiv. <= f(X) =Y.

Die Abbildung f: X — Y sei bijektiv. Wir definieren eine Abbildung g : Y — X durch
die Vorschrift: Fiir y € Y definieren wir

g(y) =z, wobei z € X ein Element mit f(x) =y ist.

Die Abbildung g ist wohldefiniert. Denn wegen der Surjektivitit von f existiert zu jedem
y €Y einz € X mit f(xr) = y und wegen der Injektivitdt von f ist dieses x eindeutig
bestimmt. Die Abbildung g heifit die zu f inverse Abbildung, g = f~.

Beispiel 1.20. Essei f : X €Y injektiv, aber nicht surjektiv, d.h. f(X) C Y. Wir definieren
eine Abbildung f : X — f(X) durch f(z) = f(z) fiir alle z € X. Dann ist f bijektiv und
besitzt somit eine inverse Abbildung f~!, wihrend zu f keine inverse Abbildung existiert.
Dies zeigt, dass fiir eine Abbildung f nicht nur die Angabe des Urbildbereiches X und der
Zuordnungsvorschrift « — f(z) wichtig ist sondern auch die Angabe des Bildbereiches Y. ¢
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Es seien die Abbildung f : X — Y und eine Teilmenge A C X gegeben. Unter der
FEinschrdnkung von f auf A verstehen wir die Abbildung f ‘ 4t A—Y, die durch f } A (x) =
f(z), z € A, definiert ist.

Es ist wichtig zwischen der Bildung des Urbildes f~!(-) und dem Bild f~!(-) eines
Elementes unter der inversen Abbildung zu f zu unterscheiden. Wenn das Argument von f~!
eine Teilmenge B C Y ist, bedeutet f~!(B) die Urbildmenge von B. Wenn das Argument
von f~! ein einzelnes Element y € Y ist, setzen wir voraus, dass die inverse Abbildung zu f
existiert, und verstehen unter x = f~!(y) das Bild von y unter der Abbildung f~!. In diesem
Fall ist dies von f~'({y}) = {2} zu unterscheiden.

Definition 1.21. Es scien X, Y und Z nicht-leere Mengen und f : X — Y, g:Y — Z
Abbildungen. Die durch h(x) = g(f(x)), v € X, definierte Abbildung X — Z heifit das
Kompositum der Abbildungen f und g, h=go f

Satz 1.22. Es seien die nicht-leeren Mengen X, Y, Z, W und die Abbildungen f: X — Y,
g:Y > Z, h:Z— W gegeben. Dann gilt:

a) Esistho(gof)=(hog)of.

b) Es gilt foidx = f undidy o f = f.

c) Ist f invertierbar, so gilt

flof=idx wund fof™'=idy.

Beweis. Die Aussage a) folgt unmittelbar aus der Definition des Kompositums: Fiir alle
z € Xist (ho(gof))(x) =h((gof)(z)) = h(g(f(x))) und ((hog)o f)(z) = (hog)(f(z)) =
h(g(f(x))).

Die Aussagen unter b) sind unmittelbar einsichtig. Die Aussagen unter c) folgen direkt
aus der Definition der inversen Abbildung. 0O

Eine Charakterisierung von Injektivitdt und Surjektivitét (und damit auch Bijektivitét)
gibt der folgende Satz:

Satz 1.23. Es seien die nichi-leeren Mengen X, Y, Z und die Abbildungen f : X — Y,
g:Y — Z gegeben. Dann gilt:

a) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung h : Y — X gibt mit ho f = idx.

b) Sind f und g injektiv, so gilt dies auch fiir go f.

d

)
)
c) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung h:Y — X gibt mit foh = idy.
) Sind f und g surjektiv, so gilt dies auch fir go f.

)

f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung h :' Y — X gibt mit ho f = idx und
foh=idy. Falls diese Bedingung erfillt ist, gilt h = f~".

[§]

f) Ist f invertierbar, so auch f~1 und es gilt (f~1)~! = f.

g) Sind f und g invertierbar, so auch go f und es gilt

(gof)y~t=fog™h
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Bewets. a) Es sei f(x1) = f(x2) fir x1,22 € X. Dann gilt 1 = (ho f)(z1) = h(f(x1
= (ho f)(x2) = h(f(x2)). Andererseits folgt aus f(z1) = f(x2) sofort h(f(x1)) = h(f(z

und somit x; = x9, d.h. f ist injektiv.
Es sei nun f injektiv. Mit einem beliebigen Element xy € X setzen wir

g — {0 alls y # FX).
x, wobei z € X gewdhlt wird mit y = f(z), falls y € f(X).

)) und
2))

Man beachte, dass fiir y € f(X) das Element 2 € X mit f(z) = y eindeutig bestimmt ist.
Man priift leicht nach, dass h o f = idx gilt.

b) Es seien f und g injektiv. Nach a) existieren Abbildungen h; : Y — X und hy : Z — Y
mit hy o f =idx und hs o g = idy. Dann gilt, fiir h=hio0hy : Z — X,

ho(gof)=hio((hgog)og)=hyo(idyof)=hiof=ridy,

d.h. die Abbildung g o f ist injektiv.

c) Es sei y € Y gegeben. Dann ist y = f(g(y)), d.h. y = f(z) mit 2 = g(y). f ist somit
surjektiv.

Es nun umgekehrt f surjektiv. Daraus folgt, dass f~({y}) # 0 fiir alle y € Y. Fiir jedes
y € Y wihlen wir ein Element h(y) € f~1({y}). Die durch y — h(y) definierte Abbildung
Y — X erfilllt foh =1idy.
d) Der Beweis fiir die Aussage d) des Satzes ist analog dem fiir die Aussage b) gegebenen
Beweis.

e) Existiert eine Abbildung A : Y — X mit ho f =idx und f oh =idy, so ist f wegen der
bereits bewiesenen Aussagen a) und c) sowohl injektiv als auch surjektiv und daher bijektiv.
Ist f bijektiv so existieren wegen a) und ¢) Abbildungen hj, hg : Y — X mit

hiof=1idxy und fohy=/1idy. (1.6)

Da f bijektiv ist existiert die inverse Abbildung f~!:Y — X. Aus (1.6) folgt daher h; =
(hiof)o f~t=idx o f~' = f~!. Analog siecht man hy = f~!. Somit ist hy = hy = f~ 1.

f) Ist f invertierbar, so folgt aus Satz 1.22
flof=idx und fof!'=idy.

Aus Aussage e) mit h = f folgt, dass f~! invertierbar ist und (f~!)~! = f gilt.

1

g) Setzen wir h = f~1 o g1, so folgt

(gof)oh=1idx wund ho(gof)=1idgz.

Aus Aussage e) fiir folgt, dass die Abbildung g o f bijektiv und somit invertierbar ist. Ferner
gilt (go f) "' =h=f"log . O

Abbildungen spielen auch eine wichtige Rolle, wenn man Mengen in Hinblick auf die
Anzahl ihrer Elemente vergleichen will.

Definition 1.24. A und B seien nicht-leere Mengen.

a) A und B heiffen gleich-mdchtig genau dann, wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B
gibt.

b) Die Menge A heif$t endlich genau dann, wenn fir einn € N die Mengen A und {1,...,n}
gleich-mdchtig sind. Die Menge A heifit unendlich genau dann, wenn sie nicht endlich ist.

c) Die Menge A heifit abzdhlbar unendlich genau dann, wenn A und N gleich-mdchtig
sind.
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d) Die Menge A heifit abzdhlbar genau dann, wenn A endlich oder abzihlbar unendlich ist.

_ Ist S eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, so ist die Gleichméchtigkeit eine
Aquivalenzrelation auf S.

Beispiel 1.25. Die Menge Ny = N U 0 ist abzéhlbar unendlich. Die durch f(n) = n + 1,
n € Ny definierte Abbildung f : Ng — N ist bijektiv. ¢

Beispiel 1.26. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzéhlbar unendlich. Eine bijektive Ab-
bildung ¢ : Z — Ny wird durch

(k) = 2k, fir &k > 0,
T =\ 2k — 1, fir k < 0.

definiert. Mit f aus Beispiel 1.25 ist f o g eine bijektive Abbildung Z — N.

Beispiel 1.27. Ist A # () Teilmenge einer abzihlbaren Menge M, so ist A ebenfalls abzihl-
bar. Laut Annahme iiber M existiert eine bijektive Abbildung M — N.

Fall 1: f(A) ist endlich. Dann ist auch A endlich, da f |4 eine bijektive Abbildung A — f(A)
ist.

Fall 2: f(A) ist unendlich. Auch hier ist f |4 eine bijektive Abbildung A — f(A). Als Teil-
menge von N besitzt f(A) ein kleinstes Element n; € N. Die Menge f(A) \ {n1} ist nicht
leer und besitzt ein kleinstes Element ne > nq in N. Auf diese Weise fortfahrend erhilt man
Elemente n; < ng < --- in N. Fiir jedes ng ist die Menge f(A) \ {n1,...,nx} nicht-leer, da
andernfalls f(A) endlich wére. Somit existiert stets ein ng41 > ng. Es ist

F(A) = {ng | k € N}.

Auf Grund der Konstruktion ist klar, dass {nj | k € N} C f(A) gilt. Es sei m € f(A)
gewéhlt. Da stets ng < ngq gilt existiert ein kg mit m < ng,. Auf Grund der Konstruktion
der Menge {nk | k€ N} muss m = ny, fiir ein k < kg gelten.

Die durch k ~— nj, definierte Abbildung g : N — f(A) ist bijektiv. Somit ist g=' o f |4

eine bijektive Abbildung A — N, d.h. A ist abzdhlbar unendlich. ¢
Spéter werden wir das folgende Resultat bendtigen:
Satz 1.28. FEs seien Aq,..., A, abzdhlbare Mengen. Dann ist auch A1 X --- x A, abzdhlbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage des Satzes zunichst fiir n = 2. Auf Grund der Voraus-
setzung iiber die Mengen A; und A ist

Alz{al,...,ag} oder Alz{al,ag,...}
Agz{bl,...,bm} oder AQZ{bl,bQ,...}.

Wir betrachten im Folgenden nur den Fall, dass A; und As unendlich sind, und ordnen die
Elemente von A x Ay in einem zweidimensionalen Schema an:
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}
/

(a1,b1) (a1,b2) (a1,b3) ai,by) ai,bs) —

.
\
AN

( (
(az,b1) (a2, b2) (a2, b3) (a2, bq) (a2, bs5)

|

(as,b1) (a3, b2) (as,bs

AN
AN
AN

~—

(a3, ba) (a3, bs5)

AN
\

(a4,b1) (a4, b2) (a4, bs) (as,ba)  (aq,bs5)

|

(as,b1)

\

—

a5,b2) ((I5,b3) ((15,54) (a5,b5)

Die Abbildung f : N — Aj X A ist in déi oben dargestellten Schema durch Pfeile angedeutet,
d-h-a f(l) = (alvbl)a f(2) = (alabQ)a f(3) = (a27b1)a f(4) = (a3abl)a ... . Esist klar, dass f
bijektiv ist. Der Fall A; endlich oder As endlich sollte nun keine Schwierigkeiten bereiten.

Der Fall n = 3 wird auf den Fall n = 2 zuriickgefiihrt, indem man beobachtet, dass ein
geordnetes Tripel (a1, as,a3) € A; X Ag x Ag auch als Paar (a1, (az,a3)) € A1 x (A2 x As)
aufgefafit werden kann. Auf analoge Weise kann man allgemein den Fall n auf den Fall n — 1
zuriickfithren. O

Ein Begriff, der spater immer wieder verwendet wird, ist der Begriff der , Familie“ von
Elementen einer Menge. Es seien J und A nicht-leere Mengen. Wir nennen eine Abbildung
J — Amit . € J+— a, € A eine Familie von Elementen aus A mit Indexrmenge J. Eine
kompakte Schreibweise dafiir ist: (aL)Le J C A

Eine Familie mit Indexmenge J = N nennt man eine Folge in A: (an) y oder (an)

ne n=12.."

Literatur:
Halmos, P.: , Naive Set Theory*, Van Nostrand, Princeton 1960.
Meschkowski, H.: ,, Hundert Jahre Mengenlehre®, dtv, Miinchen 1973.
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Kapitel 1.

Einiges aus der Mengenlehre




Kapitel 2

Vektorrechnung in der
Ebene und im Raum

In diesem einleitenden Kapitel werden einige grundlegende Konzepte der linearen Algebra
und analytischen Geometrie auf sehr anschauliche Weise eingefiithrt und diskutiert. Vielfach
wird in heuristischer Form argumentiert und Bezug auf geometrische Anschauung genom-
men. Es wird beispielsweise in diesem Kapitel nicht versucht, eine Definition der euklidischen
Riume R? oder R? zu geben. Auf diese Weise soll dem Anfinger der Einstieg in die abstrak-
te Behandlung des Stoffes, wie sie notwendigerweise in den spéteren Kapiteln erfolgen muf,
erleichtert werden. Dem Leser wird dringend empfohlen, wéhrend des Studiums der spéteren
Kapitel immer wieder die Darstellung des Stoffes dort mit der Darstellung in diesem Kapitel
zu vergleichen.

2.1 Vektoren, Vektoraddition und skalare Multiplikation

Im folgenden bezeichnen P,(,... Punkte im R? bzw. R3. Unter der gerichteten Strecke
von P nach @ verstehen wir das geordnete Paar (P, Q)). Geometrisch werden wir die gerichtete
Strecke (P, Q) durch einen von P nach @ fithrenden Pfeil veranschaulichen:

"

Zwei gerichtete Strecken (Py, Q1) und (P, Q2) heiflen verschiebungsgleich, (P, Q1) ~
(P2,Q2), wenn es eine Parallelverschiebung gibt, die P; in P; und @2 in @ iiberfiihrt.

Q1 Q2

P Py

Man priift leicht nach, dass ,verschiebungsgleich“ eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der gerichteten Strecken ist. Zu dieser Aquivalenzrelation gibt es eine Klasseneinteilung der
Menge der gerichteten Strecken in Aquivalenzklassen.

Definition 2.1. Unter einem Vektor (im R? oder R3) verstehen wir eine Aquivalenzklasse
gerichteter Strecken. Wir bezeichnen Vektoren meist mit Kleinbuchstaben. Ist a ein Vektor

—
und (P, Q) ein Reprdsentant von a, so schreiben wir a = P Q).

13



14 Kapitel 2. Vektorrechnung in der Ebene und im Raum

Unmittelbar einzusehen ist, dass den Vektoren im R? bzw. R3 eindeutig die Parallelver-
schiebungen des R? bzw. R? entsprechen.

Als Norm eines Vektors a definieren wir die Lénge eines beliebigen seiner Reprasentan-
ten:

|la]] = Lénge von (P, Q), wobei a = ]_D—@)

Diese Definition ist sinnvoll, da offensichtlich alle Reprédsentanten des Vektors a dieselbe
Lénge haben.

In der folgenden Definition erklaren wir eine algebraische Operation in der Menge der
Vektoren (im R? bzw. R3) | die wir als Addition auffassen:

Definition 2.2. a und b seien Vektoren im R? bzw. R3. Unter der Summe ¢ = a+ b von a
und b verstehen wir jenen Vektor c, der wie folgt konstruiert wird:
—
Sind (P,Q) und (R,S) Reprisentanten von a bzw. b, so ist ¢ = PT, wobei in der
Zeichnung (Q,T) jene gerichtete Strecke ist, die man erhdlt, indem man die Strecke (R,S)
so parallelverschiebt, dass der Punkt R in den Punkt Q dbergefihrt wird.

Man macht sich leicht klar, dass die oben gegebene Definition der Summe zweier Vek-
toren unabhéingig von der speziellen Wahl der Représentanten ist. Wir werden daher meist
Représentanten der Form (P, Q) und (Q,S) fir a bzw. b wéhlen. (P,S) ist dann ein Re-
prasentant des Summenvektors.

Auf Grund der geometrischen Konfiguration sagt man, dass die Vektoraddition entspre-
chend der Parallelogrammregel erfolgt.

Die Vektoraddition ist kommutativ, d.h. fiir je zwei Vektoren gilt:

at+b=b+a.

Dies entnimmt man sofort der folgenden Zeichnung®:

5Im folgenden werden wir hiufig in den Zeichnungen Représentanten als Vektoren bezeichnen.



2.1. Vektoren, Vektoraddition und skalare Multiplikation 15

b+ a

a+b

Die Vektoraddition ist assoziativ, d.h. fir je drei Vektoren gilt:

a+(b+c)=(a+b)+ec.

(a+b)+c

=a-+(b+c) '
b

Der durch einen beliebigen Punkt P bestimmte Vektor o = P P heift Nullvektor-.

Fiir beliebige Vektoren a gilt offensichtlich:

at+o=o0+a=a. (2.1)

Es gibt keinen anderen, von o verschiedenen Vektor o/ mit dieser Eigenschaft, d.h. o ist
eindeutig durch (2.1) bestimmt. Dies kann man bereits beweisen, ohne die Definition von
Vektoren zu benutzen:

Aus o+0 =0 und o+0 =0 folgt o=0.

— —
Ist a=PQ und b = Q P, so gilt offensichtlich a + b = b+ a = 0. Damit haben wir gezeigt:

Zu jedem Vektor a existiert ein Vektor —a mit der FEigenschaft

a+(—a)=(—a)+a=o. (2.2)
—a heifit der zu a negative Vektor. Statt b + (—a) schreiben wir meist b — a. Der Vektor
—a ist eindeutig durch (2.2) bestimmt. (Es sei b ein zweiter Vektor mit der Eigenschaft (2.2).
Dann ist a + b = o und daher —a = (—a) + (a +b) = (—a+a) + b = 0 + b = b. Hier wurden
(2.1) und das Assoziativgesetz benutzt.) Aus (2.2) folgt unmittelbar

—(—a) = a.

Zusammengfassend kénnen wir feststellen, dass die Vektoraddition kommutativ und
assoziativ ist. Ferner gibt es ein neutrales Element, den Nullvektor, und zu jedem
Vektor a den negativen Vektor —a.

Diesen Sachverhalt kann man auch kurz wie folgt ausdriicken (siche Abschnitt 4.1):

Die Menge der Vektoren im R? bzw. im R® bildet eine abelsche” Gruppe.

7 Abel, Niels Henrik, 5. 8. 1802 (Finngy bei Stavanger) — 6. 4. 1829 (Eisenwerk Froland bei Arendal), Beitrige zur Algebra,
algebraische Funktionen, elliptische Funktionen, Integrale (en.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel).
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Auf Grund der Assoziativitit und Kommutativitéit gilt beispielsweise:
—(a+0b) = (—a) + (-b). (2.3)
Dies folgt aus ((—a)+ (=b)) + (a+b) = ((=b)+ ((—a)+a)+b) = (=b)+o0o+b=(-b)+b=0

und der eindeutigen Bestimmtheit des negativen Elementes.

Ist a eine reelle Zahl und a ein Vektor, so kénnen wir den Vektor aa wie folgt
definieren:

a) Es sei > 0. Ist a = F@), s0 ist aa = ]?1?%, wobei ||aal| = alla|| ist und (P, Q)
und (P, R) dieselbe Richtung haben.

llall

z—}| {Q
P Tea » R (a>1)
allall
b) Fir o =0 setzen wir
aa = o.

¢) Fiir o <0 definieren wir (man beachte, dass —co > 0 ist)
aa = (—a)(—a). (2.4)

Damit haben wir in eindeutiger Weise jedem Paar bestehend aus einer reellen Zahl «
und einem Vektor a einen weiteren Vektor zugeordnet, den wir als Produkt aa schreiben.
Diese algebraische Operation heifit skalare Multiplikation. Die reellen Zahlen werden hier
zum Unterschied zu den Vektoren Skalare genannt.

Fiir a > 0 ist —a < 0 und wegen (2.4) mufl (—a)(—a) = a(—(—a)) = aa gelten. Dies
zeigt, dass (2.4) fiir beliebige o € R und beliebige Vektoren a gilt.

Aus dem Strahlensatz der Geometrie folgt sofort, dass fiir beliebige Vektoren a, b und
beliebige positive reelle Zahlen «

ala+b) =aa+ ab (2.5)
gilt.
Q S
Q a=PG, aa=PQ,
b=PR, ab=PR,

7
a+b=PS, ala+b)=PS".
P R’ R

Die Beziehung (2.5) gilt auch fiir « = 0. Fiir @« < 0 muf8 man nicht mehr die geometrische
Anschauung zu Hilfe nehmen. Man erhélt mit Hilfe von (2.3) und (2.4):

a(a +5) = (~a)(~(a-+ ) = (~a)((~a) + ()
= (—a)(—a) + (—a)(=b) = aa + ab.

Also gilt (2.5) fiir beliebige reelle Zahlen, d.h. es gilt das erste Distributivgesetz fiir die
skalare Multiplikation und Vektoraddition:
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(V1) Fiir beliebige o € R und beliebige Vektoren a, b gilt:
ala+b) =aa+ab

Mit Hilfe von (V1) und (2.4) kénnen wir beispielsweise folgende Aussage iiber —(aa)
beweisen:

—(aa) = (—a)a = a(—a). (2.6)
Beweis. 1. (—a)a = a(—a) wegen (2.4).
2. aa + (—a)a = aa + a(—a) = a(a — a) = ao = o (hier wurde auch (2.4) benutzt), d.h.
d

(—a)a = —(ca).

Es seien nun «, § nicht-negative reelle Zahlen und a ein Vektor. In diesem Falle haben die
Vektoren aa, fa und (a+ )a dieselbe Richtung. Daher hat awa + a die Norm of|a||+ 5]|a|| =
(o + B)]|a||. Daraus folgt

aa+ fa = (a+ B)a. (2.7)
Ist « >0, 8 <0und a+ > 0, so gilt wegen (2.7) und (2.6)
—(Ba) + (a+ Bla= (=Pla+ (a+ Pla= (B +a+ f)a=aa, d.h.
(o + B)a = aa + Pa.

Fira >0, 8 <0 und o+ [ <0 gilt
aa = (a+B)a=aa+ (~a— B = (—fa = —(Ba),

woraus wieder
aa+ fa = (a+ Pa
folgt.
Den Fall a < 0 und § > 0 fiithrt man auf den vorhergehenden Fall zuriick, indem man
die Rollen von « und [ vertauscht. (Dies ist wegen der Kommutativitit der Vektoraddition
moglich.)

Fiir die skalare Multiplikation und die Vektoraddition gilt somit auch das zweite Dis-
tributivgesetz:

(V2) Fiir beliebige reelle Zahlen «, 3 und beliebige Vektoren a gilt:
aa + Ba = (a+ PB)a.

Ferner gilt fiir die skalare Multiplikation das A ssoziativgesetz:
(V3) Fiir beliebige a, € R und beliebige Vektoren a gilt

a(Ba) = (aB)a.

Beweis. Fiir nichtnegative Zahlen «, 3 sind die Vektoren (af3)a, fa und a(Ba) gleichgerichtet
und fiir deren Normen gilt ||(afB)al| = (af)||al = a||Bal| = a(F||al|). Daraus folgt a(Ba) =

(af)a.
Fiir alle @ < 0 und # > 0 benutzen wir (2.6) und erhalten «(fSa) (= (Ba)) =

= (—a
(—a)(B(—a)) = (—af)(—a) = (af)a. Analog erhilt man im Fall « > 0,5 < 0

a(fa) = a((=f)(—a)) = (aB)(—a) = (af)a.
Ist @« <0 und @B <0, so gilt

a(fa) = (—a)(=(fa)) = (=a)((=Fa) = (—a)(=F))a = (ab)a.

Damit ist das Assoziativgesetz bewiesen. 0

Unmittelbar einsichtig ist die Regel
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(V4) 1-a = a fir alle Vektoren a.

Mit Hilfe von (V1) — (V4) konnen weitere Regeln bewiesen werden. Beispielsweise gilt:

Ist aa = 0, so gilt o =0 oder a = o. (2.8)

Beweis. Es sei aa = 0. Ist a = 0 so ist nichts mehr zu beweisen. Fiir a # 0 folgt aus aa = o
auch ]

a(aa) =-o0=o.

Andererseits ist (aa) = (La)a=1-a=a,dh.a=0. 0

Man hétte (2.8) natiirlich auch direkt mit Hilfe der Definition der skalaren Multiplikation
beweisen kénnen. Der oben gegebene Beweis fiir (2.8) zeigt jedoch, dass (2.8) immer dann
gilt, wenn fiir die Operationen ,,+“ und ,,-“ die Regeln (V1) — (V4) gelten.

Fiir die Norm eines Vektors gelten die folgenden Aussagen:

(Ny) ||a|| > 0 fiir alle a und ||a|| = 0 genau fir a = o (positive Definitheit).
(N2) |lea|| = |e||al| fir alle o« € R und alle Vektoren a (Homogenitit).
(N3) |la+b|| < |lal| + ||b]| fir alle a,b (Dreiecksungleichung).

, = “ steht genau dann, wenn a = ab oder b = Ba mit o > 0, § > 0.

Bewets. (N;) folgt unmittelbar aus der Definition der Norm. (Ng) ist fiir a > 0 klar. Fiir
a < 0 gilt |aa]| = |[(—a)(—a)|| = (—a)|| — a|| = |a]||a||. Die Dreiecksungleichung gilt, da in
einem Dreieck die Summe zweier Seiten nicht kleiner sein kann als die dritte Seite. O

a-+b

Aus der Dreiecksungleichung folgt:

o= bl > [Jlall = bl firr alle a.b. (2.9)

Bewets. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhélt man
lall = la — b+ 0] < [la — bl + [[b]],

woraus

llall = [|b] < [la — bl
folgt. Analog erhilt man

1ol = llall < [[b— all = lla — b
und
o=l = [Jlall = 18]

Der Beweis von (2.9) zeigt, dass diese Aussage immer dann gilt, wenn fiir || - || die
Dreiecksungleichung gilt. Man mufl nicht mehr auf die Definition der Norm zuriickgreifen.
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2.2 Inneres Produkt

Je einem Paar von Vektoren a # o und b # o ist in eindeutiger Weise ein Winkel ¢ mit
0 < ¢ < 27 zugeordnet (der Winkel von a nach b).

@

Wir kénnen nun je zwei Vektoren a,b eine reelle Zahl (a,b) geméf der folgenden Definition
zuordnen:

(a,b) =0, falls a =0 oder b= o,
{a,b) = ||a|| ||b]| cos ¢, ¢ der Winkel von a nach b, falls a # o und b # o.
(a,b) heiBt das innere Produkt (oder Skalarprodukt) von a und b.

Der folgenden Zeichnung entnimmt man, dass (a, b) das Produkt der Norm von a und der
Norm der Projektion von b auf a ist, falls 0 < ¢ < % und 37“ < p < 27 ist. Falls % <p< 37“
ist, wird noch mit —1 multipliziert.

R R

P S Q S P Q

—_— . == =

a=PQ,b=PR, PS = Projektion von b auf a.
Unmittelbar aus der Definition folgt:
(a,a) = ||a||* fir alle a. (2.10)
Daraus erhilt man sofort (wegen der Definitheit der Norm)

(I1) (a,a) >0 und {(a,a) =0 genau dann,wenn a = o (Definitheit des inneren Produktes).
Die Definition des inneren Produktes liefert auch sofort:

(12) (a,b) = (b,a) (Symmetrie).

Fiir beliebige reelle Zahlen o und Vektoren a, b gilt:

(I3) (aa,b) = ala,b) (Homogenitdt).

Beweis. Der Fall a = 0 ist trivial. Fiir a > 0 ist der Winkel ¢ von a nach b derselbe wie
jener von aa nach b. Daher gilt

(aa,b) = ||aal| [[bl| cos o = [af [[a] [|b]| cos
= aflal |[bl| cos = afa, b).
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Fir oo < 0 ist der Winkel ¢ von aa nach b durch 7 — ¢ fiir 0 < ¢ < 7 und durch ¢ — 7
fiir # < ¢ < 27 gegeben, wobei ¢ wieder den Winkel von a nach b bezeichnet. In beiden
Féllen ist cos = — cos . Daher gilt:

(aa,b) = [laal| [|b]| cos() = |a [lal| [[b]|(— cos ¢)
= (=)l IbI[(= cos ) = ea] [|b]| cos ¢ = aa, b).

Eine weitere wichtige Eigenschaft gilt fiir je drei Vektoren a, b, c:
(I4) (a+0b,c) = (a,c) + (b,c) (Additivitit).
Beweis. Aus der untenstehenden Zeichnung entnimmt man sofort
lla|l cos p1 + ||b]| cos g2 = ||a + b|| cos @3,

wobei @1, pg bzw. 3 der Winkel von a nach ¢, von b nach ¢ und von a + b nach c ist. Daraus
folgt sofort das Ergebnis. 0O

R
$2
Q
Y1 #3 L
P TS
| {z H—{z—}
llall cos o1 ]| cos @2

| { }

lla + bl| cos ps

— — — —

a=PQ,b=QR,a+b=PR,c=P5.

Die Eigenschaften (I3) und (I4) kénnen zusammengefafit werden:
Fiir beliebige reelle Zahlen o, 8 und Vektoren a,b,c gilt:

(aa + Bb, ¢) = afa, c) + B(b,c),
(c,a + pb) = afc,a) + B(c,b) (Bilinearitdt).

Definition 2.3. a) Zwei Vektoren a,b heiffen orthogonal, a Lb, wenn {(a,b) =0 gilt.

b) Vektoren ai,...,a; heiffen orthogonal, wenn (a;,a;) = 0 fir i # j gilt. Ist zusdtzlich
lail| =1,i=1,...,k, so heiflen ai,...,a orthonormiert.

Ist a = o0 oder b = o, so gilt trivialerweise alb. Unmittelbar aus der Definition folgt
wegen | cos¢| < 1:

[{a,b)] < ||a|| |b]]  (Schwarzsche® Ungleichung®).
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Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn es reelle Zahlen o, 8 gibt mit aa+06b = o
und (@, 3) # (0,0).

Fiir den Beweis der Schwarzschen Ungleichung miissen wir jedoch nicht mehr auf die
Definition des inneren Produktes zuriickgreifen. Fiir b = o ist alles klar. Insbesondere gilt
das Gleichheitszeichen und Oa 4+ 1b = 0. Es seien daher a,b Vektoren mit b # 0. Wir suchen
zunéchst eine Zahl a derart, dass

a=ab+ (a — ab),

wobel abla — ab.

a— ab a

Y
Y

ab b

Geometrisch bedeutet dies, dass wir eine Darstellung von a als Summe eines Vektors parallel
zu b und eines Vektors orthogonal zu b suchen

bl(a —ab) bedeutet 0= (b,a —ab) = (a,b) — a|b||°.

Wegen b # o erhalten wir daraus o = (a, b)/||b||?.
Aus a = ab+ (a — ab) und abl(a — ab) folgt

||CLH2 = (ab+ (a — ab),ab+ (a — ab)) = 042||b||2 + |la— ab||2

und daraus weiter

(a,0)
la]l* = o?1b]* = :
16112
SchlieBlich erhilt man (a,b)? < ||al|? ||b]|? bzw.
[{a, b)] < [lall |[bl

In den oben durchgefithrten Umformungen gilt genau dann iiberall das Gleichheitszeichen,
wenn ||a — abl|? = 0 ist, d.h. a = ab gilt.

Man beachte, dass dieser Beweis nur (2.10) und die Eigenschaften des inneren Produktes
benutzt.

Im Beweis der Schwarzschen Ungleichung wurde die folgende Aussage mitbewiesen:
Es seien a,b Vektoren mit b # o. Dann besitzt a eine eindeutige Darstellung
a=ai+a
mit az Lb, wobei ay = ({a,b)/||b]|*)b und az = a — ay. Der Vektor as heifit die
Normalkomponente von a beziiglich b.
2.3 Basis, Koordinaten
Definition 2.4. a) ay,...,a, seien Vektoren. Ein Vektor ¢ heifit Linearkombination von
Al ...y Gy, WENN

n
c=auoia1+ -+ apa, = E Qa;a;
J=1



22 Kapitel 2. Vektorrechnung in der Ebene und im Raum

fur reelle Zahlen ay, ..., a, gilt. Die Linearkombination heifst nicht-trivial, falls mindestens
ein a; # 0 ist.

b) Die Vektoren ay,...,ay, heiffen linear abhdngig, wenn der Nullvektor eine nicht-triviale
Linearkombination von ay,...,a, ist, d.h. es gilt

o=qwo1a1 + -+ apany

und «; # 0 fiir mindestens ein i. Die Vektoren aq,...,a, heiflen linear unabhdngig, wenn
ste nicht linear abhdngig sind.

Die Vektoren ai,...,a, sind somit genau dann linear unabhéngig, wenn die einzige
Linearkombination von aq, ..., a,, welche o ergibt, die triviale ist, d.h. aus aja1+- - -+ apa, =
o folgt a; = -+ = a,, = 0. Ist einer der Vektoren a; = o, so sind die Vektoren aq,...,a,

linear abhéngig. Dies ist klar wegen 0o =0-a1+---4+0-a,-1+1-a; +0-aj41+---+0- an.

Satz 2.5. a) Je drei Vektoren im R? sind linear abhingig. Es gibt jedoch Vektoren ey, es im
R2?, die linear unabhingig sind.

b) Je vier Vektoren im R? sind linear abhingig. Es gibt jedoch Vektoren e1,ea,e3 im R3, die
linear unabhdngig sind.

Beweis. a) Es seien a, b, ¢ Vektoren im R2. Nur der Fall, wo keiner der Vektoren der Nullvek-
tor ist, mufl noch untersucht werden. Auf Grund der unten stehenden Zeichnung sieht man
sofort dass

c=aa+ Fb

mit geeignet gewihlten reellen Zahlen «, (3 gilt. Andererseits ist auch klar, dass etwa die
Vektoren a, b linear unabhingig sind.

Bb c

b) Es seien a, b, ¢,d Vektoren im R3. Wir setzen wieder voraus, dass keiner der Vektoren der
Nullvektor ist. Auch hier sieht man, dass fiir geeignete o, 3,y

d = aa+ b+ ~c

gilt und dass ferner die Vektoren a, b, ¢ linear unabhéingig sind. 0
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aa aa + Bb

Es seien eq, eo linear unabhiingige Vektoren im R? und a sei ein weiterer Vektor im R2.
Dann sind a, e; und ey linear abhiingig (Satz 2.5) und es gilt mit Zahlen &, (31 und (s, die
nicht sdmtliche Null sind,

aa + frer + Paes = o.

Es mufl & # 0 sein, da sonst (ie; + B2e2 = o sein miifite, woraus wegen der linearen Un-
abhingigkeit von e, es auch 1 = G2 = 0 folgen wiirde. Es folgt daher

a = a1e1 + ages

mit a1 = —01/&, as = —f2/a. Die Zahlen aj,as sind eindeutig bestimmt. (Wire a =
B1e1+ Paea, so miBte o = (a1 — B1)e1 + (e — fB2) ez gelten. Wegen der linearen Unabhéngigkeit
von e, ey folgt daraus aber ay = ) und ay = [2.) Wir nennen jedes Paar (ej,eg) linear
unabhingiger Vektoren im R? eine Basis fiir den Raum der Vektoren im R?. Die eindeutig
bestimmten Zahlen a1, az heilen Koordinaten von a (beziiglich der Basis (e, e2)).

Eine analoge Situation liegt fiir Vektoren im R? vor. Je drei linear unabhingige Vektoren
e1, ez, e3 im R3 bilden eine Basis und fiir jeden Vektor a gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
a1, o, i3 Mit

a = e1 + ager + azes.

Die Zahlen a1, aa, ag heiflen wieder die Koordinaten von a (beziiglich der Basis (e1, e2, e3)).
Die Vektoren «;e; werden vielfach die Komponenten von a beziiglich der Basis (e, e2)
bzw. (e, €2, e3) genannt.
Sind a,b, ¢ (bzw. a,b) vom Nullvektor verschiedene orthogonale Vektoren im R3 (bzw.
R?), so sind sie linear unabhiingig und bilden eine Basis fiir die Vektoren im R? (bzw. R?). Gilt
zusitzlich ||al] = ||b]| = ||¢|| = 1, so nennen wir (a, b, c) (bzw. (a,b)) eine Orthonormalbasis.
Wir fiihren nur den Beweis der linearen Unabhéngigkeit von a, b, c. Es sei

aa + Bb+ ve=o.

Wir bilden das innere Produkt mit a,b bzw. ¢ und erhalten wegen der Orthogonalitit von
a,b,c
allal* = B1bl* = yllel* = 0

woraus a = (3 =y = 0 folgt (wegen a # o, b # o, ¢ # 0).
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Es sei (e1, ea,e3) eine Basis fiir die Vektoren im R3. Wie wir gesehen haben, entspricht
jedem Vektor a im R3 genau ein Tripel (aq, ag, ag) von reellen Zahlen mit a = aje; + ages +
ases. Umgekehrt bestimmt jedes Tripel reeller Zahlen vermoge dieser Beziehung einen Vektor
im R3. Es besteht daher eine eindeutige Zuordnung zwischen den Vektoren im R? und den
Tripeln reeller Zahlen. An Stelle von (aq, g, a3) schreiben wir

aq

a=| ag

Qg
und nennen a den Koordinatenvektor von a (bzgl. (e1,e2,e3)).
Fir a = aje; + agses + agesg und b = (reg + Paes + Fzes gilt

a+b=(a1+ f1)er + (a2 + P2)ea + (a3 + f3)es

und
pa = (par)er + (pazg)es + (pas)es, p € R.

Die Koordinatenvektoren von a + b und pa sind somit gegeben durch

a1 + 3 pan
ag + (o bzw. o | .
ag + (33 pos

o1 B
Es ist daher sinnvoll fira= | as | und b= | 5

ag B3

a1 + B pan
a+b:=(ax+ [ und pa:=[paz |, peR,

az + 33 povs

zu definieren. Damit haben wir fiir Spaltenvektoren eine Addition und skalare Multiplikation
erklirt. Man sieht sofort, dass die so erklidrte Addition kommutativ und assoziativ ist. Ferner

0 a1 —Qq
ist <0> das Nullelement und zu <a2> ist <—a2> das negative Element.
0 a3 —Q3

Fiir die oben erkliarte Addition und skalare Multiplikation gelten dariiber hinaus auch
(V1) — (V4) .

Fiir das innere Produkt erhilt man eine besonders einfache Darstellung, wenn man eine
Orthonormalbasis (e1, €2, e3) wihlt: Mit Hilfe von (I1) — (I4) erhédlt man fiir a = aje; +
ages + azes, b = Bie1 + [aea + [F3e3 (man beachte (e;,e;) = 0 fiir ¢ # j und (e;,e;) = 1 fur
i,7=1,2,3):

(a,b) = a1 1 + a2 + a3fs. (2.11)

Wegen (2.10) erhélt man damit auch

lall = (of + a3 + a3)'/2. (2.12)
aq
Die Formel (2.11) legt nahe, das innere Produkt zweier Koordinatenvektoren a = | a2 | und

a3
B
b= (ﬂz> durch
B3

(a,b) :== o181 + afr + a3f3
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zu definieren.

Ist (e1,e0,e3) eine beliebige Basis fiir die Vektoren im R3, so kénnen wir umgekehrt
durch (2.11) ein inneres Produkt definieren,

(a,b)1 = o1 1 + a2 + 303, (2.13)

welches dann im allgemeinen nicht mit dem Produkt (-,-) iibereinstimmt. Die Vektoren
e1, ea, ez sind beziiglich des inneren Produktes (-, -); orthonormiert. Die Koordinatenvektoren
von ey, eg, e3 bzgl. der Basis (e, ez, e3) sind

) ()¢

Der Beweis, dass (-, -); die Eigenschaften (I1) — (I4) hat, wird als niitzliche Ubung empfohlen.
Wir definieren ||al|; := ((a,a)1)'/2. Die Schwarzsche Ungleichung gilt ebenfalls fiir (-, -);
bzw. || - |1:
(@, b)1| < llall[b]]x-

Der seinerzeit gefiihrte Beweis hat nur die Eigenschaften (I1) — (I4) des inneren Produktes
und (2.10) benutzt.

| - lli hat die Eigenschaften (N1) — (N3), welche wir weiter oben (Abschnitt 2.1)
fir || - || vermerkt haben.

Beweis. 1. Aus (I1) folgt sofort ||a||; > 0 sowie die Aquivalenz von |/al; =0 und a = o.

2. Aus (I3) und (I2) erhilt man ||aa||? = (aa,aa); = a?(a,a); = o?|alj?, d.h. ||aal; =
lal [lalls-

3. Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

la + 0]l = {a+b,a+b)
= llallf +2(a,b)1 + [[b]]?
< llallf + 2llall1llolls + (181 = (lally + 16]11)?,

d.h. es gilt
la+bllx < llafly + bl

Analoge Uberlegungen gelten fiir Vektoren im R? bzw. Spaltenvektoren der Form <Z;> .

2.4 AuBeres Produkt, Spatprodukt*

Fiir Vektoren des R3 gibt es eine weitere sehr wichtige Operation, welche zwei Vektoren einen
dritten zuordnet. Wir bendtigen dazu die folgende Begriffsbildung:

a, b, c seien linear unabhéngige Vektoren. Diese Vektoreiril))ilden genau dann ein i-l_c;chts-
system, wenn gilt: Wahlen wir Représentanten mit ¢« = PQ, b = PR und ¢ = P S, und
blickt man vom Punkt .S auf die Ebene, welche von den Punkten P, (), R aufgespannt wird, so
kann die Strecke (P, @) durch eine Drehung um einen Winkel 0 < ¢ < 7 gegen den Uhrzeiger-

s
sinn in eine Strecke (P, Q') iibergefiihrt werden, sodass P Q' = ab mit a > 0 gilt. Bilden die
Vektoren a, b, ¢ kein Rechtssystem, so bilden sie ein Linkssystem.



26 Kapitel 2. Vektorrechnung in der Ebene und im Raum

]

Q

c
Rechtssystem Linkssystem

Definition 2.6. a, b, ¢ seien Vektoren im R3. Der Vektor c ist das dufSere Produkt von a,b,
c=a x b, wenn ¢ folgenden Bedingungen geniigt:

1. ¢=o, falls a = 0 oder b = o.
2. Fiir a # o und b # o gilt:

(a) cLa und cLb.
(b) ||| = Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
(¢) a,b,c bilden ein Rechtssystem.

Die geometrische Bedeutung ist in der folgenden Zeichnung dargestellt.

Es ist klar, dass der Vektor ¢ durch die in Definition 2.6 angegebenen Bedingungen eindeutig
bestimmt ist. Fiir die Norm des dufleren Produktes zweier Vektoren gilt:

lla > b* = [lal*[b]* — (a,b)*. (2.14)

Beweis. Fiir a = o oder b = o ist nichts zu beweisen. Sind a und b vom Nullvektor verschie-
den, so gilt fiir den Fldcheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms

F = |allh,

wobei h = ||b|| singp fiir 0 < ¢ < 7/2 und h = ||b|| sin(7m — ¢) = ||b[|sine fir 7/2 < ¢ < 7. ¢
ist der Winkel von a nach b.

NN | &>

llol] h

A
« Y

Ly

{z

I
llall llall
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Somit gilt ||| = [|a]|?h? = ||a||?||b]|?sin? ¢ = ||a||?||b]|?(1 — cos? ¢), woraus wegen cos p =
(a,b)/(||al| ||b]|) die Behauptung folgt.

Um spéter das Distributivgesetz fiir das d&uflere Produkt beweisen zu kénnen, benttigen
wir

Lemma 2.7. a,b seien Vektoren mit b # o. Die Normalkomponente von a beziiglich b wird
mit a,, bezeichnet. Dann gilt:
axb=a, xb.

Beweis. Bilden a, b, ¢ ein Rechtssystem, so auch a,, b, c, d.h. a X b und a,, x b haben dieselbe
,Richtung*.

a an ap a

Aus der Zeichnung entnimmt man, dass der Flidcheninhalt der von ¢ und b bzw. von a, und
b aufgespannten Parallelogramme iibereinstimmt, d.h. ||a x b|| = [lay x b||. Damit ist das
Lemma bewiesen. 0

Fiir das duflere Produkt gilt:

Satz 2.8. a,b und ¢ seien Vektoren im R> und \ sei eine reelle Zahl. Dann gilt:
1. a x b= —(bx a) (Antikommutativitit),
2. (Aa) x b=a x (Ab) = Aa x b) (Assoziativitit bezgl. der skalaren Multiplikation),
3. (a+b) x c=axc+bxc (Distributivitit).

4. a x b =0 dann und nur dann, wenn a und b linear abhdngig sind.

Beweis. 1. Bilden a, b, ¢ ein Rechtssystem, so auch b, a, —c.

b

2. Fiir A = 0 ist die Assoziativitdt trivial. Es sei A > 0. Zunéchst ist klar, dass ¢; = (Aa) X b,
c2 = a x (Ab) und ¢ = a x b dieselbe Richtung haben. Ferner ist |lc1|? = ||Aa|?||b]|* —
(Aa,b)? = X2(||a]?||b]|? — (a,b)?) = N?||c||?. Analog sieht man ||c2|> = A?||c||?. Daraus folgt
aber ¢; = cg = Ac.

Fiir A < 0 gilt (Aa) xb = ((=A\)(—a)) xb) = (=) ((—a) xb) = (=A)(—(ax b)) = A(axb).
Hier wurde (—a) x b = —(a x b) benutzt. Analog zeigt man a x (Ab) = A(a x b) fiir A < 0.
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3. Fiir ¢ = o ist alles klar. Es sei daher ¢ # o. Auf Grund von Hilfsatz 2.7 geniigt es zu zeigen,
dass
(a+b)pxc=ap,Xc+b, xc

gilt, wobei (a + b),, a,, und b,, die Normalkomponenten von a + b, a bzw. b beziiglich ¢ sind.
Man sieht sofort, dass (a + b),, = a, + by, ist. Dazu mufl man nur beachten, dass

(a,c)
Ap = s
llc]|?
(b, c)
bp,=0 EE ¢ und
b
(a+b)p=a+b <a”tH2’ )

Es geniigt daher, im Falle ¢ # o das Distributivgesetz fiir Vektoren a,b,c mit alc und
bLlc (und damit auch a+bLc) zu beweisen. Wir wihlen fiir die Vektoren Repréisentanten, die
denselben Anfangspunkt haben. Dann liegen die Représentanten von a, b, a+b,a x ¢, bx ¢ und
(a+b) x ¢ in derselben Ebene senkrecht zum Représentanten von c. (In der untenstehenden
Zeichnung ist der Reprédsentant von ¢ senkrecht zur Papierebene in Richtung des Lesers zu
denken).

b a+b

aXxc
aXc+bxc

Da a x clLa und b x cLb gilt, ist der Winkel von a nach b bzw. von a X ¢ nach b x ¢
gleich. Dariiberhinaus ist (wegen alc und blc)

la x| = llall - flell - und {|o-x cff = [|b]] - f|]|- (2.15)

Dies bedeutet, dass die Parallelogramme, welche von a und b bzw. a X ¢ und b x ¢ aufgespannt
werden, dhnlich sind. Ferner gilt, dass die Vektoren a + b und a x ¢ + b X ¢ orthogonal sind.
Wegen der Ahnlichkeit der zwei Parallelogramme und wegen (2.15) gilt ferner

lla xc+bxcl=|a+bd|]c|

Der Vektor (a+b) x ¢ hat nun dieselbe Richtung wie a X ¢+ b X ¢ und es ist (wegen a +b_Llc)
|(a +b) x c|| = |la+ b]| ||c||. Daraus folgt aber

axc+bxec=(a+b) xec.

4. Ist a = o0 oder b = o, so ist nichts zu beweisen. Es sei daher a # o und b # o. Ist a X b = o,
so folgt aus (2.14), dass |{(a, b)| = ||a]| ||b|| gilt, d.h. fiir den Winkel zwischen a und b gilt ¢ = 0
oder ¢ = . Dann ist aber a = Aa mit A > 0 oder A < 0, d.h. @ und b sind linear abhéngig.
Es sei nun andererseits b = Aa mit einem A € R. Dann folgt ||a x b|| = 0 aus (2.14). Damit
ist der Satz 2.8 vollstdndig bewiesen. 0O
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Das duflere Produkt ist nicht assoziativ. Um dies zu sehen, wihlen wir vom Nullvektor
verschiedene Vektoren a, b mit aLb. Dann ist a x b_La, ||a x b|| = ||a]| ||b]| und ||a x (a x b)|| =
lall - |la x o] = |la]/?||b]] # 0, d.h. @ x (a x b) # o. Andererseits ist a x a = o und daher
(axa)xb=o.

Es sei nun B = (eq, eg, e3) eine Orthonormalbasis fiir die Vektoren im R? und ein Rechts-
system, d.h. insbesondere

€] X ep =e3,e3 X €3 =e€1,€3 X €1 = €9, eixei:O, i:1,2,3. (216)

e3

€2

aq B1
a und b seien Vektoren mit den Koordinatenvektoren (0@) bzw. (ﬁg)

as B3
beziiglich B. Dann erhilt man unter Benutzung von (2.16)

a x b= (are; + azes + ages) x (Brer + Baea + [G3e3)
= (182 — aaB1)(e1 X e2) + (183 — azfi)(e1 x e3)
+ (233 — a3F2)(e2 ¥ e3)
= (253 — azfa)er — (13 — azfi)ez + (12 — azfr)es.

Der Koordinatenvektor von a x b ist somit durch

anf33 — a3
<—(04153 - a351)> (2.17)
a13y — e

gegeben.

Es sei nun (eq,es,e3) eine beliebige Basis fiir die Vektoren im R3. Fiir Vektoren a =
aie1 + ageg + asges, b = [rer + (aea + (3e3 definieren wir ein dufleres Produkt ,,+* durch
(2.17), d.h. wir setzen

axb:= (af3 — azfa)er — (133 — azfr)ez + (1 f2 — azf1)es. (2.18)

Ferner definieren wir das innere Produkt (-, -); durch (2.13) und die Norm ||-||; durch ||a||? :=
<CL, CL>1.

Es ist leicht zu sehen, dass (2.16) fir ,,x“ gilt. Ebenso einfach verifiziert man, dass die
Punkte 1 — 3 aus Satz 2.8 auch fiir ,x“ gelten. Punkt 4 aus Satz 2.8 beweist man fiir ,,** wie
folgt: Es seien zuniichst a und b linear abhingig. Ist a = o, so folgt aus (2.18) unmittelbar
axb=o0.Im Falle a # o mufl b = \a fiir ein A € R gelten. Auch in diesem Fall sieht man an
Hand von (2.18) sofort, dass a x b = o gilt. Es sei nun umgekehrt a * b = 0. Aus (2.18) folgt
dann

aofs = azfa, a1fs =azb, a1fe = axbh. (2.19)
Im Falle oy = ag = ag = 0 gilt a = 0 und a, b sind trivialerweise linear abhéngig. Es sei ein
a; # 0, etwa ag # 0. Dann gilt S = Aag mit einem A € R und aus den Gleichungen (2.19)
folgt 51 = (al/(Xz)ﬁg = )\al und ,63 = (043/042),62 = )\ag, d.h. b = )a.
Die zu (2.14) analoge Beziehung

lla b3 = llallF bl — (a,0)F

wird durch Ausrechnen verifiziert. Ebenso verifiziert man ala x b und bla * b, wobei Ortho-
gonalitét im Sinne des inneren Produktes (-, -); zu verstehen ist.
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Definition 2.9. Gegeben seien die Vektoren a,b,c im R3. Die reelle Zahl
a,b, ) = (a,b x <)
heifit das Spatprodukt (Raumprodukt) von a,b,c.

Die wichtigsten Eigenschaften des Spatproduktes fassen wir zusammen in

Satz 2.10. a,b,c,... seien Vektoren im R3 und es seien oy, Bi,v; € R, i = 1,2. Dann gilt:

1 «al’ bv C>> + as <<CL2, bv C>>;
<<CL, blv C>> + ﬁQ <<CL, b27 C>>,

a) ((a1a1 + asag, b, c) = «
1
m{a,b,c1)) +v2((a, b, c2)) (Linearitit in allen Argumenten).

(@, B1b1 + Baba, c)) -
(a,b,y1c1 + y2c2) =

b) Die Vektoren a,b,c bilden genau dann ein Rechtssystem, wenn
(@, b,c)) >0 ist.

c) Die Vektoren a,b,c sind genau dann linear abhdngig, wenn {(a,b,c)) = 0 ist.

d) Die Vektoren a,b, ¢ seien linear unabhingig und V' bezeichne das Volumen des von a,b, ¢
aufgespannten Parallelflachs. Dann gilt

{a,b,c) = V, falls a,b, c ein Rechtssystem bilden,
=V, falls a,b, e ein Linkssystem bilden.

e) <<a’ b, C» = <<b’ ) a>> = <<C’ a, b>> = _<<b’ a, C>> = _<<C7 b, a>> = _<<a’7 G, b>>
£) {a+pb,b,¢) = {a,b,c).

Beweis. a) Die Linearitdt in den Argumenten folgt unmittelbar aus der entsprechenden
Eigenschaft des inneren Produktes bzw. des dufleren Produktes.

b) Bilden a, b, ¢ ein Rechtssystem und wéhlt man fiir a, b, c und b x ¢ Représentanten, die alle
vom selben Punkt P ausgehen, so liegen die Représentanten von a und b x ¢ auf derselben
Seite der von den Reprisentanten von b und ¢ aufgespannten Ebene. Daher ist der Winkel
zwischen a und b x ¢ kleiner als /2, d.h. es ist (a,b x ¢) > 0.

bxec a
A
©

Bilden a, b, ¢ ein Linkssystem, so liegt die in der unterstehenden Zeichnung charakte-
risierte Situation vor, d.h. der Winkel zwischen a und b x ¢ ist grofler als 7/2 und daher
(a,bx c) <0.
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%)
’ c
7
e
7
7

’ b

c) Es seien a, b, ¢ linear abhéngig. Dann existieren reelle Zahlen «, (3,7, die nicht alle Null
sind, mit aa + Bb + vyc = o. Es sei etwa 3 # 0. Dann folgt

b= aa+ Aqc

(mit & = -5, 7 = —%) und b x ¢ = &(a x ¢) +5(c x ¢) = @(a x ¢). Da a x ¢ und damit auch
a(a x c) orthogonal zu a ist, erhalten wir schliefllich (a,b x ¢) = (a,&(a x ¢)) = 0.

Es sei {(a,b,c)) = 0. Dann ist a = o oder b x ¢ = o0 oder alb x c. Im Falle a = o sind
a, b, c trivialerweise linear abhéngig. Im Falle b X ¢ = o sind bereits b, ¢ linear abhéngig und
umsomehr a, b, c. Im Falle a_Lb x c liegt die in der untenstehenden Zeichnung charakterisierte

Situation vor (falls zusitzlich a # o und b x ¢ # o):

bXec

o
\ s

Daher gilt a = 8b + ~yc mit zwei reellen Zahlen ,~, d.h. a, b, ¢ sind linear abhingig.

d) Die Vektoren a, b, ¢ bilden ein Rechtssystem. Das Volumen des von a, b, ¢ aufgespannten
Parallelflachs ist gegeben durch

wobei F' die Flache des durch die Vektoren b, ¢ bestimmten Parallelogramms und h die Hohe
des Parallelflachs ist.
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F und h sind durch

F=|bxcl, h=lalcosep,

gegeben. Daraus folgt V = Fh = ||b x c|| - ||a|]| cos ¢ = {(a,b x ¢).
Die Vektoren a, b, ¢ bilden ein Linkssystem. Dann gilt

F=bxcl, h=lalcos(m =)= —llaflcos¢

und daher
V =Fh=—|a|||b x c|]|cosp =—(a,b x c).

Abxc

\

e) Falls die Vektoren a, b, c linear abhéngig sind, ist das Spatprodukt bei beliebiger Anord-
nung dieser Vektoren Null. Es seien a, b, ¢ linear unabhéngig. Bilden a, b, ¢ ein Rechts- bzw.
Linkssystem, so auch b,c¢,a und c,a,b. Das jeweils aufgespannte Parallelflach hat dasselbe
Volumen V. Daher gilt

{(a,b,c) = ((b,c,a) = (c,a,b)(=V oder =—-V).

Bilden a, b, ¢ ein Rechts- bzw. Linkssystem, so bilden b, a,c, ¢,b,a und a, c,b ein Links- bzw.
Rechtssystem. Da das Volumen des aufgespannten Parallelflach gleich bleibt, gilt

(b, a,c) = (c, b, CL>> = <<a’7 = b» = _«a7 b, C>>
f) Wegen der Linearitit des Spatproduktes gilt

{(a+ Ab,b,c)) = ((a,b,c)) + A{(b,b,c)) = ((a,b,c)
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(beachte {(b,b,c)) =0). 0O

Fiir eine koordinatenméflige Darstellung des Spatproduktes wéhlen wir wie im Falle
des duBleren Produktes eine Orthonormalbasis (e, €2, e3), deren Vektoren ein Rechtssystem
bilden. Sind oy, §; bzw. ~;, i = 1,2, 3, die Koordinaten von a, b bzw. ¢ beziiglich der gewéhlten
Basis, so gilt

{(a,b,c) = a1 fay3 + aafB3y1 + azfriye
— a10372 — @213 — azfBav.

Wir wihlen nun eine beliebige Basis (e, 2, e3) fiir die Vektoren im R3 und definieren

{(a,b,e)1 = a1 farys + aafsy1 + azfiy2

2.20
—a18372 — azB1v3 — azfBa, (220)

wobel a = a1e1 + ages + ases, b = (re1 + Paes + Pies, ¢ = y1e1 + yoe2 + y3es. Mit Hilfe von
(2.20) zeigt man leicht, dass gilt:

1) (a,b, C>>1 = —(b, qa, C>>1 = —<<C, b,a)r = _<<a7 ¢, b1,
(i) (A1a1 + Azaz,b,ch1 = A1{(ar, b, e)1 + A2{(az, b, o)1,
(111) <<€1,€2,€3>>1 =1.
(iv) ((-,-, )1 ist das einzige Produkt mit den Eigenschaften (i) — (iii).
Beweis fiir (iv). Es sei ((-,,-))* irgendein Produkt mit den Eigenschaften (i) — (iii). Dann
folgt aus (i) fiir Vektoren b, ¢
(0, b, C>>* = _<<b7 b, C>>*

d.h. (b,b,c)* = 0. Damit folgt weiter wie oben fiir ((-,-,-)

{
(

{(a4+ Ab,b,e)* = {a,b,c)™.

a;, B bzw. v, 1 = 1,2, 3, seien die Koordinaten von a, b bzw. ¢ beziiglich der Basis (e, €2, €3).
Dann ist wegen (ii)

{a,b,c)” = crfimier, er, er)” + aafimi((ez, er, e1))”

3 3 3
+azbimes,en, )"+ =YY > aiBullen e, en)”
i1 j=1 k=1
= 132773 + 2fB371 + a3B1y2 — a1 8372 — a3 — azfoyi
= ((a, b, c)1.

Hier wurde benutzt, dass ((e;, e;, ex))* = 0 ist, falls zwei der Indizes {ibereinstimmen (dies ist
eine Folgerung aus (i)) und ((e1, e2,e3)* = ((ea,e3,e1))* = ((e3,e1,e2)* = 1, ((e1,e3,e2))* =
(e, e1,e3)* = (les,e2,e1))* = —1. (Folgerung aus (i) und (iii); zB. ((e2,e1,e3)*
= —((e1,e2,e3)" = —1 und ((e3, e1,e2)) = —((e1, €3, €2)) = ((e1,e2,€3))). O

Man kann nun definieren, dass a, b, ¢ beziiglich ((-, -, -))1 ein Rechtssystem genau dann bil-
den, wenn ((a, b, c))1 > 0 ist. Ebenso kann man das ,, Volumen* V' des durch a, b, ¢ bestimmten
Parallelflachs durch

V = {a,b,c)h

definieren, falls a, b, ¢ ein Rechtssystem bilden, und durch

V = —(a,b,c)1,
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falls a, b, ¢ ein Linkssystem bilden. Durch ein Produkt mit den Eigenschaften (i) — (iii) wird
somit eine Einteilung der Basen fiir die Vektoren im R? in Rechtssysteme und Linkssysteme
definiert. Ferner wird die Volumsmessung erklért.

Abschlielend wollen wir noch einige wichtige Identitédten zusammenfassen:

Satz 2.11. a) Fiir je drei Vektoren a,b,c im R? gilt:
ax (bxe)={a,c)b—{a,b)c (Grassmannscher'® Entwicklungssatz).
b) Fiir je vier Vektoren a,b,c,d im R3 gilt:
(a xb) x (¢ xd) = (a,b,d)c— (a,b,c)d = (a,c,d)b— (b, c,d)a.
c) Fiir je vier Vektoren a,b,c,d im R3 gilt:
{a x b,cxd) = {a,c)(b,d) — (a,d)(b,c) (Identitit von Lagrange'!).

Bewets. a) Wir wéhlen zu den Vektoren a,b,c,b x ¢ und a x (b x ¢) Représentanten mit
demselben Anfangspunkt. Sind die Vektoren b und ¢ linear abhéngig, so ist b X ¢ = o und
damit auch a x (b x ¢) = o. Fiir linear abhéingige Vektoren b, ¢ gilt b = Ac oder ¢ = pb mit
reellen Zahlen A, . Es sei etwa b = Ac. Dann ist

(a,c)b — (a,byc = (a,c)(Ac) — (a, Ac)c
= Xa, c)e — Xa, c)c = o.

Die Formel stimmt also fiir linear abhéngige b, c.

Es seien nun b und c linear unabhéngig. Der Vektor a x (b x ¢) ist orthogonal zu b x ¢
und daher von der Form

ax(bxc)=A+pce, A\peR.
Es sind die Koeffizienten A und g zu bestimmen. Zu diesem Zweck werden wir Lemma 2.7
verwenden. a,, bezeichne die Normalkomponente von a beziiglich b x c. Dann gilt mit reellen
Zahlen 3,~
an = Bb+ ~yc.

5(b X C) A

bxch a

an

8b

ax (bxc)

10Grassmann, Hermann Giinther, 15. 4. 1809 (Stettin) — 26. 9. 1877 (Stettin). Die Bedeutung seiner Arbeiten zur Vektor-
rechnung (Ausdehnungslehre) wurde von den Mathematikern seiner Zeit nicht erkannt. Er wandte sich dann der Linguistik zu
und fand durch seine Arbeiten iiber Sanskrit Anerkennung unter den Philologen (en.wikipedia.org/wiki/Herman_Grassmann).

Hagrange, Joseph Louis, 25. 1. 1736 (Turin, als Guiseppe Luigi Lagrangia) — 10. 4. 1813 (Paris), einer der bedeutendsten
Mathematiker seiner Zeit (en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_Lagrange).



2.4. AuBeres Produkt, Spatprodukt* 35

Die Koeffizienten § und = berechnet man wie folgt: Zunéchst gilt
a=ap+0(bxc)=pb+yc+d(bxc), 0€R. (2.21)

Durch Bildung des inneren Produktes mit b bzw. ¢ erhalten wir daraus (beachte b_Lb x ¢ und
clbxc)

(a,b) = BIIbII* + (b, o),

2.22
(a,¢) = B{b, ) + el 222

Aus diesen Gleichungen folgt

g1 bllcll? = (a, c){b,c) _ {a,b)]lc]|* = (a, c)(b, c)

16112 le]]? = (b, ) 16 c||?
_ (@, )lIbl* = {a, b){b,c) _ (@, OIblI* = (@, b)(b,c)
D112 je]]? = (b, ) 1> ¢l '

Man beachte ||b x ¢||? # 0, weil b, ¢ linear unabhiingig sind.
Aus der Orthogonalitéit von a X (b X ¢) zu a folgt auch a, La x (b x ¢) = \b + pe, d.h.
es muf}

(Ab+ pe, an) = (Ab+ pc, b+ vc) =0
gelten. Dies ergibt die Gleichung

ABIBI + Xy + ) (b, €) + prllel|* = 0
bzw. (siehe (2.22))

0 = A(BIIbI% + (b, ) + (B, ) +lle]?)

= XNa, b) + p(a, c). (2.23)

Gilt (a,b) = (a,c) = 0, so ist § = v = 0 und daher (siehe (2.21)) a = 6(b x ¢), § € R.
In diesem Fall stimmt der Grassmannsche Entwicklungssatz ebenfalls, da beide Seiten den
Nullvektor ergeben.

Wir kénnen daher annehmen, dass (a,b) # 0 oder (a,c) # 0 ist. Es sei etwa (a, c) # 0.
Aus Gleichung (2.23) folgt p = —({(a,b)/{(a,c))A, A € R beliebig. Wir kénnen daher A\ =
ala,c), a € R setzen, woraus u = —(a, b)a folgt. Fiir den Vektor a x (b x ¢) gilt daher

ax (bxc)=a({a,db—(a,bec), acR.
Es ist somit nur noch « zu bestimmen. Fiir die Norm von a x (b x ¢) gilt
lla x (bxc)|?2 = <a<<a,c>b - <a,b>c),a((a,c>b —(a, b>c)>
— 02 ((a, &) b]*  2(a, ) (a,b) (b, ) + (@, 1))
= o?((a, ) ({a, AIBI1> - (a,b) (b, ) (2.24)
+ () ({0, 5)el]? = {a, ) (b, )
= a2(v{a, ) + (a,5)8) b x e

Fiir die letzte Gleichung wurde die explizite Gestalt von § und v benutzt.
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Andererseits gilt, nach Lemma 2.7, a x (b X ¢) = a, x (b x ¢) und daher
lla > (bx c)|[* = flan x (b x ¢)[I* = llan|*|lb x ¢||*. (2.25)
Vergleicht man (2.24) und (2.25), so muf}

a?(v{a, c) + {a,b)8) = l|an|”
gelten. Fiir a,, gilt aber (siehe (2.22))

HanH2 = (an, an) = (Bb + ¢, b+ c)
= B2|IblI* + 267(b, ) +7*|le]?
= B(BIbI? + (b, ) +7(8(b, ) +]cll?)
= B(a, b) +v({a, ).
Daraus folgt a? = 1, d.h.
a = *+1.

Man beachte, dass ||ay|| 7# 0 vorausgesetzt werden kann. Denn a,, = o bedeutet a = §(b X ¢)
mit § € R und dieser Fall wurde bereits oben erledigt.

Wir haben also noch zu zeigen, dass @ = 1 ist. Dazu beweisen wir zunéchst, dass a = 1
im Spezialfall @ = b gilt, d.h. b x (b x ¢) = (b, c)b — ||b||*c. Hier geniigt es zu zeigen, dass der
Koeffizient von ¢ negativ sein muf}. Dies folgt aber sofort aus den unterstehenden Zeichnungen.

b
g .
8b \A 8b
bx (bxec) b bx (bxec)

Dass b x (b x ¢) = (b,c)b — ||b]|?c gilt, kann auch folgendermafBen bewiesen werden: Die
Vektoren b,b x ¢ und b x (b x ¢) miissen ein Rechtssystem bilden, d.h. es mufl {(b,b x ¢,b x
(b x ¢)) > 0 gelten. Fiir b x (b x ¢) = a((b, c)b — ||b||*c), a = £1, erhalten wir

(b.bx ;b x (b x c))) = al(b, b x ¢, {b, )b — ||b]|*c))
= a(b,c){(b,b x ¢, b)) — a||b||*(b, b x ¢, c)
— —allb|2(,b x ¢, c) = —albP(b x ¢, )
= a[bl|?(b x ¢,b, ¢)) = allp[I* (b x ¢,b x ¢)
= al|b||*||b x ¢||* > 0,

woraus « = 1 folgt.
Um « = 1 auch im allgemeinen Fall zu beweisen, beachten wir, dass die Vektoren a, b x ¢
und a x (b x ¢) ein Rechtssystem bilden miissen, d.h. es gilt

0 := {(a,bx c,ax (bxc)) >0.
Wir setzen a x (b x ¢) = a((a, )b — (a,b)c), o = +1, und erhalten
5= a(<a, Y la,b x ¢, b)) — {a,b){(a,b x ¢, c>>)
- —a((a, &Na,b x (bx e)) + {a,b){a, ¢ x (¢ X b)>).
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Der Grafimannsche Entwicklungssatz ist fiir b x (b X ¢) und ¢ x (¢ x b) bereits bewiesen.
Daher gilt weiter

5= —a((a,c><a, (b, )b — |]b\|20> +{a, b><a, (b, che — Hc||2b>>
= a((a, &I — 2(a,b){a. ) b,c) + {a, )|
= a<<a, c)b — (a,b)e, (a,c)b — (a, b>c>.

Das innere Produkt ist nicht negativ und § muf} positiv sein. Daraus folgt a = 1.
b) Mit Hilfe des Grassmannschen Entwicklungssatzes folgt sofort

(axb)x(cxd)=(axbdc—{axbc)d
= (d,a x byc — (¢,a x b)yd = {(d,a,b))c — {(c,a,b))d
= {(a,b,d))c — {(a,b,c)d.

Analog erhilt man (¢ x d) x (a x b) = {(¢,d,b))a — {(c,d,a)b = (b, c,d)a — {a, c,d)b.
¢) Auch hier wendet man den Grassmannschen Entwicklungssatz an:
(a xb,exd)={axb,c,d)={c,d,axb)
= {¢,d x (a x b)) = <c, (d,b)a — (d, a>b>
= (a,c)(b,d) — {(a,d)(b,c).
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Kapitel 3

Analytische Geometrie
im RS

3.1 Affine und euklidische Raume

Bei der Einfiihrung der Vektoren im R3 sind wir von den Punkten des R? ausgegangen und
haben schlielich Vektoren als Aquivalenzklassen gerichteter Strecken (das sind geordnete
Punktepaare) eingefiihrt. Auf Grund dieser Einfiihrung ist es klar, dass zwischen Punkten und
Vektoren gewisse Beziehungen bestehen. Man mache sich klar, dass insbesondere die unten
angegebenen Eigenschaften (al) — (a3) erfiillt sind. Um spéter auch allgemeinere Situationen
untersuchen zu konnen, wollen wir die wesentlichen dieser Beziehungen zwischen Punkten
und Vektoren angeben.

Gegeben seien eine Menge P = {P,Q,...}, deren Elemente Punkte genannt werden,
und eine Menge V' = {a,b, ... }, deren Elemente Vektoren genannt werden. Fiir die Vektoren
ist eine Addition und eine skalare Multiplikation erkldart. Die Addition ist assoziativ und
kommutativ. Ferner existiert ein (eindeutig bestimmtes) Nullelement und zu jedem Vektor
genau ein negatives Element. Fiir die Addition und skalare Multiplikation gelten die Regeln
(V1) - (V4) . Wir nennen V einen reellen Vektorraum. Als Beispiele fiir reelle Vektorrdume
haben wir in Kapitel 2 die reellen Vektorrdume der Vektoren im R? bzw. im R? kennengelernt.

Definition 3.1. Es sei eine Menge P von Punkten und ein reeller Vektorraum V gegeben.
Das Paar (P,V) heifit genau dann ein affiner Raum, wenn die folgenden FEigenschaften
gelten:

(al) Jedem geordneten Paar (P,Q) von Punkten aus P wird genau ein Vektor a € V' zuge-
—
ordnet, a = P Q.
(a2) Ist P ein Punkt und a ein Vektor, so existiert genau ein Punkt Q € P mit a = P Q).

(a3) Sind P,Q, R Punkte und ist a = PQ, b = Q R, so ist der Summenvektor a + b dem
—— —_— — =
Punktepaar (P, R) zugeordnet, a+b= PR (d.h. PQ+ QR = PR).

Ist zusdtzlich auf V' ein inneres Produkt (-,-) mit den Figenschaften (I1) — (I4) definiert, so
heift (P, V) ein euklidischer'?> Raum.

Einige Beziehungen, die in Kapitel 2 zum Teil mit heuristischen Argumenten begriindet
wurden, kénnen jetzt mit Hilfe von (al) — (a3) bewiesen werden. Beispielweise gilt:

P —
1. PP = o (Nullvektor).

12Buklid von Alexandria, ca. 365 v. Chr. — ca. 300 v. Chr., lehrte in Alexandria unter Ptolméus I., berithmt durch die 13
Binde der “Elemente” (Stoicheia), Satz 20 im Buch 9: “Es gibt mehr Primzahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen”
(www.muehe.muc.kobic.de/awgeukli/Seite3.html).
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2. PO=-QP.

3. PLQ1 =P, Q2 = P P» = Q1 Q2 (Parallelogrammregel).

Beweis. 1. Fiir beliebige Punkte P, R € P wihlen wir P = @ in (a3). Daraus folgt P P +
— — —

PR=PR,dh. PP=o.

2. W&hlt man in (a3) R = P, so erhélt man unter Verwendung von Punkt 1

B T S— — —
PO+QP=PP=o0,dh. PO =—-QP.
3. Aus (a3) folgt

PP+ PQy= P Qo
und

PQ1+Q1Q2= P Qo

bzw. P1 P2 = P1 Q2 — P2 Q2 und Ql QQ = P1 QQ — P1 Q1~ Durch Subtraktion der beiden
Gleichungen folgt

PP —Q1Q2=P1Q1—FPpQ2=o0.
|

Es seien n € N und ein reeller Vektorraum V' gegeben. Wenn in V' je n + 1 Vektoren
linear abhingig sind, es aber n linear unabhéngige Vektoren gibt, so sagen wir, dass V' die
Dimension n hat, dimV = n. Ist V ein reeller Vektorraum mit dim V' = n, so nennen wir
jedes n-Tupel (e1, ..., ey) von linear unabhéngigen Vektoren in V' eine (geordnete) Basis von
V. Ist (P, V) ein affiner Raum mit dim V' = n, so sagen wir, dass auch der affine Raum (P, V)
die Dimension n hat, dim(P, V) = dim V. Aus Griinden der Anschaulichkeit beschrénken wir
uns fiir den Rest dieses Kapitels auf affine Rdume der Dimension 2 oder 3.

In P werde nun ei_n> Punkt O fixiert. Dann bestimmt jeder Punkt P genau einen Vektor
a € V (ndmlich ¢ = O P) und umgekehrt bestimmt jeder Vektor a € V' genau einen Punkt

Pmita=0P (siehe (a2)). Dies fithrt auf die folgende Definition:

Definition 3.2. Es sei (P, V) ein affiner Raum der Dimension 3, O ein Element aus P und
(e1,e9,€3) eine Basis fir V. Dann heifit (O;eq,ea,e3) ein (affines) Koordinatensystem

von (P,V). O heifit der Koordinatenursprung. Ist P ein Punkt aus P, so heifst oP

der Ortsvektor von P. Sind &1,&2,&s die Koordinaten des Vektors OP beziiglich der Basis
(e1,e2,e3), so heiffen £1,&2,&3 auch die affinen Koordinaten des Punktes P (beziiglich des
Koordinatensystems (O; ey, e, €3)).

Analoge Definitionen gelten fiir affine Riume der Dimension 2.

Das folgende Resultat wird in den folgenden Abschnitten wiederholt verwendet:

Lemma 3.3. Es sei V ein 2-dimensionaler oder 3-dimensionaler reeller Vektorraum.
a) Es seia €V, a # o, gegeben. Dann ist

U={Xa|XeR}

ein 1-dimensionaler reeller Vektorraum (mit der in V' erkldrten Vektoraddition und skalaren
Multiplikation).

b) Es sei dimV = 3 und a,b € V seien linear unabhdngig. Dann ist

U={Xa+ub|XpuecR}
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ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum.

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst, dass in beiden Fillen U ein reeller Vektorraum ist. Es seien
u € U und a € R gegeben. Dann ist © = Aa mit A € R bzw. u = Aa 4+ pb mit A\, u € R und
au = a(ia) = (aX)a € U bzw. au = a(Aa + pb) = (aX)a + (ap)b € U. Dies beweist, dass
in beiden Féllen, die sklalare Multiplikation R x V' — V auch eine sklalare Multiplikation
R x U — U definiert.

Fiir u,v € U gilt u = Aa, v = pa mit A\, p € R bzw. u = Aja + p1b, v = doa + b mit
iy i € Ry 4= 1,2,. Daraus folgt u+v = (A+p)a € U bzaw. u+v = (A +A2)a+ (p1+p2)b € U,
d.h. die Vektoraddition V' x V' — V definiert auch ein Vektoraddition U x U — U.

Die Vektoraddition und die skalare Multiplikation auf U erfiillen die fiir einen Vektor-

raum verlangten Eigenschaften, da diese auch fiir V' gelten. Daher ist U in beiden Fillen ein
reeller Vektorraum.
2. Wir beweisen nun, dass im Fall a) dimU = 1 gilt. Da a € U und a # o gilt, ist nur noch
zu beweisen, dass je zwei Vektoren aus U linear abhéngig sind. Es seien u,v € U gegeben.
Dann ist © = @a und v = Ba mit o, 5 € R. Ist u = 0 oder v = 0 so sind u, v linear abhéingig
(es gilt Ou + 1v = o oder 1lu + Ov = 0). Wir miissen nur noch den Fall v # o und v # o
untersuchen. In diesem Fall ist o # 0 und 8 # 0. Fiir beliebige reelle Zahlen 1,7 gilt
yiu + Yyov = (10 + 2 3)a. Wegen a # o ist y1u + y2v = o daher gleichbedeutend mit

avyy + fBy2 = 0.

Diese Gleichung hat die Losung v = —(3/a, 72 = 1 # 0, d.h. v und v sind linear abhingig.

3. Um zu zeigen, dass im Falle b) dim U = 2 gilt, ist nur noch zu beweise, dass je drei Vektoren
aus U linear abhingig sind. Fiir Vektoren u,v,w € U gilt

u=aia+ fib, v=asa+ P2b, w = aza+ Psb
mit «;, 8; € R, ¢ = 1,2, 3. Fiir reelle Zahlen 1, y2, 3 gilt

YU+ 720 4+ 3w = (171 + a2y2 + azys)a+ (G171 + B2y2 + B373)b.

Die Gleichung viu + y2v + y3w = o ist daher wegen der linearen Unabhéngigkeit von a,b
dquivalent zu
a1y1 + a2 + agys =0,

Brv1 + Baye + B3y = 0. (3.1)

Ist einer der Vektoren wu,v,w der Nullvektor, so sind die Vektoren u,v,w linear abhéngig.
Es bleibt daher der Fall u # o, v # 0, w # o zu untersuchen. Aus u # o folgt, dass a3 # 0
oder (31 # 0 gilt. Ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit nehmen wir a; # 0 an (ansonsten
vertauschen wir a und b). Aus der ersten Gleichung in (3.1) folgt

M=——"2- T'Y?» (3.2)
Dies und die zweite Gleichung in (3.1) ergeben
Baya + Bz = 0,
. B Q2 3 a3
wobei (2 = f2 — —f1, P3=pP3— —p
(65} aq

Diese Gleichung besitzt auc jeden Fall eine Losung (y2,73) # (0,0) (z.B. (1,0), falls G5 = 0,

und (—53/ Ba, 1), falls B # 0). 71 kann dann nach (3.2) berechnet werden. Wir erhalten
insgesamt eine Losung (v1,7v2,73) # (0,0,0), d.h. u,v,w sind linear abhéngig. 0O
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3.2 Gerade und Ebenen

In diesem Abschnitt sei (P, V) ein affiner Raum der Dimension 3. In der analytischen Geo-
metrie interessieren wir uns besonders fiir spezielle Teilmengen von P, den Geraden und
Ebenen.

Definition 3.4. a) Fs sei g C P. g ist genau dann eine Gerade in P, wenn gilt:
(i) Vo= {F@ | P,Q € g} ist ein reeller Vektorraum der Dimension 1.
(ii) Ist P € g und P—d € Vy fiir ein QQ € P, so gilt Q € g.

b) Es sei E C P. E ist genau dann eine Ebene in P, wenn gilt:
(i) Vg = {P—Cj | P,Q € E} ist ein reeller Vektorraum der Dimension 2.

(ii) Ist Pe E undP—Cﬁ € Vg fiir ein Q € P, so gilt Q € E.

Bemerkung. Ist g eine Gerade in P, so ist (g, V}) ein affiner Raum der Dimension 1. Ist E
eine Ebene in P, so ist (F, Vg) ein affiner Raum der Dimension 2.
Wir beweisen nur die Aussage fiir Egrade in P. Je zwei Punkten P, Q) € g wird genau
ein Vektor aus Vj zugeordnet, ndmlich P @), d.h. (al) ist erfiillt. Es sei nun P € g und a € V.
—
Dann gibt es wegen (a2) genau einen Punkt @ in P mit a = P (). Wegen (ii) in Definition
3.2, a), gilt @ € g. Damit ist (a2) fiir (g,V}) gezeigt. (a3) gilt in (g, V}), weil es fur (P,V)
gilt.

Satz 3.5. a) Es sei P € P und Vi ein eindimensionaler reeller Vektorraum von Vektoren in
V. Dann gibt es genau eine Gerade g mit P € g und Vg = V1, ndmlich

g={XeP|PXecW) (3.3)

b) Es sei P € P und Va ein zweidimensionaler reeller Vektorraum von Vektoren in V. Dann
gibt es genau eine Ebene E mit P € E und Vg = Va, ndmlich

E={XeP|PX e} (3.4)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass durch (3.3) eine Gerade gegeben ist. Fiir X1, Xo € g gilt
P X, € Vi und P X € Vi. Daraus folgt X1 Xo = X; P+ P Xy = P Xo— P X; € V1. Somit ist
Vy C V1. Ist andererseits a € V7, so gibt es genau einen Punkt X € P mit PX =a. Wegen
(3.3) gilt dann X € g und daher a = PX ¢ Vy. Damit ist auch Vi C V, gezeigt, d.h. (i) aus
Definition 3.2, a), gilt.

—_— P _— —

Esseinimn X e gundY € Pmit XY €V, =Vj. Dannist PY = PX+ XY € Vp, d.h.
Y € g. Damit ist auch (ii) aus Definition 3.2, a), bewiesen.

Ist nun g ebenfalls eine Gerade mit P € g und V5 = Vi, so folgt aus X € g wegen (3.3)
PX ¢ Vi. Da P € g ist, folgt wegen Definition 3.2, a), (ii), sofort X € g. Damit ist ¢ C g
gezeigt. Analog folgt g C g, d.h. es gilt insgesamt g = g.

Der Beweis fiir die Aussage unter b) verlduft vollig analog. 0O

Korollar 3.6. a) Es seien P,Q € P, P # Q gegeben. Dann gibt es genau eine Gerade g mit
—
P e gund @ € g; g ist durch (3.3) gegeben, wobei Vi = {A\PQ | A € R} ist.
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b) Es seien P,Q, R € P derart gegeben, dass Fé und ]77% linear unabhdngig sind. Dann gibt
es genau eine Ebene E mit P € E, Q € E und R € E; E ist durch (3.4) gegeben, wobei

— —
Vo ={\PQ+puPR |\ pcR} ist.

Beweis. a) V; ist wegen FZ) # o ein eindimensionaler reeller Vektorraum (beachte Lem-
ma 3.3). Nach Satz 3.5, a), existiert eine Gerade g mit P € g und V;, = Vi, welche durch

(3.3) gegeben ist. Wegen F@ € 11, folgt Q € g. Ist g eine weitere Gerade mit P,Q € g, so

ist V3 = {/\P—Q> | A € R} = V. Wegen der Eindeutigkeitsaussage von Satz 3.5, a), mufl g = ¢
gelten.

b) Der Beweis fiir die Existenz einer Ebene F mit den verlangten Eigenschaften ist wieder
analog. Ist E eine weitere Ebene mit P,Q, R € E, so gilt zunéchst P—Cj € Vi und P—]% € Ve
Daraus folgt /\P—Q> + uP—>R € Vi fiir A, p € R, d.h. Vo C V. Ist andererseits a € Vj, so sind
die Vektoren a, P—Cj und P R linear abhingig (wegen dim V = 2). Daraus folgt, fiir geeignete

reelle Zahlen A\, u,a = /\]W)Q + MP—])% € Vs, d.h. Vz = Va. Der Rest des Beweises verlduft wie
im Falle der Geraden. [0

Fiir eine Gerade g, welche mit einer Ebene E zwei verschiedene Punkte gemein-
sam hat, gilt g C E.

Beweis. Es seien P,(Q in ¢ N E mit P # Q. Nach Satz 3.5 gilt
9={X|PX cVy}

und
—
E={X|PX e Vg}

Nach Korollar 3.6, a), ist V; = {)\P—Q> | A € R}. Da nun P—Q € Vg gilt, folgt unmittelbar
Vy C Vg und daher auch g C £. O

Es sei nun eine Gerade g gegeben. Ist e € Vj, e # 0, so kénnen wir e als Basis von V
—
wahlen. Es sei P € g. Nach Satz 3.5 gilt g = {X | PX €V}, d.h.

—
g={XeP|PX =X mit XeR}
— —_— —
Ist O der Koordinatenursprung des affinen Raums (P, V) so gilt O X = O P + P X, d.h.

g={XeP|OX=0P+)e, )cR}. (3.5)

Die hier gegebene Darstellung der Ortsvektoren der Punkte von ¢ heifit die Parameterdar-
stellung von g.

Sind P, Punkte aus g, P # @, so ist ]763 eine Basis von V. Daher gilt
——— —— — — —— P —
g={XeP|OX=0P+IPQR=0P+XOQ—-0P), AR} (3.6)

Der Veranschaulichung moge die folgende Zeichnung dienen:
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Es sei nun F eine Ebene. Wir wahlen einen Punkt P € F und eine Basis eq, e5 von Vg.
—_—
Nach Satz 3.5 gilt E={X | PX € Vg}, d.h.

—
E={X eP|PX =N\ + ueymit \, u € R}.
—_— —_— —_— =
Fiir O X gilt wieder OX = O P+ P X, d.h.

—_— =
E={XeP|OX =0P+ Xex + pea, \,u € R}. (3.7)

Dies ist die Parameterdarstellung der Ebene E.

Sind P, @, R Punkte in E derart, dass P () und P R linear unabhéngig sind, so bilden
— —
P @ und P R eine Basis von Vg. Daher gilt

— — — —_—
E={XecP|OX=0P+\PQ+uPR}
—_— — — —
={XeP|OX=0P+)NOQ-0P) (3.8)
—
+uw(OR—OP), A\, € R}.

Definition 3.7. g1, g2 seien Gerade und Ey, E5 Ebenen in (P,V).
a) g1 und gz bzw. Ey und Ey heiffen genau dann parallel, g1||g2 bzw. E||Ea, wenn Vy, =V,
bzw. Vg, = Vg, gilt.

b) g1 und Ey heiffen genau dann parallel, g1 Ey, wenn Vg, C Vg, gilt.

Satz 3.8. a) g sei eine Gerade und E eine Ebene mit g )f E. Dann ist gNE = {P} fiir genau
einen Punkt P € P. P heifit der Schnittpunkt von g und E.

b) E1 und Ey seien Ebenen mit Ey }f Eo. Dann ist Ey N Ey = g, g eine Gerade. g heifit die
Schnittgerade von E1 und Es.

c) g1 und gy seien Gerade mit g1 } g2 und g; C E, i = 1,2, E eine Ebene. Dann ist
g1 Nga = {P} fiir genau ein P € P. P heifst der Schnittpunkt von g1 und gs.

Beweis. a) e; sei eine Basis von V, und ey, e3 sei eine Basis von Vg. Gilt y1e1+72e2+73e3 = o,
so mufl y; = 0 sein (aus vy # 0 wiirde e; = —(v2/71)e2 — (73/71)es und damit V, C Vg folgen,
d.h. g||E'). Wegen der linearen Unabhéngigkeit von ey, e3 mufl auch 9 = 3 = 0 gelten. Damit
ist gezeigt, dass ej, e2, e3 linear unabhéingig sind und daher eine Basis von V bilden.

Fiir X € P und Punkte P € g, Q € E gilt nun (siehe (3.5) und (3.7)):

—_— — —
X € gN FE genau dann, wenn O X = O P+ Ae; = O Q + pes + ves
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mit reellen Zahlen \, 1, v. Aquivalent dazu ist
—
Aep — peg —rves = P Q.

Da ej,eq,e3 eine Basis von V bilden, gibt es genau ein Tripel A, u, v, welches die letzte
Gleichung 16st und damit genau einen Punkt aus g N E.

b) e1,ea bzw. f1, f2 sei eine Basis von Vg, bzw. Vg,. Dann sind die Vektoren eq, eq, fi oder
die Vektoren ey, eo, fo linear unabhéngig. Sind némlich ey, e, f; linear abhéngig, i = 1,2, so
wiirde mit reellen Zahlen oy, 3; gelten f; = cye; + Biee, @ = 1,2, d.h. f; € Vg, 1 = 1,2, und
damit auch Vg, = Vg, in Widerspruch zur Voraussetzung E; }f Eo. Es seien etwa eq, eg, fi
linear unabhéngig. Fiir X € P und P € Ey, Q € E» gilt (wegen (3.7)):

— — —
X € E1N Ey genau dann, wenn O X = O P+ Xej + puea =0Q +of1 +7f2

mit reellen Zahlen A, u,o0,7. Da e, es, fi eine Basis von V bilden, gilt mit reellen Zahlen

a, 3,
fo = aer + Bea + 7 f1.

Es gilt somit X € Ej N Ey genau dann, wenn es Zahlen A, p, 0 und 7 gibt mit

P—é = Xey + peg — o fi — 7(aer + Bea + v f1)
= (A —ar)er + (u— f1)ez — (0 +77) f1.

Die Gleichung vie1 + v2e2 + v3f1 = P—é besitzt genau eine Lésung 71, v2,73. Es gilt daher
X € Fy N Es genau dann, wenn

A—ar =y, p—Pr="und o +7 = -3,
dh. A=y +ar, g =~ + 07 und 0 = —y3 — y7. Die Punkte X € E; N E5 sind daher durch

—  — —
OX:OP+)\€1+/L€2:OP+71€1+72€2+T(0461+ﬁ62) (3.9)

charakterisiert (oder durch O X = O Q —y3f1 +7(f2 —7f1)). GemiB (a2) existiert zu P und
— e

v1€1 + Y2e2 ein Punkt Py € P mit P Py = ~y1e1 + 72e2, d.h. wir haben O P + y1e1 + y2e2 =

—

O Py. Setzen wir e = y1e1 + o€z, so mufl noch e # o gezeigt werden. Aus e = o wiirde
wegen der linearen Unabhéingigkeit von e, eg auch o = 3 = 0 folgen. Dies wiirde fo = v f1
bedeuten, in Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von f1, fo. Aus (3.9) erhalten wir

somit O—)X =OP +71¢, 7 € R, dh. X € Fy N Ey genau dann, wenn X € g gilt mit
— —
g={X|OX =0P +71e, 7R} Daraus folgt E1NE;=g.

c) Es sei e; eine Basis von Vj,, i = 1,2. Die Vektoren ej, ez sind linear unabhéngig (weil
g1 } g2) und bilden daher eine Basis von Vg (beachte g; C E, i = 1,2). Es sei P € g; und
Q@ € g2. Dann gilt X € g; N g2 genau dann, wenn

—_— —
OX=0P+Xe1 =0Q + peaz, \,ueR.

Dies ist dquivalent zu
—_—
Aer —uea =Q P, A\, ueR.

Wegen Q, P € E gilt Cﬁ’) € Vg, d.h. es gibt genau ein Paar reeller Zahlen A, u mit Ae; —pes =
—
Q@ P. Damit ist die Ausage bewiesen. [

Definition 3.9. a) Punkte P, € P, i = 1,2,3, heiffen genau dann kollinear, wenn es eine
Gerade g gibt mit P; € g, 1 = 1,2, 3.
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b) Punkte P; € P, i

=1,...,4, heiffen genau dann komplanar, wenn es eine Ebene E gibt
mit e B, e=1,...,4.

Wir werden hiufig die folgenden Kriterien fiir Kollinearitdt bzw. Komplanaritit ver-
wenden:

Satz 3.10. a) Punkte P; € P, i = 1,2,3, sind genau dann kollinear, wenn es reelle, nicht
samtlich verschwindende Zahlen oy, i = 1,2,3, gibt mit

3 3
Zai:() und ZaiOPi:o.
i=1 i=1

b) Punkte P; € P, i = 1,...,4, sind genau dann komplanar, wenn es reelle, nicht samtlich
verschwindende Zahlen oy, i =1,...,4, gibt mit
4 4
Zai =0 wund Z ;0 P, = o. (3.10)
i=1 i=1

Beweis. Wir beweisen nur Teil b). Es seien die vier Punkte P; komplanar. Dann gilt
— —
OPi:OPO—I—)\iel—l—,uieg, 1=1,...,4, (3.11)

mit reellen Zahlen \;, p; (O—)X = O—PS + ey + peg ist die Parameterdarstellung der Ebene
E mit P; € E). Gilt P, = P; fiir ein Indexpaar k # j, so setzen wir o, = 1, a; = —1 und
a; = 0 fiir i # j, i # k. Dann ist (3.10) erfiillt. Es gentigt daher den Fall P, # P; fiir k # j
zu betrachten. Mit Hilfe von (3.11) sehen wir, dass

4 4
ZaiOPi:o und Zaizo
i=1 i=1
dquivalent zu
4 4 4
(Z ai)\i) e1+ (Z ozi,ui>62 =0 und Zai =0
i=1 i=1 i=1

ist. Dies wiederum ist dquivalent zum Gleichungssystem

a1 +ag+oz+ag =0,
Q1A + oo + A3 + gy = 0, (S)
apy + Qopig + azpz + agpg =0

fir a1, ..., ou. Die letzte Aquivalenz gilt, weil e, es linear unabhéingig sind. Das Gleichungs-
system (S) ist dquivalent zu

ar +as + az+ ag =0,
(A2 — A)az + (A3 — Ap)ag + (A — Ai)ag =0,
(2 — pa)oa + (p3 — pa)os + (pa — pa)ag = 0.

Wiére Ay = A\ und pe = pq, so wiirde P, = P, gelten, in Widerspruch zur Annahme iiber
die Punkte Pj,..., Py. Da A2 # A\ oder ug — pg # 0 ist, kénnen wir (S) in das dquivalente
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Gleichungssystem

o1 +ag+az+ag =0,
a9 + 5\30&3 + :\4044 =0,
fzas + fracy =0

umformen (mit geeignet definierten Zahlen i fi;). Dieses Gleichungssystem besitzt immer
eine nicht-triviale Losung, etwa a4 = 1, a3 = —a/fi3, ag = Agfia/fis — Ay und o =
—A3fia/ i3 + fia/ i3 — 1.

Es sei nun umgekehrt (3.10) erfiillt. Wir kénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass
a1 # 0 ist. Dann muf} noch ein weiteres «; # 0 sein, etwa ag # 0. Aus (3.10) folgt

[N _ _ _ ~ al .
OP1 = —0420 P2 — 0430 P3 - 0440 P4, oy = —, 1= 2, 3,4, (3.12)

aq
wobel ag + a3 + a4 = —1 und ao # 0 ist. Die Punkte P; sind komplanar, wenn die Vektoren

—_ —
Py P;, i = 2,3,4, linear abhiingig sind. Wegen P, P, = O P; — O P; und (3.12) ist Ao P} P> +
A3 Py P35 + M\ P; Py = o gleichwertig mit

4 4 4
(>\2 + dzz)\z)O—P; + ()\3 +O~ZSZ)\i)O—>P3 + (M +&4Z>\i)ﬁ1} =o.
i=2 i=2 i=2
Diese Gleichung ist sicher erfiillt, wenn
4
Ay a2y A =0,
122
A3 + a3 Z A =0, (S/)
7,22
Mt dgy Xi=0.
i=2

Wegen 5[2 7& 0 ist Z?:Z )\z = *)\2/5[2. Damit fOlgt )\3 = (dg/&g))\g, )\4 = (6&4/@2))\2. Das
Gleichungssystem (S') besitzt daher die nicht-triviale Losung (beachte ag + a3 + a3 = —1)

)\2:5[27&0, A3 = a3, A\g = Qy.

—_— — S
Die Vektoren P; P», Py P; und P; P, sind somit linear abhéngig. 0O

3.3 Hessesche Normalform fiir Ebene und Gerade*

Als Vorbereitung beweisen wir

Lemma 3.11. Es sei V ein reeller Vektorraum mit innerem Produkt (-,-). Es sei dimV =n
mit n =2 oder n = 3. Ferner sein € V, n # o, gegeben. Dann ist

U={aecV]|(na =0}

ein reeller Vektorraum mit dimU =n — 1.
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Beweis. Man sieht sofort, dass fiir a,b € U auch a + b und Aa, A € R, in U enthalten sind.
Wie im Beweis zu Lemma 3.3 folgt daraus, dass U ein reeller Vektorraum ist. Es ist noch die
Behauptung iiber die Dimension von U zu beweisen.

Sind fiir ein @ € V' die Vektoren n und a linear abhéngig, so ist a = an mit einem o € R
(wegen n # 0). Wiren die Vektoren n und « fiir alle a € V' linear abhéngig, so wiirde dies

V={\a|AeR}

bedeuten. Wegen Lemma 3.3 wire dann dim V' = 1 in Widerspruch zu dimV > 2. Es existiert
daher ein Vektor ag € V derart, dass n und ag linear unabhéingig sind.

Fall 1: dimV = 2.
e sei die Normalkomponente von ag beziiglich n,

<CLO,11>
|

e=ayg—an, o=

Wegen (e,n) = 0 ist e € U. Ferner gilt e # o, denn e = o wiirde ag = an bedeuten, d.h. ag
und n wéren linear abhéngig.

Es seien nun u,v € U gegeben. Ist u = o0 oder v = o, so sind u, v linear abhéngig. Wir
betrachten daher nur mehr den Fall v # o und v # o. Aus yyn+~vy1u = o folgt — durch Bildung
des inneren Produktes mit n — 7g/|n||> = 0, d.h. 49 = 0. Dann gilt auch y;u = o und, wegen
u # o, auch y; = 0. Damit ist gezeigt, dass die Vektoren n und u linear unabhéngig sind.
Wegen dim V' = 2 bilden n, u eine Basis von V. Es gibt daher ag,a; € R mit v = agn + aju.
Durch Bildung des inneren Produktes mit n folgt hieraus 0 = ag|[n||?, d.h., ap = 0. Dann ist
aber v = aju, d.h. die Vektoren u, v sind linear abh&ngig. Damit ist gezeigt, dass Vektoren
u,v € U stets linear abhéngig sind. Dies beweist dimU = 1.

Fall 2: dimV = 3.
Zusétzlich zu n und ag wahlen wir b € V. Sind n, ag und b linear abhéngig, so gilt vn+ aag +
Bb = o mit (v,a,3) # (0,0,0). Aus 8 = 0 wiirde vn + aag = o folgen, d.h. die Vektoren n, ag
waren linear abhéngig. Dieser Widerspruch bedeutet 3 # 0. Dann folgt aus vn+aag+ 6b = o
sofort b = U+ aag mit 7, & € R. Sind die Vektoren n, ag und b fiir jedes b € V linear abhéngig,
folgt daher
V ={vn+aaqg | v,a € R}.

Nach Lemma 3.3 gilt dimV = 2. Dieser Widerspruch beweist, dass ein by € V existiert,
sodass die Vektoren n, ag und by linear unabhéngig sind.

Es sei nun e bzw. f die Normalkomponente von ag bzw. by beziiglich n:

_ _ <CLO,11>
e=ayg—an, o= 5
[[n]l
<b07n>
f =ag — ,811, ﬁ = .
[[n|?

Es seien u, v und w beliebige Vektoren in U. Sind u, v linear abhéngig, so auch u, v,
w. Wir nehmen daher an, dass v und v linear unabhéngig sind. Aus yon + y1u + yv = o
folgt — durch Bildung des inneren Produktes mit n — yo|[n||?> = 0, d.h. 79 = 0. Dann gilt
Y1u + Yov = 0, woraus — wegen der linearen Unabhéngigkeit von u, v — 71 = 9 = 0 folgt.
Damit ist gezeigt, dass die Vektoren n, v und v linear unabhéingig sind und somit eine Basis
von V bilden. Dann gilt w = vn+ au+ Gv, v, o, f € R. Durch Bildung des inneren Produktes
mit n folgt daraus v||n||?> = 0, d.h. v = 0. Somit gilt w = au + v, d.h. die Vektoren u, v, w
sind linear abhéngig. Damit ist dim U = 2 gezeigt. 0O

Definition 3.12. a) (P,V) sei ein zweidimensionaler euklidischer Raum und g sei eine
Gerade in P. Fin Vektor n # o in V heifit genau dann ein Normalenvektor von g, wenn
(n,a) =0 fir alle a € V, gilt.
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b) (P, V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und E sei eine Ebene in P. Ein Vektor
n# o inV heifit ein Normalenvektor von E genau dann, wenn (n,a) = 0 fir alle a € Vg
gilt.

Lemma 3.13. a) (P, V) sei ein zweidimensionaler euklidischer Raum und g sei eine Gerade
inP. Es sei Nt die Menge der Normalenvektoren von g. Dann ist MU{o} ein eindimensionaler
reeller Vektorraum.

b) (P,V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und E sei eine Ebene in P. Es sei
N die Menge der Normalenvektoren von E. Dann ist U {o} ein eindimensionaler reeller
Vektorraum.

Bewets. Man sieht in beiden Fillen sofort, dass fiir zwei Vektoren a,b € 91U {0} auch a + b
und Aa, A € R, in MU {o} liegen. Daher ist 91U {o} ein reeller Vektorraum.

Im Falle einer Geraden g in einem zweidimensionalen euklidischen Raum (P, V') wihlen
wir e € Vg, e # 0. Wegen dim 'V, = 1 ist e eine Basis von Vj, d.h. jedes a € V, ist von der
Form a = Ae. Man sieht nun sofort, dass MU {o} = {b € V | (b,a) = 0 fiir alle a € V,} =
{be V| (b,e) =0} gilt. Dann folgt aus Lemma 3.11 sofort dimMN U {0} =2—-1=1.

Im Falle einer Ebene E im dreidimensionalen euklidischen Raum (P, V') wihlen wir eine
Basis (e1, e2) von Vg. Analog wie oben sieht man, dass MMU{o} = {b € V | (b,e1) = (b,e2) = 0}
gilt. Es seien by,be € MU {0} gewihlt. Wir werden zeigen, dass by, by linear abhéingig sind.
Dies ist trivial, wenn by = o ist. Es sei daher b; # o. Dann folgt aus Aje; + Ages + uby = o
durch Bildung des inneren Produktes mit b; sofort p||b1||*> = 0, d.h. = 0. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit von eq, eq folgt auch Ay = Ao = 0. Die Vektoren eq, €2, b1 sind daher linear
unabhéngig und bilden somit eine Basis von V. Daraus folgt

by = e + agea + yby

mit reellen Zahlen a1, as und . Da die Vektoren by, by orthogonal zu aje; + ases sind, folgt
weiter durch Bildung des inneren Produktes mit aje; + ases

lloer + 01262”2 =0 bzw. aje; + ases =0,

woraus a1 = ag = 0 folgt. Es gilt somit by = vb;. Je zwei Vektoren aus 9t U {o} sind daher
linear abhéngig.

Um dim V' = 1 zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass es in V' vom Nullvektor verschiede-
ne Vektoren gibt. Dies sieht man wie folgt. Zu den Vektoren ey, e existiert ein Vektor a € V
derart, dass e, e2, a eine Basis von V' bilden. Wir suchen reelle Zahlen 1, uo derart, dass

an = G — p1€1 — U262

orthogonal zu ey, eg ist, d.h. a, € M gilt (wegen der linearen Unabhéngigkeit von eq, e, a ist

an # o). Es mufl daher
lex|® 1 + (er, e2) 2 = (a, 1),
(e1, e2)pun + [le2|® 2 = (a, e2)
gelten. Daraus folgt p1 = |le1 |2 ({a, e1) — (1, e2)p2) und
(el leall® = {er, e2)*) 2 = llex]|*(a, e2) — (a, e1).

Da die Vektoren ej, e linear unabhéngig sind, gilt [(e1, e2)| < ||e1]| ||e2]|| (siehe Abschnitt 2.2).
Das Gleichungssystem fiir p1, po ist daher eindeutig 16sbar. 0O

Satz 3.14. a) (P, V) sei ein zweidimensionaler euklidischer Raum und g sei eine Gerade in
P mit P € g. Ferner sei n ein Normalenvektor von g. Dann gilt

g={XeP|mOX)=05}, wobeid=(nOP).
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Dariiberhinaus ist Vg = {a € V | (n,a) = 0}.
Ist umgekehrt n # o ein Vektor aus V und § € R, so ist

g={XeP|nOX)=25} (3.13)

eine Gerade in P (mit Normalenvektor n).

b) (P,V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und E sei eine Ebene in P mit P € E.
Ferner sei n ein Normalenvektor von E. Dann gilt

— —
E={XeP|n0X)=0}, wobeid=(nOP).

Dariberhinaus ist Vg = {a € V | (n,a) = 0}.
Ist umgekehrt n # o ein Vektor aus V und § € R, so ist

E={XeP|n0OX)=25) (3.14)

eine Ebene im P (mit Normalenvektor n).

Bewets. Wir fithren den Beweis nur fiir Teil b). (e1, e2) sei eine Basis von Vg. Aus O X =
— — —
O P + Xej + ey fiir X € E folgt (n,0 X) = (n,O P) =: ¢ fiir alle X € E. Damit ist

EcM:={XeP|{n0X)=35} (3.15)

gezeigt. Bevor wir E = M zeigen, beweisen wir, dass durch (3.14) eine Ebene definiert wird.
Es sei nun n # o und § € R gegeben. Wir setzen wieder

M={XeP|{nO0X)=0s}

und Vi = {XY | X,Y € M}. Fir X,Y € M gilt (n,0X) = (n,0Y), dh. (n, XY) = 0.
Gilt umgekehrt, fiir einen Vektor a € V, (n,a) = 0 und ist X € M, so existiert ein Y € P
— — — — —
mit XY = a (wegen (al)). Daraus folgt 0 = (n, XY) = (n,0Y) — (n,0 X), d.h. (n,0Y) =

— —_
(n,0 X) =0 und somit Y € M. Dann ist aber a = XY € V);. Wir haben damit

Vi ={a €V ] (na) =0}

bewiesen. Nach Lemma 3.11 ist Vj; ein zweidimensional(eiyektorraum._\)N ir vLﬂ)llen i) eM
und a € V. Wegen (al) existiert ein Punkt @ € P mit PQ = a. Aus OQ = O P+ P @ und
—

P € M folgt (n, O—Cj> =M,0OP)+ (nja) =5+0=24,d.h. Q € M. Damit ist gezeigt, dass M
eine Ebene ist. Dann ist aber £ C M gleichbedeutend mit £ = M. 0O
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o

Es sei (O;e1, e2) ein cartesisches Koordinatensystem des zweidimensionalen euklidischen

Raumes (P,V). (Z;) sei der Koordinatenvektor von n (bzgl. e1,e2) und g; sei der Koordi-
—

natenvektor von O X, d.h. £;,&; sind die affinen Koordinaten von X. Dann gilt genau dann

X € g, wenn
v1&1 + 1€ = 0. (3.16)

Wiéhlt man einen Normalenvektor n von ¢ mit ||n|| = 1, so nennt man (n, 0X ) = 0 bzw.
(3.16) eine Hessesche'> Normalform von g.

Ist (O;eq, e, e3) ein cartesisches Koordinatensystem des dreidimensionalen euklidischen
Raumes (P, V), so gilt genau dann X € E, wenn

v1&1 + 1€ + 1383 =4, (3.17)

wobei v, v9, 3 bzw. £1, &9, &3 die Koordinaten des Vektors n bzw. O X sind. Die §;, 1= 1,2, 3,
sind gleichzeitig die affinen Koordinaten von X. Wenn n mit ||n|| = 1 gewéhlt wurde, heifit

(n, O—)_()> = 0 bzw. (3.17) eine Hessesche Normalform von E.

Satz 3.15. a) (P, V) sei ein zweidimensionaler euklidischenr Raum und g sei eine Gerade

in P mit der Hesseschen Normalform (n, O7> =0 > 0. Dann ist 6 der Abstand von g und
O. Ist § =0, so gilt O € g.

b) (P, V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und E sei eine Ebene im P mit der
Hesseschen Normalform

(n, O—>X> =6>0.
Dann ist 6 der Abstand von E und O. Im Falle § =0 ist O € E.

Bewets. a) Es gilt ||n|| = 1 und daher 6 = (n,0 X) = ||O X|| cos ¢, ¢ der Winkel zwischen n
—
und O X. Fiir jeden Punkt X € g ist daher der Abstand zwischen X und O gegeben durch
— —_ —
|0 X|| = &/ cosp > 6. Fiir Xg mit dem Ortsvektor O Xg = dn gilt (n,0 Xo) = §|[n||> =6
—
und ||O Xp|| = d, d.h. Xy € g und der Abstand zwischen Xy und O ist 4.

13Hesse, Ludwig Otto, 22. 4. 1811 (Konigsberg) — 4. 8. 1874 (Miinchen), Arbeiten zu algebraischen Invarianten
(en.wikipedia.ord /wiki/Otto_Hesse).
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b) Der Beweis ist vollig analog dem unter a) gegebenen Beweis. 0O

Satz 3.16. (P, V) sei ein zwei- bzw. dreidimensionaler euklidischer Raum. Zwei Gerade in P
bzw. zwei Ebenen in P sind genau dann parallel, wenn sie dieselben Normalenvektoren haben.

Beweis. Es seien F7 und Es Ebenen im P mit demselben Normalenvektor n. Dann folgt
wegen Satz 3.14
Ve, =Vg, = {a eV ’ (n,a> = 0},
d.h. Ey || Es.
Es sei umgekehrt Ej||E2, d.h. Vg, = Vg,. Dann ist jeder Normalenvektor von Ej auch
einer von Fy und umgekehrt (siche Definition 3.12). Der Beweis fiir Gerade in einem zweidi-
mensionalen euklidischen Raum ist vollig analog. 0O

Unmittelbare Folgerungen der Sétze 3.15 und 3.16 sind:

Es sei (P, V) ein dreidimensionaler euklidischer Raum und E;, i = 1,2, parallele
Ebenen im P mit den Hesseschen Normalformen

M OX)=06, i=1,2

Dann ist 6 = |61 — 02| der Abstand zwischen Ey und Es. Der Koordinatenursprung
O liegt genau dann zwischen Fy und Fa, wenn 6102 < 0 ist. Analoges gilt fiir
Gerade in einem zweidimensionalen euklidischen Raum.

g1

51 >0
62 >0
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g1

61 >0

62 <0

92

Es sei (P,V) ein dreidimensionaler euklidischer Raum und E eine Ebene im P

mit der Hesseschen Normalform (n, 07) = 6p. Ist Q € P, so ist der Abstand von
Q und E durch

5= 16— (n,0Q)]

gegeben. Analoges gilt fiir Gerade in einem zweidimensionalen euklidischen Raum.

do >0 An

o

Zum Beweis beachte man, dass (n, 0X ) = (n, O—C_Q)> eine Hessesche Normalform einer
Ebene E bzw. einer Geraden ¢ durch @ parallel zu E bzw. zu g ist.

3.4 Windschiefe Gerade*

Definition 3.17. (P, V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und g1, g2 seien Gerade
in P. Die Geraden g1 und go heiflen genau dann windschief, wenn

(1) g1 N g2 = @;
(i) g1 4 92
gilt.

Um den Abstand § zweier windschiefer Geraden zu bestimmen, geht man wie folgt vor:
Wir wihlen Basisvektoren e; von Vg, und ez von Vj,. Die Vektoren ey, ez sind linear
unabhingig (warum?). Es sei E eine Ebene durch einen Punkt P € g1 mit Vg = {)ey + pes |



54 Kapitel 3. Analytische Geometrie im R3

A, i € R}, Fiir diese Ebene gilt (Beweis!)
g1 C E und || E.

0 ist gegeben durch den Abstand eines beliebigen Punktes @ € g2 von E. Als Endresultat
dieses Losungsweges erhilt man die Formel (Beweis!)!*

1

—
_ ’<61X627PQ>‘
ler x ez

—_—
e1 X ey,0Q —0OP)| =
|<1 2 Q >’ H€1X€2H

Um die in der Zeichnung angegebene Gerade g3 zu bestimmen, welche g; und go unter
einem rechten Winkel schneidet, bestimmt man zuerst eine Ebene E7, welche go enthélt und
orthogonal zu E ist. Ist n ein Normalenvektor von E (etwa n = e; X e3) , so ist n X e ein
Normalenvektor von Fj.

Der Schnittpunkt von F; und g; sei R (warum existiert R?). Dann ist durch

— —
OY =0OR+ XM

eine Parameterdarstellung von g3 gegeben. Den Punkt S errechnet man als Schnitt von gg
und gs.

93

e\
\/\

Eine alternative Moglichkeit ist die im Folgenden beschriebene. Mit den Vektoren e, e
und Punkten P, € g1, P» € g2 erhalten wir die folgenden Parameterdarstellungen von ¢g; und

g2: S —— N —
OX1=0P + Aey, OXQZOP2+M€2,

wobei wir |le1]] = |le2]| = 1 voraussetzen kénnen. Wegen der linearen Unabhingigkeit der
Vektoren e, es folgt aus der Schwarzschen Ungleichung (siehe Seite 20)

[(e1, e2) <lex] [le2]| = 1. (3.18)
Die Punkte R € g3 und S € g7 in der Zeichnung sind durch

— —
RSle; und RS.Llep (3.19)

MDas #uBere Produkt ,x* in einem dreidimensionalen euklidischen Raum wird durch (2.17) definiert, wobei als Basis eine
Orthonormalbasis von V' zugrunde gelegt wird.
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charakterisiert. Mit Hilfe der Parameterdarstellungen von g; und g9 erhélt man

—_  —— _— —
OR=0P,+ ppea, OS5 =0 P+ \ex

und

—_—

RS =P, P + M\peg — Ho€2.
Diese Darstellung von RS und (3.19) ergeben unter Beachtung von |le1]| = [lea]| = 1 die
Gleichungen

—_—
Ao — apg = (P Py, e1) =: 31,

e (3.20)
aXo — pio = (P1 P2, e2) =: fo.

Unter Beachtung von (3.18) erhalten wir

N _ br—apB _ abi =P
0 71—042’ Ko 71—042'

Damit kénnen wir die Punkte R und S berechnen. Der Abstand von ¢g; und g9 ist durch
—
|R S| gegeben.

Die folgenden Aufgaben sollten ohne grofle Schwierigkeiten gelosten werden:

1. (P,V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und g1, g2 seien windschiefe Gerade
in P und P sei ein nicht auf g1, g2 liegender Punkt. Gesucht ist eine Gerade g mit P € g
und gNg; # 0, i = 1,2. Es ist insbesondere zu untersuchen, wann diese Aufgabe lésbar
ist.

2. (P,V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und g1, g2 seien windschiefe Gerade
in P und a sei ein Vektor in V. Gesucht ist eine Gerade g mit a als Basis fiir V, und

3. (P,V) sei ein dreidimensionaler euklidischer Raum und g;, i = 1,2,3, seien Gerade
in der Ebene E mit go Jf g3. Dann gilt g1 N go # ) oder g1 N g3 # 0. Man gebe eine
vollsténdige Diskussion aller Moglichkeiten.

3.5 Dreiecksaufgaben*

Im folgenden sei (P, V) stets ein zwei- bzw. dreidimensionaler euklidischer Raum. Zur Veran-
schaulichung kann man sich darunter die Punkte und Vektoren im R? bzw. im R3 vorstellen
(siehe Kapitel 2). Fiir die Eckpunkte eines Dreieckes wird stets vorausgesetzt, dass sie nicht
kollinear sind.

3.5.1 Der Schwerpunkt

Es sei ein Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C' gegeben. Die Schwerlinie s4 sei jene Gerade,

welche durch den Punkt A und den Halbierungspunkt Hpc der Seite EZ* bestimmt ist.
Analog seien sp und s¢ definiert.

Satz 3.18. Die Schwerlinien sa, s und sc schneiden sich alle in einem Punkt S, dem
Schwerpunkt des Dreieckes. Dieser teilt die Strecke von A nach Hpc im Verhdltnis 2 : 1,

— _
d.h. AS =25 Hpc ete. Ferner gilt

—

1 — - —
05 =3(0A4+0B+00).
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sc

Hap

Beweis. Zunéchst gilt

—_— 1] — @ — — 1] — — — 1 — —
OHB(;'Zi(OB—l-OC), OHAczi(OA—l—OC), OHABzi(OA—FOB).

Die Parameterdarstellungen von s 4, sg, s¢ sind dann:

- 1] — — — 1 — —
sai OX = (0B+0C)+NOA-5(0B+00C)),
— 1] — — — 1] — —
Sp : OX:5(0A+OC)+,M(OB—§(OA+OC)),
— 1, — — — 1, — —
sci OX = (0A+0B)+u0C - (0A+0B)),
bzw.
— — 1  ——
sai OX =204+ 5(1-NOB+00),
— — 1 —_— =
SB: OX:uOB+§(1—u)(OA+OC),
— — 1 —_  —
sc OX:VOC+§(1—1/)(OA+OB).

Man sieht, dass fir A\=p=v = % jeweils

—

e 1] — — —
050X =;(0A+0B+00).

gilt. Als Ubungsaufgaben beweise man, dass etwa s4 und sp nicht parallel sind. Daher ist S
der einzige Schnittpunkt.
Ferner gilt

22— 11— 1—
AS:OS—OA:—§0A+§OB+§OC
und
e e
(OA+0B+0CQ)

T 1 — — 1
SHpe = 5(0B+00) -3

LY WRT5Y: BUYs:
B 677 TV
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3.5.2 Der Hohenschnittpunkt

Satz 3.19. Die Héohenlinien eines Dreieckes schneiden sich in einem Punkt H, dem Héhen-
schnittpunkt.

Hy

B (]

P —
Beweis. Es sei H der Schnittpunkt von h, und hy, d.h. es gilt AH1BC und BH1AC =

—_— = —_—
A B + BC. Es geniigt zu zeigen, dass C' H L A B ist.
An dem Dreieck ABH sieht man

— —_— —
BH=AH-AB
und an Hand des Dreieckes BC'H verifiziert man
— —_— =
CH=BH-BC.
Dann gilt
—_— P —_— — —
(CH,AB)=(BH—-BC,AC - BC(C)
—_— —— —_— — _ —  —
=(BH,AC)—(BH,BC)—-(BC,AC - BC(C)
_— — — — —_— ——
=0—-(BC,BH+AC-BC)=—(BC,AH)=0.
Den Punkt H berechnen wir als Schnitt von A, und hy:
— — — —
OH=0CH+ M.=0B + un, d.h. BC + An, = uny,

—_— —_— —_— —_—
wobei n, = Hp B und n, = H.C. Beachtet man (n., AB) = 0 und (ny, A B) # 0, so erhilt
man

AB,BC
_— — —
<AB,BC> = [L<AB,ﬂb>, d.h. n = <77_>>
nb,AB>
_ AB,BC)
und OH:O—B>+<’7nb.

—
<nb>AB>
— —
Beachtet man noch, dass n; die Normalkomponente von C' B beziiglich A C' ist, d.h.

— —_— _— o —
n, = —-BC+(BC,AC)/||[AC||?AC, so erhilt man nach einiger Rechnung unter Verwendung
von Satz 2.11, a) und b), den Ortsvektor von H explizit:

—_— —
(AB,BC)
(A—C>’><B—C>’,A—B>><A—C>’

— — — —_— —
OH=0B+ ><AC><(AC><BC)).
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3.5.3 Der Umkreismittelpunkt

Satz 3.20. Die drei Seitensymmetralen eines Dreieckes schneiden sich in einem Punkt U,
dem Umkreismittelpunkt.

Beweis. A’, B',C’ seien die Halbierungspunkte der Dreieckseiten und U sei der Schnittpunkt
—_—
der Seitensymmetralen m. und m,. Es geniigt B'U LA C' zu zeigen.
. . —_— —_— — N == T
Es gilt zunichst (C'U,AB) = 0 = (A'U,BC) und C'U = AU — 5AB, AU =
— — —F —_— —
BU - %B C'. Aus den letzten zwei Gleichungen folgt unter Beachtung von BU = AU — A B

—_— — 1—
C”U:A'U+§AC’.
L Bt —_— 174 —_— 173 152 T 154 . .
Ferner gilt B'U = AU — AC = AU - 3AB - 5BC =C'"U — 3B C. Damit erhalten wir

(BU,AC) = (C'U - ;W,TB + B0

_ %(B—Cf', Ye)

—_—
=(C'U,BC)
— = 1-— — V7 1l-— 1-—
=(BC,C'U — §AC) =(BC,A U+§AC’— 5AC)
_— >
=(BC,A'U)=0.
Den Umkreismittelpunkt bestimmen wir als Schnittpunkt von m, und my:

—_— —_— e
OC"+n.=0DB"+ uny, d.h. B'C' + An. = uny,

—_— —_ —_—
wobei ny = Hy, Bund n. = H. C (siehe den vorhergehenden Abschnitt). Daraus folgt (A B, B’ C") =
—
wi{ny, A B) und weiter
-y ——
(AB,B'C")

w= —
<1‘1b,AB>
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1 7 7 1 A Y N Ya 1~ B 1
Beachtet man noch B'C" = 0C'-OB' = 5(OA+0B)-5(0A+0C)=5C0B=—-5BC,
so ist
— 1(AB,BC) 1 (AB,BC)
— —_ —
OU:OB’—7’7_>111,:7< ’711)
2 (nb,AB> 2

3.5.4 Die Eulersche Gerade

Satz 3.21. Die Punkte S, H und U liegen auf einer Geraden, der Eulerschen'® Geraden.
Ferner gilt

_— =

SH=-25U.

|
|

Beweis. Aus O S + O C) und der Darstellung von OH und OU folgt :

Wl
N
_|_
S

(AB,BC)
E— AT
(nb, A B>

]
S
o
ol

1, — — —
~5(0A+0B+00)+

1 P 1 AB,BC
_ 1644 %8 oo, UBEA,
3 3 3 (ny, AB)

und

—_—

1 11— 1 ., . (AB.B
_SU-US--104-10¢4+ @iroB+00) + ABBO
2 2 3 2‘[11,,14B>
1 1 1 1(AB,BC 1
— — — —
:—*OA+*OB—*OC+*<77_>>nb:*SH.
6 3 6 2 (ny, A B) 2

Die Parameterdarstellung der Eulerschen Geraden ist durch

gegeben. 0

3.5.5 Der Inkreismittelpunkt

Satz 3.22. Die Winkelsymmetralen eines Dreieckes schneiden sich in einem Punkt I, dem
Inkreismittelpunkt des Dreieckes.

15Buler, Leonhard, 15. 4. 1707 (Riehen, Schweiz) — 18. 9. 1783 (St. Petersburg), einer der bedeutendsten Mathematiker aller
Zeiten, 886 Publikationen (de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler).



60 Kapitel 3. Analytische Geometrie im R3

c

AN

SBC

w A

A B
SAB

Beweis. Jeder Punkt der Winkelsymmetralen w4 bzw. wg hat von den Seiten ssp und sa¢
bzw. spc und sap denselben Abstand. Fiir den Schnittpunkt I von w4 und wpg gilt daher,
dass dessen Abstand von sap, s4c und spc gleich ist. Also liegt I auch auf w,.

Fiir die Berechnung von I benutzt man die Parameterdarstellungen

- —
AB AC
— T — )
IAB[ [AC]
— —
BA BC
—— 4+ —— ).
IBA[ B

—_— —
w4 : OX:OA+/\<

— —
wp : OX:OB-i-,lL(

Aus diesen Darstellungen erhélt man

A A P
(1— AN )OA
|AB|| J[AC] [JAB]

+(—1+ AN L>0B+( AN L)E)—Z*:o.
|AB| ||AB| ||BC 1Ac| |[IBC|

Die Summe der Koeffizienten ist Null. Da die Punkte A, B und C nicht kollinear sind, miissen
die Koeffizienten alle Null sein (siche Satz 3.10, a)). Daraus folgt

_— =

_ [AB|lAC
- T— — —
IAC| +[[AB| +[BC]

und damit
AC
01=0Ad+— 14153
[AC] +[[AB| +|BC
|A B
— — —
[AC+AB|+BC]
g
Ubungsaufgaben.

1. Die Halbierungspunkte der Seiten eines ebenen Viereckes bilden ein Parallelogramm.

2. Ein ebenes Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn der Schnittpunkt der
Diagonalen diese halbiert.
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3. Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rhombus (= Parallelogramm, in dem alle Seiten
gleich lang sind), wenn die Diagonalen orthogonal sind.

4. Durch A, B,C, D sei ein Parallelogramm gegeben. Die durch den Halbierungspunkt H
von A und D und den Punkt B fiithrende Gerade teilt die Diagonale von A nach C' im
Verhiltnis 1 : 2.

3.6 Geometrische Anwendungen des duBBeren Produktes*

Der Einfachheit halber sei in diesem Abschnitt (P, V') der euklidische Raum der Punkte und
Vektoren im R3.

3.6.1 Der Sinussatz der spharischen Trigonometrie
Satz 3.23 (Sinussatz). Auf einer Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt in O seien die

Punkte P,Q, R derart gegeben, dass die zugehdrigen Ortsvektoren ein Rechtssystem bilden.
Fiir die in der untenstehenden Zeichnung eingetragenen Winkel gilt:

sinA sinB sinl

sina  sinf8  siny
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—

— —
Beweis. Wir setzen a = OP, b = OQ, ¢ = OR und V = ((a,b,c)). Dann gilt nach
Satz 2.11, b),

(a xb) x (axc)={(a,b,cha— (a,b,a))c=Va

und (man beachte |lal| = 1)
(@ xb) x (axc)]=V.

Analog zeigt man
1(bx ¢) x (bxa)|| = [[(cxa)x(cxb)=V.

Die Vektoren a x b bzw. a X ¢ sind Normalenvektoren der durch die Punkte O, P, ) bzw.
O, P, R aufgespannten Ebene. Der Winkel zwischen diesen Vektoren ist daher A. Es gilt somit

l(a x b) x (a x c)|]| =|laxb||||la x c|| sin A = siny sin Fsin A.

Analog zeigt man [[(bx c) x (bxa)|| = sinasinysin B und |[(¢xa) % (¢xb)|| = sinasin fsinT.
a

3.6.2 Der Kosinussatz der spharischen Trigonometrie

Satz 3.24 (Kosinussatz). Unter den Voraussetzungen des Sinussatzes gilt

cos o = cos (3 cosy + sin Fsiny cos A.

Beweis. Es ist einerseits nach Satz 2.11, c),

<a X b,a x C) = <a7a><b7 C) - <CL,C><(J,, b)
= cos a — cos [ cos .
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Andererseits ist (A ist der Winkel zwischen a x b und a x ¢)

(axbyaxc)=|axb||axc|cosA
= sinysin 3 cos A.

3.6.3 Ein Satz von GauB'¢

Satz 3.25. In einem Tetraeder ist die Summe der nach aufSen gerichteten Flichennormalen,
deren Norm jeweils gleich dem Flicheninhalt der Seitenfliche ist, gleich dem Nullvektor o.

— — —
Beweis. Wir setzen a = AB, b= AC und ¢ = AD. Dann sind die Flichennormalen durch

1 1 1 1
z1 = =(bxa), x2:§(axc), xgzi(b—a)x(c—a), x4:§(c><b).

2
gegeben.

Daher ist

1
x1+x2+x3+x4:5(b><a+a><c—i—bxe—axc—bxa—l—axa—i—cxb):0.

3.6.4 Die Heron’sche Flichenformel

Satz 3.26 (Heron’sche!"Flichenformel). Es seien a,b,c die Seitenlingen eines Dreieckes
und s = $(a+b+c). Dann gilt

Fa = (s(s —a)(s—0b)(s— c))l/z.

6GauB, Carl Friedrich, 30. 4. 1777 (Braunschweig) — 23. 2. 1855 (Gottingen), neben Euler, Newton und Archimedes einer
der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten, “princeps mathematicorum” (de.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gau%C3%9F).

17"Heron von Alexandria, ca. 10 (Alexandria?) — ca. 75, wahrscheinlich Lehrer am Museon in Alexandria, Werke iiber Mathe-
matik, Mechanik, Pneumatik (www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Heron.html).
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. . _—% -—= = . . o, .
Beweis. Wir setzen ¢ = [|[AB||, b= ||AC||, a = ||BC||. Dann gilt (siche Definition 2.6)
9 1] — — 9 1/ — — —
F = ;I AB x AC|P = Z<AB x AC,AB x AC)
1/ — —_— —_—
= 1 (IAB|2IACI? - (4B, AC)?)

1/, — ., — —_— — —_— — —_— —
= 1 (IAB| | AC| + (AB,AC)) (4B |AC| - (4B, AC)).

Aus
— =4 —_— =g —_— — —
IBC|>=||AB—-AC|>=(AB—-AC,AB— AC)
=2 =9 —_— ——
=[AB|I"+ |[AC|]" - 2(AB,AC)
folgt
1 1 1
(AB,AC) = 5| ABIP + 5| AC|* - 5|BC?
und
— e —_— —
[AB|[[AC| +(AB,AC)
S — 1 — 1. — 1 —
= [ABIAC| + SIIAB|* + S|ACI* 5 SIBC|”

_ 1/ — — \2 1 — 9

— 2 (148l = |AC) = ;IBC|

1 2 1 o

—iZ(Cib) F 5a%

Damit gilt:
1
2 _ 1 2 N2 132
F} = 7 ((e+0)? = a?)(@® = (c = b)?)

1
:E(c+b+a)(c+b—a)(a+c—b)(a—c+b)
—11—625(28—a—a)(?s—b—b)(Qs—c—c)
=s(s—a)(s—0b)(s—c)

O

3.7 Teilverhaltnisse, Doppelverhaltnisse*

In diesem Abschnitt sei (P, V) ein zwei- bzw. dreidimensionaler affiner Raum.
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Definition 3.27. (A, B) sei ein Paar von Punkten in P und P sei ein von A und B ver-
schiedener Punkt auf der durch A und B bestimmten Geraden. Die Zahl

Aap
ABP

heifit das Tetlverhdltnis des Punktes P in Bezug auf A, B. Hierbei sind Aap und Agp die
etndeutig bestimmten Zahlen mit

AP;A,B) =

—_— = —

AP =MpAB, BDP=)\gpAB

— — —
Ist O X = O A+ AA B eine Parameterdarstellung der Geraden durch A, B, so 1a3t sich
diese auch in der Form N N N
OX=(1-)NOA+)XOB

—_— —_— =
schreiben (AB = O B — O A). Gleichwertig damit ist

_— = —
OX =a0A+pB0B, a+pB=1,

d.h. insbesondere jeder Punkt der Geraden ist durch zwei reelle Zahlen o, mit o+ =1
eindeutig bestimmt.
Fiir einen beliebigen Punkt P dieser Geraden gilt

_— = —

—_— —
AP=0P-0A=(a—1)0A+BOB
_— = ——
=B(OB—-0A)=pAE

und analog .
—

BP=—-aAB.

Damit ist bewiesen:

Ist P durch

—

— —
OP=a0A+pBOBmita+ =1, a#0,
gegeben, so ist

ANP;A,B) = —g :

Man sieht leicht, dass stets
AMP;A,B) #1

gilt (8/a = —1 wirde « = —f bedeuten, d.h. a + 5 = 0).
Die folgende Zeichnung illustriert die Werte fiir A = A(P; A, B) in Abhéngigkeit von der
Lage von P.

1>A>0 0>A>—-1 —1>A> -0 co>A>1
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Durch Angabe von A = A\(P; A, B), A # 1, ist P eindeutig bestimmdt.
Beweis. Aus —f/a = A\, a + [ = 1 folgt sofort « = 1/(1 — A) und § = —A/(1 — A). Der
Ortsvektor von P ist dann durch
OP=0a0A+pBOB (3.21)
gegeben. [0

Satz 3.28 (Strahlensatz). Fs seien g1, go zwei verschiedene parallele Gerade in P und S
ein Punkt in der durch g1 und g2 aufgespannten Ebene, der weder auf g1 noch auf go liegt.
A, B seien verschiedene Punkte auf gy und A’, B’ seien die Projektionen von A und B auf
go mit dem Projektionszentrum S. Dann gilt:

A(S; B, B') = A(S; A, A').

\A/

— .

B’

Beweis. Mit reellen Zahlen «, G gilt
- _ e
0S=(1 —a)OA+aOA',
—_— e — —
0S=(1 —ﬁ)OB—FﬁOB’.
Wegen der Voraussetzung iiber S sind a und § von Null verschieden. Ferner ist

CASBB)=-—

1-5

«

AS; A A =

1-a

Wegen der Parallelitdt von g; und go gilt
r— —_— — —
AB'=XAB=X0OB—-)X0A, )eR.

Andererseits ist

AB =0B-04
1 1— 1
163 1 P58 1534
B B a
1 1IN—= l1l—-a=— 1—0=—3
_(B—E)OSJr LTOA-~70B

l—-a—

0S8

(%
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—
Aus den zwei Darstellungen fiir A’ B’ folgt
1 1\= 11—« —— 1-0 —
(5 — )08+ (——+1)04- (7 +))0B =o.

Da die Summe der Koeffizienten Null ist und die Punkte A, B, S nicht kollinear sind, folgt
nach Satz 3.10, a),

1 Lma ho, L0020
a o p
odera=pF (und A\=—-(1—-a)/a). 0O

Definition 3.29. A, B,C, D seien vier paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden.

Die Zahl
MC; A, B)
AD; A, B)
heifit das Doppelverhdiltnis dieser vier Punkte. Gilt \(A, B; C, D) = —1, so heifit (A, B,C, D)
ein harmonisches Quadrupel.

MA,B;C,D) =

Fiir ein harmonisches Quadrupel liegt einer der Punkte C, D zwischen A und B, der
andere auflerhalb.

MC;A,B) = -3 MD;A,B) =3

Satz 3.30. A, B,C, D seien paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden g, S sei ein
Punkt mit S ¢ g. g1 sei eine weitere Gerade mit S ¢ g1. A’, B',C’', D’ bezeichne die Projektion
der Punkte A, B,C, D auf die Gerade g1 mit dem Projektionszentrum S. Dann gilt

A(A',B';C",D') = A\(A, B;C, D)

(Invarianz des Doppelverhiltnisses bei Projektion).
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Beweis. Wir untersuchen zunéchst, wie sich das Teilverhéltnis eines beliebigen Punktes P
(# B) in Bezug auf A, B bei Projektion &ndert.
Die Ortsvektoren der Punkte A’, B’ sind durch

. .
OA' =(1-a)0S +a0 A4,
—_— —

gegeben. Fir den Punkt P gilt

und daher

Fiir P/ gilt

— — —
OP' =(1-9)0S+~0P
. L (3.22)
=1-90S54+~v(1—-pnOA+~yu0 B.

P’ liegt auf der Geraden durch A’ und B’, d.h.

OP —(1—-X)0A +X0B
= (1-N(1-a)+r1-5)05 (3.23)
+(1-XNaO A+ A\30B.

Die Zahlen \,~ miissen noch bestimmt werden. Durch Gleichsetzen von (3.22) und (3.23)
erhalten wir

(—v+a—ar+BNOS+ (v —a+ar— uy)O A+ (uy — BNOB = o.

Die Summe der Koeffizienten ist gleich 0. Da die Punkte S, A, B nicht kollinear sind, folgt (sie-
he Satz 3.10, a)), dass die Koeffizienten sdmtliche Null sein miissen. Dies ist gleichbedeutend,
dass das folgende Gleichungssystem fiir v und A l6sbar ist:

v—a+aX—[BA=0,
I-p)y+ar—a=0,
py — BA=0.

Wegen p # 1 (beachte P # B) ist dieses System gleichwertig mit

[0 . [0
B (3.24)
py — BA=0.

Im Falle p1 # 0 subtrahieren wir das p-fache der ersten Gleichung von der zweiten und erhalten
das zu (3.24) dquivalente System

¥+
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Da a # 0 ist (o = 0 wiirde A’ = S bedeuten, d.h. S € g1), mufl 5+ % # 0 sein, damit das
System losbar ist. Als Losung erhélt man im Falle p # 0

af o

"= B ma—p) T Biula—p)

Man erhélt weiter 1 — X\ = % und

MPLALB) =~ = Y \(p.aB)

_ a
11—\ 1—up

g

. (3.25)

Ist 1 = 0 so hat (3.24) die Gestalt

v+ al = «,
BA = 0.

Wegen 3 # 0 (es ist B # S wegen S ¢ ¢1) erhilt man A = 0 (und v = «). Daher gilt in
diesem Fall
AP A',B') = \(P; A, B) =0,
d.h. (3.25) gilt allgemein.
Die Aussage iiber das Doppelverhiltnis folgt nun aus
A B! MNC; A, B
A4, B0y = N B)  NCAD)
ND'; A, B MND; A, B)
= \A4,B;C, D).

@R | @IR

Satz 3.31 (Menelaos!'®). Durch die Punkte A, B, C sei ein Dreieck gegeben. Auf den durch
A, B bzw. B,C bzw. C, A bestimmten Seiten des Dreieckes seien die Punkte C' bzw. A’ bzw.
B’ gegeben, die simtliche verschieden von A, B und C seien. Dann sind A', B', C' genau
dann kollinear, wenn

MC'; A, B)NA'; B,C)\(B';C, A) =1
gilt.

B’

Cl
-~ A B

¥ Menalaos von Alexandria, ca. 70 (Alexandria?) — ca. 130, machte am 14. 1. 98 astronomische Beobachtungen in Rom, von
vielen Biichern die Menealos verfasste, ist nur “Sphaerica” iiberliefert, in dem sphérische Dreiecke behandelt werden (www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Menelaus.html).
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Beweis. 1. Es seien A’, B, C' kollinear. Mit geeigneten Konstanten «, 3,~, u gilt:

OA —(1-B)OC +30B,
OB =(1- a)O—é’ +a0 A, (3.26)
—

und

—

0C =(1—wOA +u0B
:(1—ﬁ+uﬂ—ua)0—8'+(1—u)50—§+ua0—71.

Man beachte, dass A’, B’, ¢’ von den Punkten A, B, C verschieden sind. Daher gilt o, 3,7 # 0
und # 1.

—
Aus den Darstellungen fiir O C” erhalten wir
(1 =B+ pf —pa)OC + (pa —1+7)0 A+ (8 — uf —~)0B = o.

In dieser Beziehung ist die Summe der Koeffizienten Null. Die Punkte A, B, C sind nicht
kollinear. Daher mufl

1-=F4+pb—pa=0, pa—14+v=0, B—ps—v=0

sein. Daraus folgt u = ;;_g, v = % und 1 — vy = Oﬁ%}?) Es ist a # (. Aus a = § wiirde,

—_—
wegen (3.26), A’ B’ = —aAB folgen. Dann wire die Gerade durch A’, B’ parallel zur Seite
durch A, B und kénnte diese nicht im Punkt C’ schneiden. Daher gilt:

‘. ‘. /. ___ v 1=8 _«
A(C'; A, B)N(A'; B,C)N(B';C, A) = -7 3 1-a

ﬁ(a—l)‘l—ﬁ «o

S : ~1.
o1-8) 7 1-a
2. Es sei fiir die durch (3.26) gegebenen Punkte
~y 1-p o
_ . . —1.
1l—y B l-—«a
Daraus folgt
_Bla-1)
a—pfF
a = [ ist nicht moglich, da sonst ﬁ = —1 sein miifite. Aus (3.26) erhalten wir damit

—

Ry . — N—
AB =p-a)0C+a0A—-pOB

und

AC =00 -0A =—-(1-B0C+(1-v0A+(y-BOB
= = 7OA+(y—-B)OB

_ o5, el =0)== B0-F77
=—(1-9)0C+=—70A-="—208
ZWAIB/,
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d.h. A, B, C’ sind kollinear. 0O

Satz 3.32 (Ceva'®). Gegeben sei ein Dreieck mit den Eckpunkten A, B,C. Auf den Seiten
seien die Punkte A', B',C" gegeben, die alle verschieden von A, B, C seien. Die Geraden durch
A, A" bzw. B, B’ bzw. C, C" schneiden sich dann und nur dann in einem Punkt P oder sind
parallel, wenn

MC'; A, B)NA'; B,C)XN(B';C, A) = —1 (3.27)
gilt.

Al

Beweis. 1. Die Geraden durch A, A’ bzw. B, B’ bzw. C, C’ schneiden sich im Punkt P.
Durch A, B, C ist eine Ebene E bestimmt mit der Parameterdarstellung

— — — —
OX=0A+XAB+ pAC
— — —
=(1-AX—p)OA+XOB+pOC.
Dies ist gleichwertig mit

— — — —
OX=a0A+pBOB+~0C, wobeia+ [ +~v=1. (3.28)

9Ceva, Giovanni, 7. 12. 1647 (Mailand) — 15. 6. 1734 (Mantua), Hauptwerk im Bereich der Geometrie, seit 1686 an der
Universitdt Mantua (www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Ceva_Giovanni.html).
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Durch drei reelle Zahlen o, 8,y mit a +  + v = 1 ist vermoge (3.28) eindeutig ein Punkt
X der Dreiecksebene bestimmt und umgekehrt. «, 3,7y heiflen auch die baryzentrischen
Koordinaten von X.

Es seien «y, By, Y0 die baryzentrischen Koordinaten von P, d.h. ag + o + 79 = 1 und

— — — —
OP = a0 A+ 0B +0C. (3.29)

Es gilt ap # 0,1, Bp # 0,1 und g # 0, 1. Angenommen es sei ag = 1. Dann gilt Gy + v =0
— — —_— = — —

und somit O P = O A+5y(0O B—0O C) = O A+ 3,C B. Dies bedeutet, dass P auf der Geraden

durch A und parallel zur Seite durch die Punkte B, C' liegt. Die Gerade durch A und P kann

daher die Seite durch B und C nicht im Punkt A’ schneiden. Dieser Widerspruch beweist

0 7& 1. — — —
Wire ag = 0, so hitte man O P = 5O B + 40O C mit Gy + 79 = 1, d.h. P liegt auf
der Seite durch B und C. Die Gerade durch B und P koénnte daher die Seite durch A und C'
nur im Punkt C schneiden, d.h. es wire B’ = C in Widerspruch zur Voraussetzung iiber die
Punkte A’, B’ und C’.
Fiir die Punkte A’, B’, C’ gilt
- o —
OA' =)XOB+(1-)NOC, AN#0,1,
7 A A
OB =pu0C+(1—pOA, p#0,1, (3.30)
—_— N —_—
OC'=vOA+(1-v)OB, v+#0,1.

Andererseits liegen A’, B’ bzw. C’ auf den Geraden durch A und P, B und P bzw. C und
P. Daher ist

— — —
OA =(1-0)OA+00OP, o#1,
—
OB =(1-p)OB+pOP, p#1, (3.31)
— — —
OC'=(1-1)0C+70P, 7#1.
Aus (3.30),(3.31) und (3.29) erhalten wir die Gleichungen
(I1-—0(1- Oéo))O—_/>4 + (B0 — /\)O—B> + (o790 —1+ )\)O—C>' = o,
— — —
(pao =1+ p)OA+ (1= p(1—5))O B+ (pyo — p)OC = o,
(rag — V) O A+ (180 — 1+ YO B + (1 — 7(1 — 7))O C = o.

Die Summe der Koeffizienten ist jeweils Null. Da die Punkte A, B, C nicht kollinear sind,
miissen alle Koeffizienten Null sein. Das auf diese Weise entstehende Gleichungssystem von 9
Gleichungen fiir die Unbekannten A, u, v, o, p und 7 ist daher eindeutig l6sbar. Wir kénnen
uns daher auf die folgenden sechs Gleichungen beschranken:

oy —A=0, pyo — =0,
1—0(1—ap) =0, Tag —v =0,

1—p(1—=pF) =0, 1-7(1-7)=0.

Die Losung ist gegeben durch (wir interessieren uns nur fiir \, y, v):

\ = Bo _ .
- I /*'L - ) V= .
1—ap 1= 5o I =0
Daraus folgt 1 —\ = 1—a0—fo — 2 7_ p=%1-v= B ynd MA;B,C) = —1A =
1—ap l1—ap? 1-5o? 1—70 1 A

0
—g—g, ANB';CA) = —177“ = —?‘Y—g, MC'; A B) = -1 = —g—g. Dies ergibt (3.27).
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2. Die Geraden durch A, A" bzw. B, B’ bzw. C, C’ sind parallel.
c

B’

In diesem Fall gelten ebenso wie unter Punkt 1 die Darstellungen (3.30) fiir die Ortsvektoren
OA, OB, OC'. Aus der Parallelitit der Geraden folgt auch

— —_— — —
OB =0B+aAA =0B+a0A —a0 A,
e RN e

/] T AA P =
OC'=0C+pBAA =0C+ BOA — B0 A.

Offensichtlich mufl (wegen der Voraussetzung iiber die Punkte A’, B’ und C’) o # 0 und
B # 0 gelten. Daraus folgt mit Hilfe von (3.30)

(—a—14+0)0A+ (1+aNOB + (a(l — ) — p)
(—B—1)OA+(BA—1+1)0OB + (1+B(1— )

ol sl

Dies fiithrt analog wie unter Teil 1 des Beweises zu den folgenden Gleichungen:
al+1=0, p—a—-1=0, B+v=0, BA-1+v=0.

Daraus folgt

1 leY
A:—— = ]_ =
o’ p=atl, v a+1

und 1 — A\ = O‘T‘H, l—p=—-a,1—-v= %H Wie in Teil 1 des Beweises gilt: A\(A’; B,C) =

12 = a+1, A(B;CA) = -5 = 2% und MC;4,B) = =52 = — L1, d.h. es gilt auch
in diesem Fall (3.27).

3. Es sei (3.27) erfiillt. P sei der Schnittpunkt der Geraden durch die Punkte A, A’ bzw. C,
C'. B” sei der Schnittpunkt der Geraden durch B, P mit der Seite durch A, C.



74 Kapitel 3. Analytische Geometrie im R3

e\
Dass B” existiert zeigen wir in Teil 4 des Beweises. Nach Teil 1 des Beweises gilt
MA'; B,C)N(B";C, A)XN(C"; A, B) = —1.

Da auch A(A"; B,C)\(B'; C, A)A(C"; A, B) = —1 gilt und die Teilverhéltnisse jeweils # 0 sind
(warum?), folgt sofort
ANB";C,A) = \(B';C, A),

d.h. B” = B'.

4. Der Punkt B” existiert nur dann nicht, wenn die Gerade durch P, B parallel zur Seite
durch A, C ist. In diesem Fall gilt wegen des Strahlensatzes (Satz 3.28)

AC'; A, B) = MC';C, P). (3.32)

Die Punkte P,C’,C konnen als Projektionen der Punkte A’, B, C' mit dem Projektionszen-
trum A aufgefafit werden.

' lod
A

B

Daher gilt (siehe (3.25))

AP;C',C) = %)\(A’;B,C).

Die Konstanten o und 3 sind durch die Darstellungen

—

0C =(1-a)0OA+a0B,
0C=(1-B0A+p0OC

e —
bestimmt. Daraus folgt zunichst 8 = 1. Ist \y = A(C’; A, B) so gilt OC’ = ﬁOA —

1ﬁ(3\00_—§ (siehe (3.21)), d.h. a = —lﬁg\o. Damit erhalten wir

AMC'; A, B)
1-\C"; A, B)

ANP;C"C) =~ N4 B, O). (3.33)
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Setzen wir pg = A(C’; C, P), so gilt

_ 1
0C = oc--t_op
1 = po L — po
und daher
— —_— 1 —
op=-——Moc+=0C.
Ho Ho
Daraus folgt
1 1 1

A(P;C",0)

T 11— 1-XC5C,P) 1-XNC:A,B)

Aus (3.33) folgt damit
MA; B,C)XNC'; A,B) = —1.

Wegen (3.27) miiite dann A(B’; C, A) = 1 sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass B” existiert.
5. Es gelte nun (3.27) und die Geraden g bzw. g2 durch C,C’ bzw. B, B’ seien parallel. Wir
legen durch A eine weitere zu g1 und g9 parallele Gerade g. g kann nicht zur Seite durch B, C'
parallel sein. Denn sonst miifite die Gerade go mit der Seite durch B, C zusammenfallen, d.h.
B’ = C sein, was ausgeschlossen ist. Die Gerade g schneidet somit die Seite durch B,C in
einem Punkt A”.

g2

A

A B
C/

Auf Grund von Teil 1 des Beweises gilt dann
MA"; B,C)X\(B';C, A)X\(C"; A, B) = —1.

Wegen (3.27) folgt daraus
ANA"; B, C) = MA'; B, 0),

d.h. A” = A’. Damit ist gezeigt, dass die Geraden durch A, A’ bzw. B, B’ bzw C,C’ alle
parallel zueinander sind. 0O

Als Anwendungen des Satzes von Ceva beweisen wir nochmals die Sétze iiber den Schwer-
punkt, den Hohenschnittpunkt bzw. Inkreismittelpunkt eines Dreieckes.

a) Schwerpunkt.

Hier sind A’, B’ und C’ die Halbierungspunkte Hpc, Hac und Hap, d.h. \(A; B,C) =
ANB';C,A) = MNC';A,B) = —1. Somit gilt (3.27) und die Schwerlinien schneiden sich in
einem Punkt.
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b) Hoéhenschnittpunkt.
Es ist tana = % und tan G = %, woraus

t
MC's A, B) = — 0B
tan «
folgt. Analog zeigt man
t t
ANA:B,C) = -0 ynd ABLC,A) = — 22
tan tan -y

Daraus folgt (3.27), d.h. die Hohen schneiden sich in einem Punkt.

C
A
X /
B’
\\\h
/ ~
/ \\\
/ NS
/ NS
/ NS
-
o .
A fc/ BN 5
z Yy

c) Inkreismittelpunkt. Mit Hilfe des Sinussatzes der ebenen Trigonometrie erhéilt man
(aus den Dreiecken A, B, A’ bzw. A, A',C)

x sin § c sin § ¢ (wegen a+ 3+ )
= = W =
sin(m — 8- §) sin(y + §) & K

und

sin §

=—= b
4 sin(8 + §)
Daraus folgt
A B0y = &= St s)e
Yy sin(y +$) b
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A’

a/2

a/2 B

c

In analoger Weise erhélt man fiir die Schnittpunkte der anderen Winkelsymmetralen

: 8
NB:o ) = TR
sin(a + 5) ¢

- 7
AC'sAB) = et a)b
sin(B+ 3) a

Damit erhalten wir

MA'; B,C)A(B'; C, AA(C'; A, B)
_sin(y + g) sin(a + 3)sin(8 + §)

-1,
sin(a + g) sin(f 4 3)sin(y + §)

d.h. die drei Winkelsymmetralen schneiden sich in einem Punkt. Hier haben wir die Bezie-

hungen
oo §) (e 51 +2) =sn(e—(1+2)) =+ ).
sin(ﬁ + %) = sin(a + %>7
in+5) -+ )

benutzt.

Literatur: P. Weiss: ,, Lineare Algebra und Analytische Geometrie, Eine anwendungsbezogene
Einfiihrung“, Trauner Verlag, Linz 1980.

J. Cigler: ,, Finfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie“, Teil 1 und 2, Manz Verlag,
Wien 1976/77.
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Kapitel 4

Vektorraume

4.1 Gruppen und Koérper

Eine innere Verkniipfung mit dem Verkniipfungszeichen ,x“ auf einer Menge M ist eine
Abbildung M x M — M, wobei a * b fiir das Bildelement von (a,b) € M x M geschrieben
wird. Meist nennen wir ,,*x“ selbst eine innere Verkniipfung auf M. axb heifit das Kompositum
von a und b. Sehr oft wird als Verkniipfungszeichen ,,+“ oder ,,-“ verwendet. In diesem Fall
heifit a + b bzw a - b die Summe bzw. das Produkt von a und b. Statt a - b schreibt man oft
einfach ab.

Definition 4.1. G sei eine nichtleere Menge mit innerer Verkniipfung x. (G, *) heifst genau
dann eine Gruppe, wenn gilt:

(G1) Fiir je drei Elemente a,b,c aus G gilt:

ax(bxc)=(axb)*xc (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e € G mit

exa=axe=a (4.1)
fir alle a € G (Existenz eines neutralen Elementes).

(G3) Fiir jedes a € G existiert ein a’ € G mit

axa =d xa=e (4.2)
(Ezistenz des inversen Elementes).
Gilt zusdtzlich
(G4) Flir je zwei Elemente a,b € G ist a b = bx* a (Kommutativitit),

so heifit (G, ) eine abelsche Gruppe.

Das Element e in (G2) ist eindeutig bestimmt. Wire e’ ebenfalls ein Element mit ¢'xa =
axe' = a fir alle a € G, so folgt fiir a = e sofort €’ x e = e. Setzt man in (4.1) a = €/, so folgt
e/ x e = ¢/. Damit ist aber ¢ = e gezeigt.

Auch das Element a in (G3) ist eindeutig bestimmt. Wére a” ein Element mit a xa” =
a’ x a = e, so folgt

d=dxe=dx(axd")=(d*a)xd" =exd" =d".

79
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Sehr oft wird fiir abelsche Gruppen das Verkniipfungszeichen ,,+“ verwendet. Das neu-
trale Element heifit dann Nullelement und man schreibt 0 statt e. Das zu a inverse Element
wird mit —a bezeichnet und heiit das zu a negative Element. Statt a + (—b) schreibt man
a — b. Ist die innere Verkniipfung durch ,,-“ bezeichnet, so heifit e das Einselement und an
Stelle von o’ schreibt man a~!.

Beispiel 4.2. (Z,+), (Q,4), (R,+), (C,+) sind abelsche Gruppen; ebenso (Q\{0},-) usw.
(N, +) und (R, -) sind beispielsweise keine Gruppen. Die Menge der Vektoren im R? bzw. im
R3 mit der Vektoraddition ist eine abelsche Gruppe. ¢

Beispiel 4.3. Ein Beispiel fiir eine im allgemeinen nicht abelsche Gruppe ist das folgende: M
sei eine nicht-leere Menge, G sei die Menge der bijektiven Abbildungen M — M. Als innere
Verkniipfung definieren wir das Kompositum von Abbildungen, f o g (siehe Definition 1.21).
Neutrales Element ist die identische Abbildung von M und das zu f inverse Element ist die
Umkehrabbildung f~!. Als Ubung beweise man, dass (G, o) eine Gruppe ist. Ebenso beweise
man, dass (G, o) nicht abelsch ist, falls M mehr als drei Elemente hat. ¢

Es sei (G, *) eine Gruppe. Dann sind fiir beliebige Elemente a,b € G die Gleichun-
genaxx =b und y*a = b eindeutig l6sbar. Die Losungen sind durch x = a~ ' *b
bzw. y = b*a~' gegeben.

Beweis. Es sei z € G eine Losung von a * x = b. Dann gilt a=! * (a * 2) = a~! * b, woraus
x = a~! % b folgt. Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt. Man sieht sofort, dass @ = a=! * b
tatséichlich eine Losung ist. Der Beweis fiir die Gleichung y * a = b verlauft analog. O

Definition 4.4. K sei eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Auf K seien die inneren
Verkniipfungen + und - definiert. (K, +,-) heifft genau dann ein Korper,wenn gilt:

1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe.
2. Die Multiplikation - “ ist kommutativ und (K\{0},-) ist eine Gruppe.
3. Fir je drei Elemente o, 3,7 € K gilt:

a(B+7v) =aB +ay (Distributivgesetz).

In einem Korper gelten die iiblichen Rechenregeln, wie wir sie von den reellen Zahlen
etwa gewohnt sind. Fiir das Element o' schreibt man hiufig —.
Als Ubung beweise man: “

Aus aff =0 folgt « =0 oder § = 0.

Es ist a-0=0 fir alle .

a(=f) = (—a)f = —(ap).

a(f—7) =af—ay.

Wenn klar ist, welche Verkniipfungen als + und - gew&hlt wurden, werden wir einfach

K an Stelle von (K, +, -) schreiben.

Beispiel 4.5. Q,R und C. ¢

Beispiel 4.6. K = Q[v2] = {a + bv/2 | a,b € Q} mit der iiblichen Addition und Multiplika-
tion von reellen Zahlen. K ist ein Korper zwischen Q und R. ¢



4.2. Vektorraum, Unterraum, Basis 81

Beispiel 4.7. Es sei p eine Primzahl. Auf der Menge Z sei die folgende Aquivalenzrelation
definiert:
n =m(p) <= n — m ist durch p teilbar.

Samtliche Aquivalenzklassen sind durch 0,1,...,p — I gegeben (7 = {n+kp | k € Z}). Wir
setzen Z, = {0,...,p — 1}. Durch

n+m=n+m, Nm-Mm=nm

werden auf Z, die inneren Verkniipfungen + und - definiert.

(Zp,+,-) ist ein Kérper bestehend aus p Elementen. Als Ubung beweise man, dass (Z,, +)
eine abelsche Gruppe ist (beispielsweise — = p — n) und dass die Multiplikation assoziativ
und kommutativ ist. Ferner sieht man sofort, dass 1 das Einselement ist. Wir beweisen die
Existenz des inversen Elementes fiir die Elemente 1,...,p — 1:

Es seien n, m Elemente aus Z mit 1 < n,m < p — 1. Angenommen, es ist 7 -m = 0. Dies
bedeutet

nm = kp fir ein k € Z,

d.h. p teilt nm. Da p Primzahl ist mufl p ein Teiler von n oder m sein, was nicht moglich ist.
Damit ist gezeigt: B B
n,m € Zy\{0} impliziert 7 -m # 0
bzw. B B
aus m -m = 0 folgt 7 = 0 oder m = 0.

Es sei nun € Z,, m # 0 gegeben. Gilt m-m =7 - £ fiir m, { € Z,, so folgt m = ¢ (denn aus

n-m = n-{ folgt m(m — ) = 0 und weiters m — Z 0 wegen 1 # 0). Daher sind die Elemente
n-1,n-2, ..., n-p—1

alle # 0 und paarweise verschieden. Dies bedeutet, dass fiir ein j, 1 < j<p—1,m-j =1
gelten muf}, d.h. j = (m)~1. ¢

Spéater werden wir noch den folgenden Begriff benétigen:

Definition 4.8. K sei ein Kiorper, 1 das Finselement von K und g € N.
a) K hat die Charakteristik q genau dann, wenn gilt:

(i) 1+---+1=0.
!
q-ma
i) 14+---+1 ir alle k e Nmit 1 <k <q.
(i) 14+---4+1#0 firalleke Nmit1 <k <gq

k-mal

b) K hat die Charakteristik 0, wenn 1+ ---+ 1 # 0 ist fir alle k € N.
—_——

k-mal

Die Kérper Q,R und C haben bei spielsweise die Charakteristik 0, die Koérper Z, die
Charakteristik p.

4.2 Vektorraum, Unterraum, Basis

Definition 4.9. V sei eine abelsche Gruppe mit additiv geschriebener Verkniipfung und K
sei ein Korper. V' heifit ein Vektorraum oder linearer Raum tber K genau dann, wenn
qgilt:
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Es existiert eine Abbildung K x V. — V| welche jedem Paar (\,a) mit A € K
und a € V' ein Element aus V' zuordnet, welches als Aa geschrieben wird (skalare
Multiplikation) mit folgenden Figenschaften:

V1
V2
V3
V4

Aa+b) = Xa+ b fir alle X € K und a,b € V (1. Distributivgesetz).
(A4 p)a = Xa+ pa fir alle \,p € K und a € V' (2. Distributivgesetz).

(V1)
(V2)
(V3) Aua) = (Aw)a fir alle X\, pp € K und a € V' (Assoziativgesetz).
(V4) la=a fir alleaeV.

Die Elemente aus V heiffen Vektoren, jene aus K Skalare. V' heif§t reeller (komplezxer)
Vektorrraum, wenn K =R (K = C) gilt.

Beispiel 4.10. K sei ein Korper. Wir definieren V' := {(A1,..., A\p)|\i € K} und die Ver-
kniipfungen

()\17---7)\n)+(,u17---nun) = ()\1+N17-~~a>\n+ﬂn),
AL+ An) = (A, s AA)

fir (A1,..., ), (11, .., n) € V und A € K. V ist ein linearer Raum iiber K und heifit der
arithmetische Vektorraum der Dimension n iiber K, V = K". {

Beispiel 4.11. Es sei K =R und V = {f | f : [0,1] — R}. Die Definition von f + g fiir
f,geVist:
(f+9)(x) = f(z) + g(x) fiir alle z € [0, 1].

Definition von Ag fiir f € V und A € R:
(Af)(xz) = Af(x) fir alle z € [0,1].
V ist ein reeller Vektorraum. ¢

Beispiel 4.12. K][z] sei die Menge aller Polynome in einer Unbestimmten mit Koeffizienten
aus dem Korper K. Jedes p € K[z] hat die Gestalt p = a,2™ + -+ + ap mit n € Np?° und
a; € K. Wir definieren p + ¢ fiir p = apa™ 4+ -+ -+ ag und g = Bpa™ + - - - + [y wie folgt: Fiir
k = max(n,m) ist p = apz® + - + ag und ¢ = Bz + - - + Fo. Dabei ist a;j=0,n<j<k
und §8; =0, m < j < k. Dann ist

p+q:=(ag+ Br)rr + - + (a0 + So).-
Fiir A € K definieren wir Ap := (Aay,)x" + - - - + Aag. K|z] ist ein linearer Raum iiber K. ¢

Beispiel 4.13. Die Vektoren im R? bzw. R3 bilden einen reellen Vektorraum (vgl. Ab-
schnitt 2.1). O

Die folgenden Aussagen sind einfache Konsequenzen aus (V1) - (V4) und werden im
folgenden, ohne dies immer zu erwéhnen, verwendet (o ist das Nullelement in V'):
(V4") Aa = o gilt genau dann, wenn A =0 oder a = o

und
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Bewets. a) Fiir A = 0 gilt 0Oa = (0 + 0)a = 0a + Oa, woraus Oa = o folgt (Addition von
—(0a) beiderseits). Analog beweist man Ao = o. Der Beweis fiir die umgekehrte Implikation
ist derselbe wie fiir (2.8).

b) Die zweite Aussage folgt aus Aa+(—A)a = (A—A)a = 0-a = ound Aa+A(—a) = Aa—a) =
Aro=o0. O

In der Definition des Vektorraumes kénnen wir (V4) durch (V4') ersetzen, d.h. es gilt:

Es sei V' eine abelsche Gruppe und K ein Kérper. Ferner sei eine skalare Multi-
plikation K x V. — V' mit den Figenschaften (V1) — (V3) gegeben. Dann gilt:

(V4) = (V4.

Beweis. Die Implikation (V4) = (V4’) wurde bereits bewiesen. Es gelte nun (V4’). Fiir
beliebiges a € V folgt mit Hilfe von (V1) — (V3):

1-l-a=a)=1-(1ra)—1-a=(1-1)a—1-a=1-a-1-a=o.
Wegen (V4') und 1 # 0 folgt daraus
l-a—a=o,

dh.1-a=a. 0O

Ist E eine Ebene im R3, so ist der Vektorraum Vz eine Teilmenge des Vektorraumes V3
aller Vektoren im R3, wobei die algebraischen Operationen in Vg dieselben sind wie in V.
Dies fiihrt zu

Definition 4.14. V sei ein linearer Raum tiber K und U sei eine nicht-leere Teilmenge von
V. U heifit genau dann (linearer) Unterraum von V, wenn U beziglich der in V' gegebenen
Addition und skalaren Multiplikation ein linearer Raum tiber K ist.

Es ist nicht nétig, fiir U die Eigenschaften (V1) — (V4) nachzuweisen, wie der folgende
Satz zeigt:

Satz 4.15. Eine nichtleere Teilmenge U von V ist genau dann Unterraum von V, wenn gilt:
(i) Fir alle a,b € U ist auch a+be U.
(ii) Fir alle X € K und alle a € U ist auch Aa € U.

Beweis. 1. Falls U ein Unterraum von V ist, mufl die Addition auf V auch eine innere
Verkniipfung auf U sein, d.h. es muf} (i) gelten. Ferner muf die skalare Multiplikation auf V'
auch auf U die skalare Multipliaktion ergeben, d.h. es muf (ii) gelten.

2. Es seien nun (i) und (ii) erfiillt. Die Verkniipfung ,,+* ist auf U assoziativ und kommutativ,
weil dies in V' gilt. Da U # () ist, existiert mindestens ein Element a € U. Zu a € U enthélt U
auch (—1)a = —(la) = —a und daher auch a + (—a) = o. (U, +) ist somit abelsche Gruppe.
(V1) - (V4) gelten in U, weil sie in V' gelten. Damit ist gezeigt, dass U ein Vektorraum iiber
K ist.

Beispiel 4.16. V sei ein linearer Raum iiber K. U = {o} ist stets Unterraum von V', der
sog. Nullraum. {

Beispiel 4.17. g sei cine Gerade im R3, E eine Ebene im R3. Vy und Vg sind Unterrdume
von V3 (= Vektorraum der Vektoren im R3). ¢
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Beispiel 4.18. Essei V =K"” und U = {(A1,...,A\p)|\i € K, A\ = 0}. U ist Unterraum von
K™ ¢

Beispiel 4.19. Es sei V = R® und U = Q". U ist kein Unterraum von V, weil z.B.
Vv2(1,0,...,0) = (v/2,0,...,0) ¢ Q" gilt. Es ist aber U C V. U ist natiirlich ein linearer
Raum iiber Q. ¢

Beispiel 4.20. Es sei V' = K][z]|. Unterrdume sind:

Uy = Menge aller Polynome aus K[z] mit ag = 0.

Us = Menge aller Polynome aus K[z] mit agiiq = 0.

Us = K, [z] = Menge aller Polynome aus K[z]| mit o, = 0 fir &k > n. ¢

Beispiel 4.21. V sei der reelle Vektorraum aller Abbildungen [0,1] — R, U; = Menge aller
Abbildungen f : [0,1] — R mit f (%) = 0 und Us; = Menge aller Abbildungen aus V', welche
auf [0, 1] differenzierbar sind. Dann sind Uy, Us Unterrdume von V.

Definition 4.22. V sei ein linearer Raum tiber K und b, ay,...,a,, n > 1, seien Vektoren aus
V. b heifit genau dann eine Linearkombination von ay, ..., a,, wenn fir Skalare \1, ..., Ay
aus K gilt:

b= M\ai + -+ \an.

Definition 4.23. V sei ein Vektorraum tiber K und M eine nicht-leere Teilmenge von V.
Die Menge

[M] = {a €V |a ist Linearkombination endlich vieler Elemente aus M }

heif$t die lineare Hiille von M. Fir eine endliche Menge M = {a1,...,an} schreiben wir
[a1,...,a,] an Stelle von [M].

Satz 4.24. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.23 gilt:
a) [M] ist ein Unterraum von V.
b) Es sei U ein Unterraum von V. Dann ist U = [M] genau dann, wenn gilt:

(i) MCU.
(i) Ist U" Unterraum von V- mit M C U’, so muf U C U’ sein.

[M] ist somit der (im Sinne der Inklusion) kleinste Unterraum von V', welcher M enthilt.

Beweis. a) Sind a und b jeweils Linearkombinationen endlich vieler Elemente aus M, so auch
a+ b und Aa, A € K. Das Ergebnis folgt dann aus Satz 4.15.
b) Es sei zunéchst U = [M]. M C [M] ist trivial. Ist U’ ein Unterraum mit M C U’, so
mufl mit ay,...,a, € M auch a = aja; + -+ + anan, o; € K, in U’ enthalten sein. Damit ist
[M] C U’ gezeigt.

Es seien umgekehrt (i) und (ii) erfiillt. Dann folgt aus (i) wie oben [M] C U. Andererseits
ist [M] ein Unterraum von V mit M C [M]. Also gilt nach (ii) U C [M], d.h. insgesamt
U=[M]. DO

Satz 4.25. V sei ein Vektorraum iiber K. S sei ein Menge von Unterrdumen von V. Dann
gilt:
D= ﬂ U st ebenfalls ein Unterraum von V.
UeS

D heif t der Durchschnittsraum der Unterrdume U € S.
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Beweis. a) Aus a,b € D folgt a € U und b € U fiir alle U € S. Daraus folgt weiter a+b € U
fiir alle U € § und somit a +b € D.

b) Aus A € K, b € D folgt \b € U fiir alle U € S und daher auch Ab € D. Nach Satz 4.15 ist
D ein Unterraum von V. O

Korollar 4.26. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.23 gilt:

[M] = ﬂ U, wobei S = {U | U ist ein Unterraum von V mit M C U}.
UeS

Definition 4.27. V sei ein Vektorraum tiber K und S ein Menge von Unterrdumen von V.

Der Unterraum
S=>U:=[{JU]
UeS UesS

heifit die Summe der Unterriume aus S. Fiir S = {U, ..., Uy} schreiben wir S =Uy+- -+
Un.

Satz 4.28. Der Summenraum S =) ;.5 U ist gegeben durch:

S = {x€V|x: ZxU,wobeixUEUfﬁralleUGS
veS
und xy # o fiir héchstens endlich viele U € S}.

Beweis. a) Jeder Vektor der Form = = ) ;;cs oy mit zy € U fiir alle U € S und 2y # o
fiir hochstens endlich viele U € S ist eine Linearkombination von endlich vielen Vektoren aus
Upyes U und daher in S enthalten.

b) Aus a € ) ;s U folgt a = Aur + -+ + Myuy, mit Ay € K und w; € (Jyeg U. Falt man
in dieser Darstellung Vektoren zusammen, die in demselben Unterraum U € S liegen, erhilt
man eine Darstellung von a, wie sie im Satz angegeben ist. 0O

Definition 4.29. V sei ein Vektorraum tiber K. S, Uy und Us seien Unterrdume von V. Der
Unterraum S heift genau dann direkte Summe von Uy und Uz, S = Uy @ Us, wenn gilt:

1. S=U; +Us.
2. U1NUy = {O}

Satz 4.30. Unter den Vorausetzungen von Definition 4.29 gilt S = Uy ® Us genau dann,
wenn jedes Element a € S eine eindeutige Darstellung

a=aj+ag
mit a; € U, i = 1,2, besitzt.
Beweis. a) Es sei S = Uy @ Us. Nach Satz 4.28 besitzt jedes a € S eine Darstellung der
verlangten Form. Es seli nun a = a; + ag = by + b mit a;,b; € U;, © = 1,2. Dann gilt

0=a1 — by +az — by bzw. a1 — by = by — ay € Us. Daraus folgt a; — by € Uy N Uz = {0}, d.h.
a1 = by und weiter ay = bs.

b) Wir beweisen die umgekehrte Implikation. Wegen Satz 4.28 folgt zunédchst S = U; + Us.
Es sei nun ¢ € Uy NUs und a € S. Dann gilt mit a; € U;, i = 1, 2,

a=ay+ay = (a1 +c)+ (ag —c).
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Wegen ¢ € Uy NU; ist a1 + ¢ € U; und as — ¢ € Us. Die Darstellung von a mufl aber eindeutig
sein, d.h. a; = a1 + ¢ und as = as — ¢. Daraus folgt c = 0. 0O

Im Falle von mehr als zwei Unterrdumen mufl die Definition der direkten Summe etwas
anders formuliert werden:

Definition 4.31. V sei ein Vektorraum diber K und S sei eine Menge von Unterrdumen von

V. Ein Unterraum S von V heifit genau dann direkte Summe von S, S = @y U, wenn
qgilt:

].. S — ZUGS U'

2. UpN (ZUes\{UO}U) = {o} fir alle Uy € S.

Es gilt der zu Satz 4.30 analoge Satz:

Satz 4.32. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.31 gilt: Es ist genau dann S =
e S,

Bryes U, wenn fir jedes Element a € S eindeutig bestimmte Elemente ay € U, U
existieren mit

(i) ay # o fiir hichstens endlich viele U € S,

(il) a = Ypesav-*
Beweis. a) Essei S = @5 U. Nach Satz 4.28 existieren paarweise verschiedene Uy, ..., U, €

Sunday, €eU;,i=1,...,r,mita=ay, +--+ay,. Fir U € S,U #U;,i=1,...,r, setzen
wir ayy = 0. Dann ist @ = ) ;. s ay eine Darstellung von a mit den Eigenschaften (i) und (ii).
Es sei a = ) ;o by eine zweite derartige Darstellung von a. Dann gilt >~ s(ay — by) = o
(beachte, dass ayy — by # o fiir hochstens endlich viele U € S gilt). Fiir beliebiges Uy € S ist

somit
ay, — bUO = — Z (CLU — bU) S Z U.
UeS\{Up} UeS\{Uo}
Wegen Punkt 2 aus Definition 4.31 ist ay, = by,. Da Uy € S beliebig war, ist ay = by fiir
alle U € S.

b) Es gelte (i) und (ii). Dann ist S = ;.U wegen Satz 4.28. Jedes a € S besitzt eine
eindeutige Darstellung a =  ;;cgay mit ay € U, U € S, und ay # o fiir héchstens endlich
viele U € S.

Es sei nun Uy € S gewdhlt. Fiir ¢ € Ug N ZUGS\{U@} U ist —c € Uy und es existieren

Elemente ¢y € U fiir U € S\ {Up} mit ¢ = 3 ;¢\ (17} €U, Wobei cy # o fiir hochstens endlich
viele U € S\ {Up} gilt (Satz 4.28). Dann ist

a=ay,+ Y, av=(aw,—c)+ Y (a+cv),

UeS\{Uo} UeS\{Uo}

d.h. man hat zwei Darstellungen von a mit den Eigenschaften (i) und (ii). Wegen der Ein-
deutigkeit dieser Darstellungen mufl ¢ = o gelten (und ¢y = o fiir U € S\ {Up}). Damit ist

Up N (ZUGS\{UO} U = {o} bewiesen. [

Beispiel 4.33. V', U; und U, seien wie in Beispiel 4.20 gegeben. Es gilt K[z] = Uy @ Us. O

21Beachte, dass die Summe wegen (i) endlich ist.
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Beispiel 4.34. Essei V = V3 (= Vektoren im R?), E;, E seien Ebenen im R? und U; = Vg,
Uy =Vg,.

a) Es sei By Jf Ep. Dann ist UiNUy =V, g die Schnittgerade von £y und Ey, und U;+Us = Vs.
Die Summe ist jedoch nicht direkt. Jeder Vektor a € V3 hat die Darstellung a = a1 + a9 mit
a1 € Up und ag € Us. Die Vektoren a; und a9 sind jedoch nicht eindeutig.

b) Es sei E1||Es. Dann gilt U; = Us und damit Uy + Uy = Uy N Us. O

Beispiel 4.35. Es sei V = V4, (Vektoren im R?). g1, g2 seien Gerade im R?, g1 }f g2, Uy = V,,
Uz = Vy,. Dann gilt Uy @ Uy = V5. ¢

Definition 4.36. V sei Vektorraum tber K.

a) ai,...,an, n > 1, aus V heiffen genau dann linear unabhingig, wenn aus A\jaj + - -+
Aty = 0 mit \; € K stets

folgt.
b) ai,...,a, aus V heifien genau dann linear abhdngig, wenn sie nicht linear unabhdngig
sind, d.h. wenn es ein n-Tupel (A1,...,\p) # (0,...,0) gibt mit \jay + -+ + A\pa, = o.

¢) Eine Teilmenge M von V heifst linear unabhingig, wenn je endlich viele, paarweise ver-
schiedene Vektoren aus M linear unabhdngig sind. Ist dies nicht der Fall, heifit M linear
abhdngig.

Lemma 4.37. a) Ein einziges Element a € V ist genau dann linear unabhingig, wenn a # o
15t.

b) ai,...,an, € V, n > 2, sind genau dann linear abhingig, wenn fiir mindestens ein k,
1<k <n, gilt:

n
ap = Z)‘iai mit A\ € K.
fors

Beweis als Ubung.
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Definition 4.38. V' sei Vektorraum dber K, V # {o} und B Teilmenge von V. B heifit
genau dann Bastis von V, wenn gilt:

1. B ist linear unabhdingig.

2. [B]=V.

Beispiel 4.39. Die leere Menge () ist eine linear unabhdingige Teilmenge eines jeden Vektor-
raumes V.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass folgende Implikation wahr ist: Sind aq,...,a, paarweise
verschiendene Elemente aus (), so sind az,...,a, linear unabhingig. Diese Implikation ist
wahr, da das Vorderglied stets falsch ist. 0 ¢

V' = {o} hitte keine Basis im Sinne von Definition 4.38. Die einzigen Teilmengen sind
B = {o} und B = (. B = {0} ist wegen Lemma 4.37, a) linear abhéngig, also sicher keine
Basis von V. Fiir B = () gilt [B] = ). Daher ist auch ) keine Basis von V. Es ist aber sinnvoll
fiir den Nullraum die leere Menge als Basis zu definieren.

Beispiel 4.40. Es sei V = K3, a; = (1,1,0), ag = (1,0,1), a3 = (0,1,1), 1 das Einselement
von K.

a) Die Charakteristik von K sei # 2 (etwa K =R, C oder Q). Aus Aja; + A2ag + Agaz = o0 =
(0,0,0) folgt A1 + Ao = 0, Ay + A3 = 0, Ao + A3 = 0. Dies impliziert Ao = —A3, Ay = A3 und
A1 = —A3, woraus A1 + A1 = (1 + 1)\ = 0 folgt. Wegen 1 + 1 # 0 ergibt dies Ay = 0 und
Ao = A3 =0, d.h. a1, a9, a3 sind linear unabhéngig.

Es sei a = (a1, a9, a3) beliebig aus K3, Die Gleichung a = Ma; + Aoas + Asag ist
dquivalent mit A\ + Ao = a1, A1 + A3 = @9, Ao + A3 = a3 bzw. mit \; = %(al + ag — a3),
Ao = %(al + a3 —ag), A\3 = %(ag + a3 — a1). Daraus folgt, dass a1, az, a3 eine Basis von K3
bilden.

b) Die Charakteristik von K sei 2. Dann gilt a1 + a2 +a3 = (1+1,1+1,141) = (0,0,0),

d.h. a1, a2, as sind linear abhéngig. ¢
Beispiel 4.41. Es sei V' = K". Die Elemente
e;=(0,...,0,1,0,...,0), i=1,...,n,
|

i-te Stelle
bilden eine Basis von K", die sog. kanonische Basis. {

Beispiel 4.42. Es sei V = K[z]. Dann ist B = {z" |n =0,1,2,...} eine Basis. ¢

Satz 4.43. V sei Vektorraum dber K, V # {0} und B Teilmenge von V. Folgende Aussagen
sind gleichwertig:

a) B ist Basis von V (d.h. B ist linear unabhingig mit [B] = V).
[B] =V und fiir beliebige Teilmengen C von V' folgt aus C' G B stets [C] G V.

o

)
c¢) B ist linear unabhdngig und aus B ; C CV folgt, dass C linear abhdngig ist.
)

d) [B] =V wund die Darstellung der Elemente aus V als Linearkombination endlich vieler

Elemente aus B ist eindeutig.

Bewets. Wir fithren den Beweis nach dem Schema a) = d) = b) = ¢) = a).



4.2. Vektorraum, Unterraum, Basis 89

1. ,a) = d)“
[B] = V ist klar. a € V besitze zwei Darstellungen als Linearkombination von je endlich
vielen Elementen aus B:

a= ahbil + - —i—ainbin, Qg € K, bik € B,
a= ajlbj1 —+ - +Oéjmbjm7 Qaj, € K, bjl € B.

Beide Linearkombinationen kénnen als Linearkombination der Elemente by, ..., b, aufgefafit
werden (mit {b1,...,bq} = {biy,..., b, } U{bj,.... b5, }):

a=oa1by + -+ agbg,
a:ﬁlb1+"'+5qbq-

Aus diesen Darstellungen erhilt man sofort

0= (a1 = f1)by + -+ (ag — Bq)bg,

woraus wegen der linearen Unabhéngigkeit von B (und damit auch der Elemente by, ..., by)
sofort oy = f1, ..., 04 = B4 folgt.
2. ,d) = b)“

[B] =V ist wieder klar. Angenommen C sei eine echte Teilmenge von B mit [C] = V. Wir
wéhlen b € B mit b ¢ C. Wegen [C] =V gibt es Elemente c1,...,c; € C und «o; € K mit

b=aic1 + -+ apcy.

Andererseits ist b = 1-b. Man hitte damit zwei verschiedene Darstellungen von b als Linear-
kombination von Elementen aus B, in Widerspruch zu d). Es muf} also [C] & V' gelten.

3. ,b) = ¢)“
Wir beweisen zunéchst die lineare Unabhéngigkeit von B. Angenommen B sei linear abhéngig.
Es gibt dann endlich viele linear abhéngige Elemente b1, ..., b, aus B.

Fall 1: n = 1. In diesem Fall muf} b = o sein (Lemma 4.37, a)). Setzen wir C = B\{b:1}, so
gilt [C] = [B] = V. (Wegen ab; = o fiir alle @ € K, kann in jeder Linearkombination von
Elementen aus B, in der b; vorkommt, b; gestrichen werden.) Da C echte Teilmenge von B
ist, kann anderseits nicht [C] = V sein (wegen b)). Fall 1 ist also nicht méglich.

Fall 2: n > 2. Nach Lemma 4.37, b), muf} (bei geeigneter Numerierung)

b1 = aoby + - - - + apby, OdjEK,

sein. Wir bilden wieder C' = B\{b;}. Kommt in einer Linearkombination von Elementen aus
B das Element b; vor, so kann man es durch die obige Darstellung ersetzen und erhélt eine
Linearkombination von Elementen aus C. Das heifit, auch in diesem Fall wiirde [C] = V
folgen in Widerspruch zu b).

B ist somit linear unabhéngig. Es sei nun C' echte Obermenge von B (natiirlich C' C V).
Wir wéhlen ¢ € C mit ¢ ¢ B. Wegen [B] = V gibt es Vektoren b; € B und Skalare o; € K,
7=1,...,n, mit

c=a1by + -+ anby.

Die Vektoren ¢, by, ..., b, und damit auch C sind nach Lemma 4.37, b) linear abhéingig.
4. ,c) = a)“
Wegen c) ist B linear unabhéngig. Wegen B C [B] miissen wir nur ¢ € V mit ¢ ¢ B betrachten.
Die Menge C' = BU{c} ist wegen c) linear abhiingig, d.h. es gibt endlich viele Vektoren aus C,
die linear abhéngig sind. Unter diesen Vektoren mufl ¢ vorkommen (sonst hidtte man endlich

viele Vektoren aus B, die linear abhéingig sind, d.h. B wire linear abhéngig); es seien c,
bi,...,b, diese Vektoren. Fiir Skalare (ayp,...,a,) # (0,...,0) gilt

aoc+ arby + -+ apb, = 0.
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Es ist ag # 0, da sonst die Vektoren by, ...,b, und damit auch B linear abhingig wéren.

Dann folgt aber sofort
_ (™ T
c_( a0>b1+ +( ao)bne[B].

Damit ist auch [B] =V gezeigt. 0O

Die Eigenschaft c) trifft im Falle V' = {o} fiir die leere Menge zu. Denn ) ist linear
unabhingig (siehe Beispiel 4.39) und C' = {0}, die einzige Obermenge von ) in V, ist linear
abhéngig. Die leere Menge als Basis des Nullraumes erfiillt allerdings die Eigenschaften a),
b) und d) aus Satz 4.43 nicht.

Satz 4.44. Es sei C eine linear unabhdngige Teilmenge des Vektorraumes V. Dann gibt es
mindestens eine Basis B von V mit C C B. Insbesondere besitzt jeder Vektorraum V eine
Basis (man wdihle etwa C = ().

Der Beweis dieses Satzes erfordert fiir den allgemeinen Fall transfinite Methoden der
Mengenlehre, die im ersten Semester im allgemeinen noch nicht zur Verfiigung stehen. Wir
geben jedoch hier den Beweis trotzdem, um die Mdoglichkeit zu geben, spéiter den Beweis
nachzulesen.

Wir benétigen folgende Begriffe. Es sei M eine Menge und & C P(M). Die Inklusion
definiert auf S eine Ordnung (siche Definition 1.12). Eine Teilmenge I von S heifit eine
Kette, wenn fiir K1, Ko € K stets K1 C Ko oder Ky C K gilt (man sagt auch, dass K
beziiglich ,,C*“ linear geordnet ist). Eine Menge S € S heifit obere Schranke der Kette K
in S, wenn K C S fiir alle K € K gilt. Falls beispielsweise S = | Jpcc K € S gilt, ist S eine
obere Schranke von K. Diese einfache Situation liegt jedoch nicht immer vor.

Beispiel 4.45. Es sei M = R und S sei die Menge aller abgeschlossenen Intervalle in R. Fiir
K={21|n=12,...} gt Ugex K = (0,1] ¢ S. K besitzt natiirlich obere Schranken,
etwa S =1[0,1]. ¢

Eine Menge T' € S heiffit maximal in S, wenn aus S D T, § € S, stets S = T folgt
(d.h. es gibt in S keine Mengen, die ,,grofler* als S sind). Es kénnen in S mehrere maximale
Elemente vorkommen oder auch keine.

Beispiel 4.46. a) Es sei M = {1,2,3,4} und S die Menge aller Teilmengen von M mit
einer ungeraden Anzahl von Elementen. Dann sind {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4} und {2, 3,4}
maximale Elemente in S.

b) Es sei M = N und S die Menge aller endlichen Teilmengen von N. S besitzt keine maxi-
malen Elemente. ¢

Uber die Existenz maximaler Elemente gibt das folgende Lemma Auskunft:

Zornsches?? Lemma. M sei eine Menge und S C P(M). Besitzt jede Kette von S eine
obere Schranke in S, so besitzt S mindestens ein maximales Element.

Fiir einen Beweis bzw. eine Diskussion der Bedeutung dieser Aussage fiir die Mengenlehre
verweisen wir auf die Lehrbiicher der Mengenlehre (vgl. Kapitel 1).

Beweis von Satz 4.44. Wir wéhlen M =V und S = {A C V | C C A und A linear
unabhiingig}. S ist nicht leer, denn es ist C' € S. K sei eine Kette in §. Wir definieren
S = Ugex K. Es gilt trivialerweise S D K fiir alle K € K. Wir miissen noch S € S zeigen.
Zunéchst ist C' C S weil C' C K fiir alle K € K. Es seien by, ..., b, paarweise verschiedene
Elemente aus S. Jedes b; kommt in mindestens einer Menge K € Kvor, i = 1,...,n.
Bei geeigneter Numerierung gilt K1 € Ko C --- C K,, da K eine Kette ist. Dann gllt

22Zorn, Max August, 6. 6. 1906 (Krefeld) — 9. 3. 1993 (Bloomington, Indiana), Arbeiten zur Theorie unendlicher Mengen,
Topologie und Algebra (www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Zorn.html).
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bi,...,b, € K,,. Die Menge K, ist linear unabhéngig und somit auch bq,...,b,. Damit ist
gezeigt, dass S auch linear unabhéingig ist, also S € S gilt und somit .S obere Schranke von
K ist. Nach dem Zornschen Lemma besitzt S maximale Elemente. B sei ein solches. Fir B
gilt: C' C B und B ist linear unabhéngig. Ist C' 2 B, so gilt ¢’ ¢ S, weil B maximal ist.
Ferner gilt C C C'. C' ¢ S bedeutet daher, dass C’ linear abhiingig (weil C' C C’). Nach
Satz 4.43, c) ist B eine Basis von V. a

Lemma 4.47. ay,...,a, seien linear unabhingige Elemente des Vektorraumes V. Fiir ein
Element b € V gelte b = Bira1 + -+ + Bmam, Bi € K. Ist B # 0, so sind die Ele-
mente ai,...,ag_1, b,aks1,-..,an ebenfalls linear unabhingig. Ferner gilt [a1,...,an] =
[(11, sy A1, b7 Af+1y - am]-

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. k = 1 annehmen. Es sei a € [a1,...,an], d.h. a = A\ja; +
oo Apam, A € Ko Aus 81 # 0 folgt a1 = ﬂl_l(b — Baag — -+ — Bmay) und weiter a =

ﬂl_l)\lb + ()\2 — Alﬂflﬁg)ag —+ o+ (/\n — Alﬂfl,@m)am, d.h. a € [b, as, ... ,am].
Ist umgekehrt a € [b,ag, ..., ap), d.h. a = \ib+ Aeas + - - - + MA@, so folgt unmittelbar

a = Aprar + (MB2+ A2)az + - + (M Bm + Am)am,

d.h. esist a € [a1,...,an].

Um zu zeigen, dass b,as,...,a, linear unabhingig sind, nehmen wir an, es sei Ab +
A2a2 + -+ + Apay, = o. Daraus folgt \G1a1 + (AB2 + A2)az + - -+ + (ABm + Am)am = o und
ABL = ANBa+ A2 =+ = A0 + A = 0 (well aq,...,a,, linear unabhingig sind). Wegen
81 # 0 gilt A = 0 und folglich auch Ao =--- =X, =0. 0O
Satz 4.48 (Austauschsatz von Steinitz?®). {ai,...,a,}, n > 1, sei eine Basis von V
und by, ..., by € V seien linear unabhdingig. Dann gilt:

1. k <n.
2. Bei geeigneter Numerierung von ay, . . ., an ist {b1,..., bk, ags1, - .., an} ebenfalls eine Basis
von V.

Beweis. Der Beweis erfolgt mittels vollstandiger Induktion nach k.

Lemma 4.37, a), b # o sein. Es gilt somit b = aya; + ... apay,, wobei mindestens ein a; # 0
ist. Es sei etwa a1 # 0. Nach Lemma 4.47 kann a; durch b ersetzt werden.

1. Es sei k = 1. In diesem Fall ist k& < n trivial. Da b linear unabhéngig ist, mufl nach

2. Die Aussage sei fiir kK — 1 richtig. Sind die Vektoren by, ..., b; linear unabhéingig, so auch
bi,...,bk—1. Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt k—1 < nund B* = {by,...,bx_1,0k,...,an}
ist eine Basis von V' (bei geeigneter Numerierung der a;). Angenommen es sei k — 1 = n.
Dann ist B* = {b1,...,bx_1}. Als Obermenge der Basis B* ist {b1,...,b;} linear abhéngig
(siehe Satz 4.43, c)). Dieser Widerspruch zur Voraussetzung beweist £ — 1 < n, d.h. kK < n.
Da B* Basis von V ist, gilt by = d1b1 4+ -+ 4+ S _1bg_1 + 0gar + - - - + 0nan. Die g, ..., d, sind

nicht alle 0, da sonst by, ..., by linear abhéingig wiren. Wir kénnen oy # 0 annehmen (bei
geeigneter Numerierung der ag, ..., a,). Nach Lemma 4.47 kann a; in B* durch by ersetzt
werden, d.h. {b1,...,bg,ags+1,...,a,} ist Basis von V. O

Korollar 4.49. V' sei Vektorraum tber K. Dann gilt:

a) Ist {ai,...,an} eine Basis von V, so besteht jede andere Basis von V ebenfalls aus n
Elementen.

23Steinitz, Ernst, 13. 6. 1871 (Laurahiitte, Schlesien) — 29. 9. 1928 (Kiel), Beitrige zur Kérpertheorie, “Algebraische Theorie
der Korper” (1910) (www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Steinitz.html).
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b) Besitzt V' eine Basis bestehend aus unendlich vielen Elementen, so enthalten auch alle
anderen Basen unendlich viele Elemente.

Beweis. 1. Es sei {b1,...,by} ebenfalls eine Basis von V. Die Vektoren by, ..., by, sind linear
unabhéngig. Nach Satz 4.48 gilt m < n. Umgekehrt liefert Satz 4.48 fiir die Basis {b1,...,bn}
und die linear unabhéngigen Elemente a1, ..., a, sofort n < m, d.h. es gilt insgesamt m = n.

Es sei nun {b1, by, ... } eine Basis mit unendlich vielen Elementen. Dann sind die Elemen-
te b1, ..., byt linear unabhéngig. Nach Satz 4.48 miiite n+1 < n gelten. Dieser Widerspruch
zeigt, dass keine Basis von V' mit unendlich vielen Elementen existiert.

2. V besitze eine Basis B mit unendlich vielen Elementen. Es sei {a1, ..., a,} ebenfalls Basis
von V. Nach dem bereits bewiesenem Punkt a) miifite dann B ebenfalls n Elemente haben.
O

Definition 4.50. V' sei Vektorraum tber K.

a) V besitzt die Dimension n € N, dimV = n, genau dann, wenn V eine Basis aus n
Elementen besitzt.

b) Es ist dimV := oo genau dann, wenn V eine unendliche Basis besitzt.
c) Wir definieren dim{o} = 0.

Korollar 4.49 zeigt, dass diese Definition sinnvoll ist.
Beispiel 4.51. K" besitzt die Dimension n (siche Beispiel 4.41). ¢

Beispiel 4.52. V sei wie in Beispiel 4.11. f, € V,n =1,2,..., sei definiert durch fn(%) =1,
fn(x) =0 fir z # %7 x € [0,1]. Dann ist M = {fi, f2, ...} eine linear unabhingige Teilmenge
von V. Nach Satz 4.44 kann M zu einer Basis B von V erweitert werden, d.h. dimV = oo.

Beispiel 4.53. Es seien V = K[z] und Uy, Ua, Us wie in Beispiel 4.20. Dann gilt:

dimV =dimU; = dimUs = oo (siehe Beispiel 4.42),
dimUs =n+1.

O
Beispiel 4.54. Es ist dim V5 = 2, dim V3 = 3 (vgl. Satz 2.5). ¢

Beispiel 4.55. V; bezeichne (R, +) als linearen Raum iiber K = R und V5 bezeichne (R, +)
als linearen Raum iiber K = Q.

Da {1} eine Basis von V; ist, gilt dimV; = 1. Angenommen es sei dim Vs = n < oo.
Dann gibt es p1, ..., pun € Rmit [p1, ..., pun) = {a1p1+- -+ anpy | o € QF = Va. Ferner sind
W1, ..., Uy linear unabhéngig in V5. Den Elementen aus Vs entsprechen somit ein-eindeutig
die n-Tupel (aq,...,ay) € QX ---xQ (n-mal). Daraus folgt, dass Vo und Q x - - - x Q (n-mal)
gleichméchtig sind. Da Q abzéhlbar unendlich ist, gilt dies gemif Satz 1.28 fiir V5. R = 14
ist nicht abzihlbar. Dieser Widerspruch beweist dim V5 = co.

Die Aussage a) von Korollar 4.49 kann auch wie folgt formuliert werden:

Bemerkung 4.56. V sei Vektorraum iiber K mit dimV = n < oo und B sei eine linear
unabhéngige Teilmenge von V. Dann gilt:

B ist genau dann Basis von V, wenn B aus n Elementen besteht.

Beweis als Ubung.

Weitere einfache Aussagen sind die folgenden:
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Bemerkung 4.57. V sei Vektorraum iiber K und U Unterraum von V. Dann gilt:
a) dimU < dim V.
b) Es sei dimV < co. Dann ist dimU = dim V' gleichbedeutend mit U = V.

Beweis. a) B* sei Basis von U. Dann ist B* linear unabhéngig. Nach Satz 4.44 gibt es eine
Basis B D B* von V. Daraus folgt dimV > dimU.

b) Ubung. Man beachte Bemerkung 4.56. O

Satz 4.58. V sei Vektoraum diber K und U, W seten Unterrdume von V. Dann gilt:
dimU + dim W = dim(U N W) + dim(U + W),
(wobei man 0o + 0o = a + 00 = oo fiir a« € N setzt).

Bewets. 1. Der Fall dim U = oo oder dim W = oo ist trivial, weil dann auch dim(U+W) = oo
ist.
2. Es sei dimU < oo und dim W < oco. Dann ist wegen Bemerkung 4.57 auch dimUNW < oo.
By = {ec1,...,¢} sei eine Basis von U N W, falls UNW # {o}. Wir setzen By = 0, falls
dimUNW = {o} ist. Nach Satz 4.48 gibt es Basen von U und von W der Form ByU B; bzw.
By U Ba, wobei By = {aq,...,as} und By = {by,...,b}. Esist By =0, falls U ¢ W (und
damit UNW =U) ist, und By =0, falls W C U ist.

Als néchstes beweisen wir B = By U By U By ist Basis von U + W.
a) Fiir a € U + W gilt wegen Satz 4.28 a = u + w mit v € U, w € W. Daraus folgt
u € [Bp U Bi],w € [Bp U Bz] und somit v + w € [B]. Damit ist U + W C [B] gezeigt. Da
andererseits jedes Element von B in U + W enthalten ist, gilt [B] C U + W (vgl. Satz 4.24).
Somit gilt insgesamt [B] = U + W.
b) Es sei yic1 + -+ + e + a1ag + -+ - + asas + frby + - -+ + By = o. Daraus folgt uy =
yier + -+ Yrer +a1ar + - + asas = —B1by — - - — Beby =: w1 mit v € U und wy € W.
Dies bedeutet uy = wy € UNW. Wegen wy € UNW mul wy = Aep + -+ M, Ay €K,
gelten. Als Element von W besitzt somit w; die Basisdarstellungen

wi =Acr 4+ ACr +0-by 4 +0-by
und

wr=0-¢+--+0-¢c — fiby — - — Biby.

Nach Satz 4.43, (d), gilt daher \; = -+ = A\, = 0 = (4 = --- = (3 und damit auch
wy = u1 = o. Da By U By Basis von U ist, folgt aus u; =0

f}/l::f}/r:al::aszo

Damit ist gezeigt, dass B linear unabhéngig ist, d.h. B ist Basis von U + W.

c¢) Die Beziehung zwischen den Dimensionen folgt aus dim(U + W) =r+ s+t = (r+s) +
(r+t)—r=dmU+dimW —dimUNW. 0O

Korollar 4.59. V sei Vektoraum tiber K und U, W seien Unterrdume von V mit dimU < oo
und dimW < oo. Dann gilt:

EsistU+W =U @ W genau dann, wenn dim(U + W) = dim U + dim W gilt.

Beweis. Es gilt U+ W = U @ W genau dann, wenn U N W = {0} gilt. Dies ist wiederum
dquivalent zu dim U N W = 0. Letzteres ist dquivalent zu dim(U + W) = dimU +dimW. 0O
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Beispiel 4.60. Es seien V', U; und Uy wie in Beispiel 4.34. Dann gilt:
dim U1 = dim U2 = 2,

1 fiir By Jf Bo,

dim(Uy; NU2) = {2 fiir By || Eo

. . 3 fflI‘ E1 ,H' EQ,
dim(U7 + U2) = {2 fir By | Es.
O
Essei dimV =nund B = {ay,...,a,} eine Basis von V. Dann kann jeder Vektor a € V

in eindeutiger Weise dargestellt werden als
a=aia1+ -+ apa,, o €K,

(vgl. Satz 4.43, d)). Es ist nun naheliegend, dem Element a das n-Tupel (aq,...,a,) zu-
zuordnen, da die «; durch a eindeutig bestimmt sind. Dies setzt allerdings voraus, dass die
Elemente der Basis geordnet sind. Fiir endlich dimensionale R&ume werden wir daher die
Definition des Begriffes ,,Basis“ etwas modifizieren. Fiir unendlich dimensionale Rdume spie-
len Basen im Sinne von Definition 4.38 (dann auch Hamel-Basen?* genannt) eine sehr viel
geringere Rolle.

Definition 4.61. V sei ein Vektorraum iber K mit dimV = n # 0. Fine geordnete Basis B
von V st ein geordnetes n-Tupel von linear unabhingigen Vektoren aus V', B = (a1, ..., ay),
a; €V.

Es ist klar, dass fiir eine geordnete Basis B = (ay,...,a,) die Menge B = {ay,...,a,}
eine Basis im Sinne von Definition 4.38 ist?®.

Definition 4.62. B = (aq,...,a,) sei eine geordnete Basis von V., dimV = n. Fira € V
heiflen die eindeutig bestimmten Elemente aq,...,a, € K mit

a=q1a1 + -+ apay

die Koordinaten von a beziglich der Basis B. Der Vektor (aa,...,an) € K" heifit der
Koordinatenvektor von a beziiglich B.

Satz 4.63. B = (a1,...,ay) sei eine geordnete Basis von V. Die Abbildung ¢ : V — K"
definiert durch
ta) = (aq,...,an), wobei a = aiay + -+ + anay, gilt,

ist bijektiv. Auferdem ist
t(Aa + pb) = Ae(a) + pe(b)  fir alle a,b € V und alle A\, p € K.

Beweis. Dass ¢ bijektiv ist beweise man als Ubung. Es sei t(a) = (a1, ...,a,) und ¢(b) =
(Bry.-vyBn), dh. a = aga; + -+ + apap,b = Pfra; + -+ + Bpa,. Daraus folgt Aa + pb =
(A1 + pbr)ar + -+ + Aoy + pbn)ay, dh. t(Aa + pb) = (Aar + pbr, ..., Aoy, + uBn) =
X0, o) + (B ) = (@) + pi(B). O

Durch Satz 4.63 werden die algebraischen Operationen in V' auf die entsprechenden
Operationen im Raum K" zuriickgefiihrt, d.h. auf das Rechnen mit Koordinatenvektoren.

24Hamel, Georg Karl Wilhelm, 12. 9. 1877 (Diiren) — 4. 10. 1954 (Landshut), Beitrige zur Mechanik, den Grundlagen der
Mathematik und zur Funktionentheorie (www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Hamel.html).
25Im folgenden werden geordnete Basen durch Skriptbuchstaben bezeichnet.
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Satz 4.64. Es sei dim V = n. Die Vektoren by, ..., b, € V sind genau dann linear unabhdingig,
wenn dies fiir die entsprechenden Koordinatenvektoren beziiglich einer festen Basis von V' gilt.

Beweis. Es sei (f,...,3) der Koordinatenvektor von b; beziiglich der gewihlten Ba-
sis. Dann ist wegen Satz 4.63 Ajaj + -+ + A\gar, = o dquivalent zu A\ (8f,...,8L) + - +

Die Feststellung der linearen Abhéngigkeit oder Unabhéngigkeit von Vektoren im K"
fiihrt auf die Diskussion von linearen Gleichungssystemen. Denn die Beziehung

bedeutet

d.h. A1,..., A\; miissen Losungen des folgenden Gleichungssystemes sein:

BiAL+ -+ B A =0,

BaAL+ -+ BEN = 0.
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

5.1 Lineare Abbildungen

Definition 5.1. X,Y seien Vektorrdume diber K und ¢ eine Abbildung X — Y. ¢ heifit
genau dann eine lineare Abbildung von X in'Y, wenn gilt:

olax + By) = ap(x) + Be(y) fir allez,y € X und alle o, f € K.

Ist die lineare Abbildung ¢ bijektiv, so heifst sie ein Isomorphismus zwischen X und Y. X
und Y heiffen dann isomorph. Eine lineare Abbildung von X in X heifit (linearer) Endo-
morphismus von X, und ein bijektiver Endomorphismus von X heifit Automorphismus.

Einige elementare Eigenschaften sind die folgenden:
@ sei eine lineare Abbildung von X in'Y. Dann gilt:
1. p(o) =o.
2. p(—a) = —p(a) fir allea € X.

3. Sind aq,...,ax linear abhingig, so auch p(ay),...,e(ax) (oder gleichbedeu-
tend: Sind p(ay),...,¢(ar) linear unabhdngig, so auch aq,...,a).

Bewets. 1. Aus ¢(0) = ¢(0+ 0) = ¢(0) + (o) folgt p(o) = o.
2. Aus 0 = ¢(0) = p(a+ (—a)) = ¢(a) + p(—a) folgt p(—a) = —¢(a).
3. ay,...,ay seien linear abhéngig, d.h. fir ein n-Tupel (aq,...,ar) # (0,...,0) gilt

aiay + -+ agag = o.
Daraus folgt wegen 1. und der Linearitdt von ¢ die Gleichung o = p(aqa; + -+ + apag) =

arp(ar) + -+ + agp(ag). Die Vektoren ¢(ay),. .., p(ag) sind somit linear abhéngig. 0O

Beispiel 5.2. ¢(x) =0 €Y fiir alle x € X definiert eine lineare Abbildung, die Nullabbil-
dung X - Y.

Beispiel 5.3. Es sei X =Y. Die identische Abbildung (d.h. p(x) = z fiir alle x € X)) ist ein
Automorphismus von X. ¢

Beispiel 5.4. Essei X =Y und A # 0. p(z) = Az fiir alle x € X definiert einen Automor-
phismus von X. ¢

97
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Beispiel 5.5. Es sei X = K[z]. o(p) = ap + a12? + oz + -+ - + oz fiir p = ag + g +
.-+ 4+ agz®, definiert einen injektiven, aber nicht surjektiven Endomorphismus. ¢

Beispiel 5.6. Essei X = {f | f:(0,1) — R, f beliebig oft differenzierbar} und ¢(f) = f’
fiir alle f € X. ¢ ist ein surjektiver Endomorphismus (zu f € X ist ¢(g) = f mit g = [ fdz).
 ist nicht injektiv, denn o(f + g) = ¢(f) fir g=c e R. O

Beispiel 5.7. Die Abbildung ¢ aus Satz 4.63 ist ein Isomorphismus V' — K". {

Satz 5.8. X,Y seien Vektorrdume tiber K und B eine Basis von X. Zu jeder Abbildung
©* 1 B — Y euistiert genau eine lineare Abbildung ¢ : X — Y mit p(a) = ¢*(a) fir alle
a € B. Mit anderen Worten:

FEine lineare Abbildung von X in Y ist schon durch ihre Werte auf einer Basis
von X eindeutig bestimmt.

Beweis. 1. ¢ sei eine lineare Abbildung mit ¢(a) = ¢*(a) fiir a € B. Wir wihlen b € X. Der
Vektor b hat eine Darstellung der Form b = Aja1 + - - -+ A\pa, mit A\; € K, a; € B. Wegen der
Linearitét von ¢ gilt

@(b) = Mp(ar) + -+ + Anp(an) = M@*(a1) + -+ + An™ (an).

Damit ist gezeigt, dass es hochstens eine lineare Abbildung mit der verlangten Eigenschaft
gibt.

2. Durch ¢(b) = Mg*(a1) + - + M\p*(an), falls b = Aag + -+ - + Apay, wird eine lineare
Abbildung ¢ von X in Y mit der verlangten Eigenschaft definiert. 0O

Satz 5.9. ¢ sei eine lineare Abbildung von X in'Y, U Unterraum von X und V Unterraum
von Y.

1. (U) ist Unterraum von'Y (p(U) :={¢(x) | v € U}, siehe Definition 1.19, a)).

2. o Y(V) ist Unterraum von X (¢~ Y(V) :={x € X | p(x) € V}, siehe Definition 1.19,
b)).

Beweis. Wir miissen nur die Voraussetzungen aus Satz 4.15 verifizieren.

1. Fiir a,b € (U) gilt a = p(z), b = ¢(y) mit z,y € U. Daraus folgt a + b = o(z) + ¢(y) =
olx+y) € pU), weil z+y e U. Fiir A € K,a € p(U) gilt \a = Ap(z) = p(Azx) € o(U), weil
mit x auch A\x € U ist.

2. Aus a,b € o 1(V) folgt ¢(a),(b) € V. Dann ist p(a + b) = p(a) + ¢(b) € V und somit
a+bc o (V). Fir A € K, a € o V) git p(a) € V und ¢(Aa) = \p(a) € V, d.h.
da € (V). O

Fir U = X erhdlt man den Unteraum ¢(X) von Y, fiir V = {0} den Unterraum
o 1({o}) = {x € X | p(z) = 0}. Der Unterraum ker ¢ = ¢ ~!({0}) heiit der Kern von ¢.

Definition 5.10. ¢ sei eine lineare Abbildung von X in Y.
1. Die Zahl dim p(X) heifit der Rang von ¢, rang ¢ = dim ¢(X).
2. Die Zahl dim(ker ) heifit der Defekt von ¢, def ¢ = dim(ker ¢).

Satz 5.11. ¢ sei eine lineare Abbildung von X in'Y . Dann gilt:
1. ¢ ist genau dann injektiv, wenn def p = 0, d.h. ker p = {o}.
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2. Ist dimY < oo, so ist ¢ genau dann surjektiv, wenn rang p = dimY .

Beweis. 1. Fiir beliebige z1,29 € X ist ¢(x1) = ¢(x2) dquivalent mit p(x; — x2) = 0. ¢
injektiv ist somit dquivalent zur Aussage ,,p(x1 — 22) = 0 = 11 — x5 = 0. Letzteres ist aber
gleichbedeutend mit ker ¢ = {o}.

2. ¢ surjektiv ist gleichbedeutend mit ¢(X) = Y. Nach Bemerkung 4.57 ist dies wiederum
dquivalent zu rang p = dimp(X) =dimY. O

Dass die Aussage 2 aus Satz 5.11 nicht mehr fiir dimY = oo gilt zeigt Beispiel 5.5. Der
Zusammenhang zwischen rang ¢ und def ¢ ist durch den folgenden Satz gegeben:

Satz 5.12. ¢ sei eine lineare Abbildung von X in'Y . Dann gilt:

rang ¢ + def ¢ = dim X.

Beweis. By sei eine Basis von ker . Wir setzen By = (), falls ker ¢ = {o}. Nach Satz 4.44
kann By zu einer Basis von X erweitert werden, d.h. es gibt eine Teilmenge By mit BiNBy = ()
von X derart, dass B = By U B; Basis von X ist. Wir setzen By = (), falls ker o = X ist. Wir
zeigen zunéchst:

©(B1) ist eine Basis von ¢(X), falls By # () ist.
1, - .., Cm seien m paarweise verschiedene Elemente aus ¢(Bp) und es sei ajc1+- -+ Qe =
o. Es existieren Elemente b1, ..., by, aus By mit ¢(bj) =c¢;j, j =1,...,m. Dann gilt

o=aic1 + -+ amem = (b + - - + ambp),

d.h. aqby +- - -+ amby, € ker p. Da By eine Basis von ker ¢ ist muf} es Elemente b}, . .. ,b; € By
geben mit

By 4 -+ Bibl, = a1by + -+ + b,

Wegen Satz 4.43, d) muB 81 = -+ = B = a1 = -+ = a;, = 0 sein, d.h. ¢q,. .., ¢, sind linear
unabhéngig. Damit ist die lineare Unabhingigkeit von ¢(Bj) gezeigt. Es sei nun y € ¢(X),
d.h. y = p(x) fiir ein z € X. Da By U By Basis von X ist, gilt

T = b+ 4 b, + Biby + -+ Buby

mit b € Bo, b; € B1. Da die b, € ker ¢ sind, folgt
y=op()=> ajp®)+>_ Bipb)
j=1 i=1
= Zﬁz’@(bi) € [p(B1)].
i=1

Damit ist auch ¢(X) = [p(B1)] gezeigt. Ist By = () so ist (X) = {o}.

Die Aussage des Satzes folgt nun einfach aus der Tatsache, dass def ¢ die Anzahl der
Elemente in By, rang ¢ die Anzahl der Elemente in ¢(B;) und damit gleich der Anzahl der
Elemente in Bj ist und schliellich dim X durch die Anzahl der Elemente in By U By gegeben
ist. 0O

Korollar 5.13. Es sei dim X = dimY = n < co. Dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn ¢
surjektiv ist.
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Beweis. Injektivitdat von ¢ ist nach Satz 5.11 gleichbedeutend mit def ¢ = 0. Dies ist aber
nach Satz 5.12 dquivalent zu rang ¢ = dim X = n. rangp =n = dimY ist aber gleichbedeu-
tend mit Surjektivitidt von ¢ (Satz 5.11). O

5.2 Der lineare Raum L(X,Y)

Definition 5.14. X, Y seien lineare Rdaume diber K.
L(X,Y) :={p | ¢ ist lineare Abbildung X in Y }.
Fiir v € L(X,Y) und X € K definieren wir:

L. (p+¥)(x) = p(x) +¥(z) fir alez € X.
2. (Ap)(x) = Ap(x) fir alle x € X.

Satz 5.15. L(X,Y) ist ein linearer Raum tber K.

Beweis. 1. Aus (¢+v)(ax+By) = p(ax+By) +Y(ax+Py) = ap(z)+Bo(y) +ap(x)+ 6y =

a(p(x) + ¢ () + Bley) +9(y) = ale + ) (@) + Ble + P)(y) fir alle z,y € X, o, 5 € K,
folgt dass ¢ + 1 eine lineare Abbildung von X in Y ist, d.h. die Abbildung (¢, ¥) — ¢ + ¢
definiert eine innere Verkniipfung auf L(X,Y). ,+“ ist kommutativ und assoziativ (Beweis

als Ubung). Die Nullabbildung ist Nullelement. Zu ¢ ist die Abbildung (—1)¢ das negative
Element in L(X,Y), dh. —p = (—1)p. L(X,Y) ist somit eine abelsche Gruppe.

2. Es gilt (Ap)(az + By) = Ap(az + By) = Aap(z) + A\Bo(y) = adp(z) + BAp(y) =
a(Ap)(z) + B(Ap)(y) fur alle z,y € X und «, f € K (hier wird erstmals die Kommutativitét
der Multiplikation im Kérper K benétigt!). Daraus folgt, dass Ay eine lineare Abbildung ist,
d.h. die Abbildung (), ¢) — Ap definiert eine skalare Multiplikation. Als Ubung beweise man,
dass (V1) - (V4) gelten. O

Es sei nun B eine Basis von X, B eine Basis von Y. Nach Satz 5.8 existiert zu beliebig
gewihlten Elementen ¢ € B und o’ € B’ genau eine lineare Abbildung wg o von X in Y mit
Wa,a'(a) = a’ und wg o (b) = 0 fir alle b € B, b # a.

Wir definieren

Q:={wyw |a€B,d € B’}

und Q = (), falls dim X = 0 oder dimY = 0.

Satz 5.16. a)  ist in L(X,Y) linear unabhdngig.
b) Es sei Q # (). Dann gilt:

(i) Es ist genau dann dim X < oo, wenn Q2 Basis von L(X,Y) ist.

(ii) dim L(X,Y) = dim X - dimY" (hierbei vereinbart man oo - 00 = a - 0o = oo fir a € N

und oo -0 =0).
Beweis. a) Wir wihlen paarweise verschiedene wy, .. .,w, € €. Fiir Elemente a; € B, b; € B’
gilt w; = wg, p,- Da die w; paarweise verschieden sind, miissen die Paare (a;,0;), i =1,...,7,

paarweise verschieden sein. Fiir \; € K gelte

Awi; + -+ Awr =0
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(hier bezeichnet o die Nullabbildung). Fiir a;, 1 < k < r, gilt nun

w (a)_ bk fiiri:k,
abil™R) 0 fiird £ k.

Damit erhalten wir
0= Z Aiwa, b (ar) = Aebr + Niybiy 4 -+ + Niy b

wobei i1,...,1i,, jene Indices # k sind, fiir welche a;, = --- = a;,, = a; gilt. Da die Paare
(ai,b;) paarweise verschieden sind, miissen by, b;,,...,b;,, paarweise verschiedene Elemente

im

aus B’ sein. Da B’ Basis ist, folgt aus der oben erhaltenen Beziehung

Ak - )\il - - )\74m -
k war beliebig. Daher gilt Ay =--- = A, =0, d.h. wq,...,w, sind linear unabhéngig.
bl) Es sei dimX = n < co und ¢ € L(X,Y). B = {ai,...,a,} sei eine Basis von X, B’
eine Basis von Y. Die Bilder ¢(a;), i = 1,...,n, sind Llnearkomblnatlonen je endlich Vleler

Elemente aus B’. Es kommen daher 1nsgesamt nur endlich viele Elemente aus B’ vor, etwa

b1,...,by. Es gilt daher
m
az):Zajibj, i=1,...,n.
J=1

Beachten wir die Definition von wq, p;, so gilt fiir ax, 1 <k <n,

m m
(Z ajiwai:bj> (ak) = Z Qjilay b; (ak)
Jj=1 J=1

_ )0 fiir i # k,
>y ajeby = p(ag)  firi=k.

Daraus folgt

- (iiaﬂw%bj)(ak), k=1,...,n,

i=1 j=1

dh.op =370 Y7 @jiwg, b; (man beachte Satz 5.8). Damit ist ¢ € [Q2] gezeigt. (2 ist also
Basis von L(X, Y)

Wir miissen noch zeigen, dass €2 keine Basis ist, falls dim X = oo gilt. B sei eine Basis
von X und b sei fest aus B’ (Basis von Y') gewéhlt. Es ist insbesondere b # 0. Nach Satz 5.8
existiert genau eine Abbildung ¢ € L(X,Y) mit ¢(a) = b fiir alle ¢ € B. Angenommen, es
ist o = w1 + -+ + apwy, mit w; € Q und a; € K. Fiir jedes j existieren Elemente a; € B
und b; € B’ mit w;j = wy;p, (d.h. wj(a;) = b;j und wj(a) = o fiir a € B, a # a;). Es sei nun
a € B\{ai,...,an} gewihlt. Dies ist moglich, da B unendlich ist. Dann gilt ¢(a) = b und
andererseits ¢(a) = aqjwi(a) + - -+ + amwm(a) = o. Dieser Widerspruch zeigt ¢ ¢ [?], d.h. Q
ist keine Basis.

b2) Es sei dim X = 0 oder dimY = 0. Dann ist L(X,Y") der Nullraum, d.h. dim L(X,Y") = 0.
Ist 0 <dimX =n <oound 0 < dimY =r < oo, so folgt aus b), dass €2 eine Basis von
L(X,Y) ist. Da Q nr Elemente besitzt, ist dim L(X,Y) = nr.
Ist dim X = oo oder dimY = oo und dim X # 0, dimY # 0, so ist ) unendlich und
daher auch dim L(X,Y) =oc0. 0O
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5.3 Matrizen

Fiir diesen Abschnitt wird dimX = n, 0 < n < oo und dimY = r, 0 r < 00, VOrI-

<
(b1,...,b,) eine

ausgesetzt. B = (ai,...,ay) sei eine geordnete Basis von X und B’
geordnete Basis von Y. Statt wg,p, schreiben wir kiirzer wij, i = 1,...,n, j = 1,...,7.
O = (Wily- -y Wnls W12y -« s Wn2y -+« s Wiy -« -, W) heiBt die zu B und B’ gehorende kanoni-

sche Basis von L(X,Y)?. Zu jeder Abbildung ¢ € L(X,Y) existieren eindeutig bestimmte
Koeffizienten «a; mit

Y =0anwil + -+ pwpt +aziwiz + -+ Qepwne + -+ Qriwir + - F appwpe. (5.1)

Die Koordinaten von ¢ beziiglich O fafit man nicht als nr-Tupel auf, sondern schreibt sie in
ein Rechteckschema bestehend aus r Zeilen und n Spalten:

11 ... A1n

[0 75 N (6799

Man nennt ein solches Schema eine © X n-Matriz?” mit Elementen aus K. Die Zweckmiiflig-

keit dieser Vorgangsweise wird sehr bald klar werden. o5, ¢ = 1,...,r, j = 1,...,n, ist das
Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix. (o1, ..., a4,) heifit der i-te Zeilen-
vektor der Matrix,
a1j
A= :
Oérj

der j-te Spaltenvektor. Wir nennen A die der Abbildung ¢ beziiglich der geordneten Basen
B und B’ zugeordnete Matrixz und schreiben A = M (p; B, B’).

¢ sei der Koordinatenvektor von 2z € X bzgl. B, n jener von () bzgl. B’ und es sei
A = M(p; B,B'). Es wire wiinschenswert,  mit Hilfe von A durch ¢ auszudriicken. Zunéchst
beweisen wir das folgende Resultat {iber die Spalten von A:

Satz 5.17. Es sei ¢ € L(X,Y) gegeben. B = (ay,...,a,) bzw. B' = (by,...,b,) seien geord-
nete Basen von X bzw. Y. Fine Matric A = (cyj;), i=1,...,n, j=1,...,r, ist genau dann
bzgl. B und B’ der Abbildung ¢ zugeordnet (d.h. die c;; sind die Koordinaten von ¢ bzgl. der
Basis O von L(X,Y)), wenn die k-te Spalte von A der Koordinatenvektor von ¢(ay) bezgl.
B ist, k=1,...,r.

Beweis. 1. Es sei A = (a;j) = M(p;B,B'). Fir k=1,...,n gilt

b;, fallsi =k,
wij(ak) = {oj sonst.
Damit erhélt man aus (5.1)

o(ag) = apbt + - - - + by,

A1k
d.h. [ : | ist der Koordinatenvektor von ¢(ay) bzgl. B'.

Qr

26 Auf Grund der Resultate von Abschnitt 5.2 ist klar, dass O eine geordnete Basis von L(X,Y) ist.
2"Die Bezeichnung “Matrix” geht auf James Joseph Sylvester zuriick (1850).



5.3. Matrizen 103

2. Wir bilden nun umgekehrt die Matrix A, indem wir in die k-te Spalte den Koordinatenvek-
tor von ¢(ay) bzgl. B schreiben. Dann haben die Abbildungen ¢ und aq1wi1+- - -+ apwp, die-
selben Bilder fiir die Elemente der Basis B. Nach Satz 5.8 gilt daher ¢ = aj1wi1+ - -+ Qrpwner,
d.h. die «;; sind die Koordinaten von ¢ bzgl. O. 0O

Es sei nun z € X mit dem Koordinatenvektor £ beziiglich der Basis B gegeben, d.h.
r=&a1+ -+ &Ean.

Dann gilt p(z) = &19(a1) + - - + &up(an). Geht man zu den Koordinatenvektoren iiber, so
erhilt man unter Beachtung von Satz 4.63 und Satz 5.17

aiy Q1p
n==~& ++&n
Orl Qyprp
a11é1 + -+ a1nén (5.2)

911 + -+ a2néy

arlfl +-- arnén

wobei 7 der Koordinatenvektor von ¢(z) (bzgl. B') und A = M (p; B, B') ist.

Ist A = (o) eine r x n-Matrix und ¢ ein n-dimensionaler Spaltenvektor, dann definieren
wir das Produkt n = A¢ durch (5.2), d.h. 7 ist ein r-dimensionaler Spaltenvektor, dessen i-te
Koordinate 7; das innere Produkt (vgl. (2.11)) der i-ten Zeile von A mit ¢ ist.

Satz 5.18. Fs seien ¢ € L(X,Y) sowie geordnete Basen B = (aq,...,a,), B’ = (b1,...,b,)
von X bzw. Y gegeben. Es sei A= M (p;B,B’). Dann gilt:

y = p(x) gilt genau dann fiir ein v € X, wenn der Koordinatenvektor n von y beziiglich B’
durch n = A£ gegeben ist, wobei & der Koordinatenvektor von x beziiglich B ist.

Beweis. Es sei n = A&, d.h.

aql Qln
n=& | |+ G|
Qi 0780

Nach Satz 5.17 gilt (vgl. auch Satz 4.63)

y==&p(ar) + -+ &nplan)
= p(§1a1 + - + &nan) = p(z).

Die umgekehrte Aussage ist bereits weiter oben bewiesen. O

Korollar 5.19. FEs gilt genau dann A = M(p; B, B'), wenn n = A fir alle x € X gilt, wobei
¢ der Koordinatenvektor von x bzgl. B und n der Koordinatenvektor von ¢(x) bzgl. B’ ist.

Beweis. Es seien A und A’ Matrizen mit nn = A€ bzw. n = A€ fiir alle x € X. Wir wihlen
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x = aj, a; der j-te Vektor von B. Dann ist der Koordinatenvektor { von = durch

0

E=|1| — j-te Stelle

0

gegeben und A€ bzw. A’ ist die j-te Spalte von A bzw. A’. Wegen n = A{ = A’¢ stimmen
daher die j-te Spalte von A und A’ iiberein, j =1,...,n,dh. A=A". 0O

5.4 Rang einer Matrix

Fiir diesen Abschnitt seien X,Y Vektorrdume iiber einem Koérper K mit dim X = n < oo
und dimY =r < oo.

Man kann die Zeilen bzw. Spalten einer r x n-Matrix A als Elemente von K" bzw. K"
auffassen. Wir definieren:

Zeilenrang von A := Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen von
A (als Elemente von K"),

Spaltenrang von A := Maximalzahl linear unabhingiger Spalten
von A (als Elemente von K").

Eines der wesentlichen Resultate dieses Abschnittes wird aussagen, dass stets ,,Zeilen-
rang von A = Spaltenrang von A“ gilt. Zunéchst stellen wir einen Zusammenhang zwischen
dem Rang einer linearen Abbildung und dem Spaltenrang der ihr zugeordneten Matrix her:

,,,,,

j=1,...,n

Satz 5.20. ¢ sei eine lineare Abbildung X — Y und A = (vj) i=1,.... = M(p;B,B') fiir fest
gewdhlte Basen B von X bzw. B’ von'Y. Dann gilt:

rang ¢ = Spaltenrang von A.

Beweis. Nach Definition 5.10 ist rang ¢ = dim ¢(X). Es sei (a1, ...,an) die gewéhlte Basis
fiir X. Dann gilt (Beweis als Ubung)

p(X) = [p(ar), ..., plan)].

Durch geeignete Numerierung der a; kann man erreichen, dass die Vektoren p(ay), ..., ¢(ak),
k < n, linear unabhéngig sind, wihrend die ¢(a;) mit ¢ = k + 1, ..., n, Linearkombinationen
der ¢p(ai),...,¢(ar) sind. Dann ist & = dim¢(X) = range. Da die Spalten von A die
Koordinatenvektoren der ¢(a;) bzgl. der in Y gewé#hlten Basis sind, gilt: Die ersten k Spalten
der Matrix A sind linear unabhéingig, wihrend die iibrigen Spalten Linearkombinationen der
ersten k Spalten sind (siehe Satz 4.64) . Daher gilt kK = Spaltenrang von A. 0O

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Untersuchung des Ranges einer Matrix sind gewisse
einfache Umformungen.

Definition 5.21. B = (a1,...,a,) und B' = (da},...,a)) seien geordnete Basen von X. Die

Basis B’ ist genau dann durch elementare Basistransformationen aus B hervorgegangen,
wenn B’ aus B durch wiederholte Anwendung der folgenden Umformungen entstanden ist:
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(I) Vertauschung von zwei Vektoren.
(IT) Addition eines Vielfachen eines Vektors zu einem anderen Vektor.

(III) Multiplikation eines Vektors mit einem X # 0 aus K.

Es ist klar, dass durch Umformungen des Typs (I) - (III) aus einer Basis immer eine
Basis entsteht. Dies ist fiir den Typ (I) trivial. Fiir (II) und (III) folgt dies aus Lemma 4.47.

Wichtig ist es zu wissen, wie sich die Matrix einer Abbildung &ndert, wenn die Basen
von X und Y Umformungen des Typs (I) - (III) unterworfen werden.

Satz 5.22. ¢ € L(X,Y) und geordnete Basen B = (a1, ...,a,) bzw. B* = (by,...,b.) von X
bzw. Y seien gegeben. Die Basen By bzw. B seien durch eine Umformung des Typs (I) — (I1I)
aus den Basen B bzw. B* entstanden. Ferner sei A= M (p; B, B*) und Ay = M(p; B1, BY).

Dann entsprechen den Umformungen der Basen B bzw. B* die in der folgenden Tabelle
angegebenen Umformungen der Matrix A:

Basistransformation Matrizumformung

Vertauschung von a; und ay, Vertauschung der i-ten und k-
ten Spalte

Vertauschung von b; und b Vertauschung der i-ten und k-
ten Zeile

Addition von Aag, A € K, k # | Addition der A-fachen k-ten

1, 2U a; Spalte zur i-ten Spalte

Addition von \bg, N € K, k # | Addition der (—\)-fachen 1i-

i, 2u b; ten Zeile zur k-ten Zeile

Multiplikation von a; mit X € | Multiplikation der i-ten Spalte

K, A#0 mat A

Multiplikation von by mit X € | Multiplikation der i-ten Zeile

K, A#0 mit 1/\.

Bewets. a) Umformungen des Typs (I) - (III) in der Basis B bewirken dieselben Umformun-
genin (p(ay),...,¢(ay)). Dain den Spalten von A die Koordinatenvektoren der ¢(a;) stehen,
entsteht A; aus A jeweils durch Umformungen des Typs (I) - (III) in den Spaltenvektoren
von A.

b) Wir betrachten zunéchst eine Umformung des Typs (I) von B*, d.h. B} entsteht aus B
durch Vertauschung von b; und by. Der Vektor ¢(a;), j =1,...,n, hat die Darstellungen

go(aj) = Oéljb1 + - —l—aijbi + - —i—akjbk + - +Oérjbr

bzgl. B* und
gp(aj) = Oéljbl + -+ Otkjbk + -+ aijbi + -+ arjbr
bzgl. B}. Daraus folgt sofort, dass A; aus A durch Vertauschung der i-ten und k-ten Zeile
hervorgeht.
Es sei nun Bf = (b1,...,b; + Abg,...,b), A € K, k # i. Dann folgt aus ¢(a;) =
Oéljbl+"'+Oéz‘jbi+"'+Oékjbk+"'+067«jbr

QD(CL]') = aljbl + -+ aij(bi + )\bk) + -+ (Oékj — )\Oéij)bk + -+ arjbr,

d.h. Ay entsteht aus A durch Addition der (—\)-fachen i-ten Zeile zur k-ten Zeile.
Gilt schlieBlich BY = (b1, ..., Ab;,...,b,), A # 0, so folgt aus p(a;) = ai;b1+- - -+ ov;b +
-+ + ayjb, auch

1
@(Gj) = aljbl + .4 Xa”()\bl) 4t arjbr,
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d.h. Ay entsteht aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit %

Die auf der rechten Seite der Tabelle in Satz 5.22 angegebenen Umformungen einer
Matrix werden wir kurz elementare Umformungen der Matrix A nennen.

Lemma 5.23. A, B seien r X n-Matrizen tber K.

a) Entsteht B aus A durch elementare Umformungen, so gilt
Spaltenrang von B = Spaltenrang von A.

b) Entsteht B aus A durch elementare Umformungen in den Zeilen, so ist
Zeilenrang von B = Zeilenrang von A.

Beweits. a) Es sei X = K", Y = K". Wir wihlen in beiden Réumen jeweils die kanonische
Basis (siehe Beispiel 4.41). Dann ist A die Matrix jener linearen Abbildung ¢ : K" — K",
die dem i-ten Vektor der kanonischen Basis von K™ den i-ten Spaltenvektor von A als Bild
zuordnet. Da jeder elementaren Umformung von A geméifl Satz 5.22 eine elementare Basi-
stransformation der Basis von K" bzw. K" entspricht, ist B die Matrix von ¢ beziiglich neuer
Basen von K" und K", die jeweils aus der kanonischen Basis durch elementare Basistransfor-
mation hervorgegangen sind. Nach Satz 5.20 gilt:

rang ¢ = Spaltenrang von A = Spaltenrang von B

b) Wir bezeichnen mit «aq,...,q, die Zeilen von A, d.h. «; = (@1, ..., i), @ = 1,...,7.
Ist k der Zeilenrang von A, so gibt es k linear unabhéngige Zeilen, wéhrend die restlichen
Zeilen Linearkombinationen dieser k Zeilen sind. Eine Vertauschung zweier Zeilen dndert
offensichtlich nichts an dieser Situation, d.h. der Zeilenrang bleibt bei Vertauschung von Zeilen
unverdndert. Wir kénnen daher fiir das folgende annehmen, dass die Zeilen ay, . .., ax linear
unabhéingig sind, wihrend die Zeilen agyq,..., o, als Linearkombinationen von ag, ..., ax
dargestellt werden kénnen, d.h. a; € [a1,..., a5, j=k+1,..., 7.

Es werde nun «; durch Aa;, A # 0, ersetzt. Ist 1 < 4 < k, so sind wegen Lemma 4.47
auch die Zeilen aq,..., A, ..., qp linear unabhéngig und [, ..., -1, Aoy, Qig1, ... 0] =
[a1, ..., ag]. Der Zeilenrang der umgeformten Matrix ist wieder k. Den Fall i > k untersuche
man als Ubung.

Es sei nun 1 <4 < k und es werde o; durch a; + Aaj, @ # j, ersetzt. a; besitzt eine
Darstellung der Form

aj = prog + -+ oy (5.3)
Daraus folgt

i + Aoy = Moy + -+ Api—1oi—1 + (1 4+ i) o + Ao + - - + Ao

Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: 1+ Ay # 0.
Nach Lemma 4.47 sind in diesem Fall die Vektoren

Q15 Qi1, QG + AQG, Qg1 e, O

ebenfalls linear unabhéingig und es gilt

[041, e, Q41,0+ )\Oéj, (e 7 PR ak] = [041, RN ak],
d.h. jede Zeile, die eine Linearkombination von «ag, ..., ay ist, ist auch eine von aq, ..., a;—1,
a; + Ao, g1, ..., 0. In diesem Fall besitzt die umgeformte Matrix ebenfalls den Zeilenrang

Fall 2: 14 Ay = 0.
In diesem Fall mufl A # 0 und p; # 0 sein. Wegen pu; # 0 sind nach Hilfssatz 4.47 die Zeilen
Qi,..., 01,045, Qit1, ..., 0 linear unabhéngig und es ist (o, ..., 01,5, Qiq1, ..., 5] =
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[, ..., . Daraus folgt, dass jede Linearkombination der Zeilen «y, ..., ay auch eine Line-
arkombination der Zeilen oav,...,o;—1,a;, ®iy1, ..., q ist. Auch in diesem Fall ist der Zei-
lenrang der umgeformten Matrix k.

Wir haben noch 7 > k + 1 zu betrachten. Mit «; ist aber auch a; + Aa; eine Linear-
kombination von ay,...,ax, woraus klar ist, dass der Zeilenrang der umgeformten Matrix
ebenfalls k ist. 0O

Fiir die Bestimmung des Zeilen- bzw. Spaltenranges einer Matrix und spéter fiir das
Losen von linearen Gleichungssystemen ist der sog. Staffelalgorithmus wesentlich. Er be-
steht in der systematischen Hintereinanderausfithrung elementarer Zeilenumformungen.

Gegeben sei die 7 x n-Matrix A = (a;;). Wir definieren zunéchst die einzelnen Schritte
des Staffelalgorithmus.

(53) Dies ist die Abfrage: Gibt es in der j-ten Spalte unter den Elementen «;j, oiy1j,. .., o
ein Element # 07

(v;) Existiert in der j-ten Spalte unter den Elementen «j, . .., o ein Element # 0, so wéhle

eines aus — etwa ay; —, dividiere die k-te Zeile durch ay; und vertausche in der Matrix
die 7-te und k-te Zeile.

(nz) Ist a;; = 1, so addiere das (—auyj)-fache der i-ten Zeile zur m-ten Zeile, m =1,...,r,

Nach Durchfithrung von (v;) ist in der umgeformten Matrix ¢&;; = 1. Fiihrt man zusétz-
lich (n;) durch, so ist die j-te Spalte der umgeformten Matrix durch

0

—_

— i-te Stelle

gegeben.
Der Staffelalgorithmus 1duft folgendermafien ab:

1. Beginne mit (s1).

2. Ergibt (5;) eine positive Antwort so fiithre (v;) und danach (n;) durch. Gehe dann zu
i
(S;‘+1)-
3. Ergibt (s;) eine negative Anwort, so gehe zu (s"7 41)-

4. Ende des Verfahrens, falls j +1=n+ 1.
Das folgende Ergebnis ist nun leicht einzusehen:

Satz 5.24. Gegeben sei die r xn-Matriz A = («j). Der Staffelalgorithmus bringt A in endlich
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vielen Schritten auf die Gestalt

0—0 1 *x—=* (0 *x— — % ) x—*%x () *x — x
00—01*—
00—
R O
A= —01*x—=x*x0
00—01 *—=%
00—0
0—000—000— —000—000—0
| | | |
Spalten-Nr. : ny 9 Ng—1 ng

Hierbei werden durch ,x“ Stellen bezeichnet, an welchen beliebige Elemente aus K stehen
konnen.

Lemma 5.25. Fir die Matriz A aus Satz 5.24 gilt: B
Spaltenrang von A = Zeilenrang von A = k.

Beweis. Die ersten k Zeilen aq, ..., a; von A sind linear unabhéngig. Denn aus Aoy +-- -+
Ay, = o wiirde

(0, 0, A, ek gy ek Agy ok, e ke ok A, k- ox) = (0,...,0)

folgen, d.h. Ay = --- = A\, = 0. Der Zeilenrang von A ist daher k.
Durch elementare Umformungen in den Spalten von A kann A in die r» X n-Matrix

1 0—00—0

0 |

| 0

Li={0o—o0 1 ; (5-4)

0O———0

0 0

tibergefiihrt werden, wobei k Einselemente in der Hauptdiagonalen stehen. Der Spaltenrang
von I}, ist offensichtlich k und wegen Lemma 5.23, a), gleich dem Spaltenrang von A. 0O

Satz 5.26. Fir jede Matrix ist der Spaltenrang gleich dem Zeilenrang.
Beweis. Durch den Staffelalgorithmus (der nur elementare Umformungen in den Zeilen be-

nutzt) wird weder Spaltenrang noch Zeilenrang geéndert. (Lemma 5.23, a) und b)). Fiir die
umgeformte Matrix gilt die Behauptung jedoch (Lemma 5.25). O

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes ist die folgende Definition sinnvoll:
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Definition 5.27. A sei eine r X n-Matriz. Der Rang von A ist definiert durch

rang A := Maximalzahl der linear unabhdngigen Zeilen
oder Spalten von A.

Satz 5.20 kann nun neu formuliert werden:
Satz 5.28. Die Voraussetzungen seien wie in Satz 5.20. Dann gilt

rang A = rang .

Aus Satz 5.24 und dem Beweis von Lemma 5.25 folgt:

Ist A eine r x n-Matriz mit k = rang A, so lGfst sie sich durch elementare Umfor-
mungen immer in die Matriz I, umformen.

Aus der Tatsache, dass die Zeilen bzw. Spalten einer r x n-Matrix A Elemente von K" bzw.
K" sind folgt die Abschéitzung

0 <rang A < min(r,n).

Es ist klar, dass rang A = 0 gleichbedeutend mit A = 0 ist.
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Kapitel 6

Lineare Gleichungen

6.1 Lineare Gleichungen in Raumen beliebiger Dimension

Zahlreiche Problemstellungen innerhalb der Mathematik und in Anwendungsgebieten fithren
auf folgende Aufgabe:

Gegeben sind zwei Vektorrdume X, Y iiber K, eine lineare Abbildung ¢ : X — Y und
ein Element b € Y. Gesucht ist ein z € X mit

(ﬁgo,b) (P(:E) =b.

Wir nennen (L) eine lineare Gleichung. Ist b = o, so heifit die Gleichung homogen,
sonst inhomogen. Ein Element x € X mit ¢(x) = b heifit Lésung von (L, 3).

Ist eine Gleichung (L) gegeben, so ist man an einer Beantwortung folgender Fragen
interessiert:

1. Ezistenz von Losungen fiir ein festes b € Y oder fiir alle b € Y.

2. Eindeutigkeit von Liésungen, d.h. sind x1,2e Losungen von (L), so gilt x1 = xa.
Eindeutigkeit bedeutet nicht, dass iiberhaupt Losungen existieren.

3. Berechnung der Lésungen.

Die homogene Gleichung besitzt stets die Losung « = o, die sogenannte triviale Lisung.
Die homogene Gleichung (L, ,) heiit nicht-trivial l6sbar, wenn eine Losung x # o existiert.
Aus der Linearitdt von ¢ folgt sofort

Satz 6.1 (Superpositionsprinzip). Gegeben seien die Abbildung ¢ € L(X,Y), die Ele-
mente by, by €Y und o, 3 € K. Dann gilt: Ist x1 bzw. xo Losung von (Lyp,) bzw. (Lyp,), so
ist axy + Bag Losung von (Ly ab,+8bs)-

Beweis. Aus ¢(z1) = by und ¢(x2) = by folgt sofort p(az + fra) = ap(z1) + Be(x2) =
aby + Bby. O

Korollar 6.2. Es sei (L) gegeben. Ferner seixg eine Losung von (Lyp) und 1 € X. Dann
gilt: x1 ist dann und nur dann eine Losung von (Lyp), wenn x1 = xo +y gilt, wobei y eine
Liosung der homogenen Gleichung (Ly ) ist.

Beweis. Ist 1 eine Losung von (L), so ist, nach Satz 6.1, y = x1 — 2 eine Losung von
(Ly0). Ist y eine Losung von (Ly,), so ist xg + y eine Losung von (L,p) (wieder wegen
Satz 6.1). O

111



112 Kapitel 6. Lineare Gleichungen

Die Losungsmenge der homogenen Gleichung ist der lineare Unterraum ker ¢ von Y. Die
Aussage des obigen Korollares kann man auch wie folgt formulieren: Ist zy eine Lésung von
(Lyp), so ist die Losungsmenge von (L) durch

zo +kerp = {zo+y |y € kerp}

gegeben.
Wir kommen nun zur Beantwortung der oben gestellten Fragen 1 und 2:

Satz 6.3. Gegeben sei (Lyp). Dann gilt:
a) (Lyp) besitzt genau dann eine Losung, wenn b € ¢(X) ist.
b) (Lyp) besitzt genau dann fiir alle b € Y eine Losung, wenn ¢ surjektiv ist.

c¢) Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Losungen von (L,p) sind eindeutig.

(ii) ¢ ist injektiv.
)

(ili) (Ly,0) besitzt nur die triviale Losung.

Beweis. a) und b) beweise man als Ubung. ¢) ist klar wegen Korollar 6.2 und wegen
Satz 5.11,1. 0O

Das folgende Beispiel einer linearen Gleichung ist fiir Horer im ersten Studienjahr nicht
verstandlich. Es wird jedoch empfohlen, sich dieses Beispiel spéter (wenn man etwa eine
Vorlesung tiber Differentialgleichungen gehort hat) nochmals anzusehen.

Beispiel 6.4. Es sei X = Cl(a, ;R") und Y = C(a, 3;R?) (Raum der stetigen bzw. stetig
differenzierbaren Funktionen, welche das offene Intervall (o, 3) in den R™ abbilden). Die
Abbildung v : X — Y ist durch

P(a)(t) = 2'(t) — Ax(t), t€ (o p),

gegeben, wobei A eine vorgegebene n x n-Matrix ist. Die homogene Gleichung 1(z) = o ist
nichts anderes als die homogene lineare Differentialgleichung

2'(t) = Az(t), te (a,p),

wihrend der inhomogenen Gleichung (L), b € C(«, 3;R™), die inhomogene Differentialglei-
chung
2 (t) = Az(t) + b(t), te (o),

entspricht. In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen beweist man defy = n,
d.h. der Losungsraum der homogenen Differentialgleichung hat die Dimension n. Die Ein-
deutigkeit der Losungen ist daher nicht gegeben. Um Eindeutigkeit zu erzielen mufi man
bekanntlich Anfangswerte vorschreiben. Dies kann man wieder als lineare Gleichung formu-
lieren: Wir wihlen X = C!(a,3;R") und Y = R" x C(a, 8;R"). Fiir festes ty € (a,3)

definieren wir
p(x) = (z(to), 2’ () — Az()).

Dann ist ¢(x) = (x0,b) gleichwertig mit
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Da (zg,b) = (x0,0) + (0,b) gilt, folgt nach dem Superpositionsprinzip, dass die Losung von
(6.1) die Summe der Losung von

¥ = Az, x(ty) = o,

und der Losung von
' = Az +b(t), z(to) =o

ist. Die sogenannte Variation-der-Konstanten-Formel
t
z(t) = Al gy 4 / eAt=p(s)ds, te (o, f),
to

fiir die Losung von (6.1) driickt gerade diesen Sachverhalt aus. ¢

6.2 Lineare Gleichungen in endlich-dimensionalen Raumen

In diesem Abschnitt werden wir die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnittes spezialisieren
und insbesondere auf die Fragestellung 3 (Berechnung der Losungen) eingehen.

Es sei in diesem Abschnitt stets dim X = n und dimY = r. Wir wihlen geordnete Basen
B = (ai,...,a,) und B* = (by,...,b,) von X bzw. Y. A sei die Matrix von ¢ bzgl. B und 5*,
[ sei der Koordinatenvektor von b bzgl. B*. Nach Satz 5.18 ist xp genau dann Losung von
(Lyp), wenn fiir den Koordinatenvektor &y von xq bzgl. B

A& =8
gilt, d.h. &£ Loésung von
(Sa,5) A =
ist. Ausfiihrlich geschrieben hat (S 5) die Form

a11é1 + aéo + - -+ a1pén = G,

CVrlgl + 067252 +- 4+ arnfn = ﬁra

wobei A = (ayj), & = (&1,...,&)" und B = (B1,...,0,)" gilt?®. Man nennt (Sap) ein
lineares Gleichungssystem mit Systemmatrix A und rechter Seite 5.

Ist andererseits A eine r xn-Matrix und 3 ein Vektor aus K", so kénnen wir die Ergebnisse
aus Abschnitt 6.1 sofort auf (S4 3) anwenden. Wir setzen X = K", Y = K" und definieren

w4 € L(K",K") durch

pa(§) = AE, K™ (6.2)
Die Matrix A ist dann die Matrix der Abbildung ¢4 bzgl. der kanonischen Basen von K"
und K".

Satz 6.5. Es sei (Sa ) vorgelegt. Dann gilt:
a) Es existiert genau dann mindestens eine Losung von (Sa ), wenn

rang A = rang(A, )

gilt.
b) (Sap) ist genau dann fir jedes 3 € K" losbar, wenn rang A = r ist.
Notwendigerweise mufl dann n > r sein.

28 Mit By ﬁT)T bezeichnen wir den Spaltenvektor mit den Elementen 31, ..., 3;,.
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c) Die Losungen von (Sag) sind genau dann eindeutig, wenn rang A = n ist.
Notwendigerweise muf dann r > n sein.

d) Die Dimension des Lisungsraumes von (Sa,) ist n — rang A.

Beweis. a) (S4,) ist genau dann 16sbar, wenn 3 € ¢ 4(K") gilt (Satz 6.3). Es ist ¢4 (K") =
[paler),...,palen)] = [Aeq,..., Aey], wobei durch e;, i = 1,...,n, die Vektoren der kano-
nischen Basis von K" bezeichnet werden. Da Ae; die i-te Spalte von A ist, gilt 5 € p4(K™)
dann und nur dann, wenn 3 eine Linearkombination der Spalten von A ist. Dies bedeutet
aber, dass die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A und (A, 3) gleich ist, d.h.
rang A = rang(A, ().
b) Nach der schon bewiesenen Aussage a) ist (Sa) fiir jedes 3 € K" genau dann losbar,
wenn
rang A = rang(A, 3) fir alle g € K" (6.3)

gilt.

Es sei nun rang A = r. Dann mufl n > r und auch rang(A, 5) > r fiir alle § € K" sein.
Da die Spalten von (A, 3) Vektoren in K" sind und dim K" = r gilt, muB} rang(A, 8) < r fiir
alle 5 € K" sein, d.h. es gilt (6.3).

Ist k = rang A < r, so existieren k linear unabhéngige Spalten o, . . ., ax von A, wihrend
die iibrigen Spalten von A Linearkombinationen dieser k Spalten sind. Zu den Spaltenvek-
toren ayq,...,qy existiert ein § € K" derart, dass aq, ..., ax, 3 linear unabhéngig sind (siehe

Satz 4.44 oder Satz 4.48). Daraus folgt rang(A4,3) = k + 1 > rang A, d.h. (6.3) gilt nicht.
Damit ist gezeigt, dass (6.3) dquivalent zu rang A = r ist.

c) Die Losungen von (Sy g) sind genau dann eindeutig, wenn ¢4 injektiv ist, was wiederum
dquivalent zu def 4 = 0 bzw. zu rang 4 = rang A = n ist.

d) Dies folgt unmittelbar aus dimker p4 = def p4 =n —rangpq =n —rang A. 0O

Wir entwickeln nun im folgenden ein Losungsverfahren fiir (S4 g) bei dem gleichzeitig
die Kriterien aus Satz 6.5 iiberpriift werden. Grundlegend fiir dieses Verfahren wird der
Staffelalgorithmus sein.

Lemma 6.6. Gegeben seien die v X n-Matrizen A, A sowie die Vektoren 3, B € K". Geht die

Matriz (A, 8) aus (A, ) durch elementare Umformungen in den Zeilen hervor, so besitzen
die Gleichungssysteme (Sag) und (S5 5) dieselben Losungen.

Beweis. Eine Vertauschung von zwei Zeilen in (A, 3) entspricht der Vertauschung von zwei
Gleichungen, wodurch die Losungsmenge offensichtlich nicht gedndert wird. Fiir A # 0 ist
anér+ -+ ainkn = G

dquivalent zu

(Aair)ér + -+ (Aain)&n = ABs,
d.h. Multiplikation einer Zeile von (A, 3) mit A # 0 #ndert nichts an der Losungsmenge des
zugehorigen Gleichungssystemes. Schlieflich folgt aus

anér+ -+ ik =6
und

11+ -+ ainén = B,
fiir ¢ # j auch

(i1 + Aaj1)€r + -+ (qin + Aan)én = Bi + AGj, (6.4)
d.h. (&1,...,&,)7 16st auch das System, in dem die i-te Gleichung durch (6.4) ersetzt wird.
Lost andererseits (&1, ...,&,)" das transformierte System, d.h. es gilt insbesondere

(ail + )\aﬂ)& + -+ (am + )\Oéjn)fn =0+ )\ﬂj
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und

Ozﬂfl + - Oéjngn = ﬁja
so folgt sofort

a1 + -+ indn = i,

d.h. (&1,...,&,)T 16st auch das urspriingliche System. Damit ist das Lemma vollstéindig be-
wiesen. [

Der Gauf3sche Losungsalgorithmus fiir (Sa ):

Wendet man auf (A4, 3) den Staffelalgorithmus an, so erhiilt man eine Matrix (A4, ). Lem-
ma 6.6 besagt, dass die Gleichungssysteme (S4,3) und (Sj 5) dieselben Lésungen besitzen.

Die Matrix (A, 3) hat folgende Gestalt (vgl. Satz 5.24):

0—0 1 *x—=x* 0 *x— — % 0 x—x 0 x— x|
00—0 1 %x— s
00—
7*0
—01*x—=x%0
00—0 1 %x—=x |8
00—0 | Bt
0—000—000— —000—000—01I8,
| | | |
Spalte: n1 na Nk_1 ny

Hierbei ist k& = rang A. Die Losbarkeitsbedingung rang A = rang(A, 3) ist wegen rang A =

rang A und rang(A, 3) = rang(A4, #) genau dann erfiillt, wenn

B == =0,
Ist diese Bedingung erfiillt, so erhalten wir

n

G =Bi— Y &g, i=1...k

Jj=n;+1
Es ist zu beachten, dass &, ..., &, wegen &;,; = 0 fiir j # ¢ auf der rechten Seite nicht vor-
kommen?’. Die &; mit j ¢ {n1,...,n;} konnen beliebig gewihlt werden. Den Losungsvektor
€= (&,...,6)T von AE = 8 konnen wir in folgender Form schreiben:

n

E=a0+ Y &ay

Fiir jede Wahl der &, j ¢ {n1,...,nk}, ist £ eine Losung. Hierbei sind die Spaltenvektoren
a; wie folgt definiert:

29 4 — (Gi5)i,5=1,...,n-
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ap = (0,...,0,61,0,...,0,62,0,...... ,0,61,0,...,0)T,
n1|—te no-te nk|—te Stelle

a;j =(0,...,0,1,0,......... LT firj=1,...,n; — 1,
j-te Stelle

a; =(0,...,0,—d14,0,...,0,1,0,...,0)7 fiir j=mny +1,...,n0— 1,
\
ni-te j-te Stelle
a; = (0,...,0,—d15,0,...,0,—a2,0,...,0,1,0,...,0)T
| | |

ni-te no-te j-te Stelle

fir j=no+1,...,n3—1,

a;j =(0,...,0,—d1;,0,...,0,—d2;,0,...... ,0,—5|4k,j,0, ...,0,1,0,...,0)7

ni-te no-te ng-te j-te Stelle

firj=ng+1,...,n.

ap ist jene Losung von A¢ = (3, welche man fiir §; =0, j ¢ {n1,...,ni}, erhilt, wihrend die
Spaltenvektoren
A1y ey Opy—1,0nj415 -+, Ong—15 Qno41y- e v Anp—1, Ong41,---,0n

eine Basis des Losungsraumes fiir die homogene Gleichung A& = 0 bilden. In der oben gege-
benen Darstellung von ¢ spiegelt sich das Resultat von Satz 6.1 wieder.

Abschlieflend sei noch eine geometrische Interpretation fiir den Fall n = 3 und K = R
gegeben. Eine Gleichung

a;i1&1 + ;28 + ;383 = i

kénnen wir als Gleichung fiir die affinen Koordinaten der Punkte einer Ebene im R? auffassen,
falls (a1, 2, i 3) # (0,0,0) ist. Letzteres wollen wir fiir das weitere voraussetzen.

Fall 1:r=1.
Das Gleichungssystem besteht in diesem Fall aus einer Gleichung, die eine Ebene E beschreibt.

Die affinen Koordinaten eines jeden Punktes von E bilden eine Lisung.

Fall 2: r = 2.

Die Gleichungen des Systems beschreiben zwei Ebenen Ey, Es.

a) rang A = 1. Die Ebenen E;, Fj sind parallel. Ist die Losbarkeitsbedingung erfiillt, so gilt
FE, = E5 und jeder Punkt dieser Ebene gibt eine Losung.
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Losbarkeitsbedingung

erfiillt nicht erfiillt
E;
E1 = Eg E2

b) rang A = 2. Die Ebenen FE;, Fj sind nicht parallel. Die affinen Koordinaten jedes Punktes
der Schnittgeraden ergeben eine Losung.

<\ 7

Fall 3:r = 3.

Die Gleichungen des Systems beschreiben drei Ebenen E7, Fs und Ej.

a) rang A = 1. Die Ebenen Ej, Fs, E3 sind parallel. Ist die Losbarkeitsbedingung erfiillt, so
gilt £1 = E5 = F5 und jeder Punkt dieser Ebene ergibt eine Losung.

Losbarkeitsbedingung

erfiillt nicht erfiillt

E, = E>

Es

Ei =FEy = E3

E>

Es3

b) rang A = 2. Von den drei Ebenen sind mindestens zwei — etwa E7 und Es — nicht parallel.
Ist die Losbarkeitsbedingung erfiillt, so schneiden sich die drei Ebenen ldngs einer Geraden.
Jeder Punkt dieser Geraden ergibt eine Losung.
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Losbarkeitsbedingung

erfiillt nicht erfiillt

Ej Es

c) rang A = 3. Die drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt. Die affinen Koordinaten
dieses Punktes bilden die eindeutig bestimmte Losung des Systems.

Als Ubung diskutiere man den Fall r = 4.



Kapitel 7

Matrixalgebra

7.1 Die Algebra der Endomorphismen eines linearen Raumes

Es seien XY, Z,... im folgenden stets Vektorrdume mit demselben Koeffizientenkorper K.
Wir wissen bereits, dass L(X,Y’) ein Vektorraum iiber K ist (Abschnitt 5.2). Fiir lineare
Abbildungen ¢ € L(X,Y) und ¢ € L(Y, Z) existiert — wie fiir beliebige Abbildungen — das
Kompositum ¢ o ¢ : X — Z (siehe Definition 1.21). Fiir lineare Abbildungen werden wir
im Folgenden ¢ an Stelle von 9 o ¢ schreiben. Aus (Vp)(azx + By) = ¥(p(ax + By)) =

Plap(z) +0p(y)) = app(z)) + B9 (e(y)) = alde)(x) + () (y) fir beliebige 2,y € X und
a, B € K folgt sofort vp € L(X, Z).
Fiir die Komposition von linearen Abbildungen gelten die folgenden einfachen Aussagen:

Proposition 7.1. a) Es seien p € L(X,Y), ¥ € L(Y, Z) gegeben. Dann gilt:
o) = (ap)p = (o)  fiir alle o € K.
b) Fir ¢ € L(X,Y), & € L(Y, Z) und x € L(Z,U) gilt
X(p) = (x¥)e-
c) Fir p,v € L(X,Y) und x € L(Y, Z) gilt
x(p+4¢) = xp +xv.
d) Fiir y € L(X,Y) und p,4 € L(Y, Z) gilt

(o +)x =px +vx.

Beweis. a) Fiir den Beweis von Aussage a) wihlen wir x € X beliebig. Dann gelten
((ep)e)(@) = (a)(p(x)) = a(p)(z) und (Ylap))(@) = v((ap(z) = P(ap(@))
= a(y(p(2))) = a(Pp(z))

b) Die Aussage b) gilt fiir beliebige Abbildungen (siehe Satz 1.22, a)).

c¢) Fiir den Beweis von ¢) wihlen wir € X beliebig. Dann gilt:

(x(e+ ) (@) = x((¢ + ¥)(z)) = x( + ()
= x(p(@)) + x(v(2)) = )(:v)+(><w)($)
= (x¥ +x¥)(2),

d.h. x(¢ + ) = x¢ + x¥. Der Beweis fiir Aussage d) ist analog. O

119
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Wir erinnern daran, dass zu einer bijektiven Abbildung ¢ : X — Y die Umkehrabbil-
dung ¢! : Y — X existiert und eindeutig durch o~ = idy und 'y = idx charakterisiert
ist (siehe Satz 1.23, ¢)).

Proposition 7.2. Es sei ¢ € L(X,Y) bijektiv. Dann gilt: ¢~ € L(Y, X).

Beweis. Es seien u,v € Y und o, 3 € K gewiihlt. Wir setzen = ¢~ !(u), y = ¢~ ' (v), d.h.
u = go(:c? und v = @(y). Dann gilt p(az + By) = ap(z) + Be(y) = au + [v. Dies bedeutet
aber o~ (au + Bv) = ax + By = ap L (u) + B~ L(v). O

Bijektive Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Raumen kénnen einfach charak-
terisiert werden:

Satz 7.3. Es sei dim X < oo, dimY < oco und ¢ € L(X,Y). Dann ist ¢ genau dann bijektiv,
wenn rang ¢ = dim X = dimY.

Beweis. @ bijektiv ist gleichbedeutend mit ¢ surjektiv und ¢ injektiv. Letzteres ist dquivalent
zu o(X) =Y und ker p = {0}, d.h. zu rangp = dimY und 0 = def p = dim X —rangp. 0O

Eine wichtige Abschitzung fiir den Rang des Kompositums zweier linearer Abbildungen
gibt der folgende Satz:

Satz 7.4 (Sylvester®?). Es seien X,Y, Z Vektorriume iiber K mit dimY < oo. Fiir beliebige
Abbildungen ¢ € L(X,Y), v € L(Y, Z) gilt:

rang ¢ + rang ¥ —dim Y < rang ¢ < min(rang ¢, rang ).

Bewets. 1. Es ist rang ¢ = dim(¢p)(X) = dim ¢(p(X)). Sind U, V lineare Rdume und ist
X eine lineare Abbildung U — V, so gilt rang y = dim x(U) < dim U (Satz 5.12). Damit gilt
weiter (wenn wir U = ¢(X), V' = Z und x = v |,(x) wihlen)

rang Y < dim p(X) = rang ¢.
Aus o(X) C Y folgt ¥(p(X)) C (YY) und weiter
rang ¥ = dim ¢ (p(X)) < dim¢(Y) = rang 1.

Damit ist fiir rang ¥ die Abschidtzung nach oben bewiesen.
2. Wir setzen ¢ = 9 lo(x)> d.h. Y e L(p(X), Z) und ¢(y) = (y) fiir y € p(X). Dann gilt

keri) Ckeryp und P(p(X)) = 1p(p(X)) = (Yo)(X),

Wworaus

deftp < deft) und rangt = rangip
folgt. Nach Satz 5.12 gilt rang ¢ + def ¥ = dim ¢(X), d.h.

rang ¢ = rang ¢ = dim o(X) — def 1 > rang ¢ — def ¢
=rang ¢ — (dimY — rang ) = rang ¢ + rang ) — dimY.

30gylvester, James Joseph, 3. 9. 1814 (London) — 15. 3. 1897 (London), Beitrige zur Matrizenrechnung (www-history.mcs.st-
andrews.ac.uk/history /Mathematicians/Sylvester.html).
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Man beachte, dass bei den Umformungen in den letzten zwei Zeilen dimY < oo verwendet
wurde (dimY < oo bedeutet insbesondere auch def ¢ < oo und rangy < o0). 0O

Fiir den Rest dieses Abschnittes betrachten wir Endomorphismen eines linearen Raumes
X.

Definition 7.5. Z sei ein linearer Raum tiber K. Z heifit genau dann eine Algebra iber
K, wenn auf Z zusdtzlich zur skalaren Multiplikation und Vektoraddition eine weitere innere
Verknipfung (im folgenden multiplikativ geschrieben) mit den folgenden Figenschaften erklirt
18t:

(i) u(vw) = (wo)w fir alle u,v,w € Z,
(i) w(v +w) =wv 4+ uw und (u+ v)w = vw + vw fir alle u,v,w € Z,
(i) a(uww) = (au)v = u(aw) fir alle u,v € Z und o € K.

Z heifst Algebra mit FEinselement, wenn zusdtzlich gilt: Es existiert ein e € Z mit eu =
ue =u fiir alleu € Z.

Die zu Beginn dieses Abschnittes angegebenen Eigenschaften des Kompositums linearer
Abbildungen fithren sofort zu

Satz 7.6. Der lineare Raum L(X,X) der Endomorphismen von X ist eine Algebra mit
Finselement dber K. Das Einselement in L(X, X)) ist die identische Abbildung € auf X.

Als Ubung beweise man:

Satz 7.7. Die Automorphismen von X bilden eine Gruppe (mit der Kompositumsbildung als
innere Verkniipfung), die sog. lineare Gruppe GL(X) auf X.

Aus Satz 7.4 folgt fiir Endomorphismen sofort:

Satz 7.8. Es sein =dim X < oo und ¢ € L(X, X) sei gegeben. Dann gilt: ¢ ist genau dann
bijektiv, wenn ein 1 € L(X,X) mit o = e existiert. Falls 1» mit 1o = ¢ existiert, so ist
Y=p

Beweis. Ist ¢ bijektiv, so hat 1) = ¢! die verlangten Eigenschaften. Andererseits folgt aus
P = € und n = range wegen Satz 7.4 rangy = n, d.h. ¢ ist bijektiv. Aus ¢ = ¢ folgt

sofort 1 = 1h(pp™) = (Yo)p !t =71 DO

Im néchsten Abschnitt werden wir sehr einfach sehen, dass es Endomorphismen ¢, 1)
gibt (im Falle dim X > 2) mit ¢ # 0, ¥ # 0 und ¢ = 0, d.h. es gibt Nullteiler. Man kann
daher im allgemeinen nicht aus ¢y = px schliefien, dass 1) = x gilt. Ist jedoch rang p = n (=
dim X)), so folgt aus 1) = @x bzw. ¥p = xp stets 1 = x. Wegen der Voraussetzung iiber ¢
existiert ¢! und es folgt aus ¢y = px die Gleichung = (p¥) = 1 (pY), d.h. ¥ = x.

7.2 Etwas Matrixalgebra

In Abschnitt 5.3 haben wir gesehen, wie im Falle endlich dimensionaler Rdume X, Y einer
linearen Abbildung ¢ : X — Y eine Matrix zugeordnet werden kann. Es sei dim X = n,
dimY = r und B = (a1, ...,ay) bzw. B* = (b1,...,b,) seien geordnete Basen von X bzw.
Y. Das Element «;; der Matrix A von ¢ bzgl. B und B* ist der Koeffizient von w;; in der
Darstellung von ¢ als Linearkombination der Elemente von O. Daraus folgt unmittelbar unter
Beachtung von Satz 4.63:
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Proposition 7.9. ¢,y € L(X,Y) seien gegeben. Ferner sei A = (a;j) = M(p; B,B*) und
B = (Bij) = M(y; B,B*). Ist C = (vi;) = M (¢ +; B, B*), so gilt:

Yij = @ij + Bij, i=1,...,r j=1,...,n. (7.1)
Ist D = (0;5) = M(Ap; B,B*), A € K, so ist
5ZJ:)\aZ]7 121,77’,]:1,,71 (72)

Das eben formulierte Resultat legt die folgende Definition nahe:

Sind r x n-Matrizen A = («yj) und B = (Bi;) gegeben, so definieren wir durch
(7.1) bzw. (7.2) die Matrizx A+ B bzw. \A, X € K.

Mit M, ,(K) bezeichnen wir die Menge aller r x n-Matrizen iiber K. Mit der eben
definierten Addition und skalaren Multiplikation ist M, ,(K) ein linearer Raum tiber K, der
zu L(X,Y) isomorph ist, falls dim X = n, dimY = r (Beweis als Ubung).

Im folgenden werden wir hiufig Ergebnisse fiir Matrizen aus Ergebnissen iiber lineare
Abbildungen ableiten. Dazu ist das folgende Resultat wichtig:

Ist A eine r x n-Matriz iber K, so ist A die Matrix der linearen Abbildung
wa: K®" — K" beziiglich der kanonischen Basen von K™ bzw. K", welche durch

pa(§) = AL, £eK”,
definiert ist.

Beziiglich des Kompositums linearer Abbildungen und der zugehorigen Matrizen gilt:

Satz 7.10. Es seidim X =n, dimY = r und dim Z = s. Ferner seien in X,Y, Z je eine Basis
B, B* bzw. B** fiziert. Fiir lineare Abbildungen ¢ € L(X,Y), v € L(Y,Z) seien A = (o5) =
M (p; B, B*) bzw. B = (B;;) = M (¢; B*, B**). Fiir die Matriz C = (v;;) = M (¢p; B, B**) gilt:

r
’yij:ZBikakj, izl,...,s,jzl,...,n. (73)
k=1

Beweis. Es sei B = (a1,...,a,), B* = (b1,...,b;) und B** = (¢1,...,¢s). Dann ist
(V)(aj) = yjc1 + y25¢2 + - + VsiCs,
j=1,...,n. Andererseits ist

(Ve)(aj) = ¥(p(a;)) = Plaijbi + - + arjby)

O‘ljw(bl) + -+ Oérjl/J(br)

aj(Buer + -+ Bsics) + -+ apj(Brrcr + - 4 Borcs)

= (Buaij+ -+ Brragj)er + -+ (Bsrarj + - -+ Bsragj)cs.

Auf Grund der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt

T
”yij: E ﬁikakj, i:l,...,s,j:l,...,n.
k=1

In Hinblick auf den eben bewiesenen Satz definieren wir:
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Fiir eine s x r-Matrix B und eine r X n-Matriz A definieren wir die Produkt-
matriz C = BA durch die Beziehung (7.3), d.h. das Element ~;; in C ist das
SOkalarprodukt der i-ten Zeile von B mit der j-tem Spalte von A. C' ist eine
s X n-Matriz.

Die Definition des Produktes zweier Matrizen ist gerade so gewéhlt, dass dem Kom-
positum von linearen Abbildungen das Produkt der zugehorigen Matrizen (beziiglich fest
gewéhlter Basen) entspricht. Es ist nun leicht, die in Abschnitt 7.1 erzielten Ergebnisse auf
Matrizen zu iibertragen (im Falle endlich dimensionaler Rdume). Beispielsweise erhélt man
aus Satz 7.4:

Es sei B bzw. A eine s X r- bzw. r x n-Matrixz dber K. Dann gilt die Sylvestersche
Ungleichung:

rang A + rang B — r < rang BA < min(rang A, rang B). (7.4)

Beweis. Wir konnen B bzw. A als Matrizen von linearen Abbildungen ¢p : K" — K?* bzw.
w4 K" — K" auffassen (jeweils beziiglich der kanonischen Basis in den einzelnen Rdumen).
Da rang A = rang ¢4 und rang B = rang ¢p gilt (Satz 5.28), folgt das Resultat unmittelbar
aus Satz 7.4. 0O

Wir {iberlassen es dem Leser, die in Proposition 7.1 unter a), (i), b), ¢) und d) angege-
benen Resultate fiir Matrizen zu formulieren.

Satz 7.3 bedeutet, dass einer bijektiven linearen Abbildung immer eine n x n-Matrix
A mit rangA = n (n = dimX = dimY) zugeordnet ist. Es sei ¢ € L(X,Y) bijektiv,
dim X = dimY = n und A die Matrix von ¢ bzgl. einer Basis B von X und einer Basis
B* von Y. Ferner sei A’ = M(p~1;B*,B). Aus ¢! = idy und ¢ l¢ = idx folgt sofort
AA" = E = A’A. Hierbei ist E die Matrix von idx bzw. idy bzgl. der Basis B von X bzw.
der Basis B* von Y. Man sieht sofort

1 0 ... 0
E=|"

o 0

0 ... 0 1

E heifit die n x n- Einheitsmatriz. Ist G eine beliebige r x n-Matrix und F' eine beliebige
n x m-Matrix, so gilt
GE =G und EF =F.

Statt A’ schreiben wir A=Y, A~ heifit die zu A inverse Matriz und ist durch
AAT = FE

charakterisiert. Ist A eine weitere nxn-Matrix mit AA = E, so erhélt man A~ = A~! (Afl) =
(A"1A)A=EA = A.

Ist ¢ ein Endomorphismus auf X, so wird ¢ bei Wahl einer Basis B von X einer n x n-
Matrix A zugeordnet, A = M (p;B). Es ist zu beachten, dass sowohl fiir die Urbilder als
auch fiir die Bilder dieselbe Basis B verwendet wird (d.h. in der j-ten Spalte von A steht
der Koordinatenvektor von ¢(a;) bzgl. B, a; der j-te Vektor von B). Aus Satz 7.6 erhalt
man sofort: M, ,(K) mit der Matrixmultiplikation ist eine Algebra mit Einselement E iiber
K, welche zu L(X,X) mit dim X = n isomorph ist. W&hlt man eine Basis von X und
definiert man die Abbildung ® : L(X, X) — M, ,(K) durch ®(¢) = M(p;B), so ist ® ein
Isomorphismus (d.h. ® ist bijektiv und es gilt ®(ap + fy) = a®(p) + LP(Y), P(ey) =
®(¢)®(1))). Der Beweis wird als niitzliche Ubung dem Leser iiberlassen.
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Da den Automorphismen auf X die invertierbaren n x n-Matrizen entsprechen, erhilt
man aus Satz 7.7 sofort: Die invertierbaren n x n-Matrizen iiber K bilden bzgl. der Matrixmul-
tiplikation eine Gruppe. Der Beziehung (o)1 = ¢~ 1p~! fiir Automorphismen entspricht

(AB)"'=pB7tA™!
fiir invertierbare Matrizen A, B € M, ,(K). Ferner gilt:

FEine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn rang A = n gilt.

Beweis. A und A~! sind Abbildungen ¢4 bzw. ¢ 4—1 von K* — K" zugeordnet. Die Bezie-
hung A=A = E = AA~! ist dquivalent zu p-104 = € = @ -104, d.h. 4 ist bijektiv (mit
(pa)~' = p4-1). Dies ist wiederum dquivalent zu rang A = rang 4 =n. 0O

Eine n x n-Matrix heifit reguldr, wenn sie invertierbar ist, sonst singuldr. Aus Satz 7.8
folgt:

Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn eine n X n-Matriz X mit
AX =E (7.5)
existiert. Ist dies der Fall, so ist X = A™!,

Die Gleichung (7.5) ist der Ausgangspunkt fiir einen effektiven Algorithmus zur Berech-
nung von A~!. Es seien xj, j =1,...,n, die Spalten der gesuchten Matrix X. Dann ist (7.5)
dquivalent mit

Azj=e;, j=1,...,n, (7.6)

wobei e; die j-te Spalte von E bezeichnet. Wir haben somit n lineare Gleichungssysteme
mit derselben Koeffizientenmatrix zu losen. Da diese Systeme genau dann alle 16sbar sind,
wenn A invertierbar ist, d.h. rang A = n gilt, fiihrt der Staffelalgorithmus die Matrix A in
die Matrix F iiber. Fiithren wir daher den Staffelalgorithmus fiir die Matrix (A4, e;) durch, so
erhalten wir (E,z;), j = 1,...,n. Damit erhalten wir folgendes Resultat:

Die Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn der Staffelalgorithmus die Matrix
(A, E) in eine Matriz (E, X) tberfihrt. X ist dann die inverse Matriz zu A.

Abschlielend seien noch einige Besonderheiten im Zusammenhang mit der Matrixmul-

tiplikation erwéhnt:

1. In My, ,(K) (und damit auch in L(X, X)) gibt es fiir n > 2 Nullteiler, d.h. es gibt Matrizen
A #0, B#0mit AB = 0. Ein Beispiel ist etwa

) ()

Ist AB=0und A # 0, B # 0, so miissen A und B singulér sein. Denn wiire etwa A regulér,
so hitte man 0 = A~} (AB) = B. Ist AB = 0 und A (bzw. B) regulir, so folgt B = 0 (bzw.
A=0).

2. In M, ,(K), n > 2, gibt es nilpotente Elemente. Eine Matrix A heiit nilpotent von der
Ordnung k wenn A7 #0,j=0,...,k — 1, und A¥ = 0 gilt. Die Matrix

o 1 0 ... 0
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ist beispielsweise nilpotent von der Ordnung n.

3. In M, ,(K), n > 2, gibt es Matrizen A # E mit A2 = E. A heiBt dann involutorisch.
Gleichbedeutend ist A = A~!. Ein Beispiel ist

01
=)
4. Matrizen A, B in M, ,(K) mit AB = BA heiflen vertauschbar. Je zwei Diagonalmatrizen
A = diag (aq,...,an), B =diag(f1,. .., O,) sind vertauschbar, AB = diag (101, . .., anfn) =

BA. Hierbei bezeichnet diag(7y1,...,7,) die Matrix mit den Elementen ~,...,7, in der
Hauptdiagonalen und Nullen an allen anderen Stellen.
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Kapitel 8

Aquivalente und dhnliche
Matrizen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem folgenden Problem: Gegeben sei ¢ € L(X,Y),
X, Y endlich-dimensional, und geordnete Basen B, B* von X und Y. A sei die Matrix von ¢
bzgl. B, B*. B bzw. B* seien andere geordnete Basen von X bzw. Y und A sei die Matrix von
¢ bzgl. B, B*. Wie kann man den Ubergang von B zu B (bzw. B* zu [;’*) beschreiben und
wie kann man dann A aus A berechnen? Wir wollen zuniichst den Ubergang von einer Basis
zu einer anderen untersuchen. Sémtliche Vektorrdume in diesem Abschnitt werden endlich-
dimensional vorausgesetzt.

Definition 8.1. X sei ein Vektorraum iber K mit dimX = n, B = (a1,...,a,), B =

(a1,...,an) seien geordnete Basen von X und S eine n x n-Matriz dber K.
S heifit genau dann dem Paar (B,B) zugeordnet, S = Tr(B,B), wenn die j-te Spalte
von S der Koordinatenvektor von a; beziiglich B ist, j =1,...,n.

Satz 8.2. X sei ein Vektorraum diber K, dim X = n.

a) Die einem Paar (B, B) von geordneten Basen von X zugeordnete Matriz Tr(B, B) ist stets
requldr.

b) Es gilt genau dann S = TT(B,B), wenn gilt: Fiir jeden Vektor x € X gilt £ = SE, wobei &
bzw. fN der Koordinatenvektor von x bzgl. B bzw. B ist.

c) Aus S = Tr(B,B) folgt S~* = Tr(B,B).

d) Gilt S =Tr(B,B) und T = Tr(B,B), so gilt ST = Tr(B,B).

e) Zu jeder geordneten Basis B von X und jeder requldren n x n-Matrixz S iber K ezistiert
genau eine geordnete Basis B von X derart, dass S = Tr(B, B)

Beweis. a) Die Spalten von S sind als Koordinatenvektoren der linear unabhéngigen Vekto-
ren ap,...,a, (bzgl. B) ebenfalls linear unabhéngig (Satz 4.64). Daher ist rang S = n.

b) Es sei zuniichst S = Tr(B, B). Wegen Definition 8.1 gilt (S = (0;;))
aj; = o1ja1 + -+ opjan, j=1,...,n.
Daher gilt fiir beliebige z € X:
x=&ar+ -+ &nin
=&(o11a1 + -+ op1an) + -+ &u(01nar + -+ + Opnan)

= (Ullgl +--+ O'lnén)al + -+ (O'n1§1 R O'nngn)an-

127



128 Kapitel 8. Aquivalente und ihnliche Matrizen

Da andererseits x = {1a1 + - - - + &pay, gilt, folgt (Satz 4.43, d))

gj:Ujlgl+"'+Jjngna j:17"'7n7

d.h. £ = SE. i
Es sei nun ¢ = S¢ fiir jedes x € X. Setzen wir x = a;, so ist
0
~ 0
£E= 11| —j-te Stelle
0
0
und
§=58=1| 11,
Unj

d.h. in der j-ten Spalte von S steht der Koordinatenvektor von a; bzgl. B. Es gilt somit
S =Tr(B,B).

¢) Es sei S = Tr(B,B). Wegen b) bedeutet dies { = S¢ fiir jedes z € X (£ bzw. ¢ der
Koordinatenvektor von z bzgl. B bzw. B). Da S regulir ist, folgt £ = S™1¢ fiir jedes 2 € X.
Wegen b) gilt S~ = Tr(B, B).

d) Fi'ir x € X seien & ,EN und é die Koordinatenvektoren bzgl. B, B bzw. B. Dann gilt £ = Sg
und £ = T¢, d.h. £ = STE. Nach b) ist ST = Tr(B,B).

e) Die Basis B = (a1, ..., dy,) ist durch

&jzalja1+~-+anjan, jzl,...,n,

gegeben. 0

Wir kénnen uns jetzt dem zu Beginn dieses Abschnittes gestellten Problem zuwenden:
Satz 8.3. Es sei dim X = n und dimY = r. B,B bzw. B, B* seien geordnete Basen von
X bzw. Y und es gelte S = Tr(B,B) bzw. T = Tr(B*,B*). Fir eine lineare Abbildung
e L(X,Y) sei A= M(p;B,B*) und A= M(p;B,B*). Dann gilt

A=T7148.
Beweis. Fiir x € X sei £ bzw. £ der Koordinatenvektor von x bzgl. B bzw. B und n bzw. 7
der Koordinatenvektor von ¢(z) bzgl. B* bzw. B*. Wegen Satz 8.2 gilt
£=5¢ und n=Ti.

Fiir die Matrizen A und A gilt (Satz 5.18):

n=A¢ und ﬁzflg fir alle x € X.
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Daraus folgt ~
f7=T"tAS¢ fiir alle z € X.

Daher mufs A = T~1AS gelten (Korollar zu Satz 5.18). [

Fiir Endomorphismen gilt analog

Satz 8~.4. Es sei dim X = n und B bzw. B seien ~gem“dnete ~Basen von X. Ferner sei S =
Tr(B,B). Fir o € L(X,X) sei A= M(p;B) und A= M(p;B). Dann gilt

A=S8"148.

Beweis. Die Aussage des Satzes folgt sofort aus Satz 8.3, wenn man B = B*, B = B
beachtet, woraus T'= S folgt. O

*

Der in den Sétzen 8.3 und 8.4 angegebene Zusammenhang zwischen den Matrizen A
und A fithrt zu folgender Definition:

Definition 8.5. a) A, A seien Matrizen aus M, (K). A und A heifien genau dann dquiva-
lent, wenn es regulire Matrizen R € M, (K), S € M, ,(K) gibt mit

A = RAS.

b) A, A seien Matrizen aus My, ,(K). A und A heifien genau dann dhnlich, wenn es eine
requldre Matriz S € M, ,(K) gibt mit

A=S8"148.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass d&hnliche Matrizen auch dquivalent sind.

Satz 8.6. a) Die Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf M., (K).
b) Die Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf M, ,(K).

Beweis. Es sei A € M, ,(K). Dann gilt A = RAS mit R = E, (= r x r-Einheitsmatrix)
und S = E,, (= n x n-Einheitsmatrix). Damit ist die Reflexivitéit gezeigt. Aus A = RAS mit
reguldren Matrizen R, S folgt A = R™1AS~1, d.h. die Aquivalenz ist symmetrisch. Schlielich
folgt aus A; = R1AST und As = RyA1S mit reguldren Matrizen R;, S;, ¢ = 1,2, auch
Ag = RoR1AS152, d.h. Ay und A sind dquivalent (RaR; und S1.S2 sind reguldr). Damit ist
auch die Transitivitit nachgewiesen. Véllig analog verliduft der Beweis fiir die Ahnlichkeit.
O

Durch die Aquivalenz bzw. Ahnlichkeit wird eine Klasseneinteilung von M, ,,(K) bzw.
M, »,(K) gegeben (siehe Kapitel 1). Es ist nun wiinschenswert, die Aquivalenzklassen genau

zu charakterisieren und fiir jede Aquivalenzklasse einen moglichst einfachen Reprisentanten
anzugeben. Fiir die Aquivalenz von Matrizen kénnen wir dies mit den uns zur Verfiigung
stehenden Mitteln ohne Schwierigkeiten durchfithren. Der Fall der Ahnlichkeit von Matrizen
bereitet weitaus groflere Schwierigkeiten und kann vorderhand noch nicht erledigt werden.

Satz 8.7. a) A und B aus M, ,,(K) sind genau dann dquivalent, wenn

rang A = rang B
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gilt.

b) Es sei A € M, ,(K) mit rang A = k > 0. Dann ist A dquivalent zu I, € M, ,(K) (siehe
(5.4) im Beweis zu Hilfssatz 5.25). Im Fall rang A = 0 ist A = 0 und die Aquivalenz-
klasse von A enthdlt nur die Nullmatriz. Ein wvollstindiges Reprisentantensystem fiir die
Aquivalenz von Matrizen auf M, ,(K) ist somit durch die Nullmatriz und die Matrizen I,
k=1,...,min(r,n), gegeben.

Beweis. Wir beweisen b) zuerst. Die Aussage fiir £ = 0 ist klar. Es sei daher & > 0. Dann
148t sich A durch elementare Umformungen in die Matrix [ iiberfiithren (siehe den Beweis
zu Hilfssatz 5.25). Fafit man A als Matrix der linearen Abbildung ¢4 € L(K",K") auf (siehe
Abschnitt 7.2), so entsprechen den elementaren Umformungen in den Zeilen bzw. Spalten von
A elementare Umformungen der Basen von K" bzw. K™ (siehe Satz 5.22). Die Matrix I, ist
daher die Matrix von ¢4 beziiglich anderer geordneter Basen von K™ und K”". Nach Satz 8.3
sind A und I} dquivalent. Damit ist b) bewiesen.

Es sei nun rang A = rang B = k. Der Fall k£ = 0 ist wegen A = B = 0 trivial. Fiir £ > 0
sind nach b) A und B #dquivalent zu I und daher auch #quivalent zueinander. Sind ande-
rerseits die Matrizen A, B € M, ,,(K) dquivalent, so gilt B = RAS mit reguldren Matrizen
R € M,,(K) und S € M, »(K). Aus der Sylvester’schen Ungleichung (siehe Satz 7.4 bzw.
(7.4)) folgt unter Beachtung von rang .S = n und min(rang A, rang S) = rang A

rang AS = rang A
und wegen rang R = r und min(rang AS,rang R) = rang AS auch

rang RAS = rang AS = rang A.

Da ahnliche Matrizen immer auch dquivalent sind, gilt: Sind A und B aus M, ,,(K)
ghnlich so ist rang A = rang B. Dass andererseits dquivalente n x n-Matrizen nicht &hnlich
sein miissen, zeigt das folgende Beispiel:

11 10
A=y 1), m=r=(5 )

Es ist rang A = rang B = 2. A und B sind somit dquivalent. Wire A = S~'BS mit einer
reguldren 2 x 2-Matrix S, so hitte man wegen B = F auch A = E.

Sind A, B € M, ,(K) dquivalent, so gilt B = RAS mit reguldren Matrizen R, S. Wir wol-
len noch angeben, wie diese Matrizen berechnet werden kénnen. Zunéchst reicht es, regulére
Matrizen R;, S; zu berechnen mit (k = rang A = rang B)

I, = R1AS:, I = RyBSs.

Dann ist B = Ry 'R1AS1S;1, dh. R=Ry;'R; und S = 5155

Es sei also A € M, ,,(K) gegeben. Wir haben gesehen (siche Beweis zu Hilfssatz 5.25),
dass A durch elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen in die Matrix [ iibergefiihrt
werden kann. Diese elementaren Umformungen kénnen wir durch Multiplikation von links
bzw. von rechts mit geeigneten Matrizen darstellen. Wir definieren die folgenden n x n-
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Matrizen:
1
\ 0
1
0 0 1
1 0
En(za]) = \ ’ L7 = 17 y 1
0 1
1 0 0
1
0 \
1
1
\\ 0
1 0—0 X
0
En()\)l7]): ‘ ) AEK? i7j:]-7"'7n7i7éj7
0
0 1
1
1
\ 0
1
E,(\ i) = A , AeK, A#£0,i=1,...,n.
1
0 \
1

In der Matrix E, (7, j) befinden sich die nicht in der Hauptdiagonalen stehenden Einsen in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte bzw. in der j-ten Zeile und i-ten Spalte, bei der Matrix E,, (X, 1, j)
steht A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte und in E, (), 7) steht A an der i-ten Stelle in der
Hauptdiagonalen. Die Matrizen E,,(i,j), En(A,4,j) und E, (A, i), heifen Elementarmatri-
zen.

Satz 8.8. a) Es gilt:
En(i, )" = Eu(i,§), 4,j=1...,n,
n

E,(\i,)) ' =E,(=\i,5), MNeK, i, j=1,...,n, i#j,
E,(\i) T =E,(1/X\4), MNeK A#0,i=1,...,n.

b) A € M, ,(K) sei gegeben. Das Ergebnis einer Multiplikation von A mit einer Elementar-
matriz von links bzw. von rechts ist der folgenden Tabelle zu entnehmen:
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Die Matriz A’ = entsteht aus A durch
E.(i,5)A Vertauschung der i-ten und j-
ten Zeile
AE,(i,7) Vertauschung der i-ten und j-
ten Spalte

E.(\i,j)A Addition des \-fachen der j-

ten Zeile zur i-ten Zeile

AE, (N i,7) Addition des A-fachen der i-
ten Spalte zur j-ten Spalte

E.(\i)A Multiplikation der i-ten Zeile
mit A

AE, (X, 1) Multiplikation der i-ten Spalte
mit A.

Beweis. Man verifiziert die Behauptungen durch einfaches Ausrechnen. O

In Analogie zu Definition 5.21 nennen wir die Vertauschung von zwei Zeilen oder Spal-
ten einer Matrix eine elementare Zeilenumformung oder Spaltenumformung des Typs (I), die
Addition eines Vielfachen einer Zeile bzw. Spalte zu einer anderen Zeile bzw. Spalte eine
elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformung des Typs (II) und schlie§s lich die Multiplikation
einer Zeile bzw. einer Spalte mit einem Faktor A € K eine elementare Zeilen- bzw. Spalte-
numformung des Typs (III).

Auf Grund von Satz 8.8 ist es einfach, die einzelnen Schritte bei der Umformung von
A in I}, durch Multiplikation von links bzw. von rechts mit Elementarmatrizen darzustellen.
Man erhilt somit die Matrizen R;, S; als Produkte von Elementarmatrizen.

Eine niitzliche Folgerung aus Satz 8.7, b), ist:

Korollar 8.9. Jede regulire n x n-Matriz ist als Produkt endlich vieler Elementarmatrizen
darstellbar.

Beweis. Es sei A € M, »,(K) mit rang A = n gegeben. Nach Satz 8.7, b), ist A zur Matrix
I, = E #dquivalent. Im Beweis zu Hilfssatz 5.25 wurde gezeigt, dass A durch elementare Zeilen-
und Spaltenumformungen auf die Gestalt I,, transformiert werden kann. Da rang A = n ist,
leistet dies der Staffelalgorithmus. Dieser benutzt nur elementare Zeilenumformungen, die
geméB Satz 8.8, b), durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen dargestellt werden
konnen. Es gilt daher fiir Elementarmatrizen Ey, ..., E,,

En- EiA=E

woraus A = E7!--- E;-1 folgt. Nach Satz 8.8, a), ist die inverse Matrix einer Elementarmatrix

wieder eine Elementarmatrix. Damit ist der Satz bewiesen. 0O
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Determinanten

9.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Fiir eine Reihe von Problemstellungen in der linearen Algebra spielen spezielle skalarwertige
Funktionen der Zeilen (oder Spalten) von n x n-Matrizen eine wichtige Rolle. Fiir eine Matrix
A € M, ,,(K) bezeichnen wir die Zeilen mit ay, ..., a, und schreiben

ai
A=

Gnp,
Die folgende Definition geht auf Weierstrass3! zuriick:

Definition 9.1. Eine Abbildung det : M, ,(K) — K heifst Determinante auf M, ,(K)
genau dann, wenn die folgenden FEigenschaften erfillt sind:

(D1) det ist linear in den Zeilen, d.h. fiir beliebige i € {1,...,n} und alle o, B € K gilt3?
det | aa; + 0b; | = adet | a; | + Bdet | b;

(D2) Ist a; = aj fir zwei Indizes i # j, so gilt
det A = 0.

(D3) Fiir die Einheitsmatriz E gilt
det £/ = 1.

In dem folgenden Satz werden die wichtigsten Eigenschaften der Determinante zusam-
mengefasst:

Satz 9.2. Es sei det eine Determinante auf M, ,(K). Dann gilt:

31'Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm, 31. 10. 1815 (Ostenfelde) — 19. 2. 1897 (Berlin), sein Hauptwerk befasst sich mit der
logisch korrekten Fundierung der Analysis und dem Aufbau der Funktionentheorie auf Basis der Potenzreihenentwicklungen,
(en.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass).

32Die Punkte ,, - “ in der folgenden Formel bedeuten, dass in den vorkommenden Matrizen die von der i-ten Zeile verschiedenen
Zeilen jeweils gleich sind.
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(i) det(AA) = A" det A fiir alle \ € K.
(ii) Ist B = E,(\,i)A mit \ e K und i € {1,...,n}, so gilt

det B = \det A.

(iii) Ist a; =0 fir eini € {1,...,n}, so gilt det A = 0.
(iv) Ist B=En(i,j)A miti,j € {1,...,n} und i # j, so gilt

det B = — det A.

(v) Ist B=E,(\i,5)A mit \€ K, i,5 € {1,...,n} und i # j, so gilt

det B = det A.
(vi) Es sei
Al * *
A 0
0 0 A
Dann gilt det A= A1 - ... Ay,

(vil) Es sein>2, n=ny+mng mitny > 1, ng >1 und

A C ,
A= <01 A2> mit Ay € My, ny (K), As € My, (K).

Dann gilt
det A = det A; det As.

(viii) det A =0 <= rangA <n.

(ix) Fir A, B € M, ,(K) gilt: det AB = det Adet B.

1
Ist A reguli lt: det A~ = ——.
st A reguldr, so gilt: de ot A
Beweis. 1. Wegen (D1) gilt
ai
aay ay
aa9
det(ad) =det [ : =adet | . =-..=a"det| : | =a"det A
aan, aa, an,

2. Die Matrix B entsteht aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A. Das Ergebnis folgt
sofort aus (D1).

3. Dies folgt sofort aus (ii) mit A = 0.

4. B entsteht aus A durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile. In den folgenden
Matrizen sind jeweils die k-ten Zeilen mit k& # ¢ und k # j gleich. Es gilt unter Benutzung
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von D(2):
aj 073 473 473 aj (Lj
det | : | +det| : | =det| : [ +det| : | +det | : [ +det| :
a; aj 473 aj 473 a]’
a; a; a; + a;
= det : + det : = det : =0.
a; + a; a; + a; a; + a;

Hieraus folgt

det B=det| : | =—det| : | = —detA.

473 a;

5. B entsteht aus A durch Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile. Wegen (D1)
gilt .

det B = det A+ Adet A,
wobei die i-te Zeile von A durch a; gegeben ist, wihrend alle iibrigen Zeilen von A mit jenen
von A {ibereinstimmen. In A sind somit die i-te und die j-te Zeile gleich. Aus (D2) folgt daher
det A = 0 und somit det B = det A.

6. Ist eines der Elemente \; null, so existiert ein Index ip € {1,...,n} mit \;; =0 und A\; # 0

fir i =ig+1,...,n. Im Falle ig = n ist die n-te Zeile der Matrix eine Nullzeile. Wegen 3. ist
daher die Determinante der Matrix null. Ist 49 > n, so kénnen durch Addition entsprechender
Vielfacher der n-ten Zeile zu den Zeilen 1,...,n — 1 die Elemente o;,, ¢ = 1,...,n — 1
annulliert werden. Im néchsten Schritt annulliert man die Elemente o;,,—1, ¢ =1,...,n — 2
durch Addition entsprechender Vielfacher der ¢ — 1-sten Zeile zu den Zeilen aq,...,a,_o.
Auf diese Weise fortfahrend annulliert man die Elemente o;; mit ¢ = i9 + 1,...,n und
j=1,...,14 1 durch Zeilenoperationen, die gemé8 (v) die Determinante unveréndert lassen.
Die ig-te Zeile der erhaltenen Matrix ist eine Nullzeile. Daher gilt det A=0= A1 -...- A,.

Gilt \; # 0,4 =1,...,n, so kann durch Addition geeigneter Vielfacher der Zeilen von
A (beginnend mit der n-ten Zeile) die Matrix A zur Diagonalmatrix B = diag(A1,...,\y)
umgeformt werden. Wegen (v) gilt det A = det B. Wiederholte Anwendung von (ii) ergibt
det B=A1-...-\p.
7. Durch elementare Zeilenumformungen des Typs (I) und (II) in den Zeilen 1,...,n; wird
die Matrix A zu

)\1 * PR *
- (A C . = |o
A-(O A2> mit A = : | ‘ .
0 -+ 0 Ay

umgeformt. Ist hierbei k die Anzahl der elementaren Zeilenumformungen vom Typ (I), so gilt

det Ay = (=1)*det A} = (=AM
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Analog erhélt man aus A durch elementare Zeilenumformungen der Typen (I) und (II) (dar-
unter ¢ Umformungen des Typs (I)) in den Zeilen ny + 1,...,n die Matrix

Aoe1 K ek
= Al é . = 0
A = ~ A =
( 0 AQ) it A L%
0 0 A

Fiir die Matrix A, gilt
det Ay = (—1)"det Ay = (=1)Apy41 -+ M.

Insgesamt erhalten wir
det Al det A2 = (—1)k+£/\1 L /\n~
Andererseits wird die Matrix A durch die verwendeten elementaren Umformungen des Typs

(I) und (II) (darunter k + ¢ Umformungen des Typs (I)) auf die Matrix A transformiert. Aus
(iv) und (vi) folgt

det A = (—1)k+£ det/:l = (—1)k+£>\1 co Ay = det A7 det As.

8. Durch elementare Zeilenumformungen des Typs (I) und (II) kann die Matrix A zu

Aok e %
i=|0
0 0 M\,

umgeformt werden. Wegen (iv) und (v) gilt
det A=tdet A=\ ... A,

Es ist rang A = n genau dann, wenn A\; # 0, ¢ = 1,...,n, d.h. es gilt rang A = n genau dann,
wenn det A # 0.

9. Fall 1: det A = 0.
In diesem Fall gilt (wegen (viii)) rang A < n. Die Sylvestersche Ungleichung (7.4) impliziert

rang AB < min(rang A, rang B) <n.

Somit gilt wegen (viii) auch det AB = 0.
Fall 2: det A # 0.
Da rang A = n ist, folgt aus Korollar 8.9, dass A Produkt endlich vieler Elementarmatrizen
ist:
A=FE1-...- Ep.

Es sei E eine n x n-Elementarmatrix und C € M,, ,,(K).

a) E = E,(i,). In diesem Fall gilt det E = —1 (E entsteht aus der Einheitsmatrix E durch

Vertauschung der i-ten und der j-ten Zeile) und EC entsteht aus C' durch Vertauschung der
i-ten mit der j-ten Zeile (Satz 8.8, b)). Es gilt somit

det EC' = — det C' = det E det C.
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b) E = E,(\,i, 7). In diesem Fall gilt det E = 1 und EC' entsteht aus C' durch Addition des
M-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile. Es gilt somit

det EC = det C = det E det C.

¢) E = E,(\ ). Es gilt det E = \. EC entsteht aus C' durch Multiplikation der i-ten Zeile
mit A. Somit gilt . B
det EC = Adet C' = det E det C.

Damit ist gezeigt,dass die zu beweisende Aussage gilt, falls der erste Faktor eine Elementar-
matrix ist. Damit erhalten wir:

det AB = det(Ey - ... E,B) = det Ey det(Es - ... EpB)

=det By det Exdet(Es ... - E,B)=---=det Ey - ... det E,, det B

=detEy - ... -det Ep_odet(Ey,—1E,,)det B

=detFEy-...-det B,_3 det(EmngmflEm) detB=---= det(E1 S Em) det B
= det Adet B.

Ist die Matrix A regulir, so folgt aus AA~! = E sofort
det Adet A= =det AA™! =det E = 1.

Ist die Charakteristik des Korpers K ungleich 2, so folgt aus der Aussage (iv) von
Satz 9.2 die Eigenschaft (D2).

Bewets. Es seien die i-te und die j-te Zeile, i # j, der Matrix A € M, ,(K) gleich. Vertauscht
man diese zwei Zeilen, so éndert sich die Matrix nicht. Wegen (iv) gilt jedoch

det A = —det A,

d.h. 0 =det A+ det A = (1+ 1) det A. Da die Charakteristik des Korpers ungleich 2 ist, gilt
141 # 0. Es muss daher det A = 0 sein. O

Alle Aussagen iiber Determinanten und Zeilen einer Matrix gelten in analoger Form auch
flir Determinanten und die Spalten einer Matrix. Dies folgt unmittelbar aus den folgenden
Aussagen.

Definition 9.3. Es sei A = (o) € M, »(K) gegeben. Die Matriz B = (B;5) mit Bi; = o,
i=1,...,n,j=1,...,r, heifit die zu A transponierte Matriz, B = AT.

AT entsteht aus A durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Die i-te Zeile bzw. Spalte
von AT ist die i-te Spalte bzw. Zeile von A.

Satz 9.4. Es sei A € M, ,,(K) gegeben. Dann gilt:

det A =det AT,

Beweis. a) Es sei rang A < n. Dies ist gleichbedeutend mit rang AT < n. Wegen Satz 9.2,
(viii), ist daher det A = 0 Aquivalent zu det AT = 0.

b) Es sei rang A = n. Dann ist auch rang AT = n. Gemifl Korollar 8.9 ist A Produkt endlich
vieler Elementarmatrizen,

A=E,-...-E,.
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Fiir AT gilt AT = E,,7-...- E;T und wegen Satz 9.2, (ix),
det AT =det E1T-...-detE,, . (9.1)
Aus der speziellen Gestalt der Elementarmatrizen (siehe Seite 131) folgt sofort
En(i,)" = En(i),  Ea(\i )" = En(A5i), - En(X0)7 = Ea(,0)

und det B, (i,5) " = det B, (i,7) = —1, det Ep(\,i,5)T = det B, (X, j,i) = 1, det E,(\,4)T =
det E,, (), i) = \. Somit gilt det ET = det E fiir jede Elementarmatrix £. Aus (9.1) folgt daher

det AT =det Ey - ... det E,,, = det A.

Das folgende Resultat zeigt, dass es hochstens eine Determinante auf M, ,,(K) mit den
Eigenschaften (D1) — (D3) geben kann.

Satz 9.5. Es seien det und Det Abbildungen M, ,(K) — K, die beide die Figenschaften (D1)
— (D3) besitzen. Dann gilt

det A=Det A fiir alle A € M, ,,(K).

Beweis. Satz 9.2 gilt sowohl fiir det als auch fiir Det. Daher stimmen die zwei Determinanten
fiir Elementarmatrizen tiberein. Hieraus folgt wiederum (Korollar 8.9), dass det A = Det A fiir
reguldre Matrizen A gilt. Ist A nicht regulér, so mufl wegen Satz 9.2, (viii), det A = Det A =0
gelten. Damit ist det = Det gezeigt. 0O

Um zu zeigen, dass tatséchlich eine Determinante existiert, miissen wir einige Vorberei-

tungen treffen.
Es sei die Matrix A = (a; )i j=1,..n gegeben. Wir definieren die Zeilenvektoren

a; = (a1 ain),
e;=(0---010---0) (“1” an der i-ten Stelle).

Wegen (D1) gilt

e
€iy el,l
n a2 n n 12
det A = E aj 5, det = g g ai i, ag,, det [ 43
i1=1 : i1=1 ia=1 :
Q@ Qo
n 2711 o
€i1
n n
€iy
— ... = g E . E a17i1a27i2 N anﬂ;n det
i1=1 ip=1 in=1
ipFi1 in@{i1,yin—1} €y
Fiir die in der Summe aufscheinenden n-Tupel (i1, .. ., i,) sind die Zahlen 41, ..., i, paarweise

verschieden und es kommen sémtliche n-Tupel dieser Form vor. Fiir ein bestimmtes n-Tupel
(i1,...,1,) wird durch
W(k):ik, k:zl,...,n,
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eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,n} — {1,...,n} definiert. Es bezeichne S, die Menge
aller bijektiven Abbildungen {1,...,n} — {1,...,n}. Dann kénnen wir die Summe von oben
wie folgt schreiben:

€r(1)
En(2)
det A = Z a1,7(1)02,7(2) * " * Onr(n) det : . (9.2)
TI'GSn '
€r(n)

9.2 Permutationen
Definition 9.6. Es sei M = {1,...,n}. FEine bijektive Abbildung m : M — M heifst eine

Permutation. Wir schreiben
. 1 2 .. n
T=\r(1) ®©2) ... =(n))"

Der Name Permutation wird durch folgenden Sachverhalt erklirt: Das n-Tupel der Bil-
delemente (7w(1),...,7(n)) entsteht aus (1,...,n) durch Umordnen der Elemente 1,...,n.

Satz 9.7. Die Menge S,, aller Permutationen von M = {1,...,n} ist eine Gruppe (mit
der Komposition von Abbildungen als algebraische Operation). S,, heifft die symmetrische
Gruppe und enthdilt n! Elemente.

Beweis. Da Permutationen spezielle Abbildungen sind, folgt die Assoziativitét der algebrai-
schen Verkniipfung von Satz 1.22, a). Einselement ist die identische Abbildung, € = idy;.
Das inverse Element zu 7 ist die Umkehrabbildung 7—!. Da einer Permutation eindeutig eine
bestimmte Anordnung der n Elemente 1,...,n entspricht, ist die Anzahl der verschiedenen
Permutationen n!. 0O

Definition 9.8. 7 € S, heifit ein Zyklus der Ordnung k, k < n, wenn es k Elemente
i1,...,% aus M gibt mit

T(im) = tms1, m=1,...,k—1, w(ig) =i und
(i) =1 firi & {i1,... i}
Wir schreiben m = (i1,...,ix). Fin Zyklus der Ordnung 2 heifit eine Transposition.

Die identische Abbildung kénnen wir als Zyklus der Ordnung 1 auffassen. Ist 7 € S, ein
Zyklus der Ordnung k, so gilt 7% = €.33 (Beweis: Es sei 7 = (iy,...,i}). Fir i € {i1,... i}
gilt 7F (i) = i.)

Satz 9.9. a) Jedes m € S, lifit sich als Produkt elementefremder Zyklen schreiben. Die
Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Zyklen eindeutig.

b) Jedes m € Sy, n > 2, lafit sich als Produkt von Transpositionen schreiben.

Beweis. a) Es ist klar, dass elementefremde Zyklen vertauschbar sind. Es sei nun 7 € S,
gegeben. Ist m = €, so ist nichts zu beweisen. Es sei daher 7 # €. i1 sei das kleinste Element
in {1,...,n} mit m(i;) # 41. In der Folge

i1, m(iy), w2 (i), w3 (i1), . . .

337k ist durch w° = ¢, 7 = 7r(7rk_1), k=1,2,..., definiert.
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konnen nicht alle Zahlen verschieden sein. Es existieren daher 0 < j < m mit (i) =
7™(i1) = @ (7™ (i1)). Da 7/ injektiv ist, gilt 4, = 7 (i1). Wir kénnen daher

ki :=min{m € N | i = 7" (i)}

definieren. Wegen (i1) # i1 gilt k1 > 2. Die Zahlen 4y,..., 7"~ 1(i;) sind paarweise ver-
schieden. Ware 77 (i) = 7™ (iy) fiir j,m mit 0 < j < m < ky — 1, so wiirde wie oben
i1 = w77 (i1) folgen in Widerspruch zur Definition von k; (man beachte 1 <m —j < k; —1).
Die Permutation
T = (ila 7T(7:1), ey 7Tk1_1)

ist somit ein Zyklus der Linge k;.

Fiir die Menge M; := {1,...,n} \ {i1,..., 7" 1(i1)} sind zwei Fille zu unterscheiden:
Fall 1: w(i) = i fiir alle i € M;.
In diesem Fall ist m = 7.
Fall 2: Es gibt mindestens ein ¢ € M; mit 7 (i) # 1.
Wir setzen i := min{i € M | w(i) # ¢}. Analog wie oben kénnen wir

ko :=min{m € N | iy = 7" (i2)}
definieren. Die Zahlen iy, ..., 7%~ 1(iy) sind paarweise verschieden und

T = (ig, PN ,7Tk2_1(i2))

ist ein Zyklus der Lange ko. Es gilt dariiberhinaus

{ir, ., a7 Ha) 0 {ag, ., 727 (i) ) = 0.

Wire der Durchschnitt nicht-leer, so hétte man 7" (i1) = 7P(i2) mit Zahlen 0 < m < k; — 1,
0 < p < ky—1. Daraus wiirde i; = 7P~ (i2) oder iy = 7™ P(i;) folgen (je nachdem p—m >0
oder m —p > 0). Aus iy = 7~ (ia) folgt aber auch 7*k2=Ptm(j;) = ghe—ptmzpp=m(j,) =
72 (iy) = iz, d.h. es wiirde in beiden Fillen iy € {i1,..., 7" 71(i1)} gelten in Widerspruch
zur Wahl von 5.

Fiir den néchsten Schritt definieren wir

M2 = {1, e ,n} \ {il, e ,ﬂ'kl_l(il),’iQ, e ,7Tk2_1(i2)}.

Man hat wieder analog wie oben zwei Fille zu unterscheiden. In endlich vielen Schritten
erhalten wir eine Darstellung von 7 der verlangten Art.

b) Es geniigt Zyklen als Produkt von Transpositionen zu schreiben. Es sei 7 = (i1, ..., 1),
k > 1. Dann gilt:

™ = (il,ig)(iQ,ig) Ceeet (Z'kfl,ik).
Fiir m = e gilt beispielsweise € = (12)(12). 0O

. . . 1 2 3 45 6 7
Beispiel 9.10. Es sei 7 = <3 456 1 7 2

8

8
7 als Kompositum elementefremder Zyklen ist durch 7 = (135)(2467)(8) = (135)(2467)
gegeben. Man beachte (8) = €. ¢

€ Ss gegeben. Die Darstellung von

Satz 9.11. Gilt fiir Transpositionen 7;, i =1,...,k, und 7j, j =1,...,m, in S,
7_1'---'7_k:7~—1'---'7~_m,

s0 sind k und m zugleich gerade oder ungerade, d.h. (—1)F = (=1)™.
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Beweis. Wir betrachten die Funktion

n

P(xl,... ,I‘n) = H (xz —xj).
i,j=1
i<j
Es sei nun eine Transposition 7 = (i,k), i < k, gegeben. Dann ist leicht einzusehen, dass
P(r1ys -5 Trn)) = P(@1, .00 T 1, Thy i1, -+ oy T 1, Tiy Thg 15 -+, Tn) = EP(T1,..0,20)
gilt. Um das genaue Vorzeichen zu bestimmen, miissen wir nur jene Faktoren betrachten,
in welchen z; oder zp vorkommen. Es sind dies die folgenden:

P(xy,...,2p) P(zr1ys -+ Tr(n))

a) Ty — Tjy...,Tiol — T a’) Ty — Tp, ..., Ti—] — Tk
b) 1 — Ty -5 Ti—1 — Tk b’) 1 — Ly oo -, Tj—1 — X4
C) Ty — Tiyl,...,Ti— Tp_1 C’) Ty —Tig1,..., T — Th—1
d) x;—xp d) xp—x;

€) Ty — Thil,...,Ti— Tp e') Tk — Tkt1,--., Tk — Tn
f) i1 — g, 21 — 2 ) w1 — @iy w1 — 1
g) Tk — Thyl,.. Tk — Tp g) W~ Tpyt,.. T — Tp

Die Faktoren der Gruppen a), b), e) und g) fiir P(z1,...,7,) kommen auch in P(z.(),...

-+ Zr(n)) vor und zwar in den Gruppen b’), a’), g’) und e’). Die Faktoren der Gruppen c),
d) und f) fiir P(x1,...,2,) erscheinen in P(z,(1), ..., Z;(,)) mit negativem Vorzeichen in den
Gruppen {’), d’) und ¢’). Die Anzahl der Vorzeichenwechsel ist daher gleich der Anzahl der
Faktoren in den Gruppen c), d) und f):

k—1—it4+14+k—1—1=2k—2i—1.

Im Fall £ = i + 1 fehlen in der Tabelle die Gruppen c), f) und ¢’), f’). Fiir den Vorzei-
chenwechsel sind nur die Gruppen d) und d’) mafigebend. Die Anzahl der Faktoren mit
unterschiedlichem Vorzeichen ist in diesem Fall 1.

Somit gilt in jedem Fall: P(z,(1),...,%r(n) = —P(21,...,2p). Ist nun 7 = 74 - ...
Ty =T1 ... Tm, so folgt durch wiederholte Anwendung des eben bewiesenen Resultates fiir
Transpositionen

P(Zr(1)s -+ Tr(n)) = (—1)kP(a:1, cosp) = (=) P(x1,. .., 2p)

Definition 9.12. Es sei m € S, gegeben. Das Signum von w ist definiert als
signm := (—1)*,

wobei m als Produkt von k Transpositionen dargestellt werden kann. Ist signm = 1, so heifst
7w eine gerade Permutation, sonst eine ungerade Permutation.

Satz 9.11 zeigt, dass sign 7 eindeutig definiert ist. Zyklen gerader Ordnung sind ungerade
Permutationen. Dies folgt aus der in Beweis zu Satz 9.9, b), angegebenen Darstellung von
Zyklen als Produkt von Transpositionen.

Die Menge A, der geraden Permutationen aus S, ist beziiglich der auf S, er-
kldrten Verknipfung (das ist die Bildung des Kompositums zweier Permutationen)
eine Gruppe, die alternierende Gruppe.
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Beweis. Es ist klar, dass das Kompositum zweier gerader Permutationen wieder eine gerade
Permutation ist. Ebenso ist fiir m € A, stets auch 7! € A,,. Aus diesen zwei Aussagen folgt
sofort, dass auch ¢ € A, gilt. Ebenso klar ist, dass das Assoziativgesetz fiir die Bildung des
Kompositums von geraden Permutationen gilt. O

Da jede Permutation entweder gerade oder ungerade ist gilt:

Sp= AU (Sa\ An) und A, N (Sn\ An) = 0. (9.3)

Wir werden spéter die folgenden Aussagen bendttigen:
Satz 9.13. a) T — 7! definiert eine bijektive Abbildung S,, — S,. Ferner gilt signm—1 =
signm fir alle w € S,,.

b) Es sei o € S, gegeben. m — om bzw. m — wo definiert eine bijektive Abbildung S, — Sp.
Ferner ist signmo = sign7 - signo.

c) Es sei 7 € S, eine Transposition und ® : S, — S,, die durch m — 77, © € S,, definierte
bijektive Abbildung. Dann ist ® |A eine bijektive Abbildung A, — Sp \ Aj.

Beweis. a) Fiir 7 € S, gilt 7 = (771)~!, d.h. die Abbildung ist surjektiv und damit auch
bijektiv.

b) Aus w0 = myo folgt unmittelbar m; = 7, d.h. die Abbildung ist injektiv und somit auch
bijektiv.

Die Aussagen iiber das Signum von 7! bzw. 7o sind trivial.

c) Fiir m € A,, ist sign ®(7) = sign7-signT = —1, d.h. es gilt ®(A,) C S, \A,,. Fiir m € S\ A,
ist 7 = 77 € A, und es gilt ®(7*) = %7 = w(77) = 7. Damit ist ®(A4,,) = S, \ A, gezeigt,
d.h. ® ist surjektiv. Injektivitdt von ® ist klar. @O

Mit Hilfe von Punkt c¢) des Satzes sieht man sofort, dass A,, n!/2 Elemente enthélt.

9.3 Existenz der Determinante

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es tatsichlich eine Determinante auf M, ,(K) gibt.
Ausgangspunkt ist die Darstellung (9.2), die fiir jede Determinante gelten muss. Die in (9.2)
aufscheinenden Matrizen

r(1)

eﬂ"
g _ | @

En(n)
entstehen aus der Einheitsmatrix F, indem man die Spalten der Einheitsmatrix der Per-
mutation 7 unterwirft, d.h. die erste Spalte von F wird zur 7(1)-sten Spalte von E, die
zweite Spalte von E zur m(2)-ten Spalte von E; etc. Ist 7 = 71 -+ 7, mit Transpositionen
71 = (i1,71), - - sTk = (ik, ji), so entsteht E; aus E, indem man zuerst in E die ix-te mit der
jr-ten Spalte vertauscht, dann in der erhaltenen Matrix die i;_1-te Spalte mit der jp_i-ten
Spalte etc. E entsteht somit aus E durch k-maliges Vertauschen von Spalten. Daher gilt

det B, = (—1)fdet E = (—1)* = sign .

Damit ist gezeigt, dass jede Determinante auf M, ,(K) durch die folgende Formel gegeben
sein muss (dies beweist ebenfalls die Eindeutigkeit der Determinante):

det A= (signm)arn(t) - Gnmgryy A= (0ig); ;1 o
TES,
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Es bleibt noch zu zeigen, dass durch diese Formel tatséchlich eine Determinante definiert
wird.

Satz 9.14 (Leibnitz*'-Formel). Es sei A = (a;;) € M, ,(K) vorgegeben. Durch

det A := Z (sign W)al,w(l) “Q n(2) - Oy (n)-
7'('6871

wird eine Determinante auf M, ,(K) definiert.

Bewets. Wir miissen die Eigenschaften (D1) — (D3) nachweisen.
a) Es sei a; = \b; 4+ pc;, wobei by = (81, - .., Bin) und ¢; = (i1, - - ., Yin). Dann gilt

det A=Y (signm)ay a1y (Mim() + Wim@) - Qi)

TESH
= A Z (Sign 7T)C)4177r(1) .t ﬁiﬂr(i) L Oénﬂr(n)
TESR
> (SiEn T a1y e Vi) - ()
TES

= Adet B+ pdet C,
wobei B die Zeilen ay,...,a;-1,b;,a;41,...,a, hat und C die Zeilen ay,...,a;—1,¢;,
Ajt1,---,an. Damit ist (D1) bewiesen.

b) Fiir zwei Indizes 4,5 € {1,...,n} mit i # j sei a; = a;, d.h. es ist
Ak = Oy L, k= 1, ey n. (9.4)

Wir setzen 7 = (i j). Dann definiert ®(7) = 77, m € S,,, eine bijektive Abbildung @ : S, — S,
(Satz 9.13, b)). Die Einschrankung @ | 4, ist eine bijektive Abbildung A,, — S,, \ A,. Daher
gilt

det A = Z al,?‘(‘(l) L ai,ﬂ'(i) Cat a],ﬂ(j) ot Oénm.(n)

TEAy,

- Z La(r(1) * - Qim(r (@) e Qg(r() e Ongm((n)
ﬂ'E.An

= Z alm(l) LE—— am(i) Ca. aj,ﬂ(j) et an,w(n)
TI'E.An

— Z al,ﬂ'(l) et ai,ﬂ'(j) L. aj,ﬂ(i) - Oén’ﬂ.(n).
TEAR

Beachtet man (9.4), so folgt det A = 0. Damit ist (D2) bewiesen.

c) Es gilt
det £ = Z (sign m)61 r(1y * -+ Opm(n)s
TES
wobei
5”:{1 if i = j,
I 0 ifi##j.

34Gottfried Wilhelm Leibnitz, 1. 7. 1646 (Leipzig) — 14. 11. 1716 (Hannover), Philosoph, Mathematiker, Phy-

siker Historiker, Diplomat, Doktor des weltlichen und des Kirchenrechtes, der Umjversalgelehrte seiner Zeit, Be-
griinder der Infinitesimalrechnung (unabhingig von Newton), die Symbole dy/dx und fdx gehen auf Leibitz zuriick,
(de.freepedia.org/Gottfried_Wilhelm_Leibnitz.html).
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Der einzige Summand # 0 ist jener mit ¢ = 7(4) fiir ¢ = 1,...,n, d.h. jener mit 7 = ¢. Daraus

folgt det £ = 1, d.h. (D3) ist erfiillt. 0O

Die Produkte ay (1)+- .. @y x(n), T € Sp, sind genau jene Produkte aus n Elementen der
Matrix A, in denen genau ein Element aus jeder Zeile und Spalte von A als Faktor vorkommt.

(07 (07
A= 11 12 ]
Qo1 (g2

Sy besteht aus zwei Permutationen: €, (1,2) mit signe = 1 und sign(1,2) = —1. Daher ist

Beispiel 9.15. n = 2.

det A = aq1a99 — a2091.

O

Beispiel 9.16. n = 3.
air 12 013
A= o ax ag|.
Q31 Q32 Q33
Die geraden Permutationen von Ss sind

e, (123), (132),

die ungeraden
(12), (13), (23).

Dabher ist

det A = aj1a2033 + 203031 + azani s
— (12002133 — (113220031 — (111 V23032,

Diese Formel ist auch unter dem Namen ,, Regel von Sarrus“3® bekannt. ¢

Da §,, aus n! Elementen besteht, wird die Berechnung von det A an Hand der Defini-
tion fiir grofle n sehr aufwendig. Effizientere Methoden zur Berechnung von Determinanten
basieren auf den Eigenschaften, die in Satz 9.2 aufgelistet sind. Die Aussagen (iv), (v) und
(vi) aus Satz 9.2 ergeben den folgenden Algorithmus zur Berechnung von det A:

Dreiecksalgorithmus. Durch Vertauschung von Zeilen der Matrix A bzw. Addition von
Vielfachen einer Zeile zu anderen Zeilen transformiere man A auf eine obere Dreiecksmatrix
A’ mit den Elementen f31, ..., 3, in der Hauptdiagonalen. Dann ist

det A = (—1)kﬂ1 et Bny

wobei k die Anzahl der Zeilenvertauschungen ist, die vorgenommen wurden. 3
,Unterdeterminanten einer Matrix spielen in einer Reihe von theoretischen Uberlegun-
gen eine wichtige Rolle:

Definition 9.17. Es sei A = (oy5) € M, »n(K) und 1 < s < min(r,n) gegeben.

Ay 51 - iy g

. . 1
11yee09s . .
A ° = det : : 1

i< <ig <
J1se-e3]s < .

jl '<j8§n7

ININA

ais7j1 trt aiajs

35Sarrus, Pierre Frédéric, 10. 3. 1798 (Saint-Affriques) — 20. 11. 1861 (ebenda), wichtige Beitriige zur Variationsrechnung
(de.wikipedia.org/wiki/Pierre_Frederic_Sarrus).
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heifst ein Minor s-ter Ordnung von A. Ein Minor s-ter Ordnung mit i1 = j1,...,9s = Js
heifit Hauptminor von A.

Satz 9.18. Es sei A € M, ,,(K) gegeben. Es ist genau dann rang A =k, 1 < k < min(r,n),
wenn gilt:

(i) Es gibt einen von von Null verschiedenen Minor k-ter Ordnung von A.
(ii) Sdmtliche Minoren (k + 1)-ter Ordnung von A sind Null.
Fiir k = min(r,n) entfallt (ii), fir k = 0 entfallt (i).

Beweis. rang A = 0 ist trivial. rang A = k gleichbedeutend damit, dass k Zeilen von A linear

unabhingig sind. Es seien dies die Zeilen 71, ..., 1. Die Matrix
Qi1 Qypp
Al =
alkﬁl e aZk,TL
hat den Rang k. Es existieren daher k linear unabhéngige Spalten, etwa ji,..., ji. Dann ist
aber
Qiyg1 0 Qiggy
rang A” = rang : : =k
Qigg1 " gy

und wegen Satz 9.2, (viii), auch A;llzk # 0. Ist umgekehrt der Minor A;llzj’; =# 0, so hat
die Matrix A” und damit auch A’ den Rang k. Daraus folgt rang A > k.

Wir haben damit die folgenden Implikationen bewiesen:
a) Aus rang A = k folgt, dass ein von Null verschiedener Minor k-ter Ordnung existiert.
b) Existiert ein von Null verschiedener Minor k-ter Ordnung, so ist rang A > k.

Der Beweis des Satzes ist nun einfach. Es sei rang A = k. Dann gilt (i) wegen der
schon bewiesenen Implikation a) . Wiirde (ii) nicht gelten, so gébe es einen Minor (k + 1)-ter
Ordnung # 0 und wegen b) wire rang A > k + 1. Damit ist auch (ii) bewiesen. Umgekehrt
folgt rang A > k aus (i). Wire rang A > k + 1, so gibe es k + 1 linear unabhéngige Zeilen
von A und die daraus gebildete Matrix A" hiitte Rang k + 1. Wegen a) hitte man einen von
Null verschiedenen Minor (k + 1)-ter Ordnung von A’, der auch ein Minor von A wiire. Dies
kann wegen (ii) nicht sein. Daher ist rang A < k. 0O

Um Determinanten fiir Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorrdume definieren
zu kénnen, bendtigen wir das folgende Resultat:

Sind die Matrizen A, B € My, ,(K) dhnlich, so gilt
det A = det B.

Beweis. Es ist B = S~'AS mit einer reguliren n x n-Matrix S. Aus Satz 9.2, (ix), folgt
det B =det S1det Adet S = (det S)"'det Adet S =detA. O

In Hinblick auf die eben bewiesene Aussage konnen wir definieren:

Definition 9.19. FEs sei ¢ € L(X,X) und dim X = n. A sei die Matriz von ¢ bzgl. einer
Basis von X. Wir definieren
det ¢ := det A.
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Da dhnliche Matrizen dieselbe Determinante haben, ist diese Definition sinnvoll. Es ist
klar, dass sich viele der oben angegebenen Eigenschaften der Determinante auf Determinanten
von Endomorphismen iibertragen lassen. Beispielsweise ist ¢ invertierbar genau dann, wenn
det ¢ # 0 ist. Wir iiberlassen es dem Leser, derartige Aussagen zu formulieren.

9.4 Der Entwicklungssatz von Laplace

Es sei A = (aj5) € M, ,(K) gegeben. Ein Element «;; kommt als Faktor in dem Produkt
Q1 (1) -+ O r(n) SeNau dann vor, wenn 7(i) = j ist. Die Summe aller Summanden in det A,
welche «;; als Faktor enthalten, ist daher durch

Qg E (sign 7T)041,7r(1) Ceet QG (- 1) X1, m(i41) T - - - Onyr(n) (9.5)
TESH
w(i)=j

gegeben. Die Matrix /L-j = (Gk,0)k o=1,..n Sei durch

dk,g fﬁrk#i,
ape =10 fir kK =14 und £ # j,
1 fiir k=14 und ¢ = j,

definiert, d.h.

1% S a1 n
- Q1,1 eeeeee Qi—1n
Ay = O - 010 - 0 . —i-te Zeile
Q1,1 eeeee e Qit+1,n
167 Qnon
j-te Spalte

Man sieht nun sofort, dass

det Ajj = Z(Sign ) (1) " - Qi1 m(i=1) Qi Lm(i1) "+ -+ * Cnr(n) (9.6)
:(E)S:nj
gilt. Denn fiir eine Permutation 7 mit (i) # j ist &; r(;) = 0, wihrend &; ;) = 1 fiir 7 mit
(i) = j gilt.
Durch Addition von entsprechenden Vielfachen der i-ten Zeile in A;; zu den anderen
Zeilen erhilt man (Satz 9.2, (v))

a;n 0 a1 0 gy o0 aap
~ aji—11 0 aie15-1 0 o141 0 Qiein
detAij:det 0 0 1 0 0
ajr11 o 11 0 @iyie1 0 Qigim

Qnp 1 te On,j—1 0 On,j+1 te Qnn
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Durch Vertauschung von Zeilen und Spalten erreicht man schlielich (siehe Definition 9.1,
(D1), Satz 9.4 und Satz 9.2, (vii))

1 0

det Aij = (—1)i+j det (0 Aw) = (—1)i+j det Aij, (9.7)

wobei die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A;; aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte entsteht. Es sind nun folgende Bezeichnungen {iblich:

Definition 9.20. A = (a;j) € My,(K) sei gegeben. Die Matrizen A;j € My—1pn—1(K)
seien wie oben definiert, i,j = 1,...,n. Die Zahl adj o;j := (—1)""7 det A;; heifit das zu ;j
adjunkte Element (oder das algebraische Komplement von oyj), i, = 1,...,n. Die
Matrix

adj A := (adj aj);]

ij=1,..,n

heif§it die zu A adjunkte Matrix oder die zu A Adjunkte.

Mit diesen Bezeichnungen ist die Summe aller Summanden in det A welche «;; als Faktor
enthalten durch (siehe (9.5) — (9.7))
Q4 adj Qg

gegeben. Da

Sp = U{Wesnlﬂ(i):j}

j=1

gilt und {7 € S, | 7(i) = j1}N{m € Sy | 7(i) = ja} = 0 fiir j1 # jo ist, erhalten wir insgesamt
n
det A = Z aij adj ;.
j=1
Damit haben wir bewiesen:
Satz 9.21 (Entwicklungssatz von Laplace®®). Die Matrit A = (a;;) € My, (K) sei
gegeben. Fiir jedes i = 1,...,n gilt (Entwicklung nach der i-ten Zeile):
n
det A = Z Oéij adJ aij.
j=1
Fiir jedes j = 1,...,n gilt (Entwicklung nach der j-ten Spalte):

n
det A = Z Oéij adj Oéz‘j.
=1

Die Entwicklung nach der j-ten Spalte ergibt sich aus det A = det AT, wenn det AT nach
der j-ten Zeile entwickelt wird.
Satz 9.22. Es sei A € M, ,(K) gegeben. Dann gilt:

A(adjA) = (adjA)A =det A - E.

36Laplace, Pierre-Simon, 23. 3. 1749 (Beaumont-en-Auge, Normandie) — 5. 3. 1827 (Paris), Beitrige zu Differenzen-
und Differentialgleichungen, zur Wahrscheinlichkeitstheorie, zur mathematischen Astronomie (www-history.mcs.st-
andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Laplace.html).
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Beweis. Wir beweisen zuerst die Aussage fiir A(adj A) = (v45). Nach Satz 9.21 gilt v;; =
n n
Yoajpadjoyy, = det A, i = 1,...,n. Fir i # j erhalten wir v;; = ) a4;adjaj,. Nach
k=1 k=1

Satz 9.21 ist y;; = det A mit

app e Qlp
[0 75 BRI Qlin —i-te Zeile
A = . .
oy e ain | — j-te Zeile
(67 B Qnn

(Entwicklung von det A nach der j-ten Zeile). In A sind aber zwei Zeilen gleich, d.h. es ist
vij = 0 fir ¢ # j. Damit ist A(adjA) = det A - E gezeigt. Die Aussage fiir (adjA)A folgt
analog, indem man den Laplace’schen Entwicklungssatz fiir die Spalten verwendet. 0O

Korollar 9.23. Es sei A € My, ,(K) regulir. Dann gilt

11
~ det A

adj A.

Beweis. Nach Satz 9.22 gilt fiir beliebige Matrizen
AadjA=detA-FE.

Durch Multiplikation beider Seiten mit ﬁAil (weil A regulir ist, gilt det A # 0 und A~}
existiert) erhalten wir die zu beweisende Formel. 0O

Ist A € M, »(K) regulér, so ist die Losung des Gleichungssystems
AE=p, B eK",
durch ¢ = A7 gegeben. Auf Grund des Korollars 9.23 erhalten wir

1
det A

&=

Die j-te Koordinate §; ist daher durch

(adj A)8.

1 <« ,
§ = detA;ﬂkad‘] Qkj

gegeben. Wir definieren die Matrix

an o a1 Bl 0 g
A= S .
Qnl ... Qpj-1 Bn Apj+1  --- Qnp

d.h. A; entsteht aus A, indem man die j-te Spalte durch den Vektor 3 ersetzt. Mit Hilfe von
Satz 9.21 (Entwicklung von det A; nach der j-ten Spalte) folgt

det Aj = Z ﬁk adj .
k=1
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Wir haben somit insgesamt bewiesen:

Satz 9.24 (Cramersche Regel®"). FEs sei A € M, ,(K) regulir. Fir 3 € K" und j =

1,...,n sei A; die Matriz, welche aus A entsteht, indem die j-te Spalte durch 3 ersetzt wird.
Dann ist die eindeutig bestimmte Losung & = (€1,...,&,)T von
AL =p
durch
{ det 14Z

_ — n

" o detA’ B
gegeben.

9.5 Determinantenformen

Definition 9.25. Gegeben sei ein Vektorraum X iber K und eine Abbildung® : X x -+ x X —
—_——

k-mal
K. ® heifit genau dann eine k-fache Linearform auf X, wenn gilt:

Fiirallet=1,...,k st

®(ay,...,ai—1,a; + Bai, ait1, .. ., ax)
=ad(ay,...,a;...,a;) + BP(ar,..., 4. .., a;),

fir ai,...,a;,a;,...,ar € X und o, € K. Eine k-fache Linearform auf X heifst schief-
symmetrisch, wenn fir m € S, und ay,...,a; € X gilt:

D(ar(rys - nry) = signm®(ay, ..., ar).

Ist dim X = n < oo, so heiffit eine n-fache schiefsymmetrische Linearform ® # 0 auch
Determinantenform auf X.

Beispiel 9.26. B = (by,...,by,) sei eine geordnete Basis von X. Durch
D(ay,...,ay) = det(aq,...,an),

wobei a; der Koordinatenvektor von a; bzgl. Bist, i = 1,...,n, wird eine Determinantenform
auf X definiert. $

Uber alle moglichen Determinantenformen gibt der folgende Satz Auskunft:
Satz 9.27. X sei ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K und ®1, P2 seien n-fache, schief-

symmetrische Linearformen auf X mit ¢1 # 0 (d.h. insbesondere, dass ®1 eine Determinan-
tenform auf X ist). Dann ezistiert ein A € K mit

Qo(ai, ..., an) = A®1(ay,. .., an)
fur alle a1, ...,a, € X.
Bewets. Wir wihlen eine geordnete Basis B = (b1,...,by,) von X und definieren

Do(ay,...,a,) =det(ag,...,an),

37Cramer, Gabriel, 31. 7. 1704 (Genf) — 4. 1. 1752 (Bagnols-sur-Céze), weitgestreute Interessen, Hauptwerk “Introduction &
I’analyse des lignes courbes algébriques” (1750) (www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Cramer.html).
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«; der Koordinatenvektor von a; bzgl. B, i =1,...,n. ®g ist eine Determinantenform auf X.
d sei eine beliebige n-fache schiefsymmetrische Linearform auf X. Fir aq,...,a, € X ist
aj:aljb1+---+anjbn, j=1...,n.

Wegen der n-fachen Linearitéit von ® erhalten wir

n n
@(al,...,an) = Z ZO[LZ'I '---'an,inq)(bilu---abin)

i1=1 in=1

= Z A1) - () POr(1)s - br(n))-
7T€$n

Wegen der Schiefsymmetrie von @ erhalten wir ®(br(1, ..., br(n)) = sign7®(b1, ..., bn) und
daher

D(ay,...,ap) = P(by,...,by)  -det(a,...,an)
= q)(bl, e .,bn)fl)g(al,. . .,an)

fiir beliebige ay,...,a, € X. Damit ist & = A®y mit A = ®(by,...,b,) gezeigt. Somit gilt
@1 = \®g und Py = Ay®g und daher &y = 32P;. Wegen @1 # 0 ist Ay #0. O

9.6 Vektorraume mit Orientierung

Fiir diesen Abschnitt sei X ein reeller Vektorraum mit dimX = n < oco. Auf Grund von
Satz 9.27 ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 9.28. &, &5 seien Determinantenformen auf X. ®1 und ®o heiflen genau dann
dquivalent, wenn ein X\ > 0 existiert mit

D) = A\Ds.

Es ist klar, dass fiir Determinantenformen auf X stets ®; = A®y mit A # 0, A € R gilt.
Durch die eben definierte Aquivalenzrelation zerfillt die Menge der Determinantenformen auf
X in zwei Klassen, welche wir mit B und 9 bezeichnen.

Definition 9.29. a) (B, N) heifit eine Orientierung auf X und (X, P,N) heifst ein ori-
entierter Vektorraum.

b) Eine geordnete Basis B = (a1, ...,a,) von X reprisentiert genau dann die positive Ori-
entierung von X, wenn ®(ay,...,a,) > 0 fir eine (und damit alle) Determinantenformen
D aus P gult.

Es ist klar, dass auf X zwei Orientierungen moglich sind: (B, M) und (N, P). Zu gege-
bener Basis B = (by,...,b,) kann die Orientierung auf X immer so gewéhlt werden, dass B
die positive Orientierung repréisentiert. Dazu definiert man Determinantenformen &y durch

Do(ay,...,an) :=det(ag,...,an)

(a; der Koordinatenvektor von a; bzgl. B, ¢ = 1,...,n) und wéhlt auf X die Orientierung
(B, N), wobei P die Klasse mit &y € P ist. Es ist dann $y(by,...,b,) =det E =1 > 0.

Beispiel 9.30. n =1.
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Es sei b # 0 und B = {b}. Die Determinantenform ® ist durch
Pp(a) =«

gegeben, wobei o durch a = ab bestimmt ist. Jeder Vektor a mit a = ab, a > 0, ergibt eine
Basis, welche die positive Orientierung repréasentiert. ¢

Beispiel 9.31. n = 2.

X sei ein zweidimensionaler reeller Vektorraum. Es sei (by, b) eine Basis von X und & die
zugehorige Determinantenform (d.h. ®g(a;, as) = det(&1,&2), wobei &; der Koordinatenvektor
von a; bzgl. (b1, by) ist, ¢ = 1,2). Mit der Basis (b1, b2) assoziieren wir durch

(a,b)1 := a1 1 + a2

ein inneres Produkt auf X, wobei a = a1b1 + aaba, b = (1b1 + [B2bs ist (sieche Abschnitt 2.2).

Ferner definieren wir [ja||; := (a,a>1/2 fir a« € X. Fiir Vektoren a,b € X folgt aus der
Definition von ®g:

®o(a,b) = a1 b2 — 2.

Man zeigt nun leicht
®o(a,b)? = alF[blf — (a,0), a,be X. (9.8)

Daraus folgt

(a,b) 2 Do (a,b) \2
(i) + (o)

Es gibt daher genau ein 6 € (—m, 7] derart, dass

<(I, b)l Sinf — <I>0(CL, b)

GO/ 204:9) (9.9)
al[1][o]l1 lal[1][o]l1

cosf =

Der durch (9.9) eindeutig festgelegte Winkel 6 heifit der orientierte Winkel von a nach b.
Der orientierte Winkel vom Basiselement b; nach dem Basiselement bs ist 7w/2. Dies folgt aus
<bl,bQ>1 =0 und ‘I)()(bl,bg) =1.

Es sei nun aj,as eine beliebige geordnete Basis von X. Der orientierte Winkel von a;
nach ay sei p. Mit Hilfe von (9.9) folgt sofort:

Die Basis (a1,a2) reprdsentiert genau dann die durch (by,b2) gegebene positive
Orientierung auf X, wenn
O<by<m

gilt.
¢

Beispiel 9.32. n = 3.

Es sei (e1, ea, e3) eine Orthonormalbasis fiir die Vektoren im R3. In Abschnitt 2.4 haben wir
gesehen, dass das Raumprodukt dreier Vektoren eine Determinantenform definiert (Satz 2.10,
Aussagen a), ¢) und f)). Aus Satz 2.10, b), folgt sofort, dass zwei Basen genau dann dieselbe
Orientierung représentieren, wenn sie beide zugleich ein Rechtssystem bzw. ein Linkssystem
bilden.

Es sei nun (P, X) ein n-dimensionaler affiner Raum (siehe Abschnitt 3.1). Ist auf X eine
Orientierung gegeben, so nennen wir auch den affinen Raum orientiert. Es sei B = (b1, ..., by)
eine Basis von X, welche die positive Orientierung auf X repréisentiert. Wie wir eingangs
gesehen haben, existiert eine Determinantenform ®g auf X mit ®¢(by,...,b,) = 1.
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Durch n + 1 Punkte Py, P,...,P, € P wird ein Parallellach F(Py, Py,
.., P,) bestimmt:

n n
F(Py,Pr,....Ph)={PeP|RP=) PP, 0; >0, Y o <1}.
i=1 =1

Das orientierte Volumen von F(Py, Py,...,P,) wird durch

Vi = Qo(Po P1,..., Py Pp)

definiert. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass das Volumen invariant gegeniiber Trans-
lationen ist, d.h. es gilt
Vi =Vp
—_—
wobei F' = F(Py,...,P,) und F; = F(Qo,...,Qpn) mit P;Q; = a, i = 0,...,n, fiir einen
festen Vektor a € X. Denn man sieht sofort, dass Qo @Q; = PoQo + P P, + P, Q; = —a +

— — . . R —
PhP+a=PFPyP,i=1,...,n. Vp =0 gilt genau dann, wenn die Vektoren Py P,..., Py P,
linear abhéingig sind. Représentieren die Vektoren Py Py, ..., Py P, die positive Orientierung

in X, soist Vg > 0.

Beispiel 9.33. n =1.
Es sei B = {b}. Fiir zwei Punkte Py, P, € X ist F(FPp, P1) die Strecke zwischen Py und

P,. Vg ist dann die orientierte Linge dieser Strecke, Vp = ®¢(Py P1) = a®y(b) = «, wobei
I
PO Pl = ab ist. Q

Beispiel 9.34. n = 2.

Es sei B = (b1, bs) eine Orthonormalbasis von X. Fiir drei Punkte Py, Pj, P, setzen wir
—_— —

PO P1 = ai, PO P2 = ag. Dann ist F(Po,Pl,Pg) das durch Po,Pl,PQ bestimmte Parallelo-
gramm und Vz dessen Volumen. Es sei (a1, a2)’ bzw. (31, 42)T der Koordinatenvektor von
a1 bzw. as beziiglich B. Dann gilt

Vi = ®g(ai, az) = det (g; g;) = a1z — azf.

Ist X der Raum der Vektoren im R2 so stimmt |Vg| mit dem iiblicherweise definierten
Flécheninhalt iiberein. Denn aus (9.8) folgt sofort ®o(ay,az)? = [lay|*[laz||?(1 — cos®8) =
a1 ||?||az|/?sin? @, d.h. |Ve| = |la1]| ||az|| |sin #]. Man beachte, dass ||as]| |sin@| die Hohe des
Parallelogramms ist. ¢

Beispiel 9.35. n = 3.
Vergleiche Satz 2.10, d). O
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Eigenwerte und
Eigenvektoren

Definition 10.1. X sei ein Vektorraum tber K. Der Endomorphismus ¢ € L(X,X) und
A € K seien gegeben. A heifit genau dann Eigenwert von @, wenn es ein a € X, a # o, gibt
mat

p(a) = Aa.
Ist X\ Eigenwert von ¢, so heifit jeder Vektor a # o mit (a) = Aa ein Eigenvektor von ¢
zu X. Die Menge o(p) :={\ € K| X ist ein Eigenwert von ¢} heifst das Spektrum von .

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass a # o genau dann Eigenvektor zu \ ist, wenn
a € ker(p — Ae)

gilt.

Fiir den Rest dieses Abschnittes sei dim X = n < oo. Ist A die Matrix von ¢ bzgl.
einer geordneten Basis von X und a ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, so gilt fiir den
Koordinatenvektor ¢ von a siehe Satz 5.18)

AL = )¢

Dies ist gleichbedeutend damit, dass £ eine nichttriviale Losung des homogenen Gleichungs-

systems
(A= AEY¢ =0

ist.

Ist A eine n x n-Matrix iiber K, so nennen wir in analoger Weise A € K einen Eigenwert
von A, wenn es einen Vektor £ # 0 aus K™ gibt mit A¢ = A\{. Jeder Vektor & mit dieser
Figenschaft heifit dann Eigenvektor von A zu \.

Satz 10.2. Es seien p € L(X, X) und A € K gegeben. B sei eine geordnete Basis von X und
es sei A= M(B).

a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) X ist Eigenwert von .
(ii) rang(e — Ae) =rang(A — AE) < n.
(iii) det(A — AE) =0.

b) Es sei x € X mit dem Koordinatenvektor £ bzgl. B gegeben. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) x € X ist Eigenvektor von ¢ zu \.
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(ii) = € ker(¢p — Ae), = # o.
(iii) & ist nicht-triviale Losung von (A — AE)E = 0.

Beweis. a) Nach Definition 10.1 ist A genau dann Eigenwert, wenn es einen Vektor z # o
in ker(p — A\e) gibt. Dies ist gleichbedeutend mit rang(¢ — Ae) < n (vgl. Satz 5.12). Dies
ist wiederum &dquivalent mit rang(A — AE) < n bzw. det(A — AE) = 0 (vgl. Satz 5.28 und
Satz 9.2, (viii)).

Die Aussage b) folgt unmittelbar aus der Definition des Eigenvektors. O

Mit Hilfe von Satz 9.14 folgt unmittelbar, dass det(AE — A) ein normiertes Polynom
vom Grade n in A ist. Denn es ist det(AE — A) = (A —ayq) - - (A — anpn) + Terme, in denen
weniger als n Faktoren der Form A — «;; vorkommen.

Definition 10.3. A sei eine n x n-Matriz iber K. Das Polynom x4(A) = det(AE — A) heifit
das charakteristische Polynom von A.

Ist ¢ € L(X,X) und A die Matrix von ¢ bzgl. einer geordneten Basis von X, so gilt
det(Ae — ¢) = det(AE — A). Das Polynom x,(A) = det(Ae — ¢) = xa(A) heiBt das charakte-
ristische Polynom von ¢.

Erste einfache Aussagen iiber das charakteristische Polynom fassen wir in dem folgenden
Satz zusammen:

Satz 10.4. a) Sind die n x n-Matrizen A und A Ghnlich, so gilt

XA = X4-
b) Fiir jede n x n-Matriz A gilt
XAT = XA-
c) Es sei \" + g1 A"t +--- 4 qo das charakteristische Polynom der n x n-Matriz A. Dann

gilt:
_ A J1yesJi
Gn—i = (=1) Z Ajlv---»ji’
1<j1<-<gi<n

d.h. (=1)'qu_; ist die Summe aller Hauptminoren der Ordnung i von A. Insbesondere gilt
g =(—1)"det A und @¢,—1 =—spA,

wobei sp A := 31" | o; die Spur von A bezeichnet.

Beweis. a) Aus A = S~1AS folgt auch \E — A = S~'(AE — A)S und (wegen Satz 9.2, (ix))
det(A\E — A) = det(AE — A).
b) Dies ist klar wegen Satz 9.4, b).
c) Es ist
det(/\E - A) = Z (sign 7T)O~4177r(1) ----- O~én7ﬂ.(n),
TES,
wobei &;; die Elemente von AE — A bezeichnet,

i = )\—Oéii fﬁrj:i,
E — Qi fir ¢ # j.

Wir erhalten Terme der Form yA" % k =1,...,n, genau dann, wenn wir 1 < i; <ip < --- <
in—r < n wihlen und ein Permutation 7 € S,, mit

w(i1) = i1y ..., w(int) = in_p. (10.1)
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Ferner ist beim Ausmultiplizieren des Produktes dyr(1) -+ @y r(n) in den Faktoren &;, ~(;,.) =
&, ins K = 1,...,n—k, der Summand X und in den moglicherweise noch vorhandenen Faktoren
der Form &;j, j ¢ {i1,...,in—k}, der Summand —cj; zu beriicksichtigen. Man erhélt

n
kyn—k (e
(=1)"A\""(signm) H O r(j)-
JECi1 ik}

Fiir eine Permutation 7 € S, mit (10.1) ist 7’ = 7 {1, 2\ (i1,....in,_,} €ine Permutation von

{1,...,n}\ {i1,...,4p—k} mit sign7’ = signw. Daher erhalten wir fiir eine feste Wahl von
1< <+ <ip_g < n insgesamt den Beitrag

k
k\n—k . k\n—k AJ1r]
(—=1)FA" Z(mgnﬂ') H (e = (—1)FA" Aﬁ;i,
o’ k=1
wobei die Summe iiber alle Permutationen von {j1,...,jx} = {1,...,n} \ {i1,...,in—x} 2u
erstrecken ist. Beriicksichtigt man noch sémtliche Mdglichkeiten fiir die Wahl von i1, ..., 4, _,

so erhélt man i S
k= (=10 Y AR

1<ii<<jg<n

n n
Gn1=—) Al == aj;=—spA,
j=1 j=1

Fir £ = 1 erhélt man

wahrend k = n auf
go = (—=1)" Ay = (=1)" det A
fihrt. 0O

Satz 10.5. A sei eine n X n-Matriz.

a) A ist genau dann requlir, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.

b) Es sei A regulir. Dann ist A genau dann ein Eigenwert von A, wenn A\~' Eigenwert von
A1 st

c) Es sei B= A"+ +a1A+al, a; € K. Ist X Eigenwert von A und a ein Eigenvektor

von A zu A, so ist ap X"+ - -+ a1 A+ g Eigenwert von B und a ein zugehoriger Figenvektor
von B.

Bewets. a) A regulér ist dquivalent zu det A # 0. Wegen ¢p = (—1)" det A (Satz 10.4, c¢)) ist
dies wiederum dquivalent mit der Tatsache, dass 0 keine Nullstelle von x4 ist.

b) Fiir a # o ist Aa = Aa wegen der Regularitit von A gleichwertig mit a = AA~'a. Wegen
A # 0 ist die letzte Beziehung #quivalent zu A~ta = (1/\)a.

¢) Aus Aa = \a, a # 0, folgt sofort Ba = o, A™a+ - + apa = apA"a + -+ + apa =
(amA™ + -+ ag)a. O

Wir iiberlassen es dem Leser die zu Satz 10.5 analogen Aussagen fiir Endomorphismen
n-dimensionaler Vektorrdume zu formulieren.

Da fiir A € M, ,,(K) das charakteristische Polynom x 4 den Grad n hat, kann A héchstens
n Eigenwerte haben. x4 mufl aber nicht eine Nullstelle in K besitzen. Beispielsweise ist fiir

0 1
A= <_1 0> S M2’2(R)
xa(A) =X +1,
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d.h. A besitzt als reelle Matrix keine Eigenwerte. Als Matrix in Ms2(C) besitzt A dagegen
die Eigenwerte \; = i, Ao = —1.

Es sei A\g Eigenwert von A € M, ,(K). Dann ist x4(A) = (A — Xo)p(A\), p ein Polynom
von Grad n — 1. Ist p(A\g) = 0, so gilt xa(A) = (A — \o)?p1(A), grad p; = n — 2. Auf diese
Weise fortfahrend erhélt man eine natiirliche Zahl m < n mit

xA(A) = (A =2X0)"q(N), q(ro) #0,

wobei ¢(\) ein Polynom vom Grad n — m ist. Ag ist m-fache Nullstelle von x 4(\). m heift
die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes Ag.

Ist K = C, so gilt (wegen des Fundamentalsatzes der Algebra) fiir das charakteristische
Polynom von A € M, ,(C)

XAA) = (A= A)™ - (A= A,
wobei \; # A; fiir ¢ # j und m; > 1 gilt. Da grad x4 = n ist, muf
my+---+ms=mn

sein. Zahlt man wie iiblich jeden Eigenwert entsprechend seine algebraischen Vielfachheit, so
kann man festhalten:

Jede Matrix A € My, ,(C) besitzt n Eigenwerte.

Satz 10.6. Es sei ¢ € L(X,X), dim X = n, gegeben. A1,...,\y € K seien paarweise ver-
schiedene Figenwerte von ¢ und a; sei ein Figenvektor von ¢ zu \;, © = 1,..., k. Dann sind
die Vektoren ay,...,ax linear unabhdngig.

Beweis. Zunichst gilt

0 fir ¢ = 7,

(¢ — Nig)(aj) = {(,O(Qj) — Xiaj = (A\j — Nj)aj fur @ # j.

Aus ajay + - - - + agag, = 0 folgt

0=(p—Aeg)----- (o — Xke)(anar + - - + ogay)
=a1(A1—Ag) -+ (A1 — Ap)as

und wegen der Voraussetzung iiber die \;
o] = 0.

Aus agas + - - - + agar = 0 erhélt man analog as = 0. Nach endlich vielen Schritten hat man
schlieflich oy = -+ =, =0. @O

Aus Satz 10.6 erhélt man sofort: Besitzt ¢ € L(X, X) genau n paarweise verschiedene
Eigenwerte \1,..., A\, mit zugehorige Eigenvektoren aq,...,a,, so ist B = (a1,...,a,) eine
geordnete Basis von X. Wegen ¢(a;) = A\a;, i = 1,...,n, ist die Matrix A von ¢ bzgl. B
von der Form A = diag(A1, ..., \,). Dies bedeutet, dass jede Matrix von ¢ bzgl. irgendeiner
Basis von X zu A &hnlich ist, d.h. diagonalisierbar ist. Es gilt allgemein der folgende Satz:

Satz 10.7. A € M, ,,(K) sei gegeben. A ist genau dann diagonalisierbar (d.h. dhnlich zu
einer Diagonalmatriz), wenn es n linear unabhingige Eigenvektoren von A gibt.

Beweis. 1. &1,. .., &, seien linear unabhéngige Eigenvektoren von A, A& = \&,i=1,...,n.
Diese Vektoren bilden eine Basis von K" (vgl. Bemerkung 4.56). A ist die Matrix der Abbil-
dung ¢4 bzgl. der kanonischen Basis von K" (siehe (6.3)). Beziiglich der Basis (&1,...,&)
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ist die Matrix von ¢4 durch

J: 9
0 An

gegeben. Da A bzw. J jeweils die Matrix von ¢4 bzgl. einer Basis des K" ist, sind A und J
ghnlich.

2. Es seien J und A dhnlich, d.h. es gilt

A=5"1JS mit S regulir.

Bezeichnet e;, 7 = 1,...,n, den i-ten Vektor der kanonischen Basis von K", so gilt Je; = A;e;,
i = 1,...,n. Daraus folgt S71JSS te; = N\;S~le;, d.h. AS7le; = NS~ le;. Die Vektoren
S~le;,i=1,...,n, sind somit Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten \;. S™'e; ist die i-te
Spalte von S~!. Da S~ regulir ist, sind die Vektoren S~'e;, i = 1,...,n, linear unabhingig.
0

Korollar 10.8. A € M, ,(K) sei gegeben. A1, ..., s seien die paarweise verschiedenen Ei-
genwerte von A, m; die Vielfachheit von \;, i = 1,...,s. Dann gilt: A ist genau dann diago-

nalisierbar, wenn
(i) mi+---+ms=n,
(i) rang(A— NE)=n—m;, i=1,...,s.
Im Falle der Diagonalisierbarkeit ist A dhnlich zu

J:diag(Al,...,)\1,)\2,...,)\2,... ...,)\5,...,)\3).

mi m2 ms

Beweis. 1. A sei diagonalisierbar, d.h. J = S~'AS, S reguliir, wobei ohne Beeintrichtigung
der Allgemeinheit angenommen werden kann, dass J die im Satz angegebene Form hat. Die
Matrix J hat offensichtlich die paarweise verschiedenen Eigenwerte Ai,...,As, A; von der
Vielfachheit m;. Es ist klar, dass my + -+ - + ms = n gilt. A hat daher dieselben Eigenwerte
und es gilt (i) (vgl. Satz 10.4, a)). Ferner ist

J—)\iE:diag()\l—)\i,...,)\l—)\i,...,O,...,O,...,)\S—Ai,...,)\s—)\i),
——

mi1 my mg

woraus rang(J — \;F) = rang(4A — \;E) = n — m; folgt.
2. Es seien die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Aus (ii) folgt, dass es m; linear unabhéngige
Eigenvektoren ai, ..., ay,, von A zum Eigenwert \; gibt (vgl. Satz 10.2, b)). Wegen (i) erhélt

e

. . s. My,

man insgesamt n Eigenvektoren ai,...,a;,,i=1,...,s. Angenommen, es gilt > > ajaj
i=1j=1

m;o
o. Wir setzen b; = > azaj, i =1,...,s. Ist b; % o0, s0 ist b; ein Eigenvektor von A zum
j=1
S
Eigenwert A\;. Aus > b; = o folgt aber b; = 0,7 =1,...,s (wegen Satz 10.6). Aus b; = o folgt
i=1
al == ozim_ = 0, da die Vektoren al, ..., afm linear unabhéngig sind. Damit ist gezeigt,

dass die Vektoren a?, j=1,....,my,1=1,...,s, eine Basis des K" bilden. Nach Satz 10.7 ist
A daher diagonalisierbar. 0O
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Im Falle K = C ist die Bedingung (i) von Korollar 10.8 stets erfiillt. Es sei \g eine m-fache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms xa(A), A € M, »(K). k = dimker(A\E — A) =
n — rang(AgE — A) heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes Ao von A. Die
Bedingung (ii) des obigen Korollars bedeutet dann: Fiir jeden Eigenwert von A stimmen die
algebraische und die geometrische Vielfachheit iiberein. Im allgemeinen gilt:

Ist \g m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A € M, ,(K), so

gilt
k=n—rang(AMFE — A) < m.
Beweis. a1, ..., a; seien linear unabhéngige Eigenvektoren von A zu \g. Wir ergéinzen diese
Vektoren zu einer Basis von K™: B = (a1, ..., a, Gk11, - - ., a,). Die Matrix des Endomorphis-

mus @4 (vgl. (6.3)) bezgl. B hat die Gestalt

Ao 0
Aqo

N
I

0 Ao
0 ‘ AQQ

Wegen Satz 9.2, (vii), gilt det(AE—A) = (A=X0)*x 45, (A). Wegen det(A\E—A) = det(A\E—A),
ist die algebraische Vielfachheit von A\p mindestens k. 0O



Kapitel 11

Das Minimalpolynom

Es sei X ein Vektorraum tiber K. Fiir diesen Abschnitt sei stets dim X = n. Ist p(\) =
am A + -+ aq A + ap, o; € K, ein Polynom und ¢ € L(X, X), so kann man A durch ¢
ersetzen und erhélt den Endomorphismus p(¢) = ame™ + - - + a1 + age. Ist A die Matrix
von ¢ bzgl. irgendeiner Basis von X, so ist p(4) = @, A™ + -+ + a1 A + apE die Matrix von
p(¢) bzgl. derselben Basis (vgl. Abschnitt 7.2).

Satz 11.1 (Cayley**-Hamilton®). Es sei A € M, ,(K) gegeben. Dann gilt

xa(A) =0.

Beweis. Es sei A € K gewéhlt. Dann gilt nach Satz 9.22
(AE — A)adj(\E — A) =det(A\E — A) - E = xa(\) - E. (11.1)

Die Elemente von adj(AE — A) sind Polynome in A vom Grad < n — 1. Daher gilt mit
konstanten n x n-Matrizen Cy,...,Cph_1

adj(AE — A) = Co + \Cy + -+ + A" 1C, 1.
Aus (11.1) folgt (mit xa(A) =qo + @A+ + @A qn = 1)

—ACy+ (Co — AC)M -+ (Cp_g — AC,_ )N L+ Cp g A
= (qo + A1+ + g \")E.

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man

ACy+ qoFE =0,
AC] — Cy + qF =0,

ACn—l - Cn—Q + Qn—lE = 07
—Cp_1+ QnE =0.

38Cayley, Arthur, 16. 8. 1821 (Richmond) — 26. 1. 1895 (Cambridge), zunchst Rechtsanwalt, 1863 Professor in Cambridge,
Beitrge zur Geometrie, Analysis, Angewandten Mathematik und Analytischen Mechanik
(www.mathe.tu-freiberg.de/ hebisch/cafe/cayley.html bzw. en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley).

39Hamilton, William Rowan, 4. 8. 1805 (Dublin) — 2. 9. 1865 (Dublin), war Mathematiker, Physiker und Astronom, wichtige
Beitrge zur Optik, Dynamik und Algebra (en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton).
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Durch Multiplikation der i-ten Gleichung mit A*~! von rechts und nachfolgender Addition
aller Gleichungen erhélt man

0=qE+qA+ -+ qpA" =xa(4).

Wir iiberlassen es dem Leser, den Satz von Cayley-Hamilton fiir Endomorphismen zu
formulieren. Um fiir eine Matrix A € M, ,,(K) bzw. einen Endomorphismus ¢ € L(X, X)
die Menge aller Polynome p(A) mit p(A) = 0 bzw. p(p) = 0 zu bestimmen, holen wir etwas
weiter aus.

Es sei p € L(X, X) gegeben. Ferner sei x € X, x # o, gewihlt. Wir bilden die Vektoren

x,np(x),goQ(x),....

Wegen dimX = n und z # o existiert ein p mit 1 < p < n derart, dafl die Vektoren
z,0(x),..., P 1(z) linear unabhingig und die Vektoren z,...,P(x) linear abhingig sind.
Daraus folgt mit eindeutig bestimmten Konstanten v; € K, ¢ =0,...,p — 1,

0=¢"(@) + 19" (@) + -+ 0(2) + Yoz
= (0P + 18"+ e 06
= f(o)(x),

wobei f(A) := AP + 4,1 AP"1 + - + 5. Fiir 7 = o gilt e(x) = o, d.h. wir kénnen f(\) =1
setzen. Fiir das Polynom f gilt:

Satz 11.2. a) f ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom minimalen Grades mit
f(@)(x) = 0. x = o ist gleichbedeutend mit f = 1.

b) Ist g ein weiteres Polynom mit g(p)(x) = o, so gilt mit einem Polynom h
g = f ! h7
d.h. f teilt g.

Beweis. Es sei ¢ ein Polynom mit 0 < r = grad ¢ < p = grad f und ¢(¢)x = o. Wir kénnen
g als normiert annehmen. ¢(¢)x = o bedeutet, dafi die Vektoren z,¢(x),...,¢"(z) linear
abhéngig sind, in Widerspruch zur Wahl von p. Damit ist grad ¢ > p fiir jedes Polynom ¢ # 0

mit ¢(p)(z) = o gezeigt.
Es sei nun g ein Polynom mit g(p)(x) = 0. Wegen grad g > grad f existieren Polynome
h und A mit

g="hf+h
und grad hy < grad f (siehe Satz A.7). Aus der letzten Beziehung folgt

0= g(e)(x) = h(e)f(e)(x) + hi(e)(x) = h1(p)(z).
Aus grad by < grad f und der zu Beginn dieses Beweises bewiesenen Aussage folgt
hi =0,

d.h. g = fh.

Ist f ein normiertes Polynom mit f(¢)(z) = o und grad f = grad f, so folgt f = fh mit
grad h = 0, d.h. h ist eine Konstante. Da f und f normiert sind, mufl h = 1 sein. Somit gilt
f = f, wodurch die Eindeutigkeit von f bewiesen ist. 0O
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Definition 11.3. Das in Satz 11.2, a), charakterisierte Polynom f heifit der p-Annullator
von .

Ist A € M,,(K) die Matrix von ¢ bzgl. einer geordneten Basis von X und ¢ der
Koordinatenvektor von x € X, x # o0, so erhélt man den p-Annullator von x wie folgt:
Man bestimmt die natiirliche Zahl p so, da3 die Vektoren

5’ A£7 A 7Ap_1£
linear unabhéngig und die Vektoren
§AE . ARG
linear abhéngig sind. Dann muf3
APE = —yp APTIE — o — g
sein.
Der ¢-Annullator von z ist dann (wegen Satz 5.18 und Abschnitt 7.2 ist die obige
Beziehung gleichbedeutend mit ¢”(z) = —y,_10P(x) — - - — Yox)

FO) = A 49 WP,

Wir nennen f auch den A-Annullator von £.

Es sei a1,...,a, eine geordnete Basis von X und f; seien die @-Annullatoren von a;,
i =1,...,n. Das Polynom g sei das normierte kleinste gemeinsame Vielfache der Polynome
fi,.oo  fn, dh.es gilt g = fih;, ¢ = 1,...,n, mit Polynomen h; und aus g; = fiﬁi mit
Polynomen h;, i = 1,...,n, folgt g = gh (vgl. Definition A.5, c)).

Satz 11.4. a) Das Polynom g ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom minimalen
Grades mit
9(e) =0,
d.h. insbesonders, daff g unabhingig von der Wahl der Basis (ay,...,ay) ist.
b) Ist g ein Polynom mit g(¢) = 0, so ist

g=gh

mit einem Polynom h.

Beweis. Aus fi(¢)(a:) = o folgt g()(a) = hi(@)fi(@)(a) = hi(@)(0) = 0,7 = 1,...,n,
d.h. g(¢) ist die Nullabbildung. Es sei nun g # 0 ein Polynom mit §(¢) = 0. Daraus folgt
g(p)(a;)) =o0,i=1,...,n. Nach Satz 11.2 folgt g = fih;, i = 1,...,n, d.h. g ist ein gemein-
sames Vielfaches der ¢-Annullatoren f; von a;. Daraus folgt aber § = gh mit einem Polynom
h, da g ein kleinstes gemeinsames Vielfaches der f; ist. Damit ist b) bewiesen.

Ferner folgt grad g > grad g, falls g # 0 und g(p) = 0 ist. Damit ist die Minimalitéit des
Grades von g gezeigt.

Ist g normiert mit gradg = gradg und g(p) = 0, so folgt nach b) § = gh, h eine
Konstante. Da ¢ und g normiert sind, mufl h = 1 gelten. Damit ist auch die Eindeutigkeit
von g bewiesen. O

Definition 11.5. Das durch Satz 11.4, a) charakterisierte Polynom g heif$t das Minimal-
polynom von ¢, g = p,.

Ist A € M, ,(K) die Matrix von ¢ bzgl. irgendeiner Basis von X, so ist j, das eindeutig
bestimmte normierte Polynom minimalen Grades mit p,(A) = 0. Dies ist klar, da fiir jedes
Polynom p die Matrix p(A) die Matrix von p(p) bzgl. derselben Basis ist.
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Wir nennen ji, daher auch das Minimalpolynom von A und schreiben p4 an Stelle von

He-
Beispiel 11.6. Es sei
1 1 01
0200
A=|_1 1 9 1| EMun(®R)
-1 1 0 3
gegeben. Wir berechnen zunichst die A-Annullatoren fiir eq, ..., eq4:
1 1 0
0 0 0
€1 — ol A61 = 1> A261 = 4 = 4A€1 — 461.
0 -1 —4

Wir sehen, da8 e;, Ae; linear unabhiingig sind. Andererseits gilt A%e; — 4Ae; + 4e; = (A2 —
4A 4+ 4F)e; = 0. Der A-Annullator f; von e ist daher

fiA) =A% —dr+4= (A —2)>%

Fiir ey erhalten wir:

0 1 4
1 2 4
€9 = 0l A€2 = 1 s A2€2 = 4 = 4A€2 — 462,
0 1 4
d.h. (A% —4A + 4F)ey = 0 und
fo(A) = (A —2)
Fiir e gilt:
0 0
€3 — (1) 5 A€3 = g = 263,
0 0
d.h. (A—2E)ez =0 und
fs(A)=A=2
Schliellich erhalten wir fiir ey:
0 1 4
0 0 0
€4 = ol A€4 = 1> A2€4 = 4 = 4A€4 — 4647
1 3 8

d.h. (A2 —4A + 4F)ey = 0 und
f1) = (A =2)%
Das normierte kleinste gemeinsame Vielfache der Polynome fi,..., f1 ist das Minimalpoly-
nom von A,
pa(d) = (A =2)>%
O

Uber den Zusammenhang von Minimalpolynom und charakteristischem Polynom gilt:

Satz 11.7. Es sei A € M, »(K). Dann gilt:
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a) Das Minimalpolynom py ist Teiler des charakteristischen Polynoms x 4.

b) Jede Nullstelle Ao von x4 ist auch Nullstelle von 4.

Beweis. Ist klar wegen Satz 11.1 und Satz 11.4, b). Ist Ag Nullstelle von x4, so existiert
ein £ # 0 mit AL = \o§ bzw. (A — M E)¢ = 0, d.h. A — )¢ ist der A-Annullator von £. Da
trivialerweise p4(A)€ = 0 gilt, folgt wegen Satz 11.2, b), mit einem Polynom h

1a(\) = (A= Xo)h(N).

Korollar 11.8. Es sei K = C und A € M, ,(C). Dann hat das charakteristische Polynom
xa die Gestalt
xa(A) = A=A)™ - (A =As)™,

wobei A\, ..., \s die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind und m; > 1, my+---+
mg = n gilt. Das Minimalpolynom pa hat dann die Gestalt:

pa) = (A=A (A= A
mitl <k, <m;,i=1,...,s.

Beweis. Da 4 Teiler von x4 ist, folgt zunéichst, dal p4 die angegebene Form mit 0 < k; <
m; hat. Wegen Satz 11.7, b) kann jedoch nicht k; = 0 sein. O
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Kapitel 12

Die Jordansche
Normalform

Fiir diesen Abschnitt setzen wir generell voraus, dafl K = C gilt. Dies garantiert, dafl jedes
Polynom als Produkt von Potenzen linearer Faktoren geschrieben werden kann. Ferner sei X
stets ein linearer Raum iiber C mit dim X = n.

Ist x € X ein Eigenvektor von ¢ € L(X, X) so gilt ¢([z]) C [z] = {axz | @ € C}. Die
lineare Hiille ist ein invarianter Unterraum im Sinne der folgenden Definition:

Definition 12.1. Es sei ¢ € L(X,X) und U ein Unterraum von X. U heifit genau dann
p-tnvariant, wenn p(U) C U gilt.

Ist U ein p-invarianter Unterraum, so ist die Finschrankung von ¢ auf U ein Endo-
morphismus von U, ¢ |p€ L(U,U).

Die Bedeutung @-invarianter Unterrdume ersiecht man aus folgendem Satz:
Satz 12.2. Es sei v € L(X, X) und U ein p-invarianter Unterraum von X. B = (ay,...,ag,

Aki1,---,0n) S€i eine geordnete Basis von X derart, daf§ (ai,...,ay) eine Basis von U ist
(d.h. eine Basis von U wird zu einer Basis von X ergdnzt). Die Matriz A von ¢ bzgl. B hat

die Gestalt
_ (A A
A= ( 0 Ax)’
wobei Aqq eine k x k-Matriz, Ayo eine kx (n—k)-Matriz und Asy eine (n—k) x (n—k)-Matriz
ist. Die Matriz A1y ist die Matriz von ¢ |y bzgl. der Basis (a1, ...,ar) von U.

Beweis. Da wegen der g-Invarianz von U die Vektoren ¢(a;) € U sind, i = 1,. .., k, folgt
o(a;) = arjar + -+ ogiag +0-agpr + -+ 0 ag,

i=1,...,k Da(a,...,,0,...,0)T der i-te Spaltenvektor von A ist, folgt die Behauptung

iiber die Gestalt von A. Ferner ist (aas,...,o;)7, i = 1,...,k, der i-te Spaltenvektor der

Matrix von ¢ |y bzgl. der Basis (a1, . .., ag), d.h. Aqq ist die Matrix von ¢ | bzgl. (a1, ..., ax).
0

Korollar 12.3. Es sei ¢ € L(X, X) und Uy, Uy seien @-invariante Unterrdume von X mit
X=U8U;. By =(ai,...,a;) bzw. By = (agy1,--.,ay,) seien geordnete Basen von Uy bzw.
Us. Die Matriz A von ¢ bzgl. der Basis B = (a1, ...,ak, Gk+1,...,a,) von X hat die Gestalt

. AH 0
= (0 0)
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wobei die k x k-Matriz Aiy, die Matriz von ¢ |y, bzgl. By und die (n — k) x (n — k)-Matriz
Age die Matrixz von ¢ |y, bzgl. Bs ist.

Beweis. Nach Satz 12.2 hat A die dort angegebene Gestalt. Wegen der o-Invarianz von Us
gilt
o(a;) = 0ay + -+ + 0ag, + Qpg1,ia41 + - + O iGn,

i=k+1,...,n. Daraus folgt Ajo = 0 und die Tatsache, dal Agy die Matrix von ¢ |y, bzgl.
BQ ist. 0

Lemma 12.4. Es sei ¢ € L(X,X) und g € C[t] normiert. Gilt g = gi1g2 mit normierten
teilerfremden Polynomen g1, go, so folgt

ker g(¢) = ker g1(p) @ ker ga(¢).

B%w}fiS- Aus g1(p)(z) = o bzw. g2(p)(z) = o folgt g(v)(z) = g2()g1(¢)(z) = g1(¥)g2(p)(z) =

ker gi(¢) C kerg(p), i=1,2.

Es sei nun = € ker g1(¢) Nker g2(v), d.h. gi1(p)(x) = 0 = g2(¢)(z). Ist f der ¢-Annullator
von z so folgt nach Satz 11.2, b),

f g1 und f | go.

Da g1, g2 teilerfremd sind mufl f = 1 gelten, woraus = = o folgt (Satz 11.2, a)). Damit ist

ker g1 () Nker g2(p) = {0}

gezeigt.
Es sei nun = € ker g(¢). Da g1, g2 teilerfremd sind, gilt mit Polynomen h, k (Satz A.8,

b))
1 = hg1 + kgs.

Ersetzt man in dieser Beziehung die Unbestimmte durch ¢, so erhélt man

e = h(p)g1(p) + k(p)g2(e),

z = h(p)g1(¢)(2) + k(p)g2(p) ()
folgt. Wir setzen 1 = k(p)ga2(¢)(x) und z3 = h(¢)g1(¢)(x). Dann gilt

(
91() (1) = 91(P)k(P)g2(p) (x) = k()9 () (x) = o,
92()(22) = ga(0)h()g1(#)(2) = Ao 0,

d.h. 21 € ker g1(p), 22 € ker ga(p). Damit ist © = x1 + x2 mit z; € ker g;(p) gezeigt. O

Satz 12.5 (1. Zerlegungssatz). FEs sei p € L(X,X) mit dem Minimalpolynom py(\) =
(A= Ak (A= X)) gegeben. Hierbei sind M1, ..., \s die paarweise verschiedenen Eigen-
werte von . Dann gilt:

a) X; = ker(p — \e)ki 75{0} i=1,...,s

b) X; ist p-invariant, i = 1,...,s.

) X=X -&X,.

d) (A — \)¥ dst das Minimalpolynom von ¢; = ¢ |x,, i =1,...,s.
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e) dim X; = m;, m; die algebraische Vielfachheit von A\;, i =1,...,s.
f) Firi=1,...,s gilt:

{O} ; ker(@ - >\’L€) ; et ; ker(gp — )\Zg)k’ = ker((p — )\ie)ki‘i‘l’,

n > rang(gp - Azg) > > rang(gp — )\Zg)kl = rang(go — )\ig)ki"!‘V’

v=12,....

Beweis. a) Fiir jeden Eigenvektor z zum Eigenwert \; gilt (¢ — A\je)x = o und daher auch
ker(¢ — \ie)* # {o}.

b) Es sei x € X;. Dann gilt (o — \e)¥ip(x) = p(o — Nie)¥i (x) = p(0) = o, d.h. ¢(z) € X;.
¢) Da (A=A)F und g1 (A) = (A=X2)2-- - --(A=\,)¥s teilerfremd sind, folgt wegen Lemma 12.4

X = ker i, () = ker(p — Me)*" @ ker g1 (p)
= X @ ker g1(¢p).

Analog erhilt man
ker g1(ip) = ker(ip — Aoe)"™ @ ker go()
mit ga(A) = (A — Ag)k8 ..o (A= Ag)Fs, d.h.

X=X X5 @kergg(go).

Nach endlich vielen Schritten erhélt man X = X7 @ - X,.

d) Da X; @-invariant ist, gilt p; = ¢ |x,€ L(X;, X;). Es sei p; das Minimalpolynom von ;.
Aus (¢ — Xie)ki(X;) = {o} und (¢; — \ie)Fi (X;) = (o — Xie)¥i(X;) folgt, daB (¢; — Aie)ki =0
(= Nullabbildung auf X;) ist. Nach Satz 11.4, b), gilt

i | ()‘ - )‘i)kiv

dh. g = (A=A mit k; < k;. Angenommen, es sei k; < k;. Wir setzen

A = A=Ak A=)k (A — Xy,

Fir « € X gibt es wegen Teil ¢) des Beweises eindeutig bestimmte Elemente z; € Xj,
j=1,...,8 mit
r=x1+- -+ Ts.

Daraus folgt

i) (z) = Zﬂ(s@)(%‘)-

Aus (o — Nje)ki(zj) =0, =1,...,8, j # i, und (¢ — )\ia)’;i(xi) = (pi — )\is)’;i(azi) = o folgt
f(¢)(z) = 0. Da z beliebig aus X war, folgt fi(¢) = 0. Wegen k; < k; folgt grad i < grad ju,
in Widerspruch zur Tatsache, daf§ y, das Minimalpolynom von ¢ ist.
e) Die Aussagen a) — c¢) des Satzes zeigen, dafl X die direkte Summe der nicht-trivialen ¢-
invarianten Unterrdume X; ist. Wahlt man fiir jedes X; eine geordnete Basis B; dann ist
B = (By,...,Bs) eine geordnete Basis von X. Nach dem Korollar 12.3 hat die Matrix A von
@ bzgl. B die Gestalt:

Ay 0

A= e 5
0 As
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wobei A; eine (dim X;) x (dim X;)-Matrix ist, i = 1,...,s.
Da (A — \;)¥ das Minimalpolynom von ¢; ist, muf} das charakteristische Polynom von

@; und damit auch von A; die Gestalt (A — A\;)* mit k; > k; haben (Satz 11.7). Aus der
speziellen Gestalt von A folgt (Satz 9.2, (vii))

Xe(A) = xaA) = xa,(N) - xa () = (A= A)ft - (A=)

Andererseits ist
xa=A=A)™ o (A=A,

woraus k; = my, i =1,...,s, folgt, d.h. xa,(A) = (A—X;)™. A, ist daher eine m; x m;-Matrix,
woraus dim X; = m; folgt.
f) {0} G ker(¢p— Aie) ist bereits unter Teil a) bewiesen. Wir setzen ¢ = ¢ — \e. Aus YrE(z) =0
folgt stets Y*T1(z) = ¥ (v*(z)) = o, d.h. es gilt immer ker ¥ C ker y¥*1.

Es sei nun kery™ = ker ™!, Fiir x € keryy™ "2 gilt 0 = ™ 2(z) = ™ (y(z)),
d.h. (z) € keryy™ 1. Wegen ker ™! = ker ™ folgt ¥(x) € kery™, d.h. o = ™ (¢(x)) =
Y™ (2). Damit ist 2 € ker ™! gezeigt. Es ist somit ker¢™+2? C ker¢™*!. Da die umge-
kehrte Inklusion stets gilt, folgt ker¢™*2 = kert™*!. In analoger Weise fortfahrend sieht
man:

Aus ker ™ = ker "t folgt ker v = ker ™

firv=1,2,... .

Es sei nun ker ¢p™ = ker ™ *! fiir ein m < k;. Daraus folgt ker ™ = ker y* = X;, d.h.
{0} = (¢ — \ig)™(X;) = (@i — Xie)™(X;). Es ist somit (¢; — A\ie)™ = 0. Nach Satz 11.4, b),
miiBte das Minimalpolynom (A —\;)* von ¢; (siehe Teil d) des Beweises) Teiler von (A —\;)™
sein. Dieser Widerspruch zeigt, dal m > k; sein mu8.

Es sei ker ¢Fi ; ker R+ Wir withlen y € ker ¢%+1\ ker ¢%, d.h.

(e —Xe) 't (y) =0 und (p—Ne)"i(y) #o.

Die erste Gleichung zeigt, daf der p-Annullator von y ein Teiler von (A — A\;)*+1 sein muf.
Wegen der zweiten Gleichung mu (A — \;)**1 der ¢-Annullator von y sein. Da trivialerweise
() (y) = o ist, miiBte nach Satz 11.2, b),

(A= 2)" | g

gelten. Dieser Widerspruch beweist ker P = ker ¥ 1, Damit ist die Aussage iiber die Kerne
von (¢ — Ae)’ vollsténdig bewiesen.
Aus ker ¢ G ker I folgt wegen Satz 5.12

rang ) =n — dim(ker W) > n — dim(ker wj“) = rang ¢/ .

Damit ist auch die Aussage iiber rang 1/ bewiesen. 0

Die Aussage f) aus Satz 12.5 charakterisiert den Exponenten k; des Linearfaktors A — \;
im Minimalpolynom:

k; ist die kleinste natiirliche Zahl mit der Figenschaft
rang(p — \ie)ki = rang(p — \e)kitl.

Ob eine Matrix diagonalisierbar ist, kann auch an Hand des Minimalpolynomes ent-
schieden werden:

Satz 12.6. Die Matriz A € M, ,(C) ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpo-
lynom pa die Gestalt
fra(X)

I
—~
>

[
>~

flary
>

|
>
in_/
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hat (d.h. k; =1,i=1,...,s).

Beweis. Das Minimalpolynom habe die angegebene Gestalt. Die Unterrdume X; aus Satz 12.5
sind in diesem Fall durch X; = ker(¢ — \;e) gegeben. Jeder Vektor z # o aus X; ist somit
Figenvektor von ¢ zum Eigenwert \;. Wegen dim X; = m; ist somit die geometrische Vielfach-
heit von \; gleich der algebraischen Vielfachheit, i = 1,...,s. Nach dem Korollar 10.8 (siche
auch die Bemerkungen in Anschlu an den Beweis dieses Korollars) ist A diagonalisierbar.

Es sei nun A diagonalisierbar. Nach Satz 10.7 existiert eine Basis des C" bestehend aus
Eigenvektoren &1,...,&, von A. Es sei & Eigenvektor zum Eigenwert Ag. Der A-Annullator
von &; ist wegen A& — Ao&; = 0 durch A — A\g gegeben. Da das Minimalpolynom von A das
normierte kleinste gemeinsame Vielfache der A-Annullatoren der §; ist, folgt die angegebene
Gestalt von pg. 0O

Um zur Jordan-Normalform zu kommen, miissen wir noch fiir die Unterrdume X; Basen
B; so wihlen, dafl die Matrizen A; von ¢; = ¢ |x, bzgl. B; eine moglichst einfache Gestalt

haben. Nach Satz 12.5, d), ist (A — \;)* das Minimalpolynom von ¢; bzw. A;. Es geniigt
daher, die folgende Situation zu betrachten:

Fir ¢ € L(X, X),dim X = n, sei

(V) pe(A\) = (A = Ao)"
das Minimalpolynom.
Definition 12.7. Es liege die durch (V) beschriebene Situation vor. Ferner seia € X gegeben.

Die Folge der Vektoren
a, (90 - )\06)(&), cee (80 - )\Og)g_l(a)

heifit genau dann die von a erzeugte Jordankette®®, wenn (¢ — Aoe)*"1(a) # o und (p —
Xoe)t(a) = o gilt. Die Zahl ¢ heift die Linge der Jordankette.

Da (¢ — Aoe)¥(a) = o fiir alle a € X gilt (A — \g)* ist das Minimalpolynom von ¢!),
folgt stets ¢ < k. Die Wichtigkeit von Jordanketten zeigt der folgende Satz:

Satz 12.8. Es sei (V) erfillt und a € X erzeuge eine Jordankette der Linge ¢ < k. Dann
qgilt:
a) (A — o)t ist der o-Annullator von a und die Vektoren

a, (QD - )\06)(&), SRR (SO - )\Os)z_l(a)
sind linear unabhdngig.

b) Der Unterraum U = [a, (¢ — Xog)(a), . .., (¢ — Xoe) " (a)] ist p-invariant. (\— X\o)* ist das
Minimalpolynom von ¢ |y.

c¢) Die Matrixt A wvon ¢ |y bzgl. der geordneten Basis B = (a,(p — Xe)(a),...
(o= Xoe) N (a)) hat die Gestalt:

Ao
1

A= S M&[((C).
A\

1 Ao

40Jordan, Marie Ennemond Camille, 5. 1. 1838 (Lyons) — 22. 1. 1922 (Paris), grundlegende Arbeiten in Gruppentheorie und
Verfasser eines einflussreichen Lehrbuches “Cours d’analyse” (en.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan).
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d) Aus U = Uy @ Uy mit p-invarianten Unterrdumen Uy, Us folgt Uy = {o} oder Uy = {o},
d.h. U kann nicht mehr als direkte Summe von w-invarianten nicht-trivialen Unterrdumen
dargestellt werden.

Beweis. a) Es sei p der ¢-Annullator von a. Nach Satz 11.2, b), gilt p | (A — Ao)¢, d.h.
p=(A—Xo)! mit £ < £. Wegen (¢ — Aoe)* 1 (a) # o gilt £ = ¢.

Es sei nun
0= apa+ a1(p — Xoe)(a) + -+ + a1 (v — Aoe) 1 (a) = q(p)(a)

mit ¢(A) = ag+ a1 (A — Xg) + -+ ar_1 (A — Xg)'~!. Wegen grad q < ¢ und der Tatsache, daB

(A= Xo)! der p-Annullator von a ist, folgt ¢ = 0, d.h. ap = - - - = ay_; = 0. Die Vektoren der
von a erzeugten Jordankette sind somit linear unabhéngig.
b) Aus

o((p = Xoe) () = (¢ — Mog)(® — Aoe) (a) + Aol — Aoe) (a)
= (¢ — Moe) T (a) + Xo(p — Xoe)(a), j=0,...,0—2,

und

(e = 208) (@) = (¢ — Xoe)"(a) + ol — Aoe) ' (a)
= Xo(p — Aoe) (@)
folgt die @-Invarianz von U und die unter c) angegebene Gestalt von A. Man beachte, dafl
fir j = 0,...,¢ — 2 der Koordinatenvektor von ¢((¢ — Aog)?(a)) bzgl. der Basis B durch

(0,...,0,X0,1,0,... ,O)T gegeben ist, wobei Ao an der j-ten Stelle steht, und der Koordina-
tenvektor von ¢ ((¢ — Aoe)* " (a)) durch (0,...,0,X0)".

c) Aus (p—Moe)(a) = o folgt sofort (¢ —\oe)(U) = {0}, d.h. M|, ist ein Teiler von (A—Xo)".
Wegen (¢ — Aoe)!~1(a) # o folgt Py = (A — o)t

d) Angenommen, es sei U; # {0} und Uy # {0}, d.h. dmU; = ¢; mit 1 < ¢; < ¢, i = 1,2.
Wegen U = Uy @ Us gibt es eindeutig bestimmte Vektoren a; € U; mit a = a1 + ao.
Wegen der p-Invarianz von U; gilt ¢”(a;) € U;, v = 0,1,2,... . Daraus folgt, daf§ fiir
den @-Annullator p; von a; gilt:
grad p; < {;.

p; teilt das Minimalpolynom (A — \g)! von ¢ |7. Daraus folgt
pi(A) = (A = Ao) mit ; < ¢,
Es sei p = max({y, f5). Dann gilt p < ¢ und
(= Mog)’(a) = (¢ — Aoe)"(a1) + (» — Aog)’(a2) = 0

in Widerspruch zur Tatsache, da8 (A — \g)¢ der p-Annullator von a ist. O

Wiihlt man B = (o= Aoe) " 1(a), ..., (¢ —Xoe)(a),a) als Basis von U, so ist die Matrix

von ¢ |y bzgl. B durch
0
A= € My(C)
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gegeben. Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis zu Aussage b) von Satz 12.8.

Definition 12.9. U sei ein Unterraum von X und ay,...,ar € X seien gegeben. Die Vektoren
ai, ..., ar heiffen genau dann linear unabhdngig relativ zu U, wenn aus aya1+- - -+agag €
U mit a; € C stets ay = --- = ag = 0 folgt.

Sind ay, ..., ax linear unabhingig relativ zu U, so sind ay, ..., aj linear unabhéngig (im
Sinne von Definition 4.36), denn aus ajay + - - - + agap = o folgt aja; + -+ + agax, € U und
daher a; = --- = a3 = 0. Ein Vektor a € X ist genau dann linear unabhéingig relativ zu U,
wenn a ¢ U ist.

Satz 12.10. Es sei U ein Unterraum von X. Die Mazximalzahl v von relativ zu U linear
unabhdngigen Vektoren aus X ist durch

r=dimX —dimU
gegeben.
Beweis. Wir setzen dim X = n und dimU = m < n. Der Fall m = n ist trivial. Es sei
daher m < n. Wir wéhlen die Basis ay,...,am, ¢m+1,-..,a, von X derart, daB aj,...,am
eine Basis von U bilden.

Aus m410man + - - - + ana, € U folgt

Qm41am+1 + -+ Qpap = @101 + - - + Qpa,

mit geeigneten o, ..., an. Aus der letzten Beziehung folgt aber a; = -+ = ay, = aynr1 =
- = an = 0, d.h. die Vektoren an41,...,a, sind linear unabhingig relativ zu U. Dies
beweist
r>n—m.
Es seien nun by, ..., b, linear unabhéngig relativ zu U. Aus

aiar + -+ amam + ibr + -+ b =0

folgt Biby + -+ + Brb, = —aiay — -+ — ey, € U. Daraus folgt 6, = --- = G, = 0.
Somit gilt aya; + -+ 4+ ama, = o, woraus auch a3 = --- = a,, = 0 folgt. Die Vektoren
G1,---,Qm,b1,..., b, sind somit linear unabhéngig, d.h. r + m < n bzw.

r<n—m.

Damit ist »r = n — m bewiesen. [

Lemma 12.11. Es gelte (V) und ay, ..., ay seien Vektoren aus ker(p — \oe)’, £ < k, welche
linear unabhingig relativ zu ker(¢ — \oe)*~! sind. Dann sind die Vektoren

(o = 2o) (a1), -+, (v = Aoe) (a)
in ker(¢ — Xoe)*™7 linear unabhingig relativ zu ker(¢ — Xoe)77 1, j=1,...,0— 1.
Beweis. Wegen (o — \oe) 7 ((¢ — Mog) (a;)) = (¢ — Mog)(a;) = o ist klar, daB8 die Vektoren

(¢ — M)’ (a;) Elemente aus ker(p — \oe)*™7 sind, i = 1,..., k.
Es sei nun

a1(p — o) (ar) + - + ag(p — Aog) (ar,) € ker(p — Aoe) 771,



172 Kapitel 12. Die Jordansche Normalform

Daraus folgt

o= (¢ — )\os)e_j_l (al(go — )\os)j(al) + ot ap(e — )\oe)j(ak))
= (¢ — doe) Hagar + - + agay),

d.h. aqar + - + agay € ker(p — Aoe)'!. Somit ist ¢y =---=ap =0. 0O

Satz 12.12. Es gelte (V). Fir die Zahlen
pi = def(p — Xoe)? —def(p — Xoe)™, i=1,2,...,

gilt:

a) pi=0firi=k+1,k+2,... und p; >0 firi=1,... k.

b) pix1 < pi, 1 =1,2,... .

c) Es gibt eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen q und ki, ..., kq derart, dafs

k=ki>ky>--->k;>1

und

0=pri41 <Pri =" = Pho—1 < Phy = " = Phg—1 < Py = = P1
gelten.
d) Fir die Zahlen r; :== pg, — pr,—1, 1 = 2,...,q, und r1 = py, gilt

T1+"'+Tj:pkj7 j:17"’7Q7

und
lel‘i“"quq:n(: dlmX) (121)

Beweis. Die Aussage a) folgt aus Satz 12.5, f). Nach Satz 12.10 gibt es in ker(yp — Age)*™!
genau p;41 relativ zu ker(¢ — Aoe)" linear unabhéngige Vektoren ay,...,a,,, . Wegen Hilfs-

satz 12.11 sind dann die Vektoren (¢ — Aoe)(a;), j = 1,..., pi+1, relativ zu ker(¢p — Age)~?
linear unabhingige Vektoren aus ker(¢ — \ge)?. Somit ist

Pz‘+1§pi7 121727

Die Aussage c¢) ist dann unmittelbar klar.
Fiir die Zahlen rq, ..., rq ist nur die Gleichung (12.1) nicht trivial. Wegen der Definition
der r; gilt
riky - gk = proky 4 (ke = pra)ke -+ (P, — Prg_1)Rg
= Py (k1 — ko) + pry (ko — k3) + - -
ot Prgy (Rg1 = Kq) + prykq.

Da pg, = =pg; -1, =1,...,4—1, bzw. pg, = --- = py gilt, erhalten wir auf Grund der
Definition der p; die Gleichung

Pr; (ki — Kjt1) = pr; + P41+ 0+ Pryyy—1
= def(p — oe)¥i — def(p — Nge)¥+, j=1,...,q— 1,

bzw.
Pk kg = pr, + -+ p1 = def(p — Noe)Fa,
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Somit gilt insgesamt
riky + A gk = def(p — Mog)t = def(p — \oe)* =n

(beachte, daB8 (¢ — \oe)* die Nullabbildung ist). O

Man beachte, daf8 71 + - -+ + r; die Maximalzahl von relativ zu ker(¢ — Age)”~! linear
unabhéngigen Vektoren in ker(¢ — Age)” fir v = kj;q1 — 1,...,k; im Falle j > ¢ bzw. fiir
v=1,...,k; im Falle j = g ist (beachte py, = -+ = p,,,1)-

Wir kénnen nun den folgenden Algorithmus durchfithren, um eine Basis von X zu kon-
struieren:

Schritt 1: Die Maximalzahl von relativ zu ker(p — Age)* ! linear unabhiingigen Vektoren in
ker(¢ — Aog)® ist ry. Wir wihlen daher 71 Vektoren

a,...,ap € ker(p— Aoe)k1,
die relativ zu ker(o — Aoge)* ! linear unabhingig sind.*' Wir bilden die Jordanketten
ah (6 = 22)(ad), o (o = Ao2) T N(ad), G =1, (12.2)

Beachte, dal wegen der Wahl der Vektoren ajl die damit gebildeten Jordanketten tatséchlich
die Linge k; haben. Als Ergebnis von Schritt 1 erhalten wir die k;r; Vektoren (12.2).

Schritt 2: Die Maximalzahl von relativ zu ker(p — Aog)*2~! linear unabhiingigen Vektoren in
ker(¢— \oe)k2 ist 71 +r9. Durch (cp—)\oe)kl_’”(a}), j=1,...,r1, erhilt man bereits r; Vekto-
ren in ker(p — A\oe)*2, die relativ zu ker(¢ — Age)*2~! linear unabhingig sind (Hilfssatz 12.11).
Wir wihlen daher Vektoren a?,..., a2 € ker(¢ — \oe)*? derart, daf8 die Vektoren

Y T2

a%,...,a?ﬂ? und (gp—)\gz—:)kl_kQ(ajl-),j:l,...,rl,

relativ zu ker(p — A\oe)*2~! linear unabhingig sind. Wir bilden die Jordanketten

af, (9 = Aoe)(a3), -, (9 = Aoe)™ M (a3), G=1,....72 (12.3)

und erhalten damit im zweiten Schritt die ko2 neuen Vektoren (12.3).

Schritt q: Fiir die in den Schritten 1 bis ¢ — 1 gew#hlten Vektoren a{, . ,af;j, 7=1,...,q9—1,
sind nach Hilfssatz 12.11 die Vektoren

(QO_Aog)kl_kq(ajl'L ]: 17"'7T17
(12.4)

(o= Xoe)kFa(al™), j=1,...,1q1,

41\Weiter unten wird gezeigt, wie man solche Vektoren berechnen kann.
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relativ zu  ker(p — Ape)*e~! linear unabhingig. Wir wihlen Vektoren af,...
..,at, € ker(p — Aoe)¥a derart, daB diese Vektoren und die Vektoren (12.4) relativ zu
ker(¢ — Aog)Fe~! linear unabhiingig sind. Wir bilden die Jordanketten

a?,((ﬂ— )\06)(@3’)7"'7(90_)‘0€)kq_1(a3')7 .] = 17"'7Tq7 (125)

und erhalten somit im g-ten Schritt die k,7, neuen Vektoren (12.5).

Zur Veranschaulichung moége die untenstehende Zeichnung dienen, in der die in den
Schritten 1 bis ¢ konstruierten Vektoren durch Punkte dargestellt sind. In dem Teil des

Schemas, der die im Schritt 4, i = 1,...,q, konstruierte Gruppe von Vektoren symbolisiert,
steht der Punkt in der Zeile j und in der Spalte r fiir den Vektor (¢ — Aog)®(aj), £ =

0,...,ki—1,5=1,...,r;. Die Vektoren des Schemas, die in der von rechts gezéhlten ¢-ten
Spalte des Schemas stehen, sind simtliche aus ker(¢ — A\ge)? \ ker(o — Age)t™1, £ =1,... ki,
und linear unabhiingig relativ zu ker(p — \ge)’~ L.

1 e o .
2 e o )
re—1 o e .
Ty e e-
01 kg —1
1 e . .
2 e . .
T2 o o e e
01 kg—kq ko — 1
1 e e . . .
2 e e . . °
ry —1 ‘o [} ° °
TL e e e B °
01 k1 — ko k}lfkq ki —1
k1 ko kq 1

In den Schritten 1 bis ¢ erhalten wir insgesamt n = kiry + - - - + kqrq Vektoren. Es gilt
nun:

Satz 12.13. Die in den Schritten 1 bis q konstruierten Vektoren sind linear unabhdngig und
bilden somit eine Basis von X.

Beweis. Es sei eine Linearkombination der konstruierten Vektoren gleich dem Nullvektor.

Da nach Konstruktion simtliche Vektoren, ausgenommen die Vektoren ai, ..., al , in ker(p—

s Yo
Aoe)*1~1 liegen, folgt
o:ala%—k---—i—arla}nl +a

mit a € ker(p — Aoe)*1 71, d.h.

ala% 4+ 4+ arlail € ker(tp - )\Of)klil'
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1
T1

Da die Vektoren al,...,al relativ zu ker(p — Aog)**~! linear unabhiingig sind, folgt daraus
o) = =qa =0.

Es sei bereits gezeigt, dal die Koeffizienten fiir alle Vektoren, die in der obenstehenden
Zeichnung durch Punkte links von der (£/—1)-ten Spalte (von rechts gezihlt) symbolisiert wer-
den, Null sind. Da dann die Linearkombination der iibrigen Vektoren gleich dem Nullvektor
sein mus, ist die Linearkombination der Vektoren in der ¢-ten Spalte in ker(¢ — Agg)*~! ent-
halten. Laut Konstruktion der Vektoren sind die Vektoren der ¢/-ten Spalte linear unabhéingig
relativ zu ker(op — M\oe)*~!. Daher sind die Koeffizienten fiir die Vektoren der /-ten Spalte
sdmtliche Null.

Nach endlich vielen Schritten sehen wir, dafl sémtliche Koeffizienten der Linearkombi-
nation Null sein miissen. Die in den Schritten 1 bis ¢ konstruierten n Vektoren sind daher

linear unabhéngig und bilden wegen dim X = n eine Basis von X. [

Satz 12.14. Es sei ¢ € L(X,X) gegeben und es gelte die Voraussetzung (V). B bezeichne
die in den Schritten 1 bis q konstruierte geordnete Basis von X. Die Matriz J von ¢ bzgl. B
hat die Gestalt
1 1 1 72 2 q q
J=diag(Jy, ..., Jp I TS e IR

y Yy » Yoo

wobet

Jl] = \ S Mk’j,kﬁj ((C)a
0

1 Ao

v =1,...,7, j = 1,...,q. Die Zahlen q,r1,...,7q und ki,...,kq sind eindeutig durch ¢
bestimmt.

Beweis. Die Aussage des Satzes iiber die Gestalt von J folgt unmittelbar aus Satz 12.8, da Jl-j
die  Matrix  von ¢ lu  mit U = [al, (¢ —  Xoe)(a)),...

. i) i
.+, ( — Xoe)*¥~Y(a])] ist. Die Eindeutigkeit der Zahlen g, r;, k; ist wegen Satz 12.12 klar.
O

Ist A die Matrix von ¢ bzgl. irgendeiner geordneten Basis von X, so heifit J die Jordan-
sche Normalform von A. Die Matrizen J; heifien Jordanblécke zum Eigenwert . Ist
man nur an der Jordanschen Normalform interessiert, geniigt es die Zahlen ¢,71,...,7, und
k1,...,kq zu berechnen. Dies kann an Hand der Formeln aus Satz 12.12 geschehen. Will man
auch eine Transformationsmatrix S mit J = S~1AS bestimmen, mufl man auch die Schritte
1 bis ¢ durchfiihren (vgl. Satz 8.4 und Definition 8.1), um die Vektoren der neuen Basis von
X zu konstruieren. A ‘

Um im j-ten Schritt die Vektoren af, . . ., af , zu bestimmen, miissen wir folgende Aufgabe
l6sen:

Es sei r die Mazimalzahl von Vektoren aus ker(y — Aoe)?, die relativ zu ker(p —
)\05)5*1 linear unabhdngig sind. by, ..., by, m < r, seien Vektoren aus ker(p —
Xoe)t, die relativ zu ker(p—Xoe) ! linear unabhingig sind. Gesucht sind Vektoren
bil, - by derart, daf by, ... by relativ zu ker(o — Aog)?™" linear unabhingig
sind.

Die Vektoren by, 1, ...,b, konnen wie folgt bestimmt werden:

1. Man bestimmt eine Basis (cy, . . ., ¢x) von ker(o—Xoe)¢~ 1. Die Vektoren cy, . .., cg, b1, ..., b
sind linear unabhiingige Vektoren aus ker(p — Aoe)".
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Beweis. Aus yic1+- - +ypcp+Bibi++ - -4 Bmbm = 0 folgt B1b1+- - -+ Bmbm € ker(o—Xge)t!

und somit 1 = -+ = B, = 0. Aus y1¢1 + -+ yep = 0 folgt aber vy =---=~,=0. 0O

2. Man ergénzt die Vektoren «c¢1,...,ck, b1,...,bn durch Vektoren bpy1,...
...,b, zu einer Basis von ker(¢ — \ge)’. Dazu wihlt man eine Basis (di,...,dy,,) von
ker(¢ — Aoe)’ und ersetzt m + k dieser Vektoren durch ci,...,cg, b1, ..., by (Austauschsatz

von Steinitz). Die iibrig gebliebenen Vektoren d; sind die gesuchten.

Beweis. Wir miissen noch zeigen, dafi die Vektoren by, ..., b, tatséchlich relativ zu ker(p —
Aoe)?~! linear unabhingig sind.
Es sei B1by + - - 4 B,br € ker(p — Aoe)*~!. Dann gilt mit Konstanten 7y, ...,y € C

Bibi + -+ Brby + e+ 4 ek = o
Da die Vektoren cy,...,cg, bi,...,b, eine Basis von ker(op — Age)? bilden, folgt 3, = --- =
Br=0(undy =---=v=0). 0O

Beispiel 12.15. Gegeben sei

1101
0200
A=1-11 21
-1 10 3
Das Minimalpolynom von A ist (siche Beispiel 11.6)

pa(N) = (A —2)°.
Es ist k1 = k = 2 und rang(A — 2E)? = rang 0 = 0 und

—1
rang(A — 2F) = rang _(1)
—1

——_ O =
SO OO
—— O

Somit gilt p; =0, ¢ > 3, und
pr=4-3=1,p=3-0=3.
Daraus folgt ¢ =2, k1 =2, ko =1 und
Mm=1-0=1r=3—1=2.

Die Jordansche Normalform von A ist daher (siehe Satz 12.14) durch

200 0
(1200
J=10 0 2 0

000 2

gegeben. Um eine Matrix S mit J = S~'AS zu bestimmen, miissen wir eine Basis von C*
geméfl den Schritten 1 bis 2 berechnen:

Schritt 1. Es ist ein Vektor ¢ € ker(A — 2E)? = C* mit ¢ ¢ ker(A — 2E) zu bestimmen.
(Man beachte: Ein Vektor ¢ ist linear unabhiingig relativ zu ker(A — 2F) genau dann, wenn
€ & ker(A — 2F) gilt.)
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Eine Basis von ker(A — 2E) (bzw. eine Losungsbasis von (A — 2E)n = 0) ist durch

m

1 0 0
1 0 -1
0l m=1411> ™M= 0
0 0 1

gegeben. Wir miissen die Vektoren 71,72, 13 durch einen Vektor a' zu einer Basis von ker(A —
2F)% = C* ergénzen. In der kanonischen Basis von C* koénnen wir beispielsweise ey, es, e3
durch die Vektoren 7,173,172 ersetzen (vgl. Hilfssatz 4.47). Nach dem oben angegebenen Al-
gorithmus kénnen wir a' = e4 wiihlen. Die von a' erzeugte Jordan-Kette ist

0 1
0 0
al =ey = ol (A—2E)a! = 1
1 1
Im Schritt 2 miissen wir 7o = 2 Vektoren af,a3 in ker(A — 2FE) derart bestimmen, daf

(A—2FE)a', a2, a3 linear unabhingig relativ zu ker(A—2F)" = {0} sind, d.h. (A—2FE)a!, a3, a3
miissen einfach linear unabhéngig sein.

Die Vektoren 7y, 72, 13 bilden eine Basis von ker(A —2FE). Der Vektor (A —2E)a' besitzt
die Darstellung

(A —2E)a" = + o +n3.

Wir koénnen daher jeden der Vektoren 7; durch (A — 2E)a! ersetzen. Wir withlen etwa ;.
Dann ist a? = 79, a3 = n3. Die gesuchte Basis von C* ist daher

0 1 0 0
0 0 0 -1
=gl -2 =|]]. ad=|]| a=[",
1 1 0 1
Eine Matrix S mit J = S~LAS ist durch
010 0
000 —1
S=1o0 11 o
110 1

gegeben. Als Probe verifiziere man JS = AS.
Bei diesem Beispiel hdtte man in Schritt 1 auch die Vektoren eo, ez, e4 durch 01, n2, 13
ersetzen konnen, was zu a' = e; gefiihrt hiitte. Dann ist

1 -1
0 0
al = ol (A—2E)d' = 1
0 -1
Im zweiten Schritt hitten wir (A —2F)a! = —n; — 12 — 73 und kénnten etwa a? = 11, a3 = 12
wéhlen. Dies wiirde die Matrix
1 -1 10
0 010
S=1o -1 0 1
0 -1 0 O
liefern, fiir die ebenfalls J = S~1AS gilt. O
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Beispiel 12.16. Es sei

20000000
12001000
00200110
A 001200O0O0O0
1 00O0O0Z2000O0
1 0000200
000 0O0O0Z20
-1 0 0 0 0 0 1 2
Durch Entwicklung von det(A—\E) erhiilt man sofort xy 4(\) = (A—2)%, d.h. pa(\) = (A=2)F.

Eine einfache Rechnung zeigt
rang(A — 2F) = 5, rang(A — 2E)* = 2, rang(A — 2F)? = 1 und rang(A — 2E)* = 0.
Daraus folgt pa(\) = (A —2)*, d.h. k; = k = 4 und
pr=8—-T=1 p3=7T—-6=1, pp=6—-3=3, pp=3—-0=3.

Daher ist ¢ = 2 und
k‘1:4, k2:2, T1:1, T‘2:2.

Die Jordansche Normalform von A ist daher durch

2 0
1 2 0
1 2
0 1 2
J = 2 0
1 2
0 2 0
1 2

gegeben. Um die Transformationsmatrix S zu bestimmen, berechnen wir zunéchst eine Basis
von ker(A—2F)3. Eine einfache Rechnung zeigt, da8 eo, es, . . ., eg eine Basis von ker(4A—2E)3
bilden. Diese Basis kann durch e; zu einer Basis von ker(A4 — 2F)* = C8 ergiinzt werden. Dies
liefert a' = e;. Die zugehorige Jordan-Kette ist

e, (A—2FE)e; = ey +eg —eg, (A — 2E)261 =e3,(A— 2E)361 = ey.

In Schritt 2 sind zwei Vektoren a?, a3 aus ker(A — 2F)? derart zu bestimmen, daf} a2, a3 und
(A—2FE)%e; = e3 relativ zu ker(A — 2E) linear unabhingig sind. Eine Basis von ker(A — 2F)
ist durch eo, e4, eg gegeben.
Eine Basis von ker(A4 — 2E)? ist etwa durch die Vektoren
€2,€3,€64,€5,€6 — €7,€8.
gegeben. Die Vektoren e, eyq, eg und (A — 2E)%e; = e3 kénnen daher durch es und eg — e zu
einer Basis von ker(A — 2E)? ergéinzt werden. Dies ergibt

2 2
a1 = €5, Gy = € — €7
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und die zugehorige Jordan-Ketten

€5, (A - 2E)€5 = €9,
€ — €7, (A — 2E)(66 — 67) = —€g.

Die Matrix S ist somit durch

1 000O0O0O O O
0 10001 0 O
0 01000 0 O
g 0 00100 0 O
10 0 O0O0OT1O0 0O O
0 10000 1 O
0 00O0OO0OO0O -1 0
0 -1 0000 0 -1
gegeben. ¢
Beispiel 12.17. Es sei
00 0 00 1
21 -1 -1 0 -1
A 00 2 10 O
- 00 0 20 O
00 0 02 O
-10 0 00 2

Fine einfache Rechnung zeigt
xa(d) = (A= 1°(A - 2)%,
Wir betrachten zuniichst A auf ker(A — F)3. Man erhélt
rang(A — E) = 5, rang(A — E)? = 4, rang(A — E)3 = 3.

Nach Satz 12.5, Punkt 5, besitzt das Minimalpolynom von A den Faktor (A — 1)2. Aus den
Rangzahlen folgt
p3=3-2=1pp=2—-1=1pg=1-0=1.
Es gilt somit ¢ =1 und
k‘l = 3, T = 1.

Die Jordansche Normalform von A [e(4—g)s ist daher durch

100
Ji=[110
01 1

gegeben. Um die zugehorige Basis von ker(A — F)? zu berechnen fithren wir Schritt 1 durch.
Die Vektoren eg, ez, eg bilden eine Basis von ker(A — E)3. Wegen (A — E)%e; # o, d.h.
e1 € ker(A—E)?, ist e1 linear unabhingig relativ zu ker(A— F)?2. Die zugehorige Jordan-Kette
ist
e1,(A—E)e; = —ej +2e2 + e, (A— 6)261 = —e9.
Diese Vektoren bilden die gesuchte Basis von ker(A — F)3.
Fiir den Eigenwert A = 2 gilt:

rang(A — 2F) = 4, rang(A — 2E)? = 3, rang(A — 2F) = 3.
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Das Minimalpolynom von A enthlt somit den Faktor (A —2)2, d.h.

a(h) = A= 1P(r - 22,

Ferner gilt:
pp=3-2=1,p1=2-0=2

und ¢ = 2
]f1:2, k'Q:l, 7“1:1, 7“2:1.

Die Jordansche Normalform von A [yer(4—2p)2 ist daher durch

2 0 0
J2:<120)
00 2

gegeben. Zur Bestimmung einer entsprechenden Basis von ker(A — 2E)? miissen wir die
Schritte 1 und 2 durchfiihren:

Schritt 1. Eine Basis von ker(A — 2F) ist (e — e, e5), wihrend eine Basis von ker(A — 2F)?
durch (e — es3, eq, e5) gegeben ist. Es ist daher a' = e4. Die zugehorige Jordan-Kette ist

éq, (A - 2E)€4 = —eg + €3.
Schritt 2. (A—2E)ey = —eg + e3 ist zu einer Basis von ker(A — 2F) zu ergénzen. Dies liefert
etwa a? = es.
Die gesuchte Basis von ker(A — 2E)? ist daher
€4, (A - 2E)€4 = —eg + €3, €5.

Wir erhalten somit insgesamt (vgl. die Bemerkungen im Anschlufl an den Beweis von Satz 12.5)

(h 0
=4 3)

mit der Transformationsmatrix

[ Ne NN RNa R
—_ o OO
[eNoNoNal )
[ NeR e Nelen)
OO O KO
[N e N N Ne)

O

Eine reelle Matrix A, aufgefaft als Matrix in M, ,,(C), wird im allgemeinen auch nicht-
reelle Eigenwerte besitzen. Die Jordansche Normalform J von A und die zugehorigen Trans-
formationsmatrizen S mit S~'AS = J werden daher im allgemeinen nicht-reell sein. Es erhebt
sich daher die Frage, auf welche Form man eine reelle Matrix mittels Basistransformationen
im R” bringen kann. Eine von mehreren moglichen reellen Normalformen kann man mittels
der Jordanschen Normalform gewinnen. Ausgangspunkt ist der folgende Hilfssatz:

Lemma 12.18. Es sei A € M, »,(R) gegeben. Fiir beliebige A € C \R, £ €N und a € C" gilt
a € ker(A — AE)* genau dann, wenn a € ker(A — A\E)? ist.

Beweis. Es gilt (A — AE)‘a = 0 genau dann, wenn 0 = 0 = (4 — A\E)%a = (A — \E)‘a ist.
g
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Aus Hilfsszatz 12.18 folgt insbesondere, dafl zu einem nicht-reellen Eigenwert Ao von
A € M, ,(R) stets auch Ao Eigenwert von A ist. Ferner stimmen die algebraische Vielfachheit
von Ao und Ay sowie die Exponenten der Wurzelfaktoren von Ay und Ag im Minimalpolynom
von A iiberein (vgl. Satz 12.5, a), e) und f)).

Es sei nun )¢ ein nicht-reeller Eigenwert von A und m bzw. k sei die algebraische Viel-
fachheit von A\g und Ag bzw. der Exponent der Wurzelfaktoren A — Ag und A — Ag im Minimal-
polynom von A. Dann ist (ay,...,a,) genau dann eine geordnete Basis von ker(A — M\ E)¥,
wenn (a1, . .., an) eine geordnete Basis von ker(A—\gE)* ist. Dies folgt unmittelbar aus Hilfs-
satz 12.18 und der Tatsache, daf§ Vektoren ay,...,a,, € C" genau dann linear unabhéngig
sind, wenn dies fiir die Vektoren @y, ..., am, gilt. Wegen ker(A — X\ E)* Nker(A — M\ E)* = {0}
sind die Vektoren ai,...,am,ai,...,ay, linear unabhingig (und bilden daher eine Basis von
ker(A — N E)* @ ker(A — X\ E)F).

Lemma 12.19. Die Vektoren ai,...,am,01,...,am € C*, 2m < n, sind in C" genau dann
linear unabhdngig, wenn die Vektoren

Reai,Imay,...,Reap,Ima,, € R"”

in R™ linear unabhdngig sind.

Bewets. Wir setzen b; = Rea; und ¢; = Imaj, j = 1,...,m. Wegen b; = (a; + a;)/2 und
c;j = (aj—a;)/2i,j =1,...,m, entsteht (b1, c1,...,bm,cm) aus (a1, ..., am,a1,...,a0y,) durch
elementare Umformungen. Daher sind beide 2m-Tupel von Vektoren im C" zugleich linear
unabhingig oder linear abhingig. Dies beweist die Aussage, wenn man noch beachtet, dafl
Vektoren aus R” genau dann in C" linear unabéngig sind, wenn sie in R™ linear unabhéngig
sind. 0O

Satz 12.20. Es sei A € My ,(R) gegeben. A\ ..., \s seien die paarweise verschiedenen re-
ellen Nullstellen von x4 und p1,..., g, i1, - - ., 0 die paarweise verschiedenen nicht-reellen
Nullstellen von x 4. Dann existiert eine regulire Matriz S € My, ,(R) mit

S™LAS = diag(Jy,...,Jr, K1, ..., K}),

wobei Jq,...,J. die zu den FEigenwerten A1, ..., s gehorigen Jordan-Blécke in der Jordan-
schen Normalform von A sind und Kq,...,Ky aus den zu pi,...,ue gehorigen Jordan-
Blicken in der Jordanschen Normalform von A wie folgt entstehen: Ist

7
1 0
J(M) = \ S MZ,Z(C)a
0
1 #
S0 ist
R(p)
B 0
K(p) = \ € Ma20(R)
0
Es R(p)
mit

(1 0 _ (Rep —Imp
E2—<o 1>’ R(M)_<Imu Reu>'
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Beweis. a) Ist a,(A—\E)a, ..., (A—\E)"~'a mit a € C" eine Jordan-Kette zum Eigenwert
A € R, so erzeugt Rea oder Im a ebenfalls eine Jordan-Kette der Liange ¢ zu A. Daraus folgt,
daf die weiter oben in den Schritten 1 bis ¢ konstruierten Basisvektoren von ker(A — \; E)%,
Jj=1,...,sin R" gewahlt werden kénnen (k; ist der Exponent von A—X\; im Minimalpolynom
von A).

b) Ist A ein nicht-reeller Eigenwert von A und a, (A — AE)a, ..., (A — AE)*1a eine Jordan-
Kette von A zu XA mit a € C", so erzeugt a eine Jordan-Kette der Lange ¢ von A zum
Eigenwert . Aus

A(A—=AEYa=MNA—-XE)Ya+ (A= AE)Ya, j=0,...,0-2,
A(A=XE)ta=\NA-\E)la

folgt

ARe(A—AE)a=Re) Re(A— AE)a —Im\ Im(A - AE)a
+Re(A—\E)Tla, j=0,...,0—2,

ATIm(A - AE)a =Im X Re(A — AE) a + Re A Im(A — )\E)
+Im(A - AE)Y " ta, j=0,...,0-2,
ARe(A—AE)"la=ReX Re(4d — AE) 1o —Im A Im(A — AE)" " La,
AIm(A—XE)"la =Im\ Re(A — AE)* la + Re X Im(A4 — A\E)  La.

Beziiglich der Basis
(A= AE)Ya,a,. .., (A - S\E)Z_IEL)

S\E) ] ist daher die Matrix von ¢4 |y durch die Jordansche Nor-
)

von U :=[a,..., (A —,
J(N)) € Map2¢(C) gegeben. Beziiglich der Basis

malform diag(J (

);
(Rea, —Ima,Re(A — AE)a, — Im(A — AE)a,
. Re(A = \E)*ta,— Im(A — AE)’HQ)

von U ist die Matrix von ¢4 | durch K(u) € Map2(R) gegeben. 0O



Kapitel 13

Vektorraume mit innerem
Produkt

Fiir Vektoren im R? bzw. R3 hatten wir seinerzeit (vgl. Abschnitt 2.2) durch geometrische
Uberlegungen ein inneres Produkt eingefiihrt. In diesem Kapitel wollen wir Vektorrdume mit
innerem Produkt auf einer etwas abstrakteren Ebene betrachten. Es sei stets (ausgenommen
in Abschnitt 13.3)

K =R oder K =C.

13.1 Inneres Produkt

Definition 13.1. X sei ein Vektorraum iiber K. Fine Abbildung ® : X x X — K heif§it genau
dann ein inneres Produkt auf X, wenn gilt:

(i) ®(x,ay; + By2) = a®(x,y1) + BP(x,y2) fir alle x,y1,y2 € X und o, B € K (Linearitit
im zweiten Argument).

(i) ®(y,x) = ®(z,y) fir alle v,y € X.

(iii) ®(x,x) >0 fir alle x € X und ®(z,z) = 0 genau dann, wenn x = o (positive Definit-
heit).

Aus der Eigenschaft (ii) folgt ®(x,z) = ®(z,x), d.h. ®(z,x) ist stets reell. Daher ist
es unter (iii) sinnvoll, ®(x,z) > 0 zu verlangen. Ist K = R, so bedeuten (i) und (ii), dass
® eine symmetrische Bilinearform auf X ist (statt 2-fache Linearform sagt man Bilinear-
form, vgl. Definition 9.25). Eine Abbildung ® mit den Eigenschaften (i) und (ii) wird auch
Sesquilinearform genannt. Aus (i) und (iii) folgt

(s + fra,y) = a®(x1,y) + O(x2,y).

Es ist iblich (x,y) an Stelle von ®(z,y) zu schreiben. Die folgende Schluweise wird haufig
verwendet werden:

Lemma 13.2. X sei ein Vektorraum tiber K mit innerem Produkt (-,-) undy € X sei gegeben.
Es ist genau dann (y,z) = 0 fir alle x € X, wenn y = o gilt.

Beweis. Es sei (y,z) = 0 fiir alle x € X und y # o. Fiir z = y folgt (y,y) = 0 in Widerspruch

zur positiven Definitheit von (-,-). Somit gilt y = o. Ist umgekehrt y = o, so folgt aus
(0,2) = (0+0,x) = (0,z) + (0,x) auch (o,z) =0 firallex € X. O

Wie im Falle der Vektoren im R2 bzw. R? definieren wir:

183
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Definition 13.3. X sei ein Vektorraum iber K mit innerem Produkt (-, -).
a) Zwei Vektoren x,y € X heiffen genau dann orthogonal, x Ly, wenn

(r,y) =0
gilt.
b) Ist M eine Teilmenge von X, so heifit
Mt ={z e X |zLy fir alley € M}

das orthogonale Komplement von M.

Wie seinerzeit (vgl. Abschnitt 2.2) konnen wir mit Hilfe eines inneren Produktes die
Norm eines Vektors definieren:

||| := (z, )"/  fiir alle z € X. (13.1)

Satz 13.4. X sei ein Vektorraum iber K mit innerem Produkt (-,-). Dann gilt:
a) Fir alle x,y € X ist
[z, y)| <|lz| |lyl] (Schwarzsche Ungleichung).

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn x und y linear abhdngig sind.
b) Die Abbildung || - || : X — R ist eine Norm auf X, d.h. es gilt:

(N1) ||z|]| > 0 fir alle x € X und ||z|| = 0 genau dann, wenn x = o.
(N2) |lax|| = |af ||x|| fir alle x € X und « € K.
(N3) ||z +yll < llzll + llyl| fir alle z,y € X.

Beweis. a) Der Beweis ist analog dem seinerzeit in Abschnitt 2.2 gegebenen. Fiir y = o ist
nichts zu beweisen. Es sei also y # 0. Wir bestimmen « # 0 derart, dass ay lx — ay ist. Dies
ist dann der Fall, wenn

0= (ay,z —ay) = aly,z — ay) = aly, z) — aaly,y).
Wegen a # 0 und (y,y) # 0 folgt daraus

o <:B,y2>.
Iyl

Esist z = ay + x — ay. Wegen aylxr — ay erhalten wir

|2]* = (ay + = — ay, ay +z — ay) = o |y|* + [« — ay|

[(z. y)[? [z, y)?
ly[l* lyl*

> [af|ly|* = lyl* =

woraus die Schwarzsche Ungleichung unmittelbar folgt. Das Gleichheitszeichen gilt genau
dann, wenn in der Ungleichung oben Gleichheit gilt, d.h. z = ay.

b) Die Eigenschaft (i) folgt unmittelbar aus der Definitheit des inneren Produktes. (ii) ist
klar wegen |az|? = (ax, az) = aclr, z) = |af?||z]?.
Die Dreiecksungleichung folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung:
le +yll* = (& +y, 2+ y) = ll=]* + (y, 2) + (2, 9) + [ly]?
= [l2|” + 2Re (2, y) + [ly]I* < [l2[* + 2|(z, )| + |y
<l + 2llz [yl + Il* = ) + llyl)*.
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0

Satz 13.5. X sei ein Vektorraum tber K mit innerem Produkt (-,-). Fir die durch (13.1)
definierte Norm auf X gilt die Parallelogrammregel,

lz +ylI* + |z — ylI* = 2l|z|* + 2|lyl* far alle z.y € X.

Bewets. Man addiere die Identitaten

lz +ylI* = (& +y, 2 +y) = l2l* + (y,2) + (z,9) + ly]]?,
lz = ylI* = (& — y, 2 = y) = l2l* = (y,2) — (z,9) + Iyl

Beispiel 13.6. Durch

el = [&1] + |2 fiir alle z = (&1,&)" € R?

wird eine Norm auf dem R? definiert (d.h. fiir || - ||; gelten die Eigenschaften (N1) - (N3) aus
Satz 13.4, b)). Fiir die Vektoren x = (1,0)7, y = (0,1)T ist ||x + y||? + ||z — y||? = 8 und
2||z]|? + 2||y||? = 4. Die Parallelogrammregel ist daher fiir || - |; nicht erfiillt. Es gibt somit
kein inneres Produkt ® auf R? mit ||z||? = ®(z, ) fiir alle z € R% {

Im folgenden sei X stets ein Vektorraum {iber K mit innerem Produkt (-, ).

Definition 13.7. M sei Teilmenge von X.
a) M heifst genau dann orthonormiert, wenn gilt:

(i) |lz|| =1 fiir alle z € M.
(ii) xLly fir alle x,y € M, = # y.

b) M heifit genau dann eine Orthonormalbasis von X, wenn M orthonormiert und eine
Basis von X ist.

Satz 13.8. M sei eine orthonormierte Teilmenge von X. Dann ist M linear unabhdngig.

Beweis. Es seien paarweise verschiedene Elemente a1, ...,a; € M gewéhlt und es sei aja; +
-+ agay = o. Daraus folgt wegen (aj,a;) = 0 fiir i # j und (a;,a;) = |ja;]|* = 1

0:<aj,a1a1+---+ozkak>:aj, j=1,... k.

Es gilt somit a3 = --- = ax = 0, d.h. a4, ..., a; sind linear unabhéngig und daher auch M
(siehe Definition 4.36, ¢)). 0O

Satz 13.9. Die Vektoren ai,...,ar € X seien linear unabhdingig. Dann gibt es Vektoren
bi,..., b, € X derart, dass {by,..., by} orthonormiert ist und

[bl,...,bi]:[al,...,ai], izl,...,k,

gilt.
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Beweis. In dem Beweis werden die Vektoren b1, ..., b; aus den Vektoren ay, ..., a; konstru-
iert. Man nennt dieses Konstruktionsverfahren das Gram?*2-Schmidtsche*?® Orthonormie-
rungsverfahren**.
Wir setzen
ay
by = .
lal
Dann ist [|b1]| = 1 und [b1] = [a1].

Im néchsten Schritt bestimmen wir A derart, dass 132 = a9 + Aby; orthogonal zu b; ist.
Dies fiihrt auf die Gleichung

0= (b1, b2) = (b1, az + Ab1) = A|b1||? + (b1, az),

d.h. A = —(b1, az) (beachte b1 = 1).
Es ist bs # 0, da by, as linear unabhéngig sind. Daher kénnen wir

by 1= ?—2
[b2|

setzen. Klarerweise ist auch by Lb;. Nach Konstruktion gilt by, by € [a1,ag]. b1, by sind linear
unabhéngig (da orthonormiert). Daher kann die Basis a1, as von [a1,ag] durch by, by ersetzt
werden (Austauschsatz von Steinitz, Satz 4.48), woraus

b1, b2] = [a1,a2)

folgt.
Als néchstes bestimmen wir u, v € K derart, dass

by = ag + pby + vbs
orthogonal zu by, by ist. Die Zahlen p und v bestimmt man aus
0= <b1,l~)3> = <b1,&3> 4+ und 0= <b2,l~)3> = <b2,a3> +v

(beachte (b1, bs) = 0). Der Vektor b ist eine nicht-triviale Linearkombination von ai, as, as
(b1, by sind Linearkombinationen von aj bzw. aj, az). Wegen der linearen Unabhéngigkeit

von ai, as, ag ist daher bs Z# o0 und wir kénnen
bs
b3 |

setzen. Klarerweise sind by, by, bs orthonormiert. Ferner gilt by, bo, b3 € [a1,a2,as], woraus
wieder mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz

3 1=

[b1, b2, b3] = [a1, az, as]

folgt.
Auf diese Weise fortfahrend erhilt man schlieflich die Vektoren by,...,bg. 0O

42Gram, Jorgen Pedersen, 27. 6. 1850 (Nustrup, D#nemark) — 29. 4. 1916 (Kopenhagen), Beitrige zur Reinen Ma-
thematik (Wahrscheinlichkeitstheorie, Zahlentheorie) und zu praktischen Anwendungen (z.B. in der Forstwirtschaft), hat
nie an einer Universitidt unterrichtet, arbeitete fiir die Hafnia Versicherungsgesellschaft (www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ histo-
ry/Mathematicians/Gram.html).

43Schmidt, Erhard, 13. 1. 1876 (Dorpat, Estland) — 6. 12. 1959 (Berlin), einer der Mitbegriinder der abstrakten Funktional-
analysis (www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Schmidt.html).

44Djeses Verfahren geht letztendlich auf Laplace zuriick.
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Korollar 13.10. Ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit innerem Produkt besitzt immer
eine Orthonormalbasis.

Bewets. Es sei {ai,...,a;} eine beliebige Basis von X. Dann gibt es Vektoren by,..., by
derart, dass {b1,...,bx} orthonormiert ist und [by,...,bg] = [a1,...,a;] = X gilt. O

Orthonormalbasen gestatten eine besonders einfache koordinatenweise Darstellung des
inneren Produktes.

Satz 13.11. Es sei dim X = n und B sei eine geordnete Orthonormalbasis von X.* Die
Koordinatenvektoren von x,y € X bzgl. B seien & bzw. 1. Dann gilt:

y) = ngi =&
=1

Hier bezeichnet £ den Vektor €T = (&1,...,&,) und das Produkt £*n ist als Matrizprodukt
auszufithren. Insbesondere gilt

qu—(Z\@) = (€92 zeX

Beweis. Es sei B = (by,...,by). Aus x = &by + -+ + &by, und y = m1by + -+ - + m by, folgt
unter Verwendung von (b;, b; > 0 fiir ¢ # j und = 1 fiir ¢ = j sofort

(z,y) = &m + - + &
Die Darstellung von ||z|| ist dann trivial. 0O

Ist X ein reeller oder komplexer Vektorraum mit dim X = n und B eine beliebige
geordnete Basis von X, so wird durch

(z,y)1:= &,

wobei £ bzw. 1 den Koordinatenvektor von x bzw. y bzgl. B bezeichnet, ein inneres Produkt
auf X definiert. B ist dann bzgl. dieses inneren Produktes eine geordnete Orthonormalbasis
(Beweis als Ubung).

13.2 Orthogonale Projektion

Bei vielen Fragestellungen ist die folgende Aufgabe zu 16sen: Gegeben seien ein Unterraum
U von X und ein Vektor x € X. Gesucht ist ein Vektor zyy € U derart, dass

— zy|| = min|jz — 13.2
|z = 2yl = min ||z -y (13.2)

gilt. Eine {iberaus niitzliche Charakterisierung der Losung dieses Problems gibt der folgende
Satz:

Satz 13.12. Es seien ein Unterraum U von X und ein Vektor x € X gegeben. Fiir einen
Vektor xy € U gilt genau dann (13.2), wenn

(x —zy,y) =0 firadley e U (13.3)

BB = (b1, by ) heifit eine geordnete Orthonormalbasis von X, wenn {by, ..., by } eine Orthonormalbasis von X im Sinne
von Definition 13.7, b), ist.
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gilt. xy heiffit die orthogonale Projektion von x auf U.
Beweis. Es gelte zunichst (13.3). Fiir beliebiges h € U gilt
lz = (zo + W)II* = |z — zu||* = (h,x — 2v) — (& — v, h) + ||A]]*
= llz = au|* + [Al* > ||z — 2|,

woraus sofort (13.2) folgt.
Es sei nun (13.3) nicht erfiillt, d.h. es existiert ein yo € U mit (x — xy,yo) # 0. Fiir
A € K gilt

Iz — (zv + Mpo)|I* = l|lz — zull* — 2Relz — zu, Ayo) + [A*[lyoll®
— Jla— au]” — 2Re ARe(x — 217, 0)
+ 2Im AN Im(z — zy, yo) + |)\0|2Hy0H2.

Durch geeignete Wahl von Re A bzw. Im A kann man stets erreichen, dass
[z = (zv + Ayo)l| < [l —2v|

gilt. O

Die in Satz 13.12 gegebene Charakterisierung von zy erlaubt es nun, im Falle eines
endlich-dimensionalen Unterraumes U die Existenz und Eindeutigkeit von xy zu beweisen.

Satz 13.13. Es seien die Voraussetzungen von Satz 13.12 erfillt. Ferner sei dimU = k und
x1,...,% sei eine Basis von U. Dann existiert genau ein Vektor xy = ayjxi +- - -+ agxr mit
(13.2). Der Vektor a = (auy, ..., ax)" ist Losung des Gleichungssystems

G(z1,...,28)0 = ((xl,x>, . (xk,x>)T.
Die Matriz
(T1,21) - (T1,28)
G(l‘l,...,l‘k):
(T, x1) -0 (T, Tp)
heifit die Gramsche Matrix der Vektoren x1,...,xk.

Beweis. Die Bedingung (13.3) ist dquivalent zu (z — zy, z;) = 0 bzw. zu
(xj,x —xy) =0, i=1,... k.

Unter Beriicksichtigung von xyy = oy + - - - + agxy, ist dies wiederum gleichwertig mit

k
(x5, x) = Zaj@:i,xj), 1=1,...,k,
j=1
bzw. mit
G(x1,...,xp)a = ((z1,2), ..., (v, 2)) .

Die Existenz und Eindeutigkeit von xy folgt nun unmittelbar aus dem folgenden Satz:

Satz 13.14. Es seien x1,...,xy Vektoren aus X. Dann gilt:

a) Es ist dann und nur dann det G(x1,...,xx) = 0, wenn die Vektoren x1,...,xy linear
abhdngig sind.
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b) Es ist stets det G(x1,...,zx) > 0.

Beweis. a) Es seien x1,...,x; linear abhéngig, d.h. es gilt ajzy1 + -+ + gz = o mit
(a1,...,ag) #(0,...,0). Daraus folgt

(T, r1) + - + o (@i, Tk)
= <mi,a1m1—|—---—|—ak1‘k> =0, i=1,...,k,

d.h. die Spalten der Gramschen Matrix sind linear abhéingig. Es gilt somit det G(z1,...,x) =
0.

b) Die Aussage b) folgt unmittelbar aus det G(z1) = ||z|> und dem folgenden Hilfssatz:

Lemma 13.15. Es seien linear unabhdingige Vektoren x1,...,xr € X und x € X gegeben.
xy sei die Projektion von x auf U := [x1,...,xx]|. Dann gilt:

det G(x1,..., 2k, )
det G(x1,...,zk) ’

lz — zu)* =

Beweis. Setzen wir xy = a1+ - -+, S0 ist wegen Satz 13.13 und Satz 9.24 (Cramersche
Regel)

detG(azl,...,a:i_l,le,...,xk) .
= —1,... .k
“ det G(x1, ..., xk) !
Wir definieren die Matrizen H;, i = 1,...,k, und H durch
(r1,21) ... (z1,28) | (21,2)
H'Z — . . . ,
(g, z1) ... (Tk,z) | (TR, T)
eZ-T 0
(r1,21) ... (x1,78) | (71, 2)
H — . . . ,
(xg,z1) ... (xR, 7K) | (TEyT)
0 0 1

wobei e;T = (0,...,0,1,0,... ,0) mit der Eins an der i-ten Stelle gesetzt wurde. Durch Ent-
wicklung nach der letzten Zeile (Satz 9.21) sieht man leicht, dass

detHi = —detG(Sﬂl,...,Qii,l,SL‘,IiJrl,...,.’L'k), 1= 1,.. .,k‘,
det H = det G(x1,...,x)
gilt. Es ist daher

1
~ det G(x1,...,x)

T —xy (det H z + det Hy 1 + - - - + det Hy, xy,)

und (beachte x — zy Lzy)

lz — 2u* = (& — 2v, 2 — 2v)

1
~ detG(xq,...,T)

k
(det H (z,z) + ZZ:; det H; (x, xl>>
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Auf Grund der speziellen Gestalt der Matrizen H, Hy, ..., H; und der Linearitit der Deter-
minante in den Zeilen (vgl. Definition 9.1) folgt
det G(x1,..., 2k, )

det G(l‘l, PN ,:L‘k) ’

|z — aul* =

Mit Hilfe von Hilfssatz 13.15 erhilt man:

Satz 13.16 (Hadamardsche®Ungleichung). a) Es seien die Vektoren x1,...,x; € X
gegeben. Dann ist

k
det G(x1,...,2%) < H ||$z||2,
i=1

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn die Vektoren x1, ...,z orthogonal sind.
b) Es sei die Matriz A = (aij)ij=1,..n € Mnn(K) gegeben. Dann ist

| det A2 < (zn:\au!Z) ..... (zn:\ainp)
i=1 =

Beweis. a) Die Aussage folgt unmittelbar aus

det G(z1,. .., x5, 2) < det Gz, ..., zp)||z|?

fiir beliebige Vektoren x1, ..., zr, x € X. Diese Ungleichung ist trivial, falls z1, ..., xg, « linear
abhéngig sind (vgl. Satz 13.14, a)). Es seien daher z1,..., 2k, linear unabhéngig und zy
sei die orthogonale Projektion von x auf U := [z1,...,x]. Dann ist (wegen xy Lax — xy und

Hilfssatz 13.15)

||:c||2 =(zy+z— 2y, 2y + = —xy) = (xy,zy) + (v — zy,x — zy)
det G(x1,..., Tk, )
det G(xq, ..., xp)

> <x—wU,:1:—xU):h2:
Wegen zy = 0 im Falle x LU gilt das Gleichheitszeichen genau im Falle z LU.

b) Es sei (eq, ..., e,) eine Orthonormalbasis von X . Wir setzen a; = > ;- agje;, 5 =1,...,n.
Dann folgt aus a) die Ungleichung

det G(ay,...,a,) < H HCLjH2 = H(Z |O‘ij|2>-
j=1

j=1 =1
Da (ey,...,e,) eine Orthonormalbasis von X ist, gilt (a;,ar) = > ;- @ijcu. Es ist daher
n
— s (Vs — AT
G(ay,...,an) = (; aljalk)j7k:17...,n =A'A

und folglich ~
det G(ay,...,an) = det A-det A =det A-det A = |det A|*.

ad

46Hadamard, Jacques Solomon, 8. 12. 1865 (Versailles) — 17. 10. 1963 (Paris), Beweis des Primzahlsatzes, Kon-
zept des “korrekt gestellten Problemes” von Rand- und Anfangswertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen
(en.wikipedia.ord /wiki/Jacques_Hadamard und www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Hadamard.html).
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13.3 Dualraume und duale Abbildungen

In diesem Abschnitt seien X, Y, ... beliebige endlich-dimensionale Vektorrdume iiber einem
Korper K.

Definition 13.17. a) Der Vektorraum X' := L(X,K) heifst der zu X duale Raum.
b) Es sei dimX = n. Ist B = (e1,...,e,) eine geordnete Basis von X, so heifst B’ =

(€),....eh), e € X', genau dann die zu B duale Basis von X', wenn gilt:
1 firi=j .
/. O ’ = 1 PPN .
61(6‘7) {0 furl?éj, 1,7 ) , 1

Wegen Satz 5.16, b), ist dim X’ = n - 1 = n. Die zur Basis B von X und zur Basis 1
von K gehorende kanonische Basis von L(X,K) (vgl. Abschnitt 5.3) ist gerade die zu B duale
Basis.

Definition 13.18. Es sei ¢ € L(X,Y) gegeben. Die durch

(¢'(9) (@) :==g(p(x)), geY' zeX,

definierte Abbildung ¢’ € L(Y', X') heifit die zu ¢ duale Abbildung.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass ¢'(g) fiir ¢ € Y’ ein Element in X’ und ¢’ eine
lineare Abbildung Y’ — X ist. Beziiglich der Matrixdarstellung der zu ¢ dualen Abbildung
gilt:

Satz 13.19. Es sei ¢ € L(X,Y) gegeben und Bx bzw. By seien geordnete Basen von X bzw.
Y und By bzw. By, die zugehirigen dualen Basen von X' bzw. Y'. Ist A= M(p;Bx,By), so

ist AT = M(¢'; B, BYy).
Beweis. Essei Bx = (e1,...,¢€,), By = (f1,..., fr)und By = (e}, ...,€l,), By = (f1, ..., [}).
Ist A = (aj) i=1..r = M(varphi; Bx, By), so gilt

¢(€j):aljfl"'+aijT7 ]Zluvn

Fiir die duale Abbildung ¢’ gilt auf Grund der Definition von ¢’ und der Definition der dualen
Basis

(@' (f))(ej) = fi(eles) = fileajfi+ -+ arjfr)

=i, 1=1,...,r, j=1,...,n,

woraus
O (fl) = aney + -+ ey, i=1,...,m (13.4)

folgt. Dies bedeutet, dass die i-te Spalte der Matrix M (¢'; B, By) durch (i1, ..., )T
gegeben ist. Hieraus folgt die Behauptung. 0O
Satz 13.20. a) Es seien p,¢ € L(X,Y) gegeben. Dann ist
(o) =¢ +¢'.
b) Es seien ¢ € L(Y,Z), ¥ € L(X,Y) gegeben. Dann ist
(ey) =9
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Beweis. a) Fiir g € Y/ und z € X gilt

(0 +9)(9) (@) = g((¢ +)(2) = g(¢(z) + ¥(x)) = g(p(2)) + g(¥(2))

= (¢'(9)) (@) + (¥'(9)) (x) = (¢'(9) +¢'(9)) (2).
Daraus folgt (¢ +1)'(9) = ¢'(9) + ¢/(g) fiir alle g € Y/ und somit (¢ + ) = ' + 9.
b) Fiir h € Z' und z € X gilt
((py) (M) () = h((p¥)(x)) = h(p(¥(z)))
= (¢'(h) ((2)) = (V' (¢ (h))) (2),

d.h. (py) (h) = ¢'(¢'(h)) fiir alle h € Z', woraus schlieflich (p9) = ¢'¢’ folgt. O

Da man eine Matrix immer als Matrix einer linearen Abbildung zwischen arithmetischen
Vektorrdumen auffassen kann (vgl. Abschnitt 7.2), folgt aus Satz 13.20 sofort:

Korollar 13.21. a) Fiir Matrizen A, B € M,,(K) gilt
(A+B)T = AT + BT,
b) Fiir Matrizen A € M, (K), B € M, (K) gilt

(AB)T = BTAT.

Natiirlich kann man dieses Korollar auch direkt, ohne Bezugnahme auf duale Abbildun-
gen beweisen.

13.4 Adjungierte Abbildungen

Es sei nun wieder K = R oder K = C. Ist X ein Vektorraum iiber K mit innerem Produkt (-, -),
so wird fiir jeden Vektor h € X durch x — (h,z) eine lineare Abbildung X — K definiert.
Der folgende Satz zeigt, dass man im Falle dim X < oo auf diese Weise alle Elemente in
X' = L(X,K) erhilt.

In diesem Abschnitt sind X, Y ... stets endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K = R
oder K = C mit innerem Produkt.

Satz 13.22 (Riesz'"). Fiir jedes f € X' eistiert genau ein Vektor hy € X mit
f(x) = (hp,z), =eX.

Die durch f — hy definierte Abbildung tx : X' — X ist bijektiv und konjugiert linear
(d.h. es ist vx(af + Bg) = aux (f) + Bux(g) fir alle f,g € X' und a, 3 € K).*®

Bewets. Wir wihlen eine Orthonormalbasis (ey, ..., e,) von X. Dann gilt f(z) =& f(e1) +
o+ & fey) fir x = &1eg + - - + €pepn, € X Definieren wir

hy = fler)er + -+ f(en)en,
so gilt fiir alle x = &1e1 + -+ +&pep € X
(hy,z) = flen)é1 + - + flen)én = f(2).

4TRiesz, Marcel, 16. 11. 1886 (Gydr, Ungarn) — 4. 9. 1969 (Lund, Schweden), Arbeitsgebiete: Funktionalanalysis, Partielle Dif-
ferentialgleichungen, Zahlentheorie, seit 1908 in Schweden (www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Riesz_Marcel.html).

481m Falle K = R ist natiirlich ,konjugiert linear“ dasselbe wie ,linear®.
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Der Vektor hy ist eindeutig durch f bestimmt. Denn wire h € X ein weiterer Vektor mit
(h,z) = f(z), x € X, so wiirde (hy — h,x) = 0 fiir alle x € X gelten, woraus wegen
Hilfssatz 13.2 hy = h folgt.

Gilt hy = hy fiir f,g € X', so folgt f(z) = (hf,x) = (hg,x) = g(z) fir alle z € X, d.h.
f = g. Damit ist die Injektivitit von tx gezeigt. Fiir h € X definieren wir f € X’ durch
f(z) = (h,x), x € X. Dann ist offensichtlich tx(f) = h, d.h. tx ist auch surjektiv. Fiir
frg€ X' und o, 8 € K gilt

(ix(af +Bg), z) = (af + Bg)(z) = af(z) + Bg()
= a(ux(f), =) + Blix(9),z) = (ax(f) + Bix(9), z)
fiir alle € X. Daraus folgt (siehe Hilfssatz 13.2)

vx(af + Bg) = avx(f) + Bux(g)-

In Hinblick auf den eben bewiesenen Satz kénnen wir lineare Abbildungen X — K durch
Elemente aus X reprisentieren. Einer Abbildung ¢ € L(X,Y) kénnen wir dementsprechend
eine Abbildung ¥ — X zuordnen:

Definition 13.23. Es sei ¢ € L(X,Y') gegeben. Die Abbildung
oF = LXgO'L;l € LY, X)
heifst die zu ¢ adjungierte Abbildung.
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass ¢* tatsédchlich eine lineare Abbildung ¥ — X
ist. Die folgende Charakterisierung von ¢* wird vielfach fiir die Definition der adjungierten

Abbildung verwendet:

Satz 13.24. Es sei ¢ € L(X,Y) gegeben. Eine Abbildung ¢ € L(Y,X) ist genau dann die zu
© adjungierte Abbildung, wenn
(6(y), z) = (y,(x)) (13.5)

fur alley € Y und x € X gilt.

Beweis. a) Es sei ¢ = ¢*, ¢* die zu ¢ adjungierte Abbildung. Dann folgt mit Hilfe der
Definition der adjungierten Abbildung und der Abbildungen tx bzw. vy

(" (W), 2) = ((x¢'iy ) (w), 2) = (¢ (15" (1)) ()
= (15 (1)) (¢(2)) = (y, ¢())

fiir beliebige y € Y und z € X.
b) Fiir eine Abbildung ¢ € L(Y, X) gelte nun

(P(y),2) = (Y, 0(x)), yeY, zeX (13.6)

Aus  ((y),z) = (K(EW)(@) wd (ye@) = (5'®)(e@) =
(¢'(t5' (y))) (@) fiir alle z € X folgt mittels (13.6)

K@) = &'y (),

dh. ¢(y) = (tx¢'ty") (y) = ¢*(y) firalley € Y. O
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Eine unmittelbare Folgerung aus (13.5) ist die folgende Aussage:
Korollar 13.25. Es sei ¢ € L(X,Y) gegeben. Dann gilt

(") = ¢

In Analogie zu Satz 13.20 gilt:
Satz 13.26. a) FEs seien ¢, € L(X,Y) gegeben. Dann ist
(P )" ="+ 9"
b) Es seien ¢ € L(Y,Z), » € L(X,Y) gegeben. Dann ist
()" =™

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage b). Fiir beliebige x¢ X und z € Z gilt auf Grund
von Satz 13.24

(W7¢")(2), 2) = (7 (7(2)), ) = (9" (2), ¥ (2))
= (

X sei ein Vektorraum mit innerem Produkt und dim X = n. Ist (ey,...,e,) eine Basis
von X und (e}, ...,el) die dazugehorige duale Basis von X', so ist (tx(€}),. .., tx(e),)) wieder
eine Basis von X (wir iiberlassen den einfachen Beweis der linearen Unabhéngigkeit der

Vektoren tx(€;) dem Leser). Wegen der Beziehung

1 firi=j, . .
xtee =ellen ={g gor 157 bi=len

gilt tx(e}) = e;, ¢ = 1,...,n, genau dann, wenn (ej,...,e,) eine Orthonormalbasis von
X ist. Fiir die Matrixdarstellung von adjungierten Abbildungen werden wir daher meist
Orthonormalbasen zugrundelegen.

Satz 13.27. Es sei p € L(X,Y) gegeben. Ferner seien Bx bzw. By Orthonormalbasen von
X bzw. Y. Ist A = M(¢p;Bx,By), so ist

A= AT
die Matrixz von ¢* bzgl. By und Bx.

Beweis. Es sei Bx = (e1,...,e,), By = (f1,..., fr), A= (aij) i=1,... und A* = (Bge) k=1,...n.
= =1

Jj=1,..., n (=1,...,

Dann gilt (siehe Satz 5.17) ¢*(f;) = Bijer+- - ~+Pnjen, J = 1,..., 7, p(e;) = arifit+ - +awifr,
i=1,...,n, und wegen Gleichung (13.5)

Bij = (¢ (fi)s ei) = (f5, () = i,
d.h.ﬂij:@ji,iZl,...,n,j:L...,T. a

Im Falle K = R ist natiirlich A* = AT. Eine direkte Folge von Satz 13.27 sind die
folgenden Aussagen:
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Korollar 13.28. a) Es sei ¢ € L(X,Y) gegeben. Dann ist
rang ¢* = rang ¢.

b) Es sei ¢ € L(X,X) gegeben. Dann ist A € K genau dann ein Figenwert von @, wenn A
ein Eigenwert von ¢* ist.

Beweis. a) Ist A die Matrix von ¢ bzgl. Orthonormalbasen in X und Y, so ist A* die Matrix
von ¢* bzgl. dieser Basen. Dann gilt rang ¢* = rang A* = rang AT = rang A = rang A =
rang .

b) Wir wihlen eine Orthonormalbasis B von X. Die Matrix von ¢ und ¢* bzgl. B ist A bzw.
A*. Das Resultat folgt wegen Satz 10.2 aus det(A* —A\E) = det (A — AE)"T = det (A — \E) =
det(A—AE)=0. O

Betreffend die Eigenvektoren von ¢ und ¢* gilt:

Satz 13.29. Es sei p € L(X, X) gegeben. Ferner sei a ein Eigenvektor von ¢ zum Figenwert
A und b ein Eigenvektor von p* zum Eigenwert p. Dann gilt

alb,
falls pu # X ist.9
Beweis. Aus ¢(a) = Aa und ¢*(b) = ub folgt
Ma, b) = (p(a), b) = (a, " (b)) = p{a,b),
d.h. (A — p){a,b) = 0. Wegen X\ # p folgt (a,b) =0. O

Es besteht ein wichtiger Zusammenhang zwischen dem Kern einer linearen Abbildung
und dem Bildbereich der dazu adjungierten Abbildung:

Satz 13.30. Es sei ¢ € L(X,Y) gegeben. Dann gilt
kerp = " (Y)", kerg® = p(X)*
und

X =kero®e"(Y), Y =keryp"®p(X).

Beweis. a) Es sei a € ker p. Dann gilt fiir alle y € Y
(a,¢7 () = (pla),y) = (0,y) =0,
d.h. ker o C @*(Y)*. Ist umgekehrt a € *(Y)*, so gilt
0=(a,¢"(y)) = (p(a),y) firalleycy,

d.h. ¢(a) = o (vgl. Hilfssatz 13.2). Es gilt somit auch ¢*(Y)* C ker .
b) Fiir z € X sei x; die orthogonale Projektion auf ¢*(Y'). Wir setzen x9 = x — x1. Dann
ist x9L*(Y) (vgl. Satz 13.12 und Satz 13.13). Dies bedeutet xo € ker p. Somit gilt X =
ker ¢ + ¢*(Y'). Offensichtlich ist die Summe direkt.

Der Beweis fiir die iibrigen Aussagen folgt mittels ¢ = (¢*)* sofort. 0O

49Im Falle K = R bezieht sich dieser Satz natiirlich auf reelle Eigenwerte.
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Kapitel 14

Spezielle lineare
Abbildungen

In diesem Kapitel bezeichnet X,Y, ... stets endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K = R
oder K = C mit innerem Produkt.

14.1 Normale Abbildungen und Matrizen

Definition 14.1. a) Eine Abbildung ¢ € L(X,X) heifst genau dann normal, wenn

*

PP =@ p

gilt.
b) Eine Matriz A € My, ,,(K) heifst genau dann normal, wenn

AAT = ATA
gilt.

Es ist offensichtlich, dass die Matrix einer normalen Abbildung bzgl. einer Orthonor-
malbasis eine normale Matrix ist.

Satz 14.2. Eine Abbildung ¢ € L(X, X) ist genau dann normal, wenn

(o(@), o(y)) = (¢ (x), 7 () (14.1)

fiir alle x,y € X gilt. Insbesondere gilt fiir normale Abbildungen stets

le(@)l = lle"(@)], =eX. (14.2)

Beweis. Ist ¢ normal, so gilt fiir beliebige z,y € X

(@), p(y)) = (2, (") (W) = (=, (pr™)(y)) = (¢"(2), " (¥))-

Umgekehrt folgt aus (14.1)

(, (") (W) = (p(x), p(y)) = (¢"(2), " (v)) = (z, (™) (¥))

fiir alle z,y € X. Aus dieser Gleichung folgt wegen Hilfssatz 13.2

(P"p)(y) = (pp")(y) fiir alle y € X,

197
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Eine direkte Folgerung aus (14.2) ist:
Korollar 14.3. Es sei p € L(X, X) normal. Dann ist
ker ¢ = ker ¢*

und
X =kerp @ o(X).

Beweis. Wegen (14.2) gilt « € ker ¢ genau dann, wenn x € ker ¢* ist. Die Darstellung von
X als direkte Summe folgt aus Satz 13.30. O

Satz 14.4. Es sei ¢ € L(X, X) normal. Dann gilt:

a) Ein Vektor a € X ist genau dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, wenn a Eigenvektor
von ©* zum Figenwert \ ist.

b) Ist a bzw. b Eigenvektor von ¢ zum Figenwert A bzw. p mit X\ # p, so gilt
alb
c) Es ist

und folglich
ranggpk =rangy, k=1,2,....

Beweis. Man sieht leicht, dass fiir beliebige A\ € K mit ¢ auch die Abbildungen (¢ — Ae)*,
k=1,2,..., normal sind. Nach Korollar 14.3 gilt somit

ker(¢ — Ae) = ker(p* — Xe),

d.h. (¢ — Ae)(a) = o ist gleichwertig mit (p* — Ae)(a) = o. Dies beweist die Aussage a).
‘Wegen a) ist b Eigenvektor von ¢* zum Eigenwert f. Nach Satz 13.29 gilt a Lb, falls
G4 X dh A gilt,
Um c) zu beweisen geniigt es, ¢?(X) = ¢(X) zu zeigen. Es ist stets p?(X) C ¢(X).
Es sei nun = € ¢(X) gegeben. Fiir ein y € X gilt dann x = (y). Wegen Korollar 14.3 ist
Yy =y1 + y2 mit y; € ker ¢ und yo € (X). Daraus folgt

z = o(y1 +12) = o(y2) € ¥*(X).

Die Aussage c¢) des eben bewiesenen Satzes hat weitreichende Konsequenzen fiir die
Struktur normaler Matrizen:

Satz 14.5. Es sei A € M, ,,(C) gegeben. Dann ist A genau dann normal, wenn es eine
regulire Matriz U € M, ,(C) gibt, sodass

U* — U*l7
U*AU = diag(A1, ..., \n),

gilt. A1, ..., An sind natirlich die Eigenwerte von A.
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Beweis. Wegen K = C besitzt die Matrix A genau n Eigenwerte, wobei jeder Eigenwert
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit gezéhlt wird. Es sei A; ein Eigenwert von A
und k; sei der Exponent von A — \; im Minimalpolynom von A. Die Matrix A ist die Matrix
des Endomorphismus ¢4 bzgl. der kanonischen Basis von C" (vgl. Abschnitt 7.2). Da die
kanonische Basis von C™ orthonormiert ist, mufl ¢4 normal sein. Auf Grund von Satz 12.5,
f), und Satz 14.4, ¢), (angewandt auf ¢4 — A\je) mufl k; = 1 sein. Aus Satz 12.6 folgt, dass A
diagonalisierbar ist.

Auf Grund von Satz 10.7 gibt es eine Basis von C™ bestehend aus Eigenvektoren von A.
Ist A ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit £, so existieren k linear unabhéngige
Eigenvektoren von A zu A (Korollar 10.8). Diese Eigenvektoren kénnen wir orthonormiert
annehmen (Satz 13.9). Nach Satz 14.4, b), sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwer-
ten von A orthogonal. Insgesamt kénnen wir daher annehmen, dass eine Orthonormalbasis
ai,...,a, von C" bestehend aus Eigenvektoren von A existiert. Wir setzen U := (ay, ..., ay).
Wegen afa; =0 fiir i # j und aja; = 1,4,5 = 1,...,n, gilt

U*AU = diag(A1,...,\n,) und U*U =E,

d.h. insbesondere auch U* = U1,
Ist umgekehrt U*AU = D mit einer reguléren Matrix U € M, ,(C) und einer Diagonal-
matrix D, wobei U* = U~ gilt, so ist A = UDU* und A* = UDU*. Daraus folgt

AA* =UDDU* =UDDU* = A*A.

Eine unmittelbare Folgerung aus dem oben bewiesenen Satz und aus Satz 14.4, b), ist:
Korollar 14.6. Es sei p € L(X,X) normal. Dann ezistiert ein Polynom p € C[\] mit

©* =ple) und ¢ =p(p*),

wobei p = p1 — ipe fir p = p1 + ip2, p1,p2 € R[N\] ist. Die analoge Aussage gilt fir normale
Matrizen in M, »(K).

Ist die Matriz von ¢ bzgl. einer Orthonormalbasis von X reell, so kann auch p € R[]
gewdhlt werden. Insbesondere kann p € R[] gewdhlt werden, falls ¢ eine normale Abbildung
eines reellen Vektorraumes ist.

Beweis. Es sei zunidchst K = C. Auf Grund von Satz 14.5 existiert eine Orthonormalbasis
von X, sodass die Matrizen von ¢ bzw. ¢* bzgl. dieser Basis Diagonalmatrizen sind, D =
diag(A1, ..., A\n) bzw. D = diag(A1,...,A,). Wir wihlen ein Polynom p € C[A] mit

p()\z) :5\1, izl,...,n.‘w
Dann ist auch \; = p(X\;), i =1,...,n, und
p(D) = diag(p(M),...,p(A)) = D, p(D) = D.

Daraus folgt sofort die Behauptung, weil p(D) bzw. p(D) die Matrix von p(¢) bzw. p(¢*)
bzgl. der gewihlten Orthonormalbasis ist (vgl. die Ausfithrungen am Ende von Anhang A).

Es sei nun A € M, »(R) die Matrix von ¢ bzgl. einer Orthonormalbasis von X. Dann
ist A* = AT € M,, ,(R) die Matrix von ¢* bzgl. derselben Basis. Nach der bereits bewiesenen
Aussage existiert ein Polynom p = py + ipa, p1,p2 € R[], mit

A* = p(A) = p1(A4) + ip2(A).

50Polynome mit dieser Eigenschaft existieren immer.
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Wegen A* € M, ,(R) muB pa(A) = 0 sein, d.h. A* = p;(A4) mit p; € R[A] und folglich auch
A= P1 (A*)

Ist X reell und ¢ € L(X, X) normal, so ist die Matrix A von ¢ bzgl. irgendeiner Ortho-
normalbasis von X ebenfalls reell und die Behauptung folgt aus der eben bewiesenen Aussage
iiber A. O

Korollar 14.7. Es sei ¢ € L(X, X) normal. Ist der Unterraum U von X @-invariant, so ist
auch UL @-invariant.

Beweis. Es sei z € Ut gewihlt. Dann gilt wegen der ¢-Invarianz von U

(¢*(2),u) = (2, 0(u)) =0

fiir alle u € U, d.h. p*(2) € U*. Damit ist gezeigt, dass UL @*-invariant ist.’! Auf Grund

von Korollar 14.6 ist ¢ = p(¢*) mit p € K[\]. Daraus folgt, dass U+ ebenfalls @-invariant ist.
Man beachte, dass im Falle K =R auch p € R[A] ist. 0O

14.2 Unitare Abbildungen und Matrizen

Die in Satz 14.5 aufscheinende Transformationsmatrix U gehort einer Klasse von Matrizen
an, die eine wichtige Rolle bei Basistransformationen spielt:

Definition 14.8. a) Es sei ¢ € L(X, X) gegeben. ¢ heifit genau dann unitdr oder isome-
trisch, wenn @ invertierbar ist und

gilt.
b) Eine Matriz U € M, ,(K) heifit genau dann unitdr, wenn U reguldr ist und

U* — U—].
gilt. Im Falle K =R heifit U orthogonal.

Offensichtlich ist eine unitire Abbildung ¢ € L(X,X) wegen ¢*p = ¢ lp = pp~! =
p* immer normal. Die Matrix einer unitdren Abbildung bzgl. einer Orthonormalbasis von X
ist eine unitére bzw. orthogonale Matrix (vgl. Satz 13.27 und Abschnitt 7.2). Das Kompositum
@1 unitirer Abbildungen o,9 € L(X,X) ist wegen (p)* = ¢*p* = ¢~ lo™! = (py)~!
wieder unitdr. Zu einer unitdren Abbildung ¢ € L(X,X) ist ¢! ebenfalls unitir (wegen
(e™H* = (¢*)* = ¢ = (¢~ 1)71). Die unitiiren Abbildungen aus L(X, X) bilden somit eine
Gruppe (bzgl. der Komposition von Abbildungen), die sogenannte unitire Gruppe. Fiir
unitére bzw. orthogonale Matrizen gelten die analogen Aussagen.

Die unitéren Abbildungen kénnen durch eine Reihe von weiteren Eigenschaften charak-
terisiert werden:

Satz 14.9. Es sei ¢ € L(X, X) gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) @ ist unitdr.
(ii) Es ist
le(@) |l = [l
fir alle x € X.

5IMan beachte, dass dies fiir beliebige Abbildungen ¢ € L(X, X) gilt.
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(iii) Es gilt
(o), 0(y) = (z,y)
fir alle x,y € X.

(iv) Ist (e1,...,en) eine Orthonormalbasis wvon X, so ist auch (p(e1),...
.., p(en)) eine Orthonormalbasis von X.

Bewets. Wir fithren den Beweis, indem wir die Implikationen (i) = (ii) = (iii) = (iv)
— (i) beweisen.

1. (i) = (ii).

Es sei ¢ unitdar und « € X gewéhlt. Dann ist

le(@)I* = ((2), o(@)) = (z, (¢*0)(2)) = (2, 2) = ||z||*.

2. (i) = (iii).
Fiir z,y € X gilt wegen (ii) die Beziehung

(plx+y),elx+y) =(r+yz+y) = (z,7) +2Re(z,y) + (y,9).

Andererseits gilt (ebenfalls wegen (ii)):

(p(z +y), p(z +y)) = (p() + ¢(y), p() + ©(y))
= (p(2), p(z)) + 2Re(p(x), 0(y)) + (¢(y), ¢(y))
= (z,7) + 2Re(p(2), (y)) + (v,9).

Wir erhalten somit

Re{p(x), p(y)) = Re(z,y) fir alle z,y € X. (14.3)
Im Falle K = R ist damit (iii) bewiesen. Im Falle K = C konnen wir in (14.3) = durch ix
ersetzen und erhalten

Im(p(x),o(y)) = Im(z,y) fir alle z,y € X.

Dies und (14.3) beweisen (iii).
3. (ili) = (iv).

Ist (e1,...,en) eine Orthonormalbasis von X, so ist wegen (iii) auch (¢(e1),
..,p(en)) eine Orthonormalbasis.

4. (iv) = (i).

Es sei (e, ..., ey,) irgendeine Orthonormalbasis von X. Wegen (iv) gilt rang ¢ = n, d.h. ¢ ist

invertierbar. Da (p(e1), ..., ¢(en)) ebenfalls eine Orthonormalbasis von X ist, gilt

(ei,e5) = (plei), plej)) = (i (" @)(e5)), 1,5 =1,....n.
Fiir festes j bedeutet dies nach Hilfssatz 13.2
(¥"e)(ej) = €5, j=1,....n,
woraus (siehe Satz 5.8) ¢*¢ =€ folgt. DO
Da in den Spalten einer Matrix U € M, ,(K) die Bilder der Vektoren der kanonischen

Basis von K” stehen, folgt aus Satz 14.9 sofort:

Eine Matriz U € M, ,(K) ist genau dann unitdr bzw. orthogonal, wenn die Spal-
ten von U eine Orthonormalbasis von K™ bilden.
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Aus Satz 14.9 und aus der Definition unitdrer Abbildungen bzw. Matrizen folgt sofort:

Satz 14.10. Es sei p € L(X, X) unitdr. Dann gilt:
a) Ist A € K ein Eigenwert von ¢, so gilt |\| = 1.
b) Es ist | det | = 1.

Analoge Aussagen gelten fiir orthogonale Matrizen.

Beweis. a) Ist A Eigenwert von ¢ und z ein zugehoriger Eigenvektor, so gilt (siehe Satz 14.9,

(i)
]l = lle()]l = Al = Al l]]-
Wegen ||z|| # 0 folgt daraus |A| = 1.
b) Es sei U die Matrix von ¢ bzgl. einer Orthonormalbasis von X. Dann gilt det ¢ = det U.
Wegen Satz 9.2, (ix), folgt
detU* - detU = det E = 1.

Ferner gilt det U* = det UT = det U = det U. Damit ist
1 =detU* -detU =detU - det U = |det U|*.

Man beachte, dass in Aussage a) von Satz 14.10 nicht die Existenz von Eigenwerten
behauptet wird. Im Falle K = R kann eine orthogonale Matrix iiberhaupt keine Figenwerte
(in R) besitzen, wie das Beispiel U = (_? (1)) zeigt. Der folgende Satz charakterisiert die
Struktur isometrischer Abbildungen reeller Vektorriume:

Satz 14.11. Es sei U € M, ,(R) orthogonal, o; = £1, j = 1,...,p, seien die reellen
FEigenwerte von U und \j = et | 5\]‘ =e i, 0< 0; < 2m, j = 1,...,k, seien die nicht-
reellen Figenwerte von U (U aufgefafit als Matriz in My, ,,(C)), n = p+2k. Dann gibt es eine
orthogonale Matriz S € My, ,(R) mit

01
0
Op
T _ cosfy —sinb,
SUS = sin 64 cos 01
O cosf;, —sindy
sin 0, cos 0,

Dies bedeutet insbesondere, dass zu jeder isometrischen Abbildung ¢ eines reellen, n-dimensionalen

Vektorraumes eine geordnete Orthonormalbasis B existiert, sodass die Matriz von M (p, B)
die oben angegebene Gestalt besitzt.

Bewesis. Die Matrix U ist normal. Daher ist U nach Satz 14.5 unitér-dhnlich zur Diagonal-
matrix D = diag(o1,...,0p, A1, .., Ak, Ay ey AR),

S*US = D,

wobei die Spalten von S die Eigenvektoren von U zu den Eigenwerten o1, ..., 0p, A1, ..., Ak, A, -

in C" sind. Die im Satz angegebene Form der Matrix STUS ist gerade die reelle Normalform
von U (vgl. Satz 12.20). Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, dass

S:(61,...,6p,a1,...,ak,@l,...,@k)

7>\k
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gilt mit ¢; € R", j =1,...,p, und o € C", j = 1,...,k. In leichter Modifikation (némlich
durch Einfiigen der Faktoren ,,\@“) der im Beweis von Satz 12.20 konstruierten Transforma-
tionsmatrix setzen wir

S = (617"'76177\/551)\/5’717"'7\/5167437\/57]6) (144)

mit §; = Reay, 75 = —Imaj, 7 = 1,..., k. Da die Spalten von S in C" orthonormiert sind,
ist klar, dass dies auch fiir €1,..., ¢, in R" gilt. Ferner folgt aus 0 = aje, = (BiT +iv; e =
ﬁjTeg + i’ijeg sofort ,BjTt—Cg =0 und ijeg =0,j=1,...,k, £=1,...,p.

Fiir j # ¢ folgen aus ajay = 0 = aja, die Gleichungen

BiTBe 47" =0,8" B — 7 ve =0,
T T, _ T Tn _
vi Be—Bj v =08 v+ Be=0.

Hieraus erhélt man sofort ,BjT,Bg = ’ij’yg = ﬂjT'yg = ’ijﬂg =0,4,0=1,...,k, j#L.
SchlieBlich folgen aus oja; = 0 und ajao; =1 die Gleichungen

BiTB; — ;T +2i8; Ty =0 und B;TB +; Ty = 1.

Daraus erhilt man 3;7y; = 0und 3;78; = v;Tv; = 1/2,j = 1,..., k. Es gilt daher ||[v/28;] =

V2] = 1.
Durch direktes Nachrechnen bestéitigt man {ibrigens leicht, dass US = SD gilt. 0O

Aus Satz 14.11 folgt nun unmittelbar, dass fiir eine isometrische Transformation ¢ €
L(X, X), der reelle Vektorraum X die direkte Summe p-invarianter, paarweise orthogonaler
Unterrdume der Dimensionen 1 oder 2 ist. Die ein-dimensionalen Unterrdume werden von den
reellen Eigenvektoren von ¢ zu den Eigenwerten 1 bzw. —1 aufgespannt, wihrend die zwei-
dimensionalen Unterrdume jeweils vom Realteil und Imaginérteil der komplexen Eigenvekto-
ren von ¢ zu den nicht-reellen Eigenwerten aufgespannt werden. Auf den ein-dimensionalen
Unterrdumen ist die Einschrankung von ¢ entweder die Identitét (falls o; = 1) oder die Spie-
gelung am Ursprung (falls o; = —1). Wir wollen noch kléren, wie ¢ eingeschrankt auf die
zwei-dimensionalen Unterrdume wirkt.

Es sei dim X = 2. ¢ € L(X, X) sei eine isometrische Abbildung mit einem Paar A =
e X, 0 < 0 < 2, nicht-reeller Eigenwerte. Beziiglich einer geordneten Orthonormalbasis

B = (e1,e2) von X sei
cosf —sinf
U= (sin 0 coS 0)
die Matrix von ¢ bzgl. B. Zur Basis B definieren wir auf X die Determinantenform &y durch

(I)[)(l’,y) = det (g; Z;) ’

wobei (£1,&)T bzw. (n1,72)7 der Koordinatenvektor von x bzw. y bzgl. B ist. Dann reprisen-
tiert B die durch ®( auf X definierte positive Orientierung (vgl. Abschnitt 9.6).
Es sei nun z = {1e1 + §2e2 gegeben. Dann ist

p(z) = &ip(er) + Laplez) = (§1cos — Ersinb)er + (&1sinb + & cosb)es.

Somit gilt

oo pla)) = det ({1 S0 E ) (6 + ) sing
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und
(z,0(x)) = (&€ + &) cos .
Ferner ist ||o(x)|| = ||z|| = (62 + £€3)'/2. Es ist daher

(z,p(x)) Do (x, p(x))
|

el le@l ~ % Tl le@)

Der orientierte Winkel von x nach ¢(x) ist somit fiir alle x € X durch 0 gegeben (vgl. (9.9).
Die Abbildung ¢ kann daher als Drehung um den Winkel 6 (im Sinne der durch ®( gegebenen
Orientierung von X) interpretiert werden.

Wir geben eine vollstéindige Diskussion isometrischer Abbildungen in den Féllen dim X =
2 und dim X = 3:

1. dim X = 2.

a) Es sei det ¢ = 1. In diesem Fall besitzt ¢ ein Paar A, \a = A; von Eigenwerten mit || = 1.
Es sei (e, e2) eine beliebige Orthonormalbasis von X, welche die positive Orientierung von
X repréasentiert. Dann ist

= sinf.

ole1) = ae; + fey, >+ 5% =1
Aus det ¢ = 1, ||¢(e2)||? = 1 und {p(e1), p(e2)) = 0 folgt nach einfacher Rechnung
p(e2) = —Be1 + aea.

Wir setzen o = cosf, 8 = sinf mit 0 < 0 < 27. Dann ist
cosf —sind
U= (sin9 cos 9)

die Matrix von ¢ bzgl. (e1,e2). Wie wir oben gesehen haben, ist ¢ eine Drehung um den
Winkel 0. Im Falle 8 = 0 bzw. § = 7 ist ¢ = € bzw. ¢ = —e.

b) Es sei det p = —1. Die Eigenwerte von ¢ sind durch \; = 1 und As = —1 gegeben. Die
zugehorigen Eigenvektoren eq, eo bilden eine Orthonormalbasis von X. An Hand von

p(§1e1 + &aea) = 161 — Eaen

sieht man, dass ¢ eine Spiegelung an dem eindimensionalen Unterraum [e1] ist.

2. dim X = 3.

a) Es sei det ¢ = 1. Dann mufl \; = 1 ein Eigenwert von ¢ sein. Fiir die {ibrigen Eigenwerte
mufl A3 = A2 gelten. Wegen Satz 14.11 existiert eine Orthonormalbasis B = (e, e2, e3) von
X, wobei e; Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert \; = 1 ist, sodass

1 0 0
U=1{0 cosf —sinf]|, 0<60<2m,
0 siné cos
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die Matrix von ¢ bzgl. B ist. Die Abbildung ¢ ist daher eine Drehung um den Winkel 6 mit
der Drehachse [eq].

[er]™ = [e2; 5]

le1]

b) Es sei det¢p = —1. Ein Eigenwert ist \; = —1, wiithrend fiir die iibrigen A3 = )\ mit
|A2] = 1 gelten mufl. Wie im Fall a) sieht man, dass eine Orthonormalbasis (e, e2, e3) von X
existiert, sodass

-1 0 0
U—( 0 cosf sinG), 0<0 <2,
0 siné cos

die Matrix von ¢ bzgl. dieser Basis ist. Wegen

-1 0 0 1 0 0
U= 010 0 cosf —sind
0 01 0 sinf cos
ist ¢ das Kompositum einer Drehung um den Winkel # mit der Drehachse [e;] und einer
Spiegelung an dem zweidimensionalen Unterraum [e;]* = [e2, e3].

Eine orthogonale Matrix U € M, ,,(R) kann auch (wie jede andere regulére Matrix) als
Matrix einer Basistransformation aufgefaflt werden (siche Definition 8.1 bzw. Satz 8.2, e)).
Wir wollen dies fiir den Fall dim X = 2 genauer diskutieren. In diesem Fall hat U die Gestalt

U — CQSH —sin6 L 0<0<or
sin ¢ cos ¢
Ist (e1, e2) eine beliebige Orthonormalbasis von X, so ist die neue Basis durch

€1 =cosfe; +sinf e
€9 = —sinf ey + cosfes

gegeben, entsteht somit aus (ej,ez) durch eine Drehung um den Winkel # im Sinne der
positiven Orientierung von X.
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&2

5 _ 0 31
Bezeichnet & = (&,&)7 bzw. § :~(§1,§2)T den Koordinatenvektor von =z € X bzgl. (e1,e2)
bzw. (€1, 62), so gilt & = UE, d.h. € = UT¢ (vgl. Satz 8.2, b)) oder ausfiihrlicher geschrieben

§~1 = cos 0&1 — sin 0Eo,
€o = sin O, + cos 0&,.

Wie wir gesehen haben, ist eine Matrix A € M,, ,,(C) genau dann normal, wenn sie zu
einer Diagonalmatrix D € M,, ,,(C) unitér-&hnlich ist (siehe Satz 14.5). Es erhebt sich nun

die Frage, auf welche Form eine beliebige Matrix aus M, ,,(C) durch Ahnlichkeitstransforma-
tionen mit unitdren Matrizen gebracht werden kann.

Satz 14.12 (Schur®?). FEs sei A € M, ,(C) gegeben. Dann ezistiert eine unitire Matriz
U e M, ,(C) derart, dass U*AU eine obere Dreiecksmatriz ist,

Al ok e %
U*AU = R
0 *
An
wobei A1, ..., Ay die Figenwerte von A sind. Ist A reell und sind die Eigenwerte Ai,..., A

reell, so kann U € My, ,(R) gewdhlt werden (d.h. U ist orthogonal).

Beweis. Der Beweis erfolgt mittels vollstdndiger Induktion nach n.
Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Die Aussage sei fiir n — 1 richtig. Zu einem Eigen-

wert A\g von A wihlen wir einen Eigenvektor y mit ||y|] = 1 und ergénzen diesen zu einer
Orthonormalbasis (y, x2, ..., x,) von C". Die Matrix @ := (y,x2,...,Z,) ist unitir. Ferner
gilt
Yy Yy
. 5 5
QAQ= | [ Aly,z2,..,zn) = [ | (Moy, Ao, ..., Azy)
Ty, Ty,
_ (o |8
On—l An—l ’
wobei 0,1 den Nullvektor in C" bezeichnet und § = (z5Axs, ...,z Azy,),
5
An—l = A (332, . ,a:n) S Mn—l,n—l(C)
Ty,

52Schur, Issai, 10. 1. 1875 (Mogilyov, Weissrussland) — 10. 1. 1941 (Tel Aviv), Darstellung von Gruppen, Kombinatorik,
Schurzerlegung einer Matrix (en.wikipedia.org/wiki/Schur).
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gesetzt wurde. Laut Induktionsvoraussetzung existiert eine unitére Matrix V € M,_1 ,,—1(C)
derart, dass V*A,,_1V eine obere Dreiecksmatrix ist. Wir setzen

o 10,
vea(yl, %)

Dann ist U ebenfalls unitér und es gilt

av— (1 01 o L0,
vrAv = (On—l v ) @ AQ <0n—1 % >

. 1 1 Ao 517 (o 1%
B On—l v Onfl Anflv a Onfl V*Anflv '

Die Behauptung iiber reelle Matrizen folgt unmittelbar aus dem Beweis. 0O

9 —1 —2
A:<2 6 —2)
0 1 5

gegeben. Eine einfache Rechnung zeigt, dass Ay = 6, Ay = A3 = 7 die Eigenwerte von A sind.

Fiir Ay = 6 erhilt man
3 -1 -2
(A—\E) = (2 0 —2) .

0o 1 -1
1

Somit ist y = —(1, 1,1)T ein normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert ;. Dieser Ei-

V3
genvektor y kann beispielsweise durch

1 (1 1 (1
) =)

zu einer Orthonormalbasis des R? ergéinzt werden, d.h. es ist

Beispiel 14.13. Es sei

L (2V3 3v2 V6
Q= 5 23 —3v2 V6
23 0 —2V6
Ferner gilt
6 2v6 218
QTAQ =10 7 0
0 3vV3 7
Somit miissen wir Ay = (4 ! 3 g auf obere Dreieckform bringen. Dies wird durch V =
3
4
<(1] é) gewdhrleistet: VT AV = <(§ 3\7/§> Die gesuchte Matrix U ist somit durch

0V=62\/§—3ﬁ V6|10 0 1
2\/3 0_2\/6 01 0

1 23 V6 3vV2
= 6 2v/3 V6 =32
2v/3 —2v6 0

Q<10> L [2V3 3V2 \/6<100>



208 Kapitel 14. Spezielle lineare Abbildungen

gegeben. Tatséchlich priift man leicht nach, dass

. 6 5Vv2 ?@
U'AU=10 7 3V3
0 0 7

gilt. ¢

14.3 Selbstadjungierte Abbildungen

Auch in diesem Abschnitt bezeichnet XY, ... stets einen endlich-dimensionalen Vektorraum
iiber K = C oder K = R mit innerem Produkt.

Eine besonders wichtige Klasse normaler Abbildungen wird in diesem Abschnitt behan-
delt:

Definition 14.14. a) Eine lineare Abbildung ¢ € L(X,X) heifit genau dann selbstadjun-
giert, wenn
Y =
gilt.
b) Eine Matriz A € M, ,,(C) heifit genau dann hermitesch, wenn

A=A
gilt. Ist A € My, n(R) (und daher AT = A), so heifit A symmetrisch.

Aus Satz 13.27 folgt sofort, dass die Matrix einer selbstadjungierten Abbildung bzgl.
einer Orthonormalbasis von X hermitesch bzw. symmetrisch ist. Offensichtlich sind selbst-
adjungierte Abbildungen bzw. hermitesche oder symmetrische Matrizen stets normal.

Satz 14.15. a) Fine normale Abbildung ¢ € L(X, X) ist genau dann selbstadjungiert, wenn
sie n reelle Eigenwerte besitzt (n = dim X).

b) Eine normale Matriz A € M, »(C) ist genau dann hermitesch, wenn simtliche Eigenwerte
von A reell sind. Insbesondere ist eine hermitesche Matriz stets zu einer reellen Diagonalma-
trixz unitdr-ahnlich.

c) Ist A € M, »(R) symmetrisch, so existiert eine orthogonale Matrixz S € M, n(R) mit
STAS = diag(A1, ..., \n),
wobei A1, ..., N\, die (in diesem Falle reellen) Figenwerte von A sind.

Beweits. a) Es sei zunédchst K = C und ¢ € L(X, X) sei normal. Nach Satz 14.5 existiert
eine Orthonormalbasis B von X, sodass die Matrizen von ¢ bzw. ¢* bzgl. B durch

D = diag(\1,...,\n) bzw. D* =D =diag(A1,...,\n)

gegeben. Aus ¢* = ¢ folgt \; = \;, ¢ = 1,...,n, d.h. alle Eigenwerte von ¢ sind reell. Sind
umgekehrt die Eigenwerte von ¢ reell, so gilt D = D und somit ¢* = ¢. Damit ist auch die
Aussage b) bewiesen.

Ist A € M, »(R) symmetrisch, so ist A als Matrix in M,, ,(C) hermitesch. Nach b) besitzt
A n reelle Eigenwerte und ist unitir-dhnlich zur reellen Diagonalmatrix D = diag(A1,...,\,)
mit den Eigenwerten \; € R, ¢ = 1,...,n. Ist A\g ein Eigenwert von A mit der algebraischen
Vielfachheit myg, so folgt wegen Korollar 10.8

rang(A — M\ E) = n — my.
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Dies bedeutet, dass zu Ag genau my linear unabhingige Eigenvektoren von A in R™ existieren,
die wir ohne Einschrinkung als orthonormiert annehmen kénnen. Eigenvektoren von A zu
verschiedenen Eigenvektoren sind ohnehin orthogonal zueinander (siehe Satz 14.4, b)). Somit
existiert eine Orthonormalbasis B = (eq, ..., e,) des R™ bestehend aus Eigenvektoren von A.
S sei die Matrix, in deren Spalten die Vektoren e; € R” stehen. Dann gilt STS = F und
STAS=D. O

Beispiel 14.16. Die Matrix
10 —-34+3 3-—3i
A=|-3-3i 7 -3
3431 -3 7

ist hermitesch mit dem charakteristischen Polynom (A —4)%(\ — 16). Eine einfache Rechnung
ergibt die orthonormalen Eigenvektoren

Ulzi(_(l_i)>ov2)—ra Uz =

V6

zum Eigenwert 4 und den Eigenvektor

(1-14,3,1)7

[\]

(1—d,-1,1)7

N

us =

zum Eigenwert 16. Die Matrix

—
|
<
—
|
&
—
|
&

ekl

N = e

ist unitar und es gilt

d

*

b

d

Il
N~
[N RN
OO
DO O

2)

Wir wollen einen zweiten, von dem oben gegebenen Beweis fiir Satz 14.15 verschiede-
nen Beweis geben, der eine wichtige Extremaleigenschaft der Eigenwerte selbstadjungierter
Abbildungen bzw. hermitescher oder symmetrischer Matrizen wiederspiegelt.

Es sei ¢ € L(X, X) gegeben und B sei eine Orthonormalbasis von X. Mit A bezeichnen
wir die Matrix von ¢ bzgl. B. Fiir £ € K", £ # 0, definieren wir

§rAg
F¢) = .
Aus (z,0(z)) = (p(z),x) = (x,p(z)) folgt, dass (x,p(x)) stets reell ist. Damit ist auch
EFAE = (x, p(x)) reell fiir alle £ € K™. Dasselbe gilt fiir £*¢. Somit ist F'(§) € R fiir € # 0.

Aus €FAE =D > é%‘jfi und der Tatsache, dass & — &; stetig ist, folgt, dass £* A€ eine
i=1j=1
stetige Funktion von £1,...,&, ist. €€ = [&|2 + -+ + |€,]? ist ebenfalls stetig in &1, ...,&,.
Daher ist F'(£) als Funktion von &1, ..., &, iiberall dort stetig, wo £*¢ # 0 ist, d.h. fiir £ # 0.
Die Menge

K={¢ecK" &) =1}



210 Kapitel 14. Spezielle lineare Abbildungen

ist eine beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge von K™ \ {0}, d.h. K ist kompakt. Nach
einem Satz der Analysis existiert ein f; € K mit

F(fi) = min F(©)

Fiir beliebiges £ € K™, £ # 0, ist =& € K und F(§) = F(i§> Daraus folgt

1
[1€]] [1€]]
F(&) > F(f) fiir alle € € K™\ {0}.
Es sei nun 7 beliebig aus K. Wir definieren fiir t € R mit f; +tn #0
G(t) = F(f1 +tn).
Explizit ist G(t) durch

(fr +tn)*A(fL +tn)

(fr +tn)*(f1 +1tn)

_ [TAR A+ fTAR) + P
i+t fi+ fin) + 2y

G(t) =

gegeben. Daraus folgt, dass G(t) in einer Umgebung von ¢ = 0 differenzierbar ist. Fiir ¢ = 0
hat G(t) das Minimum G(0) = F(f1) (beachte, dass F(f1) < F(f1 + tn) fiir alle ¢t # 0 ist).
Daher mufl G’(0) = 0 sein, d.h.

nAfL+ ffAN L= (0 L+ i) fEAfA
fih
=2n"Af1 —2(n" f1)(f{ Afr)-

Man beachte, dass fin = n*fi, f{fAn = n*A*fi = n*Af1 und f{fi = 1 gilt. Aus obiger

Gleichung folgt
" (Afi — (ffAf1)f1) = 0.
Diese Beziehung muf fiir alle n gelten. Fiir n = Af1 — (f{ Af1) f1 erhalten wir

0=c(0) ="

|AfL — (ffAf) AP =0,

d.h.
Afi = (ffAL) -

Dies zeigt, dass f1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = f{Af; ist. A; ist auch ein
Eigenwert von . Der Vektor a; mit dem Koordinatenvektor f; bzgl. B ist der zu Ay gehorige
Eigenvektor von ¢. Es ist ||la1]| = 1. Ay ist durch

o i (22202
wo Jal

charakterisiert.

Es sei nun U = [a1]. U ist p-invariant, da ¢(a1) = A\aq gilt. Nach Korollar 14.7 ist auch
U~ @-invariant. Die Abbildung ¢; = ¢ | U+ ist somit ein Endomorphismus U+ — U=, Fiir
beliebige z,y € Ut gilt

(p1(2),y) = (p(2), ) = (z,9(y)) = (z,¥1(y)),
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d.h. ¢y ist selbstadjungiert. Wie oben beweist man, dass ein Eigenwert Ay mit zugehorigem
Eigenvektor as € UL, |laz|| = 1, von ¢ existiert. Aus p(as) = @1(az) = Aqaz folgt, dass Ay
Eigenwert von ¢ mit dem Eigenvektor as ist. Wegen as € U + gilt a1 Lag. Ao ist durch

o = min (222)
2o |zl
1
charakterisiert. Der Unterraum U = [a1, ag] ist ¢-invariant. Man kann daher die obige Kon-
struktion auf U+ durchfithren. Nach n Schritten erhilt man die Eigenwerte A\; < Ay < --- <
Ap mit zugehorigen Eigenvektoren aq, ..., a,, welche eine Orthonormalbasis von X bilden.
Damit haben wir das folgende Ergebnis bewiesen:

Satz 14.17. Es sei ¢ € L(X,X) selbstadjungiert. Dann besitzt ¢ die reellen Figenwerte
A < --- < Ay, die folgendermajlen charakterisiert werden kénnen:

{z, p(x))

A1 = min

wto lz|*
: (z,p(x))
A = min — = j=2,...,n,
R '

€lay,..., ‘1]'—1]
wobei ay eine Minimumstelle von (z,p(x))/||z||? auf {x € X | ||z| = 1} ist und a jeweils
eine Minimumstelle auf {x € X | ||z|| = 1} N [a1,...,ax_1]" ist, k = 2,...,n. Die Vek-
toren ai,...,a; sind Figenvektoren von ¢ zu den Figenwerten Ai,..., A\, und bilden eine

Orthonormalbasis von X .

In dem obigen Beweis hétten wir auch maxgcy F(£) betrachten kénnen. Dies hétte im

ersten Schritt
o = e 2220
ato |z
geliefert.

Der Quotient (2. p(2)) b §rAE

ZW.
]2 13

Eine spezielle Klasse von selbstadjungierten Abbildungen erhélt man in Zusammenhang
mit der Minimierungsaufgabe (13.2).

heifit der Rayleigh®?-Quotient von ¢ bzw. A.

Definition 14.18. Es sei @ € L(X,X) gegeben. m heifit genau dann eine orthogonale
Projektion, wenn
™ =n und w=n7 (14.5)

gilt.

Der Zusammenhang dieser Begriffsbildung mit Abschnitt 13.2 wird durch den folgenden
Satz hergestellt:

Satz 14.19. a) Es sei m € L(X,X) eine orthogonale Projektion und U := 7(X). Dann
ist xy = w(x) fir alle x € X die Lisung der Minimierungsaufgabe (13.2). Ferner gilt
kerm = U+,

b) Es sei der Unterraum U von X gegeben. Die Abbildung m € L(X, X) ist durch w(z) := xy,

x € X, definiert, wobei xyy die Lisung von Aufgabe (13.2) ist. Dann ist m eine orthogonale
Projektion mit U = n(X).

53John William Strutt, 3rd Baron Rayleigh, 12. 11. 1842 (Langford Grove, England) — 30. 6. 1919 (Terlins Place bei
Witham, England), seit 1873 Baron Rayleigh, Nobelpreis fiir Physik 1904, mit William Ramsay Entdecker des Edelgases Argon
(en.wikipedia.org/wiki/John_Strutt%2C_3rd_Baron_Rayleigh).
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Beweis. a) Wir wihlen x € X. Fiir beliebige y € U gilt wegen (14.5)

(@ —m(z),y) = (z = n(2),7(y)) = (r(z) — 7°(2),y)
= (m(z) = m(z),y) = 0.

Man beachte, dass y = 7(2) mit einem 2z € X und daher 7(y) = 72(2) = 7(2) = y gilt. Nach
Satz 13.12 ist 7(x) die Losung von (13.2). Fiir x € kerm und y € n(X) gilt y = w(z) mit
einem z € X und (z,y) = (z,7(2)) = (7(x), 2) = (0,2) =0, d.h. ker7 LU := 7(X). Da auch

X =kerm @ m(X) gilt (vgl. Korollar 14.3), mufl ker m = UJ- sein.

b) Wir setzen U := 7(X). Ein Vektor z € X ist genau dann in kerm, wenn zy = o gilt.
Wegen Satz 13.13 bedeutet dies (z,y) = 0 fiir alle y € U. Damit ist ker 7 = U+ gezeigt. Dass
X =kerm @ w(X) gilt, ist wegen Korollar 14.3 klar.

Fir z € X ist x = w(z) 4+ (x — m(z)). Wegen der Definition von m(x) gilt m(x) € U und
(wegen Satz 13.13) z — m(z) € U~. Daher erhalten wir fiir beliebige x,y € X

()
(,7(y)) = (m(z) + (z — w(2)), 7(y)) = (7(z),7(y)) + (x — 7(z),7(y))
= (n(z),7(y)) = (w(2), 7(y) —y +y)
= (n(z),y) + (n(2),7(y) —y) = (7(2), y).

Daraus folgt 7* = 7.
Fiir x € X ist m(x) = zy die Losung von (13.2) und m(xy) = 72(x) die Losung von
(13.2) mit xy an Stelle von z. Daher gilt (wieder wegen Satz 13.13)

0= (zy —m(xy),y) firalleyeU.

Daraus folgt (fiir y = 2y — n(2zy) € U) 2y = n(xy) fir alle v € X, d.h. 72 =7. 0O

14.4 Positiv definite Matrizen

Fine besonders wichtige Rolle spielen selbstadjungierte Abbildungen, deren Eigenwerte sdmt-
liche positiv bzw. nicht-negativ sind. Im folgenden beschrinken wir uns auf Matrizen und
iiberlassen es dem Leser, die Resultate fiir lineare Abbildungen zu formulieren.

Definition 14.20. Es sei A € M, ,(C) hermitesch.

a) A heifit genau dann positiv definit, A > 0 (bzw. positiv semidefinit, A > 0), wenn
siamitliche Eigenwerte von A positiv (bzw. nicht-negativ) sind.

b) A heifit genau dann negativ definit (bzw. negativ semidefinit), wenn — A positiv definit
(bzw. positiv semidefinit) ist.

c) A heifit genau dann indefinit, wenn A sowohl positive als auch negative Eigenwerte besitzt.

Wie fiir nicht-negative Zahlen existiert auch fiir positiv semidefinite Matrizen eine ,,Qua-
dratwurzel“:

Satz 14.21. Die Matriz A € My ,(C) sei positiv definit (bzw. positiv semidefinit). Dann
existiert eine positiv definite (bzw. positiv semidefinite) Matriz H mit

H?>=A wund rang A =rangH.
H heifit die Quadratwurzel von A, H = AY/2.
Beweis. A > 0 bedeutet 0 < A\ < --- < A, fiir die Eigenwerte A; von A. Wir setzen

Hy := diag(\/%,. .. AL/?).
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Da A hermitesch ist, existiert eine unitdre Matrix U mit A = UDU*, wobei
D = diag()\l, cey )\n)

gilt. Daher ist D = Hg.
Setzen wir H := UHyU*, so erhalten wir

H? = UHU*UH U* = UHAU* = UDU* = A.

Offensichtlich ist H hermitesch. Klarerweise sind alle Eigenwerte von H positiv (bzw. nicht-
negativ) falls dies fiir die Eigenwerte von A gilt. O

Eine Charakterisierung positiv definiter bzw. positiv semidefiniter Matrizen erfolgt iiber
die mit einer hermiteschen Matrix assoziierten quadratischen Form:

Satz 14.22. a) Eine hermitesche Matriz A ist genau dann positiv definit (bzw. positiv semi-
definit), wenn £* A& > 0 fir alle £ # 0 (bzw. £*AE > 0 fir alle &) gilt.

b) Eine hermitesche Matriz A ist genau dann indefinit, wenn es Vektoren &,&o € C™ gibt
mit A& <0 < E5AE.

Beweis. a) Es sei £*A¢ > 0 fir alle £ # 0. A\q,..., A\, seien die Eigenwerte von A mit
dazugehorigen orthonormalen Eigenvektoren uq,...,u,. Dann gilt

0 < wujAu; = uj (ANug) = Auwju; = N,
fir allei =1,...,n, d.h. A ist positiv semidefinit. Ist £* A& > 0 fiir alle £ # 0, so folgt A; > 0,
i=1,...,n,dh. A ist positiv definit.

Ist umgekehrt A positiv semidefinit, so existiert H = A'/2 und ist ebenfalls positiv
semidefinit. Daher gilt

EAE = (HH)E = H " HE = (HE*(HE) >0 fiir alle ¢ € C™.

Ist A positiv definit, so ist auch H positiv definit, d.h. insbesondere rang H = n. Somit ist
H¢ = 0 nur moglich fir £ =0. O

14.5 Die Singuldarwertzerlegung einer Matrix

Fiir jede Matrix A € M,, »,(C) sind die Matrizen A*A und AA* offensichtlich positiv semide-
finit. Wir zeigen zunéchst, dass ihre positiven Eigenwerte iibereinstimmen:

Satz 14.23. Es sei A € My, ,(C) gegeben. Dann stimmen die positiven Eigenwerte von A*A
und AA* (bzw. von (A*A)Y? und (AA*)Y?) und deren algebraische Vielfachheit iiberein.

Beweis. Es sei A > 0 ein Eigenwert von A*A mit der algebraischen Vielfachheit k& und
Ui, . .., ui seien orthonormierte Eigenvektoren von A*A zum Eigenwert A (beachte, dass A*A
diagonalisierbar und daher k& auch die Dimension von ker(A*A — AE) ist). Dann gilt

(AA*)AUZ = A(A*A’U,Z) = )\A’U,Z‘, 1= 1, ceey k. (14.6)
Ferner ist
u; A" Au; = (Aug)* (Awg), 4,5 =1,...,k,
und andererseits
A firi =7,

ujA Au; = uj()\ui) = Auju; = {O fiir i 2 .
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Daraus folgt

. N A fird =g,
(Au) (Aul)_{o fiir § #£ j,

d.h.esist Au; #0,7=1,...,kund die Vektoren Auy, ..., Auy sind orthogonal. Wegen (14.6)
ist daher A auch ein Eigenwert von AA* mit den orthogonalen Eigenvektoren Auy, ..., Aug.
Die algebraische Vielfachheit von A als Eigenwert von AA* ist daher mindestens k. Durch
Vertauschung der Rollen von A und A* folgt die Behauptung. O

Definition 14.24. Es sei die Matriz A € M, ,(C) gegeben. Die Eigenwerte oy,...,0y der
Matriz (A*A)'/? € M, ,(C) heifien die singuliren Werte von A.

Lemma 14.25. Fir jede Matriz A € M, ,(C) gilt

rang A = rang A* = rang A*A = rang AA”".

Beweis. Es ist nur rang A = rang A* A zu beweisen. Mit Hilfe von Satz 5.12 folgt
rang A = n — def A = rang A* A + def A*A — def A.

Offensichtlich ist ker A C ker A*A. Ist umgekehrt « € ker A*A, d.h. A*Ax = 0, so folgt
0 = 2*A*Ax = (Az)*Az = ||Az||? und daher Az = 0. Damit ist auch ker A*A C ker A
gezeigt. Es gilt somit def A*A =def A. 0O

Aus Lemma 14.25 und Satz 14.23 folgt:

Satz 14.26. Es sei A € M, ,(C) mit rang A = r < min(m,n) gegeben. Dann besitzen A und
A* genau dieselben r positiven singuldren Werte o1,...,0,, wihrend die ibrigen singuldren
Werte jeweils Null sind.

Satz 14.27. Es seien A € M, ,(C) und die unitire Matric U € My ,,(C) gegeben. Dann
besitzen die Matrizen

A, AU, UA und U*AU

dieselben singuldren Werte o1, ... ,0,. Insbesondere besitzen unitdr-ahnliche Matrizen diesel-
ben singuldren Werte.

Beweis. Aus
(AU)(AU)* = AUU*A* = AA*

folgt sofort, dass A und AU dieselben singuldren Werte haben. Wegen Satz 14.26 gilt dies
auch fir A, A*, A*U* = (UA)* und UA. O

Im Falle normaler Matrizen besteht ein direkter Zusammenhang zwischen Eigenwerten
und singuldren Werten:

Satz 14.28. Es sei A € My, ,(C) normal mit den Eigenwerten \1,..., . Dann sind die
singuliren Werte von A durch

o= |N|, i=1,...,n,

gegeben.
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Beweis. Nach Satz 14.5 existiert eine unitédre Matrix U € M, ,(C) mit U*AU = D :=
diag(A1, ..., \n). Die Matrizen A und D haben dieselben singuléren Werte (Satz 14.27). Fiir

die Matrix D ist das Ergebnis wegen (D*D)Y/2 = diag(|\1],...,|\|) trivial. O

Beispiel 14.29. A sei die Matrix aus Beispiel 12.15 mit den Eigenwerten
AM=Xd=A3=XN\ =2

FEine einfache Rechnung ergibt

3 -1 -2 -3

% -1 7T 2 5
ATA = -2 2 4 2
-3 5 2 11

Die Eigenwerte von A*A sind
pr =16, po = pz =4, pa=1.
Die singuldren Werte von A sind somit durch
o1=4, o9 =03=2, 04=1

gegeben. Dieses Beispiel zeigt, dass die Aussage von Satz 14.28 fiir beliebige Matrizen in
M,, »(C) im allgemeinen nicht gilt. ¢

Fiir beliebige n x n-Matrizen gilt jedoch:

Satz 14.30. Es sei A € M, ,(C) gegeben und o1, ..., 0y, seien die singuliren Werte von A.
Dann gilt

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus

a%‘-‘--ag =det A*A =det A*det A = |detA|2.

Die singulédren Werte einer Matrix spielen eine fundamentale Rolle bei einer speziellen
Faktorisierung von Matrizen, der sogenannten Singulérwertzerlegung:

Satz 14.31 (Singulidrwertzerlegung). FEs sei eine Matriz A € My, n(C) mit rang A = r
(< min(m,n)) gegeben. Ferner seien \y > -+ > A\, > 0 und Apy1 = -+ = Ay = 0 die
FEigenwerte von A*A (beachte rang A*A = rang A = r). Dann gilt:
a) Es sei

m € My n(R) (14.7)
=1,

O‘ij:()f’l'l:i’i#j,izl,...?m,j:L...,n, (14.8)
0i >0, i=1,...,k:=min(m,n)

gilt. Dann ist

0 =0, i=r+1,....k, und 0i¢:/\1/2 i=1,...,7 (14.9)

) 9
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b) Es sei (vi,...,v,) eine Orthonormalbasis des C™ bestehend aus Figenvektoren von A*A,
wobei v; Figenvektor zum Eigenwert X\; ist, 1 = 1,...,n. Ferner sei
1 .
Ui:WAAUZ', 221,...,7“.
Dann sind die Vektoren uy, ..., u, orthonormiert. Die Vektoren uyy1, ..., un seien so gewdhlt,
dass ui,...,uy eine Orthonormalbasis des C™ bilden. Mit den unitdren Matrizen U =
(U, .y Um), V = (v1,...,0p) gilt
U*AV =3,

wobei fiir die Matriz ¥ € My, ,(R) (14.8) und (14.9) gelten. Ferner ist
bild A = [uy,...,uy], kerA={[v,i1,...,0p)]

Beweis. a) Aus A = UXV™ folgt
A A=VESTU ULV = VETEV*,
Offensichtlich ist
TS = diag(oly, ..., 05, 0,.. ., 0).
Da die Eigenwerte von A*A und X' iibereinstimmen, gilt (14.9).
b) Wir beweisen zuniichst, dass die Vektoren uq, ..., u, orthonormiert sind. Es gilt

1 * 1 A%
— 1 oo (N2 L [0 fiiri# g,
= D2 = ()\) {1 fiir i = j.

* J—
U;uj =

i Vj =
Wegen der Definition der Vektoren uq,...,u, ist
1/2 .
Avi = NPy, j=1,m (14.10)
Da ker A = ker A*A gilt (vgl. Hilfssatz 14.25), folgt aus A*Av; =0, j =r+1,...,n, auch
Avj =0, j=r+1,...,n. (14.11)
Aus (14.10) und (14.11) folgt auch
bild A = [uy,...,u.], kerA=[v,41,...,0p). (14.12)
SchlieBlich ist
U*AV = U* (A%, .. A ?0,,0,. ., 0)

1/2
AL

= i 0 € My (R).
Ar

0

Jede Darstellung von A € M,, ,,(C) der Form
A=UXV"
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mit unitdren Matrizen U € My, ,»n(C) und V' € M, ,(C) und einer reellen Matrix ¥ €
My, n(R), welche (14.8) erfiillt, heiBt eine Singuldrwertzerlegung von A. Nach dem eben
bewiesenen Satz existiert stets eine Singuldrwertzerlegung von A. Ferner ist die Matrix X
eindeutig bestimmt, wiahrend dies fiir die Matrizen U und V im allgemeinen nicht gilt.

Ist A= UXV* eine Singulirwertzerlegung von A, so ist offensichtlich A* = VETU* eine

Singulérwertzerlegung von A*.
10
A=10 1].
10

2 0 1 01
ATA = (o 1), AAT=(0 1 0.
1 0 1
Die Eigenwerte von AT A sind durch A\; = 2, Ay = 1 gegeben. Zugehorige Eigenvektoren sind

v1 = (1,0)T und vy = (0,1)T. Die Eigenwerte von AA” miissen A\; = 2, \a = 1 und A3 = 0
sein (Satz 14.23). Zugehorige Eigenvektoren sind

Beispiel 14.32. Es sei

Dann ist

1 1

L v 1 5

Uy = —=AV1 = , U2 = AU = , Uz =

V2 1 _ 1
V2 0 2

Die Singuldrwertzerlegung von A ist somit durch

1

vl (V20) g
A=10 1 0 0 1

L J— 0001

V2 V2

gegeben. ¢

14.6 Die Pseudoinverse einer Matrix

Die Singularwertzerlegung einer Matrix ertffnet einen systematischen Weg zur Losung der
folgenden Minimierungsaufgabe:

Gegeben seien eine Matrix A € M,, ,,(C) und ein Vektor
B € C™. Gesucht sind Vektoren £ € C™ mit

M
(Ma,p) |A¢ — Bl = inf [[An— 3.
neC

Ist das lineare Gleichungssystem (S4 ) losbar, so stimmen offensichtlich die Losungsmengen
von (Sa3) und (My g) iiberein.

Es sei nun A = UX.V* eine Singuldrwertzerlegung von A und o4, ..., 0, seien die posi-
tiven singuldren Werte von A, r = rang A. Ist { eine Losung von (M4 ), so gilt (beachte,
dass U und V unitér sind)

IAS = Bl = |U*(AE = B)|| = |EV*E - U™
< inf [|[U*(An— @) = inf [V —U"F|
neCn neC

= inf |27 - U*B.
Anf 137 — UG
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Dies bedeutet, dass ¢ := V*¢ eine Losung der Minimierungsaufgabe (My, 17+g) ist. Umgekehrt
gilt fiir jede Losung ¢ von (Msx =)
¢ =U"B| = U UEVVE =8| = AV = B
< inf [|X7 US| = inf [[AVi— 5|
neCn neCn

= inf |An—
nlen(C"H n— Al

d.h. £ := V( ist eine Losung von (M4 g).
Die Losungen von (Msy; i+3) konnen einfach berechnet werden. Wir setzen U*3 = 6 =
(61,...,6m) " und 7 = (71,...,7,)". Dann ist

127 — 6|7 = |owiin — 612 + -+ - + |ov iy |2
A 61 |2+ - |6

Sémtliche Losungen ¢ = (1, ..,C,) T von (Mg +5) sind daher durch

5
G=—, i=1,...,r, und ¢ beliebig aus C, i =7 +1,...,n,
g;

gegeben. Beachten wir noch, dass durch £ = V( die Losungen von (M4 g) gegeben sind, so
erhalten wir:

Satz 14.33. Es sei A = UXV™* eine Singuldrwertzerlegung von A und o1, ...,0, seien die
positiven singuldren Werte von A, r = rang A. Dann sind simtliche Losungen & von (M4 g)
durch

T n
5.
SZZU%UH- ZCM’, GeC,i=r+1,...,n, (14.13)

i=1 " i=r+1

gegeben, wobei vy, ..., vy, die Spalten von V sind und U*B = (01,...,0m)" ist.

Fiir 7 < n besitzt (M4 ) eine (n — r)-parametrige Schar von Losungen. In diesem Fall
ist man sehr oft an Losungen mit minimaler Norm interessiert.

Definition 14.34. Es sei das Problem (M g) vorgelegt. Eine Lisung &% von (Mg g) heifst
genau dann eine Pseudonormallésung von (Myg), wenn

lE*1 < Nl

fiir alle Losungen & von (Mag) gilt.

Satz 14.35. Es sei das Problem (Mg g) vorgelegt und es seien die Voraussetzungen aus
Satz 14.33 erfillt. Dann ist

r 5@
=) —vi = VEFU*A
i=1 '

#

die eindeutig bestimmte Pseudonormalldsung von (Ma g), wobei die Matriz S# = (of) €

My, m(R) durch

% éz firi=jundi=1,...,r,
10 sonst,

gegeben ist.
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Beweis. Jede Losung & von (My g) ist durch (14.13) gegeben. Daraus folgt wegen der Or-
thonormiertheit der Vektoren vy, ..., v,

1% = Nkl + > 16l = Ig#I1%,

i=r+1

d.h. €7 ist eine Pseudonormallsung. £7 ist eindeutig bestimmt, da fiir jede von &# verschie-
dene Losung von (My g) mindestens eine der Zahlen (41, ..., ¢, von Null verschieden sein

miifite.
Die Darstellung £# = VE#U*3 folgt durch einfaches Verifizieren.

Da bei fix gegebener Matrix A € M,, ,(C) die Losung # der Aufgabe (M, ) durch 8

eindeutig bestimmt ist, muB die Matrix VX#U* unabhiingig von der speziellen Singulirwert-
zerlegung von A sein. Man beachte, dass wohl ¥ und infolgedessen auch ©# jedoch im allge-
meinen nicht U und V eindeutig durch A bestimmt sind. O

Definition 14.36. Die durch A € My, ,,(C) eindeutig bestimmte Matriz
A* = VYH*U* € My, (C)
heifit die Pseudoinverse (oder auch Moore® - Penrose® -Inverse) von A.

Ist A € M, ,(C) regulér, so sind die singuldren Werte o1, . .., 0y, von A sdamtliche positiv.
Dabher ist in jeder Singuldrwertzerlegung A = UXV* von A die Matrix ¥ reguldr. Dies hat
»#* =%~ und

AF =ve iUt = (UsvH) = At
zur Folge.

Die Eindeutigkeit der Pseudoinversen einer Matrix kann auch ohne Bezugnahme auf das
Minimierungsproblem (M4 3) bewiesen werden:

Satz 14.37. Es sei A € My, n(C) gegeben.

a) Die Pseudoinverse A7 ist die einzige Matriz aus My, m(C), welche die folgenden Gleichun-
gen erfillt:

(iii) AA*A = A,
(iv) A#AA# = A#
b) Es gilt
(AN = (A")* und (AF)* = A
c) Es gilt

AT = (A*A)T A* = A*(AADT,
Ist insbesondere eine der Matrizen A*A € My, (C) oder AA* € My, (C) regulir, so ist
A# = (A*A)LA* baw. A* = A*(AAS)L,
54Moore, Eliakim Hastings, 26. 1. 1862 (Marietta, Ohio) — 30. 12. 1932 (Chicago), Beitrdge zur abstrakten Algebra, zur
Geometrie und den Grundlagen der Analysis (en.wikipedia.org/wiki/E._H._Moore).

55Penrose Roger, 8. 8. 1931, Mathematische Physik (insbesondere Allgemeine Relativitdtstheorie und Kosmologie) entdeckte
1955 als Student unabhingig von E. H. Moore die sog. Moore-Penrose Inverse (en.wikipedia.org/wiki/Roger_Penrose).
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Beweis. Es sei rang A = r und A = UXV"™* eine Singuldrwertzerlegung von A mit den
positiven singuldren Werten o4, ..., 0.

a) Aus A% = VE#U* folgt
AA#* = USVVSHU* = USSHU™.

Offensichtlich ist ¥¥# = diag(1,...,1,0,...,0) € My, ;m(R) mit r Einsen in der Hauptdiago-
nale und daher (X¥#)* = $¥#. Es gilt somit

AAT = U(SEH)*U* = (USESHU*)* = (AAT)*,

Der Beweis fiir (ii) verlauft analog.
Wegen LX#Y = ¥ und X#XE# = %% folgen in analoger Weise die Beziehungen (iii)
und (iv).
Es sei nun B € M,, ,,(C) eine Matrix, fiir die ebenfalls die Beziehungen (i) — (iv) gelten
(mit B an Stelle von A#). Unter Verwendung von (i) — (iv) fiir A# und B folgt:
BY BABY B(AB)* = BB*A* W BB A*(A%)* 4*
— BB*A*(AA#)* Y BB A* AA# — B(AB)*AA# ¥

(iv) (iv)

o

BABAA*

BAA#* Y paa# ant W BA(AF A) A# = BAA*(A#) A#

W (BAY A*(A#) a# = A" B AT (AF) AR D qx(A#y a#

)

— (a#F Ay At D q#gq# D p#

b) Aus AA* = ((A#)*A*)* und (AA#)* = (A#)* A* folgt wegen (i) die Beziehung (A%)*A* =
((A#)*A*)*, das ist (ii) fiir A* und (A#)*. Analog sieht man, dass auch (i) fiir A* und (A#)*
gilt. Durch Bildung der konjugiert-transponierten Matrizen in (iii) und (iv) sieht man, dass
diese Beziehungen auch fiir A* und (A%)* gelten. Daraus folgt (A#)* = (A*)%.

Da (i) - (iv) invariant gegeniiber einer Vertauschung von A und A% sind, folgt (A%)# =

c) Es sei A = UXV* eine Singuldrwertzerlegung von A. Daraus erhilt man die folgende
Singuldrwertzerlegung von A*A:

A*A=VSTU ULV = VETSV™
Somit ist (A*A)* = V(XTE)#V* und
(A*AF A = V(T VUsTur = v(ETe)#uTur.
Eine einfache Rechnung zeigt (XTX)#XT = ©# woraus
(A*A)#A* = AT

folgt. Der Beweis fiir A% = A*(AA*)# ist analog. [0

Durch die Aussage c) des eben bewiesenen Satzes wird die Berechnung von Pseudoinver-
sen fiir beliebige Matrizen A € My, ,(C) auf die Berechnung von Pseudoinversen fiir positiv
semidefinite Matrizen der Dimension m bzw. n zuriickgefiihrt.

Abschlieflend wollen wir noch eine geometrische Interpretation der Pseudoinversen ge-
ben. Aus (14.10) und (14.12) folgt sofort, dass

A [(jer ay1: (ker A)" — bild A
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bijektiv ist. Bezeichnet e;, i = 1,...,m, die Vektoren der kanonischen Basis des C™ und é;,
i=1,...,n, die Vektoren der kanonischen Basis des C", so gilt

1
Aty; = VE#FU u; = VEFe; = — Ve,
aj
1
= —v;, j=1,...,m
Uj Uja .] I ,’I"
Dies beweist, dass
A% |piq a: bild A — (ker A)*

ebenfalls bijektiv ist. Wegen AA%u; = A(1/0;)v; = uj, j =1,...,r, (siehe (14.10)) ist

A* g a= (A e aye) -

Offensichtlich ist
Afu; =VS#e; =V0=0, j=r+1,...,m,

d.h. A7 |(bﬂd Ay ist die Nullabbildung. Das folgende Diagramm illustriert die Situation:

cr cr

| A |
(ker A)* < > bildA4

& A# &

{0} {0}
Wir wollen noch anmerken, dass AA# eine Projektion des C™ mit bild AA# = bild A und
A# A eine Projektion des C" mit bild A% A = (ker A)* ist. Denn aus Satz 14.37, a), folgt
AA? = (AAT)* und (AA7)? = (AAT A) A" = AA7.

Analoges gilt fiir A7 A.
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Kapitel 15

Kurven zweiter Ordnung

(P, X) sei ein euklidischer Raum der Dimension 2 (vgl. Abschnitt 3.1). Das Koordinatensy-
stem (siehe Definition 3.2) (O; ey, e2) sei so gewahlt, dass B = (e, e2) eine Orthonormalbasis
von X ist. Die Punktmenge K sei durch

K={PcP|a&+286& +~E5 + 616 + 62ba +1 =0}

gegeben, wobei «, 8,7, 01, 02, gegebene reelle Zahlen sind und &, & die kartesischen Koor-
dinaten des Punktes P bzgl. des Koordinatensystems (O; ey, e2). Wir nennen K eine Kurve
zweiter Ordnung.

—
Wir bezeichnen den Ortsvektor von P mit x, x = O P, und definieren die Matrix A bzw.

den Vektor d € R? durch
(o B (&
=30 = (3)

—
K={PecP|Firz=0Pgiltz" Az +d "z +n=0}.

Damit erhalten wir

Wir nennen

2T Az +d z+n=0 (15.1)

die Gleichung der Kurve zweiter Ordnung.

Unser Ziel ist es, die Gleichung (15.1) durch Einfithrung eines neuen Koordinatensystems
weitestgehend zu vereinfachen. Dabei wird wesentlich sein, dass die reelle Matrix A symme-
trisch ist. Wir konnen also die Resultate des vorhergehenden Abschnittes iiber hermitesche
Matrizen verwenden.

Fall 1:det A # 0.
Wir versuchen, durch Wahl eines neuen Koordinatenursprunges O’ den Term d" z in Gleichung
(15.1) zum Verschwinden zu bringen.

Es seien (O;e1,e2) und (O;e1,ez) zwei K@)inatensysteme. h sei der Ortsvektor von

O’ bzgl. des ersten Koordinatensystems, h = O O’, und z bzw. y sei der Ortsvektor eines
beliebigen Punktes P bzgl. des ersten bzw. zweiten Koordinatensystems. Dann gilt

x=y+h.

223
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@] €1

Aus Gleichung (15.1) fiir die Ortsvektoren der Punkte von K bzgl. (O; ey, e2) folgt
O=a2"Az+dz+n=(y+h)TAWy+h)+d (y+h)+n
=y Ay + (2hTA+dNy+h"Ah+d " h +n.
In dieser Gleichung fiir die Ortsvektoren der Punkte von K bzgl. (O';e1, e2) kénnen wir
2hTA+d" =0 bzw. 2Ah+d=0

fordern. Diese Gleichung ist wegen det A # 0 stets losbar:
1
h=—--A"'d.
2
Mit diesem h erhalten wir die Gleichung
yT Ay +7 =0, (15.2)

wobei 77 = hTAh+d h+n=mn— %dTA_ld.

Wegen det A # 0 sind die Eigenwerte A1, A2 von A von Null verschieden. Nach Satz 14.15,
c), existiert eine orthogonale Matrix S derart, dass STAS = diag(A1, A2) gilt. Man erhélt S,
indem man orthonormierte Eigenvektoren ai,as von A zu A; und As bestimmt und S =
(a1, az2) setzt. Wir konnen ai,as so wihlen, dass det.S = 1 gilt (ist det S = —1, so ersetze
man etwa ag durch —as).

Durch S ist eine Basis (€], ¢)) von X derart bestimmt, dass S dem Paar (eq,e2) und
(€}, ¢e5) von Basen zugeordnet ist (im Sinne von Definition 8.1). Der Koordinatenvektor von

—

e; bzgl. (e1,e2) istﬂ; Ist z der Koordinatenvektor von O’ P bzgl. (€], e}) und y der Koordi-

natenvektor von O" P bzgl. (e1,e2), so gilt (siehe Satz 8.2, b))
y=_Sz.
Setzt man in (15.2) ein, so erhalten wir
2TSTASz +17 =0,
d.h. wegen STAS = diag(\1, \o)
Mzi+ Aozs +i = 0. (15.3)

Gleichung (15.3) ist die Gleichung fiir die Ortsvektoren der Punkte von K bzgl. (O'; €], é)).
Bevor wir eine genauere Diskussion von (15.3) durchfithren, wollen wir an die geometrische

Bedeutung des Basiswechsels (e1,e2) — (€], €5) erinnern (siehe Abschnitt 14.2):
Die Matrix S hat die Form

_ <cos<9 —sin6

sin @ cosé’)’ 0<0<2m,
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und beschreibt eine Drehung des Koordinatensystems um den Winkel 6 gegen den Uhrzei-
gersinn.

Diskussion von Gleichung (15.3):
Wir setzen p = —7 und erhalten

Mz + \ozs = p. (15.4)

Fiir das folgende beachte man A; # 0 und A\s # 0.

Fall 1.1: sign Ay = sign As.

a) sign p # sign \y.

Gleichung (15.4) ist fiir reelle z1, 29 nicht moglich. K hat keine Punkte.

b) p=0.

Die einzige Losung von (15.4) ist z; = 22 = 0, d.h. K besteht nur aus einem Punkt, ndmlich
0.

c) sign p = sign A;.

Wir kénnen annehmen, dass A1, Ay und p positiv sind. Gleichung (15.4) kann man zu

umformen. Daraus erkennt man, dass K eine Ellipse mit den Halbachsen (p/A1)Y/? bzw.

(p/A2)'/? ist. Mittelpunkt der Ellipse ist O’. Die Richtungen der Halbachsen werden durch die

Basisvektoren €/, e, gegeben, deren Koordinatenvektoren bzgl. (e, e2) durch a1, as gegeben
. 10 €2

sind.

€2

’
€3

h “'lllik“‘

Fall 1.2: sign A1 # sign As.
Ohne Einschrankung kénnen wir Ay > 0 > A9 annehmen.

a) p # 0.
An Hand von (15.4) sieht man sofort, dass eine Hyperbel vorliegt. Mittelpunkt der Hyperbel
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ist O'.

b) p=0.
Gleichung (15.4) kann zu

(VIMlz = VIxalze) (VM2 + Vel z2) = 0

umgeformt werden. Es handelt sich um zwei sich in O" schneidende Gerade.

€92 h

Fall 2: det A= 0.
Hier konnen wir keine Verschiebung vornehmen. Ein trivialer Fall ist A = 0, d.h. (15.1) hat

die Form d"x 4+ n = 0. Es liegt eine Gerade vor.
Fiir das weitere sei A # 0. Ohne Einschrankung kénnen wir fiir die Eigenwerte von A

/\17&0 und /\220

annehmen.

Wir bestimmen wie im Fall 1 die Matrix S so, dass STS = F, det S =1 und STAS =
diag(A1,0) gilt. Als neues Koordinatensystem wihlen wir (O; e}, €}). Fiir die Ortsvektoren y
der Punkte von I bzgl. des neuen Koordinatensystems erhalten wir aus (15.1) (z = Sy)

My? + a1y + asys +1 =0,



227

wobei dTS = (a1, az) gesetzt wurde. Diese Gleichung kénnen wir zu
a1 a1 \2 a?
1<y1)\1y1+ 9 14>\%+042y2+77
o1 \2 a?
1 y1+2)\1 + aoy2 + 1 I
umformen. Wir unterscheiden die folgenden Félle:

Fall 2.1: ag = 0. Wir erhalten eine Gleichung der Form

(y1 — B1)? = p.

Fiir p > 0 besteht K aus zwei parallen Geraden, die auch zusammenfallen kénnen (p = 0).
Im Falle p < 0 hat K keine Punkte.

Fall 2.2: ag # 0.
Wir erhalten eine Gleichung der Form

(y1— B1)* = k(g2 — B2), K #0.
K ist eine Parabel. Die Koordinaten des Scheitelpunktes bzgl. (O; e}, €}) sind Sy, Ba.

(SB1,SpB2)

Beispiel 15.1. Es sei die Gleichung

G206+ -G +&E-2=0

1 -1 -1
A= (4 ) a= (1) a=2

Wegen det A = 0 liegt der Fall 2 vor. Es ist A} = 2, Ay = 0. Die Matrix S ist durch

()

_ 1 | _ 7
gegeben. Aus cosf = VGl und sinf = -7 folgt 0 = ‘.

Durch die Transformation z = Sy erhélt man die Gleichung

gegeben. Es ist

, 2 12 1 9
2y1—ﬁy1—2:() bzw. <y1—72) =1+§=§-
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Es liegt der Fall 2.1 vor. Wir erhalten zwei parallele Gerade, deren Gleichungen im gedrehten
Koordinatensystem

1
=v2 und y=-——
und oy =7 5

2
Y1 = ﬁ
sind. ¢

Y2

V2/2

Y1

Beispiel 15.2. Es sei die Gleichung

24266 +E2 -2 +6—4=0

11 -2
a=(1 1), a=(73) =

Ferner ist det A = 0 und Ay = 2, Ay = 0. Die mit Hilfe der orthonormierten Eigenvektoren

von A gebildete Matrix S ist
1 /1 -1
=30 1)

sinf = %, d.h. 0 = 7. Mit Hilfe der Koordinatentransformation

gegeben. Hier ist

1
ﬁa
x = Sy erhalten wir die Gleichung

Daraus folgt cosf =

1 3
22— ——y; + —1yp — 4 =0
v 291 \/in

bzw. nach einigen Umformungen

)2 0),

Es liegt eine Parabel vor. ¢
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&2

»J:-‘cz
ool
5

Beispiel 15.3. Es sei die Gleichung
1162 + 66,65 + 1962 — 80 = 0

gegeben. Es ist

11 3
A:(B 19), d=0, n=—80.

Die Eigenwerte von A sind A; = 10, A = 20 mit den zugehorigen Eigenvektoren a; =

\/%—0 <_:1))>, as = \/%—0 <§> Daher ist

Durch die Transformation x = Sy erhalten wir
10y7 + 20y3 = 80.

Es liegt eine Ellipse mit den Halbachsen /8 und 2 vor. Aus cosf = % und sinf = —

kann man den Drehwinkel berechnen, § = —18.435° bzw. 6 = 341.565°.

ﬁ"i
()
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&a Y2

&1




Anhang A

Einiges iiber Polynome

In diesem Anhang stellen wir die wesentlichsten in den vorangehenden Kapiteln benotigten
Resultate iiber Polynome zusammen.

Definition A.1. Es sei R eine Menge mit zwei inneren Verkniipfungen, die wir mit ,+“ und
.- ¢ bezeichnen. (R,+,-) heifst genau dann ein kommutativer Ring, wenn gilt:

(i) (R,+) st eine abelsche Gruppe.

(ii) Die innere Verkniipfung ,-“ ist assoziativ und kommutativ, d.h. (ab)e = a(bc) und
ab = ba fiir alle a,b,c € R.

(iii) (a4 b)c = ac+ be fir alle a,b,c € R.

Ein Beispiel eines kommutativen Ringes ist etwa (Z, +, -). Natiirlich ist auch jeder Kérper
ein kommutativer Ring.

Definition A.2. Fs sei K ein Korper und K* ein kommutativer Ring mit K* D K.
a) Ein Element t € K* heifst Unbestimmte diber K, wenn gilt:

(i) 1-t=t.

(ii) Fiir beliebiges k € N und beliebige oy, ..., € K folgt aus ag + art 4+ --- + ogth = 0
stets ag = a1 =---=qa = 0.

b) Ein Element f € K* von der Form
f:ozo—l—alt—{—‘---i-aktk mit a, €K, k=0,...,k,

heifit ein Polynom in t. Die o heiflen die Koeffizienten von f. Die Menge aller Polynome
wird mit K[t] bezeichnet und bildet einen kommutativen Ring, den Polynomring in einer
Unbestimmten iber K.

Es ist klar, dass K C K[t] gilt. Die Forderung (ii) an ¢ hat zur Folge, dass zwei Polynome
f=as+ait+... und g = By + Bit + ... dann und nur dann gleich sind, wenn «; = G,
1=0,1,... gilt.

Es sei f = ag + agt + -+ + oyt € K[t] vorgelegt. Ist ay, # 0, so heiit k der Grad von
f, k = grad f. Fiir das Nullpolynom f = 0 definieren wir grad f = —oc. Gilt grad f =k >0
und ist ag = 1, so heifit f normiert.>¢

Fiir den Grad eines Polynoms gelten folgende einfache Regeln:

56im Englischen ist dafiir der Ausdruck ,monic polynomial® iiblich.

231
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Fir Polynome f,g aus K[t] gilt:

grad(f + g) < max(grad f, grad g), (A1)
grad fg = grad f + grad g. (A.2)
In diesen Formeln ist —oo < n, —o0o+n =n+ (—o0) = —oo firn =0,1,2,...

2u setzen.

Beweis. Esist f+g=ao+ 0o+ (a1 +P1)t+.... Wegen ; =0 und 3; =0 fir i > k =
max(grad f, grad g) ist a; + 3; = 0 fir i > k, d.h. grad(f + g) < k.

Es sei grad f = m und gradg = n. Dann ist fg = agBy + -+ + amBnt™ ™. Wegen
am # 0, By, # 0ist grad fg = m+n. Formel (A.2) ist trivial, wenn f oder g das Nullpolynom
ist. O

Eine unmittelbare Folgerung von (A.2) ist:

Es seien f,g € K[t]. Aus fg =0 folgt f =0 oder g = 0. (A.3)

Beweis. Es sei fg =0, d.h. grad fg = —oo = grad f + grad g wegen (A.2). Dann muf} aber
grad f = —oo oder grad g = —oo sein. [

Auf Grund der Aussage (A.3) gilt die Kiirzungsregel fiir Polynome:

Aus fg= fh, [ #0, folgt g = h.
Essei f € K[t], f = ap + a1t + - - - + aytF. Ersetzt man die Unbestimmte ¢ durch A € K,

so erhalten wir das Element f(\) = ag + a1 A +--- + apA* € K. Es seien f, g, h € K[t]. Dann
gelten die folgenden Ersetzungsregeln:

Aus f+g=h bzw. fg = h folgt
FO)+90) =B baw F(Ng() = h(M)
fiir alle A € K. Insbesondere folgt fir f,g € K[t] aus f = g stets
fA) =g(N)  fir alle X € K.

Letztere Aussage ist im allgemeinen nicht umkehrbar. Es sei K der Korper mit den zwei
Elementen 0, 1. Fiir die Polynome f = t> +1 und g = t + 1 gilt f(0) = g(0) = 1, f(1) =
g(1) = 0. Es ist jedoch f # g.

Lemma A.3. Es seien f € K[t] und \g € K gegeben. Ao heifit genau dann Nullstelle von
f, wenn f(Xo) = 0 gilt. Ist grad f =n > —oo und \g Nullstelle von f, so existiert genau ein
Polynom g € K[t] und eine natiirliche Zahl k, 1 < k < n, mit

f=(t=X)*g und g(\)#0.
k heifit die Vielfachheit der Nullstelle \g.

Beweis. Es sei f = ag + a1t + -+ + a,t™. Durch Nachrechnen bestéitigt man leicht die
folgende Identitat:

f=(t—=X) (ant”_l + (ap—1 + )\oan)t”_z

+ (2 + Xoan_1 + Aot 3 -+ (o + Noag + - + Ag—lan))
+ g+ Aoy + -+ + Oén>\6L =: (t — )\o)g + f()\())
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Fiir das Polynom g gilt gradg =n — 1. Wegen f()\o) = 0 erhalten wir

f=@-=20)g.

Ist g(Ao) # 0, so ist k = 1. Im Falle g(\g) = 0 erhalten wir analog g = (t — X\og)g1, d.h.
f=(t—Xo)?g1. Im Falle g;(\g) # 0 ist k = 2. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir die
angegebene Darstellung. 0O

Satz A.4. Es sei f € K[t] mit grad f =n. Ai,...,As € K seien die paarweise verschiedenen
Nullstellen von f, k; sei die Vielfachheit von A\;. Dann gilt:

s<ki+---4+ks<n.

Beweis. Wegen k; > 1 ist die linke Ungleichung trivial. Da A\; kj-fache Nullstelle ist, gilt:

f=0t=M)"g1, g1(\) # 0.
Aus 0 = f(A2) = (A2 — A\1)F1g1(X2) und A # A folgt g1(\2) = 0. Daraus folgt

f=(t=X)"(t = 2)"g2(N), ga(M1) # 0, g2(X2) #0.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir die Darstellung

wobei gs # 0 ist. Nach Formel (A.2) folgt

grad f=ki +- -+ ks+gradg > k1 +--- + ks.

Ist der Korper K algebraisch abgeschlossen (d.h. jedes Polynom aus K[t] vom Grad > 1
besitzt mindestens eine Nullstelle in K), so kann die Aussage von Satz A.4 verschérft werden
Zu:

ki+---+ks=n,

dh. f=(t—A)kF-.--. (t—Xs)fsa, a#0.

Das Beweisverfahren zu Satz A.4, bricht ndmlich erst ab, wenn gradgs = 0 ist. Das
fiir uns wichtigste Beispiel eines abgebraisch abgeschlossenen Korpers ist der Korper C der
komplexen Zahlen.

Definition A.5. Es seien f,g,d,v aus K[t] gegeben.
a) f heifit genau dann ein Teiler von g, f | g, wenn

g = fh mit einem Polynom h € K[t]

gilt. Ist 0 < grad h < grad g, so heifit f ein nicht-trivialer Teiler von g.

b) d heifst genau dann ein grifiter gemeinsamer Teiler (ggT) von f und g, wenn gilt:
(i) d| fundd]|g.
(ii) Gilt d* | f und d* | g fir ein d* € K[t], so folgt d* | d.

c) v heift genau dann ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von f und g, wenn
qgilt:
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(i) f|lvundg]|wv.
(ii) Gult f | v* und g | v* fir ein v* € K[t], so folgt v | v*.

Jedes f € K]t] ist Teiler des Nullpolynoms. Das Nullpolynom ist nur Teiler von sich
selbst. Ist daher f # 0 oder g # 0, so ist jeder ggT von f und g vom Nullpolynom verschieden.

Sind d und d zwei ggT von f und g mit fg #0, so gilt: d = ad, o € K, o # 0.

Beweis. Aus Definition A.5, b), (i) folgt d | d und d | d. Da nicht f = 0 und g = 0 sein
kann, gilt d # 0 und d # 0. Die Teilbarkeitsbeziehungen haben aber gradd < gradd < gradd
zur Folge, d.h. grad d = grad d. Daraus und aus d | d folgt

d=ad mit ackK, a#0.

Ist umgekehrt d ein ggT von f, g, so ist auch d = ad, a € K, o # 0, ein ggT von f,g. 0O

Analog gilt fiir zwei kleinste gemeinsame Vielfache v, von f,g die Beziehung
v=av mita € K, a #0.

Wir iiberlassen es dem Leser die Definitionen A.5, b) und c) fiir mehr als zwei Polynome
zu formulieren.

Definition A.6. Polynome f, g € K[t] heiffen genau dann teilerfremd, wenn 1 ein ggT von
f, g ist, d.h. es existieren keine gemeinsamen Teiler von f und g mit positivem Grad.

Die folgende Aussage ist fiir das Rechnen mit Polynomen von fundamentaler Bedeutung:

Satz A.7. Es seien f,g € K[t] mit grad f > gradg > 0 gegeben. Dann gibt es Polynome
h,r € K[t] mit
f=gh+r
und
gradr < grad g.

Beweis. Es sei gradg =n, grad f =n + k und

f:an+ktn+k+"‘+antn+"'+a1t+a0,
g = But" + -+ Bo.

Durch Division mit Rest erhélt man:

k Bn-1
f= ZJF tkg + (an-i-k 1= Ontk ; )tn+k ! + ..
n n
o+ (o - an+k§°)tk +ago1t" 4+ ag
n

= Gpiit"g + g1,
mit gradgs < n+k — 1 und a4k = anik/On. Ist gradgr > grad g, so erhalten wir ganz
analog
91 = Gpip1t" g+ g mit gradgs <n+k—2,

d.h. f = (Gpart® + Gngpr_1t*"1)g + g2. Das Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab,
und zwar dann, wenn der Grad des Restpolynoms <n —1=gradg —1ist. O
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Es seien f,g € K[t] mit grad f > gradg > 0 gegeben. Dann existieren eine natiirliche
Zahl n und Polynome q1,...,qn, 71,...,Tn—1 mit

gradg > gradr; > --- > gradr,—1 >0

und
f=aqg+mr, (1)
g = qor1 + 1o, (2)
T = q3ra + 13, (3)

Tn—3 = Qn—-1Tn—2 + Tn—1, (n - 1)7
Tm—2 = GgnTn—1- (n)
Das Bestehen der Gleichungen (1) — (n—1) und die Aussage iiber den Grad der Polynome
r1,...,m, sind wegen Satz A.7 klar. Da es nur endlich viele natiirliche Zahlen < gradg
gibt, muf schliefllich das Restpolynom Null werden. Das durch die Gleichungen (1) — (n)

beschriebene Verfahren der fortgesetzten Division mit Rest heifit der Fuklidische Algorithmus.
Die Bedeutung des Euklidischen Algorithmus zeigt der folgende Satz:

Satz A.8. a) r,,—1 ist ein ggT von f und g. Daraus folgt insbesondere, dass zu zwei Polynomen
stets ein gg'T existiert.

b) Es gibt Polynome h und k mit
rn_1 = hf + kg.

Insbesondere lafit sich dann jeder ggT d von f und g in der Form d = Bf—l—];:g mit h, k € K{t]
schreiben.

Beweis. a) Aus Gleichung (n) folgt rn,—1 | rn—2. Damit folgt r,,—1 | r,—3 aus Gleichung
(n —1). Auf diese Weise fortfahrend erhélt man r,_1 | g und r,—1 | f.

Es sei nun d ein Polynom mit d | f und d | g. Dann folgt d | r; aus Gleichung (1). Mit
Hilfe von (2) folgt daraus zusammen mit d | g auch d | . Man erhilt schliefllich d | r,,—;.

b) Unter sukzessiver Benutzung der Gleichungen (n — 1) bis (1) erhalten wir

Th—1 = Th—-3 — Th—24n—1 = Th—-3 — (Tn—4 - Tn—3Qn—2)Qn—1
= (1 + Qn—QQn—l)rn—ii —Gn—1Tn—4 = ...
— hf + kg

mit Polynomen h, k. 0O

Beispiel A.9. Es sei K =R und
f=P+t*+83+2+t+1, g=t'+2+22 +t+1.
Die Durchfiihrung des Enklidischen Algorithmus liefert:
Lt B34+t 1=t + B3+ 20+t 4+ 1) + (2 + 1),
2t 1= (=) (-3 1)+ 3+ 22 + 20+ 1,
L= (1) + 22+ 26+ 1) + 262 + 2t + 2,

1
t3+2t2+2t+1:5(2t2+2t+2)+t2+t+1
2% £ 2t +2=2(t2 +t+1).
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Es ist somit d = t?+t+1 ein ggT von f und g. Nach dem Schema des Beweises zu Satz A.8, b),

erhalt man: ) . )
t t t t t
d:t2+t+1:(—5+§)f+(f—f—f+1)g.

Eine niitzliche Folgerung aus Satz A.8 ist:
Satz A.10. Es seien f,g,h € K[t] gegeben. Sind f und g teilerfremd, so folgt aus f | gh
f1h.

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung ist 1 ein ggT von f und g. Nach Satz A.8, b), gilt
L=Fkif + kag
mit Polynomen k1, ko. Daraus folgt
h = kifh + kagh.

Wegen f | gh folgt daraus sofort f | h. O

Die Berechnung eines kgV zweier Polynome f, g kann nach folgendem Schema erfolgen:

Es sei d ein ggT von f und g. Dann ist f = fid, g = q1d. Fin kgV von f und g
ist dann durch
v = figid

gegeben.

Beweis. Es ist klar, dass f | v und ¢ | v gilt. Es sei nun w ein Polynom mit f | w und ¢ | w,
d.h.
w = fw; = gws.

Daraus folgt fidwi = g1dws und wegen d # 0

fiwr = grwe,

d.h. g1 | fiwy. Sind f; und g; teilerfremd, folgt daraus (Satz A.10) ¢; | wq, d.h. w1 = grws.
Somit gilt w = fidgiws = vws, d.h. v | w. Wir miissen noch zeigen, dass fi,g; teilerfremd

sind. Wére h ein Teiler von f; und g; mit gradh > 0, so wire d = hd ein Teiler von fund g
mit grad d > grad d in Widerspruch zur Tatsache, dass d ein ggT von f und g ist. 0

Es seien f = ag + ait + - + agtf € K[t] und ¢ € L(X,X) gegeben, wobei X ein
Vektorraum iiber K ist. Dann wird durch

f(p) = age+ a1 + - - - + agpt
ein Endomorphismus von X definiert. Ist A € M,, ,,(K), so kénnen wir analog die Matrix
f(A) =ooF +a1A+---+ akAk € Mn,n(K)
definieren. Ist dim X = n und A die Matrix von ¢ € L(X, X) bzgl. einer Basis von X, so

ist f(A) die Matrix von f(¢) bzgl. derselben Basis. Dies folgt aus der Definition der Summe
und des Produktes von Matrizen (siehe Abschnitt 7.2).
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Es seien f,g,h € K[t] und ¢ € L(X, X), A € M, ,(K) gegeben. Dann folgt aus
f+g=h bzw. fg=h
auch f(p) +g(p) = h(p), f(A) +9(A) = h(A) baw.
f(@)g(p) = hlp), f(A)g(A) = h(A).
Insbesondere gilt wegen fg = gf stets f(p)g(e) = g(¢)f(p) und f(A)g(A) = g(A)f(A).
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