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7. Aufgabenblatt

Definition (Vorwérts- und Riicksubstitution). Mittels der in der Vorlesung besprochenen
LR-Zerlegung lisst sich (unter gewissen Annahmen) eine regulire Matriz A € RVN*N qls
A = LR schreiben, wobei L = (l;5)i; eine untere Dreiecksmatriz und R = (r;;)i; eine obere
Dreiecksmatrix ist. Dies vereinfacht das Liosen eines linearen Gleichungssystems Ax = b
signifikant, indem man ¢ := Rx definiert, und zundchst Lc = b und anschlieffend Rx = ¢
lost. Da L und R Dreiecksmatrizen sind, ist das Losen dieser zwei Gleichungssystem mittels
Vorwirts- bzw. Riicksubstitution mdoglich, welche wie folgt berechnet werden:

i—1
c; =b; — Z lijc; 1=1,2,..., N, (Vorwértssubstitution)
j=1
N
x;i= |¢ — Z rikxk] /Tii i=N,N—-1,...,1 (Riicksubstitution)
k=i+1

Aufgabe 1 (GauB-Algorithmus mit Fill-in Effekt). Gegeben seien die Matrizen

112 3 4 1 00 01
1200 O 0 10 01
A=11 01 0 -1 und B=]-1 0101
1001 O 0 00 21
1000 1 4 3 2 11

a) Berechnen Sie die LR Zerlegung von A mittels dem Gaufs- Verfahren mit Diagonalstrategie
als Pivot-Strategie, d.h. als Pivot-Elemente werden der Reihe nach Diagonaleintrige
verwendet.

b) Nutzen Sie die LR Zerlegung und Vorwdrts- bzw. Riicksubstitution um das Gleichungs-
system Ax =b mit b= [5,1,12,13,13] zu lisen.

c) Bestimmen Sie die LR Zerlegung von B und lésen Sie Bx = b mit b= [13,13,12,1,5].
Erkliren Sie den Zusammenhang der Lésung zur Losung von Punkt b).

Bemerkung. Dieses Beispiel illustriert den sogenannten ”Fill-in” Effekt, welcher dazu fihrt
dass Matrizen die urspringlich viele Null-Eintrige enthielten (”dinn-besetzt” bzw. ”sparse”
sind), durch die Lisungsmethoden transformiert werden sodass sie viel weniger Null-Eintrdge
besitzen. Da Null-Eintrige ”giinstig” fir die Berechnung sind, ist dies ein problematisches
Phinomen weshalb bei diinn-besetzten Matrizen oft andere Verfahren — iterative Liser — zum
Einsatz kommen.

Matlab-Aufgabe 2 (Gauf-Elimination). Im Folgenden schreiben wir Matlab-Funktionen
welche fiir eine gegebene Matriz A € RN*N und Vektor y € RN das Gleichungssystem Az =y
mittels Gaufs- Verfahrens losen sollen.

a) Schreiben Sie Matlab-Funktionen [r]=backsubstitution(R,c) und
[e]=forwardsubstitution(L,b) welche die Riicksubstitution bzw. Vorwdirtssubstitution zu
den Dreiecksmatrizen R bzw. L und Vektoren b durchfihren und die Losung in x bzw c
zuriickgeben.
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b) Schreiben Sie eine Matlab-Funktion [L, R,flagl=my-LR(A) welches die LR Zerlegung der
Matriz A via Gauf-Verfahren mit Diagonalstrategie berechnet. Um sicher zu gehen, dass
A tatsdchlich requldr ist wollen wir verhindern dass es ein Pivot-Element mit Wert 0
gibt. Sollte wihrend der Zerlegung ein Pivot-Element mit Betrag kleiner 107> entstehen,
soll die Zerlegung abgebrochen werden (bspw. mit “break”) und flag= —1 gesetzt werden,
andernfalls flag = 1.

c) Kombinieren Sie die Funktionen der vorigen Teilaufgaben in der Funktion
[x, flag]=my_gauss(A,y) indem Sie die LR Zerleqgung der Matriz A berechnen und mit
Vorwirts- und Riicksubstitution die Lésung von Az = b berechnen. Die Losung x (falls
eine Losung berechnet werden konnte) sowie flag werden zurickgegeben.

Testen Sie alle Punkte anhand kleiner Beispiele um sich von deren Richtigkeit zu tiberzeugen
(bspw. Aufgabe 1).

Aufgabe 3 (Regularitiit diagonaldominater Matrizen). Eine Matriz A = (a;;);; € RV*Y
wird als streng diagonaldominant bezeichnet, falls fiir jede Zeile i € {1,2,..., N}

N

D laisl < lail (1)
=1, j#i
gilt, dass heifit der Diagonaleintrag ist betragsmdf$ig grofier als die Summe aller verbleibenden

FEintrige der Zeile. Die Matrix wird schwach diagonal dominant genannt, falls fir i €
{1,...,N}

N
D aigl < lail. (2)
i=1, j#i
Auferdem nennen wir eine Matriz irreduzibel, falls es fir jedes i,j € {1,...,N} mit i # j
Indizes iy, ..., i, gibt, sodass a;, i, # 0 firk=1,....,r =1 und iy =1, i, = j.

a) Zeigen Sie dass eine diagonaldominante Matrix A stets regulir ist.

Q Zeigen Sie, dass eine schwach diagonaldominante Matrix die irreduzibel ist und fir ein i
(der Einfachheit halber 1 genannt) gilt, requlir ist.

c¢) Nutzen Sie das Kriterium in b), um die Regularitit der Matriz Ay in Aufgabe 6.2 zu
verifizieren.

Hinweis. Fir a) nehmen Sie an, dass ein x # 0 existiert, sodass Az = 0 (d.h. dass A
singulir). Betrachten Sie 1 sodass |z;| = max; |z;| # 0. Schreiben Sie die i-te Gleichung so um,
dass a; ;x; auf der rechten Seite steht, nehmen Sie auf beiden Seiten den Betrag und nutzen Sie
die Dreiecksungleichung, |x;| < |z;| und um dies auf einen Widerspruch zu fiihren. Fir b)
gehen Sie analog vor, wobei Sie keinen Widerspruch erhalten sondern |x;| = |x;| fir alle i mit
a;, # 0 (die Nachbarn) folgt (weil man "<” statt "<” hat). Nun ldsst sich obiges Argument
fdr die Nachbarn wiederholen, und dank Irreduzibilitit gelangt man so zu dem Schluss dass
|z;| = max; |z;| was aber analog zu a) zu einen Widerspruch fihrt.
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Bemerkung. Das Lisen eines Gleichungssystems macht nur Sinn wenn das System auch
tatsichlich eine Ldsung besitzt. Zwar kann man mittels dem Gauf3-Algorithmus feststellen ob
eine Matrixz singuldr ist (wenn es kein zuldssiges Pivot-Element gibt), bei Berechnungen mit dem
Computer ist es aber nicht moglich zu unterscheiden ob eine Zahl "sehr klein” oder O ist. Daher
sollte man sich nach Mdéglichkeit bereits vor dem numerischen Lésen des Gleichungssystems
tber die Regularitdt der Matriz im Klaren sein. Obiges Kriterium ist oft niitzlich bei Matrizen
die eine sehr starke ”Struktur” aufweisen, um sich von der Regularitit zu iiberzeugen.
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