INSTITUT FOUR MATHEMATIK
UE MAT.382 / SS 2015 UND WISSENSCHAFTLICHES UNI
Dr. Martin Holler RECHNEN

http://imsc.uni-graz.at/hollerm/teaching/16_16/bildverarbeitung.html

Mathematische Bildverarbeitung

Ubungsblatt 4
Termin: 11. Mai 2016

Aufgabe 4.1: [Fouriertransformation von Polynomen)]

Zeigen sie, dass jedes Polynom p : R — R, p(z) = Y_7_ a,z" eine regulére Dibtribution induziert,
letzteres im Sinne dass eine Funktion f existiert so dass Ty mit Ty(¢ fR x)dz wohlde-
finiert und in S(R)* ist. Geben sie die Fouriertransformierte von T als Ableltungsoperator und
Punktauswertung an.

Aufgabe 4.2: [Fourier Slice Theorem|]

Fiir A € R% x R%, definiere den m < d dimensionalen linearen Unterraum M = {x € Re| Az = 0}.
Fiir u € L'(R%, C) definiere weiters Ppyu : M — C durch Pyu(z) = [,,. u(z + y)dy. Fir f €
C(R?,C) definiere Sysf : M — C durch Sysf(x) = f(z). Sei Fp, : L (M, C) die m-dimensionale
Fourier transformation auf M, definiert durch Fpu(€) = [;, u(y)e *¥ dy (Dies entspricht einer
Fouriertransformation auf R™ und hat die selben Eigenschaften). Zeigen sie

FmPr = SuFq auf LY(R? C).

Aufgabe 4.3: [Diskrete und schnelle Fouriertransformation)]
Fiir N > 1 und u,v € C¥ ist die diskrete Fouriertransformation und deren Inverse gegeben durch

N-—
(Fu) quke L (F 1 T;

Zeigen Sie:
(i) Die Fouriertransformation F ist unitéir und wird in der Tat durch F~! invertiert.
(ii) Fiir die periodische Faltung u * v von u,v € CV folgt

N-1
(u*v)g Zulvk_lmodNﬁirkzO,...N—l = Flux*xv) = VN FuFv.
1=0

(iii) Fir N gerade und 1 =0,...,N/2 — 1 gilt:

N _q N_q

1 3 _ 2mikl 1 3 __ 2m7il _ 2mikl

(Fu)y = N Z (ug +uk+%)e NJZ (Fu)or41 = Wi e N (uy — ukJr%)e N2
k=0 k=0

(iv) In der Situation N = 2" fiir n € N kann die diskrete Fouriertransformation und die periodi-
sche Faltung der Linge N in O(N log N) elementaren Rechenschritten berechnet werden.
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Aufgabe 4.4: [Segmentierte Faltung]
Es sei M = 2" fiir ein n € N und N = KM fiir ein K € N. Schreiben Sie ein Programm, welches
die diskrete Faltung uxv € CN*M~1 yon y € CN und v € CM in O(N log M) wie folgt berechnet:
e Der Vektor u wird in K Segmente der Linge M zerlegt, d.h. u = [uo, . . ., ux 1] mit uy € CM
fir k=0,..., K — 1.
e Jedes Segment wuy wird geeignet mittels der schnellen Fouriertransformation (d.h. in
O(M log M) Schritten) mit v gefaltet.
e Die Segmente uy * v werden geeignet zu u * v zusammengesetzt.
Sie kénnen dabei auf vorhandene Implementierungen der schnellen Fouriertransformation (z.B. fft
in Matlab) zuriickgreifen.



