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ANALYSIS II
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Vergleich von p-Normen
Im Folgenden stehe K fiir R oder C.
a) Seil < p < q < oo. Zeigen Sie [[x[|, < [x]|, fiir alle x € K™. (Hinweis: Betrachte zunéchst
Ixll, =1.)
b) Zeigen Sie fiir alle x € K™: limp o0 [|X]|}, = ||
Ein unvollstindiger metrischer Raum
X = C([0, 1]) werde versehen mit der Norm, die durch das Skalarprodukt (f, g) = f(]) (fg)(x)dx induziert

wird. Beweisen Sie durch Konstruktion eines Beispiels, dass X beziiglich dieser Norm nicht vollstindig ist.

Folgen und kompakte Mengen in metrischen Riumen

a) Zeigen Sie: Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist beschréankt.

b) Sei X metrischer Raum und (xn )nen eine Folge in X, die gegen a € X konvergiert. Zeigen Sie mit
Hilfe offener Uberdeckungen, dass die Menge A := {x,, : n € N} U {a} kompakt ist.

c) Zeigen Sie durch Konstruktion einer geeigneten Uberdeckung, dass die Menge {1 : n € N} ¢ R
nicht kompakt ist. Widerspricht dies Teil b) ?

Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen II

Untersuchen Sie f : R? — R,
2
f(X U) _ XTXb fur (X)U) # (O)O)>
’ 0 fiir (x,y) = (0,0)
auf Stetigkeit.

Differenzierbarkeit in mehreren Variablen I

Beweisen Sie die Differenzierbarkeit von
f: R® 5 R%, f(x,y,2) = (x + €= +y,yx?)
a) anhand der Definition,
b) anhand der Eigenschaften der partiellen Ableitungen.

Vektorraum der reellwertigen Polynome (Zusatzaufgabe, aufler Wertung)

Sei P der R-Vektorraum der reellwertigen Polynome auf R. Fiir ein Polynom p(t) = Y 1_, axt* setzen
wir [[pll = 3o laxl-
a) Zeigen Sie, dass dies einen normierten Raum definiert.

b) Die linearen Abbildungen { : P — R seien definiert durch

(p) =p’(0) bzw. £(p) = p'(1).

Bestimmen Sie gegebenenfalls (!) die Operatornormen, die im unendlichdimensionalen Raum P
wie fiir den Raum L, ;,, aus der Vorlesung definiert ist:

1€l := sup{le(p)l - [[pll < 1.



