MATHEMATIK NAWI GRAZ\

FELLNER, HOLLER, KocH, KRAFT, LATOS, PEICHL, PROPST, SPRUSSEL UE MAT.152_1/2
BLATT 5 $S 2014

ANALYSIS II

Hausaufgaben (Bearbeitung bis 10.04.2014)

H 5.1 Funktionenfolgen IIT
Firn € Nsei f,, : R — R definiert durch

fn(x) = \/x2+%

Zeigen Sie: (fn )nen ist gleichméflig konvergent, die Funktionen f,, sind differenzierbar, aber die Grenz-
funktion ist nicht differenzierbar in x = 0.

H 5.2 Funktionenfolgen IV
Seil = (a,b) mit a,b € R ein Interval und f : I — R konvex und differenzierbar auf I. Fiir beliebige

Punkte x1,...,xn € I, n € N, definiere

fan:l =R, fu(x) = max {f(xi)+f (xi)(x —xi)}

i=1,...,n
a) Zeichnen Sie f und f;, fiir eine beliebige (nicht triviale) Wahl von x4, ...,x und f.
b) Zeigen Sie, dass f(x) > fn (x) fiir alle x € I und jede beliebige Wahl von x1,...,xn.
c) Geben sie eine Folge (x{)icn in I an, so dass (fn)nen punktweise gegen f konvergiert.
d) Angenommen, f sei zu einer auf [a, b] stetig differenzierbaren Funktion fortsetzbar. Gibt es eine Folge
(xi)ien, so dass (fn )nen gleichméflig gegen f konvergiert?
H 5.3 Funktionenfolgen V
Fiir n € N sind die Funktionen f,, : [0, 1] — R gegeben durch

0 furO<X<z—E
fn(x) = 2"“;”*2 fur1—%<x<%+%
1 fir 5+ 1 <x <1

a) Zeigen Sie, dass die Funktionen f,, stetig sind und skizzieren Sie die Funktionsgraphen.

b) Bestimmen Sie fiir alle x € [0, 1] den Grenzwert limy_, «, fr (x) und geben Sie die Grenzfunktion f
an, gegen die die Folge (fn )nen punktweise konvergiert.

c) Stellen Sie fest, ob die Funktionenfolge (fn )nen gleichgmafiig gegen f konvergiert.
d) Ist die Folge der f, eingeschrinkt auf (0, J) gleichméfig konvergent?

H 5.4 Funktionenreihen I

Welche der folgenden Funktionenreihen konvergieren (punktweise, gleichméfig, normal)
a) Y > ;xMauf (—1,1)?

n=1
b) Y20, B uf R, mitc > 12
¢) Yooy S0/ auf [, m?

H 5.5 Regelfunktionen I

Sei f : [0,1] — R>( eine Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir alle n € N nur endlich viele x € [0, 1]
existieren mit

f(x) >

S1=

Zeigen Sie, dass f eine Regelfunktion auf [0, 1] ist.



H 5.6 Newton-Verfahren (Zusatzaufgabe, aufler Wertung)

Es seien a,b € R,a < b, f: [a,b] — R eine C2-Funktion, f(a) < 0 < f(b), und fiir alle x € [a, b] sei
f’(x) > 0und f”(x) > 0. Die Folge (xn)n>o sei rekursiv definiert durch

f
X0 =b, Xpni1 =%n— /(L“), falls x, € [a,b], undx;11 = Xn sonst.
' (xn)

Zeigen Sie

a) Es gibt genau ein & € (a, b) mit f(£) = 0, die Folge (xn )n>0 ist monoton fallend und (xn)n>0 — &.

b) Setzt man

x € [a, b]} . M= %{If”(x)l -x € [a,b]} (Existenz?)

1
”‘m“{wun

so gelten die Abschitzungen

[xn — & < Wf(xn)l und |xnp1 — & < Mxn — £, (Quadratische Konvergenz)

Tipp: Benutzen sie die Restglied Darstellung von Lagrange, um zu folgern, dass fiir jedes x € (&, b)
Punkte y,z € (&, x) existieren mit

f/I(Z

0 =f(&) = f(x) + ' (y) (& —x) = f(x) + ' (x)(& —x) + 7

(&—x)2.

c¢) Interpretieren Sie das Verfahren geometrisch und berechnen Sie damit eine Nullstelle der Polynom-
funktion x3 4+ x — 1 im Intervall [0, 1] mit einem Fehler e < 104,



