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Spezielle rationale Funktionen

Allometrie. Beschreibung des Zusammenhangs zwischen verschiedenen —‘
morphometrischen oder physiologischen Gro3en (wie z.B. Masse, Lange oder
Stoffwechselrate). Die Grof3en kdnnen sich dabei entweder auf Teile eines

biologischen Systems beziehen oder auch auf das Gesamtsystem.

Seien z und y zwei Wachstumsgrof3en, welche sich in der Zeit von t bis ¢t + At um je
Ax bzw. Ay verandern.

i—f mittlere Wachstumsrate (beschreibt Wachstumsintensitat fur At klein
fir abnehmendes At¢: (momentane) Wachstumsrate
Az
Ty = Sk relative Wachstumsrate von x

Falls ~= = c (zeitunabh.), dann gilt:
Yy

y =bx® mitb > 0.

Sind z¢, yo zusammengehorige Werte, dann erhalt man nach Ubergang zu ' = z/xo,
y' = y/yo die dimensionslose Form

y' = 2'¢ =: f(z’) (Potenzfunktion).

Im biologischen Kontext gilt z, y, =", vy’ > 0.
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Spezielle rationale Funktionen
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® ¢ > 0 (positive Allometrie). Monoton wachsende Funktion:

vy >ay = f(xh) = f(@1).

® ¢ < 0 (negative Allometrie). Monoton fallende Funktion:

vy >ay = f(xh) < f(@1).
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Spezielle rationale Funktionen
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® Beispiel. Fir die Abhangigkeit der Waremproduktion W (in kJ pro Tag) vom
Kopergewicht M (in kg) kann bei Warmblitern in guter Naherung

W =bM*°
angenommen werden. Die Parameter b und ¢ kbnnen bei Kenntnis zweier
zusammengehorender M- und WW-Werten bestimmt werden. Sind z.B.
(M1, W1) = (500,28000) und (M2, Wa2) = (0.5,175), dann gilt

28000 = b500° und 175 = b0.5°.

Nach Division und Logarithmieren folgt (log = log):

log 160

2
8000 o (500 _ 07347

10g16O:10g1—75:10 E) =clog1000 =3¢ = c=
Weiter

28000
b= = 291.21.

500¢
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Spezielle rationale Funktionen
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Allometrische Funktionen treten auch in der Biogeographie auf. So wird zwischen der
Flache A einer Insel und der der Anzahl S der Arten einer taxonomischen Einheit der
Zusammenhang

S =bA® (Areal-Arten-Funktion)

angenommen. Kennt man die Flache Ay des Bezugsareals und die Artenanzahl Sp,
so kann die Areal-Arten-Funktion in die dimensionslose Form S = Sg(A/Ag)°
gebracht werden.

Beispiel. Flr die Reptilien- und Amphibienfauna auf den Westindischen Inseln gilt etwa
S = So(A/Ap)?3. Fur die Insel Montserrat gilt: Ag = 106 km? und Sy = 12. Damit
berechnet man fir Puerto Rico mit A = 8897 km? die Artenanzahl

8897\ V-3
S =12 <—) ~ 45.
106

Gilt c = 1, so folgt ¢y’ = 2’ bzw. y = bz. Man bezeichnet x und y als direkt proportional;

T ~ Y.
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Spezielle rationale Funktionen

Eeispiel. Ein Tier (Lange L) laufe mit Geschwindigkeit v eine Steigung hinauf. Hierzu mul} es —‘
eine zu L3 und v proportionale Leistung P aufbringen. Die maximale Leistung Prax Wird
allgemein als zu L2 proportional angenommen. Zu welcher Potenz von L ist die erreichbare
Maximalgeschwindigkeit vmax proportional?

P ~ L3 (beikonst. v) A P ~ v (bei konst. L).

Daraus folgt P = k1 L3v mit einer bestimmten Konstanten k1. Somit;
Umax — Pmax/(leS)-
Weiter Pmax ~ L? bzw. Pnax = ko L? mit einer bestimmten Konstanten k». Es ergibt sich:

VUmax — k2/(k1L), d.h. VUmax ™ L_l.
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Spezielle rationale Funktionen
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Doppelt-logarithmische Variablentransformation (log / log-Transformation). Hier
log = log,,.

y="bx°/log <= 1y :=logy=Ilogb+clogz =:cx’ +d

mit x’ = logz und d = logb.
Die allometrischen Zusammenhé&nge werde durch die log / log-Transformation in
lineare Ubergefuhrt.

In der Praxis sind b und ¢ haufig unbekannt und mtssen anhand von Mel3daten
bestimmt werden. Dies kann mit Hilfe der log / log-Transformation mittels linearer
Regression geschehen.

Annahme: x und y erfillen y = bz, und es sind n Datenpaare (z;,y;) > 0 gegeben.
Vorgangsweise bei der Parameterschéatzung:

® Logarithmieren von (x;, y;) liefert (z,y}) = (log ;,logy;).

® Bestimme die Regressionsgerade 4§’ = ka’ + d in der (z/, y’)-Ebene.

® Aus den Schatzwerten (k, d) folgen die Schatzwerte (b, ¢) fiir (b, ¢):

é=Fk und B:ad. J
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Spezielle rationale Funktionen

Beispiel. Von 10 Bachforellen (Salmo trutta forma fario) wurden die Masse M (in g) und die Lange
L (in mm) bestimmt.

L 140 | 160 | 180 | 200 | 220 | 240 | 260 | 280 | 300 | 320
M 31 45 52 79 122 | 174 | 184 | 210 | 263 | 360

Streudiagramm
400 T T T T
3501
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o -
B0 I Vermutung: allometrische Formel
o | o]
S 200 ) 5
150¢ f M =bL".
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0 L L L L L L L L
140 160 180 200 220 240 260 280 300 320
L/mm

|
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Regressionsanalyse

Streudiagramm nach log/log-Transf.

Lineare Regression
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Gebrochen rationale Funktion
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® Sonderfallc = —1:y = bx~! = b/x ... indirekt proportional

® Die Konstante b kann nun positiv oder auch negativ sein. Bei z = 0 liegt eine
Unendlichkeitsstelle vor (Polstelle).

Allgemeine gebrochen lineare Funk-
tion
| . b
Gebrochene lineare Funktion Yy = + e.
10 T T T T T _|_ f
8,
o 4
4l b>0 | 3
2 21
y=0.5/(x+1) -1
0 = 1
-2 oF
4 -1
b<0
_6 _2,
_8 _3,
y=-0.5/(x+1) -1
-10 : -4
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Gebrochen rationale Funktion

® Typischerweise wird ein Parameter (z.B. b) durch die Vorgabe eines Anfangswertes

bestimmt:;

b :
v =3 + e (yo .. .ein vorgegebener Wert) = b= f(yo — e).

Beispiel. Die Abhangigkeit der Photosyntheserate P von der Lichtintensitat I kann
durch die Funktionsgleichung

I
I+ K

P = P(I) = Puax

mit positiven Konstanten Pyax und K erfald3t werden.

Beachte:
P(I):Pmax Ll — LI'max — 2 .
I+ K I+ K
P ist also eine gebrochene lineare Funktion mite = Ppax, b = —PmaxK und f = K.

|
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Gebrochen rationale Funktion
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® Linearisierung durch Reziproktransformation:

® Fally=0b/(x+ f). Setze y' = 1/y und &’ = «x. Es ergibt sich damit die
Geradengleichung
/

YT

S

Bestimmung der Regressionsgeraden ¢’ = kx’ + d liefert die Schatzwerte

und f =

| =
??‘>| SN

® Fally =b/(x+ f)+ e mit Anfangswert yo = b/ f + e = 0. Dann folgt:

y=-ex/(x+ f). Setze y' = 1/y und ' = 1/z. Es ergibt sich damit die
Geradengleichung

y/—iil’/—l——
(& (&

Bestimmung der Regressionsgeraden §’ = kx’ + d liefert die Schatzwerte

1 .k . A
é:7, f:7 Und b:—éf
d
g"l

Mathematik fir BiologinnenWsS 2005 — p. 12/15



:

Exponentialfunktion

Viele Wachstums- oder Zerfallphdnomene gentigen dem folgenden Prinzip: Sei y eine
Bestandsgrol3e zum Zeitpunkt ¢, dann gilt fr hinreichend kleines At

Ay Ay

At_ry (ENy),

wobei » Wachstums-, Zerfalls- oder Ausscheiderate genannt wird.

Dieses Prinzip der bestandsproportionalen Anderung wird ausgedrtickt durch

t

y = yoe' (yo . . . Wert der Bestandsgrof3e zum Zeitpunkt ¢ = 0).

Y=Y, exp(r X), yQ>O

=
o

|
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Exponentialfunktion

Beispiel. Die Einwohnerzahl von Mexiko-City betrug 5.5 Mio. im Jahr 1960 und stieg bis 1975
auf 8.1 Mio. an. Unter der Annahme eines exponentiellen Wachstums soll die Einwohnerzahl
(in Mio.) in Abhangigkeit von der Zeit ¢ dargestellt werden.

Wir verlegen den Nullpunkt der Zeitskala in das Jahr 1960. Dann ist y = 5.5 fur ¢ = 0 und
y = 8.1 flr t = 15. Zu bestimmen sind yo und r. Es folgt:

yo = y(0) = 5.5 und fir t = 15 gilt 8.1 = 5.5¢° 7.

Es folgt
In8.1=1In55+1n(e!®")=In55+15r = r~ 2.58%.

Ist man an der Verdopplungszeit interessiert, dann sucht man ¢/, sodass
y =2y = yoert/ = 2=t

Es folgt:
In2=rt =t =26.9Jahre.

. |
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Exponentialfunktion

Linearisierung durch einfache log-Transformation. Seien yo > 0 und r # 0. Setze vy’ = Iny.
Dann folgt:

y =Iny =lnyg + rt.
® Mochte man die Parameter r und yo anhand von n Wertepaaren (t;,y;) schatzen, so
kann man folgendermal3en vorgehen:
® Logarithmiere die y-Komponente der Daten: (¢;,vy:) = (¢;,Iny;).
® Bestimme die Regressionsgerade §’ = k¢t + d in der (¢, y’)-Ebene.
#® Die Parameterschatzung (7, go) ergibt sich aus

=k und go = e

|
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