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Spezielle Funktionen
l7\/on der Beobachtung zur Funktion. —‘

® Wie hangt y von = ab? Annahme: Datenmaterial aus Beobachtung vorhanden, z.B. in
Form einer Wertetabelle.

® Beispiel: Um das Wachstum von Sonnenblumen in Abhéngigkeit vom Alter z (in
Tagen) zu studieren, wurde die Pflanzenhdhe y (in cm) in regelmaligen Zeitabstadnden
gemessen:

xl/Tage 14 21 28 35 42 49
ylcm 364 | 6/.8 | 98.1 | 131.0 | 169.5 | 205.5

® \Veranschaulichung in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem (Streudiagramm ):

920 _Streudiagramm; Ausgleichsgerade
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Spezielle Funktionen

-

Streudiagramme erlauben eine rasche Beurteilung, in welcher Weise die Variablen
zusammenhangen.

Oft a3t die Punkteverteilung im Streudiagramm einen durch eine einfache Kurve
beschreibbaren Trend erkennen.

Die Punkteverteilung wird durch die Trendkurve (Ausgleichskurve) im allgemeinen
nicht exakt erfasst.

Die durch die Ausgleichskurve fixierte Zuordnung nennt man Ausgleichsfunktion oder

Regressionsfunktion

In unserem Beispiel ist die Beschreibung des Zusammenhangs zwischen z und y
mittels einer linearen Ausgleichsfunktion (Regressionsgerade ) der Gestalt

v =k-x+d, k,deR

sinnvoll. Im allgemeinen kann der Zusammenhang zwischen z und y auch einem
nichtlinearen Trend entsprechen.

Die freien parameter (k, d in unserem Beispiel) missen mit Hilfe der gegebenen Daten
fixiert werden (Methode der kleinsten Fehlerquadrate ).
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(Affine) Lineare Funktionen

Zwei-Punktform, Interpolation . Sel f : D — W gegeben. Weiter seien x1,z2 € D,
Ax = x2 —x1 und Ay = y2 — y1 = f(x2) — f(z1). Charakteristisch fir (affine) lineare
Funktionen (Geraden) ist, dass der Differenzenquotient (Anstieg)

DY _ 22—y
Ax o — T
konstant ist. Sei nun = # z1, x # x2 und y = f(x). Dann gilt:

Yy —uy _ Y2 — Y1
r — I1 2132—331.

Aufldsen nach y liefert die zwei-Punktform

Y2 — Y1
y=vy1 + ——(
Tro — I

x —T1).

Diese Vorgangsweise entspricht der Losung einer Interpolationsaufgabe: Von einer Funktion
g kennt man an zwei Stellen x1, x2 die Funktionswerte g(x1), g(x2). Gesucht ist nun eine
Naherung des Funktionswerts g(x) an einer Stelle x zwischen x; und x5. Liegt  aul3erhalb

es von x1 und x2 definierten Intervalls, so spricht man von Extrapolation .
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Lineare Funktionen

Beispiel. Die CO2-Konzentration in der irdischen Atmosphare belief sich im Jahre 1950 auf

306ppm um im Jahre 1970 auf 321ppm (1ppm CO2 = 1cm3 CO5 pro 1m?3 Luft). Welchen
CO2-Gehalt erhélt man fir das Jahr 1965 bei linearer Interpolation? Welcher Wert ergibt
sich fir 1980 bei linearer Extrapolation?

Antwort. FUr 1965 erhalt man

321 — 306
+ (1965 — 1950) = 317.25.
1970 — 1950
Fir 1980 erhalt man
321 — 306
+ (1980 — 1950) = 328.5.
1970 — 1950

|
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Lineare Funktionen

-

Hauptform. y=k-x+d mit d=y; —k-x1 (y-Achsenabschnitt).

Die zeitliche Anderung R der GréRe N einer Population ist durch R = rN(1 — N/C)
gegeben; r ist die naturliche Zuwachsrate und C' > 0 die Kapazitat des
Lebensraumes. D.h.: Die sogenannte Pro-Kopf-Wachstumsrate »’ = R/N =

= r(1 — N/C') bei positivem 7 ist eine lineare fallende Funktion der Populationsgrof3e.
In der (N, r’)-Ebene wird also die Abhangigkeit der Pro-Kopf-Wachstumsrate von der
Populationsgrof3e durch eine fallende Gerade dargestellt. Fir eine Blauwalpoluation
mit » = 0.08 p.a. und C' = 150000 Tieren ergibt sich

r" = (—r/C)N +r (Hauptform),

wobei k = —r/C = —5.33-10~7 p.a.und d = r = 0.08 p.a.
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Regressionsgerade

- N

® problemstelung.  Wir nehmen an, dass zwischen zwei GréRRen z und y eine lineare
Beziehung besteht. Anstelle von exakten Wertepaaren (x, y) liegen Messungen
(zi,y:), 4 = 1,...,n, vor. Die Me3punkte (x;,y;) streuen um die wahren Werte mehr
oder weniger stark ("Punktwolke”). Das Ziel ist nun, in der (x, y)-Ebene eine Gerade
zu finden, welche die gegebenen Punkte (z;,y;), i = 1,...,n, moglichst gut annéhert.
Wir wahlen also den Ansatz

y==k- -x+4d,

wobei k, d noch zu bestimmende Parameter sind.
Jedem x;-Wert lal3t sich so ein y-Wert zuordnen:

yi=k-x;+d, i=1,...n.
Die Abweichung vom gegebenen Mel3wert y; wird als Residuum bezeichnet:
m:yi—yézyi—k-xi—d, 1=1,...,n.

Es ist naheliegend, k, d so zu wahlen, dass r;, . = 1, ..., n, in einem geeigneten Sinn
maoglichst klein wird.

:
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Regressionsgerade

- N

® schiatzung der Geradenparameter.  Ein haufig verwendetes MaR fir die Gite der
Anpassung ist

Ziel ist nun, k und d so zu bestimmen, dass Q moglichst klein wird = Methode der
kleinsten Fehlerquadrate .
Man erhalt die Regressionsgerade

/ Smy

2
Sk

wobei z und y die Mittelwerte sind und

2 _
Sy =

1 n 1 < n 2
2 .
E xy — — E a:z> (Varianz),
n—1 1 n o\

(ln i — % (f: a:) (f: y)) (Kovarianz). J
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Regressionsgerade

B Beurteilung der Anpassungsgiite.  Die Anpassungsgiite wird durch das BestimmtheitsmafR

B— Sxy 2 —1_ Srr
Sz Sy (n—1)s2

Srr = (n — 1)s. (1 N (stxjyy)

beurteilt. Dabei ist

der optimale Wert von Q).
® Esgilt: B €[0,1].
® |Ist B =1,dannist S, = 0. Alle Mel3punkte liegen auf der Ausgleichsgeraden.

® |Ist B =0, dann gilt
S’rr 2

= 52,
n—1 Yy

Die Regressionsgerade verlauft parallel zur z-Achse, und die Varation von y kann
durch x nicht erklart werden.

® Regression durch den Nullpunkt . In diesem Fall wahlen wir den Ansatz y = k - .
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