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1. Geordnete Körper und reelle Zahlen

1.1. Geordnete Mengen

Definition 1.1. Sei R 6= ∅ eine Menge. Eine zweistellige Relation < auf R heißt Ordnungsre-
lation oder Totalordnung auf R und das Paar (R,<) eine (total-)geordnete Menge , wenn
für alle x, y, z ∈ R gilt:

a) Trichotomie: Es gilt genau eine der drei Beziehungen x < y, y < x, x = y.

b) Transitivität: Aus x < y und y < z folgt x < z.

Ist < eine Ordnungsrelation auf R, so definiert man für x, y ∈ R :

• x > y , falls y < x.

• x ≤ y , falls x < y oder x = y.

• x ≥ y , falls x > y oder x = y.

Eine geordnete Menge (R,<) heißt dicht geordnet , wenn

(∀x, y ∈ R)
[
x < y =⇒ (∃z ∈ R) x < z < y

]
.

Bemerkungen:

1. Sei (R,<) eine geordnete Menge und ∅ 6= Y ⊂ R. Dann ist < auch eine Ordnung auf
Y [man nennt (Y,<) eine geordnete Teilmenge von (R,<) ].

2. Sei (R,<) eine geordnete Menge. Dann gilt für alle x, y, z ∈ R :

x < y ⇒ x ≤ y ; x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y ; x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z .

3. (Q, <) ist eine dicht geordnete Menge mit folgenden Eigenschaften:

• Jedes x ∈ Q hat eine Darstellung in der Form

x =
p

q
mit p ∈ Z und q ∈ N ,

und für p , p′ ∈ Z und q, q′ ∈ N gilt:

p

q
=
p′

q′
⇐⇒ pq′ = qp′ , und

p

q
<
p′

q′
⇐⇒ pq′ < qp′ .

• (∀x, y, z ∈ Q)
[
x < y =⇒ x+ z < y + z

]
.

• (∀x, y, z ∈ Q)
[
x < y ∧ z > 0 =⇒ xz < yz

]
.

• Für x, y ∈ Q mit x < y ist

x <
x+ y

2
< y .

Definition 1.2. Sei (R,<) eine geordnete Menge, ∅ 6= A ⊂ R und a ∈ R.

1. a heißt größtes Element oder Maximum von A, wenn a ∈ A ∧ (∀x ∈ A) x ≤ a.

A hat höchstens ein Maximum [ denn: Sind a1 und a2 Maxima von A, so ist a1 ∈ A,
a2 ∈ A, a1 ≤ a2 und a2 ≤ a1, also a1 = a2 ].

Ist a das Maximum von A, so schreibt man a = max(A), und a = max{a1, . . . , an},
falls A = {a1, . . . , an}.
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2. a heißt obere Schranke von A, wenn (∀x ∈ A) x ≤ a.

Ist a eine obere Schranke von A, so ist auch jedes b ∈ R mit b ≥ a eine obere Schranke
von A.

3. A heißt nach oben beschränkt , wenn A eine obere Schranke hat.

Hat A ein Maximum, so ist A nach oben beschränkt, und max(A) ist die kleinste obere
Schranke von A. Die Menge {x ∈ Q | x < 0} ist nach oben beschränkt, hat aber kein
Maximum.

4. a heißt Supremum von A, wenn a die kleinste obere Schranke von A ist. Formal:[
(∀x ∈ A) x ≤ a

]
∧

[
(∀y ∈ R) y < a =⇒ (∃x ∈ A) x > y

]
Ist A nicht nach oben beschränkt, so besitzt A kein Supremum. Ist A nach oben
beschränkt und Y 6= ∅ die Menge der oberen Schranken von A, so gilt: Genau dann
ist a Supremum von A, wenn a = min(Y ). Insbesondere hat A höchstens ein Supremum.
Ist a Supremum von A, so schreibt man a = sup(A).

1
′
. a heißt kleinstes Element oder Minimum von A, wenn a ∈ A ∧ (∀x ∈ A) x ≥ a.

A hat höchstens ein Minimum. Ist a das Minimum von A, so schreibt man a = min(A)
oder einfach a = min{a1, . . . , an}, falls A = {a1, . . . , an}..

2
′
. a heißt untere Schranke von A, wenn (∀x ∈ A) x ≥ a.

Ist a eine untere Schranke von A, so ist auch jedes b ∈ R mit b ≤ a eine untere Schranke
von A.

3
′
. A heißt nach unten beschränkt , wenn A eine untere Schranke hat.

Hat A ein Minimum, so ist A nach unten beschränkt, und min(A) ist die größte untere
Schranke von A. Die Menge {x ∈ Q | x > 0} ist nach unten beschränkt, hat aber kein
Minimum.

4
′
. a heißt Infimum von A, wenn a die größte untere Schranke von A ist. Formal:[

(∀x ∈ A) x ≥ a
]
∧

[
(∀y ∈ R) y > a =⇒ (∃x ∈ A) x < y

]
Ist A nicht nach unten beschränkt, so besitzt A kein Infimum. Ist A nach unten
beschränkt und Y 6= ∅ die Menge der unteren Schranken von A, so gilt: Genau dann ist
a Infimum von A, wenn a = max(Y ). Insbesondere hat A höchstens ein Infimum. Ist a
Infimum von A, so schreibt man a = inf(A).

5. A heißt beschränkt , wenn A nach oben und nach unten beschränkt ist.

Bemerkungen:

1. Jede nicht-leere Teilmenge einer [ nach oben, nach unten ] beschränkten Menge ist [ nach
oben, nach unten ] beschränkt.

2. Sei (R,<) eine geordnete Menge und ∅ 6= A ⊂ R. Dann gilt:

(a) A hat ein Maximum ⇐⇒ A ist nach oben beschränkt, und sup(A) ∈ A.
Hat A ein Maximum, so ist sup(A) = max(A).

(b) A hat ein Minimum ⇐⇒ A ist nach unten beschränkt, und inf(A) ∈ A.
Hat A ein Minimum, so ist inf(A) = min(A).
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3. Jede nach unten beschränkte nicht-leere Teilmenge von Z (also insbesondere jede nicht-
leere Teilmenge von N0) hat ein Minimum, und jede nach oben beschränkte nicht-leere
Teilmenge von Z hat ein Maximum.

Ist x ∈ Q, so nennt man q = min{c ∈ N | cx ∈ Z} den reduzierten Nenner von x.

Satz 1.1. Sei (R,<) eine geordnete Menge.

1. Sei A ⊂ R endlich, |A| = n ∈ N. Dann gibt es eine bijektive Abbildung

a : {1, . . . , n} → A mit a(1) < a(2) < . . . < a(n) .

Insbesondere ist a(1) = min(A) und a(n) = max(A).

2. Sei (R,<) dicht geordnet, x, y ∈ R und x < y. Dann ist die Menge {z ∈ R | x < z < y}
unendlich.

Beweis. 1. Induktion nach n. Für n = 1 ist die Behauptung offensichtlich.

n ≥ 2 , n − 1 → n : Sei b0 ∈ A und A0 = A \ {b0}. Dann ist |A0| = n − 1, und nach
Induktionsvoraussetzung hat A0 ein größtes Element b1. Ist b1 < b0, so ist b0 = max(A),
ist b1 > b0, so ist b1 = max(A). In jedem Falle hat A ein größtes Element b, und nach
Induktionsvoraussetzung gibt es eine bijektive Abbildung a0 : {1, . . . , n − 1} → A \ {b} mit
a0(1) < a0(2) < . . . < a0(n − 1). Definiert man a : {1, . . . , n} → A durch a(i) = a0(i), falls
i ∈ {1, . . . , n− 1}, und a(n) = b, so hat a die gewünschten Eigenschaften.

2. Da (R,<) dicht geordnet ist, ist A = {z ∈ R | x < z < y} 6= ∅, und wir nehmen an, A
sei endlich. Nach 1. hat A ein kleinstes Element a. Dann ist aber x < a < y, und es gibt ein
b ∈ R mit x < b < a, also b ∈ A und b < a, ein Widerspruch. �

Definition 1.3 (Monotonie). Seien (R,<) und (R′, <′) geordnete Mengen. Eine Abbildung
f : R→ R′ heißt

• [ nach oben, nach unten ] beschränkt , wenn die Menge f(R) ⊂ R′ [ nach oben, nach
unten ] beschränkt ist. Explizit:

f ist nach oben [ unten ] beschränkt ⇐⇒ (∃M ∈ R) (∀x ∈ R) f(x) ≤M [ f(x) ≥M ].

• [streng ] monoton wachsend , wenn

(∀x, y ∈ R)
(
x < y =⇒ f(x) ≤ f(y) [ f(x) < f(y) ]

)
.

• [streng ] monoton fallend , wenn

(∀x, y ∈ R)
(
x < y =⇒ f(x) ≥ f(y) [ f(x) > f(y) ]

)
.

• [ streng ] monoton , wenn sie [ streng ] monoton wachsend oder [ streng ] monoton
fallend ist.

• ordnungstreu , wenn f streng monoton wachsend ist.

Satz 1.2. Seien (R,<) und (R′, <′) geordnete Mengen, und sei f : R → R′ streng monoton
wachsend [ fallend ]. Dann ist f injektiv, und die Umkehrfunktion f−1 : f(R) → R ist ebenfalls
streng monoton wachsend [ fallend ].
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Beweis. Wir nehmen an, f sei streng monoton wachsend [ ist f streng monoton fallend, so
schließt man analog ].

Seien x1, x2 ∈ R mit x1 6= x2. Dann ist entweder x1 < x2 oder x2 < x1 und daher entweder
f(x1) < f(x2) oder f(x2) < f(x1), also auch f(x1) 6= f(x2). Daher ist f injektiv.

Sind y1, y2 ∈ f(R) und y1 < y2, so ist f−1(y1) < f−1(y2), denn aus f−1(y1) ≥ f−1(y2)
folgte y1 = f

(
f−1(y1)

)
≥ f

(
f−1(y2)

)
= y2. Daher ist auch f−1 streng monoton wachsend. �

Definition 1.4. (R,<) sei eine geordnete Menge. Ein (Dedekind’scher) Schnitt von (R,<)
ist ein Paar (A,B), bestehend aus zwei nicht-leeren Teilmengen A und B von R, so dass gilt:

• A ∪B = R.

• (∀ a ∈ A) (∀ b ∈ B) a < b.

Ein Element z ∈ R heißt Schnittelement von (A,B), wenn (∀a ∈ A) (∀b ∈ B) a ≤ z ≤ b.

Bemerkungen:

1. Sei (R,<) eine geordnete Menge und z ∈ R. Dann ist(
{x ∈ R | x < z}, {x ∈ R | x ≥ z}

)
ein Schnitt von (R,<) mit Schnittelement z.

2. In einer dicht geordneten Menge hat ein Schnitt höchstens ein Schnittelement.

Beweis. Sei (A,B) ein Schnitt in der dicht geordneten Menge (R,<). Wir führen den
Beweis durch Widerspruch und nehmen an, (A,B) habe zwei Schnittelemente z1, z2 mit
z1 < z2. Dann gibt es ein x ∈ R mit z1 < x < z2. Da z1 ein Schnittelement ist,
folgt x ∈ B, und da z2 ein Schnittelement ist, folgt x ∈ A. Daher ist x < x, ein
Widerspruch! �

3. Sei A = {x ∈ Q | x < 0 ∨ x2 ≤ 2} und B = {x ∈ Q | x > 0 ∧ x2 > 2}. Dann ist
(A,B) ein Schnitt von Q ohne Schnittelement.

Beweis. Offensichtlich ist A 6= ∅, B 6= ∅, Q = A ∪ B, und für alle a ∈ A und b ∈ B
ist a < b. Daher ist (A,B) ein Schnitt von Q. Wir nehmen nun an, der Schnitt (A,B)
besitze ein Schnittelement z ∈ Q. Wegen 0 ∈ A und 2 ∈ B ist 0 ≤ z ≤ 2.

FALL 1: z2 < 2. Sei n ∈ N mit z2 + 1
n
< 2. Dann ist(

z +
1

6n

)2

= z2 +
z

3n
+

1

36n2
≤ z2 +

1

n

(2

3
+

1

36n

)
= z2 +

1

n
< 2 .

Damit folgt

z +
1

6n
∈ A , also z +

1

6n
≤ z , ein Widerspruch!

FALL 2: z2 > 2. Sei n ∈ N mit z2 − 1
n
> 2. Wegen z ≤ 2 ist dann(

z − 1

6n

)2

= z2 − z

3n
+

1

36n2
> z2 − 2

3n
> z2 − 1

n
> 2 .

Damit folgt

z − 1

6n
∈ B , also z − 1

6n
≥ z , ein Widerspruch!

FALL 3: z2 = 2.
Wir zeigen allgemeiner (durch Widerspruch): Es gibt kein z ∈ Q mit z2 = 2.
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Angenommen, es sei x ∈ Q mit x2 = 2. Dann ist auch (−x)2 = 2, und daher können wir
x > 0 annehmen. Sei q ∈ N der reduzierte Nenner von x und p ∈ N mit qx = p. Dann
sind p und q nicht beide gerade, denn sonst könnte man durch 2 kürzen und erhielte
eine Bruchdarstellung von x mit kleinerem Nenner. Es folgt

x2 = 2 =
p2

q2
, also 2q2 = p2 .

Daher ist p2 eine gerade Zahl, und da das Quadrat einer ungeraden Zahl wieder ungerade
ist, ist auch p eine gerade Zahl, p = 2p0 mit p0 ∈ N. Einsetzen liefert 2q2 = 4p2

0, also
q2 = 2p2

0. Daher ist q2 und damit auch q eine gerade Zahl, ein Widerspruch! �

Anschauliches Beispiel:

Sei G eine anschauliche Gerade mit Nullpunkt O und Einheitspunkt E ( eine Zahlengerade )
und sei ι0 : Q → G die (injektive) Abbildung, welche die Darstellung der rationalen Zahlen
auf G beschreibt. Für zwei Punkte P, Q ∈ G definieren wir P ≺ Q, falls P links von Q
liegt. Dann ist (G,≺) eine (aus anschaulich-geometrischen Gründen) dicht geordnete Menge,
in der jeder Schnitt ein Schnittelement besitzt, und ι0 ist eine ordnungstreue Abbildung. In
(Q, <) (und daher auch in (ι0(Q),≺) ) gibt es Schnitte ohne Schnittelement. Insbesondere ist
ι0(Q) ( G.

Ziel (,,reelle Zahlen”): Konstruktion einer Erweiterung R ⊃ Q und einer Bijektion ι : R → G
mit ι |Q = ι0.

Satz 1.3. Sei (R,<) eine geordnete Menge, (A,B) ein Schnitt von (R,<) und z ∈ R.

1. Ist z = sup(A) oder z = inf(B), so ist z ein Schnittelement von (A,B).

2. Sei (R,<) dicht geordnet und z ein Schnittelement von (A,B). Dann folgt

z = sup(A) = inf(B) .

Beweis. Wir beweisen beide Aussagen für das Supremum.

1. Sei z = sup(A). Dann ist (∀x ∈ A) x ≤ z. Ist y ∈ B, so folgt (∀x ∈ A) x ≤ y, also
auch z ≤ y.

2. Nach Definition ist z eine obere Schranke von A. Daher bleibt zu zeigen: Ist y ∈ R und
y < z, so ist y keine obere Schranke von A.

Sei also y ∈ R und y < z. Wegen der Dichtheit gibt es ein u ∈ R mit y < u < z. Da z
Schnittelement ist, folgt u ∈ A, und daher ist y keine obere Schranke von A. �

Satz und Definition 1.4. Sei (R,<) eine geordnete Menge. Dann sind äquivalent :

(a) Jeder Schnitt in (R,<) hat ein Schnittelement in R.

(b) Jede nicht-leere nach oben beschränkte Menge hat ein Supremum.

(c) Jede nicht-leere nach unten beschränkte Menge hat ein Infimum.

Sind diese Bedingungen erfüllt, so heißt (R,<) vollständig.

Beweis. Wir zeigen die Äquivalenz von (a) und (b).

(a) ⇒ (b) Sei ∅ 6= A ⊂ R nach oben beschränkt. Hat A ein Maximum, so ist nichts zu
zeigen. Habe also A kein Maximum und sei Y die (nicht-leere) Menge der oberen Schranken von
A. Dann ist (R\Y, Y ) ein Schnitt in (R,<) und besitzt nach Voraussetzung ein Schnittelement
z ∈ R. Wir zeigen z ∈ Y (dann ist z = min(Y ), also z = sup(A)).
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Angenommen, es sei z ∈ R \ Y . Dann gibt es ein a ∈ A mit a > z. Dann ist aber a obere
Schranke von A, also a = max(A), ein Widerspruch.

(b) ⇒ (a) Nach Satz 1.3. �

1.2. Geordnete Körper

Definition 1.5. Eine Gruppe G = (G, e, ∗) besteht aus eine Menge G mit einem (ausge-
zeichneten) Element e ∈ G und einer Verknüpfung

∗ :

{
G×G → G

(x, y) 7→ x ∗ y
auf G, so dass gilt:

A1. ∗ ist assoziativ [ das heißt, (∀x, y, z ∈ G) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z ].

A2. (∀x ∈ G) x ∗ e = e ∗ x = x .

A3. (∀x ∈ G) (∃x′ ∈ G) x ∗ x′ = e .

Man nennt G eine abelsche Gruppe , wenn ∗ eine kommutative Verknüpfung ist, das heißt,

(∀x, y ∈ G) x ∗ y = y ∗ x .
Man nennt G eine multiplikative [ additive ] Gruppe, wenn die Verknüpfung als Multiplikation
(Addition) geschrieben wird.

Man nennt e das neutrale Element der Gruppe (man nennt es Einselement bei multiplikativen
Gruppen und Nullelement bei additiven Gruppen).

Zu jedem x ∈ G gibt es genau ein x′ ∈ G mit x ∗x′ = x′ ∗x = e (dieses nennt man das Inverse
von x).

Beweis. Seien x′, x′′ ∈ G mit x ∗ x′ = x′ ∗ x = e und x ∗ x′′ = x′′ ∗ x = e. Dann ist
x′′ = x′′ ∗ (x ∗ x′) = (x′′ ∗ x) ∗ x′ = e ∗ x′ = x′. �

Das Inverse eines Elements x ∈ G wird bei additiven Gruppen mit −x und sonst mit x−1

bezeichnet.

Beispiele:

1. Multiplikations- und Additionsgruppen von Körpern (siehe Definition 1.6), Additionsgrup-
pen von Vektorräumen.

2. Additionsgruppe von Z.

3. X 6= ∅ sei eine Menge. Dann ist die Menge Bij(X) aller Bijektionen f : X → X, versehen
mit der Hintereinanderausführung von Abbildungen, eine Gruppe mit neutralem Element idX .
Das Inverse ist in diesem Falle die Umkehrabbildung. Die Guppe Bij(X) ist genau dann
abelsch, wenn |X| ≤ 2.

Definition 1.6. Ein Körper (K, 0K , 1K , +K , ·K) besteht aus einer Menge K mit zwei
(ausgezeichneten) Elementen 0K ∈ K und 1K ∈ K und zwei Verknüpfungen

+K :

{
K×K → K

(x, y) 7→ x+K y
und ·K :

{
K×K → K

(x, y) 7→ x ·K y
auf K, so dass gilt:
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A1. +K ist assoziativ und kommutativ.

A2. (∀x ∈ K) x+K 0K = x .

A3. (∀x ∈ K) (∃x′ ∈ K) x+K x
′ = 0K .

M1. ·K ist assoziativ und kommutativ.

M2. (∀x ∈ K) x ·K 1K = x .

M3. (∀x ∈ K \ {0}) (∃x̃ ∈ K) x ·K x̃ = 1K .

D. (∀x, y, z ∈ K) x ·K (y +K z) = (x ·K y) +K (x ·K z) .

Man nennt 0K die Null von K, 1K die Eins von K, +K die Addition von K und ·K
die Multiplikation von K.

Bekanntes Beispiel: (Q, 0, 1,+, ·) ist ein Körper.

Ein abstraktes Beispiel:
F2 = {0,1} sei eine Menge aus 2 Elementen, + und · seien definiert durch

1 + 1 = 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 · 1 = 1, 1 · 0 = 0 · 1 = 0 · 0 = 0 .

Dann ist (F2,0,1,+, ·) ein Körper.

Konventionen und Rechenregeln: Sei (K, 0K , 1K , +K , ·K) ein Körper.

1. Man schreibt, soferne Verwechslungen nicht zu befürchten sind, einfach 0, 1, +, · an
Stelle von 0K , 1K , +K , ·K , und K an Stelle von (K, 0, 1, +, ·), und macht die Konven-
tionen xy = x · y und ,,Punkt- vor Strichrechnung”. Damit erhalten die Körperaxiome
die folgende einfachere Gestalt:

A1. (∀x, y, z ∈ K) (x+ y) + z = x+ (y + z) ∧ x+ y = y + x .

A2. (∀x ∈ K) x+ 0 = x .

A3. (∀x ∈ K) (∃x′ ∈ K) x+ x′ = 0 .

M1. (∀x, y, z ∈ K) (xy)z = x(yz) ∧ xy = yx .

M2. (∀x ∈ K) x · 1 = x .

M3. (∀x ∈ K \ {0}) (∃x̃ ∈ K) x · x̃ = 1 .

D. (∀x, y, z ∈ K) x(y + z) = xy + xz .

2. Sei x ∈ K. Dann gibt es genau ein x′ ∈ K mit x + x′ = 0. Dieses heißt Negatives
von x und wird mit −x bezeichnet. Für x, y ∈ K sei x − y = x + (−y). Für das
Minuszeichen gelten die üblichen Rechenregeln.

Die Eigenschaften A1, A2 und A3 besagen: (K, 0,+) ist eine additive abelsche Gruppe.
Man nennt die (K, 0,+) die Additionsgruppe von K.

3. Für die Addition mehrerer Elemente verwenden wir das Summenzeichen, die leere Summe
erhält den Wert 0. Für k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ K und l ∈ {1, . . . , k} ist dann

k∑
i=1

xi =
l∑

i=1

xi +
k∑

i=l+1

xi .

Für n ∈ N und x ∈ K definiert man die Vielfachen durch

nx =
n∑
i=1

x und n(−x) = −nx .
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Sind x, y ∈ K und m, n ∈ Z, so gilt

(−n)x = −nx , (m+ n)x = mx+ nx , (mn)x = m(nx) und n(x+ y) = nx+ ny .

Ist Z ⊂ K und stimmen die Addition und die Multiplikation von K auf Z mit der
üblichen Addition und Multiplikation überein, so ist das Vielfache nx dasselbe wie das
Produkt aus n und x in K.

4. Sei K× = K \ {0}. Zu jedem x ∈ K× gibt es genau ein x̃ ∈ K× mit xx̃ = 1. Dieses
heißt Inverses von x und wird mit x−1 bezeichnet.

Die Eigenschaften M1, M2 und M3 besagen: (K×, 1, ·) ist eine abelsche Gruppe. Man
nennt die (K×, 1, ·) die Multiplikationsgruppe von K. Für x ∈ K und y ∈ K× sei

x

y
= xy−1 , also insbesondere

1

y
= y−1 .

Es gelten die üblichen Rechenregeln für Brüche.

5. Für die Multiplikation mehrerer Elemente verwenden wir das Produktzeichen, das leere
Produkt erhält den Wert 1. Für k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ K und l ∈ {1, . . . , k} ist dann

k∏
i=1

xi =
l∏

i=1

xi

k∏
i=l+1

xi .

6. Für x, y ∈ K gilt (−x)y = x(−y) = −xy, und
[
xy = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ y = 0

]
.

7. Für x ∈ K und k ∈ N0 definieren wir die Potenz xk durch

xk =
k∏
i=1

x , also insbesondere x0 = 1 .

Ist x ∈ K× und k ∈ N, so definieren wir x−k = (x−1)k. Es gelten die Potenzrechenregeln:

• Für alle a, b ∈ K× und m, n ∈ Z ist

a−n = (a−1)n , am+n = am · an , amn = (am)n und (ab)n = anbn .

• Für a, b ∈ K und n ∈ N0 ist

(a+ b)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
an−ibi und an − bn = (a− b)

n−1∑
i=0

aibn−1−i .

• Für q ∈ K \ {1} und n ∈ N0 ist
n∑
i=0

qi =
qn+1 − 1

q − 1
.

Definition 1.7. Ein geordneter Körper R = (R, 0, 1, +, ·, <) ist ein Körper (R, 0, 1, +, ·),
gemeinsam mit einer Ordnungsrelation < auf R, so dass für alle x, y, z ∈ R gilt:

x < y =⇒ x+ z < y + z und x < y ∧ z > 0 =⇒ xz < yz .

Einfache Folgerungen: Sei R = (R, 0, 1, +, ·, <) ein geordneter Körper und x, y, z ∈ R.

1. x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + z .

2. x ≤ y ∧ z ≥ 0 =⇒ xz ≤ yz .
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3.
[
x > 0 ∧ y > 0

]
=⇒ [x+ y > 0 ∧ xy > 0 ].

4. x ≤ y ⇐⇒ −y ≤ −x .

Beweis. Aus x ≤ y folgt −y = x+ (−x− y) ≤ y+ (−x− y) = −x, und aus −y ≤ −x
folgt in gleicher Weise x = −(−x) ≤ −(−y) = y. �

5. x < y ∧ z < 0 =⇒ xz > yz .

Beweis. Aus x < y und z < 0 folgt −z > 0 nach 1. also −xz = x(−z) < y(−z) = −yz
und daher yz < xz. �

6. x2 ≥ 0 , 1 > 0, und
[
x > 0 =⇒ x−1 > 0

]
.

Beweis. Aus x > 0 folgt x2 > 0. Aus x < 0 folgt −x > 0, also ebenfalls x2 = (−x)2 > 0.
Daher ist in jedem Falle x2 ≥ 0, und 1 = 12 > 0. Wäre x > 0 und x−1 < 0, so folgte
1 = x · x−1 < x · 0 = 0, ein Widerspruch.

7. Sei 0 < x < y und n ∈ N. Dann ist 0 < y−1 < x−1, 0 < xn < yn und 0 < nx < ny.

Beweis. Nach 3. ist x−1 > 0 und y−1 > 0, also ist auch x−1y−1 > 0 und

y−1 = x(x−1y−1) < y(x−1y−1) = x−1 .

Die Ungleichungen 0 < xn < yn und 0 < nx < ny folgen mittels Induktion nach n
(Übung!).

Bisher einziges Beispiel: Q = (Q, 0, 1, +, ·, <).

Wichtigstes Beispiel: R (kommt gleich, siehe Satz 1.8 )

Definition 1.8.

1. Seien R = (R, 0, 1, +, ·) und R′ = (R′, 0′, 1′, +′, ·′) Körper und j : R → R′ eine
Abbildung.

j heißt Einbettung oder Körperhomomorphismus , wenn j(0) = 0′, j(1) = 1′, und
für alle x, y ∈ R ist

j(x+ y) = j(x) + j(y) und j(x · y) = j(x) ·′ j(y) .

Ein (Körper-)Isomorphismus ist eine bijektive Einbettung. R und R′ heißen isomorph ,
wenn es einen Isomorphismus j : R→ R′ gibt.

Ist R ⊂ R′ und die Einlagerung R ↪→ R′ eine Einbettung, so nennt man R einen
Teilkörper von R′ und R′ einen Oberkörper von R.

2. Seien R = (R, 0, 1, +, ·, <) und R′ = (R′, 0′, 1′, +′, ·′, <′) geordnete Körper.

Ein Ordnungsisomorphismus j : R → R′ ist ein ordnungstreuer Isomorphismus (siehe
Definition 1.3). R und R′ heißen ordnungsisomorph , wenn es einen Ordnungsisomor-
phismus j : R→ R′ gibt.

Ist R ⊂ R′ und die Einlagerung R ↪→ R′ eine ordnungstreue Einbettung, so nennt man
R einen geordneten Teilkörper von R′ und R′ einen geordneten Oberkörper von R.

Bemerkungen:

1. Sei j : R → R′ eine Einbettung von Körpern. Dann ist j injektiv, und für alle x ∈ R,
z ∈ R× und n ∈ Z gilt

j(nx) = n j(x) und j(zn) = j(z)n .

Beweis. Aus x + (−x) = 0 folgt j(x) +′ j(−x) = j(0) = 0 und daher j(−x) = −j(x).
Aus z z−1 = 1 folgt j(z) ·′ j(z−1) = j(1) = 1 und daher j(z−1) = j(z)−1.
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Mittels Induktion folgen nun für alle n ∈ N0 die Gleichungen j(nx) = n j(x) und
j(zn) = j(z)n (Übung!).

Für n ∈ N ist j((−n)x) = j(−nx) = −j(nx) = −(n j(x)) = (−n)j(x) und in gleicher
Weise j(z−n) = j((zn)−1) = j(zn)−1 = (j(z)n)−1 = j(z)−n.

Es bleibt die Injektivität von j zu zeigen. Seien x, y ∈ R mit x 6= y. Dann ist

1R′ = j(1R) = j
(
(x− y)(x− y)−1

)
=

(
j(x)− j(y)

)
j(x− y)−1 , also j(x) 6= j(y) . �

2. Ist j : R→ R′ ein (Ordnungs-)isomorphismus (geordneter) Körper, so haben R und R′

hinsichtlich Addition, Multiplikation und der Ordnungsrelation dieselben Eigenschaften.
Insbesondere ist R genau dann ein vollständig geordneter Körper, wenn R′ das ist.

3. Ist j : R→ R′ eine (ordnungstreue) Einbettung (geordneter) Körper, so ist j(R) ⊂ R′ ein
(geordneter) Teilkörper und die Abbildung j : R→ j(R) ein (Ordnungs-)Isomorphismus.

Unter diesen Voraussetzungen werden wir häufig nicht mehr zwischen den Elemente x ∈ R
und ihren Bildern j(x) ∈ R′ unterscheiden. Damit wird R zum (geordneten) Teilkörper
von R′. Wir sagen, wir ,,identifizieren” j(R) mit R. Mengentheoretisch genauer wird
dieser Prozess durch den folgenden Satz beschrieben.

Satz 1.5 (Austauschsatz). Sei j : R → R′ eine (ordnungstreue) Einbettung (geordneter)
Körper. Dann gibt es einen (geordneten) Oberkörper R∗ ⊃ R und einen (Ordnungs-)Isomor-
phismus j∗ : R∗ → R′ mit j∗ |R = j.

Beweis. Wir benötigen die folgende mengentheoretische (im Rahmen unserer naiven Mengen-
lehre anschaulich klare) Aussage.

Existenz elementfremder Exemplare. Seien A und B Mengen und A 6= ∅. Dann gibt es eine
Menge A′ mit A′ ∩ B = ∅ und eine bijektive Abbildung ϕ : A′ → A (man nennt dann A′ ein
zu B elementfremdes Exemplar von A ).

Seien nun R = (R, 0, 1, +, ·) und R′ = (R′, 0′, 1′, +′, ·′) Körper. Ist j ein Isomorphismus, so
ist nichts zu zeigen. Sei also R′\j(R) 6= ∅, sei Ω eine Menge mit Ω∩R = ∅ und ϕ : Ω → R′\j(R)
eine bijektive Abbildung. Sei R∗ = R ∪ Ω und sei j∗ : R∗ → R′ definiert durch

j∗(x) =

{
j(x) , falls x ∈ R ,
ϕ(x) , falls x ∈ Ω .

j∗ ist bijektiv, und wir definieren Verknüpfungen +∗ und ·∗ auf R∗ durch

x+∗ y = j∗−1
(
j∗(x) +′ j∗(y)

)
und x ·∗ y = j∗−1

(
j∗(x) ·′ j∗(y)

)
.

Dann ist R∗ = (R∗, 0, 1, +∗, ·∗) ein Körper, R ⊂ R∗ ein Teilkörper und j∗ : R∗ → R′ ein
Isomorphismus mit j∗ |R = j.

Seien nun R und R′ geordnete Körper mit Ordnungsrelationen < und <′, und sei j ord-
nungstreu. Wir definieren eine Ordnungsrelation <∗ auf R∗ durch

x <∗ y ⇐⇒ j∗(x) <′ j∗(y) .

Damit ist dann R∗ ein geordneten Körper, R ⊂ R∗ ist ein geordneter Teilkörper, und j∗ ist ein
Ordnungsisomorphismus. �

Satz 1.6. Sei R ein geordneter Körper.
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1. Dann gibt es genau eine Einbettung j : Q → R, und diese ist ordnungstreu. Insbesondere
ist QR = j(Q) ein geordneter Teilkörper von R und j : Q → QR ein Ordnungsiso-
morhismus.

Für p ∈ Z und q ∈ N ist

j
(p
q

)
=
p1R
q1R

∈ R , und es ist QR =
{p1R
q1R

∣∣∣ p ∈ Z , q ∈ N
}
⊂ R .

2. Es gibt einen zu R ordnungsisomorphen geordneten Oberkörper R′ von Q.

Beweis. Es genügt, 1. zu zeigen. Damit folgt dann 2. aus Satz 1.5.

Eindeutigkeit. Sei j : Q → R eine Einbettung und x = q−1p ∈ Q (mit q ∈ N und p ∈ Z).
Dann ist q1R > 0R, und

j(x) = j(q−1) j(p) = j(q 1)−1 j(p 1) = [q j(1)]−1[p j(1)] =
p1R
q1R

.

Existenz und Ordnungstreue. Wir definieren j : Q → R durch

j(x) =
p1R
q1R

, falls x =
p

q
mit p ∈ Z und q ∈ N ,

und wir müssen die Unabhängigkeit dieser Definition von der Bruchdarstellung von x zeigen.
Dazu beweisen wir:

(∀p, p′ ∈ Z) (∀q, q′ ∈ N)
[ p
q
≤ p′

q′
=⇒ p1R

q1R
≤ p′1R
q′1R

]
(damit folgt auch die Ordnungstreue). Seien p, p′ ∈ Z und q, q′ ∈ N. Dann gilt:

p

q
≤ p′

q′
=⇒ p′q − pq′ ≥ 0 =⇒ (p′q − pq′)1R = (p′1R)(q1R)− (p1R)(q′1R) ≥ 0

=⇒ p1R
q1R

≤ p′1R
q′1R

.

Die Beziehungen j(x+ y) = j(x)+ j(y) und j(xy) = j(x)j(y) sind leicht nachzurechnen. �

Satz 1.7 (Bernoulli’sche Ungleichung). Sei R = (R, 0, 1, +, ·, <) ein geordneter Körper,
a ∈ R, a ≥ −1 und n ∈ N. Dann ist (1 + a)n ≥ 1 + na. Ist außerdem a 6= 0 und n ≥ 2, so
folgt (1 + a)n > 1 + na.

Beweis. Induktion nach n. Ist n ≤ 1 oder a = 0, so ist die Behauptung trivial.

n ≥ 1 , n − 1 → n : Sei a 6= 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist (1 + a)n−1 ≥ 1 + (n − 1)a.
Wegen 1 + a ≥ 0 folgt

(1 + a)n ≥ (1 + a)n−1(1 + a) ≥
(
1 + (n− 1)a

)
(1 + a) = 1 + na+ (n− 1)a2 > 1 + na . �

Satz und Definition 1.8 (Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen).

1. Es gibt einen vollständigen geordneten Oberkörper von Q.

2. Seien R und R′ vollständige geordnete Oberkörper von Q. Dann gibt es genau einen
Ordnungsisomorphimus Φ: R→ R′, und für diesen ist Φ |Q = idQ.
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Der (bis auf einen eindeutig bestimmten Ordnungsisomorphismus) eindeutig bestimmte voll-
ständige geordnete Oberkörper von Q heißt Körper der reellen Zahlen und wird mit R
bezeichnet.

Geometrische Veranschaulichung:
Sei G eine anschauliche Gerade mit Nullpunkt O und Einheitspunkt E wie in 1.1 und Ord-
nungsrelation ≺ wie in 2.3. Sei ι0 : Q → G die ordnungstreue Abbildung, welche die
Darstellung der rationalen Zahlen auf G beschreibt. Dann gibt es genau eine ordnungstreue
bijektive Abbildung ι : R → G mit ι |Q = ι0. Diese heißt Darstellung der reellen Zahlen auf
der Zahlengeraden.

Wir schicken dem (in Abschnitt 1.8 folgenden) Beweis von Satz 1.8 zwei Sätze über vollständig
geordnete Körper voran, welche im Folgenden nur für den zu konstruierenden Körper R der
reellen Zahlen interessant sind, aber beim Beweis der Einzigkeit von R (bis auf Ordnungsiso-
morphis) benötigt werden.

Satz 1.9. Sei R ein vollständig geordneter Körper, und seien X, Y ⊂ R>0 nicht leer und nach
oben beschränkt. Dann sind auch die Mengen

X + Y = {x+ y | x ∈ X, y ∈ Y } und XY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y }
nach oben beschränkt, und es gilt :

sup(X + Y ) = sup(X) + sup(Y ) , sup(XY ) = sup(X) sup(Y ) .

Beweis. Sei a = sup(X) und b = sup(Y ). Dann gilt für alle x ∈ X und y ∈ Y :

x+ y ≤ a+ b und xy ≤ ab .

Daher ist a + b eine obere Schranke von X + Y und ab eine obere Schranke von XY . Wir
müssen daher zeigen:

1. Ist z ∈ R und z < a+ b, so gibt es x ∈ X und y ∈ Y mit z < x+ y.

2. Ist z ∈ R und z < ab, so gibt es x ∈ X und y ∈ Y und z < xy.

1. Sei z < a+ b und

ε =
a+ b− z

2
∈ R>0 .

Dann gibt es x ∈ X und y ∈ Y mit a− ε < x und b− ε < y, und es ist x+ y > a+ b− 2ε = z.

2. Sei z < ab und

ε =
ab− z

a+ b
∈ R>0 .

Dann gibt es ein x ∈ X und y ∈ Y mit a− ε < x und b− ε < y, und wir erhalten

xy > (a− ε)(b− ε) = ab− (a+ b)ε+ ε2 > ab− (a+ b)ε = z . �

Satz 1.10. Sei R ein vollständig geordneter Oberkörper von Q.

1. Jede ( in R ) nach oben beschänkte nicht-leere Teilmenge von Z hat ein Maximum, und
jede ( in R ) nach unten beschänkte nicht-leere Teilmenge von Z hat ein Minimum.

2. N ist ( in R ) nicht nach oben beschränkt, und Z ist ( in R ) nicht nach unten beschränkt.

3. Seien a, b ∈ R. Dann gilt :

(a) (Satz des Archimedes und Eudoxus) a > 0 ⇒ (∃n ∈ N) na > b ∧ 1
n
< a.
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(b) a < b ⇒
∣∣{r ∈ Q | a < r < b}

∣∣ = ∞.

Beweis. 1. Sei ∅ 6= A ⊂ Z nach oben beschränkt und a = sup(A). Ist a ∈ A, so ist a = max(A).
Ist a /∈ A, so gibt es ein x ∈ A mit a− 1 < x < a, und es gibt ein y ∈ A mit x < y < a. Dann
ist aber 0 < y − x < 1 und y − x ∈ Z, ein Widerspruch.

Die Aussage für nach unten beschränkte Mengen beweist man analog.

2. Wäre N nach oben beschränkt, so hätte N nach 1. ein Maximum a ∈ N, aber a + 1 ∈ N
und a+ 1 > a, ein Widerspruch! Die Aussage für Z beweist man analog.

3. (a) Nach 2. gibt es n1, n2 ∈ N mit n1 >
b
a

und n2 >
1
a
. Dann hat n = max{n1, n2} die

gewünschte Eigenschaft.

(b) Wir zeigen zuerst: Es gibt ein r ∈ Q mit a < r < b. Nach (a) gibt es ein n ∈ N mit
1
n
< b− a, und nach 1. existiert m = max({l ∈ Z | l < nb}). Dann ist m < nb ≤ m+ 1, also

m

n
< b ≤ m+ 1

n
und

m

n
≥ b− 1

n
> a .

Wir nehmen nun (entgegen der Behauptung) an, es sei {r ∈ Q | a < r < b} = {r1, . . . , rm}
mit m ∈ N und a < r1 < r2 < . . . < rm < b. Dann gibt es nach dem eben Gezeigten ein r ∈ Q
mit a < r < r1, ein Widerspruch! �

1.3. Beweis von Satz 1.8 (Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen)

Wir zeigen die Existenzaussage in A15 und die Eindeutigkeitsaussagen in A16 und A17.

Eine Teilmenge X ⊂ Q heißt Oberklasse , wenn gilt:

(O1) ∅ 6= X ( Q .

(O2) (∀x ∈ X) (∀y ∈ Q) (x < y =⇒ y ∈ X) .

(O3) X hat kein Minimum.

Offensichtlich ist eine Teilmenge X ⊂ Q genau dann eine Oberklasse, wenn (Q \ X,X) ein
Schnitt ist und X kein Minimum besitzt.

Ω sei die Menge aller Oberklassen. Für r ∈ Q sei X(r) = {x ∈ Q | x > r} (also X(r) ∈ Ω),
und für X1, X2 ∈ Ω sei

X1 +X2 = {x1 + x2 | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} .

A1. (∀X1, X2 ∈ Ω) X1 +X2 ∈ Ω

Beweis von A1. Seien X1, X2 ∈ Ω. Wir müssen zeigen, dass die Menge X1 + X2 die Eigen-
schaften (O1) , (O2) und (O3) besitzt.

(O1) Nach Definition ist X1 +X2 6= ∅. Es genügt nun, zu zeigen:

(∀ z1 ∈ Q \X1) (∀ z2 ∈ Q \X2) z1 + z2 /∈ X1 +X2 .

Wir nehmen an, diese Behauptung sei falsch. Dann gibt es z1 ∈ Q \X1 und z2 ∈ Q \X2 mit
z1 + z2 ∈ X1 +X2, also z1 + z2 = x1 + x2 mit x1 ∈ X1 und x2 ∈ X2. Dann ist aber entweder
z1 > x1 oder z2 > x2, also nach (O2) entweder z1 ∈ X1 oder z2 ∈ X2, ein Widerspruch.

(O2) Sei x ∈ X1 +X2, y ∈ Q und x < y. Dann ist x = x1 + x2 mit x1 ∈ X1 und x2 ∈ X2.
Wegen y − x1 > x2 ist y − x1 ∈ X2 und daher y = x1 + (y − x1) ∈ X1 +X2.
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(O3) Ist x ∈ X1 +X2, x = x1 + x2 mit x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, so gibt es y1 ∈ X1 und y2 ∈ X2

mit y1 < x1 und y2 < x2, also y1 + y2 ∈ X1 + X2 und y1 + y2 < x. Daher hat X1 + X2 kein
Minimum. �

A2. (X1, X2) 7→ X1 +X2 ist eine assoziative und kommutative Verknüpfung auf Ω.

Beweis von A2. Nach A1 ist +: Ω×Ω → Ω eine Verknüpfung. Für X1, X2, X3 ∈ Ω ist

X1 +X2 = {x1 + x2 | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} = {x2 + x1 | x2 ∈ X2, x1 ∈ X1} = X2 +X1

und

(X1 +X2) +X3 = {(x1 + x2) + x3 | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, x3 ∈ X3}
= {x1 + (x2 + x3) | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, x3 ∈ X3} = X1 + (X2 +X3) . �

A3. (∀X ∈ Ω) X +X(0) = X .

Beweis von A3. ⊃ : Ist x ∈ X und y ∈ X(0), so ist x+ y > x, also auch x+ y ∈ X.
⊂ : Sei x ∈ X. Da X kein Minimum hat, gibt es ein y ∈ X mit y < x, und dann ist
x = y + (x− y) ∈ X +X(0). �

A4. Sei X ∈ Ω und a ∈ Q>0. Dann gibt es ein l ∈ Z mit la ∈ X und (l − 1)a /∈ X.

Beweis von A4. Sei x ∈ X, y ∈ Q\X, und seien m, n ∈ N mit an > x und am > −y. Dann
ist an ∈ X, −am /∈ X, und wir betrachten die Menge T = {k ∈ N0 | (n − k)a /∈ X} ⊂ N0.
Wegen n + m ∈ T ist T 6= ∅. Ist k0 = min(T ), so folgt (n − k0)a /∈ X, k0 6= 0 und
(n− k0 + 1)a ∈ X. Daher leistet l = n− k0 + 1 ∈ Z das Gewünschte. �

Für eine Teilmene X ⊂ Q sei −X = {x ∈ Q | −x ∈ X} = {−x | x ∈ X}, und

X− =

{
Q \ (−X), falls Q \ (−X) kein Minimum hat,(

Q \ (−X)
)
\ {a}, falls a = min

(
Q \ (−X)

)
.

A5. (∀X ∈ Ω) [X− ∈ Ω ∧ X +X− = X(0) ].

Beweis von A5. Sei X ∈ Ω.

X− ∈ Ω : Wegen ∅ 6= X ( Q ist auch ∅ 6= Q \ X ( Q. Ist x ∈ Q \ (−X) und y ∈ Q mit
y > x, so folgt −x /∈ X und −x > −y, also −y /∈ X und y ∈ Q \ (−X). Daher sind (O1) und
(O2) für Q \ (−X) erfüllt. Hat Q \ (−X) kein Minimum, so folgt X− = Q \ (−X) ∈ Ω. Ist
a = min(Q \ (−X)), so folgt X− = (Q \ (−X)) \ {a} = X(a) ∈ Ω.

X +X− = X(0) :
⊂ : Sei x ∈ X, y ∈ X−. Dann ist −y /∈ X, also −y < x und daher x+ y ∈ Q>0 = X(0).
⊃ : Sei z ∈ X(0) = Q>0. Nach A4 gibt es ein l ∈ Z mit lz ∈ X und (l−1)z /∈ X. Daher folgt
−(l− 1)z ∈ Q \ (−X). Da X kein Minimum besitzt, gibt es ein ε ∈ Q>0 mit lz− ε ∈ X. Dann
ist (l− 1)z− ε /∈ X, also −(l− 1)z+ ε ∈ X− und z = (lz− ε) + [−(l− 1)z+ ε] ∈ X +X−. �

Für X1, X2 ∈ Ω definiert man

X1 < X2 , falls X1 ) X2 .

A6. (Ω, X(0), +) ist eine additive abelsche Gruppe. Für X ∈ Ω ist X− das Negative von
X. < ist eine Ordnung auf Ω, und (∀X, X1, X2 ∈ Ω) X1 < X2 =⇒ X +X1 < X +X2 .
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Beweis von A6. Nach A2 , A3 und A5 ist (Ω, X(0), +) eine additive abelsche Gruppe,
und für X ∈ Ω ist X + X− = X(0). Es genügt nun, die Trichotomie von < zu zeigen (die
Transitivität von < und die Monotonie von + sind offensichtlich).

Wir müssen zeigen: Sind X1, X2 ∈ Ω und X1 6⊂ X2 so ist X2 ⊂ X1. Seien also X1, X2 ∈ Ω
und x ∈ X1 \X2. Ist y ∈ X2, so folgt x < y, also y ∈ X1. Daher ist X2 ⊂ X1. �

Sei Ω+ = {X ∈ Ω | X ⊂ Q>0} = {X ∈ Ω | X ≥ X(0)}. Für X1, X2 ∈ Ω+ ist nach A6 auch
X1 +X2 ∈ Ω+, und wir definieren

X1X2 = {x1x2 | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} ⊂ Q>0 .

A7. (∀X1, X2 ∈ Ω+) X1X2 ∈ Ω+.

Beweis von A7. Seien X1, X2 ∈ Ω+. Wir müssen zeigen, dass die Menge X1X2 die Eigen-
schaften (O1) , (O2) und (O3) besitzt.

(O1) Wegen ∅ 6= X1 ⊂ Q>0 und ∅ 6= X2 ⊂ Q>0 ist auch ∅ 6= X1X2 ⊂ Q>0 ( Q.

(O2) Sei x ∈ X1X2, y ∈ Q und x < y. Dann ist x = x1x2 mit x1 ∈ X1 und x2 ∈ X2, also
y

x1

>
x

x1

= x2 ,
y

x1

∈ X2 und y = x1
y

x1

∈ X1X2 .

(O3) Sei x = x1x2 ∈ X1X2 mit x1 ∈ X1 und x2 ∈ X2. Dann gibt es y1 ∈ X1 und y2 ∈ X2

mit y1 < x1 und y2 < x2. Wegen y1, y2 ∈ Q>0 folgt y1y2 < x1x2 und y1y2 ∈ X1X2. Daher hat
X1X2 kein Minimum. �

A8. (X1, X2) 7→ X1X2 ist eine assoziative und kommutative Verknüpfung auf Ω+, und

(∀X, X1, X2 ∈ Ω+) X(X1 +X2) = XX1 +XX2 .

Beweis von A8. Nach A7 ist (X1, X2) 7→ X1X2 eine Verknüpfung auf Ω+. Für alle
X, X1, X2 ∈ Ω+ ist

X1X2 = {x1x2 | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} = {x2x1 | x2 ∈ X2, x1 ∈ X1} = X2X1 ,

(X1X2)X = {(x1x2)x | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, x ∈ X}
= {x1(x2x) | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, x ∈ X} = X1(X2X) ,

und
X(X1 +X2) = {x(x1 + x2) | x ∈ X, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}

= {xx1 + xx2 | x ∈ X, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} ⊂ XX1 +XX2 .

Sei nun z ∈ XX1 +XX2. Dann ist z = xx1 + x′x2 mit x, x′ ∈ X, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, und wir
können ohne Einschränkung x ≤ x′ annehmen. Dann ist

z = x (x1 + x2) mit x =
xx1 + x′x2

x1 + x2

.

Wegen x ≥ x ist x ∈ X und daher z ∈ X(X1 +X2). �

A9. (∀X ∈ Ω+) XX(1) = X.

Beweis von A9. Sei X ∈ Ω+

⊂ : Ist x ∈ X und z ∈ X(1), so ist x ≥ 0 und z > 1, also xz > x und daher xz ∈ X.
⊃ : Sei x ∈ X. Da X kein Minimum besitzt, gibt es ein y ∈ X mit y < x, und es ist
x = y(xy−1) ∈ XX(1). �
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A10. Sei X ∈ Ω+ \ {X(0)} und a ∈ X(1). Dann gibt es ein l ∈ Z mit al ∈ X und
al−1 /∈ X.

Beweis von A10. Sei x ∈ X und y ∈ X(0) \ X. Wegen a − 1 > 0 gibt es m, n ∈ N mit
n(a−1) > x und m(a−1) > y−1. Nach Satz 1.7.6 ist an ≥ 1+n(a−1) > x, folglich an ∈ X, und
am ≥ 1+m(a−1) > y−1, also a−m < y, und daher a−m /∈ X. Sei nun T = {k ∈ N0 | an−k /∈ X}.
Wegen n + m ∈ T ist T 6= ∅. Ist k0 = min(T ), so folgt an−k0 /∈ X, k0 6= 0 und an−k0+1 ∈ X.
Daher leistet l = n− k0 + 1 ∈ Z das Gewünschte. �

Für X ∈ Ω+ \ {X(0)} sei X∨ = {x−1 | x ∈ X} und

X−1 =

{
Q>0 \X∨ , falls Q>0 \X∨ kein Minimum hat,

(Q>0 \X∨) \ {a}, falls a = min(Q>0 \X∨) .

A11. (∀X ∈ Ω+ \ {X(0)}) [X−1 ∈ Ω+ ∧ XX−1 = X(1) ].

Beweis von A11. Sei X ∈ Ω+ \ {X(0)}.
X−1 ∈ Ω+ : Es ist Q>0 ) X, und aus r ∈ Q>0 \ X folgt r−1 ∈ Q>0 \ X∨. Daher ist

∅ 6= Q>0 \X∨ ⊂ Q>0 ( Q. Ist x ∈ Q>0 \X∨, y ∈ Q und y > x, so ist x−1 /∈ X und x−1 > y−1,
also auch y−1 /∈ X und daher y ∈ Q>0 \ X∨. Damit folgt, dass Q>0 \ X∨ die Bedingungen
(O1) und (O2) erfüllt. Hat Q \ X∨ kein Minimum, so folgt X−1 = Q>0 \ X∨ ∈ Ω+. Ist
a = min(Q>0 \X∨), so folgt X−1 = (Q>0 \X∨) \ {a} = X(a) ∈ Ω+.

XX−1 = X(1) :
⊂ : Sei x ∈ X und y ∈ X−1 ⊂ Q>0 \X∨. Dann ist y−1 /∈ X, also y−1 < x und daher xy ∈ X(1).
⊃ : Sie z ∈ X(1). Nach A10 gibt es ein l ∈ Z mit zl ∈ X und zl−1 /∈ X. Da X kein
Minimum besitzt, gibt es ein a ∈ X mit a < zl. Wegen az−1 < zl−1 ist az−1 /∈ X, also
a−1z ∈ Q>0 \X∨. Nun ist aber auch z1−l ∈ Q>0 \X∨ und z1−l < a−1z, also a−1z ∈ X−1 und
z = a(a−1z) ∈ XX−1. �

Für X, Y ∈ Ω definieren wir

X ·Y =


XY , falls X, Y ∈ Ω+ ,

(X−Y )− , falls X /∈ Ω+, Y ∈ Ω+ ,

(XY −)−, falls X ∈ Ω+, Y /∈ Ω+ ,

X−Y −, falls X, Y /∈ Ω+ .

A12. (X, Y ) 7→ X · Y ist eine kommutative und assoziative Verknüpfung auf Ω, und

(∀X, Y ∈ Ω) [X ·Y − = X− ·Y = (X ·Y )− ∧ X− ·Y − = X ·Y ] .

Beweis von A12. Für X ∈ Ω sei

|X| =

{
X, falls X ∈ Ω+ ,

X−, falls X /∈ Ω+ .

Nach A8 ist (X, Y ) 7→ X·Y eine kommutative und assoziative Verknüpfung auf Ω+, und für
alle X1, X2, X3 ∈ Ω gilt:

• X1 ·X2 = X2 ·X1 = |X1||X2|, falls X1, X2 beide oder beide nicht zu Ω+ gehören, und
X1 ·X2 = X2 ·X1 = (|X1||X2|)− sonst.
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• X1·(X2·(X3) = (X1·X2)·X3 = |X1||X2||X3|, falls keine oder genau zwei der Oberklassen
X1, X2, X3 zu Ω+ gehören, und X1 ·(X2 ·X3) = (X1 ·X2)·X3 = (|X1||X2||X3|)− sonst.

Daher ist (X, Y ) 7→ X ·Y auch kommutativ und assoziativ auf Ω. Wir zeigen nun:

(∀X, Y ∈ Ω) X ·Y − = (X ·Y )− .

FALL 1 : X, Y ∈ Ω+. Dann ist X− ·Y = ((X−)− ·Y )− = (X ·Y )−.

FALL 2 : X ∈ Ω+, Y /∈ Ω+. Dann ist X− ·Y = (X−)−Y − = XY − = [(XY −)−]− = (X ·Y )−.

FALL 3 : X /∈ Ω+, Y ∈ Ω+. Dann ist X− ·Y = X−Y = [(X−Y )−]− = (X ·Y )−.

FALL 4 : X, Y /∈ Ω+. Dann ist X− ·Y = (X−Y −)− = (X ·Y )−.

Wegen der Kommutativität von · folgt nun auch X− ·Y = (X ·Y )− für alle X, Y ∈ Ω, und
X− ·Y − = (X− ·Y )− = ((X ·Y )−)− = X ·Y . �

A13. Für alle X, X1, X2 ∈ Ω ist X ·X(1) = X, X ·(X1 +X2) = (X ·X1) + (X ·X2), und
im Falle X > X(0) gilt: X1 < X2 =⇒ X ·X1 < X ·X2.

Beweis von A13. Für X ∈ Ω+ ist X ·X(1) = XX(1) = X nach A9 . Ist X /∈ Ω+, so folgt
X ·X(1) = (X−X(1))− = (X−)− = X.

Für den Nachweis des Distributivgesetzes benutzen wir die Rechenregeln aus A12 und unter-
scheiden mehrere Fälle.

FALL 1 : X ∈ Ω+ und X1 +X2 ∈ Ω+. Sind X1, X2 ∈ Ω+, so folgt die Behauptung aus A8 .
Sind X1 und X2 nicht beide in Ω+, so genügt es (wegen der Kommutativität der Addition),
den Fall X1 ∈ Ω+, X2 /∈ Ω+ zu betrachten. In diesem Falle ist

X ·(X1 +X2) + (X ·X−
2 ) = X ·(X1 +X2 +X−

2 ) = X ·X1 ,

und wegen X ·X−
2 = (X ·X2)

− folgt

X ·(X1 +X2) = X ·(X1 +X2) + (X ·X−
2 ) + (X ·X2) = (X ·X1) + (X ·X2) .

FALL 2 : X ∈ Ω+ und X1 + X2 /∈ Ω+. Dann ist (X1 + X2)
− = X−

1 + X−
2 ∈ Ω+, und nach

FALL 1 folgt

X·(X1 +X2) = (X·(X−
1 +X−

2 ))− = (X·X−
1 +X·X−

2 )− = (X·X−
1 )−+(X·X−

2 )− = X·X1 +X·X2 .

FALL 3 : X /∈ Ω+. Nach FALL 1 und FALL 2 folgt

X·(X1+X2) = (X−·(X1+X2))
− = (X−·X1+X

−·X2)
− = (X−·X1)

−+(X−·X2)
− = X·X1+X·X2 .

Es bleibt die Monotonie der Multiplikation zu beweisen. Seien also X, X1, X2 ∈ Ω, X > X(0)
und X1 < X2. Dann ist X2 +X−

1 > X1 +X−
1 = X(0) (nach A5) und daher

X(0) < X ·(X2 +X−
1 ) = X ·X2 +X ·X−

1 = X ·X2 + (X ·X1)
− ,

woraus X ·X1 < X ·X2 + (X ·X1)
− +X ·X1 = X ·X2 folgt. �

A14. (Ω, X(0), X(1), +, ·, <) ist ein vollständig geordneter Körper.

Beweis von A14. Nach A5 ist (Ω, X(0) +) eine additive abelsche Gruppe. Nach A12 ist ·
eine kommutative und assoziative Verknüpfung auf Ω, nach A13 ist X(1) das neutrale Element
von · und es gilt das Distributivgesetz. Für X ∈ Ω+ \ {X(0)} folgt X·X−1 = XX−1 = X(1)
nach A11 . Ist X ∈ Ω \ Ω+, so ist X− ∈∈ Ω+ \ {X(0)}, also (X−)−1 ∈ Ω+ \ {X(0}
und X−(X−)−1 = X(1) (wieder nach A11). Mit X ′ = [(X−)−1]− ∈ Ω \ Ω+ folgt dann
X·X ′ = X(1) auf Grund der Definition von ·. Nach A6 ist < eine Ordnung auf Ω, bezüglich
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der die Addition monoton ist, und nach A13 ist auch die Multiplikation monoton. Daner ist
(Ω, X(0), X(1), +, ·, <) ist ein geordneter Körper.

Es bleibt zu zeigen: Jeder Schnitt in Ω besitzt ein Schnittelement.

Sei (A,B) ein Schnitt in Ω und

B = {x ∈ Q | (∃X ∈ B) x ∈ X} .
Wir werden zeigen: B erfüllt (O1), (O2) und (O3) (also B ∈ Ω), und B ist Schnittelement
von (A,B).

(O1) Wegen B 6= ∅ gibt es ein X ∈ B, und nach Definition ist X ⊂ B, also B 6= ∅. Wegen
A 6= ∅ gibt es ein Y ∈ A, und für alle X ∈ B ist Y < X, also Y ) X. Ist y ∈ Q \ Y , so folgt
(∀X ∈ B)y /∈ X, also y /∈ B und daher B 6= Q.

(O2) Sei x ∈ B und y ∈ Q mit x < y. Ist X ∈ B mit x ∈ X, so folgt y ∈ X und daher
y ∈ B.

(O3) Wir nehmen an, B habe ein Minimum. Ist b = min(B) und X ∈ B mit b ∈ X, so ist
X ⊂ B und daher auch b = min(X), ein Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen: (∀X ∈ A) (∀Y ∈ B) X ≤ B ≤ Y .

Ist Y ∈ B, so folgt Y ⊂ B, also B ≤ Y . Wir nehmen nun an, es sei X ∈ A und B < X. Dann
ist X ( B, es gibt also ein x ∈ B \X. Sei Y ∈ B mit x ∈ Y . Dann ist Y 6⊂ X, also X ( Y
und daher Y < X, ein Widerspruch! �

A15. Es gibt einen vollständigen geordneten Oberkörper von Q.

Beweis von A15. Nach A14 und Satz 1.6. �

A16. Seien R und R′ geordnete Oberkörper von Q. Dann gibt es höchstens einen Ordnungs-
isomorphismus Φ: R→ R′, und für diesen ist Φ |Q = idQ.

Beweis von A16. Ist Φ: R → R′ ein Ordnungsisomorphismus, so ist Φ |Q : Q → R′ eine
Einbettung, und aus Satz 1.6 folgt Φ |Q = idQ.

Seien nun Φ1, Φ2 : R → R′ Ordnungsisomorphismen. Dann ist auch Φ = Φ−1
2 ◦Φ1 : R → R

ein Ordnungsisomorphismus, und es ist Φ |Q = idQ. Wir nehmen nun an, es sei x ∈ R mit
Φ(x) < x (ist Φ(x) > x, so betrachten wir −x an Stelle von x ). Nach Satz 1.10 gibt es ein
r ∈ Q mit Φ(x) < r < x, und damit folgt r = Φ(r) < Φ(x), ein Widerspruch. �

A17. Seien R = (R, 0, 1, +, ·, <) und R′ = (R′, 0′, 1′, +′, ·′, <′) vollständige geordnete
Oberkörper von Q. Dann gibt es einen Ordnungsisomorphismus ϕ : R→ R′.

Beweis von A17. Wir werden laufend Satz 1.10 verwenden, ohne das jedes Mal explizit zu
erwähnen. Für eine nach oben beschränkte Teilmenge ∅ 6= X ⊂ Q≥0 bezeichne supR(X) ihr
Supremum in R und supR′(X) ihr Supremum in R′.

Für x ∈ R sei Lx = {r ∈ Q | r ≤ x}. Dann ist supR(Lx) = x, Lx ist in Q (und daher auch in
R′) nach oben beschränkt, und wir definieren ϕ : R→ R′ durch ϕ(x) = supR′(Lx). Dann ist
ϕ |Q = idQ, und wir zeigen die folgenden Behauptungen a. bis d. .

a. ϕ ist ordnungstreu:
Seien x, y ∈ R, x < y, und seien s1, s2 ∈ Q mit x < s1 < s2 < y. Dann ist s1 eine obere
Schranke von Lx und sy ∈ Ly, also ϕ(x) ≤′ s1 < s2 ≤′ ϕ(y).
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b. (∀x, y ∈ R) ϕ(x+ y) = ϕ(x) +′ ϕ(y).
Wir zeigen: (∀ε ∈ Q>0) − ε <′ ϕ(x) +′ ϕ(y)−′ ϕ(x+ y) <′ ε.
Sei ε ∈ Q>0, und seien x1, y1, x2, y2 ∈ Q, so dass

x− ε

4
< x1 < x < x2 < x+

ε

4
und y − ε

4
< y1 < y < y2 < y +

ε

4
.

Dann folgt x1 + y1 < x+ y < x2 + y2,

x1 = ϕ(x1) <
′ ϕ(x) <′ ϕ(x2) = x2 , y1 = ϕ(y1) <

′ ϕ(y) <′ ϕ(y2) = y2

und x1 + y1 = ϕ(x1 + y1) <
′ ϕ(x+ y) <′ ϕ(x2 + y2) = x2 + y2. Damit erhalten wir

−ε < x1 + y1 − (x2 + y2) <
′ ϕ(x) +′ ϕ(y)−′ ϕ(x+ y) <′ x2 + y2 − (x1 + y1) < ε .

c. (∀x, y ∈ R) ϕ(x·y) = ϕ(x)·′ϕ(y).
Sei zuerst x > 0 und y > 0. Wir zeigen wieder: (∀ε ∈ Q>0) − ε <′ ϕ(x) ·′ ϕ(y)−′ ϕ(x·y) <′ ε.
Sei ε ∈ Q>0, sei z ∈ N mit z > x und z > y, und sei ε1 ∈ Q>0 mit ε1 < x, ε1 < y und 4zε1 < ε.
Seien x1, y1, x2, y2 ∈ Q, so dass

x− ε1 < x1 < x < x2 < x+ ε1 und y − ε1 < y1 < y < y2 < y + ε1 .

Dann folgt x1y1 < x·y < x2y2,

x1 = ϕ(x1) <
′ ϕ(x) <′ ϕ(x2) = x2 , y1 = ϕ(y1) <

′ ϕ(y) <′ ϕ(y2) = y2

und x1y1 = ϕ(x1y1) <
′ ϕ(x·y) <′ ϕ(x2y2) = x2y2. Damit erhalten wir

−(x2y2 − x1y1) <
′ ϕ(x)·′ϕ(y)−′ ϕ(x·y) < x2y2 − x1y1 ,

und wegen x2y2 − x1y1 = x2(y2 − y1) + (x2 − x1)y1 < 2zε1 + 2zε1 < ε folgt die Behauptung.

Seien nun x, y ∈ R beliebig, und sei n ∈ N mit x + n > 0 und y + n > 0. Nach dem eben
Gezeigten ist dann ϕ

(
(n+x)·(n+ y)

)
= ϕ(n+x)·′ϕ(n+ y), und aus b. folgt ϕ(nx) = nϕ(x)

und ϕ(ny) = nϕ(y). Damit erhalten wir

ϕ
(
(n+ x)·(n+ y)

)
= ϕ(n2 + nx+ ny + x·y) = n2 +′ nϕ(x) +′ nϕ(y) +′ ϕ(x·y)

und

ϕ(n+ x)·′ϕ(n+ y) = (n+′ ϕ(x))·′(n+′ ϕ(y)) = n2 +′ nϕ(x) +′ nϕ(y) +′ ϕ(x)·′ϕ(y) ,

also ϕ(x·y) = ϕ(x)·′ϕ(y).

d. ϕ ist surjektiv.
Sei x′ ∈ R′ \ Q und X = {r ∈ Q | r ≤′ x′}. Dann ist X nach oben beschränkt (in R′, also in
Q und daher in R). Sei x = supR(X) ∈ R+. Wir zeigen: X = {r ∈ Q≥0 | r ≤ x} (dann folgt
x′ = ϕ(x)).

Nach Definition ist X ⊂ {r ∈ Q | r ≤ x}. Sei r ∈ Q und r ≤ x. Dann ist r < x, und es gibt
ein r′ ∈ X mit r < r′. Damit folgt r < r′ ≤′ x′, also r ∈ X. �

1.4. Existenz von Wurzeln

Satz und Definition 1.11.



22 FRANZ HALTER-KOCH

1. Sei a ∈ R≥0 und n ∈ N. Dann gibt es genau ein α ∈ R≥0 mit αn = a. Es ist α < 1, falls
a < 1, und α > 1, falls a > 1.

Die Zahl α ∈ R≥0 mit αn = a heißt n-te Wurzel aus a. Man schreibt α = n
√
a. Man

nennt
√
a = 2

√
a die Quadratwurzel und 3

√
a die Kubikwurzel aus a.

2. Sei a ∈ R>0 und r = p
q
∈ Q mit p ∈ Z und q ∈ N. Dann hängt die Zahl q

√
ap ∈ R>0

nur von r (und nicht von der Bruchdarstellung r = p
q
) ab.

Man definiert ar = q
√
ap . Im Falle r > 0 definiert man 0r = 0.

Beweis. 1. Aus den Bemerkungen nach Definition 1.7 folgt: Sind α1, α2 ∈ R mit 0 ≤ α1 < α2,
so folgt 0 ≤ αn1 < αn2 . Daher genügt es, die Existenz von α zu zeigen. Dazu zeigen wir zuerst :

A. Seien x, y ∈ R≥0 mit xn < a < yn. Dann gibt es ein ε ∈ R mit 0 < ε < y und
(x+ ε)n < a < (y − ε)n.

Beweis von A. Sei

x1 =
n∑
ν=1

(
n

ν

)
xn−ν und y1 =

n∑
ν=1

(
n

ν

)
yn−ν .

Es ist x1 ≥ 0, y1 > 0, und wir wählen ε ∈ R>0, so dass ε < min{1, y}, εy1 < yn − a und
εx1 < a− xn1 . Dann folgt (∀ν ∈ N)

[
εν ≤ ε ∧ (−ε)ν ≥ −ε

]
, also

(x+ ε)n = xn +
n∑
ν=1

(
n

ν

)
xn−νεν ≤ xn + εx1 < a

und

(y − ε)n = yn +
n∑
ν=1

(
n

ν

)
yn−ν(−ε)ν ≥ yn − εy1 > a . Damit ist A gezeigt.

Die Menge M = {x ∈ R≥0 | xn ≤ a} ist nach oben beschränkt (offensichtlich ist max{1, a}
eine obere Schranke von M ), und es sei α = sup(M). Dann ist α ∈ R≥0, und wir zeigen
αn = a. Wäre αn < a, so gäbe es nach A ein ε ∈ R>0 mit (α + ε)n < a, also α + ε ∈ M , ein
Widerspruch. Wäre αn > a, so gäbe es nach A ein ε ∈ R>0 mit (α− ε)n > a, und dann wäre
auch α− ε eine obere Schranke von M , ebenfalls ein Widerspruch.

2. Sei r = p
q

= p′

q′
mit p, p′ ∈ Z und q, q′ ∈ N. Dann ist pq′ = p′q, und wir erhalten(

q
√
ap

)qq′
=

[(
q
√
ap

)q]q′
= (ap)q

′
= apq

′
= ap

′q = (ap
′
)q =

[( q′
√
ap′

)q′]q
=

( q′
√
ap′

)qq′
,

also q
√
ap =

q′
√
ap′ . �

Bemerkung:

Sei a ∈ R<0 und n ∈ N ungerade. Dann gibt es genau ein α ∈ R mit αn = a, nämlich
α = − n

√
−a. Man definiert dann auch n

√
a = α.

Vorsicht bei dieser Definition! Es ist 6
√

(−27)2 = 3, aber 3
√
−27 = −3.

Satz 1.12. Seien a, b ∈ R>0 und r, s ∈ Q.

1. ar+s = aras, a−r = (a−1)r, arbr = (ab)r und (ar)s = ars.

2. a < b ∧ r > 0 =⇒ ar < br , und a < b ∧ r < 0 =⇒ ar > br .

3. r < s ∧ a > 1 =⇒ ar < as , und r < s ∧ a < 1 =⇒ ar > as .
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Beweis. Sei r = p
q

und s = p′

q′
mit p, p′ ∈ Z und q, q′ ∈ N.

1. Es ist

(ar+s)qq
′
= apq

′+p′q = apq
′
ap

′q = (ap)q
′
(ap

′
)q =

[
(ar)q

]q′[
(as)q

′]q
= (ar)qq

′
(as)qq

′
= (aras)qq

′
,

und daher folgt ar+s = aras. Insbesondere ist ara−r = a0 = 1 und daher a−r = (ar)−1. Es ist
(arbr)q = (ar)q(br)q = apbp = (ab)p =

[
(ab)r

]q
und daher arbr = (ab)r. Schließlich ist[

(ar)s
]qq′

=
[
[(ar)s]q

′]q
=

[
(ar)p

′]q
=

[
(ar)q

]p′
= (ap)p

′
= app

′
= (ars)qq

′
, also (ar)s = ars .

2. Aus a < b und r > 0 folgt p > 0 und a−1b > 1 und daher

1 < q
√

(a−1b)p = (a−1b)r = (ar)−1br , also ar < br .

Aus a < b und r < 0 folgt −r > 0, also (ar)−1 = a−r < b−r = (br)−1 und daher br < ar.

3. Aus r < s und a > 1 folgt 0 < s− r, also 1 = a0 < as−r = as(ar)−1 und daher ar < as.
Im Falle a < 1 schließt man ebenso. �

Satz 1.13 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel). Seien n ∈ N
und a1, . . . , an ∈ R≥0. Dann ist

n
√
a1 · . . . · an ≤ a1 + . . .+ an

n
, mit Gleichheit genau dann, wenn a1 = a2 = . . . = an .

Beweis. Ist aν = 0 für ein ν ∈ {1, . . . , n} oder a1 = . . . = an, so ist die Behauptung
offensichtlich richtig. Seien also a1, . . . , an ∈ R>0 nicht alle gleich. Wir zeigen zuerst:

A. Ist a1 + . . .+ an = n, so ist a1 · . . . · an < 1.

Beweis von A. Induktion nach n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.

n ≥ 2 , n − 1 → n : Da es auf die Reihenfolge der Faktoren nicht ankommt, können wir
(eventuell nach geeigneter Umnummerierung) an−1 < 1 und an > 1 annehmen. Aus

a1 + . . .+ an−2 + (an−1 + an − 1) = n− 1 folgt a1 · . . . · an−2(an−1 + an − 1) ≤ 1

(nach Induktionsvoraussetzung), und wegen an−1(an−1) < an−1 ist an−1an < an−1 +an−1.
Damit folgt a1 · . . . · an = a1 · . . . · an−2(an−1an) < a1 · . . . · an−2(an−1 + an − 1) ≤ 1, also A.

Seien nun a1, . . . , an ∈ R>0 und λ = a1 + . . . + an. Für ν ∈ {1, . . . , n} sei a′ν = λ−1naν .
Dann ist a′1 + . . .+ a′n = n, es ist nicht a′1 = . . . = a′n = 1, und daher nach A

a′1 · . . . · a′n =
(n
λ

)n
a1 · . . . · an < 1 , also n

√
a1 · . . . · an <

λ

n
=
a1 + . . .+ an

n
. �

1.5. Absolutbetrag und Vorzeichen

Definition 1.9. Für x ∈ R definieren wir das Vorzeichen oder Signum von x durch

sgn(x) =


1 , falls x > 0 (dann heißt x positiv),

−1 , falls x < 0 (dann heißt x negativ),

0 , falls x = 0 .
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und den Absolutbetrag von x durch

|x| = sgn(x)x =

{
x , falls x ≥ 0 ,

−x , falls x < 0 .

Bemerkungen: Seien a, b ∈ R.

1. |a| = | − a| =
√
a2 = max{a,−a} ≥ a.

2. |a| < b ⇐⇒ −b < a < b.

3. |a| < |b| ⇐⇒ a2 < b2.

4. Für r ∈ R>0 gilt: |b− a| < r ⇐⇒ a− r < b < a+ r.

5. Es ist

max(a, b) =
a+ b

2
+
|a− b|

2
und min(a, b) =

a+ b

2
− |a− b|

2
.

6. |ab| = |a| |b|.
7. Eine Teilmenge A ⊂ R ist genau dann beschränkt, wenn es ein M ∈ R>0 gibt, so dass

(∀x ∈ A) |x| ≤M .

8. Für a ∈ R gilt:
(a) a ≤ 0 ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) a < ε ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) a ≤ ε.

(b) a = 0 ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) |a| < ε ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) |a| ≤ ε.

Satz 1.14 (Dreiecksungleichung). Für a, b ∈ R ist
∣∣|a| − |b|∣∣ ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b|.

Beweis. Aus |a ± b|2 = (a ± b)2 = a2 + b2 ± 2ab ≤ |a|2 + |b|2 + 2|a||b| = (|a| + |b|)2 folgt

|a+b| ≤ |a|+ |b|, und aus
∣∣|a|−|b|∣∣2 = (|a|−|b|)2 = |a|2 + |b|2−2|a||b| ≤ a2 +b2±2ab = (a±b)2

folgt
∣∣|a| − |b|∣∣ ≤ |a± b|. �

1.6. Erweiterte Zahlengerade; Intervalle

Definition 1.10.

1. Wir fügen zu R zwei neue Elemente ∞ = +∞ und −∞ hinzu und vereinbaren (für
alle a ∈ R) die folgenden Relationen und Rechenregeln:

−∞ < a <∞ , a±∞ = ±∞+ a = ±∞ ,
a

±∞
= 0 , | ±∞| = ∞ ,

a · (±∞) = (±∞) · a =

{
±∞ , falls a > 0 ,

∓∞ , falls a < 0 .

∞+∞ = ∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) = ∞ ,

(−∞) + (−∞) = (−∞)−∞ = ∞ · (−∞) = (−∞) · ∞ = −∞

0 · (±∞), (±∞) · 0, ∞−∞, −∞+∞ und
±∞
±∞

sind nicht definiert.

Man nennt R = R ∪ {−∞,∞} die erweiterte Zahlengerade oder Zweipunktkompakti-
fizierung von R.
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2. Sei ∅ 6= A ⊂ R. Ist A nicht nach oben beschränkt, so setzt man sup(A) = ∞. Ist A nicht
nach unten beschränkt, so setzt man inf(A) = −∞. Man definiert ferner sup(∅) = −∞
und inf(∅) = ∞.

Damit sind sup(A) und inf(A) für alle Teilmengen A ⊂ R definiert, und es gilt:

sup(A) ∈ R ⇐⇒ A ist nicht leer und nach oben beschränkt.

inf(A) ∈ R ⇐⇒ A ist nicht leer und nach unten beschränkt.

3. Eine Teilmenge I ⊂ R heißt Intervall , wenn es a, b ∈ R mit a < b gibt, so dass die
Menge I eine der folgenden 4 Formen hat:

• [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} ( abgeschlossenes Intervall )

• (a, b) = {x ∈ R | a < x < b} ( offenes Intervall )

• [a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b} ( rechsseitig halboffenes Intervall )

• (a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b} ( linksseitig halboffenes Intervall )

Man nennt a und b die Eckpunkte von I.

Beispiele:

R = [−∞,∞], R = (−∞,∞), R>0 = (0,∞), R≥0 = [0,∞), R<0 = (−∞, 0).

Für a ∈ R>0 ist [−a, a] =
{
x ∈ R

∣∣ |x| ≤ a
}

und (−a, a) =
{
x ∈ R

∣∣ |x| < a
}
.

Für ∅ 6= A ⊂ R gilt:
A ist beschränkt ⇐⇒ (∃M ∈ R>0) A ⊂ (−M,M) ⇐⇒ (∃M ∈ R>0) A ⊂ [−M,M ].

Satz 1.15. Seien ∅ 6= A, B ⊂ R, A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}, λ ∈ R× und
λA = {λa | a ∈ A}.

1. sup(λA) = λ sup(A), falls λ > 0, und sup(λA) = λ inf(A), falls λ < 0. Insbesondere
ist sup(−A) = − inf(A) und inf(−A) = − sup(A).

2. sup(A+B) = sup(A) + sup(B) und inf(A+B) = inf(A) + inf(B).

Beweis. 1. FALL 1 : λ > 0. Ist A nicht nach oben beschränkt, so ist sup(A) = ∞, und auch
λA ist nicht nach oben beschränkt (denn zu jedem M ∈ R gibt es ein a ∈ A mit a > λ−1M
und daher λa > M ). Also ist auch sup(λA) = ∞ = λ sup(A).

Sei nun A nach oben beschränkt und a = sup(A). Für alle x ∈ A ist dann x ≤ a, also auch
λx ≤ λa, und daher ist λa eine obere Schranke von λA. Sei nun c ∈ R eine obere Schranke
von λA. Für alle x ∈ A ist dann λx ≤ c, also x ≤ λ−1c und daher auch a ≤ λ−1c, also λa ≤ c.
Damit folgt λa = sup(λA).

FALL 2 : λ < 0. Ist A nicht nach oben beschränkt, so ist sup(A) = ∞, und λA ist nicht
nach unten beschränkt (denn zu jedem M ∈ R gibt es ein a ∈ A mit a > λ−1M und daher
λa < M ). Also ist inf(λA) = −∞ = λ sup(A).

Sei nun A nach oben beschränkt und a = sup(A). Für alle x ∈ A ist dann x ≤ a, also
λx ≥ λa, und daher ist λa eine untere Schranke von λA. Sei nun c ∈ R eine untere Schranke
von λA. Für alle x ∈ A ist dann λx ≥ c, also x ≤ λ−1c und daher auch a ≤ λ−1c, also λa ≥ c.
Damit folgt λa = inf(λA).

2. Ist A nicht nach oben beschänkt, so ist auch A+B nicht nach oben beschränkt (denn ist
M ∈ R und b ∈ B, so gibt es ein a ∈ A mit a > −b+M , also a+ b > M ). Also ist in diesem
Falle sup(A+B) = ∞ = sup(A) + sup(B). Ist B nicht nach oben beschränkt, so schließt man
genauso.
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Seien nun A und B nach oben beschränkt, a = sup(A) und b = sup(B). Ist nun x ∈ A und
y ∈ B, so folgt x ≤ a und y ≤ b, also x + y ≤ a + b, und daher ist a + b eine obere Schranke
von A+B. Sei nun c ∈ R eine obere Schranke von A+B. Für jedes x ∈ A ist dann c− x eine
obere Schranke von B und daher c− x ≥ b, also c− b ≥ x. Demnach ist aber c− b eine obere
Schranke von A, also c− b ≥ a und daher c ≥ a+ b. Damit folgt a+ b = sup(A+B).

Mit 1. folgt inf(A+B) = − sup
[
−(A+B)

]
= −

[
sup(−A)+sup(−B)

]
= inf(A)+ inf(B). �

Satz 1.16 (Struktursatz für Intervalle von R). Sei I ⊂ R, und seien a, b ∈ R. Dann sind
äquivalent :

(a) |I| ≥ 2, inf(I) = a, sup(I) = b, und (∀x, y ∈ I)
[
x < y ⇒ [x, y] ⊂ I

]
.

(b) a < b, und es liegt einer der folgenden Fälle vor :

• I = (a, b) .

• a ∈ R und I = [a, b).

• b ∈ R und I = (a, b].

• a, b ∈ R und I = [a, b].

Beweis. (a) ⇒ (b) Wegen |I| ≥ 2 ist a < b, nach Definition ist I ⊂ [a, b] ∩ R. Ist z ∈ (a, b),
also a < z < b, so gibt es x, y ∈ I mit x < z < y, und aus [x, y] ⊂ I folgt z ∈ I. Daher ist
(a, b) ⊂ I, und es liegt einer der folgenden vier Fälle vor:

FALL 1 : a /∈ I und b /∈ I. Dann ist I = (a, b).

FALL 2 : a ∈ I und b /∈ I. Dann ist a ∈ R und I = [a, b).

FALL 3 : a /∈ I und b ∈ I. Dann ist b ∈ R und I = (a, b].

FALL 4 : a ∈ I und b ∈ I. Dann ist a ∈ R, b ∈ R und I = [a, b].

(b) ⇒ (a) In jedem Falle ist (a, b) ⊂ I ⊂ [a, b] ∩ R, und aus a < b folgt |I| ≥ 2. Sind
x, y ∈ I mit x < y, so folgt in jedem Falle auch [x, y] ⊂ I. Daher genügt es, inf(I) = a und
sup(I) = b zu zeigen. Wir zeigen inf(I) = a [ sup(I) = b zeigt man genauso ].

Ist a ∈ I, so ist a = min(I) und daher auch a = inf(I). Im Falle a = −∞ ist I nicht nach
unten beschänkt und daher inf(I) = −∞ = a. Ist a ∈ R \ I, so ist a wegen I ⊂ [a, b] eine
untere Schranke von I. Ist x > a und x > y > a, so ist y ∈ I, also x keine untere Schranke von
I. Daher ist a die größte untere Schranke von I. �
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2. Normierte Räume, komplexe Zahlen und Polynomfunktionen

2.1. Lineare Räume und Algebren

Definition 2.1. Es sei K = (K, 0, 1, +, ·) ein Körper und X = (X, 0, ,+) eine additive
Gruppe [ genauer: K = (K, 0K , 1K , +K , ·K) und X = (X, 0X , +X) ].

1. Eine K-lineare Struktur oder K-Vektorraumstruktur auf X ist eine Abbildung

K×X → X , (λ, v) 7→ λ · v = λv , genannt Skalarmultiplikation ,

so dass für alle x, y ∈ X und λ, µ ∈ K gilt:

L1. λ(x+ y) = λx+ λy .

L2. (λ+ µ)x = λx+ µx .

L3. λ(µx) = (λµ)x .

L4. 1x = x .

Einfache Folgerungen: Für alle x ∈ X und λ ∈ K gilt:
(a) λx = 0 ⇐⇒ λ = 0 ∨ x = 0 .

(b) (−λ)x = λ(−x) = −λx, insbesondere −x = (−1)x.

2. Ein K-Vektorraum oder K-linearer Raum ist eine additive Gruppe X, gemeinsam
mit einer K-linearen Struktur K×X → X. In diesem Zusammenhang nennt man die
Elemente von X Vektoren und die Elemente von K Skalare. Auch zwischen der Skalar-
multiplikation und der Addition folgen wir der Konvention “Punkt- vor Strichrechnung”
( L1. und L2. sind bereits so zu lesen).

3. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W ⊂ X heißt (K-linearer) Teilraum oder
K-Untervektorraum von X, wenn gilt:

T1. 0X ∈ W .

T2. (∀x, y ∈ W ) x+ y ∈ W .

T3. (∀x ∈ W ) (∀λ ∈ K) λx ∈ W .

Offensichtlich sind {0X} und X selbst K-Untervektorräume von X, und jeder K-
Untervektorraum von X is selbst ein K-Vektorraum.

Standardbeispiel:

Sei K ein Körper und n ∈ N. Wir schreiben die Elemente von Kn als Zeilenvektoren in der
Form x = (x1, . . . , xn) mit x1, . . . , xn ∈ K und definieren eine Addition auf Kn durch

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn) .

Setzt man 0 = (0, . . . , 0) ∈ Kn, so ist (Kn, 0, +) eine additive Gruppe, und das Negative
eines Vektors x = (x1, . . . , xn) ist −x = (−x1, . . . ,−xn) [ Nachrechnen! ].

Für λ ∈ K und x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn sei λx = (λx1, . . . , λxn). Dann ist

K×Kn → Kn , (λ, x) 7→ λx

eine K-lineare Struktur auf Kn [ Nachrechnen! ]. Man sagt auch, Addition und Skalarmultip-
likation auf Kn sind komponentenweise definiert.

Kn, versehen mit dieser Addition und dieser K-linearen Struktur, heißt n-dimensionaler Stan-
dardraum . Insbesondere ist K1 = K, und wir setzen K0 = {0} (der triviale Vektorraum oder
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Nullraum). Die Vektoren ei = eni = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (mit 1 in der i-ten Komponente)
heißen n-dimensionale Einheitsvektoren.

Geometrische Deutung:

Sei X ein R-Vektorraum. Für p ∈ X und 0 6= a ∈ X heißt p + Ra = {p + λa | λ ∈ R} die
Gerade durch p mit Richtungsvektor a. Insbesondere ist die Gerade Ra durch den Nullpunkt
ein R-Untervektorraum von X.

Für x, y ∈ X heißt [x, y] = {x+ t(y − x) | t ∈ [0, 1]} die Verbindungsstrecke von x und y.

Ist x 6= y, so gibt es genau eine Gerade G ⊂ X mit {x, y} ⊂ G. Diese heißt Verbindungsgerade
von x und y und ist gegeben durch G = x+ R(y − x).

Die Vektoren x ∈ Rn kann man als Punkte und als Äquivalenzklassen von Pfeilen deuten.
Insbesondere bedient man sich der üblichen geometrischen Veranschaulichung von R1 = R als
Zahlengerade, voon R2 als euklidische Ebene mit einem cartesischen Koordinatensystem und
von R3 als Anschauungsraum.

Für m, n ∈ N bezeichne Mm,n(K) die Menge der (m,n)-Matrizen über K. Dann ist
Mm,n(K) = Kmn (wobei man die Komponenten der Vektoren in einem rechteckigen Schema
mit m Zeilen und n Spalten anordnet).

Definition 2.2. Sei K ein Körper und X ein K-Vektorraum.

1. Eine K-Algebrenstruktur auf X ist eine Verknüpfung ∗ : X×X → X, so dass für alle
x, x′, y, , y′ ∈ X und λ ∈ K gilt:

A1. x ∗ (y + y′) = x ∗ y + x ∗ y′ .
A2. (x+ x′) ∗ y = x ∗ y + x′ ∗ y .

A3. λ(x ∗ y) = (λx) ∗ y = x ∗ (λy) .

2. Eine K-Algebra X = (X, ∗) ist ein K-Vektorraum X, gemeinsam mit einer K-Algeb-
renstruktur ∗ auf X. Ist ∗ assoziativ [ kommutativ ], so nennt man X eine assoziative
[ kommutative ] K-Algebra.

Man nennt ∗ die Algebrenmultiplikation von X. Man schreibt (soferne Verwechslungen
nicht zu befürchten sind) wieder x · y = xy an Stelle von x ∗ y und folgt der Konvention
“Punkt- vor Strichrechnung”.

3. Sei X = (X, ∗) eine K-Algebra. Eine Teilmenge W ⊂ X heißt K-Teilalgebra oder K-
Unteralgebra , wenn W ein K-Untervektorraum von X ist, und (∀x, y ∈ W ) x ∗ y ∈ W .

Jede K-Teilalgebra von X ist selbst eine K-Algebra.

Beispiele:

1. Teilkörper: Ist K ein Körper und Q ⊂ K ein Teilkörper, so ist K eine (assoziative und
kommutative) Q-Algebra, und Q ist eine Q-Teilalgebra von K. Insbesondere ist K eine K-
Algebra.

2. Matrixalgebren: Sei K ein Körper und Mn(K) die Menge der n×n-Matrizen über K. Dann
ist Mn(K) eine (im Falle n ≥ 2 nicht kommutative) assoziative K-Algebra, und M1(K) = K.

3. Vektorielles Produkt: Das vektorielle Produkt × : R3×R3 → R3 ist eine R-Algebrenstruktur
auf R3, die weder assoziativ noch kommutativ ist.

Definition 2.3 (Wertweise Verknüpfung von Funktionen). Sei M 6= ∅ eine Menge, K ein
Körper, X ein K-Vektorraum und Abb(M,X) die Menge aller Abbildungen f : M → X.
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1. Für f, g ∈ Abb(M,X) und h ∈ Abb(M,K) seien die Abbildungen f + g ∈ Abb(M,X)
und hf ∈ Abb(M,X) definiert durch(

∀x ∈M
)

(f + g)(x) = f(x) + g(x) , (hf)(x) = h(x)f(x)

Für λ ∈ K sei cλ : M → K die konstante Abbildung mit Wert λ, und λf = cλf ,
also (∀x ∈ M) (λf)(x) = λf(x) (wertweise Addition und Skalarmultiplikation von
Funktionen).

Mit der wertweisen Addition und Skalarmultiplikation ist Abb(M,X) ein K-Vektor-
raum. Die konstante Abbildung c0 mit Wert 0 ∈ X ist die Null von Abb(M,X), und
für f ∈ Abb(M,X) ist −f ∈ Abb(M,X) gegeben durch (∀x ∈ M) (−f)(x) = −f(x).
[ Nachrechnen! ]

Meist schreibt man für die konstante Abbildung mit Wert λ einfach f = λ an Stelle von
f = cλ. Insbesondere nennt man f = 0 die Nullabbildung.

2. Sei nun X eine K-Algebra. Für f, g ∈ Abb(M,X) sei fg = f ·g ∈ Abb(M,X) definiert
durch (

∀x ∈M
)

(fg)(x) = f(x)g(x) .

(wertweise Multiplikation von Funktionen).

Mit der wertweisen Multiplikation von Funktionen wird der K-Vektorraum Abb(M,X)
zur K-Algebra. Ist die K-Algebra X assoziativ [ kommutativ ], so ist die K-Algebra
Abb(M,X) ebenfalls assoziativ [ kommutativ ]. Insbesondere ist Abb(M,K) eine as-
soziative und kommutative K-Algebra [ Nachrechnen! ].

3. Seien f, g ∈ Abb(M,K) und N(g) = {x ∈M | g(x) = 0} 6= M . Dann sei

f

g
: M \N(g) → K definiert durch

(
∀x ∈M \N(g)

) f

g
(x) =

f(x)

g(x)
.

(wertweiser Quotient von Funktionen).

4. Seien f, g ∈ Abb(M,R). Dann definieren wir f ≤ g, wenn (∀x ∈M) f(x) ≤ g(x).

Bemerkung:

Sei X ein K-Vektorraum, M 6= ∅ eine Menge und C die Menge aller konstanten Abbildungen
c : M → X. Dann ist C ⊂ Abb(M,X) ein Teilraum. Ist X eine K-Algebra, so ist C eine
K-Unteralgebra.

Definition 2.4. Sei K ein Körper.

1. Seien X und Y K-Vektorräume. Eine Abbildung ϕ : X → Y heißt K-linear oder ein
(K-Vektorraum)-Homomorphismus , wenn für alle x, y ∈ X und λ ∈ K gilt :

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) und ϕ(λx) = λϕ(x) .

HomK(X, Y ) bezeichne die Menge der K-linearen Abbildungen ϕ : X → Y .

Eine K-lineare Abbildung ϕ : X → Y heißt Monomorphismus [Epimorphismus, Iso-
morphismus ] , wenn sie injektiv [ surjektiv, bijektiv ] ist.

X und Y heißen isomorph , wenn es einen Isomorphismus ϕ : X → Y gibt.

2. Sind X und Y K-Algebren, so nennt man ϕ einen K-Algebren-Homomorphismus ,
wenn ϕ(x ·y) = ϕ(x) ·ϕ(y) für alle x, y ∈ X. Ein K-Algebren-Isomorphismus ist ein
bijektiver K-Algebren-Homomorphismus.
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3. Ein K-Vektorraum X heißt endlich-dimensional , wenn es ein n ∈ N0 einen K-Vektor-
raum-Isomorphismus ϕ : Kn → X gibt (wir setzen K0 = {0}). Dann gibt es genau ein
solches n (Beweis Lineare Algebra!), man nennt dann n die Dimension von X (über
K) und schreibt dimK(X) = n. Gibt es kein solches n, so nennt man X unendlich-
dimensional und schreibt dimK(X) = ∞.

4. Sei X ein K-Vektorraum, n ∈ N und u = (u1, . . . , un) ∈ Xn. Man nennt u eine
( geordnete ) K-Basis von X, wenn es einen K-Vektorraum-Isomorphismus ϕ : X → Kn

gibt, so dass ϕ(ui) = ei für alle i ∈ {1, . . . , n}.

Bemerkungen: K sei ein Körper.

1. Sei X ein K-Vektorraum, n ∈ N und u = (u1, . . . , un) ∈ Xn. Dann sind äquivaltent:
(a) u ist eine K-Basis von X.

(b) Jedes x ∈ X hat eine eindeutige Darstellung in der Form

x =
n∑
i=1

ciui mit (c1, . . . , cn) ∈ Kn ,

(c) Die Abbildung ϕu : Kn → X, definiert durch

ϕu(c1, . . . , cn) =
n∑
i=1

ciui , ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus

(es ist dann ϕu(ei) = ui für alle i ∈ {1, . . . , n} ).

2. Sei X ein K-Vektorraum und n ∈ N. Genau dann ist dimK(X) = n, wenn X eine
K-Basis u ∈ Xn (der Länge n ) besitzt.

Zwei endlich-dimensionale Vektorräume sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe
Dimension haben (Beweis Lineare Algebra).

3. Sei M eine Menge, X ein K-Vektorraum und z ∈ M . Dann ist die Auswertungsab-
bildung εz : Abb(M,X) → X, definiert durch εz(f) = f(z), ein K-Vektorraum-
Homomorphismus. Ist C = {cx | x ∈ X} ⊂ Abb(M,X) die Menge der konstanten Ab-
bildungen, so ist die Abbildung c : X → C, definiert durch x 7→ cx, ein K-Vektorraum-
Isomorphismus.

IstX eineK-Algebra, so ist εz einK-Algebren-Homomorphismus und c einK-Algebren-
Isomorphismus.

4. Sind X und Y K-Vektorräume, so ist HomK(X, Y ) ein K-Untervektorraum von
Abb(X, Y ), und im Falle X = Y ist die Hintereinanderausführung ◦ eine K-Al-
gebrenstruktur auf HomK(X,X).

2.2. Komplexe Zahlen

Satz und Definition 2.1.

1. Es gibt einen Oberkörper C von R und ein Element i ∈ C mit folgenden Eigenschaften :
• Jedes z ∈ C hat eine eindeutige Darstellung z = a+ bi mit a, b ∈ R.

• i2 = −1.
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Für z = a+ bi ∈ C× ist dann

1

z
=

a− bi

a2 + b2
.

2. Seien C und C′ Oberkörper von R, und seien i ∈ C und i′ ∈ C′ Elemente mit
den Eigenschaften in 1. Dann gibt es genau einen Isomorphismus Φ: C → C′ mit
Φ |R = idR und Φ(i) = i′.

Den durch die Eigenschaften in 1. (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) Körper C nennt
man den Körper der komplexen Zahlen . Das (ausgezeichnete) Element i ∈ C nennt man die
imaginäre Einheit.

C ist ein 2-dimensionaler R-Vektorraum, (1, i) ist eine R-Basis von C, und die Abbildung
Ψ: R2 → C, definiert durch Ψ(a, b) = a+ bi, ist ein R-Vektorraum-Isomorphismus.

Veranschaulicht man den R2 als euklidische Ebene zur Darstellung geometrischen Darstellung
von C mit Hilfe des Isomorphismus Ψ, so nennt man diese Ebene die Gauß’sche Zahlenebene
oder Argand’sche Ebene . Man nennt Ψ−1(R) = Re1 die reelle Achse und Ψ−1(Ri) = Re2

die imaginäre Achse der Gauß’schen Ebene.

Beweis. 1. Wir definieren eine Multiplikation auf R2 durch

(a1, a2) · (b1, b2) = (a1b1 − a2b2, a1b2 + a2b1) .

Damit ist dann C =
(
R2, (0, 0), (1, 0), +, ·

)
ein Körper, für (a, b) ∈ R2 mit (a, b) 6= (0, 0) ist

(a, b)
( a

a2 + b2
,

−b
a2 + b2

)
= (1, 0) ,

es ist (0, 1)2 = (−1, 0), und die Abbildung j : R → R2, definiert durch j(x) = (x, 0), ist
eine Einbettung [Nachrechnen! Lang, aber einfach]. Nach Satz 1.5 gibt es einen Oberkörper
C ⊃ R und einen Isomorphismus j∗ : C → C mit j∗ |R = j. Mit i = j∗−1(0, 1) ∈ C folgt die
Behauptung.

2. Sei Φ: C → C′ definiert durch Φ(a + bi) = a + bi′. Dann ist Φ bijektiv. Seien
w = a + bi und z = c + di ∈ C mit a, b, c, d ∈ R. Dann ist w + z = (a + c) + (b + d)i
und wz = ac − bd + (ad + bc)i, also Φ(w + z) = (a + c) + (b + d)i′ = Φ(w) + Φ(z) und
Φ(wz) = ac− bd+ (ad+ bc)i′, also Φ(wz) = Φ(w)Φ(z).

Ist Φ: C → C′ ein Isomorphismus mit Φ |R = idR und Φ(i) = i′, so ist Φ(a+ bi) = a+ bi′ für
alle a, b ∈ R. Damit folgt die Eindeutigkeit von Φ. �

Definition 2.5. Für eine komplexe Zahl z = x+ yi (mit x, y ∈ R) nennt man

• x = <(z) den Realteil von z,

• y = =(z) den Imaginärteil von z,

• z = x− yi die zu z konjugiert-komplexe Zahl, und

• |z| =
√
zz =

√
x2 + y2 den Absolutbetrag von z.

Man nennt S1 =
{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}

den komplexen Einheitskreis .

Sei f : M → C eine Abbildung. Dann definiert man Abbildungen f : M → C , <(f) : M → R ,
=(f) : M → R und |f | : M → R wertweise durch

f(z) = f(z) , <(f)(z) = <
(
f(z)

)
, =(f)(z) = =

(
f(z)

)
, |f |(z) = |f(z)| .



32 FRANZ HALTER-KOCH

Satz 2.2 (Rechenregeln für komplexe Zahlen). Seien z, z1, z2 ∈ C.

1. z = z, z1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1 z2, und
[
z ∈ R ⇐⇒ z = z

]
. Insbesondere ist

− : C → C ein Isomorphismus.

2. z + z = 2<(z), z − z = 2i=(z), |<(z)| ≤ |z| und |=(z)| ≤ |z|.
3. |z1z2| = |z1||z2| und

∣∣|z1| − |z2|
∣∣ ≤ |z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|.

4. Ist z = x+ iy mit x, y ∈ R und

w =

√
x+

√
x2 + y2

2
+ iε

√
−x+

√
x2 + y2

2
mit ε =

{
1 , falls y ≥ 0 ,

−1 , falls y < 0 ,

so folgt w2 = z.

Beweis. 1. Nachrechnen (einfach).

2. Sei z = x+yi mit x, y ∈ R, also x = <(z) und y = =(z). Dann ist z+z = 2x, z−z = 2iy,
|<(z)|2 = x2 ≤ x2 + y2 = |z|2, also |<(z)| ≤ |z|, und ebenso |=(z)| ≤ |z|.

3. Aus |z1z2|2 = z1z2 z1z2 = (z1z1)(z2z2) = (|z1||z2|)2 folgt |z1z2| = |z1||z2|. Ferner ist

|z1 ± z2|2 = (z1 ± z2)(z1 ± z2) = z1z1 + z2z2 ± (z1z2 + z1z2) = |z1|2 + |z2|2 ± 2<(z1z2) ,

und wegen −2|z1||z2| = −2|z1z2| ≤ ±2<(z1z2) ≤ 2|z1z2| = 2|z1||z2| folgt

(|z1| − |z2|)2 ≤ |z1 ± z2|2 ≤ (|z1|+ |z2|)2 ,

also auch
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ ≤ |z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|.
4. Nachrechnen! �

Bemerkung: C-Vektorräume.

Sei X eine additive abelsche Gruppe und σ : C×X → X eine C-lineare Struktur auf X.
Dann ist σ |R×X : R×X → X eine R-lineare Struktur auf X. Insbesondere ist also jeder
C-Vektorraum auch ein R-Vektorraum.

Ist X ein C-Vektorraum und (u1, . . . , un) eine C-Basis von X, so ist (u1, iu1, . . . , un, iun) eine
R-Basis von X, also insbesondere dimC(X) = 2 dimR(X).

Für n ∈ N ist die Abbildung ψ : Cn → R2n, definiert durch

ψ(z1, . . . , zn) = (<(z1),=(z1), . . . ,<(zn),=(zn)) ,

ein R-Vektorraum-Isomorphismus.

2.3. Polynomfunktionen und rationale Funktionen

In diesem Abschnitt sei stets K = (K, 0, 1, +, ·) ein unendlicher Körper.

Definition 2.6. Eine Abbildung f : K → K heißt Polynomfunktion , wenn

(∃n ∈ N0) (∃a0, a1, . . . , an ∈ K) (∀x ∈ K) f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 .

Kurzsprechweise:

“die Polynomfunktion f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 =
n∑
ν=0

aνx
ν ”
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Wir können annehmen, dass entweder [n = 0 und a0 = 0 ] oder an 6= 0 ist. Im ersten Falle
ist f = 0 die konstante Funktion mit Wert 0 ∈ K (genannt Nullpolynom ).

Wir bezeichnen mit P(K) die Menge aller Polynomfunktionen f : K → K.

Ist f ∈ P(K) und z ∈ K mit f(z) = 0, so nennt man z eine Nullstelle von f . f heißt
nullstellenfrei (in K), wenn f in K keine Nullstelle besitzt.

Sind f, g ∈ P(K) und λ ∈ K, so folgt f+g ∈ P(K), λf ∈ P(K) und fg ∈ P(K). Daher ist
P(K) ⊂ Abb(K,K) eine K-Unteralgebra (welche ihrerseits die K-Algebra aller konstanten
Abbildungen als Unteralgebra enthält).

Beispiel (zur Rechtfertigung der Voraussetzung |K| = ∞):

Sei K = F2 = {0,1}. Dann ist (∀n ∈ N) (∀x ∈ F2) x
n = x. Daher ist für alle n ∈ N die

Polynomfunktion f(x) = xn die Identität idF2 .

Satz und Definition 2.3 (Nullstellen- und Identitätssatz).

A. Sei f ∈ P(K), f(x) = anx
n+an−1x

n−1 + . . .+a1x+a0 mit n ∈ N0, a0, a1, . . . , an ∈ K
und an 6= 0.

1. Sei z ∈ K mit f(z) = 0. Dann ist n ≥ 1, und es existieren b0, . . . , bn−2 ∈ K so dass

(∀x ∈ K) f(x) = (x− z)(anx
n−1 + bn−2x

n−2 + . . .+ b1x+ b0) .

2. Es existieren eindeutig bestimmte m ∈ {0, 1, . . . , n}, (nicht notwendig verschiedene)
z1, . . . , zm ∈ K und eine nullstellenfreie Polynomfunktion g ∈ P(K), so dass

(∀x ∈ K) f(x) = (x− z1) · . . . · (x− zm)g(x) .

Insbesondere ist |{z ∈ K | f(z) = 0}| ≤ n.

3. Sei g ∈ P(K) eine weitere Polynomfunktion, g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . . + b1x + b0
mit m ∈ N0, b0, b1, . . . , bm ∈ K und entweder m = 0, b0 = 0 oder bm 6= 0. Ist dann

|{z ∈ K | f(z) = g(z)}| > max{m,n} ,
so folgt m = n, und (∀ν ∈ {0, . . . , n}) aν = bν. Insbesondere ist f = g.

B. Sei f ∈ P(K). Dann gibt es eindeutig bestimmte n ∈ N0 und a0, a1, . . . , an ∈ K, so dass
entweder [n = 0, a0 = 0 ] oder an 6= 0, und (∀x ∈ K) f(x) = anx

n+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0.

Man definiert

grad(f) =

{
−∞ , falls n = 0 , a0 = 0 ,

n , falls an 6= 0 ,

und man nennt grad(f) ∈ N0 ∪ {−∞} den Grad der Polynomfunktion f . Im Falle f 6= 0
heißen a0, . . . , an die Koeffizienten von f , an heißt führender Koeffizient oder Leitkoeffizient
von f , und f heißt normiert , falls an = 1.

Die Polynomfunktion f heißt konstant wenn grad(f) ≤ 0 (dann ist f konstant mit Wert
a0 ∈ K); f heißt affin-linear wenn grad(f) ≤ 1 (dann ist f(x) = a1x + a0, und man nennt
f linear wenn a0 = 0; ist insbesondere a0 = 0 und a1 = 1, so ist f = idK).

C. Seien f, g ∈ P(K). Dann ist

grad(fg) = grad(f) + grad(g) , grad(f + g) ≤ max{grad(f), grad(g)}
und grad(f + g) = max{grad(f), grad(g)}, falls grad(f) 6= grad(g).
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Beweis. A. 1. Für x ∈ K ist

f(x) = f(x)− f(z) =
n∑
ν=1

aν(x
ν − zν) = (x− z)

n∑
ν=1

aν

ν−1∑
j=0

xjzν−1−j

= (x− z)
n−1∑
j=0

( n∑
ν=j+1

aνz
ν−1−j

)
xj = (x− z)(anx

n−1 + . . .)

2. und 3. Wir zeigen zuerst die Existenz in 2., dann 3. und erst danach die Eindeutigkeit
in 2.

Existenzbeweis 2. Induktion nach n. Für n = 0 ist nichts zu zeigen.
• n ≥ 1, n−1 → n : Ist f nullstellenfrei, so setze man m = 0 und g = f . Sei also z1 ∈ K

mit f(z1) = 0. Nach 1. gibt es eine Polynomfunktion f1 ∈ P(K), so dass f1(x) = anx
n−1 + . . .

und f(x) = (x − z1)f1(x). Nach Induktionsvoraussetzung (angewandt auf f1) gibt es ein
m ∈ {1, . . . n}, z2, . . . , zm ∈ K und eine nullstellenfreie Poynomfunktion g ∈ P(K), so dass
für alle x ∈ K

f1(x) = (x− z2) · . . . · (x− zm)g(x) , also f(x) = (x− z1)(x− z2) · . . . · (x− zm)g(x) .

Ist nun z ∈ K und f(z) = 0, so folgt z ∈ {z1, . . . , zm}, also |{z ∈ K | f(z) = 0}| ≤ n (da
g(z) 6= 0).

3. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, es sei entweder m 6= n, oder es sei m = n und
aν 6= bν für ein ν ∈ {1, . . . , n}. Dann hat die Polynomfunktion f − g ∈ P(K) eine Darstellung
(f − g)(x) = ckx

k + ck−1x
k−1 + . . . ,+c0 mit k ∈ N0, k ≤ max{m,n}, c0, . . . , ck ∈ K und

ck 6= 0. Nach Voraussetzung und mittels 2. erhalten wir dann

max{m,n} < |{z ∈ K | f(z) = g(z)}| = |{z ∈ K | (f − g)(z) = 0}| ≤ k ≤ max{m,n} ,
ein Widerspruch.

Eindeutigkeitsbeweis in 2. : Sei f(x) = (x− z1) · . . . · (x− zm)g(x) mit m ∈ N0, z1, . . . , zm ∈
K und nullstellenfreiem g ∈ P(K). Wir zeigen die Eindeutigkeit dieser Darstellung durch
Induktion nach m. Ist m = 0, so ist f nullstellenfrei und nichts zu zeigen.

• m ≥ 1, m− 1 → m: Sei f(x) = (x− z′1) · . . . · (x− z′l)g
′(x) eine weitere Darstellung

mit l ∈ N, z′1, . . . , z
′
l ∈ K und nullstellenfreiem g′ ∈ P(K). Wegen f(z1) = 0 ist z1 ∈

{z′1, . . . , z′l}, und wir können (nach geeigneter Umnummerierung) annehmen, dass z1 = z′1. Die
Polynomfunktionen g1, g

′
1 ∈ P(K) seien definiert durch

g1(x) = (x− z2) · . . . · (x− zm)g(x) und g′1(x) = (x− z′2) · . . . · (x− z′l)g
′(x) .

Dann ist (∀x ∈ K) (x − z1)g1(x) = (x − z′1)g
′
1(x) und daher (∀x ∈ K \ {z1}) g1(x) = g′1(x).

Nach 3. folgt daraus g1 = g′1 und nach Induktionsvoraussetzung die Eindeutigkeit von z2, . . . , zm
und g.

B. Nach A. 3. mit f = g.

C. Ist f = 0 oder g = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also grad(f) = n ≥ m = grad(g),
f(x) = anx

n + . . .+ am+1x
m+1 + amx

m + . . . und g(x) = bmx
m + . . . mit an 6= 0 und bm 6= 0.

Dann ist (f+g)(x) = anx
n+. . .+am+1x

m+1+(am+bm)xm+. . . und (fg)(x) = anbmx
n+m+. . ..

Aus diesen Darstellungen kann man die Behauptungen ablesen. �

Satz und Definition 2.4. Für einen (unendlichen) Körper K sind äquivalent :
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(a) Jede nicht konstante Polynomfunktion f ∈ P(K) hat eine Nullstelle in K.

(b) Jede nicht konstante Polynomfunktion f ∈ P(K) zerfällt in K in Linearfaktoren [ d. h.,
es existieren m ∈ N0, c ∈ K× und z1, . . . , zm ∈ K, so dass

(∀x ∈ K) f(x) = c(x− z1) · . . . · (x− zm) ] .

Sind obige Bedingungen erfüllt, so heißt K algebraisch abgeschlossen.

Beweis. (a) ⇒ (b) Hat jede nicht konstante Polynomfunktion eine Nullstelle, so ist jede
nullstellenfreie Polynomfunktion konstant, und nach Satz 2.3 folgt (b).

(b) ⇒ (a) Ist f ∈ P(K) wie in (b), so folgt f(z1) = 0. �

Wir werden zeigen:

Fundamentalsatz der Algebra (siehe Satz 6.13). C ist algebraisch abgeschlossen.

Satz 2.5 (Interpolationssatz). Sei n ∈ N0, seien z0, z1, . . . , zn ∈ K verschieden, und seien
c0, , c1, . . . , cn ∈ K. Dann gibt es genau eine Polynomfunktion f ∈ P(K) mit grad(f) ≤ n,
so dass (∀ν ∈ {0, . . . , n}) f(zν) = cν. Es ist

(∀x ∈ K) f(x) =
n∑
ν=0

cνLν(x) mit Lν(x) =
n∏
j=0
j 6=ν

x− zj
zν − zj

.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 2.3. Die angegebene Funktion hat die gewünschte
Interpolationseigenschaft, da(

∀ν, j ∈ {1, . . . , n}
)

Lν(zj) =

{
1 , falls ν = j ,

0 , falls ν 6= j . �

Satz und Definition 2.6 (Divisionssatz). Seien f, g ∈ P(K), g 6= 0. Dann gibt es eindeutig
bestimmte Polynomfunktionen q, r ∈ P(K) mit f = gq + r und grad(r) < grad(g).

Man nennt q den Quotienten und r den Rest bei der Division mit Rest von f durch g.

Beweis. Existenz : Induktion nach grad(f). Ist grad(f) < grad(g), so setze man q = 0
und r = f . Sei also grad(f) = n ≥ m = grad(g) und gelte die Behauptung für alle
Polynomfunktionen f1 mit grad(f1) < grad(f). Sei f(x) = anx

n+ . . ., g(x) = bmx
m+ . . . mit

an, bm ∈ K×, und sei f1(x) = f(x)− b−1
m anx

n−mg(x). Dann ist f1 ∈ P(K) und grad(f1) < n.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Polynumfunktionen q1, r ∈ P(K) mit grad(r) < grad(g)
und f1 = gq1+r. Definiert man q ∈ P(K) durch q(x) = q1(x)+b

−1
m anx

n−m, so folgt f = gq+r.

Eindeutigkeit : Seien q, q1, r, r1 ∈ P(K) mit grad(r) < grad(g), grad(r1) < grad(g) und
f = gq + r = gq1 + r1. Dann ist r − r1 = g(q1 − q) und daher

grad(g) + grad(q1 − q) = grad(r − r1) ≤ max{grad(r), grad(r1)} < grad (g) ,

was nur für q1 − q = 0 möglich ist. Damit folgt q1 = q und r1 = r. �

Definition 2.7. Sei n ∈ N.

1. Eine Abbildung g : Kn → K heißt Monom oder Potenzprodukt , wenn

(∃ k1, . . . , kn ∈ N0)
(
∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn

)
g(x) = xk11 · . . . · xkn

n .
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2. Eine Abbildung f : Kn → K heißt Polynomfunktion , wenn f = c1g1 + . . .+ ckgk mit
k ∈ N, c1, . . . , ck ∈ K und verschiedenen Potenzprodukten g1, . . . , gk : Kn → K.

Pn(K) bezeichne die Menge aller Polynomfunktionen f : Kn → K.

Jede Polynomfunktion f ∈ Pn(K) hat eine Darstellung(
∀(x1, . . . , xn) ∈ Kn

)
f(x1, . . . , xn) =

N∑
ν1=0

. . .
N∑

νn=0

cν1,...,νnx
ν1
1 · . . . · xνn

n

mit N ∈ N0 und Koeffizienten cν1,...,νn ∈ K (für alle n-tupel (ν1, . . . , νn) ∈ {0, 1, . . . , N}n ). Es
ist P1(K) = P(K), und Pn(K) ⊂ Abb(Kn, K) ist eine K-Unteralgebra.

Beispiele:

1. Konstante Funktionen: Für z ∈ K ist die konstante Funktion cz : K
n → K mit Wert

z eine Polynomfunktion. Man sagt dann kurz die Polynomfunktion f = z und nennt
(wie im Falle n = 1) f = 0 das Nullpolynom .

2. Linearformen: f : Kn → K heißt Linearform , wenn

(∃ c1, . . . , cn ∈ K)
(
∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn

)
f(x) = c1x1 + . . .+ cnxn .

Von besonderer Bedeutung sind die Koordinatenfunktionen X1, . . . , Xn : Kn → K,
definiert durch Xi(x1, . . . , xn) = xi für alle i ∈ {1, . . . , n}.

3. Determinanten: Sei n ∈ N. Identifiziert man den Matrizenraum Mn(K) mit Kn2
, so ist

det : Kn2 → K eine Polynomfunktion.

Beweis. Auf Grund der Formel

det
(
(xi,j)i,j=1,...,n

)
=

∑
π∈Sn

sgn(π)x1,π(1) · . . . ·xn,π(n) ist det eine Summe von Monomen.

Satz 2.7. Sei n ∈ N, f ∈ Pn(K), und sei(
∀(x1, . . . , xn) ∈ Kn

)
f(x1, . . . , xn) =

N∑
ν1=0

. . .
N∑

νn=0

cν1,...,νnx
ν1
1 · . . . · xνn

n

mit N ∈ N0 und Koeffizienten cν1,...,νn ∈ K. Seien I1, . . . , In ⊂ K unendliche Teilmengen, so
dass

(
∀(x1, . . . , xn) ∈ I1×. . .×In

)
f(x1, . . . , xn) = 0. Dann ist(

∀ (ν1, . . . , νn) ∈ {0, . . . , N}n
)

cν1,...,νn = 0 , also insbesondere f = 0 (das Nullpolynom).

Beweis. Induktion nach n.
• n = 1 : Satz 2.3.
• n ≥ 2, n− 1 → n: Für xn ∈ In sei fxn ∈ Pn−1(K) definiert durch

fxn(x1, . . . , xn−1) =
N∑

ν1=0

. . .
N∑

νn−1=0

( N∑
νn=0

cν1,...,νnx
νn
n

)
xν11 · . . . · xνn−1

n−1 .

Dann ist
(
∀(x1, . . . , xn−1) ∈ I1×. . .×In−1

)
fxn(x1, . . . , xn−1) = 0, also nach Induktionsvoraus-

setzung (
∀ (ν1, . . . , νn−1) ∈ {0, . . . , N}n−1

)
(∀xn ∈ In)

N∑
νn=0

cν1,...,νnx
νn
n = 0 .

Damit folgt (wieder mit Satz 2.3) die Behauptung. �
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Definition 2.8. Sei n ∈ N und ∅ 6= D ⊂ Kn und h : D → K.

1. h heißt rationale Funktion , wenn(
∃ f, g ∈ Pn(K)

)
D = {x ∈ Kn | g(x) 6= 0} ∧ h =

f

g
.

(Im Falle n = 1 ist die Menge K \D nach Satz 2.3 endlich).

2. Sei h eine rationale Funktion. D heißt maximaler Definitionsbereich von h, wenn es
keine rationale Funktion h1 : D1 → K mit D ( D1 ⊂ Kn und h1 |D = h gibt.

3. Sei h eine rationale Funktion. Eine rationale Funktion h1 : D1 → K heißt maximale
Fortsetzung von h, wenn D ⊂ D1 ⊂ Kn, h1 |D = h, und D1 ein maximaler Definitions-
bereich von h1 ist.

4. Sei h eine rationale Funktion, und seien f, g ∈ Pn(K). Dann heißt f ein reduzierter
Zähler und g ein reduzierter Nenner von h, wenn gilt:

• Es ist

(∀x ∈ D) g(x) 6= 0 ∧ h(x) =
f(x)

g(x)
;

• Sind f1, g1 ∈ Pn(K), so dass

(∀x ∈ D) g1(x) 6= 0 ∧ h(x) =
f1(x)

g1(x)
,

so gibt es eine Polynomfunktion q ∈ Pn(K) mit f1 = fq und g1 = gq.

Jede Polynomfunktion f ∈ Pn(K) ist eine rationale Funktion mit maximalem Definitions-
bereich Kn und reduziertem Nenner 1.

Beispiel:

Sei n = 2, f(x, y) = x+ y, g(x, y) = x2 − y2, D = {(x, y) ∈ K2 | x2 6= y2} und

h =
f

g
: D → K , also h(x, y) =

x+ y

x2 − y2
=

1

x− y
für alle (x, y) ∈ D .

Ist D1 = {(x, y) ∈ K2 | x 6= y} und

h1 : D1 → K definiert durch h1(x, y) =
1

x− y
,

so ist h1 eine rationale Funktion, D1 ) D und h1 |D = h, also D kein maximaler Definitions-
bereich von h. Aber D1 ist ein maximaler Definitionsbereich von h1.

Beweis. Durch Widerspruch. Ist D1 kein maximaler Definitionsbereich von h, so gibt es eine
Menge D1 ( D2 ⊂ K2 und h2 : D2 → K eine rationale Funktion mit h2 |D1 = h1. Seien
f2, g2 ∈ P2(K) mit

D2 = {(x, y) ∈ K2 | g2(x, y) 6= 0} und h2 =
f2

g2

.

Dann folgt (
∀(x, y) ∈ D1

) f2(x, y)

g2(x, y)
=

1

x− y
, also (x− y)f2(x, y) = g2(x, y) .
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Seien I1, I2 ⊂ K unendliche Teilmengen mit I1 ∩ I2 = ∅. Dann ist I1×I2 ⊂ D, und aus Satz
2.7 folgt

(
∀(x, y) ∈ K2

)
(x− y)f2(x, y) = g2(x, y). Ist nun (x1, y1) ∈ D2 \D1, so folgt x1 = y1

und g2(x1, y1) = 0, ein Widerspruch! �

Satz und Definition 2.8 (Darstellungssatz für rationale Funktionen).

1. Sei n ∈ N, ∅ 6= D ⊂ Kn und h : D → K eine rationale Funktion. Dann gibt es
ein bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmtes Paar von Polynomfunktionen
(f, g) ∈ Pn(K)×Pn(K), so dass f ein reduzierter Zähler und g ein reduzierter Nenner
von h ist. Es ist dann D1 = {x ∈ Kn | g(x) 6= 0} ⊃ D, und die rationale Funktion

h1 =
f

g
: D1 → K

ist eine maximale Fortsetzung von h.

Ist D ⊂ D′
1 ⊂ Kn und h′1 : D′

1 → K eine weitere maximale Fortsetzung von h, so ist
D′

1 = D1 und h′1 = h1.

Die Punkte z ∈ Kn \D1 heißen Polstellen der rationalen Funktion h.

2. (Satz von der Partialbruchzerlegung) Sei ∅ 6= D ⊂ K, h : D → K eine rationale
Funktion, und sei

(∀x ∈ D) h(x) =
f(x)

(x− z1)k1 · . . . · (x− zm)kmg(x)

mit f ∈ P(K), m ∈ N0, verschiedenen z1, . . . , zm ∈ K, so dass K \D = {z1, . . . , zm},
k1, . . . , km ∈ N und nullstellenfreiem g ∈ P(K). Dann ist

(∀x ∈ D) h(x) =
m∑
µ=1

kµ∑
j=1

cµ,j
(x− zµ)j

+
f1(x)

g(x)

mit Koeffizienten cµ,j ∈ K und f1 ∈ P(K), so dass

grad(f1) ≤ max{grad(f)− (k1 + . . .+ km) , grad(g)− 1} .
Ist insbesondere g = 1 und grad(f) < k1 + . . .+ km, so ist f1 = 0.

Die obige Darstellung von h nennt man Partialbruchzerlegung.

Beweis. Für den Beweis von 1. müssen wir auf die Algebra verweisen.

2. Induktion nach m.
• m = 0 : Setze f1 = f .
• m ≥ 1, m−1 → m : Sei g1 ∈ P(K) definiert durch g1(x) = (x−z2)

k2 ·. . .·(x−zm)kmg(x).
Dann ist g1(z1) 6= 0, und nach Satz 2.6 ist g1(x) = (x − z1)B1(x) + c mit B1 ∈ P(K) und
c ∈ K×. Damit folgt

1 =
[
c−1g1(x)− (x− z1)c

−1B1(x)
]k1 = A(x)g1(x) + (x− z1)

k1B(x) mit A, B ∈ P(K)

und daher

(∀x ∈ D) h(x) =
f(x)

(x− z1)k1g1(x)
=

f(x)A(x)

(x− z1)k1
+

f(x)B(x)

g1(x)
.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt

(∀x ∈ D)
f(x)B(x)

g1(x)
=

m∑
µ=2

kµ∑
j=1

cµ,j
(x− zµ)j

+
f2(x)

g(x)
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mit cµ,j ∈ K und f2 ∈ P(K). Nun ist [mit geeigneten N ∈ N0, aν , bν ∈ K und P ∈ P(K) ]

f(x)A(x) =
N∑
ν=0

aνx
ν =

N∑
ν=0

aν [(x−z1)+z1]
ν =

N∑
ν=0

bν(x−z1)
ν =

k1−1∑
ν=0

bν(x−z1)
ν+(x−z1)

k1P (x)

und daher (mit c1,j = bk1−j)

(∀x ∈ D)
f0(x)A(x)

(x− z1)k1
=

k1−1∑
ν=0

bν
(x− z1)k1−ν

+ P (x) =

k1∑
j=1

c1,j
(x− z1)j

+ P (x) .

Setzt man die beiden Summen zusammen, so folgt

(∀x ∈ D) h(x) =
m∑
µ=1

kµ∑
j=1

cµ,j
(x− zµ)j

+
f1(x)

g(x)
mit f1 ∈ P(K) .

Um den Grad von f1 abzuschätzen, multipliziert man die Partialbruchzerlegung von h mit g
und erhält (zuerst für alle x ∈ D, aber nach Satz 2.3 für alle x ∈ K)

f(x) =
m∑
µ=1

kµ∑
j=1

cµ,j gµ,j(x) + (x− z1)
k1 · . . . · (x− zm)kmf1(x)

mit Polynomfunktionen gµ,j ∈ P(K), so dass gµ,j(x)(x−zµ)j = (x−z1)
k1 · . . . · (x−zm)kmg(x).

Insbesondere folgt grad(gµ,j) ≤ k1 + . . .+ km + grad(g)− 1, und daher

k1 + . . .+ km + grad(f1) ≤ max{grad(f), k1 + . . .+ km + grad(g)− 1} . �

2.4. Skalarprodukte und Normen

Definition 2.9. Sei K = R oder K = C und X ein K-Vektorraum.

1. Eine Norm auf X ist eine Abbildung

‖ · ‖ : X → R≥0 , x 7→ ‖x‖ ,
so dass für alle x, y ∈ X und alle λ ∈ K gilt:

N1. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 .

N2. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

N3. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ .

Einfache Folgerungen:

Für alle x, y ∈ X ist ‖ − x‖ = ‖x‖ und
∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ ≤ ‖x± y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

Beweis. ‖ − x‖ = ‖(−1)x‖ = | − 1| ‖x‖ = ‖x‖, ‖x − y‖ ≤ ‖x‖ + ‖ − y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ .
Aus ‖x‖ = ‖(x± y)∓ y‖ ≤ ‖x± y‖+ ‖y‖ folgt ‖x‖− ‖y‖ ≤ ‖x± y‖. In gleicher Weise
folgt ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y ± x‖ = ‖x± y‖, und daher

∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ ≤ ‖x± y‖. �

Ein normierter K-Vektorraum (X, ‖ · ‖) ist ein K-Vektorraum X 6= {0}, gemeinsam
mit einer Norm ‖ · ‖ auf X. Man schreibt meist einfach X an Stelle von (X, ‖ · ‖). Ein
normierter Raum ist ein normierter R-Vektorraum.

Eine Teilmenge A eines normierten Raumes (X, ‖ · ‖) heißt beschränkt , wenn

(∃M ∈ R≥0) (∀x ∈ A) ‖x‖ ≤M
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[ äquivalent: Die Menge
{
‖x‖

∣∣ x ∈M}
⊂ R ist beschränkt ].

Ene normierte K-Algebra (X, ∗, ‖ · ‖) ist eine K-Algebra (X, ∗), gemeinsam mit einer
Norm ‖ · ‖ auf X, so dass

(∀x, y ∈ X) ‖x ∗ y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ .
Eine normierte Algebra ist eine normierte R-Algebra.

2. Seien (X, ‖ · ‖) und (X ′, ‖ · ‖′) normiere K-Vektorräume. Eine Abbildung ϕ : X → X ′

heißt Isometrie zwischen (X, ‖ · ‖) und (X ′, ‖ · ‖′) , wenn ϕ ein Isomorphismus ist, und
(∀x ∈ X) ‖ϕ(x)‖′ = ‖x‖.

3. Ein Skalarprodukt auf X ist eine Abbildung

〈·, ·〉 : X×X → K , (x, y) 7→ 〈x, y〉 ,
so dass für alle x, x′, y ∈ X und alle λ ∈ K gilt:

S1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 .
S2. 〈x+ x′, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x′, y〉 .
S3. 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 .
S4. x 6= 0 ⇒ 〈x, x〉 > 0 .

Einfache Folgerungen:

Für alle x, y, y′ ∈ X und alle λ ∈ K gilt:

〈x, y + y′〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y′〉 , 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉 , 〈x, 0〉 = 〈0, x〉 = 0 .

Beweis. 〈x, y + y′〉 = 〈y + y′, x〉 = 〈y, x〉+ 〈y′, x〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y′〉.
〈x, λy〉 = 〈λy, x〉 = λ 〈y, x〉 = λ〈x, y〉. Aus 〈x, 0〉 + 〈x, 0〉 = 〈x, 0 + 0〉 = 〈x, 0〉 folgt
〈x, 0〉 = 0 = 〈0, x〉. �

Ein euklidischer Raum ist ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt.

Satz 2.9. Sei K = R oder K = C, X ein K-Vektorraum und 〈·, ·〉 : X ×X → K ein
Skalarprodukt. Für x ∈ X sei

‖x‖ =
√
〈x, x〉 .

Dann ist ‖ · ‖ : X → R≥0 eine Norm auf X, und für alle x, y ∈ X ist

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (Schwarz’sche Ungleichung) .

Beweis. Wir zeigen zuerst die Schwarz’sche Ungleichung. Seien x, y ∈ X. Im Falle x = 0 ist
nichts zu zeigen. Sei also x 6= 0, λ = 〈x, x〉 ∈ R>0 und µ = 〈y, x〉 ∈ K. Wir müssen zeigen:

|〈x, y〉|2 ≤ ‖x‖2 ‖y‖2 , also |µ|2 ≤ λ‖y‖2 .

Es ist

0 ≤ 〈λy − µx, λy − µx〉 = λλ〈y, y〉 − λµ〈x, y〉 − λµ〈y, x〉+ µµ〈x, x〉 = λ2‖y‖2 − 2λ|µ|2 + λ|µ|2 ,
und wegen λ > 0 folgt λ‖y‖2 − |µ|2 ≥ 0.

Nachweis der Normaxiome: Seien x, y ∈ X und λ ∈ K.

N1. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.

N2. Mit der Schwarz’schen Ungleichung folgt

‖x+ y‖2 = 〈x+y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉+2<(〈x, y〉) ≤ ‖x‖2 +‖y‖2 +2‖x‖ ‖y‖ = (‖x‖+‖y‖)2
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und daher ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
N3. ‖λx‖2 = 〈λx, λx〉 = λλ〈x, x〉 = (|λ| ‖x‖)2, und daher ‖λx‖ = |λ| ‖x‖. �

Wichtigstes Beispiel: Sei K = R oder K = C und n ∈ N.

Für x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn sei

〈x,y〉 =
n∑
i=1

xiyi .

Dann ist 〈·, ·〉 : Kn×Kn → K ein Skalarprodukt auf Kn, genannt Standardskalarprodukt. Man
nennt dieses Skalarprodukt im Falle K = R ein euklidisches Skalarprodukt und im Falle K = C
ein unitäres Skalarprodukt. Die davon induzierte Norm heißt Standardnorm. Man nennt die
Standardnorm im Falle K = R die euklidische Norm und im Falle K = C die unitäre Norm.
Die Standardnorm ist gegeben durch

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 .

Für (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Kn folgt aus Satz 2.9∣∣∣ n∑
i=1

xiyi

∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

|xi|2

√√√√ n∑
i=1

|yi|2 und

√√√√ n∑
i=1

|xi + yi|2 ≤

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 +

√√√√ n∑
i=1

|yi|2 .

Für x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn heißt

d(x,y) = ‖y − x‖ =

√√√√ n∑
i=1

|yi − xi|2

der (euklidische) Abstand von x und y. Die Menge

Sn−1 =
{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x‖ = 1
}

=
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣∣ n∑
i=1

x2
i = 1

}
heißt (n− 1)-dimensionale Einheitssphäre.

Versieht man Cn und R2n beide mit der Standardnorm, so ist die Abbildung

(z1, . . . , zn) 7→ (<(z1),=(z1), . . . ,<(zn),=(zn))

eine Isometrie zwischen Cn und R2n.

Spezialfälle:

1. Jeder normierte C-Vektorraum ist ein normierter Raum, und jede normierte C-Algebra
ist eine normierte Algebra.

2. Das Standardskalarprodukt und die Standardnorm auf K = K1 sind gegeben durch
〈x, y〉 = xy und ‖x‖ = |x|.

3. Ist ‖ · ‖ die Standardnorm auf R2, so ist die Abbildung

R2 → C , definiert durch (x, y) 7→ x+ yi ,

eine Isometrie von (R2, ‖ · ‖) und (C, | · |).
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Satz und Definition 2.10. Sei K = R oder K = C.

1. Seien X und Y 6= {0} K-Vektorräume und ϕ : X → Y ein Isomorphismus. Sei ‖ · ‖Y
eine Norm auf Y , und sei

‖ · ‖ϕ = ‖ · ‖Y ◦ϕ : X → R≥0 , also ‖x‖ϕ = ‖ϕ(x)‖Y für alle x ∈ X .

Dann ist ‖ · ‖ϕ eine Norm auf X, und ϕ ist eine Isometrie zwischen (X, ‖ · ‖ϕ) und
(Y, ‖ · ‖Y ).

2. Sei n ∈ N. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn sei

‖x‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} .
Dann ist ‖ · ‖∞ : Kn → R≥0 eine Norm auf Kn.

‖ · ‖∞ heißt Maximumsnorm des Kn.

3. Sei X ein K-Vektorraum, n ∈ N und u = (u1, . . . , un) eine K-Basis von X. Seien
ϕu : Kn → X und ‖ · ‖u : X → R≥0 definiert durch

ϕu(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

xiui

und

‖ · ‖u = ‖ · ‖∞ ◦ ϕ−1
u , also

∥∥∥ n∑
i=1

xiui

∥∥∥
u

= max{|x1|, . . . , |xn|} .

Dann ist ϕu ein K-Vektorraum-Isomorphismus, ‖ · ‖u ist eine Norm auf X, und ϕu ist
eine Isometrie zwischen (Kn, ‖ · ‖∞) und (X, ‖ · ‖u).

‖ · ‖u heißt die von der Basis u induzierte Maximumsnorm von X.

Beweis. Einfaches Nachrechnen. �

Satz und Definition 2.11 (Supremumsnorm). Sei M 6= ∅ eine Menge und X ein normierter
Raum. Für eine Abbildung f : M → X sei

‖f‖M = sup
{
‖f(x)‖

∣∣ x ∈M}
∈ [0,∞] .

‖ · ‖M : Abb(M,X) → [0,∞] heißt Supremumsnorm auf Abb(M,X).

Eine Abbildung f : M → X heißt beschränkt , wenn ‖f‖M < ∞ [ äquivalent: Die Menge
f(M) ist beschränkt ].

B(M,X) bezeichne die Menge aller beschänkten Abbildungen f : M → X.

1. Für f, g ∈ Abb(M,X) und λ ∈ R gilt :

(a) ‖f‖M = 0 ⇐⇒ f = c0 (die konstante Funktion mit Wert 0 ) .

(b) ‖f + g‖M ≤ ‖f‖M + ‖g‖M und ‖λf‖M = |λ| ‖f‖M .

(c) Ist X eine normierte Algebra ( insbesondere X = R oder X = C ), so folgt

‖fg‖M ≤ ‖f‖M ‖g‖M (mit 0·∞ = 0 ).

2. B(M,X) ⊂ Abb(M,X) ist ein Teilraum, und ‖ · ‖M ist eine Norm auf B(M,X). Ist
X eine normierte Algebra, so ist auch B(M,X) eine normierte Algebra. Insbesondere
ist B(M,R) eine normierte Algebra.
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Beweis. 1. Seien f, g ∈ Abb(M,X) und λ ∈ R.

(a) ‖f‖M = 0 ⇐⇒ (∀x ∈M) ‖f(x)‖ = 0 ⇐⇒ (∀x ∈M) f(x) = 0 ⇐⇒ f = c0.

(b) Für x ∈ M ist ‖(f + g)(x)‖ = ‖f(x) + g(x)‖ ≤ ‖f(x)‖+ ‖g(x)‖ ≤ ‖f‖M + ‖g‖M und
daher ‖f + g‖M = sup

{
‖(f + g)(x)‖

∣∣ x ∈M}
≤ ‖f‖M + ‖g‖M .

Im Falle λ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also λ 6= 0. Für x ∈M ist

‖(λf)(x)‖ = |λ| ‖f(x)‖ ≤ |λ| ‖f‖M , also ‖λf‖M ≤ |λ| ‖f‖M ,

und aus dem selben Grunde ‖f‖M = ‖λ−1(λf)‖M ≤ |λ|−1 ‖λf‖M , also |λ| ‖f‖M ≤ ‖λf‖M .

(c) Für x ∈ M ist ‖(fg)(x)‖ = ‖f(x)g(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ ‖g(x)‖ ≤ ‖f‖M ‖g‖M und daher
‖fg‖M = sup

{
‖(fg)(x)‖

∣∣ x ∈M}
≤ ‖f‖M ‖g‖M .

2. folgt aus 1. auf Grund der Definitionen. �

2.5. Die Topologie normierter Räume

Definition 2.10. Sei X = (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum und a ∈ X.

1. Sei r ∈ R>0. Dann heißt Br(a) =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x − a‖ < r
}

die offene Kugel und

Br(a) =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x − a‖ ≤ r
}

die abgeschlossene Kugel mit Radius r um a. Es sei

B∞(a) = B∞(a) = X.

2. Eine Teilmenge U ⊂ X heißt Umgebung von a, wenn (∃ε ∈ R>0) Bε(a) ⊂ U . Die
Menge U(a) aller Umgebungen von a heißt Umgebungssystem oder Umgebungsfilter
von a.

Elementare Eigenschaften des Umgebungsbegriffs:

Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum und a ∈ X.

1. Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es zu jedem δ ∈ (0, ε) ein x ∈ Bε(a) mit ‖a− x‖ = δ.

Beweis. Sei z ∈ X mit z 6= a und η = δ‖z − a‖−1. Dann leistet x = a + η(z − a) das
Gewünschte.

2. Sind U1, U2 ∈ U(a), so ist auch U1 ∩ U2 ∈ U(a).

Beweis. Für i ∈ {1, 2} sei εi ∈ R>0 mit Bεi
(a) ⊂ Ui, und sei ε = min{ε1, ε2}. Dann ist

Bε(a) ⊂ U1 ∩ U2, also U1 ∩ U2 ∈ U(a). �

3. Ist U ∈ U(a) und U ⊂ U1 ⊂ X, so ist auch U1 ∈ U(a).

4. Für U ⊂ X gilt: U ∈ U(a) ⇐⇒ (∃ε ∈ R>0) Bε(a) ⊂ U .

Beweis. Offensichtlich, da Bε/2(a) ⊂ Bε(a) ⊂ Bε(a). �

5. (∀ε ∈ R>0)
[
Bε(a) ∈ U(a) ∧ Bε(a) ∈ U(a)

]
.

Beispiele:

1. Sei X = Rn mit euklidischer Norm:

n = 2 : Br(a) ist eine offene und Br(a) ist eine abgeschlossene Kreisscheibe mit Radius
r und Mittelpunkt a.

n = 3 : Br(a) ist eine offene und Br(a) ist eine abgeschlossene Kugel (im anschaulich
geometrischen Sinne) mit Radius r und Mittelpunkt a.

n = 1 : Br(a) = (a− r, a+ r), Br(a) = [a− r, a+ r].
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2. Sei X = (Rn, ‖ · ‖∞) und a = (a1, . . . , an) ∈ Rn. Dann ist

Br(a) =
n∏
i=1

(ai − r, ai + r) , Br(a) =
n∏
i=1

[ai − r, ai + r] .

Br(a) ist der offene und Br(a) ist der abgeschlossene Würfel mit Mittelpunkt a und
Kantenlänge 2r.

Satz und Definition 2.12. Sei X ein R-Vektorraum, und seien ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 zwei
Normen auf X. Für a ∈ X und i ∈ {1, 2} sei Ui(a) der Umgebungsfilter von a bezüglich ‖ · ‖i.
Dann sind äquivalent :

(a) (∀a ∈ X) U1(a) = U2(a) .

(b) (∃c1, c2 ∈ R>0) (∀x ∈ X) ‖x‖1 ≤ c1‖x‖2 ∧ ‖x‖2 ≤ c2‖x‖1 .

Sind diese Bedingungen erfüllt, so nennt man ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 äquivalente Normen.

Beweis. Für r ∈ R>0, a ∈ X und i ∈ {1, 2} sei B
(i)
r (a) =

{
x ∈ X

∣∣ ‖x− a‖i < r}.
(a) ⇒ (b) Wegen der Symmetrie der Voraussetzung genügt es, zu zeigen:

(∃c ∈ R>0) (∀x ∈ X \ {0}) ‖x‖1 < c‖x‖2 .

Wegen B
(1)
1 (0) ∈ U1(0) = U2(0) gibt es ein ε ∈ R>0 mit B

(2)
ε (0) ⊂ B

(1)
1 (0), das heißt,

(∀x ∈ X)
[
‖x‖2 < ε =⇒ ‖x‖1 < 1

]
. Sei nun x ∈ X \ {0}. Dann ist∥∥∥ ε

2‖x‖2

x
∥∥∥

2
=

ε

2‖x‖2

‖x‖2 =
ε

2
< ε und daher

∥∥∥ ε

2‖x‖2

x
∥∥∥

1
=

ε

2‖x‖2

‖x‖1 < 1 ,

also ‖x‖1 < 2ε−1‖x‖2.

(b) ⇒ (a) Aus Symmetriegründen genügt es, zu zeigen:

(∃c1 ∈ R>0) (∀x ∈ X)
[
‖x‖1 ≤ c1‖x‖2 =⇒ (∀a ∈ X) U1(a) ⊂ U2(a)

]
.

Sei also c1 ∈ R>0, so dass (∀x ∈ X) ‖x‖1 ≤ c1‖x‖2, seien a ∈ X, U ∈ U1(a) und ε ∈ R>0

mit B
(1)
ε (a) ⊂ U . Wir zeigen B

(2)

c−1
1 ε

(a) ⊂ U (dann folgt U ∈ U2(a) ). Ist x ∈ B
(2)

c−1
1 ε

(a), also

‖x− a‖2 < c−1
1 ε, so folgt ‖x− a‖1 ≤ c1‖x− a‖2 < ε und daher x ∈ B(1)

ε (a) ⊂ U . �

Bemerkungen:

1. Sei X ein R-Vektorrraum, und seien ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 äquivalente Normen auf X. Dann
ist eine Teilmenge von X [ eine Abbildung f : M → X ] genau dann bezüglich ‖ · ‖1

beschränkt, wenn sie bezüglich ‖ · ‖2 beschränkt ist.

2. Sei n ∈ N, ‖ · ‖ die Standardnorm des Rn. Für x ∈ Rn ist ‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤
√
n ‖x‖∞.

Daher sind die Standardnorm und die Maximumsnorm äquivalt.

Später (Satz 3.21) werden wir zeigen: In einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum
sind je zwei Normen äquivalent.

3. Sei X ein R-Vektorraum. Dann ist die Äquivalenz von Normen auf X eine Äquivalenz-
relation auf der Menge aller Normen auf X.

Definition 2.11. Sei X ein normierter Raum, A ⊂ X und a ∈ X.
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1. a heißt Berührpunkt von A, wenn (∀U ∈ U(a)) U ∩ A 6= ∅. Die Menge A aller
Berührpunkte von A heißt abgeschlossene Hülle von A.

A heißt abgeschlossen , wenn A = A [⇐⇒ A ⊃ A ].

2. a heißt Häufungspunkt von A, wenn a ∈ A \ {a}. Die Menge A′ aller Häufungspunkte
von A heißt Ableitung von A. a heißt isolierter Punkt von A, wenn a ∈ A \ A′.

3. a heißt innerer Punkt von A, wenn A ∈ U(a). Die Menge A◦ aller inneren Punkte
von A heißt Inneres oder offener Kern von A.

A heißt offen , wenn A = A◦ [⇐⇒ A ⊂ A◦ ⇐⇒ (∀a ∈ A) A ∈ U(a) ].

Bemerkungen:

1. Seien ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 äquivalente Normen auf dem R-Vektorraum X. Dann stimmen
die in Definition 2.11 eingeführten Begriffe bezüglich ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 überein.

2. Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum, A ⊂ X und a ∈ X. Dann gilt:

• a ∈ A ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) Bε(a) ∩ A 6= ∅.
• a ∈ A◦ ⇐⇒ (∃ε ∈ R>0) Bε(a) ⊂ A.

3. Seien (X, ‖ · ‖) und (X ′, ‖ · ‖′) normierte Räume und sei ϕ : X → X ′ eine Isometrie.
Dann übertragen sich alle topologischen Begriffe mittels ϕ von X auf X ′. Zum Beispiel:

Für a ∈ X ist ϕ(Bε(a)) = Bε(ϕ(a)); für U ⊂ X ist U ∈ U(a) ⇐⇒ ϕ(U) ∈ U(ϕ(a));
U ⊂ X ist offen [ abgeschlossen ] ⇐⇒ ϕ(U) ⊂ X ′ ist offen [ abgeschlossen ].

Satz 2.13. Sei X ein normierter Raum, A ⊂ X, a ∈ X und ε ∈ R>0.

1. Bε(a) ist offen und Bε(a) ist abgeschlossen.

2. a ∈ A′ ⇐⇒ (∀U ∈ U(a)) |U ∩ A| ≥ 2 ⇐⇒ (∀U ∈ U(a)) |U ∩ A| = ∞.

Beweis. 1. Bε(a) ist offen. Dazu ist zu zeigen: (∀b ∈ Bε(a)) Bε(a) ∈ U(b). Sei b ∈ Bε(a).
Dann ist δ = ε−‖b−a‖ ∈ R>0, und für x ∈ Bδ(b) ist ‖x−a‖ ≤ ‖x−b‖+‖b−a‖ < δ+‖b−a‖ = ε,
also x ∈ Bε(a). Daher ist Bδ(b) ⊂ Bε(a) und Bε(a) ∈ U(b).

Bε(a) ist abgeschlossen. Dazu zeigen wir: Ist x ∈ X \ Bε(a), so ist x auch kein Berührpunkt
von Bε(a).

Sei x ∈ X \Bε(a). Dann ist ‖x− a‖ > ε, also δ = ‖x− a‖ − ε ∈ R>0. Für y ∈ Bδ(x) folgt

‖y − a‖ = ‖(x− a) + (y − x)‖ ≥ ‖x− a‖ − ‖y − x‖ > ‖x− a‖ − δ = ε , also y /∈ Bε(a) .

Daher ist Bδ(x) ∩Bε(a) = ∅ und x kein kein Berührpunkt von Bε(a).

2. Es genügt, die folgenden beiden Behauptungen zu beweisen.

A. a ∈ A′ =⇒
[
(∀U ∈ U(a)) |U ∩ A| = ∞

]
.

B.
[
(∀U ∈ U(a)) |U ∩ A| ≥ 2

]
=⇒ a ∈ A′.

Beweis von A. Angenommen, (∃U ∈ U(a)) |U ∩ A| <∞. Dann ist

ε = min
{
‖x− a‖

∣∣ x ∈ U ∩ A \ {a}} ∈ R>0 , und Bε(a) ∩ (A \ {a}) = ∅ , also a /∈ A′ .

Beweis von B. Für alle U ∈ U(a) ist |U ∩ A| ≥ 2, also U ∩ (A \ {a}) 6= ∅. Daher folgt

a ∈ A \ {a}, also a ∈ A′. �

Satz 2.14. Sei X ein normierter Raum, und seien A, B ⊂ X.
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1. A◦ ⊂ A ∩ A′ ∧ A ⊂ A.

2. A ⊂ B =⇒ A ⊂ B ∧ A◦ ⊂ B◦.

3. A◦ ist die größte offene Teilmenge von A, und A ist die kleinste abgeschlossene Ober-
menge von A.

4. (X \ A)◦ = X \ A ∧ X \ A = X \ A◦. Insbesondere gilt :

A ist offen [ abgeschlossen ] ⇐⇒ X \ A ist abgeschlossen [ offen ].

5. A ∪B = A ∪B ∧ A ∩B ⊂ A ∩B.

6. (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦ ∧ (A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦.

Beweis. 1. Offensichtlich ist A◦ ⊂ A ⊂ A, und es bleibt A◦ ⊂ A′ zu zeigen. Sei dazu a ∈ A◦,
also A ∈ U(a). Wir müssen zeigen: Für alle U ∈ U(a) ist U ∩ (A \ {a}) 6= ∅.

Sei U ∈ U(a). Dann ist auch U ∩ A ∈ U(a), und es gibt ein ε ∈ R>0 mit Bε(a) ⊂ U ∩ A.
Dann ist U ∩ (A \ {a}) = U ∩ A \ {a} ⊃ Bε(a) \ {a} 6= ∅.

2. Sei A ⊂ B. Ist a ∈ A und U ∈ U(a), so ist U ∩ A 6= ∅, also auch U ∩ B 6= ∅ und daher
a ∈ B. Ist a ∈ A◦, so ist A ∈ U(a), also auch B ∈ U(a) und daher a ∈ B◦.

3. A◦ ist offen. Dazu zeigen wir: (∀a ∈ A◦) A◦ ∈ U(a). Sei a ∈ A◦. Dann gibt es ein
ε ∈ R>0 mit Bε(a) ⊂ A. Nach Satz 2.13 ist Bε(a) offen, also (∀b ∈ Bε(a)) Bε(a) ∈ U(b) und
daher (∀b ∈ Bε(a)) A ∈ U(b). Daher ist Bε(a) ⊂ A◦ und A◦ ∈ U(a).

A ist abgeschlossen. Dazu zeigen wir: Jeder Berührpunkt von A gehört zu A. Sei a Berühr-
punkt von A und ε ∈ R>0. Dann ist Bε(a) ∩ A 6= ∅, und für b ∈ Bε(a) ∩ A ist Bε(a) ∈ U(b)
nach Satz 2.13. Daher folgt Bε(a) ∩ A 6= ∅, also a ∈ A.

Ist U ⊂ A und U offen, so folgt U = U◦ ⊂ A◦. Daher ist A◦ die größte offene Teilmenge
von A. Ist A ⊂ Q und Q abgeschlossen, so folgt A ⊂ Q = Q. Daher ist A die kleinste
abgeschlossene Obermenge von A.

4. Wir zeigen zuerst (X \ A)◦ = X \ A.
Ist a ∈ (X \ A)◦, so ist X \ A ∈ U(a), und wegen (X \ A) ∩ A = ∅ ist a 6∈ A. Daher folgt

(X \A)◦ ⊂ X \A. Ist umgekehrt a ∈ X \A, so gibt es ein U ∈ U(a) mit U ∩A = ∅. Dann ist
aber U ⊂ X \ A, also X \ A ∈ U(a) und a ∈ (X \ A)◦.

Nun folgt X \ A = X \ (X \X \ A) = X \ [X \ (X \ A)]◦ = X \ A◦.

5. Aus A ⊂ A ∪ B und B ⊂ A ∪ B folgt A ⊂ A ∪B und B ⊂ A ∪B, also auch
A ∪ B ⊂ A ∪B. Aus A ∩ B ⊂ A und A ∩ B ⊂ B folgt A ∩B ⊂ A und A ∩B ⊂ B, also
auch A ∩B ⊂ A ∩B. Es bleibt zu zeigen: A ∪B ⊂ A ∪B.

Sei a ∈ A ∪B \ A und U ∈ U(a). Nach 4. ist X \ A ∈ U(a), also auch U ∩ (X \ A) ∈ U(a)
und ∅ 6= U ∩ (X \ A) ∩ (A ∪B) = U ∩ (X \ A) ∩B ⊂ U ∩B. Also folgt a ∈ B.

6. Nach 4. und 5. folgt

X \ (A ∩B)◦ = X \ (A ∩B) = (X \ A) ∪ (X \B) = X \ A ∪X \B
= (X \ A◦) ∪ (X \B◦) = X \ (A◦ ∩B◦) , also (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦ ,

und

X \ (A ∪B)◦ = X \ (A ∪B) = (X \ A) ∩ (X \B) ⊂ X \ A ∩X \B
= (X \ A◦) ∩ (X \B◦) = X \ (A◦ ∪B◦) , also (A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦ . �

Beispiele:
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1. Sei ∅ 6= A ⊂ R nach oben [ unten ] beschränkt. Dann ist sup(A) ∈ A [ inf(A) ∈ A ].

Beweis. Sei A nach oben beschränkt und a = sup(A).
Dann folgt (∀ε ∈ R>0) (a− ε, a+ ε) ∩ A 6= ∅, und daher ist a ∈ A. �

2. Seien a, b ∈ R, a < b, und sei I eines der Intervalle (a, b), [a, b), (a, b], [a, b]. Dann ist
I = [a, b] und I◦ = (a, b).

Beweis. Nach Satz 1.16 ist a = inf(I) und b = sup(I). Nach 1. ist {a, b} ⊂ I und daher
[a, b] = I ∪ {a, b} ⊂ I. Ist x > b und 0 < ε < x − b, so ist (x − ε, x + ε) ∩ I = ∅, also
x /∈ I. Analog: x < a ⇒ x /∈ I. Daher ist I = [a, b].

x ∈ I◦ ⇐⇒ (∃ε ∈ R>0) (x−ε, x+ε) ⊂ I ⇐⇒ a < x < b. Daher ist I◦ = (a, b). �

3. Sei a ∈ R und I eines der Intervalle [a,∞), (a,∞). Dann ist I = [a,∞) und I◦ = (a,∞).
Analog für (−∞, a) und (−∞, a].

Beweis. Wie in 2. �
4. Seien a, b ∈ R und a < b. Die Intervalle (−∞, a), (a, b) und (b,∞) sind offen, die

Intervalle (−∞, a], [a, b] und [b,∞) sind abgeschlossen, und die Intervalle (a, b] und
[a, b) sind weder offen noch abgeschlossen.

Beweis. Nach 2. und 3. �
5. Q = R und Q◦ = ∅.

Beweis. Für jedes Intervall I ⊂ R ist I ∩Q 6= ∅ nach Satz 1.10 und daher Q = R.

Angenommen, es sei a ∈ Q◦ und ε ∈ R>0 mit (a− ε, a+ ε) ⊂ Q. Ist nun x ∈ R, so gibt
es ein n ∈ N mit |x| < nε, und damit folgt

z = a+
x

n
∈ (a− ε, a+ ε) ⊂ Q , also auch x = n(z − a) ∈ Q .

Wegen R 6= Q ist das ein Widerspruch. �

Bemerkung:

Die Mengen A und A◦ hängen vom Raum (X, ‖ · ‖) mit A ⊂ X ab. Als Beispiel betrachte
man die Menge A = [0, 1] als Teilmenge von X = R (da ist A◦ = (0, 1)) und als Teilmenge
von X = C (da ist A◦ = ∅).

Satz 2.15. Seien n ∈ N, A1, . . . , An ⊂ R und A = A1×. . .×An ⊂ Rn.

1. A = A1×. . .×An und A◦ = A1
◦×. . .×An◦ .

2. Sind A1, . . . , An offen [abgeschlossen ], so ist auch A offen [abgeschlossen ].

Beweis. Es genügt, 1. zu zeigen, und wir verwenden für den Beweis die Maximumsnorm. Für
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn und ε ∈ R>0 sei

Bε(a) = B‖·‖∞
ε (a) =

n∏
i=1

(ai − ε, ai + ε)

die offene Kugel mit Radius ε um a bezüglich der Maximumsnorm. Dann gilt:

Bε(a) ∩ A 6= ∅ ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (ai − ε, ai + ε) ∩ Ai 6= ∅ ,
Bε(a) ⊂ A ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (ai − ε, ai + ε) ⊂ Ai ,

und daraus folgen unmittelbar die Behauptungen. �

Satz 2.16. Sei X ein normierter Raum.
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1. Die Vereinigung einer beliebigen Familie offener Teilmengen von X ist offen, und der
Durchschnitt einer beliebigen Familie abgeschlossener Teilmengen von X ist abgeschlos-
sen.

2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Teilmengen von X ist offen, und die Vereinigung
endlich vieler abgeschlossener Teilmengen von X ist abgeschlossen.

Beweis. 1. Sei (Aλ)λ∈Λ eine Familie offener Teilmengen von X und A ihre Vereinigung. Ist
a ∈ A, so gibt es ein λ ∈ Λ mit a ∈ Aλ. Dann ist Aλ ∈ U(a), und wegen Aλ ⊂ A ist auch
A ∈ U(a). Daher ist A offen.

Sei nun (Aλ)λ∈Λ eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X und A ihr Durchschnitt.
Dann ist (X \ Aλ)λ∈Λ eine Familie offener Teilmengen von X und X \ A ihre Vereinigung.
Daher ist X \ A offen und A abgeschlossen.

2. Es genügt, die Behauptung für zwei Mengen zu zeigen (die allgemeine Behauptung folgt
dann durch eine einfache Induktion nach der Anzahl). Seien also A1, A2 ⊂ X.

Sind A1 und A2 offen, so folgt (A1∩A2)
◦ = A1

◦∩A2
◦ = A1∩A2 nach Satz 2.14.6, und daher

ist auch A1 ∩ A2 offen. Sind A1 und A2 abgeschlossen, so folgt A1 ∪ A2 = A1 ∪ A2 = A1 ∪ A2

nach Satz 2.14.5, und daher ist auch A1 ∪ A2 abgeschlossen. �
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3. Konvergenz von Folgen

3.1. Rekursive Definition von Folgen

Definition 3.1. Sei A 6= ∅ eine Menge und p ∈ Z. Eine (unendliche) Folge (mit Anfangsindex
p) in A ist eine Abbildung

a : {n ∈ Z | n ≥ p} → A , n 7→ an .

Man schreibt auch a = (an)n≥p = (ap, ap+1, . . .).

Meist ist p = 0 oder p = 1. Im allgemeinen Fall betrachten wir an Stelle der Folge (an)n≥p die
Folge (ap+n)n≥0 oder die Folge (ap+n−1)n≥1 .

Bemerkung:

Eine Folge (an)n≥0 in R ist eine Abbildung a : N0 → R von geordneten Mengen. Nach
Definition 1.3 sind daher die Begriffe der Monotonie und Beschränktheit definiert. Explizit:

(an)n≥0 ist nach oben beschränkt ⇐⇒ (∃M ∈ R) (∀n ≥ 0) an ≤M .

(an)n≥0 ist nach unten beschränkt ⇐⇒ (∃M ∈ R) (∀n ≥ 0) an ≥M .

(an)n≥0 ist beschränkt ⇐⇒ (∃M ∈ R) (∀n ≥ 0) |an| ≤M .

(an)n≥0 ist [ streng ] monoton wachsend ⇐⇒ (∀n ≥ 0) an+1 ≥ an [an+1 > an ].

(an)n≥0 ist [ streng ] monoton fallend ⇐⇒ (∀n ≥ 0) an+1 ≤ an [an+1 < an ].

(an)n≥0 ist [ streng ] monoton wachsend ⇐⇒ (−an)n≥0 ist [ streng ] monoton fallend.

Satz 3.1 (Rekursionssatz). Sei A eine Menge, a ∈ A und (gn : An → A)n≥1 eine Folge von
Abbildungen. Dann gibt es genau eine Folge (an)n≥0 in A, so dass

(∗) a0 = a und (∀n ∈ N) an = gn(a0, a1, . . . , an−1) .

Man sagt dann, die Folge (an)n≥0 ist durch (∗) rekursiv definiert.

Beweis. Wir zeigen für alle m ∈ N0 die folgende Behauptung E(m).
E(m): Es gibt genau eine Abbildung a(m) : {0, . . . ,m} → A, so dass a(m)(0) = a und

(∀n ∈ {1, . . . ,m}) a(m)(n) = gn
(
a(m)(0), . . . , a(m)(n− 1)

)
.

Induktion nach m. Für m = 0 ist die Behauptung offensichtlich
[
definiere a(0) : {0} → A

durch a(0)(0) = a
]
.

m ≥ 0, m → m + 1: Gelte E(m). Wir müssen Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung
a(m+1) zeigen.

Existenz: Wir definieren a(m+1) : {0, . . . ,m+ 1} → A durch

a(m+1)(n) =

{
a(m)(n) , falls n ∈ {0, . . . ,m},

gm+1

(
a(m)(0), . . . , a(m)(m)

)
, falls n = m+ 1.

Eindeutigkeit: Seien a(m+1), a(m+1) : {0, . . . ,m+ 1} → A Abbildungen, so dass

a(m+1)(0) = a(m+1)(0) = a ,

und für alle n ∈ {1, . . . ,m+ 1} gilt

a(m+1)(n) = gn
(
a(m+1)(0), . . . , a(m+1)(n− 1)

)
∧ a(m+1)(n) = gn

(
a(m+1)(0), . . . , a(m+1)(n− 1)

)
.
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Nach der Eindeutigkeitsaussage in E(m) folgt daraus

a(m+1) | {1, . . . ,m} = a(m+1) | {1, . . . ,m} = a(m) ,

und daher auch a(m+1)(m+1) = gm+1

(
a(m)(0), . . . , a(m)(m)

)
= a(m+1)(m+1). Damit ist E(m)

für alle m ∈ N0 gezeigt.

Aus der Eindeutigkeitsaussage in E(m) folgt:

(∀m, n ∈ N0) m ≥ n =⇒ a(m) | {1, . . . , n} = a(n) .

Damit können wir nun die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage des Satzes beweisen.

Existenzbeweis für Satz 3.1. Für n ∈ N0 definiere an = a(n)(n). Dann folgt aj = a(n)(j)
für alle j ∈ {0, . . . , n}, und aus den Aussagen E(m) folgen die behaupteten Eigenschaften der
Folge (an)n≥0.

Eindeutigkeitsbeweis für Satz 3.1. Seien (an)n≥0 und (a′n)n≥0 Folgen in A mit a0 = a und

(∀n ∈ N) an = gn(a0, . . . , an−1) ∧ a′n = gn(a
′
0, . . . , a

′
n−1) .

Wir müssen zeigen: (∀m ∈ N0) am = a′m.

Sei m ∈ N0, und seien a, a′ : {0, . . . ,m} → A definiert durch a(n) = an und a′(n) = a′n für alle
n ∈ {0, . . . ,m}. Aus der Eindeutigkeitsaussage in E(m) folgt a = a(m) = a′ und insbesondere
am = a′m. �

Beispiel: Es gibt genau eine Folge (Fn)n≥0 in N0 mit

F0 = 0 , F1 = 1 und (∀n ∈ N0) Fn+2 = Fn + Fn+1

(Fibonacci-Folge). Dafür setze man im Rekursionssatz A = N0, a = 0, g1(x) = 1 für alle
x ∈ N0, und gn(a0, a1, . . . , an−1) = an−1 + an−2 für alle n ≥ 2.

Spezialfälle: Sei A eine Menge.

1. Einfache Rekursion. Sei a ∈ A und (gn : A→ A)n≥0 eine Folge von Abbildungen. Dann
gibt es genau eine Folge (an)n≥0, so dass a0 = a und (∀n ≥ 0) an+1 = gn(an). In vielen
Fällen sind die Funktionen gn alle gleich.

2. k-gliedrige Rekursion. Sei k ∈ N, seien b0, b1, . . . , bk−1 ∈ A, und sei g : Ak → A eine
Abbildung. Dann gibt es genau eine Folge (an)n≥0 in A, so dass

(∀i ∈ {0, . . . , k − 1}) ai = bi und (∀i ≥ k) ai = g(ai−1, ai−2, . . . , ai−k) .

3.2. Konvergenz von Folgen

Definition 3.2. Sei (X, ‖·‖) ein normierter Raum, p ∈ Z, (an)n≥p eine Folge mit Anfangsindex
p in X und a ∈ X.

1. Man sagt, (an)n≥p konvergiert gegen a oder hat den Grenzwert a, wenn

(∀U ∈ U(a)) (∃n0 ≥ p) (∀n ≥ n0) an ∈ U .

In dieser Definition meinen wir (stillschweigend)

“es gibt ein n0 ∈ Z mit n0 ≥ p, so dass für alle n ∈ Z mit n ≥ n0 gilt ....”

Schreibweise:
(an)n≥p → a oder lim

n→∞
an = a .
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Äquivalente Formulierungen:

(an)n≥p → a ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ p) (∀n ≥ n0) ‖an − a‖ ≤ ε .

(an)n≥p → a ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) {n ≥ p | ‖an − a‖ ≥ ε} ist endlich.

(an)n≥p → a ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) {n ≥ p | ‖an − a‖ > ε} ist endlich.

(an)n≥p → a ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ p) (∀n ≥ n0) an ∈ Bε(a) .

(an)n≥p → a ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) {n ≥ p | an /∈ Bε(a) } ist endlich.

(an)n≥p → a ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) {n ≥ p | an /∈ Bε(a) } ist endlich.

2. Die Folge (an)n≥p heisst konvergent , wenn sie einen Grenzwert besitzt, andernfalls
divergent.

3. Die Folge (an)n≥p heißt Nullfolge , wenn (an)n≥p → 0.

4. Die Folge (an)n≥p heißt Cauchyfolge , wenn

(∀U ∈ U(0)) (∃n0 ≥ p) (∀m ≥ n ≥ n0) am − an ∈ U .

5. Der normierte Raum (X, ‖ · ‖) heißt vollständig oder ein Banachraum , wenn jede
Cauchyfolge konvergiert. Eine Banachalgebra ist eine vollständige normierte Alge-
bra. Ein C-Banachraum ist ein vollständiger normierter C-Vektorraum, und eine
C-Banachalgebra ist eine vollständige normierte C-Algebra.

Der einfachen Notation halber werden wir im Folgenden (fast) immer Folgen mit Anfangsindex
0 oder 1 betrachten (und die Umformulierung auf den allgemeinen Fall dem Leser überlassen,
solange ihm das nicht zu langweilig wird).

IstX ein R-Vektorraum, so induzieren äquivalente Normen aufX dieselben konvergenten Folgen
und dieselben Cauchyfolgen, also auch denselben Vollständigkeitsbegriff (die Begriffe hängen
nur von den Umgebungsfiltern ab).

Wir werden zeigen (Satz 3.20): Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist bezüglich jeder
seiner Normen vollständig.

Bemerkungen:

Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum, (an)n≥0 eine Folge in X und a ∈ X. Dann gilt:

1. (an)n≥0 → 0 (in X ) ⇐⇒ (‖an‖)n≥0 → 0 (in R ) .

2. (an)n≥0 → a (in X ) ⇐⇒ (an− a)n≥0 → 0 (in X ) ⇐⇒
(
‖an− a‖

)
n≥0

→ 0 (in R ) .

3. (an)n≥0 ist eine Cauchyfolge ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀m ≥ n ≥ n0) ‖am−an‖ < ε.

4. Für k ∈ N gilt: (an)n≥0 → a ⇐⇒ (an)n≥k → a.

Die Folge (an)n≥k heißt ein Endstück von (an)n≥0.

5. Sei (bn)n≥0 eine Folge in X und {n ≥ 0 | an 6= bn} endlich. Dann gilt:

(an)n≥0 → a ⇐⇒ (bn)n≥0 → a .

Beispiele:

1. Konstante Folgen. Sei X ein normierter Raum und a ∈ X. Die Folge (a)n≥0 = (a, a, . . .)
nennt man konstante Folge mit Wert a. Es ist (a)n≥0 → a.

Eine Folge (an)n≥0 in X heißt schließlich konstant , wenn

(∃a ∈ X) (∃k ≥ 0) (∀n ≥ k) an = a . Dann folgt ebenfalls (an)n≥0 → a.
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2.
(

1
n

)
n≥1

→ 0. Allgemeiner: Sei a ∈ C, h ∈ C× und k ≥ 0, so dass k|h| − |a| > 0. Für

n ≥ k ist dann |a+ nh| ≥ n|h| − |a| > 0 , und wir behaupten( 1

a+ nh

)
n≥k

→ 0 .

Wir müssen zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ k) (∀n ≥ n0)
∣∣∣ 1

a+ nh

∣∣∣ < ε .

Sei ε ∈ R>0 und n0 ≥ k mit

n0 >
1 + |a|ε
ε|h|

.

Dann leistet n0 das Gewünschte.

Satz 3.2. Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum.

1. Eine Folge in X hat höchstens einen Grenzwert.

2. Jede konvergente Folge in X ist eine Cauchyfolge, und jede Cauchyfolge ist beschränkt
(siehe Definition 2.11 ).

3. Sei (an)n≥0 eine Nullfolge in X, (bn)n≥0 eine Folge in X und (∀n ≥ 0) ‖bn‖ ≤ ‖an‖.
Dann ist auch (bn)n≥0 eine Nullfolge.

4. Sei (an)n≥0 eine Folge in X, a ∈ X und (an)n≥0 → a. Dann folgt (‖an‖)n≥0 → ‖a‖.
5. Sei A ⊂ X und a ∈ X. Dann gilt :

a ∈ A ⇐⇒ es gibt eine Folge (an)n≥0 in A mit (an)n≥0 → a.

Beweis. Sei (an)n≥0 eine Folge in X.

1. Seien a, b ∈ X mit (an)n≥0 → a und (an)n≥0 → b. Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) ‖a− b‖ < ε
(dann folgt ‖a− b‖ = 0, also a = b). Sei ε ∈ R>0. Dann

(∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) ‖an − a‖ < ε

2
und (∃n1 ≥ 0) (∀n ≥ n1) ‖an − b‖ < ε

2
.

Ist nun n ≥ max{n0, n1}, so folgt ‖a− b‖ = ‖(an − b)− (an − a)‖ ≤ ‖an − b‖+ ‖an − a‖ < ε.

2. Sei (an)n≥0 eine konvergente Folge in X, (an)n≥0 → a ∈ X, und sei ε ∈ R>0. Dann

(∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) ‖an − a‖ < ε

2
.

Für alle m, n ≥ n0 ist dann ‖am − an‖ ≤ ‖(am − a)− (an − a)‖ ≤ ‖am − a‖+ ‖an − a‖ < ε.
Daher ist (an)n≥0 eine Cauchyfolge.

Sei nun (an)n≥0 eine Cauchyfolge. Dann (∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) ‖an − an0‖ < 1. Dann ist
(∀n ≥ n0) ‖an‖ = ‖(an − an0) + an0‖ ≤ ‖an − an0‖+ ‖an0‖ < 1 + ‖an0‖ und daher

(∀n ≥ 0) ‖an‖ ≤ max{‖a0‖, ‖a1‖, . . . , ‖an0−1‖, ‖an0‖+ 1} ,
also (an)n≥0 beschränkt.

3. Sei ε ∈ R>0. Dann (∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) ‖an‖ < ε. Für alle n ≥ n0 ist dann auch
‖bn‖ < ε.

4. Für alle n ≥ 0 ist
∣∣‖an‖−‖a‖∣∣ ≤ ‖an−a‖, und da (‖an−a‖)n≥0 eine Nullfolge ist, folgt

die Behauptung.
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5. =⇒ : Für n ≥ 1 sei an ∈ B1/n(a) ∩ A. Dann ist

(∀n ≥ 1) |an − a| < 1

n
, also (|an − a|)n≥1 → 0 und daher (an)n≥1 → a .

⇐= : Sei (an)n≥0 eine Folge in A mit (an)n≥0 → a und U ∈ U(a). Dann gibt es ein n ≥ 0
mit an ∈ U , und daher ist U ∩ A 6= ∅. �

Bemerkung.

Die Folgen (n)n≥0 und
(
(−1)nn

)
n≥0

sind nicht beschränkt und daher divergent.

Satz 3.3. Sei T ⊂ N0 eine unendliche Teilmenge. Dann gibt es genau eine streng monoton
wachsende Folge (nk)k≥0 mit T = {nk | k ≥ 0}, und für diese ist( 1

nk

)
k≥1

→ 0 .

Beweis.

Eindeutigkeit. Ist (nk)k≥0 streng monoton wachsend und T = {nk | k ∈ N0}, so folgt

(∀k ∈ N0) nk = min
(
T \ {n0, . . . , nk−1}

)
.

Existenz. Definiere (nk)k≥0 rekursiv durch

n0 = min(T ) und (∀k ∈ N) nk = min(T \ {n0, . . . , nk−1}) .
Für alle k ∈ N0 ist dann nk+1 = min(T \ {n0, . . . , nk}) ≥ min(T \ {n0, . . . , nk−1}) = nk und
nk+1 6= nk, also nk+1 > nk. Daher ist (nk)k≥0 streng monoton wachsend.

Als Nächstes zeigen wir: (∀k ∈ N0) nk ≥ k.

Induktion nach k. Für k = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei also k ≥ 0 und nk ≥ k. Wegen nk+1 > nk ist dann nk+1 ≥ nk + 1 ≥ k + 1. Aus

(∀k ≥ 1) 0 ≤ 1

nk
≤ 1

k
folgt

( 1

nk

)
k≥1

→ 0 .

Es bleibt T = {nk | k ∈ N0} zu zeigen. Angenommen, es sei T \ {nk | k ∈ N0} 6= ∅ und
t = min(T \ {nk | k ∈ N0}). Dann ist die Menge K = {k ∈ N0 | nk < t} endlich. Ist
l = max(K), so folgt nl < t ≤ nl+1 = min(T \ {n0, . . . , nl}) ≤ min(T \ {nk | k ∈ N0}) = t, also
nl+1 = t ∈ T , ein Widerspruch. �

Definition 3.3. Sei A eine Menge und (an)n≥0 eine Folge in A. Sei T ⊂ N0 unendlich,
T = {nk | k ∈ N0} mit n0 < n1 < . . . (siehe Satz 3.3). Dann nennt man (an)n∈T = (ank

)k≥0

eine Teilfolge von (an)n≥0.

Jedes Endstück einer Folge ist eine Teilfolge.

Satz 3.4. Sei X ein normierter Raum, (an)n≥0 eine Folge in X und a ∈ X.

1. Sei (an)n≥0 → a und (mk)k≥0 eine Folge in N. Dann gilt:( 1

mk

)
k≥0

→ 0 =⇒ (amk
)k≥0 → a .

Insbesondere konvergiert jede Teilfolge von (an)n≥0 gegen a.
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2. Sei N0 = T1 ∪ T2 mit unendlichen Teilmengen T1 und T2. Dann gilt:

(an)n∈T1 → a ∧ (an)n∈T2 → a =⇒ (an)n≥0 → a .

Beweis. 1. Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃k0 ∈ N0) (∀k ≥ k0) ‖amk
− a‖ < ε. Sei ε ∈ R>0.

Wegen (an)n≥0 → a folgt (∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0) ‖an − a‖ < ε, und wegen (m−1
k )k≥0 → 0 folgt

(∃k0 ∈ N0) (∀k ≥ k0) m−1
k < n−1

0 . Ist nun k ≥ k0, so ist mk ≥ n0 und daher ‖amk
− a‖ < ε.

2. Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) ‖an − a‖ < ε. Sei ε ∈ R>0. Dann
gibt es n1, n2 ≥ 0, so dass für i ∈ {1, 2} gilt: Ist n ∈ Ti und n ≥ ni, so folgt ‖an − a‖ < ε. Ist
nun n0 = max{n1, n2}, so ist (∀n ≥ n0) ‖an − a‖ < ε. �

Beispiel:

Die Folge
(
(−1)n

)
n≥0

hat zwei Teilfolgen, die gegen verschiedene Grenzwerte konvergieren

(gegen 1 und −1). Daher ist die Folge nicht konvergent (sie ist aber beschränkt).

Satz 3.5 (Rechnen mit konvergenten Folgen, Teil 1). Sei K = R oder K = C und X ein
normierter K-Vektorraum.

1. Sei (an)n≥0 eine Folge in X und (λn)n≥0 eine Folge in K. Sei entweder (an)n≥0

beschränkt und (λn)n≥0 eine Nullfolge, oder (λn)n≥0 beschränkt und (an)n≥0 eine
Nullfolge. Dann ist (λnan)n≥0 eine Nullfolge.

2. Seien (an)n≥0, (bn)n≥0 konvergente Folgen in X, (an)n≥0 → a ∈ X, (bn)n≥0 → b ∈ X,
und sei (λn)n≥0 eine konvergente Folge in K mit (λn)n≥0 → λ ∈ K.

(a) (an ± bn)n≥0 → a± b.

(b) (λnan)n≥0 → λa.

(c) Ist (X, ∗) eine normierte Algebra, so folgt (an ∗ bn)n≥0 → a ∗ b.
3. Sei (X, ∗) eine normierte Algebra, und seien (an)n≥0, (bn)n≥0 zwei Folgen in X, von

denen eine beschränkt und die andere eine Nullfolge ist. Dann ist (an ∗ bn)n≥0 eine
Nullfolge.

Beweis. 1. Sei (an)n≥0 beschränkt und (λn)n≥0 eine Nullfolge. Wir müssen zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) ‖λnan‖ < ε .

Sei ε ∈ R>0, M ∈ R>0, so dass (∀n ∈ N0) ‖an‖ ≤ M , und sei n0 ∈ N0, so dass
(∀n ≥ n0) |λn| < M−1ε. Ist dann n ≥ n0, so folgt ‖λnan‖ < (M−1ε)M = ε. Im anderen Falle
schließt man analog.

2. (a) Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) ‖(an± bn)− (a± b)‖ < ε. Sei ε ∈ R>0.
Wegen (an)n≥0 → a und (bn)n≥0 → b gibt es n1, n2 ∈ N0, so dass

(∀n ≥ n1) ‖an − a‖ < ε

2
und (∀n ≥ n2) ‖bn − b‖ < ε

2
.

Ist nun n0 = max(n1, n2) und n ≥ n0, so folgt

‖(an ± bn)− (a± b)‖ = ‖(an − a)± (bn − b)‖ ≤ ‖an − a‖+ ‖bn − b‖ < ε .

2. (b) Wir zeigen: (λnan−λa)n≥0 → 0. Für n ∈ N0 ist λnan−λa = (λn−λ)an+(an−a)λ.
Nun ist (an − a)n≥0 → 0, (λn − λ)n≥0 → 0 und (an)n≥0 beschränkt nach Satz 3.2. Nach 1.
ist ((λn − λ)an)n≥0 → 0 und ((an − a)λ)n≥0 → 0, und aus (a) folgt (λnan − λa)n≥0 → 0.

2. (c) Analog zu 2. (b).

3. Analog zu 1. �
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Satz 3.6 (Rechnen mit konvergenen Folgen, Teil 2). Sei (an)n≥0, (bn)n≥0 Folgen in C und
a, b ∈ C.

1. (an)n≥0 → a ⇐⇒ (an)n≥0 → a ⇐⇒ (<(an))n≥0 → <(a) ∧ (=(an))n≥0 → =(a).

2. Sei (an)n≥0 → a und (bn)n≥0 → b. Dann ist (anbn)n≥0 → ab. Ist außerdem a 6= 0, so
folgt : [

(∃k ∈ N0) (∀n ≥ k) an 6= 0
]
∧

[ ( 1

an

)
n≥k →

1

a

]
∧

[ ( bn
an

)
n≥k →

b

a

]
.

Beweis. 1. Für n ∈ N0 ist |an − a| = |an − a|, |<(an)− <(a)| ≤ |<(an − a)| ≤ |an − a| und
|=(an)−=(a)| ≤ |=(an−a)| ≤ |an−a|. Daher ist genau dann (an)n≥0 → a, wenn (an)n≥0 → a,
und daraus folgt (<(an))n≥0 → <(a) und (=(an))n≥0 → =(a).

Sei nun (<(an))n≥0 → <(a) und (=(an))n≥0 → =(a). Wegen an = <(an) + i=(an) und
a = <(a) + i=(a) folgt dann auch (an)n≥0 → a nach Satz 3.5.2.

2. Sei 0 < η < |a|. Wegen (an)n≥0 → a gilt: (∃k ∈ N0) (∀n ≥ k) |an − a| < η. Für n ≥ k
ist dann |an| = |a+ (an − a)| ≥ |a| − |an − a| > |a| − η > 0, also insbesondere an 6= 0, und es
folgt

1

an
− 1

a
= − 1

ana
(an − a) und

∣∣∣− 1

ana

∣∣∣ < 1

|a|(|a| − η)
.

Daher ist(
− 1

ana

)
n≥k

beschränkt, es folgt
( 1

an
− 1

a

)
n≥k

→ 0 , also
( 1

an

)
n≥k

→ 1

a
,

und nach Satz 3.5.2 ist auch ( bn
an

)
n≥k

→ b

a
. �

Satz 3.7 (Rechnen mit konvergenten Folgen, Teil 3). Seien (an)n≥0, (bn)n≥0 Folgen in R und
a, b ∈ R.

1. Sei (an)n≥0 → a, (bn)n≥0 → b und (∀n ≥ 0) an ≤ bn. Dann ist auch a ≤ b.

Insbesondere : Ist (∀n ∈ N0) an ≤ b oder (∀n ∈ N0) a ≤ bn, so folgt a ≤ b.

2. (Einzwicksatz) Sei (an)n≥0 → a, (bn)n≥0 → a und (∀n ∈ N0) an ≤ cn ≤ bn. Dann
folgt (cn)n≥0 → a.

Beweis. 1. Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) b − a > −ε (dann folgt b − a ≥ 0 und daher a ≤ b. Die
Aussagen unter ,,insbesondere” erhält man, indem man einmal (bn)n≥0 und einmal (an)n≥0

durch die konstante Folge ersetzt).
Sei ε ∈ R>0. Wegen (an)n≥0 → a und (bn)n≥0 → b gibt es ein n ≥ 0 mit

|an − a| < ε

2
und |bn − b| < ε

2
.

Damit folgt

−ε
2
< an − a ≤ bn − a = (bn − b) + (b− a) <

ε

2
+ (b− a) , also b− a > −ε .

2. Für alle n ∈ N0 ist an−a ≤ cn−a ≤ bn−a, also |cn−a| ≤ max( |an−a|, |bn−a|). Wegen
(|an − a|)n≥0 → 0 und (|bn − a|)n≥0 → 0 folgt (|cn − a|)n≥0 → 0, also (cn)n≥0 → a. �

Beispiele:



56 FRANZ HALTER-KOCH

1. Sei c ∈ C und r ∈ Q>0. Dann ist (cn−r)n≥1 → 0.

Beweis. Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) |cn−r| < ε. Sei ε ∈ R>0,

n0 ∈ N mit n0 ≥ (ε−1|c|) 1
r und n ≥ n0. Dann folgt |c|n−r ≤ |c|n−r0 < |c|(ε|c|−1) = ε.

2. Sei a ∈ C, |a| < 1. Dann ist (an)n≥0 → 0.

Beweis. Sei |a|−1 = 1 + h mit h ∈ R>0 und n ≥ 2. Dann folgt mit Satz 1.7.5

1

|a|n
= (1 + h)n > 1 + nh , also |an| = |a|n < 1

1 + nh
, und daher (an)n≥0 → 0

nach Beispiel 2 vor Satz 3.2. �

3. Es ist ( 1

n2

n∑
i=1

i
)
n≥1

→ 1

2
und

(3n3 + n2 + 1

n3 − 7

)
n≥3

→ 3 .

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus den Sätzen 3.5 und 3.6 mit Hilfe der
Rechnungen

1

n2

n∑
i=1

i =
1

n2

n(n+ 1)

2
=

1

2

(
1 +

1

n

)
und

3n3 + n2 + 1

n3 − 7
=

3 + 1
n

+ 1
n2

1− 7
n3

. �

4. ( n
√
n)n≥1 → 1.

Beweis. Für n ≥ 3 gilt nach Satz 1.13

1 ≤ n
√
n =

n

√√
n
√
n · 1n−2 <

1

n

(
2
√
n+ n− 2

)
=

2√
n

+ 1− 2

n
.

Mit Beispiel 1 und Satz 3.7.3 folgt die Behauptung. �

5. Für p ∈ Q>0 und a ∈ C mit |a| < 1 ist (annp)n≥1 → 0.

Beweis. Sei b ∈ R mit |a| < b < 1. Nach Satz 3.5 und Beispiel 4 folgt(
|a|1/p ( n

√
n)

)
n≥0

→ |a|1/p < b1/p , und daher (∃m ≥ 1) (∀n ≥ m) |a|1/p n
√
n < b1/p .

Dann ist (∀n ≥ m) 0 ≤ |annp| < bn. Nach Beispiel 2 ist (bn)n≥0 → 0 daher auch
(annp)n≥1 → 0 nach Satz 3.2.3. �

3.3. Monotone Folgen, Intervallschachtelungen und Zifferndarstellungen

Satz 3.8 (Hauptkriterium für monotone Folgen). Jede monotone und beschränkte Folge in R
ist konvergent. Genauer :

(an)n≥0 monoton wachsend =⇒ (an)n≥0 → sup{an | n ∈ N0}.
(an)n≥0 monoton fallend =⇒ (an)n≥0 → inf{an | n ∈ N0}.

Beweis. Sei zuerst (an)n≥0 monoton wachsend und a = sup{an | n ∈ N0}. Wir müssen zeigen:
(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) |an − a| < ε. Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es ein n0 ∈ N0, so dass
a− ε < an0 , und für alle n ≥ n0 ist an0 ≤ an ≤ a, also |an − a| = a− an ≤ a− an0 < ε.

Ist (an)n≥0 monoton fallend, so ist (−an)n≥0 monoton wachsend, und mit dem eben
Gezeigten und Satz 1.15 folgt (−an)n≥0 → sup{−an | n ∈ N0} = − inf{an | n ∈ N0}, also
(an)n≥0 → inf{an | n ∈ N0}. �
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Satz und Definition 3.9 (Intervallschachtelung). Sei (an)n≥0 eine monoton wachsende und
(bn)n≥0 eine monoton fallende Folge in R, so dass

(∀n ∈ N0) an ≤ bn und (bn − an)n≥0 → 0 .

Dann gibt es genau ein z ∈ R, so dass (∀n ∈ N0) z ∈ [an, bn]. Es ist

z = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn .

Man nennt die Folge
(
[an, bn]

)
n≥0

eine Intervallschachtelung und z die durch diese Inter-

vallschachtelung bestimmte Zahl.

Beweis. Es ist (∀n ∈ N0) a0 ≤ an ≤ bn ≤ b0, mit Satz 3.8 folgt

(an)n≥0 → z1 = sup{an | n ∈ N0} , (bn)n≥0 → z2 = inf{bn | n ∈ N0} ,

und es ist (∀n ∈ N0) an ≤ z1 ≤ z2 ≤ bn, also 0 ≤ z2− z1 ≤ bn− an. Wegen (bn− an)n≥0 → 0
folgt z1 = z2. �

Satz und Definition 3.10 (Division mit Rest und g-adische Zifferndarstellung natürlicher
Zahlen). Sei g ∈ N, g ≥ 2 und a ∈ N0.

1. Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen b, r ∈ N0 mit a = bg + r und r < g.

Man nennt b den Quotienten und r den Rest bei der ganzzahligen Division von a duch g
mit Rest.

2. Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen d ∈ N0 und a0, a1, . . . , ad ∈ {0, . . . , g − 1}, so dass

(∗) a = adg
d + ad−1g

d−1 + . . .+ a1g + a0 und [ entweder d = a0 = 0 oder ad 6= 0 ].

Ist ad 6= 0, so folgt gd ≤ a < gd+1.

Gilt (∗) , so schreibt man a = (adad−1 . . . a1a0)g und nennt diese Darstellung die g-
adische Zifferndarstellung von a. Im Falle g = 10 (dekadische Darstellung) läßt man
die Spezifizierung (·)10. weg.

Beweis. 1. Existenz. Induktion nach a. Sei a ∈ N0 und gelte die Behauptung für alle a′ ∈ N0

mit a′ < a (Induktionsvoraussetzung). Ist a < g, so folgt die Behauptung mit b = 0 und r = a.
Sei also a ≥ g. Dann ist 0 ≤ a − g < a und daher gibt es b′, r ∈ N0 mit a − g = b′g + r und
r < g. Es folgt a = (b′ + 1)g + r, und mit b = b′ + 1 gilt die Behauptung.

Eindeutigkeit. Seien b, b′, r, r′ ∈ N0 mit a = bg + r = bg′ + r′, r < g und r′ < g. Dann
folgt g|b− b′| = |r − r′| < g, also |b− b′| = 0, b = b′ und r = r′.

2. Gilt (∗) mit ad 6= 0, so folgt

gd ≤ adg
d ≤ adg

d + ad−1g
d−1 + . . .+ a0 ≤ (g − 1)(gd + gd−1 + . . .+ 1) = gd+1 − 1 < gd+1 .

Wir zeigen Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung (∗) duch Induktion nach a. Sei a ∈ N0,
und habe jedes a′ ∈ N0 mit a′ < a eine eindeutige Darstellung (∗) (Induktionsvoraussetzung).
Ist a < g, so ist notwendig d = 0 (wegen gd ≤ a) und a0 = a, also nichts zu zeigen. Sei daher
im Folgenden a ≥ g.

Nach 1. ist a = a′g+a0 mit a′, a0 ∈ N0 und a0 < g. Wegen a ≥ g ist a′ ≥ 1, und wegen a′ < a
gibt es (nach Induktionsvoraussetzung) Zahlen d ∈ N und a1, . . . , ad ∈ {0, 1, . . . , g − 1} mit
a′ = adg

d−1 + ad−1g
d−2 + . . .+ a2g + a1, also a = a′g + a0 = adg

d + ad−1g
d−1 + . . .+ a1g + a0.
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Es bleibt die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen. Sei also

a = a′d′g
d′ + a′d′−1g

d′−1 + . . .+ a′1g + a′0 mit d′ ∈ N0 und a′0, a
′
1, . . . , a

′
d′ ∈ {0, 1, . . . , g − 1} .

Wegen a ≥ g ist d′ ≥ 1, und wir setzen a′′ = a′d′g
d′−1 + a′d′−1g

d′−2 + . . . + a′2g + a′1. Dann ist
a = a′g + a0 = a′′g + a′0, und aus der Eindeutigkeit in 1. folgt a0 = a′0 und a′ = a′′. Wegen
a′ < a folgt aus der Induktionsvoraussetzung d = d′ und ai = a′i für alle i ∈ {1, . . . , d}. �

Beispiele:

g = 3, a = 10 : 10 = 1 · 32 + 0 · 31 + 1 · 30 = (101)3.

g = 2, a = 10 : 10 = 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20 = (1010)2.

Satz und Definition 3.11 (g-adische Zifferndarstellung reeller Zahlen). Sei g ∈ N, g ≥ 2.

1. Sei (ai)i≥1 eine Folge in {0, 1, . . . , g − 1}. Dann ist([ n∑
i=1

aig
−i,

n∑
i=1

aig
−i + g−n

])
n≥0

eine Intervallschachtelung.

2. Sei z ∈ [0, 1) und (ai)i≥1 eine Folge in {0, 1, . . . , g − 1}. Dann sind äquivalent :

(a)
( n∑
i=1

aig
−i

)
n≥0

→ z und (∀m ≥ 0) (∃j ≥ m) aj < g − 1 .

(b) (∀n ∈ N0)
n∑
i=1

aig
−i ≤ z <

n∑
i=1

aig
−i + g−n .

Eine Folge (ai)i≥1 in {0, 1, . . . , g − 1} mit (a), (b) heißt g-adische Ziffernfolge von z.

3. Sei z ∈ [0, 1). Dann gibt es genau eine g-adische Ziffernfolge von z.

Ist z ∈ [0, 1) und (ai)i≥1 die g-adische Ziffernfolge von z, so schreibt man

z = (0, a1a2a3 . . .)g .

Sei nun z ∈ R>0, bzc = max{g ∈ Z | g ≤ z} = (bdbd−1 . . . b0)g die g-adische Ziffer-
ndarstellung von bzc und (ai)i≥1 die g-adische Ziffernfolge von z − bzc. Dann nennt
man (ai)i≥1 die g-adische Nachkommafolge von z. Man schreibt

z = (bdbd−1 . . . b0, a1a2a3 . . .)g = (bdbd−1 . . . b0)g + (0, a1a2a3 . . .)g

= bdg
d + bd−1g

d−1 + . . .+ b1g + b0 + lim
n→∞

(a1

g
+
a2

g2
+ . . .+

an
gn

)
und nennt diese Darstellung die g-adische Ziffernentwicklung von z. Für n ∈ N0 heißt

zn = bdg
d + bd−1g

d−1 + . . .+ b1g + b0 +
a1

g
+
a2

g2
+ . . .+

an
gn

= bzc+
n∑
i=1

aig
−i

die n-te g-adische Näherung von z.

Die Folge
(
[zn, zn + g−n]

)
n≥0

ist eine Intervallschachtelung, und z ist die dadurch be-

stimmte Zahl.
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4. Sei z ∈ R>0 und (ai)i≥1 die g-adische Nachkommafolge von z. Dann gilt :

z ∈ Q ⇐⇒ (∃k, l ∈ N) (∀n ≥ k) an = an+l .

Ist diese Bedingung erfüllt, so sagt man, die g-adische Ziffernentwicklung von z ist
schließlich-periodisch mit Periode (akak+1 . . . ak+l−1) und schreibt die g-adische Zif-
fernentwicklung von z in der Form

z = (bdbd−1 . . . b0, a1a2a3 . . .)g = (bdbd−1 . . . b0, a1 . . . ak−1akak+1 . . . ak+l−1)g .

Man sagt, die g-adische Ziffernentwicklung von z bricht ab , wenn sie schließlich-
periodisch mit der Periode (0) ist. Man schreibt dann

z = (bdbd−1 . . . b0, a1 . . . ak−10)g = (bdbd−1 . . . b0, a1 . . . ak−1)g .

Spezialfälle: Statt ”g-adisch” sagt man im Falle g = 2 dyadisch und im Falle g = 10
dekadisch . Im Falle g = 10 läßt man den Index (·)10 weg.

Beweis. 1. Für n ≥ 0 ist
n∑
i=1

aig
−i ≤

n+1∑
i=1

aig
−i , also

( n∑
i=1

aig
−i

)
n≥0

monoton wachsend ,

und
n+1∑
i=1

aig
−i + g−(n+1) ≤

n∑
i=1

aig
−i + (g − 1)g−n−1 + g−n−1 =

n∑
i=1

aig
−i + g−n ,

also ( n∑
i=1

aig
−i + g−n

)
n≥0

monoton fallend .

Wegen ( n∑
i=1

aig
−i + g−n

)
−

n∑
i=1

aig
−i = g−n → 0

sind die Bedingungen für eine Intervallschachtelung erfüllt.

2. Für k > m ≥ −1 ist

k∑
i=m+1

(g − 1)g−i = (g − 1)g−(m+1)

k−m−1∑
ν=0

(g−1)ν = (g − 1)g−(m+1) g
−k+m − 1

g−1 − 1
= g−m − g−k .

(a) ⇒ (b) Wegen ( n∑
i=1

aig
−i

)
n≥0

→ z

ist z nach Satz 3.9 die durch die Intervallschachtelung in 1. bestimmte Zahl. Daher folgt

(∀n ≥ 0)
n∑
i=1

aig
−i ≤ z ≤

n∑
i=1

aig
−i + g−n ,

und wir müssen zeigen:

(∀n ≥ 0) z <

n∑
i=1

aig
−i + g−n .
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Sei n ≥ 0. Dann gibt es ein j ≥ n+ 1 mit aj < g − 1, und es folgt

z ≤
j∑
i=1

aig
−i + g−j <

n∑
i=1

aig
−i +

j∑
i=n+1

(g − 1)g−i + g−j

=
n∑
i=1

aig
−i + (g−n − g−j) + g−j =

n∑
i=1

aig
−i + g−n .

(b) ⇒ (a) Nach (b) ist z die durch die Intervallschachtelung in 1. definierte Zahl, und
daher folgt ( n∑

i=1

aig
−i

)
n≥0

→ z

nach Satz 3.9. Wir nehmen nun an, es sei m ≥ 0, so dass (∀j ≥ m) aj = g − 1. Für n > m
ist dann

n∑
i=1

aig
−i =

m∑
i=1

aig
−i +

n∑
i=m+1

(g − 1)g−i =
m∑
i=1

aig
−i + g−m − g−n

und daher

z = lim
n→∞

n∑
i=1

aig
−i =

m∑
i=1

aig
−i + g−m ,

ein Widerspruch.

3. Wir müssen zeigen: Es gibt genau eine Folge (ai)i≥1 in {0, 1, . . . , g − 1}, welche die
Ungleichungen in 2.(b) erfüllt. Dazu zeigen wir:

Ist n ∈ N0 und sind a1, . . . , an ∈ {0, 1, . . . , g − 1} mit
n∑
i=1

aig
−i ≤ z <

n∑
i=1

aig
−i + g−n , also 0 ≤ z′ = z −

n∑
i=1

aig
−i < g−n ,

so gibt es genau ein an+1 ∈ {0, 1, . . . , g − 1} mit

n+1∑
i=1

aig
−i ≤ z <

n+1∑
i=1

aig
−i + g−(n+1) , also z′ ∈

[
an+1g

−(n+1), (an+1 + 1)g−(n+1)
]
.

Wegen z′ ∈ [0, g−n) und 0 = 0 · g−(n+1) < 1 · g−(n+1) < . . . < (g− 1)g−(n+1) < g · g−(n+1) = g−n

ist das aber offensichtlich.

4. Wir können z ∈ (0, 1), also z = (0, a1a2 . . .)g 6= 0 annehmen.

Seien zuerst k, l ∈ N, so dass (∀n ≥ k) an = an+l. Dann gilt zunächst:

A. (∀j ∈ N0) (∀n ≥ k) an = an+jl.

Beweis von A. Induktion nach j. Für j = 0 ist nichts zu zeigen.
j ≥ 0, j → j + 1 : Sei n ≥ k. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann an = an+jl, und

wegen n+ jl ≥ k folgt an+jl = an+jl+l = an+(j+1)l. Damit ist A gezeigt.

Zu jedem n ≥ k gibt es eindeutig bestimmte Zahlen j, ν ∈ N0 mit ν < l, so dass n−k = jl+ν,
und nach A. ist dann an = ak+ν+jl = ak+ν . Nun ist(k+l−1+Jl∑

i=1

aig
−i

)
J≥0

Teilfolge von

( n∑
i=1

aig
−i

)
n≥0

, also

(k+l−1+Jl∑
i=1

aig
−i

)
J≥0

→ z .
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Wegen

k+l−1+Jl∑
i=1

aig
−i =

k−1∑
i=1

aig
−i +

J∑
j=0

l−1∑
ν=0

ak+ν+lj g
−k−ν−lj =

k−1∑
i=1

aig
−i +

J∑
j=0

l−1∑
ν=0

ak+ν g
−k−ν−lj

=
k−1∑
i=1

aig
−i +

( J∑
j=0

g−lj
)( l−1∑

ν=0

ak+νg
−k−ν

)
und ( J∑

j=0

g−lj
)
J≥0

=

(
g−l(J+1) − 1

g−l − 1

)
J≥0

→ −1

g−l − 1
∈ Q

folgt z ∈ Q.

Sei nun z ∈ Q, z = r
q

mit r, q ∈ N und r < q. Wir definieren rekursiv zwei Folgen (an)n≥1

und (rn)n≥0 in N0 durch r0 = r, und

(∀n ≥ 0)
[
grn = an+1q + rn+1 mit rn+1 < q

]
, also an+1 =

grn − rn+1

q
≤ grn

q
< g .

Wir werden zeigen: Die Folge (an)n≥1 ist die g-adische Ziffernfolge von z, und sie ist schließlich-
periodisch. Dafür beweisen wir zuerst:

B. Es ist

(∀n ∈ N0) z =
n∑
i=1

aig
−i +

rn
q
g−n .

Beweis von B. Induktion nach n. Für n = 0 ist nichts zu zeigen.
n ≥ 0, n→ n+ 1 : Es ist

z =
n∑
i=1

aig
−i +

rn
q
g−n =

n∑
i=1

aig
−i +

g−n

q

(an+1q

g
+
rn+1

g

)
=

n+1∑
i=1

aig
−i +

rn+1

q
g−(n+1) .

Damit ist B gezeigt, und daraus folgt

(∀n ∈ N0)
n∑
i=1

aig
−i ≤ z <

n∑
i=1

aig
−i + g−n .

Daher ist (ai)i≥1 die g-adische Ziffernfolge von z. (rn)n≥1 ist eine Folge in {0, 1, . . . , g− 1},
und daher gibt es k, l ∈ N mit rk = rk+l. Wir zeigen nun:

C. (∀n ≥ k) rn = rn+l.
Beweis von C. Induktion nach n. Für n = k ist nichts zu zeigen.
n ≥ k, n → n + 1 : Es ist grn = an+1q + rn+1, und grn = grn+l = an+l+1q + rn+l+1, und

wegen der Eindeutigkeit in Satz 3.10 folgt rn+1 = rn+l+1. Damit ist C gezeigt.

Sei nun n ≥ k + 1. Nach C ist dann rn−1 = rn+l−1. Wegen grn−1 = anq + rn und
grn−1 = grn+l−1 = an+lq+ rn+l folgt (wieder wegen der Eindeutigkeit in Satz 3.10 ) an = an+l.
Daher ist die Folge (ai)i≥1 schließlich-periodisch. �

3.4. Allgemeine Potenzen und Euler’sche Zahl

Satz und Definition 3.12.
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1. Sei a ∈ R>0, r ∈ R und (rn)n≥0 eine Folge in Q mit (rn)n≥0 → r. Dann ist die
Folge (arn)n≥0 konvergent, und ihr Grenzwert hängt nur von a und r ab.

Man definiert

ar = lim
n→∞

arn .

2. Seien a, b ∈ R>0 und r, s ∈ R.

(a) ar+s = aras, a−r = (a−1)r, arbr = (ab)r und (ar)s = ars.

(b) a < b ∧ r > 0 =⇒ ar < br; a < b ∧ r < 0 =⇒ ar > br.

(c) r < s ∧ a > 1 =⇒ ar < as; r < s ∧ a < 1 =⇒ ar > as.

3. (Lipschitz-Eigenschaft) Seien M ∈ N, M ≥ 2, a, b ∈ (M−1,M) und r, s ∈ (−M,M).
Dann ist

|ar − bs| ≤MM+4
(
|a− b|+ |r − s|

)
.

4. Sei (an)n≥0 eine Folge in R>0, (rn)n≥0 eine Folge in R, a ∈ R>0, r ∈ R, (an)n≥0 → a
und (rn)n≥0 → r. Dann folgt (

arnn
)
n≥0

→ ar .

Beweis. A. Beweis von 3. für r, s ∈ Q. Seien M ∈ N, M ≥ 2, a, b ∈ (M−1,M) und
r, s ∈ (−M,M) ∩Q. Wir zeigen:

1) |ar − as| ≤MM+1|r − s| ; 2) |as − bs| ≤MM+4|a− b|

[ dann folgt |ar − bs| ≤ |ar − as|+ |as − bs| ≤MM+4
(
|a− b|+ |r − s|

)
].

Behauptung a. Sei t ∈ Q≥0 und a ∈ R≥1. Dann folgt at − 1 ≤ tat+1.

Ist t ≥ 1, so folgt trivialerweise at − 1 < at ≤ tat+1. Sei also t < 1, t = p
n

mit p ∈ N0, n ∈ N
und p < n. Dann folgt mit Satz 1.13

at =
n
√
ap · 1n−p ≤ 1

n

(
pa+ n− p

)
= 1 +

p

n
(a− 1) = 1 + t(a− 1) < 1 + tat+1 .

Damit ist Behauptung a. gezeigt.

Als Nächstes beweisen wir 1) . Sei zunächst a ∈ [1,M) und (ohne Einschränkung) r ≥ s,
t = r − s. Mit Hilfe von a. folgt dann

|ar − as| = as(at − 1) ≤ astat+1 = tar+1 ≤ |r − s|MM+1 .

Ist a ∈ (M−1, 1), so ist a−1 ∈ (1,M) und daher |ar−as| = |(a−1)−r− (a−1)−s| ≤ |r− s|MM+1

auf Grund des bereits Gezeigten.

Für den Beweis von 2) sei zuerst s > 0, s = n
p

mit n, p ∈ N. Dann folgt

|as − bs| =
∣∣( p
√
a
)n − (

p
√
b
)n∣∣ =

∣∣ p
√
a− p

√
b
∣∣ n−1∑
j=0

(
p
√
a
)n−1−j( p

√
b
)j

≤
∣∣ p
√
a− p

√
b
∣∣ n−1∑
j=0

M
n−1−j

p M
j
p <

∣∣ p
√
a− p

√
b
∣∣nMM
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und

|a− b| =
∣∣( p
√
a
)p − (

p
√
b
)p∣∣ =

∣∣ p
√
a− p

√
b
∣∣ p−1∑
j=0

(
p
√
a
)p−1−j( p

√
b
)j

≥
∣∣ p
√
a− p

√
b
∣∣ p−1∑
j=0

(
M−1

) p−1−j
p

(
M−1

) j
p >

∣∣ p
√
a− p

√
b
∣∣ p

M
.

Damit erhalten wir

|as − bs| ≤ |a− b|M
p

(
nMM) = MM+2|a− b| .

Im Falle s < 0 folgt auf Grund des bereits Gezeigten

|as − bs| =
∣∣(a−1)−s − (b−1)−s

∣∣ ≤MM+2
∣∣a−1 − b−1

∣∣ = MM+2|ab|−1 |a− b| ≤MM+4 |a− b| .

B. Beweis von 1. Wir zeigen zuerst, dass es überhaupt eine Folge (rn)n≥0 in Q gibt, so
dass (rn)n≥0 → r und (arn)n≥0 konvergiert. Sei zuerst a > 1, z = r − brc ∈ [0, 1) und
(zn)n≥0 die Folge der 2-adischen Näherungen von z. Dann ist (brc + zn)n≥0 eine monoton
wachsende Folge mit (brc + zn)n≥0 → r. Nach Satz 1.12 ist dann die Folge (abrc+zn)n≥0

ebenfalls monoton wachsend und beschränkt, also konvergent. Ist a < 1, so gibt es nach dem
eben Gezeigten eine Folge (rn)n≥0 in Q mit (rn)n≥0 → −r, so dass

(
(a−1)rn

)
n≥0

konvergiert.

Dann ist (−rn)n≥0 → r, und (a−rn)n≥0 konvergent.
Seien nun (rn)n≥0 und (sn)n≥0 Folgen in Q mit (rn)n≥0 → r, (sn)n≥0 → r und

(arn)n≥0 → z ∈ R. Sei M ∈ N mit a ∈ (M−1,M) und (∀n ∈ N0) rn, sn ∈ (−M,M). Dann
folgt ∣∣asn − z

∣∣ ≤ ∣∣asn − arn
∣∣ +

∣∣arn − z
∣∣ ≤MM+4 |sn − rn|+

∣∣arn − z
∣∣ → 0 ,

also auch (asn)n≥0 → z.

C. Beweis von 3. Seien M ∈ N≥2, a, b ∈ (M−1,M) und r, s ∈ (−M,M). Seien (rn)n≥0,
(sn)n≥0 Folgen in Q, (rn)n≥0 → r und (sn)n≥0 → s. Dann

(∃k ∈ N0) (∀n ≥ k) rn, sn ∈ (−M,M) , also |arn − bsn| ≤MM+4
(
|a− b|+ |rn − sn|

)
.

Wegen
(
|arn − bsn|

)
n≥k → |ar − bs| und (|rn − sn|)n≥k → |r − s| folgt die Behauptung.

D. Beweis von 4. Sei M ∈ N≥2 mit a ∈ (M−1,M) und r ∈ (−M,M). Dann gibt es ein
k ∈ N0, so dass (∀n ≥ k) an ∈ (M−1,M), rn ∈ (−M,M), und daher

|arnn − ar| ≤MM+4
(
|an − a|+ |rn − r|

)
→ 0 , also (arnn )n≥0 → ar .

E. Beweis von 2. Seien (rn)n≥0, (sn)n≥0 Folgen in Q mit (rn)n≥0 → r und (sn)n≥0 → s,
also (arn)n≥0 → ar, (brn)n≥0 → br und (asn)n≥0 → as.

(a) Es ist (rn + sn)n≥0 → r + s , also (arn+sn)n≥0 → ar+s , (arnasn)n≥0 → aras , und
(∀n ∈ N0) arnasn = arn+sn nach Satz 1.12. Daher folgt ar+s = aras. Insbesondere folgt
ara−r = a0 = 1, also a−r = (a−1)r.

Es ist (arnbrn)n≥0 → arbr ,
(
(ab)rn

)
n≥0

→ (ab)r , und (∀n ≥ 0) arnbrn = (ab)rn nach Satz

1.12. Daher folgt arbr = (ab)r.
Aus (arn)n≥0 → ar folgt

(
(arn)sn

)
n≥0

→ (ar)s nach 4., und aus (rnsn)n≥0 → rs folgt

(arnsn)n≥0 → ars. Nun ist (∀n ∈ N0) (arn)sn = arnsn nach Satz 1.12, und daher (ar)s = ars.

(b) Sei a < b, also a−1b > 1, r > 0 und ε ∈ (0, r) ∩Q. Dann (∃k ∈ N0) (∀n ≥ k) rn ≥ ε,
also (a−1b)rn ≥ (a−1b)ε > 1 nach Satz 1.12. Wegen

(
(a−1b)rn

)
n≥k → (a−1b)r = (ar)−1br
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folgt (ar)−1br ≥ (a−1b)ε > 1 und daher auch ar < br. Ist a < b und r < 0, so folgt
(ar)−1 = a−r < b−r = (br)−1 und daher br < ar.

(c) Seien ε1, ε2 ∈ Q mit r < ε1 < ε2 < s (siehe Satz 1.10). Dann

(∃k ≥ 0) (∀n ≥ k) rn < ε1 ∧ sn > ε2 , also arn < aε1 < aε2 < asn

nach Satz 1.12, und es folgt ar ≤ aε1 < aε2 ≤ as. �

Satz und Definition 3.13 (Euler’sche Zahl).

1. Sei z ∈ R und k ∈ N0 mit k > −z. Dann ist((
1 +

z

n

)n)
n≥k

eine (im Falle z 6= 0 streng) monoton wachsende Folge, und([(
1 +

1

n

)n
,
(
1 +

1

n

)n+1
])

n≥1

ist eine Intervallschachtelung.

Die Zahl

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= 2, 71828 . . . heißt Euler’sche Zahl .

2. Sei z ∈ R und (xn)n≥0 eine Folge in R× mit (xn)n≥0 → 0. Sei k ∈ N, so dass
(∀n ≥ k) 1 + zxn > 0. Dann folgt(

(1 + zxn)
1/xn

)
n≥k → ez . Insbesondere :

((
1 +

z

n

)n)
n≥1

→ ez .

Beweis. 1. Im Falle z = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also z 6= 0. Für n ≥ k ist nach Satz 1.13

n+1

√(
1 +

z

n

)n
· 1 <

1

n+ 1

[
n
(
1 +

z

n

)
+ 1

]
=

1

n+ 1
(n+ 1 + z) = 1 +

z

n+ 1

und daher(
1 +

z

n

)n
<

(
1 +

z

n+ 1

)n+1

, also

((
1 +

z

n

)n)
n≥k

streng monoton wachsend .

Es bleibt zu zeigen:((
1 +

1

n

)n+1
)
n≥1

monoton fallend , und

((
1 +

1

n

)n+1

−
(
1 +

1

n

)n)
n≥1

→ 0 .

Es ist ((
1− 1

n+ 1

)n+1
)
n≥1

=

(( 1

1 + 1
n

)n+1
)
n≥1

streng monoton wachsend ,

und daher ist ((
1 +

1

n

)n+1
)
n≥1

streng monoton fallend .

Insbesondere folgt

(∀n ∈ N)
(
1 +

1

n

)n
<

(
1 +

1

n

)n+1

≤ 4
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und daher (
1 +

1

n

)n+1

−
(
1 +

1

n

)n
=

1

n

(
1 +

1

n

)n
→ 0 .

2. Im Falle z = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also z 6= 0 und (∀n ∈ N0) yn = zxn. Dann ist
(yn)n≥0 → 0, und wir können annehmen, dass (∀n ∈ N0) |yn| < 1. Wir zeigen(
(1 + yn)

1/yn
)
n≥0

→ e
[
dann folgt (1 + zxn)

1/xn = (1 + yn)
z/yn =

(
(1 + yn)

1/yn
)z → ez

]
.

FALL 1 : (∃m ∈ N0) (∀n ≥ m) yn > 0. Für n ≥ m sei kn = by−1
n c ∈ N. Dann ist

kn ≤
1

yn
< kn + 1 , also

(
1 +

1

kn + 1

)kn

≤ (1 + yn)
1/yn ≤

(
1 +

1

kn

)kn+1

.

Wegen(
1 +

1

kn

)kn+1

→ e und
(
1 +

1

kn + 1

)kn

=
(
1 +

1

kn + 1

)kn+1(
1 +

1

kn + 1

)−1

→ e

folgt
(
(1 + yn)

1/yn
)
n≥0

→ e.

FALL 2 : (∃m ∈ N0) (∀n ≥ m) yn < 0. Für n ≥ m sei

un =
−yn

1 + yn
∈ R>0 , also (un)n≥0 → 0 , yn =

−un
1 + un

und 1 + yn =
1

1 + un
.

Damit folgt (nach FALL 1 )

(1 + yn)
1/yn = (1 + un)

(1+un)/un = (1 + un) (1 + un)
1/un → 1 · e = e .

FALL 3 : Die Mengen T1 = {n ∈ N0 | yn > 0} und T2 = {n ∈ N0 | yn < 0} sind beide unend-
lich. Nach FALL 1 und FALL 2 folgt

(
(1 + yn)

1/yn
)
n∈T1

→ e und
(
(1 + yn)

1/yn
)
n∈T2

→ e,

und nach Satz 3.4 folgt
(
(1 + yn)

1/yn
)
n≥0

→ e. �

3.5. Bestimmte Divergenz

Definition 3.4. Eine Folge (an)n≥0 in R heißt bestimmt divergent gegen

• ∞ , (an)n≥0 →∞ , wenn (∀M ∈ R) (∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0) an > M .

• −∞ , (an)n≥0 → −∞ , wenn (∀M ∈ R) (∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0) an < M .

Bemerkungen: Sei (an)n≥0 eine Folge in R.

1. (an)n≥0 →∞ ⇐⇒ (∀M ∈ R) (∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0) an ≥M .

2. (an)n≥0 →∞ ⇐⇒ (−an)n≥0 → −∞.

Satz 3.14 (Rechnen mit bestimmt divergenten Folgen). Seien (an)n≥0, (bn)n≥0 Folgen in R.

1. (an)n≥0 monoton wachsend und nicht beschränkt =⇒ (an)n≥0 →∞.

Insbesondere gilt stets :

(an)n≥0 monoton wachsend =⇒ (an)n≥0 → sup{an | n ∈ N0}.
2. (an)n≥0 →∞ =⇒ (∃k ∈ N0) (∀n ≥ k) an > 0 ∧ (a−1

n )n≥k → 0 .

3. (∀n ∈ N0) an > 0 ∧ (an)n≥0 → 0 =⇒ (a−1
n )n≥0 →∞ .

4. (an)n≥0 →∞ ∧ (∀n ∈ N0) an ≤ bn =⇒ (bn)n≥0 →∞ .

5. Satz 3.4 gilt auch für a = ±∞.
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Beweis. 1. Sei (an)n≥0 monoton wachsend und nicht beschränkt, und sei M ∈ R. Dann gibt
es ein n0 ∈ N, so dass an0 > M , und für alle n ≥ n0 ist dann an ≥ an0 > M .

2. Sei (an)n≥0 →∞. Dann gibt es nach Definition ein k ∈ N0, so dass (∀n ≥ k) an > 0. Sei
nun ε ∈ R>0. Dann gibt es ein n1 ∈ N0, so dass (∀n ≥ n1) an > ε−1. Ist nun n0 = max(n1, k)
und n ≥ n0, so folgt |a−1

n | = a−1
n < ε.

3. Sei (∀n ∈ N0) an > 0 ∧ (an)n≥0 → 0. Sei M ∈ R und M1 = max(M, 1). Dann gibt es
ein n0 ∈ N, so dass (∀n ≥ n0) an < M−1

1 , also auch (∀n ≥ n0) a−1
n > M1 ≥M .

4. Sei (an)n≥0 → ∞ ∧ (∀n ∈ N0) an ≤ bn. Ist M ∈ R, so gibt es ein n0 ∈ N0, so dass
(∀n ≥ n0) an > M , und dann folgt (∀n ≥ n0) bn ≥ an > M .

5. Sei (an)n≥0 eine Folge in R. Es genügt, den Fall a = ∞ zu betrachten, und (wegen 3.)
müssen wir zeigen:

A. Ist (an)n≥0 →∞ und (mk)k≥0 eine Folge in N mit (mk)k≥0 →∞, so ist (amk
)k≥0 →∞.

B. Ist N0 = T1 ∪ T2 mit unendlichen Teilmengen T1 und T2, so dass (an)n∈T1 → ∞ und
(an)n∈T2 →∞, so folgt auch (an)n≥0 →∞.

Beweis von A. Sei (an)n≥0 → ∞, (mk)k≥0 eine Folge in N mit (mk)k≥0 → ∞, und sei
M ∈ R. Dann gibt es ein n0 ∈ N0, so dass (∀n ≥ n0) an > M , und es gibt ein k0 ∈ N0, so
dass (∀k ≥ k0) mk ≥ n0, und daher (∀k ≥ k0) amk

> M .

Beweis von B. Sei N0 = T1 ∪ T2 mit unendlichen Teilmengen T1 und T2, (an)n∈T1 → ∞,
(an)n∈T2 →∞, und sei M ∈ R. Dann gibt es n1, n2 ∈ N0, so dass für i ∈ {1, 2} gilt: Ist n ∈ Ti
und n ≥ ni, so folgt an > M . Ist nun n0 = max(n1, n2), so ist (∀n ≥ n0) an > M . �

Beispiele:

1. a ∈ R, a > 1 =⇒ (an)n≥0 →∞ .

Beweis. Auf Grund von Beispiel 1 nach Satz 3.7 ist
(
(a−1)n

)
n≥0

→ 0, und daher

(an)n≥0 →∞ nach Satz 3.14. �

2.
(
1 + 1

2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n

)
n≥1

→∞ .

Beweis. Die Folge ist monoton wachsend, und für m ∈ N ist

2m−1∑
j=1

1

j
=

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
j=2µ

1

j
>

m−1∑
µ=0

2µ+1−1∑
j=2µ

1

2µ+1
=

m

2
.

Daher ist die Folge nicht beschränkt und divergiert gegen ∞. �

3. Es ist ( n
n
√
n!

)
n≥1

→ e und
(

n
√
n!

)
n≥1

→ ∞ .

Beweis. Sei n ∈ N. Nach Satz 3.13, angewandt für ν ∈ {1, . . . , n− 1}, folgt

n−1∏
ν=1

(
1 +

1

ν

)ν
< en−1 <

n−1∏
ν=1

(
1 +

1

ν

)ν+1

.

Nun ist
n−1∏
ν=1

(
1 +

1

ν

)ν
=

2·32 ·43 ·. . .·nn−1

22 ·33 ·44 ·. . .·(n− 1)n
=

nn−1

(n− 1)!
und

n−1∏
ν=1

(
1 +

1

ν

)ν+1

=
nn

(n− 1)!
,
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also
e1− 1

n

n
√
n

<
n

n
√
n!

< e1− 1
n .

Auf Grund von Beispiel 4 nach Satz 3.7 ist(
e1− 1

n

n
√
n

)
n≥1

→ e und
(
e1− 1

n

)
n≥1

→ e , also auch
( n

n
√
n!

)
n≥1

→ e .

Insbesondere folgt: (∃n0 ∈ N) (∀n ≥ n0)
n
√
n! > n, und daher

(
n
√
n!

)
n≥1

→ ∞. �

4. ρ ∈ R>0 =⇒ (nρ)n≥1 →∞ .

Beweis. Sei r ∈ (0, ρ) ∩ Q. Dann ist (∀n ∈ N) n−ρ < n−r und (n−r)n≥0 → 0 auf
Grund von Beispiel 1 nach Satz 3.7. Daher ist auch (n−ρ)n≥0 → 0 und (nρ)n≥1 → ∞
nach Satz 3.14. �

Satz 3.15. Sei ∅ 6= A ⊂ R.

1. Es gibt eine monoton wachsende Folge (an)n≥0 in A mit (an)n≥0 → sup(A).

2. Es gibt eine monoton fallende Folge (an)n≥0 in A mit (an)n≥0 → inf(A).

3. Sei A ein Intervall und c ∈ A◦. Dann gibt es eine monoton fallende Folge (an)n≥0 in
A ∩ (−∞, c) und eine monoton wachsene Folge (bn)n≥0 in A ∩ (c,∞) mit

A =
⋃
n∈N0

[an, bn] .

Hat A ein Minimum, so kann man (∀n ≥ 0) an = min(A) wählen. Hat A ein Maximum,
so kann man (∀n ≥ 0) bn = max(A) wählen.

Beweis. 1. FALL 1 : sup(A) = ∞. Sei a0 ∈ A beliebig und (an)n≥0 rekursiv definiert wie
folgt: Für n ≥ 0 sei an+1 ∈ A mit an+1 ≥ max{an, n + 1} (existiert, da sup(A) = ∞). Dann
ist (an)n≥0 monoton wachsend, und (an)≥0 →∞ nach Satz 3.14.4.

FALL 2 : sup(A) = a <∞. Sei a0 ∈ A beliebig und (an)n≥0 rekursiv definiert wie folgt: Für
n ≥ 0 sei an+1 ∈ A mit an+1 ≥ max

{
an, a − 1

n

}
. Dann ist (an)n≥0 monoton wachsend, und

nach Satz 3.7 folgt (an)n≥1 → a.

2. Nach 1. gibt es eine monoton wachsende Folge (an)n≥0 in −A mit (an)n≥0 → sup(−A).
Dann ist (−an)n≥0 eine monoton fallende Folge in A mit (−an)n≥0 → − sup(−A) = inf(A).

3. Hat A ein Minimum, so sei (∀n ∈ N0) an = min(A); andernfalls sei (an)n≥0 eine beliebige
monoton fallende Folge in A ∩ (−∞, c) mit (an)n≥0 → inf(A). Hat A ein Maximum, so sei
(∀n ∈ N0) bn = max(A); andernfalls sei (bn)n≥0 eine beliebige monoton wachsende Folge
in A ∩ (c,∞) mit (bn)n≥0 → sup(A). Dann ist offensichtlich (∀n ∈ N0) [an, bn] ⊂ A. Ist
a = min(A) oder a = max(A), so ist nach Definition (∀n ∈ N0) a ∈ [an, bn]. Ist a ∈ A und
inf(A) < a < sup(A), so gibt es n1, n2 ∈ N0, so dass (∀n ≥ n1) an < a und (∀n ≥ n1) bn > a.
Ist dann n = max(n1, n2), so folgt a ∈ [an, bn]. �

3.6 Häufungswerte

Definition 3.5.
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1. Sei X ein normierter Raum, a ∈ X und (an)n≥0 eine Folge in X. Man nennt a einen
Häufungswert von (an)n≥0, wenn es eine Teilfolge (ank

)k≥0 von (an)n≥0 gibt mit
(ank

)k≥0 → a.

2. Sei a = ∞ oder a = −∞ und (an)n≥0 eine Folge in R. a heißt ( uneigentlicher )
Häufungswert von (an)n≥0, wenn es eine Teilfolge (ank

)k≥0 von (an)n≥0 gibt mit
(ank

)k≥0 → a.

Bemerkung:

a ist (uneigentlicher) Häufungswert von (an)n≥0 ⇐⇒ −a ist (uneigentlicher) Häufungswert
von (−an)n≥0.

Satz 3.16. Sei X ein normierter Raum, (an)n≥0 eine Folge in X und a ∈ X. Dann gilt :

a ist Häufungswert von (an)n≥0 ⇐⇒ (∀U ∈ U(a)) |{n ∈ N0 | an ∈ U}| = ∞.

Beweis. =⇒ : Sei (ank
)k≥0 eine Teilfolge von (an)n≥0 mit (ank

)k≥0 → a, und sei U ∈ U(a).
Dann (∃k0 ∈ N0) (∀k ≥ k0) ank

∈ U . Insbesondere ist |{n ∈ N0 | an ∈ U}| = ∞.

⇐= : Sei die Folge (nk)k≥0 in N0 rekursiv definiert durch

n0 = 0 und (∀k ≥ 1) nk = min{m ∈ N | m > nk−1 und am ∈ B1/k(a)} .
Dann ist (nk)k≥0 streng monoton wachsend und (ank

)k≥0 → a. Daher ist a ein Häufungswert
von (an)n≥0. �

Satz und Definition 3.17 (Bolzano-Weierstrass). Sei (an)n≥0 eine Folge in R und H ⊂ R
die Menge der Häufungswerte von (an)n≥0.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :
(a) ∞ ∈ H.

(b) (an)n≥0 ist nicht nach oben beschränkt.

(c) (∀M ∈ R) |{n ∈ N0 | an > M}| = ∞.

2. Sei

G∗ = {x ∈ R | für unendlich viele n ∈ N0 ist an ≥ x } und a∗ = sup(G∗) ,

G∗ = {x ∈ R | für unendlich viele n ∈ N0 ist an ≤ x } und a∗ = inf(G∗) .

Dann ist a∗ ∈ H, a∗ ∈ H, und (∀a ∈ H) a∗ ≤ a ≤ a∗ .

Man nennt

lim inf
n→∞

an = lim (an)n≥0 = a∗ den Limes inferior und

lim sup
n→∞

an = lim (an)n≥0 = a∗ den Limes superior von (an)n≥0 .

3. Für n ≥ 0 sei αn = inf{ak | k ≥ n} ∈ [−∞,∞) und βn = sup{ak | k ≥ n} ∈ (−∞,∞].
Dann folgt (αn)n≥0 → a∗ und (βn)n≥0 → a∗

[ dabei macht man folgende Konventionen : Ist αn = −∞ für alle n ≥ 0, so setzt man
a∗ = −∞; ist n0 ≥ 0 und αn ∈ R für alle n ≥ n0, so betrachtet man an Stelle von
(αn)n≥0 das Endstück (αn)n≥n0; ist βn = ∞ für alle n ≥ 0, so setzt man a∗ = ∞;
ist n0 ≥ 0 und βn ∈ R für alle n ≥ n0, so betrachtet man an Stelle von (βn)n≥0 das
Endstück (βn)n≥n0 ].
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4. Für a ∈ R gilt : (an)n≥0 → a ⇐⇒ a = lim (an)n≥0 = lim(an)n≥0 ⇐⇒ H = {a} .

5. Ist (an)n≥0 beschränkt, so ist ∅ 6= H ⊂ R (jede beschränkte Folge in R besitzt einen
Häufungswert in R ).

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Sei (an)n∈T eine Teilfolge von (an)n≥0 mit (an)n∈T →∞. Dann ist
(an)n∈T und daher auch (an)n≥0 nicht nach oben beschränkt.

(b) ⇒ (c) Wir nehmen an, es gibt ein M ∈ R, so dass die Menge T = {n ∈ N | an > M}
endlich ist. Dann existiert M1 = max{an | n ∈ T}, und max{M,M1} ist eine obere Schranke
von (an)n≥0, ein Widerspruch!

(c) ⇒ (a) Die Folge (mk)k≥0 in N0 sei rekursiv definiert durch

m0 = 0 und (∀k ∈ N0) mk+1 = min{n ∈ N | n > mk, an ≥ k + 1} .
Dann ist (amk

)k≥0 eine Teilfolge von (an)n≥0 mit (amk
)k≥0 →∞.

2. Wir zeigen die Behauptungen für a∗ (die für a∗ zeigt man in analoger Weise oder durch
Übergang zur Folge (−an)n≥0 ).

FALL 1 : a∗ = ∞. Dann ist für jedes M ∈ R die Menge {n ∈ N0 | an > M} unendlich und
daher ∞ ∈ H nach 1.

FALL 2 : a∗ = −∞. Dann ist G∗ = ∅, das heißt (∀M ∈ R) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) an < M .
Es ist also (an)n≥0 → −∞ und daher auch (an)n∈T → −∞ für jede Teilfolge (an)n∈T von
(an)n≥0. Folglich ist H = {−∞}.
FALL 3 : a∗ ∈ R. Wir müssen zeigen: 1) a∗ ∈ H; 2) (∀a ∈ H) a ≤ a∗.

1) Nach Satz 3.16 ist zu zeigen: Für alle ε ∈ R>0 ist {n ∈ N0 | a∗ − ε < an < a∗ + ε }
unendlich. Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es ein x ∈ G∗ mit x > a∗ − ε, und daher ist die Menge
{n ∈ N0 | an > x} unendlich. Ist a∗ < y < a∗ + ε, so ist y /∈ G∗, und daher ist die Menge
{n ∈ N0 | an > y} endlich. Folglich ist auch die Menge

{n ∈ N0 | a∗ − ε < an < a∗ + ε } ⊃ {n ∈ N0 | an > x} \ {n ∈ N0 | an > y}
unendlich.

2) Sei a ∈ H. Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) a ≤ a∗ + ε. Sei ε ∈ R>0. Dann ist nach Satz 3.16
die Menge {n ∈ N0 | an > a− ε} unendlich, also a− ε ∈ G∗ und daher a− ε ≤ a∗.

3. Wir zeigen die Behauptung für a∗. Für n ∈ N0 sei αn = inf{ak | k ≥ n}. Dann ist
(αn)n≥0 monoton wachsend und daher (αn)n≥0 → α = sup{αn | n ≥ 0} nach Satz 3.15. Wir
müssen zeigen: 1) (∀x ∈ G∗) x ≥ α. 2) (∀x ∈ R) [x > α ⇒ (∃x1 < x) x1 ∈ G∗ ].

1) Sei x ∈ G∗. Dann ist T = {n ∈ N0 | an < x} unendlich und daher a∗ ≥ lim(an)n∈T ≥ x.
2) Sei x ∈ R, x > α und x1 ∈ (α, x). Für alle n ∈ N0 ist dann αn ≤ α < x1, also gibt es

ein kn ≥ n mit akn < x1. Daher ist die Menge {k ∈ N0 | ak < x1} unendlich und x1 ∈ G∗.

4. Nach 2. ist
[
H = {a} ⇐⇒ a∗ = a∗

]
. Ist (an)n≥0 → a, so konvergiert bzw. divergiert

auch jede Teilfolge von (an)n≥0 gegen a, und daher ist H = {a}. Es bleibt zu zeigen:

Aus H = {a} (also a = a∗ = a∗) folgt (an)n≥0 → a.

FALL 1 : a = ∞. Dann ist G∗ = ∅ und daher gilt: (∀M ∈ R) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) an ≥M ,
also (an)n≥0 →∞.

FALL 2 : Nach FALL 1 , angewandt auf die Folge (−an)n≥0.

FALL 3 : a ∈ R. Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) {n ∈ N0 | an /∈ [a − ε, a + ε] } ist
endlich. Sei ε ∈ R>0. Wegen a + ε /∈ G∗ ist die Menge {n ∈ N0 | an > a + ε} endlich, und
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wegen a − ε /∈ G∗ ist die Menge {n ∈ N0 | an < a − ε} endlich. Daher ist auch die Menge
{n ∈ N0 | an /∈ [a− ε, a+ ε] } endlich.

5. Nach 1. ist ∞ /∈ H, und da auch (−an)n≥0 beschränkt ist, ist auch −∞ /∈ H. Nach 2.
ist aber H 6= ∅. �

Beispiele:

Für die nachstehenden Folgen (an)n≥1 ist H ⊂ R die Menge der Häufungswerte von (an)n≥1,
a∗ = lim (an)n≥1 und a∗ = lim (an)n≥1 .

1. an = (−1)n : H = {1,−1}, a∗ = −1, a∗ = 1.

2. an =
(
1 + (−1)n

n

)n
: H =

{
e, 1

e

}
, a∗ = 1

e
, a∗ = e.

3.

an =


1 + 2−n , falls n = 3k ,

1 + (−1)nn , falls n = 3k + 1 ,

2 , falls n = 3k + 2 .

H = {−∞, 1, 2,∞}, a∗ = −∞, a∗ = ∞.

3.7. Vollständigkeitssatz und Normäquivalenzsatz

Satz 3.18. Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum, (ak)k≥0 eine Cauchyfolge in X und a ein
Häufungswert von (ak)k≥0. Dann folgt (ak)k≥0 → a.

Beweis. Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃k0 ∈ N0) (∀k ≥ k0) ‖ak − a‖ < ε. Sei ε ∈ R>0 und
l ∈ N0, so dass

(∀m, n ≥ l) |am − an| <
ε

2
, und sei k0 ≥ l, so dass ‖ak0 − a‖ < ε

2
(nach Satz 3.16). Ist nun k ≥ k0, so folgt

|ak − a| ≤ |ak − ak0|+ |ak0 − a| < ε

2
+
ε

2
= ε . �

Satz 3.19 (Cauchy’sches Konvergenzkriterium). R ist vollständig (das heißt, jede Cauchyfolge
in R ist konvergent ).

Beweis. Sei (an)n≥0 eine Cauchyfolge in R. Nach Satz 3.2 ist (an)n≥0 beschränkt, nach Satz
3.17.5 besitzt (an)n≥0 eine Häufungswert a ∈ R, und nach Satz 3.18 ist (an)n≥0 → a. �

Satz 3.20 (Hauptsatz der Konvergenztheorie in Rn). Sei n ∈ N.

1. (Normäquivalenzsatz) Je zwei Normen auf Rn sind äquivalent.

2. (Satz von der komponentenweisen Konvergenz) Sei (ak)k≥0 eine Folge in Rn. Für
k ∈ N0 sei ak = (ak,1, . . . , ak,n), und sei a = (a1, . . . an) ∈ Rn . Dann gilt :

(ak)k≥0 → a ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (ak,i)n≥0 → ai .

3. (Vollständigkeitssatz) Rn ist ein Banachraum.

4. (Satz von Bolzano-Weierstrass) Jede beschränkte Folge in Rn hat einen Häufungswert
in Rn.

Auf Grund von 1. gelten die Aussagen 2., 3. und 4. für jede Norm auf Rn.
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Beweis. Wir zeigen zuerst 2., 3. und 4. für die Maximumsnorm und erst danach 1. Für
i ∈ {1, . . . , n} sei ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn der i-te Einheitsvektor.

2. (für ‖ · ‖∞ )
=⇒ : Sei (ak)k≥0 → a und i ∈ {1, . . . , n}. Für k ∈ N0 ist

|ak,i − ai| ≤ max
{
|ak,1 − a1|, . . . , |ak,n − an|

}
= ‖ak − a‖∞ .

Aus (‖ak − a‖∞)k≥0 → 0 folgt daher (|ak,i − ai|)k≥0 → 0, also (ak,i)k≥0 → ai.

⇐= : Wegen

ak − a =
n∑
i=1

(ak,i − ai) ei

und (∀i ∈ {1, . . . , n} (ak,i − ai)k≥0 → 0 folgt (ak − a)k≥0 → 0 (nach Satz 3.5 ) und daher
(ak)k≥0 → a.

3. (für ‖ · ‖∞ ) Sei (ak)k≥0 eine Cauchyfolge in Rn, und für k ∈ N0 sei ak = (ak,1, . . . , ak,n).
Wir zeigen: Für alle i ∈ {1, . . . , n} ist (ak,i)k≥0 eine Cauchyfolge in R. Nach Satz 3.19 sind
dann die Folgen (ak,i)k≥0 für alle i ∈ {1, . . . , n} konvergent, und nach 2. ist auch (ak)k≥0

konvergent. Wir müssen zeigen: Für alle i ∈ {1, . . . , n} gilt:

(∀ε ∈ R>0) (∃k0 ∈ N0) (∀k, l ≥ k0) |ak,i − al,i| < ε .

Sei i ∈ {1, . . . , n} und ε ∈ R>0. Dann (∃k0 ∈ N0) (∀k, l ≥ k0) ‖ak − al‖∞ < ε. Für alle
k, l ≥ k0 ist dann auch |ak,i − al,i| ≤ ‖ak − al‖∞ < ε.

4. (für ‖ · ‖∞ ) Sei (ak)k≥0 eine Folge in Rn, und für k ∈ N0 sei ak = (ak,1, . . . , ak,n).
Wegen ‖ak‖∞ = max{|ak,1|, . . . , |ak,n|} ist (ak)k≥0 genau dann beschränkt, wenn die Folgen
(ak,i)k≥0 für alle i ∈ {1, . . . n} beschränkt sind. Sei nun (ak)k≥0 beschränkt. Wir beweisen
die Existenz eines Häufungswertes von (ak)k≥0 durch Induktion nach n.

n = 1 : Nach Satz 3.17.5.

n ≥ 2, n − 1 → n : Nach Induktionsvoraussetzung hat die (ebenfalls beschränkte) Folge(
(ak,1, . . . , ak,n−1)

)
k≥0

in Rn−1 eine in Rn−1 konvergente Teilfolge
(
(ak,1, . . . , ak,n−1)

)
k∈T (mit

einer unendlichen Teilmenge T ⊂ N0). Nach Satz 3.17.5 hat die beschränkte Folge (ak,n)k∈T
in R eine konvergente Teilfolge (ak,n)k∈T1 (mit einer unendlichen Teilmenge T1 ⊂ T ). Dann ist
auch die Folge

(
(ak,1, . . . , ak,n−1)

)
k∈T1

konvergent, und nach 2. sind die Folgen (ak,i)k∈T1 für

alle i ∈ {1, . . . , n} konvergent. Daher ist (wieder nach 2. ) (ak)k∈T1 eine konvergente Teilfolge
von (ak)k≥0, also besitzt diese Folge einen Häufungswert in Rn.

1. Es genügt, zu zeigen: Jede Norm auf Rn ist zur Maximumsnorm äquivalent.

Sei ‖ · ‖ eine Norm auf Rn. Für x = (x1, . . . , xn) = x1e1 + . . .+ xnen ∈ Rn ist dann

‖x‖ ≤
n∑
i=1

‖xiei‖ =
n∑
i=1

|xi| ‖ei‖ ≤
( n∑
i=1

‖ei‖
)
‖x‖∞ .

Es bleibt daher zu zeigen: (∃c ∈ R>0) (∀x ∈ Rn) ‖x‖∞ ≤ c‖x‖. Wir führen den Beweis durch
Widerspruch. Wir nehmen an,

(∀k ∈ N) (∃xk ∈ Rn) ‖xk‖∞ > k ‖xk‖ , und wir setzen yk =
1

‖xk‖∞
xk ∈ Rn .

Dann ist (∀k ∈ N) ‖yk‖∞ = 1, und nach 4. besitzt die Folge (yk)k≥0 eine bezüglich ‖ · ‖∞
konvergente Teilfolge. Sei T ⊂ N unendlich und y ∈ Rn mit (yk)n∈T → y (bezüglich ‖ · ‖∞ ).
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Nach Satz 3.2.4 ist dann
(
‖yk‖∞

)
k∈T → ‖y‖∞, also ‖y‖∞ = 1. Anderseits ist

(∀k ∈ T )
∣∣‖yk‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖yk − y‖ ≤

( n∑
i=1

‖ei‖
)
‖yk − y‖∞ ,

und wegen (‖yk − y‖∞
)
k∈T → 0 folgt (‖yk‖)k∈T → ‖y‖. Nun ist aber auch

(∀k ∈ N) ‖yk‖ =
1

‖xk‖∞
‖xk‖ <

1

k
, also (‖yk‖)k≥0 → 0 ,

folglich ‖y‖ = 0 und daher y = 0, im Widerspruch zu ‖y‖∞ = 1. �

Satz 3.21. Sei X ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Dann gibt es eine Norm auf X,
je zwei Normen auf X sind äquivalent, X ist bezüglich jeder seiner Normen vollständig, und
jede beschränkte Folge in X hat einen Häufungswert.

Beweis. Sei dimR(X) = n, ψ : X → Rn ein Isomorphismus, und ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞◦ψ : X → R≥0.
Dann ist ‖ · ‖ eine Norm auf X, und ψ ist eine Isometrie zwischen (X, ‖ · ‖) und (Rn, ‖ · ‖∞.
Daher ist (X, ‖ · ‖) vollständig, und jede beschränkte Folge in X hat einen Häufungswert.

Sei nun ϕ = ψ−1 : Rn → X, und seien ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 Normen auf X. Dann sind ‖ · ‖1◦ϕ
und ‖ · ‖2◦ϕ Normen auf Rn, also äquivalent nach Satz 3.20. Daher gibt es c1, c2 ∈ R>0,
so dass (∀x ∈ Rn) ‖ϕ(x)‖1 ≤ c1‖ϕ(x)‖2 ∧ ‖ϕ(x)‖2 ≤ c1‖ϕ(x)‖1. Da ϕ bijektiv ist, folgt
daraus die Äquivalenz von ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2. �

3.8. Abzählbarkeit

Definition 3.6. Eine Menge A heißt

• abzählbar , wenn es eine bijektive Abbildung f : N0 → A gibt. Jedes solche f heißt
eine Abzählung von A.

• höchstens abzählbar , wenn A endlich oder abzählbar ist.

• überabzählbar , wenn A nicht höchstens abzählbar ist.

Satz 3.22. A 6= ∅ sei eine Menge.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) A ist höchstens abzählbar.

(b) Es gibt eine injektive Abbildung f : A→ N0.

(c) Es gibt eine surjektive Abbildung g : N0 → A.

2. Sei B eine höchstens abzählbare Menge und f : A→ B eine injektive Abbildung. Dann
ist auch A höchstens abzählbar.

Insbesondere ist jede Teilmenge einer höchstens abzählbaren Menge höchstens abzählbar.

3. Jede unendliche Menge enthält eine abzählbare Teilmenge.

4. Sei g : A→ P(A) eine Abbildung und C = {a ∈ A | a /∈ g(a)}. Dann ist C ∈ P(A)\g(A).
Insbesondere gilt :

(a) Es gibt keine surjektive Abbildung g : A→ P(A).

(b) Ist A unendlich, so ist P(A) überabzählbar.
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5. Ist |A| ≥ 2, so ist die Menge aller Folgen in A überabzählbar.

6. Das kartesische Produkt endlich vieler höchstens abzählbarer Mengen ist höchstens ab-
zählbar. Insbesondere ist N0×N0 abzählbar.

7. Sei (An)n≥0 eine Folge höchstens abzählbarer Mengen. Dann ist auch ihre Vereinigungs-
menge

A =
⋃
n≥0

An höchstens abzählbar .

8. Die Mengen Z und Q sind abzählbar.

9. Jedes Intervall von R (und insbesondere R selbst) ist überabzählbar. Insbesondere gilt :
Für jedes Intervall I ⊂ R ist I \Q 6= ∅.

10. Die Menge aller endlichen Teilmengen einer abzählbaren Menge ist abzählbar.

Beweis. 1. (a) ⇒ (c) Ist A abzählbar, so gibt es eine bijektive Abbildung g : N0 → A. Sei
also A endlich, |A| = n und A = {a0, . . . , an−1}. Dann erhält man eine surjektive Abbildung
g : N0 → A durch

g(k) =

{
ak , falls k < n ,

a0 , falls k ≥ n .

(c) ⇒ (b) Sei g : N0 → A surjektiv. Für a ∈ A sei na ∈ g−1{a}. Dann ist f : A → N0,
definiert durch f(a) = na, eine injektive Abbildung.

(b) ⇒ (a) Sei f : A→ N0 injektiv und A unendlich. Dann ist auch f(A) unendlich. Nach
Satz 3.3 gibt es eine streng monoton wachsende Folge (nk)k≥0 mit f(A) = {nk | k ∈ N0}.
Die Abbildung n : N0 → f(A), k 7→ nk, ist injektiv, und daher ist auch f−1◦n : N0 → A
injektiv.

2. Nach 1. gibt es eine injektive Abbildung ϕ : B → N0. Dann ist auch ϕ◦f : A → N0

injektiv und daher A höchstens abzählbar nach 1.

3. Sei M unendlich. Dann gibt es zu jeder endlichen Teilmenge A ⊂ M ein Element
xA ∈M \A. Sei nun (an)n≥0 rekursiv definiert durch a0 = x∅ und (∀n ≥ 0) an+1 = x{a0,...,an}.
Dann ist die Abbildung a : N0 → A, n → an, injektiv, und daher {an | n ∈ N0} ⊂ A eine
abzählbare Teilmenge.

4. Wir nehmen an, es sei C ∈ g(A), C = g(c) mit c ∈ A. Dann ist entweder c ∈ C oder
c /∈ C. Aus c ∈ C folgt aber c /∈ C, und aus c /∈ C folgt c ∈ C. Widerspruch! Daher gibt es
keine surjektive Abbildung g : A→ P(A).

Wir nehmen nun an, es sei A unendlich und (entgegen unserer Behauptung) P(A) höchstens
abzählbar. Nach 3. gibt es eine abzählbare Teilmenge B ⊂ A, und wegen P(B) ⊂ P(A) ist
dann auch P(B) höchstens abzählbar nach 2. Sei nun f : N0 → B bijektiv und g : N0 → P(B)
surjektiv (nach 1. ). Dann ist g◦f−1 : B → P(B) surjektiv, ein Widerspruch.

5. Seien a, b ∈ A, a 6= b, sei F die Menge aller Folgen in A und F0 die Menge aller Folgen
in {a, b}. Dann ist F0 ⊂ F , und nach 2. genügt es, F0 als überabzählbar zu erweisen. Sei
f : F0 → P(N0) definiert durch f

(
(xn)n≥0

)
= {n ∈ N0 | xn = a}. Dann ist f bijektiv, nach

4. ist P(N0) überabzählbar, und da f−1 : P(N0) → F0 injektiv ist, ist nach 2. auch F0

überabzählbar.

6. Die Abbildung f : N0×N0 → N, definiert durch f(m,n) = 2m3n, ist injektiv. Daher ist
N0×N0 abzählbar nach 1., und es gibt eine bijektive Abbildung ϕ : N0 → N0×N0.
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Sei nun n ∈ N, seien A1, . . . , An höchstens abzählbare Mengen, und sei A = A1×. . .×An.
Wir zeigen durch Induktion nach n, dass auch A höchstens abzählbar ist. Für n = 1 ist
nichts zu zeigen. Sei also n ≥ 2 und (Induktionsvoraussetzung!) die Menge A′ = A1×. . .×An−1

höchstens abzählbar. Nach 1. gibt es surjektive Abbildungen f1 : N0 → A′ und f2 : N0 → An.
Dann ist auch f : N0×N0 → A = A′×An, definiert durch f(m,n) =

(
f1(m), f2(n)

)
, surjektiv.

Die Abbildung ϕ◦f : N0 → A ist ebenfalls surjektiv, und daher ist A höchstens abzählbar.

7. Sei T = {n ∈ N0 | An 6= ∅}. Dann gibt es nach 1. für jedes n ∈ T eine surjektive
Abbildung gn : N0 → An, und nach 2. gibt es eine surjektive Abbildung h : N0 → T . Sei nun
f : N0×N0 → A definiert durch f(n,m) = gh(n)(m). Dann ist f surjektiv. Nach 7. gibt es
eine bijektive Abbildung ϕ : N0 → N0×N0. Dann ist auch f◦ϕ : N0 → A surjektiv und daher
A höchstens abzählbar.

8. N0×N0 ist abzählbar, und die Abbildung g : N0×N0 → Z, definiert durch g(m,n) = m−n,
ist surjektiv. Daher ist auch Z abzählbar. Für n ∈ N ist die Menge 1

n
Z abzählbar, und daher

ist nach 7. auch

Q =
⋃
n≥1

1

n
Z abzählbar .

9. Sei F die Menge aller Folgen in {0, 1}, und sei f : F → [0, 1] definiert durch

f
(
(an)n≥1

)
= (0, a1a2 . . .)3 (3-adische Zifferndarstellung) .

Nach Satz 3.11 ist f injektiv, und daher ist [0, 1] überabzählbar nach 5. und 2.
Sei nun I ⊂ R ein Intervall, seien a, b ∈ I mit a < b, und sei f : [0, 1] → I definiert durch

f(x) = a+ x(b− a). Dann ist f injektiv und daher auch I überabzählbar nach 2.

10. Sei A abzählbar und f : N0 → A bijektiv. Für n ∈ N0 sei An = f
(
{0, . . . , n}

)
. Dann

ist
Ω =

⋃
n≥0

P(An)

die Menge aller endlichen Teilmengen von A. Für jedes n ∈ N0 ist P(An) endlich, und daher
ist Ω abzählbar nach 7. �
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4. Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

4.1. Definition von Grenzwert und Stetigkeit

Satz und Definition 4.1. Seien X und Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X, f : D → Y eine
Abbildung, a ∈ X und c ∈ Y . Dann sind äquivalent :

(a) Für jede Folge (an)n≥0 in D \ {a} mit (an)n≥0 → a ist (f(an))n≥0 → c.

(b) (∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D \ {a})
[
‖x− a‖ < δ =⇒ ‖f(x)− c‖ < ε

]
.

(c) (∀V ∈ U(c)) (∃U ∈ U(a)) f(U ∩D \ {a}) ⊂ V .

Sind diese Bedingungen erfüllt, so sagt man, f hat bei Annäherung an a den Grenzwert c
und schreibt

lim
x→a

f(x) = c .

Gibt es kein c ∈ Y mit lim
x→a

f(x) = c , so sagt man, lim
x→a

f(x) existiert nicht.

f heißt stetig in a, wenn

a ∈ D und lim
x→a

f(x) = f(a) . Andernfalls heißt f unstetig in a.

Ist f stetig in a, so nennt man a eine Stetigkeitsstelle und andernfalls eine Unstetigkeitsstelle
von f . Insbesondere ist jedes a ∈ X \D eine Unstetigkeitsstelle von f .

f heißt stetig (in D), wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

C(D, Y ) = C0(D, Y ) bezeichne die Menge aller stetigen Abbildungen f : D → Y .

f heißt stetig ergänzbar in a, wenn es eine in a stetige Funktion f̃ : D ∪ {a} → Y mit

f̃ |D \{a} = f |D \{a} gibt. Man sagt, dann auch, f ist in a stetig ergänzbar durch den Wert

f̃(a). Jede solche Funktion f̃ heißt eine stetige Ergänzung von f in a. Insbesondere ist f in
jeder Stetigkeitsstelle von f stetig ergänzbar durch den Wert f(a).

Beweis. (a) ⇒ (b) Durch Widerspruch. Wir nehmen an,

(∃ε ∈ R>0) (∀n ∈ N) (∃xn ∈ D \ {a})
[
‖xn − a‖ < 1

n
∧ ‖f(xn)− c‖ ≥ ε

]
.

Dann folgt (xn)n≥1 → a und (f(xn))n≥1 9 c.

(b) ⇒ (c) Sei V ∈ U(c) und ε ∈ R>0 mit Bε(c) ⊂ V . Dann

(∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D \ {a})
[
‖x− a‖ < δ =⇒ ‖f(x)− c‖ < ε)

]
,

das heißt, f(Bδ(a) ∩D \ {a}) ⊂ Bε(c) ⊂ V .

(c) ⇒ (a) Sei (an)n≥0 eine Folge in D \ {a} mit (an)n≥0 → a und V ∈ U(c). Sei
U ∈ U(a) mit f(U ∩ D \ {a}) ⊂ V . Dann (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) an ∈ U , und daher
(∀n ≥ n0) f(an) ∈ V . Damit folgt (f(an))n≥0 → c. �

Bemerkungen: Seien die Voraussetzungen wie in Satz und Definition 4.1.

1. Ist a /∈ D′, so gibt es keine Folge in D \ {a}, die gegen a konvergiert. Daher ist dann
(∀c ∈ Y ) limx→a f(x) = c .

Insbesondere gilt: Ist a ∈ D \D′ (ein isolierter Punkt von D), so ist f stetig in a.
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2. Ist a ∈ D′, so gibt es höchstens ein c ∈ Y mit limx→a f(x) = c.

Beweis. Seien c, c′ ∈ Y mit limx→a f(x) = c und limx→a f(x) = c′. Wegen a ∈ D′ gibt
es nach Satz 3.2.5 eine Folgt (an)n≥0 in D \ {a} mit (an)n≥0 → a, und nach Definition
ist dann (f(an))n≥0 → c und (f(an))n≥0 → c′, also c = c′. �

3. Ist ∅ 6= D1 ⊂ D und limx→a f(x) = c, so folgt limx→a(f |D1)(x) = c.

Insbesondere gilt für alle a ∈ D1 : Ist f stetig in a, so ist auch f |D1 stetig in a.

4. Ist U ∈ U(a) und D ∩ U 6= ∅, so gilt:

lim
x→a

f(x) = c ⇐⇒ lim
x→a

(f |D ∩ U)(x) = c .

Ist insbesondere a ∈ D und U ∈ U(a), so gilt: f stetig in a ⇐⇒ f |D ∩U stetig in a.

Beweis. =⇒ : Nach 3.

⇐= : Sei (an)n≥0 eine Folge in D \ {a} mit (an)n≥0 → a. Dann gibt es ein n0 ∈ N0, so
dass (∀n ≥ n0) an ∈ U . Dann ist (an)n≥n0 eine Folge in D∩U \{a} mit (an)n≥n0 → a,
daher ist (f(an))n≥n0 → c und auch (f(an))n≥0 → c. �

5. Ist limx→a f(x) = c, so ist f stetig ergänzbar in a durch den Wert c, und im Falle a ∈ D′

hat f höchstens eine stetige Ergänzung in a.

Satz 4.2. Seien X und Y normierte Räume, D ⊂ X, a ∈ D und f : D → Y .

A. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) f ist stetig in a.

(b) Für jede Folge (an)n≥0 in D gilt: (an)n≥0 → a =⇒ (f(an))n≥0 → f(a).

(c) (∀ ε ∈ R>0) (∃ δ ∈ R>0) (∀x ∈ D)
[
‖x− a‖ < δ =⇒ ‖f(x)− f(a)‖ < ε

]
.

(d) (∀V ∈ U(f(a))) (∃U ∈ U(a)) f(U ∩D) ⊂ V .

B. Sei f stetig in a.

1. Sei b ∈ Y und f(a) 6= b. Dann (∃U ∈ U(a)) (∀x ∈ U ∩D) f(x) 6= b .

2. Sei Y = R, b ∈ R und f(a) > b. Dann (∃U ∈ U(a)) (∀x ∈ U ∩D) f(x) > b .

Beweis. A. (a) ⇒ (b) Sei (an)n≥0 eine Folge in D, (an)n≥0 → a und T = {n ∈ N0 | an = a}.
Ist T endlich, so (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) an ∈ D \ {a}, und wegen limx→a f(x) = f(a) folgt
(f(an))n≥0 → f(a). Ist N0 \ T endlich, so (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) an = a, und daher wieder
(f(an))n≥0 → f(a). Sind T und T1 = N0 \ T beide unendlich, so folgt (f(an))n∈T → f(a) und
(f(an))n∈T1 → f(a), also auch (f(an))n≥0 → f(a).

(a) ⇒ (c) und (a) ⇒ (d) Nach Satz 4.1 (mit c = f(a)).

(b) ⇒ (a) , (c) ⇒ (a) und (d) ⇒ (a) Nach Satz 4.1.

B. 1. Sei ε = ‖f(a) − b‖ ∈ R>0. Nach A (∃U ∈ U(a)) f(U ∩ D) ⊂ Bε(f(a)). Dann ist
b /∈ f(U ∩D), also (∀x ∈ U ∩D) f(x) 6= b.

2. Ist f(a) > b, so folgt (b,∞) ∈ U(f(a)). Nach A (∃U ∈ U(a)) f(U ∩D) ⊂ (b,∞), also
(∀x ∈ U ∩D) f(x) > b. �

Satz 4.3. Sei n ∈ N, K = R oder K = C, D ⊂ Kn und h : D → K eine rationale
Funktion. Dann ist h stetig. Insbesondere ist jede Polynomfunktion f : Kn → K stetig.
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Beweis. Wir müssen zeigen: Für z ∈ D und jede Folge (zk)k≥0 in D mit (zk)k≥0 → z
ist (h(zk))k≥0 → h(z). Auf Grund des Normäquivalenzsatzes ist es dabei gleichgültig, welche
Norm wir zur Definition der Konvergenz verwenden.

Sei z = (z1, . . . , zn) ∈ D und (zk)k≥0 eine Folge in D mit (zk)k≥0 → z. Für k ∈ N0

sei zk = (zk,1, . . . , zk,n). Im Falle K = R folgt (∀j ∈ {1, . . . , n) (zk,j)k≥0 → zj nach Satz
3.17. Im Falle K = C definiert (x1, . . . , xn) 7→ (<(x1),=(x1), . . . ,<(xn),=(xn)) eine Iso-
metrie zwischen Cn und R2n bezüglich der Standardnorm. Daher folgt (wieder mit Satz 3.17 )
(∀j ∈ {1, . . . , n) (<(zk,j))k≥0 → <(zj) ∧ (=(zk,j))k≥0 → =(zj), also nach Satz 3.7 wieder
(zk,j)k≥0 → zj.

FALL 1 : h : Kn → K ist ein Potenzprodukt. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn ist dann

h(x) = cxd11 · . . . · xdn
n mit c ∈ K , d1, . . . , dn ∈ N0 und d1 = . . . = dn = 0 , falls c = 0 .

Wir führen den Beweis durch Induktion nach d = d1 + . . .+ dn ∈ N0 (den Grad von h ).

d = 0 : Dann ist h konstant und die Behauptung trivial.

d ≥ 1, d − 1 → d : Dann gibt es ein Potenzprodukt h0 : Kn → K vom Grade d − 1
und ein j ∈ {1, . . . , n}, so dass (∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn) h(x) = xjh0(x). Dann folgt
(h(zk))k≥0 = (zk,jh0(zk))k≥0 → zjh0(z) = h(z) nach Induktionsvoraussetzung und Satz 3.6.

FALL 2 : h : Kn → K ist eine Polynomfunktion, h = h1 + . . . + hm mit m ∈ N und Potzen-
zprodukten h1, . . . , hm : Kn → K. Nach FALL 1 ist (∀j ∈ {1, . . . ,m}) (hj(zk))k≥0 → hj(z),
und daher folgt (h(zk))k≥0 → h(z).

FALL 3 : h : D → K ist eine rationale Funktion,

h =
f

g
mit Polynomfunktionen f, g ∈ Pn(K) , so dass D = {x ∈ Kn | g(x) 6= 0} .

Nach FALL 2 ist (f(zk))k≥0 → f(z) und (g(zk))k≥0 → g(z), und mit Satz 3.6 folgt
(h(zk))k≥0 → h(z). �

Weitere Beispiele:

1. X sei ein normierter Raum. Dann ist ‖ · ‖ : X → R stetig.

Beweis. Nach Satz 3.2.4. �

2. Die Abbildung

f : X \ {0} → X , definiert durch f(x) =
1

‖x‖
x ,

ist stetig, aber limx→0 f(x) existiert nicht. Daher ist f nicht stetig ergänzbar in 0.

Beweis. Sei a ∈ X \ {0} und (an)n≥0 eine Folge in X \ {0} mit (an)n≥0 → a. Dann
folgt (‖an‖−1)n≥0 → ‖a‖−1 und daher auch( 1

‖an‖
an

)
n≥0

→ 1

‖a‖
a (nach Satz 3.5) .

Daher ist f stetig in a. Sei nun a ∈ X \ {0}, und für n ∈ N sei

an =
(−1)n

n
a , also (an)n≥0 → 0 und

1

‖an‖
an = (−1)na .

Daher ist (f(an))n≥0 nicht konvergent, und limx→0 f(x) existiert nicht. �
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3. Die Abbildungen z 7→ |z|, z 7→ z, z 7→ <(z) und z 7→ =(z) sind stetige Abbildungen
C → C.

Beweis. Nach Satz 3.6. �

4. Sei f : R → R definiert durch

f(x) =

{
x , falls x ∈ Q ,

0 , falls x /∈ Q .

Dann ist f stetig in 0. Für a ∈ R× existiert limx→a f(x) nicht.

Beweis. Es ist f(0) = 0 und (∀x ∈ R) |f(x)| ≤ |x|. Insbesondere folgt:
(∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ R) |f(x)| < ε (setze δ = ε). Daher ist f stetig in 0.

Sei nun a ∈ R× und V = B|a|(f(a)). Dann ist entweder f(a) = 0 und a /∈ V oder
f(a) = a und 0 /∈ V . Wir zeigen: Es gibt kein U ∈ U(a) mit f(U) ⊂ V . Ist nämlich
U ∈ U(a), so gibt es ein ε ∈ R>0 mit (a − ε, a + ε) ⊂ U , und daher ist U ∩ Q 6= ∅
und U ∩ (R \ Q) 6= ∅ (nach Satz 1.10 und Satz 3.22), also folgt {0, a} ⊂ f(U) und
f(U) 6⊂ V . �

5. Sei f : R → R definiert durch

f(x) =

{
0 , falls x ∈ R \Q ,
1
q
, falls x ∈ Q und q = min{m ∈ N | mx ∈ Z} .

Dann ist f stetig in R \Q und unstetig in Q.

Beweis. Sei a ∈ Q. Dann ist f(a) 6= 0, und nach Satz 3.22 gilt:

(∀n ∈ N) (∃an ∈ R \Q) |an − a| < 1

n
,

also (an)n≥0 → a und (∀n ∈ N) f(an) = 0. Daher ist f unstetig in a.

Sei nun a ∈ R \Q. Wir nehmen an, f sei unstetig in a. Dann

(∃ε ∈ R>0) (∀n ∈ N) (∃an ∈ R)
[
|an − a| < 1

n
∧ |f(an)| ≥ ε

]
.

(an)n≥1 ist eine Folge in Q, (an)n≥0 → a, und

(∀n ∈ N) qn = min{m ∈ Z | man ∈ Z} ≤ ε−1 .

Daher ist die Menge {qn | n ∈ N} endlich, und es sei q ∈ N das Produkt aller qn. Dann
folgt (∀n ∈ N) qan ∈ Z und (qan)n≥1 → qa. Folglich ist die Folge (qan)n≥1 schließlich
konstant und qa ∈ Z, ein Widerspruch zu a /∈ Q. �

Satz und Definition 4.4. Seien X und Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X, f : D → Y eine
Abbildung und L ∈ R>0.

1. Sei a ∈ D und U ∈ U(a), so dass (∀x ∈ D ∩ U) ‖f(x)− f(a)‖ ≤ L ‖x− a‖. Dann ist
f stetig in a.

Erfüllt f die obigen Voraussetzungen, so sagt man, f genügt einer Lipschitzbedingung
bei a (mit Lipschitzkonstante L).

2. Sei (∀x, y ∈ D) ‖f(x)− f(y)‖ ≤ L ‖x− y‖. Dann ist f stetig.

Erfüllt f die obigen Voraussetzungen, so sagt man, f genügt einer Lipschitzbedingung
(mit Lipschitzkonstante L).
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Beweis. Es genügt, 1. zu zeigen. Sei a ∈ D und (an)n≥0 eine Folge in D mit (an)n≥0 → a.
Dann (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) an ∈ U . Für n ≥ n0 ist dann ‖f(an)− f(a)‖ ≤ L ‖an − a‖ und
daher (f(an))n≥0 → f(a). �

Satz 4.5. Seien X und Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X, a ∈ X, und seien f, g : D → Y
und h : D → R Abbildungen.

1. Seien c, d ∈ Y , λ ∈ R, limx→a f(x) = c, limx→a g(x) = d und limx→a h(x) = λ.

(a) limx→a(f ± g)(x) = c± d, und limx→a(hf)(x) = λc .

(b) Ist (Y,·) eine normierte Algebra, so ist limx→a(f ·g)(x) = c·d.
(c) Sei Y = R oder Y = C und d 6= 0. Dann

(∃U ∈ U(a)) (∀x ∈ D ∩ U \ {a}) g(x) 6= 0 ∧ lim
x→a

f |D ∩ U \ {a}
g |D ∩ U \ {a}

(x) =
c

d
.

2. Ist limx→a h(x) = 0 und f beschränkt oder h beschränkt und limx→a f(x) = 0, so folgt
limx→a(hf)(x) = 0.

Ist (Y,·) eine normierte Algebra und ist limx→a f(x) = 0 und g beschränkt oder f
beschränkt und limx→a g(x) = 0, so folgt limx→a(f ·g)(x) = 0.

3. Seien f, g und h stetig in a.

(a) f ± g und hg sind stetig in a. Ist (Y,·) eine normierte Algebra, so ist auch f ·g
stetig in a.

(b) Die Funktion ‖f‖ : D → R, definiert durch ‖f‖(x) = ‖f(x)‖, ist stetig in a.

(c) Sei Y = R oder Y = C und g(a) 6= 0. Dann(
∃U ∈ U(a)

)
(∀x ∈ D ∩ U) g(x) 6= 0 ∧ f |D ∩ U

g |D ∩ U
ist stetig in a.

4. C(D, Y ) ist ein R-Untervektorraum von Abb(D, Y ). Ist Y eine normierte Algebra, so
ist C(D, Y ) ⊂ Abb(D, Y ) eine Unteralgebra.

5. Sei n ∈ N, K = R oder K = C, Y = Kn und c = (c1, . . . , cn) ∈ Kn. Seien
f1, . . . , fn : X → K definiert durch (∀x ∈ D) f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) [man schreibt
dann auch f = (f1, . . . , fn) : D → Kn ]. Dann gilt :

(a) limx→a f(x) = c ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) limx→a fi(x) = ci .

(b) f stetig in a ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) fi stetig in a.

6. Im Falle Y = C gilt :

lim
x→a

f(x) = c ⇐⇒ lim
x→a

f(x) = c ⇐⇒ lim
x→a

<(f(x)) → <c ∧ lim
x→a

=(f(x)) → =c .

Insbesondere folgt : f stetig in a ⇐⇒ f stetig in a ⇐⇒ <f und =f stetig in a.

7. Im Falle Y = R gilt :

lim
x→a

max{f(x), g(x)} = max{c, d} und lim
x→a

min{f(x), g(x)} = min{c, d} .

Insbesondere folgt : Sind f und g stetig in a, so sind auch die Funktionen

max(f, g) : D → R und min(f, g) : D → R ,

definiert durch max(f, g)(x) = max{f(x), g(x)} und min(f, g)(x) = min{f(x), g(x)},
stetig in a.
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Beweis. 1. Sei (ak)k≥0 eine Folge in D \ {a} mit (ak)k≥0 → a. Dann folgt (f(ak))k≥0 → c,
(g(ak))k≥0 → d und (h(ak))k≥0 → λ.

(a) Nach Satz 3.5 folgt

((f ± g)(xk))k≥0 = (f(xk)± g(xk))k≥0 → c± d und ((hf)(xk))k≥0 = (h(xk)f(xk))k≥0 → λc .

(b) Nach Satz 3.5 folgt ((fg)(xk))k≥0 = (f(xk)g(xk))k≥0 → cd.

(c) Angenommen, (∀U ∈ U(a)) (∃x ∈ D ∩ U \ {a}) g(x) = 0. Dann gibt es eine Folge
(ak)k≥0 in D ∩ U \ {a} mit (ak)k≥0 → a, so dass (∀k ∈ N0) g(ak) = 0, im Widerspruch zu
d 6= 0.

Sei nun (ak)k≥0 eine Folge in D \ {a}, so dass (∀k ∈ N0) g(ak) 6= 0 und (ak)k≥0 → a.
Nach Satz 3.6 folgt dann (f

g
(ak)

)
k≥0

=
(f(ak)

g(ak)

)
k≥0

→ c

d
.

2. Sei limx→a h(x) = 0 und f beschränkt, also ‖f‖D <∞. Sei (ak)k≥0 eine Folge in D\{a}
mit (ak)k≥0 → a. Dann ist (h(xk))k≥0 → 0, und (∀k ∈ N0) ‖(hf)(xk)‖ ≤ ‖f‖D ‖h(xk)‖.
Wegen (‖h(xk)‖)k≥0 → 0 folgt ((hf)(xk))k≥0 → 0. Die übrigen Fälle beweist man genauso.

3. (a) Nach 1.(a) und 1.(b).

(b) Sei (ak)k≥0 eine Folge in D mit (ak)k≥0 → a. Dann folgt (f(ak))k≥0 → f(a) und
daher (‖f(ak)‖)k≥0 → ‖f(a)‖.

(c) Nach 1.(c).

4. Nach 3.(a).

5. Es genügt, (a) zu zeigen. Sei (ak)k≥0 eine Folge in D \ {a} mit (ak)k≥0 → a. Im Falle
K = R folgt aus Satz 3.20 : (f(ak))k≥0 → c ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (fi(ak))k≥0 → ci. Im
Falle K = C folgt wegen der Isometrie zwischen Cn und R2n und Satz 3.6 :

(f(ak))k≥0 → c ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (<(fi(ak)))k≥0 → <(ci) ∧ (=(fi(ak)))k≥0 → =(ci)

⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (fi(ak))k≥0 → ci .

6. Sei (ak)k≥0 eine Folge in D \ {a} mit (ak)k≥0 → a. Nach Satz 3.6 gilt dann

(f(ak))k≥0 → c ⇐⇒ ( f(ak) )k≥0 → c ⇐⇒ (<f(ak))k≥0 → <(c) ∧ (=f(ak))k≥0 → =(c) .

7. Die Behauptungen folgen wegen

max{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x)

2
+
|f(x)− g(x)|

2
und

min{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x)

2
− |f(x)− g(x)|

2
. �

Satz 4.6. Seien X, Y, Z normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X, ∅ 6= E ⊂ Y , f : D → Y , g : E → Z
und f(D) ⊂ E.

1. Sei a ∈ X, b ∈ Y , c ∈ Z, und sei entweder a /∈ D′ oder b /∈ E oder g stetig in b.
Dann gilt :

lim
x→a

f(x) = b ∧ lim
y→b

g(y) = c =⇒ lim
x→a

(g◦f)(x) = c .
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2. Sei a ∈ D, f stetig in a und g stetig in f(a). Dann ist g◦f : D → Z stetig in a.
Insbesondere gilt : Sind f und g stetig, so ist auch g◦f stetig.

Beweis. Es genügt, 1. zu zeigen. Im Falle a 6∈ D′ ist nichts zu beweisen. Sei also a ∈ D′ und
(ak)k≥0 eine Folge in D \ {a} mit (ak)k≥0 → a. Dann ist (f(ak))k≥0 eine Folge in E mit
(f(ak))k≥0 → b. Ist b 6∈ E oder g stetig in b, so folgt ((g◦f)(ak))k≥0 =

(
g(f(ak))

)
k≥0

→ c. �

Weitere Beispiele: Sei K = R oder K = C.

1. Sei n ∈ N, c = (c1, . . . , cn) ∈ Kn und i ∈ {1, . . . , n}.
Sei j : K → Kn definiert durch j(x) = (c1, . . . , ci−1, x, ci+1, . . . , cn) (Einlagerung in die
i-te Komponente). Dann ist j stetig.

Sei c ∈ D ⊂ Kn, X ein normierter Raum und f : D → X stetig in c . Sei ci ∈ Di ⊂ K
mit

{c1}×. . .×{ci−1}×Di×{ci+1}×. . .×{cn} ⊂ D ,

und sei fi : Di → X definiert durch fi(x) = f(c1, . . . , ci−1, x, ci+1, . . . , cn) (man nennt fi
eine partielle Funktion von f). Dann ist fi stetig in ci.

Beweis. j ist stetig nach Satz 4.5.5, und fi = f ◦j |Di ist stetig nach Satz 4.6.

2. Die Abbildungen{
K2 → K

(x, y) 7→ x+ y ,

{
K2 → K

(x, y) 7→ xy
und

{
K××K → K
(x, y) 7→ y

x

sind stetig (man nennt daher K einen topologischen Körper).

Beweis. Nach den Sätzen 3.5 und 3.6.

4.2. Einseitige und uneigentliche Grenzwerte

Definition 4.1. Sei X ein normierter Raum, ∅ 6= D ⊂ R, a ∈ R, f : D → X und entweder
c ∈ X oder X = R und c ∈ R.

1. c heißt linksseitiger [ rechtsseitiger ] Grenzwert von f bei Annäherung an a ,

lim
x→a−

f(x) = c [ lim
x→a+

f(x) = c ] ,

wenn für jede Folge (xk)k≥0 in D ∩ (−∞, a) [D ∩ (a,∞) ] gilt:

(xk)k≥0 → a =⇒
(
f(xk)

)
k≥0

→ c .

Gibt es kein c mit limx→a− f(x) = c [ limx→a+ f(x) = c ] , so sagt man,

lim
x→a−

f(x) [ lim
x→a+

f(x) ] existiert nicht.

2. c heißt Grenzwert von f bei Annäherung an a ,

lim
x→a

f(x) = c ,

wenn für jede Folge (xk)k≥0 in D \ {a} gilt: (xk)k≥0 → a =⇒
(
f(xk)

)
k≥0

→ c.

Im Falle c ∈ X ist diese Definition mit der aus Satz und Definition 4.1 konsistent.
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3. Sei X = R.
a heißt Sprungstelle von f , wenn a ∈ D◦ und

(∃ c1, c2 ∈ R) c1 6= c2 ∧ lim
x→a−

f(x) = c1 ∧ lim
x→a+

f(x) = c2 .

a heisst Unendlichkeitsstelle von f , wenn

lim
x→a−

f(x) = ∞ ∨ lim
x→a−

f(x) = −∞ ∨ lim
x→a+

f(x) = ∞ ∨ lim
x→a+

f(x) = −∞ .

Ist a eine Unendlichkeitsstelle von f , so nennt man die Gerade {a}×R eine senkrechte
Asymptote an Graph(f).

Bemerkungen: Sei ∅ 6= D ⊂ R, f : D → R und c ∈ R.

1. Ist a /∈ [D∩(−∞, a)]′
[
a /∈ [D∩(a,∞)]′

]
, so folgt limx→a− f(x) = c [ limx→a+ f(x) = c ].

2. Für a ∈ R gilt: limx→a f(x) = c ⇐⇒ limx→a− f(x) = c ∧ limx→a+ f(x) = c .

Beweis. =⇒ : Offensichtlich.

⇐= : Sei (ak)k≥0 eine Folge in D \ {a} mit (ak)k≥0 → a. Sei T+ = {k ∈ N0 | ak > a}
und T− = {k ∈ N0 | ak < a}. Ist T− endlich, so liegt ein Endstück der Folge (ak)k≥0 in
(a,∞) und daher folgt (f(ak))k≥0 → c. Ist T+ endlich, so liegt ein Endstück der Folge
(ak)k≥0 in (−∞, a) und daher folgt (f(ak))k≥0 → c. Sind T+ und T− beide unendlich,
so folgt (f(ak))k∈T+ → c und (f(ak))k∈T− → c, also auch (f(ak))k≥0 → c nach den
Sätzen 3.4 und 3.14. �

3. Ist D ∩ (−∞, a) 6= ∅, so gilt: limx→a− f(x) = c ⇐⇒ limx→a

(
f |D ∩ (−∞, a)

)
= c.

Ist D ∩ (a,∞) 6= ∅, so gilt: limx→a+ f(x) = c ⇐⇒ limx→a

(
f |D ∩ (a,∞)

)
= c.

Beispiele:

1. Die Heaviside-Funktion H : R → R ist definiert durch

H(x) =

{
1 , falls x > 0 ,

0 , falls x ≤ 0 .

H ist stetig in R \ {0}, limx→0−H(x) = 0 = H(0), limx→0+H(x) = 1, limx→0H(x)
existiert nicht. H ist in 0 linksseitig, aber nicht rechtsseitig stetig.

2. Für ν ∈ N sei Fν : R× → R definiert durch Fν(x) = x−ν . Dann gilt:

Graph(Fν) = {(x, y) ∈ R2 | xνy = 1} , lim
x→0+

x−ν = ∞ , lim
x→0−

x−ν = (−1)ν∞ ,

lim
x→0

x−2ν = ∞ und lim
x→0

x−(2ν−1) existiert nicht.

Beweis. Nach Satz 3.14.

Definition 4.2. Sei ∅ 6= D ⊂ R.

1. Sei X ein normierter Raum, f : D → X und entweder c ∈ X oder X = R und c ∈ R.
Dann definiert man

lim
x→∞

f(x) = c
[

lim
x→−∞

f(x) = c
]
, ,

wenn für jede Folge (xk)k≥0 in D gilt: (xk)k≥0 →∞
[
−∞

]
=⇒ (f(xk))k≥0 → c.
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2. Sei f : D → R, seien k, d ∈ R und Gk,d = {(x, y) ∈ R2 | y = kx+ d}. Man nennt die
Gerade Gk,d eine Asymptote an Graph(f) in ∞

[
in −∞

]
, wenn

lim
x→∞

(
f(x)− (kx+ d)

)
= 0

[
lim

x→−∞

(
f(x)− (kx+ d)

)
= 0

]
.

Bemerkungen:

1. Sei ∅ 6= D ⊂ R nach oben [ nach unten ] beschränkt, X ein normierter Raum, f : D → X
und entweder c ∈ X oder X = R, c ∈ R. Dann gibt es keine Folge (xk)k≥0 in D mit
(xk)k≥0 →∞ [ (xk)k≥0 → −∞ ] und daher ist stets

lim
x→∞

f(x) = c [ lim
x→∞

f(x) = c ] .

2. Sei (ak)k≥0 eine Folge in R. Dann ist a : N0 → R, k 7→ a(k) = ak, eine Funktion, und
die Definitionen des Folgengrenzwertes und des Funktionsgrenzwertes stimmen überein.

Beweis. Wir müssen zeigen: Ist a ∈ R und (ak)k≥0 → a, so gilt für jede Folge (mk)k≥0

in N mit (mk)k≥0 → ∞ ebenfalls (amk
)k≥0 → a. Ist (mk)k≥0 eine Folge in N mit

(mk)k≥0 → ∞, so folgt (m−1
k )k≥0 → 0 nach Satz 3.14, und die Behauptung folgt aus

Satz 3.4. �

3. Sei ∅ 6= D ⊂ R, X ein normierter Raum, f : D → X und entweder c ∈ X oder X = R
und c ∈ R. Sei D− = {−x | x ∈ D} und f− : D− → X definiert durch f−(x) = f(−x).
Dann gilt:

c = lim
x→−∞

f(x) ⇐⇒ c = lim
x→∞

f−(x) = lim
x→∞

f(−x) .

Beweis. Für jede Folge (ak)k≥0 in D gilt: (ak)k≥0 → −∞ ⇐⇒ (−ak)k≥0 →∞. �

Satz 4.7. Sei ∅ 6= D ⊂ R, X ein normierter Raum, f : D → X, a ∈ R, und

entweder c ∈ X oder X = R , c ∈ R .

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) limx→a− f(x) = c.

(b) Für jede streng monoton wachsende Folge (xn)n≥0 in D∩(−∞, a) mit (xn)n≥0 → a
ist (f(xn))n≥0 → c.

(c) Falls c ∈ X : (∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0)
(
∀x ∈ D ∩ (a− δ, a)

)
‖f(x)− c‖ < ε.

Falls c = ∞ : (∀b ∈ R) (∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D ∩ (a− δ, a)
)
f(x) > b.

2. Sei sup(D) = ∞. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(a) limx→∞ f(x) = c.

(b) Für jede streng monoton wachsende Folge (xn)n≥0 in D mit (xn)n≥0 → ∞ ist
(f(xn))n≥0 → c.

(c) Falls c ∈ X : (∀ε ∈ R>0) (∃M ∈ R)
(
∀x ∈ D ∩ (M,∞)

)
‖f(x)− c‖ < ε.

Falls c = ∞ : (∀b ∈ R) (∃M ∈ R) (∀x ∈ D ∩ (M,∞) f(x) > b.

3. Seien X und Y normierte Räume, f : D → X, f(D) ⊂ E ⊂ X, g : E → Y , und seien
die folgenden Bedingungen erfüllt :

• entweder b ∈ X oder X = R und b ∈ R,

• entweder c ∈ Y oder Y = R und c ∈ R,

• entweder b /∈ E oder g stetig in b.
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Dann gilt :

lim
x→∞

f(x) = b ∧ lim
y→b

g(y) = c =⇒ lim
x→∞

(g◦f)(x) = c.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Nach Definition.

(b) ⇒ (c) FALL 1 : c ∈ X.

Durch Widerspruch. Sei ε ∈ R>0, so dass (∀δ ∈ R>0)
(
∃x ∈ D∩ (a− δ, a) ‖f(x)− c‖ ≥ ε. Sei

x0 ∈ D ∩ (−∞, a) beliebig, und sei die Folge (xn)n≥0 in D ∩ (−∞, a) rekursiv definiert, so
dass

(∀n ≥ 1) xn ∈ D ∩
(
max

{
xn−1, a−

1

n

}
, a

)
und ‖f(xn)− c‖ ≥ ε .

Dann ist (xn)n≥0 eine streng monoton wachsende Folge in D ∩ (−∞, a) mit (xn)n≥0 → a
und (f(xn))n≥0 6→ c.

FALL 2 : c = ∞.

Durch Widerspruch. Sei b ∈ R>0, so dass (∀δ ∈ R>0)
(
∃x ∈ D ∩ (a − δ, a) f(x) ≤ b. Sei

x0 ∈ D ∩ (−∞, a) beliebig, und sei die Folge (xn)n≥0 in D ∩ (−∞, a) rekursiv definiert, so
dass

(∀n ≥ 1) xn ∈ D ∩
(
max

{
xn−1, a−

1

n

}
, a

)
und f(xn) ≤ b .

Dann ist (xn)n≥0 eine streng monoton wachsende Folge in D ∩ (−∞, a) mit (xn)n≥0 → a
und (f(xn))n≥0 6→ ∞.

(c) ⇒ (a) Wie Satz 4.1.

2. (a) ⇒ (b) Nach Definition.

(b) ⇒ (c) FALL 1 : c ∈ X.

Durch Widerspruch. Sei ε ∈ R>0, so dass (∀M ∈ R)
(
∃x ∈ D ∩ (M,∞) ‖f(x)− c‖ ≥ ε. Sei

x0 ∈ D beliebig, und sei die Folge (xn)n≥0 in D rekursiv definiert, so dass

(∀n ≥ 1) xn ∈ D ∩
(
max{xn−1, n},∞

)
und ‖f(xn)− c‖ ≥ ε .

Dann ist (xn)n≥0 eine streng monoton wachsende Folge in D mit (xn)n≥0 → ∞ und
(f(xn))n≥0 6→ c.

FALL 2 : c = ∞.

Durch Widerspruch. Sei b ∈ R>0, so dass (∀M ∈ R)
(
∃x ∈ D∩ (M,∞)

)
f(x) ≤ b. Sei x0 ∈ D

beliebig, und sei die Folge (xn)n≥0 in D rekursiv definiert, so dass

(∀n ≥ 1) xn ∈ D ∩
(
max{xn−1, n},∞

)
und f(xn) ≤ b .

Dann ist (xn)n≥0 eine streng monoton wachsende Folge in D mit (xn)n≥0 → ∞ und
(f(xn))n≥0 6→ ∞.

(c) ⇒ (a) Wie Satz 4.1.

3. Sei (ak)k≥0 eine Folge in D mit (ak)k≥0 → ∞. Dann folgt (f(ak))k≥0 → b, und es ist
entweder b 6∈ E oder g stetig in b. Daher folgt ((g◦f)(ak))k≥0 = g

(
f(ak)

)
k≥0

→ c. �

Satz 4.8. Sei ∅ 6= D ⊂ R, a ∈ R, und sei f : D → R monoton wachsend [ fallend ]. Dann ist

lim
x→a−

f(x) = sup f
(
D ∩ (−∞, a)

) [
lim
x→a−

f(x) = inf f
(
D ∩ (−∞, a)

) ]
,

lim
x→a+

f(x) = inf f
(
D ∩ (a,∞)

) [
lim
x→a+

f(x) = sup f
(
D ∩ (a,∞)

) ]
,
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lim
x→∞

f(x) = sup f(D)
[
inf f(D)

]
, und lim

x→−∞
f(x) = inf f(D)

[
sup f(D)

]
,

Beweis. Wir beweisen die erste Behauptung für monoton wachsendes f (die anderen Beweise
sind analog). Im Falle D ∩ (−∞, a) = ∅ ist nichts zu zeigen. Sei also D ∩ (−∞, a) 6= ∅ und
c = sup f

(
D ∩ (−∞, a)

)
∈ R ∪ {∞}.

FALL 1 : c ∈ R. Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D ∩ (a− δ, a)) |f(x)− c| < ε.

Sei ε ∈ R>0. Wegen sup f
(
D ∩ (−∞, a)

)
= c gibt es ein z ∈ D ∩ (−∞, a) mit f(z) > c − ε.

Sei δ = a− z und x ∈ D ∩ (a− δ, a). Dann ist x > z und daher c ≥ f(x) ≥ f(z) > c− ε.

FALL 2 : c = ∞. Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D ∩ (a− δ, a)) f(x) > ε.

Sei ε ∈ R>0. Wegen sup f
(
D ∩ (−∞, a)

)
= ∞ gibt es ein z ∈ D ∩ (−∞, a) mit f(z) > ε. Sei

δ = a− z und x ∈ D ∩ (a− δ, a). Dann ist x > z und daher f(x) ≥ f(z) > ε. �

Satz 4.9 (Wachstum der Polynomfunktionen).

1. Sei f ∈ P(C), f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 mit n ∈ N0, a0, . . . , an ∈ C
und an 6= 0. Dann gilt für alle x ∈ C:

|x| ≥ max
{

1,
2

|an|

n−1∑
ν=0

|aν |
}

=⇒ 1

2
|anxn| ≤ |f(x)| ≤ 3

2
|anxn| .

2. Sei f ∈ P(R), f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 mit n ∈ N, a0, . . . , an ∈ R
und an > 0. Dann ist

lim
x→∞

f(x) = ∞ und lim
x→−∞

f(x) = (−1)n∞ .

Beweis. 1. Sei x ∈ C. Aus

|x| ≥ max
{

1,
2

|an|

n−1∑
ν=0

|aν |
}

folgt
1

|anxn|

∣∣∣n−1∑
ν=0

aνx
ν
∣∣∣ ≤ 1

|anx|

n−1∑
ν=0

|aν | ≤
1

2

und daher

|f(x)| = |anxn|
∣∣∣1 +

1

|anxn|

n−1∑
ν=0

aνx
ν
∣∣∣ ≤ |anxn|

[
1 +

1

|anxn|

∣∣∣n−1∑
ν=0

aνx
ν
∣∣∣ ]

≤ 3

2
|anxn|

≥ |anxn|
[
1− 1

|anxn|

∣∣∣n−1∑
ν=0

aνx
ν
∣∣∣ ]

≥ 1

2
|anxn| .

2. Es ist

f(x) = anx
n
[
1 +

(an−1

anx
+ . . .+

a0

anxn

)]
, lim

x→±∞

(an−1

anx
+ . . .+

a0

anxn

)
= 0 ,

lim
x→∞

anx
n = ∞ , und lim

x→−∞
=

{
∞ , falls n gerade ,

−∞ , falls n ungerade . �
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Satz 4.10 (Wachstum der rationalen Funktionen). Sei D ⊂ R und h : D → R eine rationale
Funktion mit maximalem Definitionsbereich D (dann ist sup(D) = ∞ und inf(D) = −∞ ).
Sei

(∀x ∈ D) h(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0

xm + bm−1xm−1 + . . .+ b1x+ b0

mit n ∈ N0, m ∈ N, a0, . . . , an, b0, . . . , bm−1 ∈ R und an > 0.

1. n < m =⇒ lim
x→∞

h(x) = lim
x→−∞

h(x) = 0 .

2. n = m =⇒ lim
x→∞

h(x) = lim
x→−∞

h(x) = an.

3. n > m =⇒ lim
x→∞

h(x) = ∞ , lim
x→−∞

h(x) = (−1)n−m∞ .

4. n = m+ 1 =⇒ die Gerade {(x, y) ∈ R2 | y = anx+ (an−1 − bn−2an) } ist eine
Asymptote an Graph(h) in ∞ und in −∞ .

Beweis. Für x ∈ R× ist

h(x) = xn−m
an + an−1

x
+ . . .+ a1

xn−1 + a0

xn

1 + bm−1

x
+ . . .+ b1

xm−1 + b0
xm

, lim
x→±∞

an + an−1

x
+ . . .+ a1

xn−1 + a0

xn

1 + bm−1

x
+ . . .+ b1

xm−1 + b0
xm

= an ,

lim
x→∞

xn−m =


∞ , falls n > m ,

1 , falls n = m,

0 , falls n < m ,

und lim
x→−∞

xn−m =


(−1)n−m∞ , falls n > m ,

1 , falls n = m,

0 , falls n < m .

Damit folgen 1., 2. und 3.

4. Es ist

lim
x→±∞

[
h(x)− (anx+ an−1 − bn−2an)

]
= lim

x→±∞

(anx
n + an−1x

n−1 + . . .)− (anx+ an−1 − bn−2an)(x
n−1 + bn−2x

n−2 + . . .)

xn−1 + bn−2xn−2 + . . .

= lim
x→±∞

(an−2 − an−1 − bn−2an)x
n−2 + . . .

xn−1 + bn−2xn−2 + . . .
= 0 . �

4.3. Stetige Funktionen auf Intervallen; Logarithmen

Satz 4.11. Sei I ⊂ R ein Intervall und f : I → R.

A. Sei f stetig.

1. (Zwischenwertsatz von Bolzano). Seien a, b ∈ I, a < b, y ∈ R, und sei entweder
f(a) < y < f(b) oder f(a) > y > f(b). Dann gibt es ein z ∈ (a, b) mit f(z) = y.

2. Ist f nicht konstant, so ist f(I) ist ein Intervall.

3. Ist f injektiv, so ist f streng monoton.
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4. Sei f : I → R streng monoton wachsend [ fallend ], a = inf(I), b = sup(I), c = inf f(I)
und d = sup f(I). Dann ist c < d, und es gilt :

I = [a, b] =⇒ f(I) = [c, d] = [f(a), f(b)]
[
f(I) = [c, d] = [f(b), f(a)]

]
I = [a, b) =⇒ f(I) = [c, d) = [f(a), d)

[
f(I) = (c, f(a)

]
I = (a, b] =⇒ f(I) = (c, d] = (c, f(b)]

[
f(I) = [f(b), d

)
I = (a, b) =⇒ f(I) = (c, d) .

B. Ist f streng monoton, so ist f−1 : f(I) → R stetig.

Beweis. A. 1. Sei f(a) < y < f(b) und z = sup{x ∈ [a, b] | f(x) ≤ y}. Nach Satz 3.15 gibt
es eine Folge (xk)k≥0 in [a, b], so dass (∀k ∈ N0) f(xk) ≤ y und (xk)k≥0 → z. Dann folgt
(f(xk))k≥0 → f(z), also auch f(z) ≤ y und daher z < b. Wäre f(z) < y, so gäbe es nach Satz
4.2 ein z′ ∈ (z, b) mit f(z′) < y, ein Widerspruch. Daher ist f(z) = y.

2. Nach 1. und Satz 1.16.

3. Angenommen, f sei nicht streng monoton. Dann gibt es x1, x2, x3 ∈ I mit x1 < x2 < x3

und

entweder
[
f(x1) < f(x2) und f(x2) > f(x3)

]
oder

[
f(x1) > f(x2) und f(x2) < f(x3)

]
.

Wir nehmen an, es sei f(x1) < f(x2) und f(x2) > f(x3) (im anderen Falle argumentiert man
analog). Wegen der Injektivität von f ist f(x1) 6= f(x3).

FALL 1 : f(x1) > f(x3). Wegen f(x3) < f(x1) < f(x2) gibt es nach 1. ein y ∈ (x2, x3) mit
f(y) = f(x1), ein Widerspruch.

FALL 2 : f(x1) < f(x3). Wegen f(x1) < f(x3) < f(x2) gibt es nach 1. ein y ∈ (x1, x2) mit
f(y) = f(x3), ein Widerspruch.

4. Sei f stetig und streng monoton wachsend (im anderen Falle argumentiert man analog).
Nach 2. ist f(I) ein Intervall, also c < d und (c, d) ⊂ f(I) ⊂ [c, d]. Wir müssen daher die
folgenden vier Aussagen zeigen:

a. a ∈ I =⇒ c = f(a) . b. a /∈ I =⇒ c /∈ f(I) .
c. b ∈ I =⇒ d = f(b) . d. b /∈ I =⇒ d /∈ f(I) .

Wir zeigen a. und b. (die beiden anderen Aussagen beweist man analog).
a. Sei a ∈ I. Dann ist c ≤ f(a), und wir nehmen an, es sei c < f(a). Sei y ∈ (c, f(a)).

Dann ist y ∈ f(I), und nach 1. gibt es ein z ∈ I, so dass f(z) = y. Dann ist aber z > a und
f(z) < f(a), ein Widerspruch.

b. Wir nehmen an, es sei a /∈ I und c ∈ f(I), c = f(y) mit y ∈ I, also y > a. Ist x ∈ (a, y),
so ist x ∈ I und daher c ≤ f(x) < f(y) = c, ein Widerspruch.

B. Sei f streng monoton wachsend (den anderen Fall behandelt man analog), y0 ∈ f(I) und
x0 = f−1(y0) ∈ I. Dann ist auch f−1 streng monoton wachsend, und wir müssen zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0)
(
∀y ∈ f(I) ∩ (y0 − δ, y0 + δ)

)
f−1(y) ∈ (x0 − ε, x0 + ε) .

Sei ε ∈ R>0.

FALL 1 : x0 ∈ I◦.
Sei ε0 ∈ (0, ε] mit [x0− ε0, x0 + ε0] ⊂ I. Dann ist f(x0− ε0) < f(x0) = y0 < f(x0 + ε0), und es
sei δ ∈ R>0 mit f(x0 − ε0) < y0 − δ < y0 + δ < f(x0 + ε0). Sei nun y ∈ f(I)∩ (y0 − δ, y0 + δ).
Dann ist f(x0 − ε0) < y < f(x0 + ε0) und daher

x0 − ε ≤ x0 − ε0 = f−1
(
f(x0 − ε0)

)
< f−1(y) < f−1

(
f(x0 + ε0)

)
= x0 + ε0 ≤ x0 + ε .
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FALL 2 : x0 = min(I).

Sei ε0 ∈ (0, ε] mit [x0, x0 + ε0] ⊂ I. Dann ist y0 = f(x0) < f(x0 + ε0), und da f streng monoton
wächst, ist y0 = min

(
f(I)

)
. Sei δ ∈ R>0 mit y0 + δ < f(x0 + ε0) und y ∈ f(I)∩ (y0− δ, y0 + δ),

also y0 ≤ y ≤ y0 + δ. Dann folgt

x0 = f−1(y0) ≤ f−1(y) ≤ f−1(y0 + δ) < f−1
(
f(x0 + ε0)

)
= x0 + ε0 ≤ x0 + ε .

FALL 3 : x0 = max(I). Analog zu FALL 2. �

Satz und Definition 4.12.

1. Die Funktion R>0×R → R, definiert durch (a, ρ) 7→ aρ, ist stetig.

2. Sei ρ ∈ R \ {0}. Die Funktion

Potρ : R>0 → R , definiert durch Potρ(x) = xρ ,

ist stetig und streng monoton (wachsend, falls ρ > 0, und fallend, falls ρ < 0).

Es ist Potρ(R>0) = R>0, und Potρ
−1 = Pot1/ρ.

Potρ heißt Potenzfunktion zum Exponenten ρ .

Im Falle ρ > 0 ist limx→0 x
ρ = 0, und Potρ hat eine stetige Ergänzung

Potρ : R≥0 → R mit Potρ(0) = 0ρ = 0 .

3. Sei a ∈ R>0 \ {1}. Die Funktion

a exp: R → R , definiert durch a exp(x) = ax ,

ist stetig und streng monoton (wachsend, falls a > 1, und fallend, falls a < 1).

Es ist a exp(R) = R>0.
a exp heißt Exponentialfunktion zur Basis a . Ihre Umkehrfunktion

a log = (aexp)−1 : R>0 → R

heißt Logarithmusfunktion zur Basis a .

Die Funktion a log : R>0 → R ist stetig und streng monoton (wachsend, falls a > 1,
und fallend, falls a < 1), und es ist a log(R>0) = R.

Die Funktion 10 log heißt dekadische oder Brigg’sche Logarithmusfunktion , die
Funktion e log = log = ln heißt natürliche Logarithmusfunktion .

Beweis. 1. Für jedes M ∈ N≥2 genügt die Funktion (a, ρ) 7→ aρ in (M−1,M)×(−M,M)
nach Satz 3.12 einer Lipschitzbedingung und ist daher nach Satz 4.4 stetig.

2. Die Funktion Potρ =
(
x 7→ (x, ρ) 7→ xρ

)
ist stetig nach 1. und Satz 4.6. Nach

Satz 3.12 ist Potρ streng monoton (wachsend, falls ρ > 0, und fallend, falls ρ < 0), es ist
Potρ(R>0) ⊂ R>0 und Pot−1

ρ = Pot1/ρ. Ist y ∈ R>0, so folgt y = Potρ
(
Pot1/ρ(y)

)
∈ Potρ(R>0)

und daher Potρ(R>0) = R>0. Im Falle ρ > 0 ist Potρ streng monoton wachsend und daher

lim
x→0

Potρ(x) = 0 .

3. Die Funktion a exp =
(
x 7→ (a, x) 7→ ax

)
ist stetig nach 1. und Satz 4.6. Nach Satz

3.12 ist a exp streng monoton (wachsend, falls a > 1, und fallend, falls a < 1), und es ist
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a exp(R) ⊂ R>0. Auf Grund von Beispiel 2 nach Satz 3.7 und Beispiel 1 nach Satz 3.14 ist

lim
n→∞

an =

{
0 , falls a < 1 ,

∞ , falls a > 1 ,
und lim

n→∞
a−n =

{
∞ , falls a < 1 ,

0 , falls a > 1 .

Daher gilt: (∀y ∈ R>0) (∃x1, x2 ∈ R) ax1 < y < ax2 , und mit Hilfe von Satz 4.11 folgt
a exp(R) = R>0.

Mit a exp ist auch a log : R>0 → R stetig (nach Satz 4.11 ) und streng monoton, und
a log(R>0) = R. �

Satz 4.13 (Rechenregeln für Logarithmen). Seien a, b ∈ R>0 \ {1}, x, y ∈ R>0 und ρ ∈ R.
a log a = 1 , a log 1 = 0 , a

a log x = x , a log(xy) = a log x+ a log y ,

a log
(1

x

)
= − a log x , a log(xρ) = ρ alog x und b log x = ( a log x) ( b log a) .

Beweis. Für z ∈ R und u ∈ R>0 gilt: u = az ⇐⇒ z = a log u. Damit folgen die ersten drei
Gleichungen unmittelbar.

Wegen
a

a log x+ a log y = a
a log x a

a log y = xy folgt a log(xy) = a log x+ a log y ,

und wegen
a log x+ a log

(1

x

)
= a log 1 = 0 folgt a log

(1

x

)
= − a log x .

Es ist
aρ (alog x) =

(
a

a log x
)ρ

= xρ , also a log(xρ) = ρ a log x ,

und daher
b log x = b log

(
a

a log x
)

= ( a log x) ( b log a) . �

Satz 4.14 (Grenzwertsätze für Potenzen und Logarithmen). Seien a ∈ R>1 und ρ ∈ R>0.

1. lim
x→∞

ax

xρ
= ∞ ; 2. lim

x→∞
xρa−x = 0 ; 3. lim

x→∞

alog x

xρ
= 0 ; 4. lim

x→0+
xρ alog x = 0 ;

5. lim
x→0

ax − 1

x
= log a ; 6. lim

x→0

alog(1 + x)

x
=

1

log a
; 7. lim

x→0

(1 + x)ρ − 1

x
= ρ .

Beweis. 1. Auf Grund von Beispiel 5 nach Satz 3.7 gilt: Ist b ∈ R mit |b| < 1 und p ∈ N, so
folgt (bnnp)n≥1 → 0. Wir müssen zeigen:

Für jede Folge (xk)k≥0 in R>1 mit (xk)k≥0 →∞ ist (x−ρk axk)k≥0 → ∞.

Sei p ∈ N mit p > ρ und (xk)k≥0 eine Folge in R>1. Für k ≥ 0 sei nk ∈ N mit nk−1 ≤ xk < nk.
Dann ist (nk)k≥0 →∞, für alle k ≥ 0 ist xρk < nρk < npk, und

x−ρk axk ≥ n−pk ank−1 = a−1
(
(a−1)nk npk

)−1 → ∞ ( nach Satz 3.14 ).

2. Nach 1. und Satz 3.14.

3. Sei (xk)k≥0 eine Folge in R>0 mit (xk)k≥0 →∞, und sei yk = a log xk, also xk = ayk .
Nach Satz 4.8 ist dann auch (yk)k≥0 →∞, und mit 1. und Satz 3.14 folgt

a log xk
xρk

=
yk
aρyk

=
((aρ)yk

yk

)−1

→ 0 .



90 FRANZ HALTER-KOCH

4. Nach 3. und Satz 3.14.

5. Sei (xk)k≥0 eine Folge in R× mit (xk)k≥0 → 0, und sei yk = axk − 1 ∈ R×, also
xk log a = log(yk + 1). Wegen der Stetigkeit von a exp folgt (yk)k≥0 → 0, und wegen der
Stetigkeit von log folgt log

[
(1 + yk)

1/yk
]
→ log e = 1 nach Satz 3.13. Damit erhalten wir

axk − 1

xk
=

yk
log(yk + 1)

log a =
1

log
[
(1 + yk)1/yk

] log a → log a .

6. Sei (xk)k≥0 eine Folge in R× mit (xk)k≥0 → 0, ohne Einschränkung (∀k ≥ 0) |xk| < 1,
und sei yk = a log(1 + xk) ∈ R×. Wegen der Stetigkeit von log folgt (yk)k≥0 → 0 und daher
nach 5.

a log(1 + xk)

xk
=

yk
ayk − 1

→ 1

log a
.

7. Sei (xk)k≥0 eine Folge in R× mit (xk)k≥0 → 0, ohne Einschränkung (∀k ≥ 0) |xk| < 1.
Sei zk = log(1 + xk) und yk = ρzk. Dann folgt (yk)k≥0 → 0, (zk)k≥0 → 0, und daher nach 5.

(1 + xk)
ρ − 1

xk
=

eyk − 1

ezk − 1
=

(eyk − 1

yk

) (ezk − 1

zk

)−1 yk
zk

→ ρ . �

4.4. Kompaktheit

Satz und Definition 4.15. Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum und C ⊂ X.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :
(a) Für jede Menge U offener Teilmengen von X gilt :

Ist C ⊂
⋃
U∈U

U , so existiert eine endliche Teilmenge U0 ⊂ U mit C ⊂
⋃
U∈U0

U

Man nennt U eine offene Überdeckung von C und U0 eine endliche Teilüberdeckung.

(b) Jede Folge in C hat einen Häufungswert in C.

(c) Jede Cauchyfolge in C hat einen Grenzwert in C, und für jedes ε ∈ R>0 hat die
offene Überdeckung {Bε(a) | a ∈ C} von C eine endliche Teilüberdeckung.

Man sagt dann, C ist vollständig und totalbeschränkt.

Eine Menge C mit den Eigenschaften (a), (b) und (c) heißt kompakt.

2. Ist C kompakt, so ist C abgeschlossen und beschränkt.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Sei (ak)k≥0 eine Folge in C ohne Häufungswert in C. Nach Satz 3.16
gilt:

(∀ a ∈ C) (∃Ua ∈ U(a)) |{k ∈ N0 | ak ∈ Ua}| <∞ .

Für a ∈ C ist dann auch a ∈ U◦
a . Daher ist {U◦

a | a ∈ C} eine offene Überdeckung von C und
besitzt eine endliche Teilüberdeckung. Das ist aber ein Widerspruch, da jedes U◦

a nur endlich
viele Folgenglieder enthält.
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(b) ⇒ (c) Nach Satz 3.18 hat jede Cauchyfolge in C einen Grenzwert in C. Wir nehmen
nun an, es gebe ein ε ∈ R>0, so dass die offene Überdeckung {Bε(a) | a ∈ C} von C keine
endliche Teilüberdeckung enthält. Dann gibt es eine Folge (ak)k≥0 in C, so dass

(∀k ∈ N0) ak+1 /∈
k⋃
i=0

Bε(ai) , also insbesondere (∀k > l ≥ 0) ‖ak − al‖ ≥ ε .

Für jedes a ∈ C ist daher |{k ∈ N0 | ak ∈ Bε/2(a)}| ≤ 1, also a kein Häufungswert von (ak)k≥0,
ein Widerspruch.

(c) ⇒ (a) Wir nehmen im Gegenteil an, es gebe eine offene Überdeckung U von C ohne
endliche Teilüberdeckung. Für n ∈ N0 sei En ⊂ C eine endliche Menge, so dass

C⊂
⋃
a∈En

B1/2n(a) , und sei Ω =
{
C ′ ⊂ C

∣∣∣ für jede endliche Menge E ⊂ U ist C ′ 6⊂
⋃
U∈E

U
}

Wir konstruieren (rekursiv) eine Folge (an)n≥0 in C mit folgender Eigenschaft:

Für alle n ∈ N0 ist an ∈ En , C ∩B1/2n(an) ∈ Ω und B1/2n(an) ∩B1/2n+1(an+1) 6= ∅.

Wegen

C =
⋃
a∈E0

(C ∩B1(a)) ∈ Ω

gibt es ein a0 ∈ E0 mit C ∩ B1(a0) ∈ Ω. Sei nun n ≥ 0, an ∈ En mit C ∩ B1/2n(an) ∈ Ω,
und sei E ′

n+1 = {a ∈ En+1 | B1/2n+1(a) ∩B1/2n(an) 6= ∅}. Wegen

C ∩B1/2n(an) =
⋃

a∈E′n+1

C ∩B1/2n+1(a)

gibt es ein an+1 ∈ En+1 mit C ∩B1/2n+1(an+1) ∈ Ω und B1/2n(an) ∩B1/2n+1(an+1) 6= ∅.
Sei nun n ∈ N0 und z ∈ B1/2n(an) ∩B1/2n+1(an+1). Dann folgt

‖an+1 − an‖ ≤ ‖an+1 − z‖+ ‖z − an‖ <
1

2n+1
+

1

2n
=

3

2n+1
,

und für k > n ist

‖ak − an‖ =
∥∥∥k−1∑
i=n

(ai+1 − ai)
∥∥∥ ≤ k−1∑

i=n

‖ai+1 − ai‖ <
k−1∑
i=n

3

2i+1
= 3(2−n − 2−k) < 3 · 2−n ,

also (an)n≥0 eine Cauchyfolge
[
(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀k > n ≥ n0) ‖ak − an‖ < ε

]
. Nach

Voraussetzung gibt es ein a ∈ C mit (an)n≥0 → a. Sei U ∈ U mit a ∈ U und r ∈ R>0 mit
Br(a) ⊂ U . Sei n ∈ N so groß, dass

‖a− an‖ <
r

2
und

1

2n
<
r

2
.

Ist nun x ∈ B1/2n(an), so folgt

‖x− a‖ ≤ ‖x− an‖+ ‖an − a‖ < 1

2n
+
r

2
< r , also x ∈ Br(a) ⊂ U .

Daher ist B1/2n(an) ⊂ U , im Widerspruch zu C ∩B1/2n(an) ∈ Ω.

2. Sei C kompakt und a ∈ C. Nach Satz 3.2 gibt es eine Folge (an)n≥0 in C mit
(an)n≥0 → a. Nach 1. hat (an)n≥0 einen Häufungswert in C, also folgt a ∈ C. Daher ist C
abgeschlossen.
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Nach 1. gibt es ein n ∈ N und a1, . . . , an ∈ E, so dass C ⊂ B1(a1) ∪ . . . ∪ B1(an). Ist nun
a ∈ E, so gibt es ein i ∈ {1, . . . , n} mit a ∈ B1(ai), und es folgt

‖a‖ ≤ ‖a− ai‖+ ‖ai‖ ≤ 1 + max{‖a1‖, . . . , ‖an‖} , also ist C beschränkt. �

Satz 4.16.

1. Sei X ein endlich-dimensionales R-Vektorraum und C ⊂ X abgeschlossen und beschränkt
( bezüglich irgendeiner Norm ). Dann ist C kompakt.

2. Jede nicht-leere kompakte Teilmenge von R hat eine Maximum und ein Minimum.

Beweis. Wegen des Normäquivalenzsatzes kommt es auf die Wahl der Norm nicht an. Sei im
Folgenden ‖ · ‖ eine Norm auf X.

1. Sei C ⊂ X abgeschlossen und beschränkt, und sei (an)n≥0 eine Folge in C. Dann ist
(an)n≥0 beschränkt und hat nach Satz 3.20 eine Häufungswert a ∈ X. Also gibt es eine gegen
a konvergente Teilfolge von (an)n≥0, und nach Satz 3.2 folgt a ∈ C = C. Daher ist C kompakt
nach Satz 4.15.

2. Sei ∅ 6= A ⊂ R kompakt, also abgeschlossen und beschränkt, und sei a = inf(A) ∈ R.
Nach Satz 3.15 gibt es eine Folge (an)n≥0 in A mit (an)n≥0 → a, und nach Satz 3.2 ist
a ∈ A = A, also a = min(A). Die Existenz des Maximums beweist man analog. �

Bemerkung:

Ein Intervall I ⊂ R ist genau dann kompakt, wenn I = [a, b] mit a, b ∈ R, a < b.

4.5. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Definition 4.3. Sei X ein normierter Raum und A ⊂ D ⊂ X. Man sagt, A ist relativ offen
[ relativ abgeschlossen ] in D, wenn es eine offene [ abgeschlossene ] Menge C ⊂ X gibt mit
A = D ∩ C.

Satz 4.17. Seien X und Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X und f : D → Y .

1. Es sind äquivalent :

(a) f ist stetig.

(b) Für jede abgeschlossene Teilmenge A ⊂ Y ist f−1(A) relativ abgeschlossen in D.

(c) Für jede offene Teilmenge V ⊂ Y ist f−1(V ) relativ offen in D.

2. Sei D kompakt und f stetig.

(a) f(D) ist kompakt, und die Menge
{
‖f(x)‖

∣∣ x ∈ D}
⊂ R hat ein Miniumum und

ein Maximum. Ist insbesondere Y = R, so hat auch f(D) ein Miniumum und ein
Maximum.

(b) Ist f injektiv, so ist auch f−1 : f(D) → X stetig.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Sei A ⊂ Y abgeschlossen. Wir zeigen f−1(A) = f−1(A) ∩ D.

Offensichtlich ist f−1(A) ⊂ f−1(A) ∩D.

Sei also a ∈ f−1(A)∩D. Nach Satz 3.2 gibt es eine Folge (an)n≥0 in f−1(A) mit (an)n≥0 → a.
Wegen der Stetigkeit von f in a ist dann (f(an))n≥0 → f(a), und da A abgeschlossen ist, folgt
f(a) ∈ A, also a ∈ f−1(A) ∩D.
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(b) ⇒ (c) Sei V ⊂ Y offen. Dann ist Y \ V abgeschlossen, also f−1(Y \ V ) = A ∩D mit
einer abgeschlossenen Menge A ⊂ X. Daher ist f−1(V ) = D \ f−1(Y \ V ) = D ∩ (X \ A)
relativ offen in D.

(c) ⇒ (a) Sei a ∈ D und V ∈ U(f(a)). Dann gibt es eine offene Menge U ⊂ X mit
f−1(V ◦) = U ∩D. Wegen f(a) ∈ V ◦ ist a ∈ U , also U ∈ U(a) und f(U ∩D) ⊂ f(f−1(V )) ⊂ V .

2. (a) Es genügt, die Kompaktheit von f(D) zu beweisen. Sei V eine offene Überdeckung
von f(D). Nach 1. gibt es zu jedem V ∈ V eine offene Menge UV ⊂ X mit f−1(V ) = UV ∩D.
Dann ist

D = f−1(f(D)) ⊂
⋃
V ∈V

f−1(V ) ⊂
⋃
V ∈V

UV ,

also {UV | U ∈ V} eine offene Überdeckung von D. Da D kompakt ist, gibt es eine endliche
Teilmenge V0 ⊂ V mit

D ⊂
⋃
V ∈V0

UV , also D =
⋃
V ∈V0

UV ∩D , und daher f(D) =
⋃
V ∈V0

f(UV ∩D) ⊂
⋃
V ∈V0

V .

(b) Wir müssen zeigen: (∀ a ∈ D) f−1 stetig in f(a). Angenommen, das sei falsch. Dann
gibt es ein a ∈ D und eine Folge (yn)n≥0 in f(D) mit (yn)n≥0 → f(a) und (f−1(yn))n≥0 6→ a.
Dann gibt es ein ε ∈ R>0, so dass die Menge T = {n ∈ N0 | f−1(yn) 6∈ Bε(a)} unendlich
ist. Da D kompakt ist, hat die Folge (f−1(yn))n∈T einen Häufungswert c ∈ D. Sei T1 ⊂ T
unendlich mit (f−1(yn))n∈T1 → c. Da D \ Bε(a) = D ∩ (X \ Bε(a)) abgeschlossen ist, folgt
c /∈ Bε(a), und wegen (yn)n∈T1 = f(f−1(yn))n∈T1 → f(c) folgt f(c) = f(a) und c = a, ein
Widerspruch! �

Satz 4.18. Sei f ∈ P(R) und n = grad(f) ∈ N.

1. Ist n ungerade, so ist f(R) = R. Insbesondere besitzt f in R eine Nullstelle.

2. Sei n gerade und a der Leitkoeffizient von f . Dann gibt es ein c ∈ R mit

f(R) = [c,∞) , falls a > 0 , und f(R) = (−∞, c] , falls a < 0 .

Beweis. 1. Nach den Sätzen 4.9 und 4.11.

2. Sei a > 0 (im Falle a < 0 betrachte man −f). Nach Satz 4.9 ist

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→∞

f(x) = ∞ , folglich (∃b ∈ R>0) (∀x ∈ R \ [−b, b]) |f(x)| > |f(0)| .

Es folgt inf f(R) = inf f([−b, b]) = min f([−b, b]) nach Satz 4.16, und mit Satz 4.11 folgt die
Behauptung. �

4.6. Folgen stetiger Funktionen

Beispiel:

Für n ∈ N sei fn : [0, 1] → R definiert durch fn(x) = xn. Dann ist(
fn(x)

)
n≥1

→ f(x) =

{
0 , falls x < 1 ,

1 , falls x = 1 .

(∀n ≥ 1) fn stetig, aber f ist unstetig!
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Definition 4.4. Seien X und Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X und ‖·‖D die Supremumsnorm
auf Abb(D, Y ) (siehe Definition 2.11). Sei (fn : D → Y )n≥0 eine Folge von Abbildungen und
f : D → X.

1. Man sagt, die Folge (fn)n≥0 konvergiert (punktweise) gegen f , (fn)n≥0 → f , wenn
(∀x ∈ D) (fn(x))n≥0 → f(x). Explizit:

(∀x ∈ D) (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) ‖f(x)− fn(x)‖ < ε .

2. Man sagt, die Folge (fn)n≥0 konvergiert gleichmäßig gegen f , (fn)n≥0 ⇒ f , wenn
(‖f − fn‖D)n≥0 → 0. Explizit:

(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) (∀x ∈ D) ‖f(x)− fn(x)‖ < ε .

3. Man sagt, die Folge (fn)n≥0 konvergiert lokal gleichmäßig gegen f ,

(fn)n≥0 ⇒lok f , wenn (∀x ∈ D) (∃U ∈ U(x)) (fn |U ∩D)n≥0 ⇒ f |U ∩D .

4. Sei ∅ 6= D0 ⊂ D. Man sagt, die Folge (fn)n≥0 konvergiert auf D0 (lokal) gleichmäßig
gegen f , wenn die Folge (fn |D0)n≥0 auf D0 (lokal) gleichmäßig gegen f |D0 kon-
vergiert. Anstatt ,,(fn)n≥0 konvergiert auf D0 (lokal) gleichmäßig gegen f” sagt man
auch, ,,(fn(x))n≥0 konvergiert für x ∈ D0 (lokal) gleichmäßig gegen f(x)”.

Satz 4.19. Seien X und Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X, a ∈ X, sei (fn : D → Y )n≥0

eine Folge von Abbildungen und f : D → Y .

1. Sei (fn)n≥0 ⇒ f .

(a)
[
(∀n ∈ N0) fn beschränkt

]
=⇒ f beschränkt.

(b) Sei (cn)n≥0 eine Folge in Y , c ∈ Y , (cn)n≥0 → c. Dann gilt :

(∀n ∈ N0) lim
x→a

fn(x) = cn =⇒ lim
x→a

f(x) = c .

(c) Sei (cn)n≥0 eine Folge in Y und (∀n ∈ N0) limx→a fn(x) = cn. Ist a ∈ D′ und
Y ein Banachraum, so ist (cn)n≥0 konvergent.

(d) Sei a ∈ D und (∀n ∈ N0) fn stetig in a. Dann ist f stetig in a.

2. Sei (fn)n≥0 ⇒lok f . Dann gilt :
[
(∀n ∈ N0) fn stetig

]
=⇒ f stetig.

3. Sei D kompakt und (fn)n≥0 ⇒lok f . Dann folgt (fn)n≥0 ⇒ f .

Die Aussage von Satz 4.19.1.(b) behauptet eine “Vertauschung von Grenzprozessen”:

lim
x→a

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a

fn(x) .

Beweis. 1. (a) Wegen (fn)n≥0 ⇒ f gibt es ein n ∈ N0 mit ‖f − fn‖D ≤ 1. Dann folgt
‖f‖D ≤ ‖f − fn‖D + ‖fn‖D ≤ 1 + ‖fn‖D <∞.

1. (b) Wir müssen zeigen: Für jede Folge (xk)k≥0 in D \ {a} mit (xk)k≥0 → a ist
(f(xk))k≥0 → c. Sei (xk)k ≥ 0 Folge in D \ {a} mit (xk)k≥0 → a. Dann ist zu zeigen:

(∀ ε ∈ R>0) (∃k0 ≥ 0)(∀k ≥ k0) ‖f(xk)− c‖ < ε .

Sei ε ∈ R>0. Dann

(∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) ‖f − fn‖D <
ε

3
und (∃n1 ≥ 0) (∀n ≥ n1) ‖cn − c‖ < ε

3
.
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Sei n ≥ max(n0, n1). Dann

(∃ k0 ≥ 0) (∀ k ≥ k0) ‖fn(xk)− cn‖ <
ε

3
,

und für alle k ≥ k0 folgt

‖f(xk)− c‖ ≤ ‖f(xk)− fn(xk)‖+ ‖fn(xk)− cn‖+ ‖cn − c‖ ≤ ‖f − fn‖D +
2ε

3
< ε .

1. (c) Es genügt, zu zeigen: (cn)n≥0 ist eine Cauchyfolge in Y , das heißt,

(∀ ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀m, n ≥ n0) ‖cm − cn‖ < ε .

Sei ε ∈ R>0. Dann

(∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) ‖f − fn‖D <
ε

4
.

Seien m, n ≥ n0. Dann gibt es ein x ∈ D mit

‖fn(x)− cn‖ <
ε

4
und ‖fm(x)− cm‖ <

ε

4
,

und wegen ‖f(x)− fn(x)‖ ≤ ‖f − fn‖D und ‖f(x)− fm(x)‖ ≤ ‖f − fm‖D folgt

‖cn − cm‖ ≤ ‖cn − fn(x)‖+ ‖fn(x)− f(x)‖+ ‖f(x)− fm(x)‖+ ‖fm(x)− cm‖ < ε .

1. (d) Wegen (fn)n≥0 ⇒ f ist (fn(a))n≥0 → f(a). Nach (b) folgt limx→a f(x) = f(a), also
ist f stetig in a.

2. Sei (fn)n≥0 ⇒lok f und (∀n ∈ N0) fn stetig. Sei a ∈ D. Dann gibt es ein U ∈ U(a) mit
(fn |U ∩D)n≥0 ⇒ f |U ∩D. Nach 1.(c) ist f | U ∩D stetig in a, und daher ist auch f stetig
in a.

3. Für x ∈ D sei Ux ∈ U(x), so dass (fn |Ux ∩ D)n≥0 ⇒ f |Ux ∩ D. Dann ist die Menge

U = {U◦
x | x ∈ D} eine offene Überdeckung von D. Daher gibt es x1, . . . xk ∈ D mit

D ⊂
k⋃
i=1

U◦
xi
⊂

k⋃
i=1

Uxi
.

Wie müssen zeigen:
(
∀ε ∈ R>0

) (
∃n0 ∈ N0

) (
∀n ≥ n0

) (
∀x ∈ D

)
‖f(x) − fn(x)‖ < ε . Sei

ε ∈ R>0. Für jedes i ∈ {1, . . . , k} ist (fn |Uxi
∩ D)n≥0 ⇒ f |Uxi

∩ D, und daher gibt es ein
ni ≥ 0, so dass (∀x ∈ Uxi

∩ D) ‖f(x) − fn(x)‖ < ε. Ist nun n ≥ n0 = max(n1, . . . , nk), so
folgt (∀x ∈ D) ‖f(x)− fn(x)‖ < ε . �

Beispiel: Die Funktionenfolge (fn : R → R)n≥1 sei definiert durch

fn(x) =


nx , falls 0 < 2nx ≤ 1 ,

1− nx , falls 1 < 2nx ≤ 2 ,

0 , sonst.

Dann gilt: (∀n ∈ N) fn ist stetig, (fn)n≥0 → 0, aber die Konvergenz ist nicht gleichmäßig.

Satz 4.20 (Cauchy-Kriterium für gleichmäßige Konvergenz). Sei X ein normierter Raum,
Y ein Banachraum, ∅ 6= D ⊂ X und (fn : D → Y ) eine Folge von Funktionen. Dann sind
äquivalent :

(a) Es gibt eine Funktion f : D → Y mit (fn)n≥0 ⇒ f .

(b)
(
∀ε ∈ R>0

)
(∃n0 ≥ 0

) (
∀m, n ≥ n0

)
‖fm − fn‖D < ε .
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Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Sei ε ∈ R>0. Wegen (fn)n≥0 ⇒ f gilt:

(∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) ‖f − fn‖D <
ε

2
.

Für m, n ≥ n0 ist dann ‖fn − fm‖D ≤ ‖fn − f‖D + ‖f − fm‖D < ε.

(b) ⇒ (a) Für x ∈ D und m, n ∈ N0 ist ‖fn(x) − fm(x)‖ ≤ ‖fn − fm‖D, also (fn(x))n≥0

eine Cauchyfolge in Y und daher konvergent. Wir definieren

f : D → Y durch f(x) = lim
n→∞

fn(x)

und zeigen (fn)n≥0 ⇒ f , also (∀ ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) (∀x ∈ D) ‖f(x)− fn(x)‖ < ε.
Sei ε ∈ R>0, 0 < ε1 < ε und n0 ≥ 0, so dass (∀m, n ≥ n0) ‖fm − fn‖D < ε1. Sei n ≥ n0 und
x ∈ D. Dann ist (∀m ≥ n) (∀x ∈ D) ‖fm(x)− fn(x)‖ ≤ ‖fm − fn‖D < ε1 und daher wegen
der Stetigkeit von ‖ · ‖ : Y → R auch

(∀x ∈ D) ‖f(x)− fn(x)‖ = lim
m→∞

‖fm(x)− fn(x)‖ ≤ ε1 < ε . �
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5. Unendliche Reihen

5.1. Definition und einfache Beispiele

Definition 5.1. Sei X ein normierter Raum und (an)n≥0 eine Folge in X. Unter der un-
endlichen Reihe∑

n≥0

an versteht man die Folge (Ak)k≥0 ihrer Partialsummen Ak =
k∑

n=0

an .

Man sagt, die Reihe konvergiert [ divergiert ] , wenn die Folge (Ak)k≥0 konvergiert [ divergiert ].
Ist (Ak)k≥0 → a ∈ X, so nennt man a die Summe der Reihe und schreibt

a =
∞∑
n=0

an .

Nach Satz 3.2 hat eine unendliche Reihe in X höchstens eine Summe.

Ist (an)n≥0 eine Folge in R≥0, so ist die Folge (Ak)k≥0 ihrer Partialsummen monoton wachsend,
also entweder beschränkt und dann konvergent oder bestimmt divergent gegen ∞, und man
definiert

∞∑
n=0

an = lim
k→∞

Ak = sup{Ak | k ≥ 0} ∈ [0,∞] .

Ist (an)n≥0 eine Folge in [0,∞] und (∃n ∈ N0) an = ∞, so definiert man
∞∑
n=0

an = ∞ .

Ist p ∈ Z und (an)n≥p eine Folge mit Anfangsindex p, so definiert man∑
n≥p

an =
∑
n≥0

ap+n und
∞∑
n=p

an =
∞∑
n=0

ap+n .

Beispiele:

1.
∞∑
n=0

1 = lim
k→∞

k∑
n=0

1 = lim
k→∞

(k + 1) = ∞ ,

∞∑
n=1

1

n
= lim

k→∞

k∑
n=1

1

n
= ∞ .

2. Geometrische Reihe: Sei a ∈ C, |a| < 1. Dann ist (|a|n)n≥0 → 0, also (an)n≥0 → 0, und

k∑
n=0

an =
ak+1 − 1

a− 1
, also

( k∑
n=0

an
)
k≥0

→ 1

1− a
, und daher

∞∑
n=0

an =
1

1− a
.

3. g-adische Ziffernentwicklung. Sei g ∈ N, g ≥ 2, z ∈ [0, 1), z = (0, a1a2 . . .)g die g-adische
Zifferndarstellung und für n ∈ N

zn = (0, a1a2 . . . an)g =
n∑
i=1

aig
−i ∈ Q die n-te g-adische Näherung von z .

Dann ist

z = lim
n→∞

zn =
∞∑
i=1

aig
−i .
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4.
∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= lim

k→∞

( k∑
n=2

1

n(n− 1)

)
= lim

k→∞

( k∑
n=2

1

n− 1
− 1

n

)
= lim

k→∞

(
1− 1

k

)
= 1 .

Satz 5.1 (Elementare Konvergenzkriterien).

A. Sei X ein normierter Raum, seien (an)n≥0, (bn)n≥0 Folgen in X, a, b ∈ X und λ ∈ R.

1. Für m ∈ N0 gilt :[ ∑
n≥0

an konvergent ⇐⇒
∑
n≥m

an konvergent
]
, und dann

∞∑
n=0

an =
m−1∑
n=0

an +
∞∑
n=m

an .

Insbesondere folgt :

Ist (bn)n≥0 ein Endstück von (an)n≥0, oder ist {n ∈ N0 | an 6= bn} endlich, so haben∑
n≥0

an und
∑
n≥0

bn dasselbe Konvergenzverhalten .

2.
∑
n≥0

an konvergent =⇒ (ak)k≥0 → 0 und
( ∞∑
n=k

an

)
k≥0

→ 0 .

3.
∞∑
n=0

an = a ∧
∞∑
n=0

bn = b =⇒
∞∑
n=0

(an + bn) = a+ b ∧
∞∑
n=0

λan = λa .

B. Sei (an)n≥0 eine Folge in C, und seien a, λ ∈ C. Dann gilt :

1.
∞∑
n=0

an = a ⇐⇒
∞∑
n=0

<(an) = <(a) ∧
∞∑
n=0

=(an) = =(a) ⇐⇒
∞∑
n=0

an = a .

2.
∞∑
n=0

an = a =⇒
∞∑
n=0

λan = λa .

Beweis. A. 1. Sei m ∈ N0. Für k ≥ m ist

k∑
n=0

an =
m−1∑
n=0

an +
k∑

n=m

an ,

also( k∑
n=0

an

)
k≥0

konvergent ⇐⇒
( k∑
n=0

an

)
k≥m

konvergent ⇐⇒
( k∑
n=m

an

)
k≥m

konvergent ,

und
∞∑
n=0

an = lim
k→∞

k∑
n=0

an =
m−1∑
n=0

an + lim
k→∞

k∑
n=m

an =
m−1∑
n=0

an +
∞∑
n=m

an .

2. Für k ∈ N0 sei

Ak =
k∑

n=0

an und (Ak)k≥0 → A =
∞∑
n=0

an .
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Dann folgt ak = Ak − Ak−1, also (ak)k≥0 → 0 und( ∞∑
n=m

an

)
m≥1

= (A− Am−1)m≥1 → 0 .

3. Für k ∈ N0 sei

Ak =
k∑

n=0

an und Bk =
k∑

n=0

bn , also (Ak)k≥0 → a und (Bk)k≥0 → b .

Daher folgt nach Satz 3.5

(Ak +Bk)k≥0 =
( k∑
n=0

(an + bn)
)
k≥0

→ a+ b , also a+ b =
∞∑
n=0

(an + bn) ,

und

(λAk)k≥0 =
( k∑
n=0

λan

)
n≥0

→ λa , also λa =
∞∑
n=0

λan .

B. 1. Nach Satz 3.6, da für k ∈ N0

<
( k∑
n=0

an

)
=

k∑
n=0

<(an) , =
( k∑
n=0

an

)
=

k∑
n=0

=(an) und
k∑

n=0

an =
k∑

n=0

an .

2. Wie A. 3., mit Satz 3.6. �

5.2. Reihen mit reellen Gliedern

Satz 5.2 (Konvergenkriterien für Reihen mit nicht-negativen Gliedern). Sei (an)n≥0 eine
Folge in R≥0.

1. (Majoranten- und Minorantenkriterium) Sei (bn)n≥0 eine Folge in R≥0 und n0 ≥ 0,
so dass (∀n ≥ n0) an ≤ bn. Dann gilt :∑

n≥0

bn konvergent =⇒
∑
n≥0

an konvergent

(man nennt dann
∑

n≥0 bn eine konvergente Majorante von
∑

n≥0 an) ,∑
n≥0

an divergent =⇒
∑
n≥0

bn divergent

(man nennt dann
∑

n≥0 an eine divergente Minorante von
∑

n≥0 bn ).

2. (Wurzelkriterium) Sei ϑ ∈ (0, 1) und n0 ∈ N0. Dann gilt :

(∀n ≥ n0) n
√
an ≤ ϑ =⇒

∑
n≥0

an konvergent .

3. (Quotientenkriterium) Sei ϑ ∈ (0, 1) und n0 ∈ N0. Dann gilt,:

(∀n ≥ n0) an+1 ≤ ϑan =⇒
∑
n≥0

an konvergent .
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4. (Verdichtungssatz) Sei (an)n≥0 monoton fallend. Dann haben die beiden Reihen∑
n≥0

an und
∑
n≥0

2na2n

dasselbe Konvergenzverhalten.

Beweis. Die Folge ( k∑
n=0

an

)
k≥0

ist monoton wachsend, und daher gilt:∑
n≥0

an konvergent ⇐⇒
( k∑
n=0

an

)
k≥0

beschränkt ⇐⇒ (∀n0 ≥ 0)
( k∑
n=n0

an

)
k≥n0

beschränkt .

1. Für k ≥ n0 ist
k∑

n=n0

an ≤
k∑

n=n0

bn ,

und daher folgt die Behauptung.

2. Nach 1., da

(∀n ≥ n0) an ≤ ϑn und
∑
n≥0

ϑn konvergent .

3. Mittels Induktion nach n folgt (∀n ≥ n0) an ≤ ϑn−n0an0 , also n
√
an ≤ ϑ n

√
ϑ−n0an0 .

Wegen ϑ < 1 und
(

n
√
ϑ−n0an0

)
n≥1

→ 1 gibt es ein n1 ≥ n0 mit ϑ n1

√
ϑ−n0an0 < 1 und dann

(∀n ≥ n1) ϑ n
√
ϑ−n0an0 < 1. Daher folgt die Behauptung nach 2.

4. Für k ∈ N ist
k∑

n=1

2na2n ≤
k∑

n=1

2
( 2n∑
j=2n−1+1

aj

)
= 2

2k∑
j=2

aj und
2k−1∑
n=1

an =
k−1∑
j=0

2j+1−1∑
n=2j

an ≤
k−1∑
j=0

2ja2j ,

also gilt: ( k∑
n=0

2na2n

)
k≥0

beschränkt ⇐⇒
( k∑
n=0

an

)
k≥0

beschränkt . �

Beispiele:

1. Sei s ∈ R. Nach dem Verdichtungssatz ist∑
n≥1

1

ns

{
konvergent , falls s > 1 ,

divergent , falls s ≤ 1 .

Die Funktion

ζ : R>1 → R , definiert durch ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
,

heißt Riemann’sche Zetafunktion . Später (Satz 6.16) werden wir beweisen:

ζ(2) =
π2

6
und ζ(4) =

π4

90
.
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2. Die Reihe ∑
n≥1

1

n22n
konvergiert nach dem Quotientenkriterium.

3. Die Reihe ∑
n≥1

2n
( n

n+ 1

)n2

konvergiert nach dem Wurzelkriterium.

Satz 5.3 (Leibniz-Kriterium für alternierende Reihen). Sei (an)n≥0 eine streng monoton fal-
lende Folge in R>0 mit (an)n≥0 → 0. Dann ist die Reihe∑

n≥0

(−1)nan konvergent. Ist A =
∞∑
n=0

(−1)nan und (∀k ∈ N0) Ak =
k∑

n=0

(−1)nan ,

so folgt (∀k ∈ N0) A2k+1 < A < A2k ∧ |A− Ak| < ak+1 .

Beweis. Für k ∈ N0 ist A2k − A2k+1 = −(−1)2k+1a2k+1 = a2k+1 > 0, und wir behaupten:
([A2k+1, A2k])k≥0 ist eine Intervallschachtelung. Wegen (ak)k≥0 → 0 genügt es, zu zeigen

(∀k ∈ N0) A2k+1 < A2k+3 ∧ A2k+2 < A2k .

Sei k ∈ N0. Dann ist A2k+3−A2k+1 = −a2k+3+a2k+2 > 0 und A2k−A2k+2 = −a2k+2+a2k+1 > 0.
Nach Satz 3.9 gibt es genau ein A ∈ R mit

(∀k ∈ N0) A2k+1 ≤ A ≤ A2k , und A = lim
k→∞

A2k+1 = lim
k→∞

A2k , folglich A = lim
k→∞

Ak

nach Satz 3.4. Für k ∈ N0 liegt A zwischen Ak+1 und Ak, also |A−Ak| < |Ak+1−Ak| = ak+1. �

Beispiele (Beweise später, siehe Satz 7.12 und Satz 7.30):

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
= log 2 ,

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.

5.3. Absolute Konvergenz und summierbare Familien

Satz und Definition 5.4. Sei X ein Banachraum und (an)n≥0 eine Folge in X.

1. (Cauchy’sche Konvergenzkriterium)∑
n≥0

an konvergent ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) (∃ k0 ∈ N0) (∀ l ≥ k ≥ k0)
∥∥∥ l∑
n=k+1

an

∥∥∥ < ε .

2. (Absolute Konvergenz)

∞∑
n=0

‖an‖ <∞ =⇒
∑
n≥0

an konvergent ∧
∥∥∥ ∞∑
n=0

an

∥∥∥ ≤ ∞∑
n=0

‖an‖ .

Ist diese Bedingung erfüllt, so nennt man die Reihe absolut konvergent.
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Beweis. Für k ≥ 0 sei

Ak =
k∑

n=0

an .

Genau dann ist
∑

n≥0 an konvergent, wenn (Ak)k≥0 eine Cauchyfolge ist, das heißt, wenn

(∀ ε ∈ R>0) (∃ k0 ≥ 0) (∀ l ≥ k ≥ k0) ‖Al − Ak‖ < ε .

1. Wegen

Al − Ak =
l∑

u=k+1

an folgt die Behauptung.

2. Sei
∑

n≥0 an absolut konvergent. Wir verifizieren die Bedingung aus 1. Sei ε > 0.

lim
k→∞

∞∑
n=k

‖an‖ = 0 =⇒ (∃ k0 ≥ 0) (∀ k ≥ k0)
∞∑
n=k

‖an‖ < ε .

Für l ≥ k ≥ k0 folgt ∥∥∥ l∑
n=k+1

an

∥∥∥ ≤ l∑
n=k+1

‖an‖ ≤
∞∑
n=k

‖an‖ < ε ,

also die Konvergenz. Für k ≥ 0 ist∥∥∥ k∑
n=0

an

∥∥∥ ≤ k∑
n=0

‖an‖ ≤
∞∑
n=0

‖an‖ und daher
∥∥∥ ∞∑
n=0

an

∥∥∥ = lim
k→∞

∥∥∥ k∑
n=0

an

∥∥∥ ≤ ∞∑
n=0

‖an‖ . �

Satz und Definition 5.5 (Großer Umordnungssatz). Sei Λ eine abzählbare Menge und E(Λ)
die Menge aller endlichen Teilmengen von Λ. Sei (Λi)i≥0 eine Folge von Teilmengen von Λ,
so dass

Λ =
⋃
i≥0

Λi und (∀i > j ≥ 0) Λi ∩ Λj = ∅
[
dann heißt (Λi)i≥0 eine Partition von Λ ].

1. Sei (aλ)λ∈Λ eine Familie in R≥0 und∑
λ∈Λ

aλ = sup
{∑
λ∈Ω

aλ

∣∣∣ Ω ∈ E(Λ)
}
∈ [0,∞] .

Für jede bijektive Abbildung ϕ : N0 → Λ gilt dann∑
λ∈Λ

aλ =
∞∑
n=0

aϕ(n) , und
∑
λ∈Λ

aλ =
∞∑
i=0

( ∑
λ∈Λi

aλ

)
.

2. Sei X ein Banachraum. Eine Familie (aλ)λ∈Λ in X heißt summierbar , wenn∑
λ∈Λ

‖aλ‖ <∞ .

Sei (aλ)λ∈Λ eine summierbare Familie in X. Dann gibt es genau ein a ∈ X, so dass

a =
∞∑
n=0

aϕ(n) für jede bijektive Abbildung ϕ : N0 → Λ . Schreibweise: a =
∑
λ∈Λ

aλ .

Es gelten die folgenden Aussagen :
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(a)
∥∥∥∑
λ∈Λ

aλ

∥∥∥ ≤
∑
λ∈Λ

‖aλ‖ .

(b)
(
∀ ε ∈ R>0

) (
∃Ω0 ∈ E(Λ)

) (
∀Ω ∈ E(Λ)

)
Ω ⊃ Ω0 =⇒

∥∥∥∑
λ∈Λ

aλ −
∑
λ∈Ω

aλ

∥∥∥ < ε .

(c) Für jedes i ≥ 0 mit |Λi| = ∞ ist (aλ)λ∈Λi
summierbar,

die Reihe
∑
i≥0

(∑
λ∈Λi

aλ

)
ist konvergent, und

∑
λ∈Λ

aλ =
∞∑
i=0

( ∑
λ∈Λi

aλ

)
.

Beweis. 1. Sei ϕ : N0 → Λ bijektiv. Für Ω ∈ E(Λ) sei k = max (ϕ−1(Ω)) ∈ N0. Dann ist∑
λ∈Ω

aλ ≤
k∑

n=0

aϕ(n) ≤
∞∑
n=0

aϕ(n) ,

und
∞∑
n=0

aϕ(n) = sup
{ k∑
n=0

aϕ(n)

∣∣∣ k ∈ N
}

= sup
{ ∑
λ∈ϕ({0,...,k})

aλ

∣∣∣ k ∈ N
}
≤

∑
λ∈Λ

aλ ,

woraus die erste Aussage folgt.

Sei nun Ω ∈ E(Λ). Für i ≥ 0 sei

ai =
∑
λ∈Λi

aλ ∈ [0,∞] und Ωi = Ω ∩ Λi ∈ E(Λi) .

Dann ist Ωi 6= ∅ nur für endlich viele i ≥ 0 und
∑
λ∈Ω

aλ =
∞∑
i=0

∑
λ∈Ωi

aλ ≤
∞∑
i=0

ai .

Daher genügt es, zu zeigen: (∀B ∈ R)
[
B <

∞∑
i=0

ai =⇒
∑
λ∈Λ

aλ > B
]
.

Ist ai = ∞ für ein i ≥ 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also (∀i ≥ 0) ai <∞. Sei B ∈ R mit

B <

∞∑
i=0

ai , sei k ∈ N0 mit B <

k∑
i=0

ai , und sei ε ∈ R>0 mit B + ε <

k∑
i=0

ai .

Für i ∈ {0, . . . , k} sei Ωi ∈ E(Λi) mit
∑
λ∈Ωi

aλ > ai−
ε

k + 1
. Dann folgt

B + ε <

k∑
i=0

∑
λ∈Ωi

aλ + ε , wir setzen Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ . . . ∪ Ωk ∈ E(Λ) und erhalten

∑
λ∈Λ

aλ ≥
∑
λ∈Ω

aλ =
k∑
i=0

∑
λ∈Ωi

aλ > B .

2. Für jede bijektive Abbildung ϕ : N0 → Λ ist
∞∑
n=0

‖aϕ(n)‖ =
∑
λ∈Λ

‖aλ‖ <∞ , also
∑
n≥0

aϕ(n) konvergent.
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Wir müssen die Unabhängigkeit der Summe von ϕ zeigen. Seien also ϕ, ψ : N0 → Λ bijektiv,
∞∑
n=0

aϕ(n) = a und
∞∑
n=0

aψ(n) = b .

Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) ‖a− b‖ < ε. Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es k0, m ≥ 0, so dass

∞∑
i=m+1

‖aϕ(i)‖ <
ε

3
∧ (∀k ≥ k0)

[ ∥∥∥a− k∑
i=0

aϕ(i)

∥∥∥ < ε

3
∧

∥∥∥b− k∑
i=0

aψ(i)

∥∥∥ < ε

3

]
.

Sei nun k ≥ k0 so groß, dass ϕ({0, . . . ,m}) ⊂ ψ({0, . . . , k}), und sei dann l ≥ k0 so groß, dass
ψ({0, . . . , k}) ⊂ ϕ({0, . . . , l}). Damit folgt

‖a− b‖ ≤
∥∥∥a− l∑

i=0

aϕ(i)

∥∥∥ +
∥∥∥b− k∑

i=0

aψ(i)

∥∥∥ +
∥∥∥ l∑
i=0

aϕ(i) −
k∑
i=0

aψ(i)

∥∥∥
<

2ε

3
+

∑
λ∈ϕ({0,...,l})\ψ({0,...,k})

‖aλ‖ < ε ,

da ϕ({0, . . . , l}) \ ψ({0, . . . , k}) ⊂ ϕ({0, . . . , l}) \ ϕ({0, . . . ,m}) ⊂ {ϕ(i) | i ≥ m+ 1}.
Nun beweisen wir die Aussagen (a), (b) und (c) .

(a) Sei ϕ : N0 → Λ bijektiv. Dann ist∥∥∥∑
λ∈Λ

aλ

∥∥∥ =
∥∥∥ ∞∑
i=0

aϕ(i)

∥∥∥ ≤
∞∑
i=0

‖aϕ(i)‖ =
∑
λ∈Λ

‖aλ‖ .

(b) Sei ε ∈ R>0 und ϕ : N0 → Λ bijektiv. Sei k ≥ 0 mit∥∥∥∑
λ∈Λ

aλ −
k∑

n=0

aϕ(n)

∥∥∥ <
ε

2
∧

∞∑
n=k+1

‖aϕ(n)‖ <
ε

2
,

Ω0 = ϕ({0, . . . , k}) und Ω ⊃ Ω0. Dann ist {0, . . . , k} ⊂ ϕ−1(Ω) und∥∥∥∑
λ∈Λ

aλ −
∑
λ∈Ω

aλ

∥∥∥ ≤
∥∥∥∑
λ∈Λ

aλ −
k∑

n=0

aϕ(n)

∥∥∥ +
∥∥∥ k∑
n=0

aϕ(n) −
∑

n∈ϕ−1(Ω)

aϕ(n)

∥∥∥
<

ε

2
+

∑
n∈ϕ−1(Ω)\{0,...,k}

‖aϕ(n)‖ ≤ ε

2
+

∞∑
n=k+1

‖aϕ(n)‖ < ε .

(c) Ist i ≥ 0 und |Λi| = ∞, so folgt∑
λ∈Λi

‖aλ‖ ≤
∑
λ∈Λ

‖aλ‖ <∞ ,

und daher ist (aλ)λ∈Λi
summierbar. Wegen

∞∑
i=0

∥∥∥∑
λ∈Λi

aλ

∥∥∥ ≤
∞∑
i=0

∑
λ∈Λi

‖aλ‖ =
∑
λ∈Λ

‖aλ‖ <∞ ist die Reihe
∑
i≥0

(∑
λ∈Λi

aλ

)
konvergent.

Sei
a =

∑
λ∈Λ

aλ ∧ (∀i ≥ 0) ai =
∑
λ∈Λi

aλ .
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Dann müssen wir beweisen:

(∀ε ∈ R>0) (∃k0 ≥ 0) (∀k ≥ k0)
∥∥∥a− k∑

i=0

ai

∥∥∥ < ε .

Sei ε ∈ R>0. Nach (b) gilt:(
∃Ω0 ∈ E(Λ)

) (
∀Ω ∈ E(Λ)

) [
Ω ⊃ Ω0 =⇒

∥∥∥a−∑
λ∈Ω

aλ

∥∥∥ <
ε

2

]
.

Für i ≥ 0 sei Λ∗
i ∈ E(Λi) mit Λ∗

i ⊃ Ω0 ∩ Λi und∥∥∥ai − ∑
λ∈Λ∗i

aλ

∥∥∥ <
ε

2i+2
. Dann folgt Ω0 =

⋃
i∈N0

Ω0 ∩ Λi ⊂
⋃
i∈N0

Λ∗
i ,

und es sei k0 ≥ 0 mit Ω0 ⊂ Λ∗
0 ∪ Λ∗

1 ∪ . . . ∪ Λ∗
k0

. Ist nun k ≥ k0 und

Ω =
k⋃
i=0

Λ∗
i , so folgt Ω ⊃ Ω0 , und

∥∥∥a− k∑
i=0

ai

∥∥∥ ≤
∥∥∥a− k∑

i=0

∑
λ∈Λ∗i

aλ

∥∥∥ +
∥∥∥ k∑
i=0

(
ai −

∑
λ∈Λ∗i

aλ

)∥∥∥
≤

∥∥∥a−∑
λ∈Ω

aλ

∥∥∥ +
k∑
i=0

∥∥∥ai − ∑
λ∈Λ∗i

aλ

∥∥∥ <
ε

2
+

k∑
i=0

ε

2i+2
< ε . �

Satz 5.6 (Kleiner Umordnungssatz). Sei X ein Banachraum, (an)n≥0 eine Folge in X und
ϕ : N0 → N0 bijektiv. Dann ist

∞∑
n=0

‖an‖ =
∞∑
n=0

‖aϕ(n)‖ ∈ [0,∞] , und
∞∑
n=0

‖an‖ <∞ =⇒
∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

aϕ(n) .

Beweis. Nach Satz 5.5 mit Λ = N0. �

Für das nächste Resultat verwenden wir folgende Terminologie:

Eine Familie (am,n)m,n≥0 = (a(m,n))(m,n)∈N0×N0 nennt man Doppelfolge , und∑
(m,n)∈N0×N0

am,n

nennt man eine Doppelreihe.

Satz 5.7 (Doppelreihensatz).

1. Sei (am,n)m,n≥0 eine Doppelfolge in R≥0. Dann ist∑
(m,n)∈N0×N0

am,n = sup
{ k∑
n=0

k∑
m=0

am,n

∣∣∣ k ∈ N0

}
=

∞∑
n=0

( ∞∑
m=0

am,n

)
=

∞∑
m=0

( ∞∑
n=0

am,n

)
=

∞∑
n=0

( n∑
k=0

ak,n−k

)
.



106 FRANZ HALTER-KOCH

2. Sei X ein Banachraum und (am,n)m,n≥0 eine Doppelfolge in X. Dann gilt :∑
(m,n)∈N0×N0

‖am,n‖ <∞

=⇒
∑

(m,n)∈N0×N0

am,n =
∞∑
n=0

( ∞∑
m=0

am,n

)
=

∞∑
m=0

( ∞∑
n=0

am,n

)
=

∞∑
n=0

( n∑
k=0

ak,n−k

)
.

Beweis. Nach Satz 5.5 mit Λ = N0×N0. Man beachte, dass es zu jedem Ω ∈ E(Λ) ein k ∈ N0

gibt mit Ω ⊂ {0, . . . , k}×{0, . . . , k}. �

Beispiele:

1.
∞∑
k=2

(
ζ(k)− 1

)
=

∞∑
k=2

( ∞∑
n=2

1

nk

)
=

∞∑
n=2

1

n2

∞∑
k=0

1

nk
=

∞∑
n=2

1

n2

1

1− 1
n

=
∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= 1 .

2. Für m, n ≥ 0 sei

am,n =


1 , falls m = n+ 1 ,

−1 , falls n = m+ 1 ,

0 , sonst .

Dann folgt

∞∑
m,n=0

|am,n| = ∞ ,
∞∑
m=0

( ∞∑
n=0

am,n

)
= −1 ,

∞∑
n=0

( ∞∑
m=0

am,n

)
= 1 und

∞∑
n=0

( n∑
k=0

ak,n−k

)
= 0 .

Satz 5.8 (Produktsatz). Seien (bn)n≥0 und (cn)n≥0 Folgen in C, und sei

entweder (∀n ∈ N0) bn, cn ∈ R≥0 oder
∞∑
n=0

|bn| <∞ ,
∞∑
n=0

|cn| <∞ .

Dann ist ∑
(m,n)∈N0×N0

bmcn =
( ∞∑
n=0

bn

) ( ∞∑
n=0

cn

)
=

∞∑
n=0

( n∑
k=0

bkcn−k

)
(mit 0 · ∞ = 0 ) .

Beweis. Nach Satz 5.7 mit am,n = bmcn. �

5.4. Funktionenreihen

Definition 5.2. Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X und (fn : D → Y )n≥0 eine Folge
von Abbildungen. Unter der Funktionenreihe∑

n≥0

fn versteht man die Folge (Fk)k≥0 ihrer Partialsummen Fk =
k∑

n=0

fn : D → Y .
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Man sagt, die Funktionenreihe konvergiert [ punktweise, gleichmäßig, lokal gleichmässig ] ,
wenn die Folge (Fk)k≥0 diese Eigenschaft hat. Ist (Fk)k≥0 → F : D → Y , so nennt man F
die Summe der Reihe und schreibt

F =
∞∑
n=0

fn

(
es ist dann

(
∀x ∈ D

)
F (x) =

∞∑
n=0

fn(x)
)
.

Die Funktionenreihe heißt normal konvergent , wenn
∞∑
n=0

‖fn‖D <∞ .

Man sagt, die Funktionenreihe konvergiert absolut , wenn

(∀x ∈ D)
∞∑
n=0

‖fn(x)‖ <∞ .

Satz 5.9 (Weierstraß). Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X und (fn : D → Y )n≥0 eine
Folge von Funktionen.

1. Sei

(∀n ∈ N0) fn stetig ,
∑
n≥0

fn lokal gleichmäßig konvergent, und f =
∞∑
n=0

fn .

Dann ist f : D → Y stetig.

2. Sei Y ein Banachraum.

Ist
∑
n≥0

fn normal konvergent, so ist
∑
n≥0

fn gleichmäßig und absolut konvergent.

Beweis. Für k ∈ N0 sei

Fk =
k∑

n=0

fn : D → Y .

1. Es ist (∀ k ≥ 0) Fk stetig, und (Fk)k≥0 ⇒lok f , also f stetig nach Satz 4.19.

2. Für m, n ∈ N0 mit m ≥ n ist

Fm − Fn =
m∑

k=n+1

fk .

Nach Satz 4.20 ist zu zeigen:

(∀ ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀m ≥ n ≥ n0)
∥∥∥ m∑
k=n+1

fk

∥∥∥
D
< ε .

Sei ε ∈ R>0. Nach Satz 5.4 gibt es ein n0 ∈ N0, so dass für alle m ≥ n ≥ n0

m∑
k=n+1

‖fk‖D < ε , und daher
∥∥∥ m∑
k=n+1

fk

∥∥∥
D
≤

m∑
k=n+1

‖fk‖D < ε . �
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Beispiel(Peano-Kurve). Sei g0 : [−1, 1] → R definiert durch

g0(t) =


0 , falls |t| ≤ 1

3
,

3|t| − 1 , falls 1
3
< |t| < 2

3
,

1, falls |t| ≥ 2
3
.

Für t ∈ R sei t1 ∈ [−1, 1) mit t ∈ t1 + 2Z und g(t) = g0(t1). Dann ist g : R → R stetig
(Skizze!), (∀t ∈ R) g(t) ∈ [0, 1], und

g(t) = a , falls t = 2g + a+ θ mit g ∈ Z , a ∈ {0, 1} , θ ∈
[
0,

1

3

]
.

Für k ∈ N0 sei ϕk : [0, 1] → R2 definiert durch

ϕk(t) =
1

2k+1

(
g(42k+1t), g(42k+2t)

)
∈

[
0,

1

2k+1

]
×

[
0,

1

2k+1

]
.

Dann ist
∞∑
k=0

‖ϕk‖[0,1] ≤
∞∑
k=0

1

2k+1

√
2 < ∞ ,

also die Reihe ∑
k≥0

ϕk

normal konvergent, und daher ist ihre Summenfunktion

ϕ =
∞∑
k=0

ϕk : [0, 1] → R2

stetig. Offensichtlich ist ϕ
(
[0, 1]

)
⊂ [0, 1]×[0, 1], und wir behaupten ϕ

(
[0, 1]

)
= [0, 1]×[0, 1].

Sei dazu (x, y) ∈ [0, 1]×[0, 1]. Wir betrachten die 2-adischen Darstellungen in der Form

x =
∞∑
k=0

a2k+1

2k+1
, y =

∞∑
i=0

a2k+2

2k+1
mit ai ∈ {0, 1} .

Dann ist

t =
∞∑
i=1

ai4
−i ∈ [0, 1] .

Für k ∈ N0 ist 4kt = 2g + ak + θ mit g ∈ N0 und θ ∈ [0, 1
3
], also g(4kt) = ak und

ϕ(t) =
( ∞∑
k=0

a2k+1

2k+1
,

∞∑
k=0

a2k+2

2k+1

)
= (x, y) .

5.5. Potenzreihen

Definition 5.3. Sei (an)n≥0 eine Folge in C und z ∈ C. Die unendliche Reihe

P = P [z] =
∑
n≥0

anz
n

heißt Potenzreihe in z mit Koeffizientenfolge (an)n≥0. Die Menge

DP = {z ∈ C | P [z] ist konvergent }
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heißt Konvergenzbereich von P , (es ist stets 0 ∈ DP ), und die [ ebenfalls mit P bezeichnete ]
Funktion

P : DP → C , z 7→ P (z) =
∞∑
n=0

anz
n

heißt die durch die Potenzreihe P [z] dargestellte Funktion. Für N ≥ 0 und z ∈ C sei

PN(z) =
N∑
n=0

anz
n .

Die Polynomfunktion PN : C → C heißt N -tes Näherungspolynom von P [z].

Für n ≥ 0 sei pn(z) = anz
n. Dann ist pn : C → C eine Polynomfunktion, und man kann die

Potenzreihe P [z] auch als Funktionenreihe

P =
∑
n≥0

pn

auffassen. Dann ist (PN)N≥0 die Folge der Partialsummen dieser Funktionenreihe.

Satz und Definition 5.10 (Konvergenzsatz für Potenzreihen). Sei (an)n≥0 eine Folge in C,

P [z] =
∑
n≥0

anz
n , und ρ =

(
lim sup
n→∞

n
√
|an|

)−1

∈ [0,∞] mit 0−1 = ∞ und ∞−1 = 0 .

ρ = ρP heißt Konvergenzradius der Potenzreihe P [z] .

1. Die Potenzreihe P [z] ist{
absolut konvergent , falls |z| < ρ ,

divergent , falls |z| > ρ .

Insbesondere gilt :

DP = {0}, falls ρP = 0; DP = C, falls ρP = ∞, und Bρ(0) ⊂ DP ⊂ Bρ(0), falls
ρ ∈ R>0.

2. Sei (∀n ∈ N0) an 6= 0. Dann gilt :

Existiert lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ ∈ [0,∞] , so ist ρ = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ .
Beweis. 1. Für |z| > ρ ist

1

|z|
< lim sup

n→∞

n
√
|an| , also

∣∣∣{n ∈ N0

∣∣∣ 1

|z|
< n

√
|an|

}∣∣∣ = ∞

und daher |anzn| > 1 für unendlich viele n ∈ N0. Insbesondere ist (anz
n)n≥0 6→ 0 und P [z]

divergent.
Sei nun |z| < ρ. Dann ist

1

|z|
> lim supn→∞

n
√
|an| , und es sei ϑ ∈ (0, 1) mit

ϑ

|z|
> lim supn→∞

n
√
|an| .

Nach Satz 3.17.4 folgt dann

(∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0)
n
√
|an| ≤

ϑ

|z|
, also n

√
|anzn| ≤ ϑ .



110 FRANZ HALTER-KOCH

Daher ist P [z] absolut konvergent nach Satz 5.2.3.

2. Sei

r = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ ∈ [0,∞] .

Nach 1. genügt es, zu zeigen: P [z] ist absolut konvergent für 0 < |z| < r und divergent für
|z| > r. Für z ∈ C× ist

lim
n→∞

∣∣∣an+1z
n+1

anzn

∣∣∣ =
|z|
r
.

Ist |z| > r, so ist (anz
n)n≥0 6→ 0, also P [z] divergent. Ist |z| < r, so gibt es ein ϑ ∈ (0, 1), so

dass
(∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) |an+1z

n+1| ≤ ϑ|anzn| ,
und daher ist P [z] absolut konvergent nach Satz 5.2.2. �

Beispiele:

1. Sei (an)n≥0 eine Folge in C,

P [z] =
∑
n≥0

anz
n und d ∈ N0 , so dass (∀n > d) an = 0 .

Dann ist P (z) = PN(z) für alle N ≥ d, also P =
(
z 7→ P (z)

)
eine Polynomfunktion,

grad(P ) ≤ d und natürlich ρP = ∞.

2. Sei q ∈ C×. Dann hat

Gq[z] =
∑
n≥0

qnzn den Konvergenzradius ρGq = lim
n→∞

∣∣∣ qn

qn+1

∣∣∣ = 1/|q| ,

den Konvergenzbereich DGq = B1/|q|(0), und(
∀z ∈ B1/|q|(0)

) ∞∑
n=0

qnzn =
1

1− qz
.

3. Sei r ∈ R. Die Potenzreihe

Pr[z] =
∑
n≥1

nrzn hat den Konvergenzradius ρPr = lim
n→∞

nr

(n+ 1)r
= 1

und den Konvergenzbereich

DPr =


B1(0) , falls r ≥ 0 ,

B1(0) \ {1} , falls − 1 ≤ r < 0 ,

B1(0) , falls r < −1 .

Beweis. Sei z ∈ C mit |z| = 1.

(a) r < −1. Für n ∈ N ist |nrzn| = nr, und wegen

ζ(−r) =
∞∑
n=1

nr <∞

ist Pr[z] absolut konvergent. Insbesondere folgt DPr = B1(0).

(b) r ≥ 0. Für n ∈ N ist |nrzn| = nr ≥ 1, also ist (nrzn)n≥1 keine Nullfolge und daher
Pr[z] divergent. Insbesondere folgt DPr = B1(0).



ANALYSIS I, II 111

(c) −1 ≤ r < 0. Es ist nr ≥ n−1 und
∞∑
n=1

n−1 = ∞ , also 1 /∈ DPr .

Sei nun z 6= 1. Für n ∈ N0 sei

An =
n∑
ν=1

zν = z
zn − 1

z − 1
, also A0 = 0 und (∀n ≥ 1) |An| ≤ A =

2

|z − 1|
.

Dann ist nrzn = (An−An−1)n
r = An[n

r − (n+ 1)r]−An−1n
r +An(n+ 1)r, und daher gilt für

alle k ∈ N
k∑

n=1

nrzn =
k∑

n=1

An
[
nr−(n+1)r

]
−

k∑
n=1

An−1n
r+

k∑
n=1

An(n+1)r =
k∑

n=1

An
[
nr−(n+1)r

]
+Ak(k+1)r .

Die Folge (Ak)k≥0 ist beschränkt, und daher folgt (Ak(k + 1)r)k≥0 → 0. Wegen

k∑
n=1

∣∣An[nr − (n+ 1)r]
∣∣ ≤ A

k∑
n=1

[nr − (n+ 1)r] ≤ A [1− (k + 1)r] < A

ist ∑
n≥1

An
[
nr − (n+ 1)r

]
(absolut) konvergent , also

∑
n≥1

nrzn konvergent

(aber nicht absolut konvergent). Für −1 ≤ r < 0 ist daher DPr = B1(0) \ {1}. �

4. Die Logarithmusreihe

L[z] =
∑
n≥1

(−1)n−1

n
zn hat den Konvergenzradius ρL = lim

n→∞

∣∣∣ (−1)n−1/n

(−1)n/(n+ 1)

∣∣∣ = 1

und den Konvergenzbereich DL = B1(0) \ {−1} [denn:

L[z] konvergent ⇐⇒
∑
n≥1

(−z)n

n
= P−1[−z] konvergent ⇐⇒ z ∈ B1(0) \ {1} . ]

Wir werden beweisen (siehe Satz 7.12): (∀x ∈ (−1, 1]) L(x) = log(1 + x). Damit folgt auch

log 2 =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
=

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
.

5. Binomialreihe: Für α ∈ C und n ∈ N0 sei(
α

n

)
=

n−1∏
ν=0

α− ν

ν + 1
=
α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
.

Es ist dann (
α

n+ 1

)
=

(
α

n

)
α− n

n+ 1
=

(
α− 1

n+ 1

)
+

(
α− 1

n

)
.

Die Binomialreihe ist definiert durch

Bα[z] =
∑
n≥0

(
α

n

)
zn .
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Für α ∈ N0 ist Bα[z] ein Polynom und ρBα = ∞, denn(
α

n

)
= 0 für n > α , also Bα(z) =

α∑
n=0

(
α

n

)
zn = (1 + z)α .

Im Falle α ∈ C \ N0 ist

ρBα = lim
n→∞

∣∣∣(αn)∣∣∣∣∣∣( α
n+1

)∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

|α− n|
= 1 ,

und der Konvergenzbereich ist gegeben durch

DBα =


B1(0) , falls <(α) > 0) ,

B1(0) , falls <(α) ≤ −1 ,

B1(0) \ {−1} , falls <(α) ∈ (−1, 0] .

(Beweis schwierig!)

Wir werden beweisen (siehe Satz 7.12) :
Bα(z) = (1 + z)α, falls entweder α ∈ Z, z ∈ B1(0), oder α ∈ R, z ∈ (−1, 1).

Satz 5.11 (Approximationssatz für Potenzreihen). Sei P [z] =
∑

n≥0 anz
n eine Potenzreihe

mit Konvergenzradius ρ > 0.

1. (∀N ∈ N0)
(
∀ r ∈ (0, ρ)

)
(∃C ∈ R>0)

(
∀ z ∈ Br(0)

)
|P (z)− PN(z)| ≤ C|z|N+1.

2. Sei 0 < r < r < ρ. Dann(
∃N0 ≥ 0

) (
∀N ≥ N0

) (
∀z ∈ Br(0)

)
|P (z)− PN(z)| ≤ r

r − r

(r
r

)N+1

.

3. Die Folge der Näherungspolynome (PN)N≥0 konvergiert auf Bρ(0) lokal gleichmäßig
gegen P . Insbesondere ist z 7→ P (z) stetig auf Bρ(0).

Betrachtet man P [z] als Funktionenreihe, so ist diese normal konvergent auf Br(0) für jedes
r ∈ (0, ρ), aber im Allgemeinen nicht auf Bρ(0).

Beweis von Satz 5.11. 1. und 2. Seien N ∈ N0, r ∈ (0, ρ) und z ∈ Br(0). Dann folgt

|P (z)− PN(z)| =
∣∣∣ ∞∑
n=N+1

anz
n
∣∣∣ ≤

∞∑
n=N+1

|an||z|n ≤ C|z|N+1 mit C =
∞∑

n=N+1

|an|rn−N−1 .

Für r < r < ρ ist
∞∑
n=0

|an| rn <∞ , also (∃N0 ∈ N0) (∀n ≥ N0) |an| rn < 1 ,

und für N ≥ N0 folgt

|P (z)− PN(z)| ≤
∞∑

n=N+1

|an|rn ≤
∞∑

n=N+1

(r
r

)n
=

(r
r

)N+1 1

1− r
r

=
r

r − r

(r
r

)N+1

.

3. Sei z ∈ Bρ(0) und |z| < r < r < ρ. Dann ist Br(0) ∈ U(z), und nach 2.

(∃N0 ≥ 0) (∀N ≥ N0) ‖P − PN‖Br(0) ≤ r

r − r

(r
r

)N+1

,
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also (‖P − PN‖Br(0))N≥0 → 0, und daher
(
PN |Br(0)

)
N≥0

⇒ P |Br(0). �

Satz 5.12 (Abel’scher Grenzwertsatz). Sei P [z] =
∑

n≥0 anz
n eine Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius ρ ∈ R>0, z0 ∈ DP und |z0| = ρ, und sei ϕ : (−1, 1] → C definiert durch
ϕ(t) = P (tz0). Dann ist

lim
t→1−

P (tz0) = P (z0) (Grenzwert bei radialer Annäherung) , also ϕ stetig in 1 .

Beweis. Für t ∈ (−1, 1] ist

ϕ(t) =
∞∑
n=0

bnt
n mit bn = anz

n
0 , also ϕ(1) =

∞∑
n=0

bn ,

und wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0)
(
∃δ ∈ (0, 1)

) (
∀t ∈ (1− δ, 1)

)
|ϕ(t)− ϕ(1)| < ε.

Sei ε ∈ R>0, und für n ∈ N0 sei

rn =
∞∑

k=n+1

bk , also (rn)n≥0 → 0 .

Dann

(∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) |rn| <
ε

2
, und

(
∃δ ∈ (0, 1)

)
δ

n0−1∑
n=0

|rn| <
ε

2
.

Sei t ∈ (1− δ, 1). Dann ist nach Satz 5.8 und wegen der Konvergenz von
∑

n≥0 rnt
n

ϕ(t)

1− t
=

( ∞∑
j=0

tj
)( ∞∑

m=0

bmt
m

)
=

∞∑
n=0

( n∑
j=0

bj

)
tn =

∞∑
n=0

[
ϕ(1)− rn

]
tn =

ϕ(1)

1− t
−

∞∑
n=0

rnt
n .

Damit folgt

|ϕ(t)− ϕ(1)|
1− t

≤
n0−1∑
n=0

|rn|+
∞∑

n=n0

ε

2
tn <

ε

2δ
+
ε

2
· 1

1− t
, also |ϕ(t)−ϕ(1)| ≤ (1− t) ε

2δ
+
ε

2
< ε .

�

Definition 5.4 (Summe und Produkt von Potenzreihen). Seien

P [z] =
∑
n≥0

anz
n und Q[z] =

∑
n≥0

bnz
n

Potenzreihen und λ ∈ C. Dann definiert man

(λP )[z] =
∑
n≥0

(λan)z
n , (P ±Q)[z] =

∑
n≥0

(an ± bn)z
n und (PQ)[z] =

∑
n≥0

( n∑
ν=0

aνbn−ν

)
zn .

Ist ρ = min{ρP , ρQ}, so folgt mit den den Sätzen 5.10, 5.1 und 5.8 :

ρλP = ρP (falls λ 6= 0), ρP±Q ≥ ρ, ρPQ ≥ ρ, und für alle z ∈ Bρ(0) ist (λP )(z) = λP (z),
(P ±Q)(z) = P (z)±Q(z) und (PQ)(z) = P (z)Q(z).



114 FRANZ HALTER-KOCH

Satz 5.13 (Identitätssatz für Potenzreihen). Seien

P [z] =
∑
n≥0

anz
n und Q[z] =

∑
n≥0

bnz
n

Potenzreihen mit Konvergenzradien ρP und ρQ, sei ρ = min(ρP , ρQ) > 0, und sei (xk)k≥0

eine Folge in Bρ(0) \ {0} mit (xk)k≥0 → 0 und (∀k ≥ 0) P (xk) = Q(xk). Dann ist
(∀n ∈ N0) an = bn (also P [z] = Q[z] ).

Insbesondere gilt : Ist D ⊂ DP ∩ DQ, 0 ∈ D′ und P |D = Q |D, so folgt P [z] = Q[z].

Beweis. Induktion nach n. Sei n ∈ N0, und sei am = bm für alle m ∈ {0, . . . , n− 1}. Dann ist
für z ∈ Bρ(0)

(P −Q)(z) = P (z)−Q(z) =
∞∑
m=n

(am − bm)zm = znR(z) mit R[z] =
∑
m≥0

(an+m − bn+m)zm ,

und nach Satz 5.11 ist R : Bρ(0) → C stetig in 0. Damit folgt

an − bn = R(0) = lim
k→∞

R(xk) = lim
k→∞

P (xk)−Q(xk)

xnk
= 0 . �

Satz 5.14 (Einsetzen von Potenzreihen). Seien

P [z] =
∑
n≥0

anz
n und Q[z] =

∑
m≥0

bmz
m

Potenzreihen mit Konvergenzradien ρP > 0 und ρQ > 0, und sei |b0| < ρP . Für n ∈ N0

und z ∈ BρQ
(0) sei

Qn[z] = (Q · . . . ·Q)[z] =
∑
m≥0

bm(n)zm (n-faches Cauchyprodukt)

mit Koeffizienten bm(n) ∈ C. Dann gilt :

(∀m ∈ N0)
∑
n≥0

anbm(n) ist absolut konvergent ,

und es gibt ein ρ ∈ (0, ρQ), so dass(
∀z ∈ Bρ(0)

)
|Q(z)| < ρP und P

(
Q(z)

)
=

∞∑
n=0

an

( ∞∑
m=0

bm(n)zm
)

=
∞∑
m=0

( ∞∑
n=0

anbm(n)
)
zm .

Insbesondere gilt :

Es gibt es eine Potenzreihe R[z] und ein ρ ∈ R mit 0 < ρ < min{ρR, ρQ}, so dass

(∀ z ∈ Bρ(0)) |Q(z)| < ρP ∧ P (Q(z)) = R(z) .

Im Spezialfall b0 = 0 ist bm(n) = 0, falls m < n, und daher

P (Q(z)) =
∞∑
m=0

( m∑
n=0

anbm(n)
)
zm .
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Beweis. Sei

P ∗[z] =
∑
n≥0

|an|zn , Q∗[z] =
∑
n≥0

|bn|zn und Q∗n[z] = (Q∗ · . . . ·Q∗)[z] =
∑
m≥0

b∗m(n)zm .

Dann folgt ρP ∗ = ρP , ρQ∗ = ρQ, und die Potenzreihen Qn und Q∗n haben Konvergenzradien
ρn ≥ ρQ und ρ∗n ≥ ρQ. Für m, n ∈ N0 ist bm(n) eine Summe von Produkten aus b0, . . . , bm,
und b∗m(n) ist dieselbe Summe von Produkten aus |b0|, . . . , |bm|. Daher folgt |bm(n)| ≤ b∗m(n).

Sei nun r ∈ (0, ρQ). Nach Satz 5.11 gibt es ein C ∈ R>0, so dass

(∀z ∈ Br(0))
∣∣Q∗(|z|)− |b0|

∣∣ ≤ C|z| .

Sei ρ ∈ (0, r) mit Cρ+ |b0| < ρP und z ∈ Bρ(0). Dann ist

|Q(z)| ≤ Q∗(|z|) ≤
∣∣Q∗(|z|)− |b0|

∣∣ + |b0| ≤ Cρ+ |b0| < ρP .

Mit Satz 5.7.1 folgt∑
(m,n)∈N0×N0

∣∣anbm(n)zm
∣∣ ≤

∑
(m,n)∈N0×N0

|an| b∗m(n) |z|m =
∞∑
m=0

( ∞∑
n=0

|an|b∗m(n)
)
|z|m

=
∞∑
n=0

|an|
( ∞∑
m=0

b∗m(n)|z|m
)

=
∞∑
n=0

|an|Q∗(|z|)n < ∞ ,

also insbesondere

(∀m ∈ N0)
∞∑
n=0

|anbm(n)| ≤
∞∑
n=0

|an|b∗m(n) <∞ ,

und nach Satz 5.7.2 folgt

P
(
Q(z)

)
=

∞∑
n=0

an

( ∞∑
m=0

bm(n)zm
)

=
∞∑
m=0

( ∞∑
n=0

anbm(n)
)
zm . �

Satz und Definition 5.15 (Quotienten von Potenzreihen). Seien

P [z] =
∑
n≥0

anz
n und Q[z] =

∑
n≥0

bnz
n

Potenzreihen mit Konvergenzradien ρP > 0 und ρQ > 0, und sei b0 6= 0. Dann gibt es ein
ρ ∈ R>0 mit ρ ≤ min(ρP , ρQ) und eine Potenzreihe R[z] mit Konvergenzradius ρR ≥ ρ, so
dass

(∀z ∈ Bρ(0)) Q(z) 6= 0 ∧ R(z) =
P (z)

Q(z)
.

Dabei ist

R[z] =
∑
n≥0

cnz
n mit (∀n ∈ N0) cn = b−1

0

(
an −

n−1∑
ν=0

cνbn−ν

)
.

Die (nach Satz 5.13 eindeutig bestimmte) Potenzreihe R[z] heißt Quotient von P und Q. Ihre
Koeffizientenfolge (cn)n≥0 berechnet sich rekursiv aus obigem (unendlichen) Gleichungssystem.
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Beweis. Wir betrachten die Potenzreihen

Q1[z] =
∑
n≥1

(−b−1
0 bn)z

n und P1[z] =
∑
n≥0

zn .

Dann ist ρQ1 = ρQ, ρP1 = 1,

(∀z ∈ BρQ
(0)) Q1(z) =

−Q(z) + b0
b0

und (∀z ∈ B1(0)) P1(z) =
1

1− z
.

Nach Satz 5.14 gibt es ein ρ′ ∈ (0, ρQ) und eine Potenzreihe R′[z] mit Konvergenzradius
ρR′ ≥ ρ′, so dass

(∀z ∈ Bρ′(0))
[
|Q1(z)| < 1 ∧ R′(z) = P1(Q1(z)) =

b0
Q(z)

]
,

und aus |Q1(z)| < 1 folgt Q(z) 6= 0. Sei nun

R[z] = (b−1
0 R′P )[z] =

∑
n≥0

cnz
n

und ρ = min(ρ′, ρP ). Dann ist 0 < ρ ≤ min(ρP , ρQ), ρR ≥ ρ, und für z ∈ Bρ(0) folgt

R(z) =
P (z)

Q(z)
, also P (z) =

∞∑
n=0

anz
n =

( ∞∑
n=0

cnz
n
)( ∞∑

n=0

bnz
n
)

=
∞∑
n=0

( n∑
ν=0

cνbn−ν

)
zn .

Nach Satz 5.13 erhalten wir

(∀n ∈ N0) an =
n−1∑
ν=0

cνbn−ν , also cn = b−1
0

(
an −

n−1∑
ν=0

cνbn−ν

)
. �

Beispiel:

Sei P (z) = z, Q(z) = 1− z − z2.

Dann gibt es ein ρ ∈ R>0 und eine Potenzreihe R[z] =
∑

n≥0 Fnz
n mit Konvergenzradius

ρR ≥ ρ, so dass

(∀z ∈ Bρ(0))
z

1− z − z2
=

∞∑
n=0

Fnz
n .

In der Notation von Satz 5.15 ist a0 = 0, a1 = 1, (∀n ≥ 2) an = 0, b0 = 1, b1 = b2 = −1,
(∀n ≥ 3) bn = 0, und (∀n ≥ 0) cn = Fn. Das lineare Gleichungssystem

(∀n ≥ 0) Fn = an −
n−1∑
ν=0

Fνbn−ν = an −
n∑
ν=1

bνFn−ν

liefert die Rekursionsformeln F0 = 0, F1 = 1 und (∀n ≥ 2) Fn = Fn−1 + Fn−2. Die Folge
(Fn)n≥0 ist die Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe Beispiel nach Satz 3.1).

Es ist aber auch

x

1− x− x2
=

x√
5

( 1

x− ω′
− 1

x− ω

)
mit ω =

−1 +
√

5

2
, ω′ =

−1−
√

5

2
,

also (für |x| < min{|ω|, |ω′|} = −1+
√

5
2

)

x

1− x− x2
=

x√
5

(
1

ω

1

1− x
ω

− 1

ω′
1

1− x
ω′

)
=

∞∑
n=1

1√
5

( 1

ωn
− 1

ω′n

)
xn
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und daher nach Satz 5.13

(∀n ∈ N0) Fn =
1√
5

( 1

ωn
− 1

ω′n

)
=

1√
5

[(1 +
√

5

2

)n
−

(1−
√

5

2

)n]
.
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6. Elementare und analytische Funktionen

6.1. Analytische Funktionen

Definition 6.1. Sei ∅ 6= D ⊂ C und f : D → C.

1. f heißt analytisch in einem Punkt z0 ∈ D, wenn gilt:

z0 ∈ D′, und es gibt ein ρ ∈ R>0 und eine Potenzreihe P [z] =
∑

n≥0 anz
n mit

Konvergenzradius ρP ≥ ρ, so dass(
∀x ∈ D ∩Bρ(z0)

)
f(x) = P (x− z0) =

∞∑
n=0

an(x− z0)
n .

2. f heißt analytisch (in D), wenn f in jedem Punkt von D analytisch ist (nach 1. ist
dann D ⊂ D′). O(D) bezeichne die Menge der in D analytischen Funktionen.

Ist D ⊂ C offen, so nennt man eine in D analytische Funktion holomorph. Ist D ⊂ R,
so nennt man eine in D analytische Funktion reell-analytisch.

Satz und Definition 6.1 (Eigenschaften analytischer Funktionen). Sei D ⊂ C und z0 ∈ D.

1. Sei f : D → C analytisch in z0. Dann ist f stetig in z0, und es gibt genau eine
Potenzreihe P [z] =

∑
n≥0 anz

n, so dass(
∃ρ ∈ (0, ρP ]

) (
∀x ∈ D ∩Bρ(z0)

)
f(x) = P (x− z0) .

Man sagt dann, f hat in z0 die Potenzreihenentwicklung

f(x) = P (x− z0) =
∞∑
n=0

an(x− z0)
n

und nennt ord(f ; z0) = inf{n ∈ N0 | an 6= 0} ∈ N0 ∪ {∞} die Ordnung von f in z0.

Ist f 6= 0 und d = ord(f ; z0), so hat die Potenzreihenentwicklung von f in z0 die Form

f(x) = (x− z0)
d

∞∑
n=0

ad+n(x− z0)
n mit ad 6= 0 ,

und (∃ ε ∈ (0, ρ) ) (∀x ∈ D ∩Bε(z0) \ {z0}) f(x) 6= 0.

2. Seien f, g : D → C analytisch in z0 und λ ∈ C. Dann sind auch die Funktionen λf ,
f + g und fg analytisch in z0, ord(f + g; z0) ≥ min{ord(f ; z0), ord(g; z0)} und
ord(fg; z0) = ord(f ; z0) + ord(g; z0).

Insbesondere ist O(D) eine C-Unteralgebra von Abb(D,C).

3. Seien f, g : D → C analytisch in z0, und seien m, n ∈ N, so dass f(x) = (x−z0)
mf0(x)

und g(x) = (x − z0)
ng0(x) mit in z0 analytischen Funktionen f0, g0 : D → C. Sei

f0(z0) = a0 6= 0 und g0(z0) = b0 6= 0. Dann ist m = ord(f ; z0), n = ord(g; z0), und

(∃ρ ∈ R>0)
(
∀x ∈ D ∩Bρ(z0) \ {z0}

) [
g0(x) 6= 0 ∧ f(x)

g(x)
= (x− z0)

m−nf0(x)

g0(x)

]
.

Insbesondere gilt :

h0 =
f0

g0

: D ∩Bρ(z0) → C ist analytisch in z0 , h0(z0) =
a0

b0
,
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und die Potenzreihenentwicklung von h0 in z0 erhält man als Quotienten der Potenzrei-
henentwicklungen von f0 und g0.

Im Falle n = 0 ist f
g

analytisch in z0. Im Falle 0 < n ≤ m ist f
g

stetig ergänzbar in

z0, und die stetige Ergänzung ist analytisch in z0.

Man sagt dann, f
g

is analytisch in z0, unterscheidet nicht mehr zwischen der Funktion
f
g

und ihrer stetigen Eränzung und schreibt

f

g
(z0) =

f(x)

g(x)

∣∣∣
x=z0

= lim
x→z0

f(x)

g(x)
.

4. Sei g : D → C analytisch in z0, g(D) ⊂ E ⊂ C und f : E → C analytisch in g(z0).
Dann ist auch f ◦g : D → C analytisch in z0, und die Potenzreihenentwicklung von g◦f
in z0 erhält man wie folgt :

Seien

g(x) =
∞∑
m=0

bm(x− z0)
m und f(y) =

∞∑
n=0

an
(
y − g(z0)

)m
die Potenzreihenentwicklungen von g in z0 und von f in g(z0). Für jedes n ∈ N0 ist dann
die Funktion x 7→ (g(x)−g(z0))

n analytisch in z0 und habe die Potenzreihenentwicklung(
g(x)− g(z0)

)n
=

( ∞∑
m=1

bm(x− z0)
m

)n
=

∞∑
m=n

bm(n)(x− z0)
m

mit Koeffizienten bm(n) ∈ C, b0(0) = 1, und bm(0) = 0 für m > 0. Dann hat f ◦g in
z0 die Potenzreihenentwicklung

(f ◦g)(x) =
∞∑
n=0

an

( ∞∑
m=1

bm(x− z0)
m

)n
=

∞∑
m=0

( m∑
n=0

anbm(n)
)
(x− z0)

m .

5. Sei P [z] eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ρ > 0 und z0 ∈ C. Dann ist die Funktion
f : Bρ(z0) → C, definiert durch f(x) = P (x− z0), analytisch in Bρ(z0).

Explizit erhält man die Potenzreihenentwicklung von f in einem Punkt z1 ∈ Bρ(z0) durch
Einsetzen der Potenzreihe T [z] = (z1 − z0) + z in P [z] : Ist P [z] =

∑
n≥0 anz

n und
z1 ∈ Bρ(z0), so gibt es ein ε ∈ R>0, so dass für alle x ∈ Bε(z1) gilt :

f(x) = f
(
z1 + (x− z1)

)
=

∞∑
n=0

an
(
(z1 − z0) + (x− z1)

)n
=

∞∑
n=0

an

n∑
m=0

(
n

m

)
(z1 − z0)

n−m(x− z1)
m =

∞∑
m=0

( ∞∑
n=m

(
n

m

)
an(z1 − z0)

n−m
)
(x− z1)

m .

Beweis. 1. Nach Definition hat f in z0 eine Potenzreihenentwicklung der behaupteten Form.
Nach Satz 5.11 ist die Funktion z 7→ P (z) stetig in Bρ(0), und wegen

f |D ∩Bρ(0) = (x 7→ x− z0 7→ P (x− z0)

ist f stetig in z0.
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Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung: Wegen z0 ∈ D′ gibt es eine Folge (xk)k≥0 in
D ∩ Bρ(z0) \ {z0} mit (xk)k≥0 → z0. Dann ist (xk − z0)k≥0 eine Folge in Bρ(0) \ {0} mit
(xk − z0)k≥0 → 0. Sind nun P [z] und P1[z] Potenzreihen, so dass(

∀x ∈ D ∩Bρ(z0)
)
f(x) = P (x− z0) = P1(x− z0) ,

so folgt (∀k ≥ 0) P (xk − z0) = P1(xk − z0), und daher P [z] = P1[z] nach Satz 5.13.

Sei nun d = ord(f ; z0) ∈ N0 und

f0 : Bρ(z0) → C definiert durch f0(x) =
∞∑
n=0

ad+nz
n .

Nach Satz 5.11 ist f0 stetig in z0, es ist f0(z0) = ad 6= 0, und mit Satz 4.2.B folgt:

(∃ ε ∈ (0, ρ) ) (∀x ∈ D ∩Bε(z0) \ {z0}) f0(x) 6= 0 .

Für x ∈ D ∩Bε(z0) \ {z0} ist dann f(x) = (x− z0)
df0(x) 6= 0.

2. folgt aus Satz 5.11 und den Rechenregeln für Potenzreihen, 3. folgt aus Satz 5.15, und
4. und 5. folgen aus Satz 5.14. �

Beispiele:

1. Jede Polynomfunktion f : C → C ist analytisch, d. h., P(C) ⊂ O(C).

2. Sei D ⊂ C und h : D → C eine rationale Funktion. Dann gibt es Polynomfunktionen
f, g ∈ P(C) mit D = {x ∈ C | g(x) 6= 0}. Nach Satz 4.2.B.1 ist D offen, und nach Obigem ist
h ∈ O(D).

Satz 6.2. Für d ∈ N0 und z ∈ B1(0) ist

(1 + z)−d =
∞∑
n=0

(
−d
n

)
zn .

Beweis. Induktion nach d. Für d = 0 ist nichts zu zeigen.

d ≥ 0, d→ d+ 1: Nach Induktionsvoraussetzung gilt für z ∈ B1(0)

(1 + z)
∞∑
n=0

(
−d− 1

n

)
zn =

∞∑
n=0

(
−d− 1

n

)
zn +

∞∑
n=0

(
−d− 1

n

)
zn+1

= 1 +
∞∑
n=1

[(−d− 1

n

)
+

(
−d− 1

n− 1

)]
zn = 1 +

∞∑
n=1

(
−d
n

)
zn = (1 + z)−d ,

und nach Division durch 1 + z folgt die Behauptung. �

7.2. Exponentialfunktion, Sinus und Kosinus

Satz und Definition 6.3. Die Potenzreihe∑
n≥0

zn

n!
hat den Konvergenzradius ρ = ∞ .

Die Funktion exp: C → C , definiert durch exp(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
heißt Exponentialfunktion .
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Ist z ∈ C und (zn)n≥1 eine Folge in C mit (zn)n≥1 → z, so folgt

exp(z) = lim
n→∞

(
1 +

zn
n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

z

n

)n
, und (∀x ∈ R) exp(x) = ex .

Beweis. Wegen
(

n
√
n!

)
n≥1

→∞ (siehe Beispiel 3 nach Satz 3.14) ist ρ = ∞ nach Satz 5.10.

Aus Satz 3.13 folgt

(∀x ∈ R) ex = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
,

und daher genügt es, zu zeigen: Für jede Folge (zn)n≥1 in C mit (zn)n≥1 → z ist

exp(z) = lim
n→∞

(
1+

zn
n

)n
, also (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0)

∣∣∣(1+
zn
n

)n
−

∞∑
k=0

zk

k!

∣∣∣ < ε .

Sei ε ∈ R>0 und Z ∈ R>0, so dass (∀n ≥ 0) |zn| ≤ Z. Dann ist auch |z| ≤ Z, und es sei
m ∈ N0, so dass

∞∑
k=m+1

Zk

k!
<

ε

3
.

Dann ist für n ∈ N mit n ≥ m

m∑
k=0

(
n

k

)(zn
n

)k
=

m∑
k=0

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
·. . .·

(
1−k−1

n

)zkn
k!
, also lim

n→∞

m∑
k=0

(
n

k

)(zn
n

)k
=

m∑
k=0

zk

k!

und daher

(∃n0 ≥ m) (∀n ≥ n0)
∣∣∣ m∑
k=0

(
n

k

)(zn
n

)k
−

m∑
k=0

zk

k!

∣∣∣ <
ε

3
.

Sei n ≥ n0. Dann folgt∣∣∣(1 +
zn
n

)n
−

∞∑
k=0

zk

k!

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ m∑
k=0

(
n

k

)(zn
n

)k
−

m∑
k=0

zk

k!

∣∣∣ +
∣∣∣ n∑
k=m+1

(
n

k

)(zn
n

)k∣∣∣ +
∣∣∣ ∞∑
k=m+1

zk

k!

∣∣∣ < ε ,

da ∣∣∣ n∑
k=m+1

(
n

k

)(zn
n

)k∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

(
1− 1

n

)
· . . . ·

(
1− k − 1

n

) |zn|k
k!

<

∞∑
k=m+1

Zk

k!
<

ε

3

und ∣∣∣ ∞∑
k=m+1

zk

k!

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=m+1

Zk

k!
<
ε

3
. �

Definition 6.2. Für z ∈ C und a ∈ R>0 definiert man die Exponentialfunktion zur Basis
a durch

az = exp(z log a) , insbesondere ez = exp(z) .

Für z ∈ R stimmt diese Definition mit der aus 3.4 überein, denn nach Satz 5.12 ist dann

az = elog(az) = ez log a .
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Die Kosinusfunktion cos : C → C, die Sinusfunktion sin : C → C, die hyperbolische
Kosinusfunktion cosh: C → C und die hyperbolische Sinusfunktion sinh: C → C sind
definiert durch

cos z = cos(z) =
1

2

(
eiz + e−iz

)
, sin z = sin(z) =

1

2i

(
eiz − e−iz

)
,

cosh z = cosh(z) =
1

2

(
ez + e−z

)
, sinh z = sinh(z) =

1

2

(
ez − e−z

)
.

Satz 6.4. Seien z, z1, z2 ∈ C und x ∈ R.

1. Es ist

cos(−z) = cos z , sin(−z) = − sin z , cosh z = cos(iz) , sinh z = −i sin(iz) ,

cosh z = cosh(−z) , sinh z = − sinh(−z) ,

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n , sin z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 ,

sin z

z

∣∣∣
z=0

= 1 ,

cosh z =
∞∑
n=0

z2n

(2n)!
und sinh z =

∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
,

2. Für alle F ∈ {exp, cos , sin , cosh , sinh} gilt : F : C → C ist analytisch (also insbeson-

dere stetig), F (z) = F (z) und F (x) ∈ R .

3. (Additionstheoreme)

ez1+z2 = ez1ez2 , ez 6= 0 , (∀n ∈ Z) (ez)n = enz ,

e±iz = cos z ± i sin z , cos2 z + sin2 z = cosh2 z − sinh2 z = 1 ,

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2 , cos 2z = cos2 z − sin2 z = 2 cos2 z − 1 ,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2 und sin 2z = 2 sin z cos z .

4. (Moivre’sche Formeln) (∀n ∈ N) (cos z + i sin z)n = cosnz + i sinnz .

5. |ez| = e<(z) , |eix| = 1 und |eix − 1| ≤ |x|.

Beweis. 1. Es ist

cos z =
1

2

( ∞∑
k=0

(iz)k

k!
+

∞∑
k=0

(−iz)k

k!

)
=

∞∑
k=0

ik + (−i)k

2

zk

k!
,

und daraus folgt die Behauptung wegen

ik + (−i)k

2
=

{
0 , falls k ungerade,

(−1)m , falls k = 2m mit m ∈ N0 .

Alle übrigen Behauptungen sind genauso leicht nachzurechnen.

2. Nach Satz 6.1.1 und Satz 5.1.B.1.

3. Nach Satz 5.7 ist

ez1ez2 =
( ∞∑
n=0

zn1
n!

)( ∞∑
n=0

zn2
n!

)
=

∞∑
n=0

( n∑
k=0

zk1z
n−k
2

k!(n− k)!

)
=

∞∑
n=0

1

n!
(z1 + z2)

n = ez1+z2 .

Wegen eze−z = e0 = 1 ist ez 6= 0. Für n ≥ 0 folgt (ez)n = enz durch Induktion nach n, und
wegen e−nz(ez)n = e−nzenz = 1 folgt e−nz = ((ez)n)−1 = (ez)−n.
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Wegen 2(cos z ± i sin z) = (eiz + e−iz)± (eiz − e−iz) = 2e±iz folgt e±iz = cos z ± i sin z. Daher
ist

cos2 z + sin2 z = (cos z + i sin z)(cos z − i sin z) = eize−iz = 1

und cosh2 z − sinh2 z = cos2(iz) + sin2(iz) = 1.

Es ist

cos(z1 + z2)± i sin(z1 + z2) = e±i(z1+z2) = e±iz1e±iz2 = (cos z1 ± i sin z1)(cos z2 ± i sin z2)

= cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2 ± i(sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2) .

Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Formeln folgen die Additionstheorem für Sinus
und Kosinus, und daraus folgen unmittelbar die Verdoppelungsformeln.

4. Nach 3. ist (cos z + i sin z)n = (eiz)n = einz = cosnz + i sinnz.

5. Es ist |ez|2 = ezez = ezez = ez+z = e2<(z) = (e<(z))2, und aus e<(z) > 0 folgt |ez| = e<(z),
also insbesondere |eix| = 1.

Wegen |eix − 1|2 = (eix − 1)(e−ix − 1) = 2(1 − cosx) ≤ 4 folgt die Ungleichung für |x| ≥ 2,
und für x = 0 ist sie trivial. Sei also 0 < |x| < 2. Dann ist

(∀n ≥ 0)
x2n

(2n+ 2)!
>

x2n+2

(2n+ 4)!
und daher

1− cosx

x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n+ 2)!
<

1

2

nach Satz 5.3, woraus wieder |eix − 1| ≤ |x| folgt. �

Satz und Definition 6.5. Es gibt genau eine Zahl π ∈ R>0, so dass {t ∈ R | eit = 1} = 2πZ.

π = 3, 14159 . . . heißt LUDOLPH’sche Zahl. Es ist

cos
π

2
= 0 , ∀x ∈

[
0,
π

2

)
cosx > 0 , sin π = 0 , sin

π

2
= 1 und ∀x ∈ (0, π) sin x > 0 .

Beweis. Eindeutigkeit: Seien π, π′ ∈ R>0 mit 2πZ = 2π′Z. Dann gibt es k, k′ ∈ N mit
2π = 2π′k′ und 2π′ = 2πk, also kk′ = 1 und daher k = k′ = 1.

Existenz: Sei x ∈ (0,
√

6). Für n ∈ N0 ist

(2n+ 2)(2n+ 3) ≥ 6 > x2 , also
x2n+1

(2n+ 1)!
>

x2n+3

(2n+ 3)!
,

und nach Satz 5.3 folgt

0 < x− x3

6
<

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
= sinx < x− x3

6
+

x5

120
.

Für n ∈ N ist

(2n+ 1)(2n+ 2) ≥ 12 > x2 , also
x2n

(2n)!
>

x2n+2

(2n+ 2)!
,

und nach Satz 5.3 folgt wieder

−x
2

2
<

∞∑
n=1

(−1)nx2n

(2n)!
= cosx− 1 < −x

2

2
+
x4

24
.

Daher ist cos x > 0 für alle x ∈ (0,
√

2 ] und cos 2 < 0. Nach Satz 4.11.A.1 gibt es ein
t ∈ (

√
2, 2) mit cos t = 0, es sei τ = inf{t ∈ (

√
2, 2) | cos t = 0} und π = 2τ . Dann gibt

es eine Folge (tn)n≥0 in (
√

2, 2), so dass (∀n ≥ 0) cos tn = 0 und (tn)n≥0 → τ . Wegen der
Stetigkeit von cos folgt daraus cos τ = 0, und nach Definition ist cosx > 0 für alle x ∈ [0, τ).
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Wegen τ < 2 <
√

6 ist auch sinx > 0 für alle x ∈ (0, τ), und nach Satz 6.4 folgt für alle
x ∈ (0, 2τ)

sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
> 0 .

Wegen sin2 τ = 1− cos2 τ = 1 und sin τ > 0 folgt sin τ = 1 und eiτ = cos τ + i sin τ = i.

Für k ∈ Z ist e2πik = (eiτ )4k = i4k = 1, und es bleibt zu zeigen:

(∀t ∈ R)
[
eit = 1 =⇒ t ∈ 2πZ

]
.

Sei t ∈ R mit eit = 1 und l ∈ Z mit t ∈ [lτ, lτ + τ). Wir setzen t = lτ + x mit x ∈ [0, τ) und
l = 2m+ e mit m ∈ Z und e ∈ {0, 1}. Dann folgt

1 = eit = e(2m+e)iτ+ix = i2m+eeix = (−1)mie(cosx+ i sin x) .

Wegen cosx 6= 0 ist e = 0, also sinx = 0 und daher x = 0. Damit folgt 1 = (−1)m, also
m = 2n mit n ∈ Z und t = 4nτ ∈ 2πZ. �

Satz 6.6.

1. (∀z1, z2 ∈ C)
[
ez1 = ez2 ⇐⇒ z1 − z2 ∈ 2πiZ

]
.

2. Spezielle Werte von sin und cos:

z 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π

sin z 0 1
2

1√
2

√
3

2
1 0

cos z 1
√

3
2

1√
2

1
2

0 −1

3. Für alle z ∈ C und k ∈ Z ist

cos
(
z ± π

2

)
= ∓ sin z , sin

(
z ± π

2

)
= ± cos z ,

cos(z + kπ) = (−1)k cos z und sin(z + kπ) = (−1)k sin z .

4. {z ∈ C | sin z = 0} = πZ und {z ∈ C | cos z = 0} = π
2

+ πZ .

Beweis. 1. ⇐= : Aus z1 − z2 = 2kπi mit k ∈ Z folgt ez1−z2 = 1 nach Satz 6.5 , und daraus
ez1 = ez2 nach Satz 6.4.

=⇒ : Aus ez1 = ez2 folgt ez1−z2 = 1 = |ez1−z2| = e<(z1−z2) nach Satz 6.4. Daher ist
<(z1 − z2) = 0, also z1 − z2 = it mit t ∈ R, und nach Satz 6.5 folgt t ∈ 2πZ.

2. Nach Definition ist e2πi = 1 = (eπi)2 und eπi 6= 1, also −1 = eπi = cos π + i sin π, und
daraus folgt cos π = −1, sinπ = 0. Nach Satz 6.5 ist(

e
iπ
4

)2
= e

iπ
2 = cos

π

2
+ i sin

π

2
= i =

( 1√
2

+
i√
2

)2

,

also

e
iπ
4 = cos

π

4
+ i sin

π

4
= ±

( 1√
2

+
i√
2

)
, und wegen cos

π

4
> 0 folgt cos

π

4
= sin

π

4
=

1√
2
.

Sei nun
α = cos

π

6
, β = sin

π

6
, also α, β ∈ R>0 , α2 + β2 = 1 .

Dann ist
(α+ iβ)3 = cos

π

2
+ i sin

π

2
= i = α3 + 3α2βi− 3αβ2 − iβ3 ,
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also α3 − 3αβ2 = α(α2 − 3β2) = 0. Wegen α 6= 0 folgt

0 = α2 − 3β2 = α2 − 3(1− α2) = 4α2 − 3 , also α =

√
3

2
und β =

1

2
.

Daher ist

sin
π

3
= 2 sin

π

6
cos

π

6
=

√
3

2
und cos

π

3
= cos2 π

6
− sin2 π

6
=

1

2
.

3. folgt aus 2. und Satz 6.4.3, und 4. folgt aus 2. und Satz 6.5. �

6.2. Bogenlänge und Kreismessung

Satz 6.7. Die Abbildung

cis : [0, 2π) → S1 =
{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}
, definiert durch cis(t) = eit = cos t+ i sin t ,

ist stetig und bijektiv. Die Umkehrabbildung cis−1 : S1 → [0, 2π) ist unstetig in 1 und stetig
in allen Punkten z ∈ S1 \ {1}.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von exp ist cis stetig, und nach Satz 6.6.1 ist cis injektiv.

Surjektivität von cis : Sei z = x + iy ∈ S1 mit x, y ∈ R, x2 + y2 = 1. Dann ist x ∈ [−1, 1],
und wegen cosπ = −1, cos 0 = 1 gibt es nach Satz 4.11.A.1 ein t ∈ [0, π] mit cos t = x. Dann
folgt

|y| =
√

1− x2 =
√

1− cos2 t = | sin t| .
Im Falle sin t = y folgt z = eit. Im Falle sin t 6= y ist t 6= 0, also 2π − t ∈ [0, 2π) und
z = ei(2π−t).

Stetigkeit von cis−1 in S1 \ {1}: Sei z ∈ S1 \ {1} und (zn)n≥0 eine Folge in S1 mit
(zn)n≥0 → z. Dann ist tn = cis−1(zn) ∈ [0, 2π), und nach Satz 4.16 hat (tn)n≥0 einen
Häufungswert t ∈ [0, 2π]. Ist T ⊂ N0 unendlich mit (tn)n∈T → t, so folgt (eitn)n∈T → eit, und
wegen eitn = zn folgt eit = z 6= 1, also t = cis−1(z) ∈ (0, 2π). Da t der einzige Häufungswert
von (tn)n≥0 ist, folgt (tn)n≥0 → t nach Satz 3.17.

Unstetigkeit von cis−1 in 1: Sei (εn)n≥0 eine Folge in (0, 2π) mit (εn)n≥0 → 0. Dann ist

(e(2π−εn)i)n≥0 → 1 = cis(0) , aber
(
cis−1(e(2π−εn)i)

)
n≥0

= (2π − εn)n≥0 6→ 0 . �

Definition 6.3. Sei X ein normierter Raum und I ⊂ R ein Intervall. Eine stetige Abbildung
ϕ : I → X heißt Weg oder parametrisierte Kurve mit Parameterintervall I. Dann nennt
man

L(ϕ) = sup
({ m∑

j=1

‖ϕ(tj)− ϕ(tj−1)‖
∣∣∣ m ∈ N , t0, . . . , tm ∈ I , t0 < t1 < . . . < tm

})
∈ [0,∞]

die Länge von ϕ. Ist L(ϕ) <∞, so heißt ϕ rektifizierbar.

Anschauliche Deutung: Für t0, . . . , tm ∈ I mit t0 < t1 < . . . < tm sei

P =
m⋃
j=1

[
ϕ(tj−1), ϕ(tj)

]
und L(P ) =

m∑
j=1

‖ϕ(tj)− ϕ(tj−1)‖ .

Dann ist P ein ϕ approximierender (eventuell mehrmals durchlaufener) Polygonzug der Länge
L(P ), und die Länge von ϕ ist das Supremum der Längen aller solcher Polygonzüge.
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Satz und Definition 6.8. Sei T ∈ [0, 2π] und ϕ : [0, T ] → C definiert durch ϕ(t) = eit.
Dann ist L(ϕ) = T .

Man sagt, ϕ parametrisiert den Bogen von 1 = ei0 bis eiT auf dem komplexen EinheitskreisS1.

Beweis. Es ist

L(ϕ) = sup
{ m∑

j=1

|eitj − eitj−1|
∣∣∣ m ∈ N, 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ T

}
,

und daher genügt es, zu zeigen:

A. Ist m ∈ N und 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ T , so folgt
m∑
j=1

|eitj − eitj−1| ≤ T .

B. Zu jedem ε ∈ R>0 gibt es ein m ∈ N und Zahlen 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ T , so dass

T − ε <

m∑
j=1

|eitj − eitj−1| .

Sei m ∈ N und 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ T . Dann ist für j ∈ {1, . . . ,m}∣∣ eitj − eitj−1
∣∣ =

∣∣ eitj−1(ei(tj−tj−1) − 1)
∣∣ = (tj − tj−1)

∣∣∣ ei(tj−tj−1) − 1

tj − tj−1

∣∣∣ ≤ tj − tj−1

nach Satz 6.4.5 und daher
m∑
j=1

|eitj − eitj−1| ≤ tm − t0 ≤ T .

Sei nun ε ∈ R>0. Wegen

ey − 1

y

∣∣∣
y=0

= lim
y→0

ey − 1

y
= 1 folgt : (∃δ ∈ R>0)

(
∀y ∈ Bδ(0)

) ∣∣∣ ey − 1

y

∣∣∣ > 1− ε

T
.

Seien nun 0 = t0 < t1 < . . . < tm = T mit (∀j ∈ {1, . . . ,m}) tj − tj−1 < δ. Dann ist

m∑
j=1

|eitj − eitj−1 | =
m∑
j=1

(tj − tj−1)
∣∣∣ei(tj−tj−1) − 1

i(tj − tj−1)

∣∣∣ > m∑
j=1

(tj − tj−1)
(
1− ε

T

)
= T (1− ε

T
) = T − ε .

und daher
m∑
j=1

|eitj − eitj−1| > T (1− ε

T
) = T − ε . �

Satz 6.9 (Polarkoordinaten).

1. Die Abbildungen

θ :

{
R>0×[0, 2π) → C×

(r, ϕ) 7→ reiϕ
und θ′ :

{
R>0×(−π, π] → C×

(r, ϕ) 7→ reiϕ

sind stetig und bijektiv, θ−1 |C \ R≥0 und θ′−1 |C \ R≤0 sind stetig, θ−1 ist unstetig
auf R>0, und θ′−1 ist unstetig auf R<0.
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2. Die Abbildung

θ1 :

{
R≥0×[0, 2π) → R2

(r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ)

ist stetig und surjektiv, und θ1 |R>0 × [0, 2π) ist injektiv.

Beweis. Seien die Abbildungen γ : R>0×[0, 2π) → R>0×S1 und µ : R>0×S1 → C× definiert
durch γ(r, ϕ) = (r, cis(ϕ)) und µ(r, z) = rz. Dann ist θ = µ◦γ, µ ist stetig und bijektiv, und
wegen µ−1(x) = (|x|, |x|−1x) ist auch µ−1 stetig. Nach Satz 6.7 ist γ stetig und bijektiv, und
wegen γ−1(r, z) = (r, cis−1(z)) ist γ−1 genau dann stetig in einem Punkt (r, z) ∈ R>0×S1,
wenn z 6= 1. Daher ist θ−1 = γ−1◦µ−1 genau dann stetig in x ∈ C, wenn µ−1(x) 6= 1, wenn also
x /∈ R>0.

Für alle (r, ϕ) ∈ R>0×(−π, π] ist π − ϕ ∈ [0, 2π) und θ′(r, ϕ) = − θ(r, π − ϕ), und daher
folgen auch die Behauptungen für θ′.

2. Offensichtlich ist θ1 stetig und θ1

(
{0}×[0, 2π)

)
= {0}. Wegen C× = R2 \ {0} und 1. ist

θ1 |R>0 × [0, 2π) : R>0 × [0, 2π) → R2 \ {0} bijektiv. �

Geometrische Definition von Sinus und Kosinus (Skizze).

1. Definiere K0 : [0, 1) → R2 durch

K0(t) =

{ (
1− 4t,

√
1− (1− 4t)2

)
, falls t ∈ [0, 1

2
] ,(

−3 + 4t, −
√

1− (−3 + 4t)2
)
, falls t ∈ (1

2
, 1)

und K : R → R2 durch K(t) = K0

(
t− btc

)
.

K beschreibt die Aufwicklung der Zahlengeraden auf den Einheitskreis.

2. Definiere die Kreislängenfunktion L : R → R durch

L(x) =

{
L
(
K | [0, x]

)
, falls x ≥ 0 ,

−L
(
K | [x, 0]

)
, falls x < 0 .

L ist streng monoton wachsend, stetig, und L(R) = R. Damit ist auch L−1 : R → R
streng monoton wachsend und stetig.

3. Definiere sin, cos : R → R durch (∀t ∈ R) K◦L−1(t) = (cos t, sin t).

6.3 Wurzeln und Logarithmen im Komplexen, Fundamentalsatz der Algebra

Definition 6.4. Für z ∈ C×, z = reiϕ mit r ∈ R>0 und ϕ ∈ (−π, π] sei

Log(z) = log r + iϕ .

Die Funktion Log: C× → C heißt Hauptwert des komplexen Logarithmus. Für α ∈ C und
z ∈ C× sei

zα = eαLog(z) .

Bemerkungen:

1. Sei z ∈ R>0. Dann ist Log(z) = log z, und die Definition von zw ist mit Definition 6.2
konsistent.

2. Für x ∈ R>0 ist −x = xeiπ, also Log(−x) = log x+ iπ. Insbesondere ist Log(−1) = iπ.
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3. Aus i = eiπ/2 folgt Log(i) = iπ
2

und ii = e−π/2.

Satz 6.10. Sei S = {z ∈ C | =(z) ∈ (−π, π] }.
1. exp | S : S → C ist injektiv, exp(S) = exp(C) = C×, und (exp | S)−1 = Log: C× → C .

2. Log |C \ R≤0 ist stetig, und Log ist unstetig auf R<0.

Beweis. Nach Satz 6.6.1 ist exp | S : S → C injektiv. Ist z ∈ C, so gibt es genau ein g ∈ Z
mit =(z− 2πig) = =(z)− 2πg ∈ (−π, π], und dann ist exp(z) = exp(z− 2πig) ∈ exp(S). Also
folgt exp(C) = exp(S).

Sei λ : R>0×(−π, π] → S definiert durch λ(r, ϕ) = log r + iϕ. Da log : R>0 → R stetig
und bijektiv ist, ist auch λ stetig und bijektiv, und wegen λ−1(z) = (e<(z),=(z)) ist auch λ−1

stetig. Nach Definition ist Log = λ◦θ′−1 : C× → S, also Log: C× → C injektiv, und Log ist
genau dann stetig in einem Punkt z ∈ C×, wenn θ′−1 in z stetig ist. Nach Satz 6.9.1 ist Log
stetig auf C \ R≤0 und unstetig in allen Punkten z ∈ R<0.

Sei nun z ∈ C× und (r, ϕ) = θ′−1(z) ∈ R>0×(−π, π]. Dann ist z = reiϕ, und

exp◦Log(z) = exp(log r + iϕ) = reiϕ = z ,

also Log = (exp | S)−1 und exp(C) = C×. �

Satz 6.11. Sei n ∈ N und z ∈ C×, z = reiϕ mit r ∈ R>0 und ϕ ∈ [0, 2π). Dann ist

{x ∈ C | xn = z} =
{

n
√
r exp

( i(ϕ+ 2kπ)

n

) ∣∣∣ k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
}
.

Beweis. Für alle k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} ist[
n
√
r exp

( i(ϕ+ 2kπ)

n

)]n
= reiϕ+2kπi = reiϕ = z .

Nach Satz 2.3.A.2 ist
∣∣{x ∈ C | xn = z}

∣∣ ≤ n, und daher genügt es, zu zeigen:(
∀ k, k′ ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

) [
k 6= k′ =⇒ exp

(i(ϕ+ 2kπ)

n

)
6= exp

( i(ϕ+ 2k′π)

n

) ]
.

Sind k, k′ ∈ {0, 1, . . . , n− 1} mit k 6= k′, so folgt

i(ϕ+ 2kπ)

n
− i(ϕ+ 2k′π)

n
= 2πi

k − k′

n
/∈ 2πiZ ,

und die Behauptung folgt aus Satz 6.6. �

Satz 6.12 (Argand’sches Lemma). Sei g : C → C stetig in 0, g(0) 6= 0, k ∈ N und b ∈ C×.
Dann gibe es ein d ∈ C mit |b+ dkg(d)| < |b|.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von g in 0 und |g(0)| > 0 gilt:

(∃ δ ∈ R>0) (∀z ∈ Bδ(0)
)

|g(z)− g(0)| < |g(0)| .

Seien t ∈ R und d ∈ C mit

0 < t < min
{

1,
∣∣∣g(0)

b

∣∣∣δk} und dk =
−tb
g(0)

. Dann ist |d|k =
t|b|
|g(0)|

< δk, also |d| < δ ,
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und daher∣∣b+ dkg(d)
∣∣ =

∣∣∣b− tb

g(0)
g(d)

∣∣∣ =
∣∣∣(1− t)b+

tb

g(0)

[
g(d)− g(0)

]∣∣∣
≤ (1− t)|b|+ t|b|

|g(0)|
∣∣g(d)− g(0)

∣∣ < (1− t)|b|+ t|b| < |b| . �

Satz und Definition 6.13. Sei f ∈ P(C), f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 mit
n ∈ N0, a0, . . . , an ∈ C und an 6= 0.

1. (Fundamentalsatzes der Algebra) Ist n ≥ 1, so hat f eine Nullstelle in C.

2. f besitzt eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige Darstellung

f(x) = an

r∏
i=1

(x− αi)
ei

mit r ∈ N0, e1, . . . , er ∈ N und verschiedenen α1, . . . , αr ∈ C. Dabei sind α1, . . . , αr
die verschiedenen Nullstellen von f in C, und (∀i ∈ {1, . . . , r}) ei = ord(f ;αi).

3. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) (∀i ∈ {0, . . . , n}) ai ∈ R .

(b) f(R) ⊂ R.

(c) an ∈ R ∧ (∀α ∈ C) ord(f ;α) = ord(f ;α).

Sind diese Bedingungen erfüllt, so heißt f reell.

4. Ist f reell, so besitzt f eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige Darstellung

f(x) = an

r∏
i=1

(x− αi)
ei

s∏
j=1

(x2 + bjx+ cj)
dj

mit r, s ∈ N0, e1, . . . , er, d1, . . . , ds ∈ N, verschiedenen α1, . . . , αr ∈ R und verschiede-
nen (b1, c1), . . . , (bs, cs) ∈ R2, so dass (∀j ∈ {1, . . . , s}) b2j − 4cj < 0.

Beweis. 1. Wir führen den Beweis durch Widerspruch und nehmen an, f sei nullstellenfrei in
C. Nach Satz 4.9 gibt es ein M ′ ∈ R>0, so dass

(∀x ∈ C)
[
|x| > M ′ =⇒ |f(x)| > |an|

2
|x|n

]
.

Sei M ≥M ′ mit |an|Mn > 2|f(0)|. Die Funktion x 7→ |f(x)| ist stetig, BM(0) ist kompakt,
und nach Satz 4.17.2 gibt es ein c ∈ BM(0) mit |f(c)| = min

({
|f(x)|

∣∣ x ∈ BM(0)
})

. Ist

x ∈ C \BM(0), so folgt |f(x)| > |f(0)| ≥ |f(c)|. Daher ist |f(c)| = min
{
|f(x)|

∣∣ x ∈ C
}
.

Sei h : C → C definiert durch h(z) = f(c + z). Dann ist h ∈ P(C), grad(h) = n und
h(0) = f(c) 6= 0. Wir schreiben h(x) in der Form h(x) = f(c) + bkx

k + bk+1x
k+1 + . . . + bnx

n

mit k ∈ {1, . . . , n}, bk, bk+1, . . . , bn ∈ C und bk 6= 0. Dann ist h(x) = f(c) + xkg(x) mit
einer Polynomfunktion g ∈ P(C) und g(0) = bk 6= 0. Nach Satz 6.12 gibt es ein d ∈ C mit
|f(c) + dkg(d)| < |f(c)|. Aber f(c) + dkg(d) = h(d) = f(c+ d), ein Widerspruch.

2. Nach Satz 2.3.2 folgt (durch Zusammenfassen gleicher Faktoren zu Potenzen)

(∗) f(x) = g(x)
r∏
i=1

(x− αi)
ei
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mit r ∈ N0, e1, . . . , er ∈ N, verschiedenen α1, . . . , αr ∈ C und einer in C nullstellenfreien
Polynomfunktion g. Nach 1. ist grad(g) = 0 und daher g(x) = an. Damit ist die Existenz der
Darstellung gezeigt.

Hat f die Darstellung (∗), so sind α1, . . . , αr die verschiedenen Nullstellen von f , und für
alle i ∈ {1, . . . , r} ist f(x) = (x− αi)

eifi(x) mit einer Polynomfunktion fi ∈ P(C), so dass
fi(αi) = 0. Nach Satz 6.1.3 folgt daher ei = ord(f ;αi). Damit ist auch die Eindeutigkeit der
Darstellung von f (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) gezeigt.

3. (a) ⇒ (b) Offensichtlich.

(b) ⇒ (c) Wir nehmen zunächst an, es gebe ein α ∈ C mit e = ord(f ;α) > ord(f ;α) = e.
Nach 2. ist dann f(x) = (x− α)e(x− α)eg(x) mit eine Polynomfunktion g ∈ P(C), so dass
g(α)g(α) 6= 0. Für x ∈ R folgt

f(x) = f(x) = (x− α)e(x− α)e g(x)

und daher
0 = (x− α)e(x− α)e

[
(x− α)e−eg(x)− (x− α)e−e g(x)

]
.

Für alle x ∈ R \ {α, α} folgt nun

(x− α)e−eg(x)− (x− α)e−e g(x) = 0 ,

Nach Satz 2.3.3 gilt diese Gleichung für alle x ∈ C, also auch für x = α, was einen Widerspruch
darstellt.

Wegen ord(f ;α) = ord(f ;α) für alle α ∈ C folgt nach 2.

(∗∗) f(x) = an

s∏
i=1

(x− βi)
di

t∏
i=1

(
(x− αi)(x− αi)

)ei

mit s, t ∈ N0, d1, . . . , ds, e1, . . . , et ∈ N, verschiedenen β1, . . . , βs ∈ R und verschiedenen
α1, . . . , αt ∈ C, so dass {α1, . . . , αt} ∩ {α1, . . . , αt} = ∅. Daher ist f(R) ⊂ anR und daher
auch an ∈ R.

(c) ⇒ (a) f hat eine Darstellung der Form (∗∗) mit an ∈ R. Durch Ausmultiplizieren
folgt die Behauptung.

4. f hat eine nach 2. bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Darstellung der Form
(∗∗) mit an ∈ R. Wegen (x−αi)(x−αi) = x2 + bjx+ cj mit bj = −2<(αj) und cj = |αj|2)
folgt wegen b2j − 4cj = 4(<(αj)

2 − |αj|2) < 0 die Behauptung. �

6.4. Tangens, Kotangens und Bernoulli’sche Zahlen

Satz und Definition 6.14. Sei t ∈ C. Die Funktion

z 7→ zetz

ez − 1
ist analytisch in 0, und es sei

zetz

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn(t)

n!
zn mit Bn(t) ∈ C

ihre Potenzreihenentwicklung in 0 .

Die Funktionen t 7→ Bn(t) heißen Bernoulli’sche Polynome , die Zahlen Bn = Bn(0) heißen
Bernoulli’sche Zahlen . Es ist also

z

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
zn die Potenzreihenentwicklung von

z

ez − 1
in 0 .
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1. Für n ∈ N0 ist

Bn(t) = tn − 1

n+ 1

n−1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
Bm(t) = tn + bn−1t

n−1 + . . .+ b1t+ b0

mit b0, . . . , bn−1 ∈ Q. Insbesondere ist B0(t) = 1, B1(t) = t− 1
2
, B2(t) = t2 − t+ 1

6
.

2. Es ist B0 = 1, und für n ∈ N ist

Bn = − 1

n+ 1

n−1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
Bm ∈ Q .

Insbesondere ist B1 = −1
2
, B2 = 1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
und (∀n ∈ N) B2n+1 = 0.

3. Für alle m ∈ N und n ∈ N0 ist
m−1∑
k=1

kn =
1

n+ 1

n∑
j=0

(
n+ 1

j + 1

)
Bn−jm

j+1 .

Beweis. Wegen ord(zetz; 0) = 1 = ord(ez − 1; 0) ist die Funktion

z 7→ zetz

ez − 1

analytisch in 0 nach Satz 6.1.
1. Für die Potenzreihenentwicklungen in 0 gilt

zetz =
∞∑
n=0

tnzn+1

n!
=

( ∞∑
n=0

zn+1

(n+ 1)!

)( ∞∑
n=0

Bn(t)

n!
zn

)
=

∞∑
n=0

( n∑
m=0

Bm(t)

m!(n−m+ 1)!

)
zn+1 ,

und aus dem Identitätssatz für Potenzreihen folgt für alle n ∈ N0

tn

n!
=

n∑
m=0

Bm(t)

m!(n−m+ 1)!
=

Bn(t)

n!
+

n−1∑
m=0

Bm(t)

m!(n−m+ 1)!
,

also

Bn(t) = tn −
n−1∑
m=0

n!

m!(n−m+ 1)!
Bm(t) = tn − 1

n+ 1

n−1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
Bm(t) .

Aus diesen Rekursionsformeln kann man Bn(t) für alle n ∈ N0 berechnen. Insbesondere folgt
durch Induktion nach n, dass Bn(t) eine normierte Polynomfunktion vom Grade n mit Koef-
fizienten in Q ist.

2. Nach 1. genügt es, Bn = 0 für alle ungeraden n > 1 zu zeigen. Wegen

0 =
x

ex − 1
− −x

e−x − 1
+ x =

∞∑
n=2

Bn

n!

[
1− (−1)n

]
xn

folgt (∀n ≥ 2) Bn

[
1 + (−1)n

]
= 0 und daraus die Behauptung.

3. Für m ∈ N hat man in 0 die Potenzreihenentwicklungen

x

ex − 1

emx − 1

x
=

( ∞∑
n=0

Bn

n!
xn

)( ∞∑
n=0

mn+1

(n+ 1)!
xn

)
=

∞∑
n=0

( n∑
j=0

Bn−j

(n− j)!

mj+1

(j + 1)!

)
xn

=
m−1∑
k=0

ekx =
m−1∑
k=0

∞∑
n=0

knxn

n!
=

∞∑
n=0

1

n!

(m−1∑
k=0

kn
)
xn ,
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also gilt aufgrund des Identitätssatzes für alle n ∈ N0

1

n!

m−1∑
k=0

kn =
n∑
j=0

Bn−jm
j+1

(n− j)!(j + 1)!
=

1

(n+ 1)!

n∑
j=0

(
n+ 1

j + 1

)
Bn−jm

j+1

und daher
m−1∑
k=1

kn =
1

n+ 1

n∑
j=0

(
n+ 1

j + 1

)
Bn−jm

j+1 . �

Satz und Definition 6.15. Die Tangensfunktion tan: C \
(
π
2

+ πZ
)
→ C und die Kotan-

gensfunktion cot : C \ πZ → C, definiert durch

tan(x) =
sin(x)

cos(x)
und cot(x) =

cos(x)

sin(x)
,

sind analytische Funktionen, und die Funktion x 7→ x cot(x) ist analytisch in 0. Die Poten-
zreihenentwicklungen in 0 sind gegeben durch

tan(x) =
∞∑
n=1

(−4)n(1− 4n)
B2n

(2n)!
x2n−1 und x cot(x) =

∞∑
n=0

(−4)n
B2n

(2n)!
x2n .

Insbesondere folgt

x cot(x)
∣∣
x=0

= 1 und cot(x)− 1

x

∣∣∣
x=0

= π cot(πx)− 1

x

∣∣∣
x=0

= 0 .

Beweis. Nach Satz 6.1 genügt es, die Potenzreihenentwicklungen in 0 zu berechnen. Es ist

x cot(x) =
x
2
(eix + e−ix)

1
2i

(eix − e−ix)
= ix

e−ix(e2ix + 1)

e−ix(e2ix − 1)
= ix

e2ix + 1

e2ix − 1

= ix+
2ix

e2ix − 1
= ix+

∞∑
m=0

Bm

m!
(2ix)m = ix+ 1− 1

2
(2ix) +

∞∑
m=2

Bm

m!
(2ix)m

= 1 +
∞∑
n=1

B2n

(2n)!
(−1)n22nx2n =

∞∑
n=0

(−4)n
B2n

(2n)!
x2n ,

und x cot(x)− 2x cot(2x) = x tan(x). Daher folgt

x tan(x) =
∞∑
n=0

(−4)n
B2n

(2n)!

[
x2n − (2x)2n

]
, also tan(x) =

∞∑
n=1

(−4)n(1− 4n)
B2n

(2n)!
x2n−1 . �

Satz 6.16 (Partialbruchzerlegung des Kotangens).

1. Für x ∈ C \ Z ist

π cot(πx) =
1

x
+

∞∑
k=1

2x

x2 − k2
,

und die Funktionenreihe ist in C \ Z lokal gleichmäßig und absolut konvergent. Für
jedes R ∈ R>0 ist die Funktionenreihe in BR(0) \ Z sogar gleichmäßig konvergent.



ANALYSIS I, II 133

2. Für alle n ∈ N ist

ζ(2n) =
∞∑
k=1

1

k2n
=

(−1)n+1B2n(2π)2n

2(2n)!
und (−1)n+1B2n > 0 ,

also insbesondere

ζ(2) =
∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
und ζ(4) =

∞∑
k=1

1

k4
=
π4

90
.

3. Die Potenzreihenentwicklungen in 0 der Funktionen

x 7→ x

ex − 1
, x 7→ x cot(x) , x 7→ tan(x) haben die Konvergenzradien 2π , π ,

π

2
.

Beweis. Wir betrachten die Reihe∑
k≥1

2x

x2 − k2
als Funktionenreihe

∑
k≥1

(
x 7→ 2x

x2 − k2

)
.

Für R, k ∈ N mit k ≥ 2R und x ∈ BR(0) ⊂ C ist

|x2 − k2| ≥ k2 − |x|2 ≥ k2 −R2 ≥ 3k2

4
, also

∣∣∣ 2x

x2 − k2

∣∣∣ ≤ 8R

3k2

und daher
∞∑

k=2R

∥∥∥ 2x

x2 − k2

∥∥∥
BR(0)

≤ 8R

3

∞∑
k=2R

1

k2
< ∞ .

Folglich ist die Funktionenreihe ∑
k≥2R

2x

x2 − k2

normal konvergent in BR(0), also dort absolut und gleichmäßig konvergent nach Satz 5.9.2.
Daher ist die Funktionenreihe ∑

k≥1

2x

x2 − k2

absolut und lokal gleichmäßig konvergent in C \ Z, und nach Satz 5.9 ist die Funktion

F : C \ Z → C , definiert durch F (x) =
1

x
+

∞∑
k=1

2x

x2 − k2
,

stetig. Sei C : C\Z → C definiert durch C(x) = π cot(πx), und sei H die Menge aller stetigen
Funktionen h : C \ Z → C mit folgenden Eigenschaften:

(H1) lim
x→0

[
h(x)− 1

x

]
= 0 ; (H2) (∀x ∈ C \ Z) h(x+ 1) = h(x) ;

(H3) (∀x ∈ C \ Z) h(x) =
1

2

[
h
(x

2

)
+ h

(x+ 1

2

)]
.

Wir werden zeigen: a) F ∈ H; b) C ∈ H; c) |H| ≤ 1. Damit folgt dann 1.

a) F ist stetig und erfüllt offensichtlich (H1). Für n ∈ N sei

Fn(x) =
1

x
+

n∑
k=1

2x

x2 − k2
=

1

x
+

n∑
k=1

( 1

x− k
+

1

x+ k

)
=

n∑
k=−n

1

x+ k
.
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Dann folgt für x ∈ C \ Z

Fn(x+ 1)− Fn(x) =
n∑

k=−n

1

x+ k + 1
−

n∑
k=−n

1

x+ k
=

1

x+ n+ 1
− 1

x− n
,

also

F (x+ 1)− F (x) = lim
n→∞

( 1

x+ n+ 1
− 1

x− n

)
= 0 ,

und

F2n(x)−
1

2

[
Fn

(x
2

)
+ Fn

(x+ 1

2

)]
=

2n∑
k=−2n

1

x+ k
− 1

2

n∑
k=−n

1
x
2

+ k
− 1

2

n∑
k=−n

1
x+1

2
+ k

=
2n∑

k=−2n

1

x+ k
−

n∑
k=−n

1

x+ 2k
−

n∑
k=−n

1

x+ 2k + 1
= − 1

x+ 2n+ 1
,

also

F (x)− 1

2

[
F

(x
2

)
+ F

(x+ 1

2

)]
= lim

n→∞

(
F2n(x)−

1

2

[
Fn

(x
2

)
+ Fn

(x+ 1

2

)])
= lim

n→∞

[
− 1

x+ 2n+ 1

]
= 0 .

b) Nach Satz 6.15 ist C stetig, und erfüllt (H1), da

C(x) =
πx cot(πx)

x
=

1

x

∞∑
n=0

(−4)n
B2n

(2n)!
(πx)2n =

1

x
+

∞∑
n=1

(−4)n
B2n

(2n)!
π2nx2n−1 .

Nach Satz 6.6 gilt für alle x ∈ C \ Z

C(x+ 1) =
π cos(πx+ π)

sin(πx+ π)
=

−π cos πx

− sin πx
= C(x) ,

also (H2), und

1

2

[
C

(x
2

)
+ C

(x+ 1

2

)]
=

π cos πx
2

2 sin πx
2

+
π cos

(
πx
2

+ π
2

)
2 sin

(
πx
2

+ π
2

) =
π cos πx

2

2 sin πx
2

+
−π sin πx

2

2 cos πx
2

=
π cos2 πx

2
− π sin2 πx

2

2 sin πx
2

cos πx
2

=
π cos πx

sin πx
= C(x) ,

also auch (H3).

c) Seien h1, h2 ∈ H, und sei Φ: C → C definiert durch

Φ(x) =

{
h1(x)− h2(x) , falls x ∈ C \ Z ,

0 , falls x ∈ Z .

Dann hat Φ die Eigenschaften (H2) und (H3), und (∀x ∈ C\Z) (∀n ∈ Z) Φ(x+n) = Φ(x)
( das folgt für n = 1 aus (H2), dann für n ∈ N durch Induktion, und für n = −m mit
m ∈ N ist Φ(x) = Φ

(
(x+ n) +m

)
= Φ(x+ n) ). Für n ∈ Z ist

lim
x→n

Φ(x) = lim
x→n

Φ(x− n) = lim
y→0

Φ(y) = lim
y→0

[
h1(y)−

1

y

]
− lim

y→0

[
h2(y)−

1

y

]
= 0 .
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Daher ist Φ stetig, und wir nehmen an, es sei Φ 6= 0. Dann gibt es ein N ∈ N mit Φ |BN(0) 6= 0,
und nach Satz 4.17 gibt es ein y ∈ BN(0) mit

|Φ(y)| = max
({
|Φ(x)|

∣∣ x ∈ BN(0)
})

> 0 .

Daher ist y 6∈ Z, für alle n ∈ N0 ist∣∣∣2−ny
2

∣∣∣ ≤ N ,
∣∣∣2−ny + 1

2

∣∣∣ ≤ N , und wir zeigen (mittels Induktion |Φ(2−ny)| = |Φ(y)| .

Wegen (2−ny)n≥0 → 0 und der Stetigkeit von Φ folgt daraus

|Φ(y)| = lim
n→∞

|Φ(2−ny)| = |Φ(0)| = 0 ,

ein Widerspruch.

Für n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also n ≥ 0 und |Φ(2−ny)| = |Φ(y)|. Dann folgt mittels (H2)

|Φ(2−ny)| =
∣∣∣ 1

2

[
Φ

(2−ny

2

)
+ Φ

(2−ny + 1

2

) ] ∣∣∣ ≤ 1

2

[ ∣∣∣Φ(2−ny

2

) ∣∣∣ +
∣∣∣Φ(2−ny + 1

2

)∣∣∣]
≤ 1

2

[
|Φ(y)|+ |Φ(y)|

]
= |Φ(2−ny)| und daher |Φ(2−(n+1)y)| = |Φ(2−ny)| .

2. Nach Satz 6.15 gibt es ein ε ∈ (0, 1), so dass für alle x ∈ Bε(0) ⊂ C gilt:

πx cot(πx) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
B2n

(2n)!
(2π)2nx2n = 1 +

∞∑
k=1

2x2

x2 − k2

= 1− 2x2

∞∑
k=1

1

k2
(
1− x2

k2

) = 1− 2x2

∞∑
k=1

1

k2

∞∑
n=0

(x2

k2

)n
.

Wegen
∞∑
k=1

1

k2

∞∑
n=0

( |x|2
k2

)n
=

∞∑
n=0

( ∞∑
k=1

1

k2n+2

)
|x|2n ≤

∞∑
n=0

( ∞∑
k=1

1

k2

)
|x|2n < ∞

folgt nach Satz 5.7

πx cot(πx) = 1− 2x2

∞∑
n=0

( ∞∑
k=1

1

k2n+2

)
x2n = 1 +

∞∑
n=1

[
−2ζ(2n)

]
x2n .

Wegen des Identitätssatzes folgt daraus

(∀n ∈ N) − 2ζ(2n) = (−1)n
B2n

(2n)!
(2π)2n , also ζ(2n) =

(−1)n+1B2n(2π)2n

2(2n)!
> 0 ,

und daher (−1)n+1B2n > 0.

3. Nach 2. gilt für alle n ∈ N

1 ≤ 2n
√

2ζ(2n) = 2π 2n

√
|B2n|
(2n)!

≤ 2n
√

2ζ(2) und daher lim
n→∞

2n

√
|B2n|
(2n)!

=
1

2π
.

Damit folgen die Behauptungen aus Satz 5.10. �

X
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7. Differenzialrechnung von Funktionen einer Veränderlichen

7.1. Differenzierbarkeit: Definition und einfache Rechenregeln

Definition 7.1. Sei ∅ 6= D ⊂ C und f : D → C.

1. Sei a ∈ D ∩D′. Dann heißt

∆af : D \ {a} → C , definiert durch ∆af(x) =
f(x)− f(a)

x− a
,

der Differenzenquotient von f in a. Die Funktion f heißt differenzierbar in a, wenn

lim
x→a

(∆af)(x) in C existiert, und dann nennt man f ′(a) =
df

dx
(a) = lim

x→a
(∆af)(x)

die Ableitung oder den Differenzialquotienten von f in a .

2. Ist D ⊂ D′, so heißt f differenzierbar (in D ), wenn f in jedem Punkt von D differen-
zierbar ist. In diesem Falle nennt man die Funktion

f ′ : D → C , x 7→ f ′(x) ,

die Ableitung von f .

Bemerkungen:

1. Sei D0 ⊂ D ⊂ C und a ∈ D0∩D′
0 (also auch a ∈ D∩D′), und sei f : D → C differenzierbar

in a. Dann ist auch f |D0 differenzierbar in a, und (f |D0)
′(a) = f ′(a).

2. Sei D ⊂ C, a ∈ D ∩D′, U ∈ U(a) und f : D → C. Dann gilt:

f differenzierbar in a ⇐⇒ f |D ∩ U differenzierbar in a

(,,Differenzierbarkeit ist eine lokale Eigenschaft”).

3. Sei D ⊂ R ein Intervall, f : D → C, a ∈ D◦, f− = f | (−∞, a]∩D und f+ = f | [a,∞)∩D.
Dann gilt:

f differenzierbar in a ⇐⇒ f− und f+ sind beide differenzierbar in a, und f ′−(a) = f ′+(a) .

4. Sei D ⊂ C, a ∈ D ∩D′ und f : D → C. Sei D − a = {x− a | x ∈ D} und

∆∗
af : (D − a) \ {0} → C definiert durch ∆∗

af(h) = ∆af(a+ h) =
f(a+ h)− f(a)

h
.

Dann gilt:

f differenzierbar in a ⇐⇒ lim
h→0

(∆∗
af)(h) existiert in C , und dann ist f ′(a) = lim

h→0
∆∗
af(h) .

Schreibweise (wir werden die Bezeichnungen ∆af und ∆∗
af im Folgenden nicht mehr verwen-

den):

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.

Geometrische Deutung der Ableitung:

Sei I ⊂ R ein Intervall, a ∈ I und f : I → R. f heißt linear approximierbar in a, wenn

(∗) (∃ k ∈ R) lim
x→a

f(x)− [f(a) + k(x− a)]

x− a
= 0 .
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Für k ∈ R gilt:

lim
x→a

f(x)− [f(a) + k(x− a)]

x− a
= 0 ⇐⇒ lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= k

Daher ist f genau dann linear approximierbar in a, wenn f in a differenzierbar ist, und dann
ist f ′(a) das einzige k ∈ R mit (∗). Ist f differenzierbar in a, so nennt man die Gerade

G = {(x, y) ∈ R2 | y = f(a) + (x− a)f ′(a)}
eine Tangente an Graph(f).

Satz 7.1. Sei D ⊂ C, a ∈ D∩D′ und f : D → C differenzierbar in a. Dann genügt f einer
Lipschitzbedingung bei a (und ist insbesondere stetig in a ).

Beweis. Aus

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a) ∈ C

folgt:

(∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D ∩Bδ(a) \ {a})
∣∣∣f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a)

∣∣∣ < 1 .

Daher gilt für alle x ∈ D ∩Bδ(a) \ {a}

|f(x)− f(a)| ≤
∣∣∣f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a)

∣∣∣|x− a|+ |f ′(a)| |x− a| ≤
[
1 + |f ′(a)|

]
|x− a| ,

und diese Ungleichung gilt auch für x = a. �

Beispiele:

1. Sei k ∈ N und fk : R → R definiert durch fk(x) = sgn(x)xk. Dann gilt:

f1 ist stetig in 0, aber nicht differenzierbar in 0.

(∀k ≥ 2) fk ist differenzierbar in 0, und f ′k(0) = 0.

Für k ∈ N und x ∈ R× ist nämlich

(∆0fk)(x) =
fk(x)− fk(0)

x− 0
= sgn(x)xk−1 .

2. Sei k ∈ Z und fk : C → C definiert durch

fk(x) =

{
xk exp(−1/x2) , falls x 6= 0 ,

0 , falls x = 0 .

Dann ist fk unstetig in 0, aber fk |R ist differenzierbar in 0, und (fk |R)′(0) = 0.

fk ist unstetig in 0, da( i
n

)
n≥1

→ 0 und
∣∣∣fk( i

n

)∣∣∣ =
1

nk
en

2 →∞ nach Satz 4.14 .

Ist (xn)n≥0 eine Folge in R× mit (xn)n≥0 → 0 und yn = x−2
n , so ist (yn)n≥0 →∞, und

|(∆0fk)(xn)| =
∣∣∣fk(xn)− fk(0)

xn − 0

∣∣∣ =
∣∣∣xk−1
n exp

(
− 1

x2
n

)∣∣∣ =
( eyn

y
(1−k)/2
n

)−1

→ 0 (k →∞)

(wieder nach Satz 4.14), und daher (fk |R)′(0) = 0.
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Satz 7.2. Sei (an)n≥0 eine Folge in C. Dann haben die Potenzreihen∑
n≥0

anz
n und

∑
n≥1

nanz
n−1 =

∑
n≥0

(n+ 1)an+1z
n

denselben Konvergenradius ρ. Ist ρ > 0 und z0 ∈ C, so ist die Funktion f : Bρ(z0) → C,
definiert durch

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n , differenzierbar, und (∀ z ∈ Bρ(z0)) f ′(z) =

∞∑
n=1

nan(z − z0)
n−1 .

Beweis. Sei ρ′ der Konvergenzradius der Potenzreihe
∑

n≥1 nanz
n−1. Für x ∈ C gilt:∑

n≥1

nanz
n−1 konvergent ⇐⇒

∑
n≥1

nanz
n konvergent ,

und daher folgt mit Satz 5.10

ρ′ =
(
lim sup
n→∞

n
√
n|an|

)−1 ≤
(
lim sup
n→∞

n
√
|an|

)−1
= ρ .

Sei nun ρ > 0 und z ∈ Bρ(z0). Nach Satz 6.1.5 gibt es ein ε ∈ R>0, so dass Bε(z) ⊂ Bρ(z0)
und für alle x ∈ Bε(z) gilt:

f(x) =
∞∑
m=0

( ∞∑
n=m

(
n

m

)
an(z − z0)

n−m
)
(x− z)m

= f(z) + (x− z)
∞∑
m=1

( ∞∑
n=m

(
n

m

)
an(z − z0)

n−m
)
(x− z)m−1 ;

wobei alle auftretenden Reihen absolut konvergieren. Daraus folgt mit Satz 5.11

lim
x→z

f(x)− f(z)

x− z
=

∞∑
n=1

nan(z − z0)
n−1 , also f ′(z) =

∞∑
n=1

nan(z − z0)
n−1 .

Da diese Potenzreihe für alle z ∈ Bρ(z0) konvergiert, folgt ρ′ ≥ ρ, also ρ′ = ρ. �

Satz 7.3.

1. Sei ∅ 6= D ⊂ C, D ⊂ D′, und sei f : D → C analytisch. Dann ist f differenzierbar
in D, und f ′ : D → C ist ebenfalls analytisch.

2. Die Funktionen exp , sin , cos , sinh und cosh sind differenzierbar in C, und es ist
exp′ = exp , sin′ = cos , cos′ = − sin , sinh′ = cosh und cosh′ = sinh.

3. Ist f ∈ P(C), so ist f differenzierbar, f ′ ∈ P(C), und

f(x) =
n∑
ν=0

aνx
ν =⇒ f ′(x) =

n∑
ν=1

νaνx
ν−1 .

Ist grad(f) = n ∈ N, so ist grad(f ′) = n− 1. Ist f konstant, so ist f ′ = 0.

Beweis. Ist z0 ∈ D, so gibt es eine Potenzreihe P [z] =
∑

n≥0 anz
n mit Konvergenzradius ρ > 0,

so dass

(∀x ∈ D ∩Bρ(z0)) f(x) =
∞∑
n=0

an(x− z0)
n .
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Nach Satz 7.2 ist f differenzierbar in D ∩Bρ(z0), und

(∀x ∈ D ∩Bρ(z0)) f ′(x) =
∞∑
n=1

nan(x− z0)
n−1 .

Daher ist auch f ′ analytisch in z0. Die Differenziationsformeln folgen aus Satz 7.2. Wir rechnen
exemplarisch die Formel für die Ableitung des Kosinus vor. Aus

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n folgt cos′ x =

∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!
2nx2n−1 =

∞∑
n=1

(−1)n

(2n− 1)!
x2n−1

=
∞∑
n=0

(−1)n+1

(2n+ 1)!
x2n+1 = − sin x . �

Bemerkung: Die Funktion f = sgn |R× : R× → R ist differenzierbar, f ′ = 0, aber f ist nicht
konstant.

Satz 7.4 (Differenziationsregeln). Sei D ⊂ C, a ∈ D∩D′, seien f, g : D → C differenzierbar
in a und λ ∈ C.

1. Die Funktionen λf , f + g und fg sind differenzierbar in a, und es gilt

(λf)′(a) = λf ′(a) , (f +g)′(a) = f ′(a)+g′(a) und (fg)′(a) = f ′(a)g(a)+f(a)g′(a) .

2. Sei f(a) 6= 0 und D0 = {x ∈ D | f(x) 6= 0}. Dann ist a ∈ D0 ∩ D′
0,

g
f
: D0 → C ist

differenzierbar in a, und( g
f

)′
(a) =

g′(a)f(a)− g(a)f ′(a)

f(a)2
,

( 1

f

)′
(a) =

−f ′(a)
f(a)2

.

Insbesondere gilt :

(a) Für m ∈ Z ist die Funktion Pm : C× → C, definiert durch Pm(x) = xm, differen-
zierbar, und P ′

m = mPm−1.

(b) Jede rationale Funktion ist differenzierbar.

(c) tan und cot sind differenzierbar,(
∀x ∈ C \

(π
2

+ πZ
))

tan′(x) =
1

cos2 x
= 1 + tan(x)2

und (
∀x ∈ C \ πZ

)
cot′(x) =

−1

sin2 x
= −1− cot(x)2 .

Beweis. 1. Es ist

lim
x→a

(λf)(x)− (λf)(a)

x− a
= λ lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= λf ′(a) ,

lim
x→a

(f + g)(x)− (f + g)(a)

x− a
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
+ lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a
= f ′(a) + g′(a)

und (wegen der Stetigkeit von g in a)

lim
x→a

(fg)(x)− (fg)(a)

x− a
= lim

x→a

[f(x)− f(a)

x− a
g(x) +

g(x)− g(a)

x− a
f(a)

]
= f ′(a)g(a) + f(a)g′(a) .
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Daher sind λf , f + g und fg differenzierbar in a,

(λf)′(a) = λf ′(a) , (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a) und (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a) .

2. Für jede Folge (xn)n≥0 in D \ {a} mit (xn)n≥0 → a ist (f(xn))n≥0 → f(a) 6= 0, also
(∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0) f(xn) 6= 0. Daher ist (∀n ≥ n0) xn ∈ D0, a ∈ D0 ∩D′

0, und es folgt

lim
x→a

g
f
(x)− g

f
(a)

x− a
= lim

x→a

g(x)f(a)− g(a)f(x)

(x− a)f(x)f(a)

= lim
x→a

1

f(x)f(a)

[g(x)− g(a)

x− a
f(a)− f(x)− f(a)

x− a
g(a)

]
=

1

f(a)2

[
g′(a)f(a)− f ′(a)g(a)

]
.

Also ist g
f

differenzierbar in a, und( g
f

)′
(a) =

g′(a)f(a)− g(a)f ′(a)

f(a)2
.

(a) Für m ∈ N0 ist P ′
m = mPm−1 nach Satz 7.3, und daher folgt für x ∈ C×

P ′
−m(x) =

( 1

Pm

)′
(x) =

−P ′
m(x)

Pm(x)2
=
−mxm−1

x2m
= −mP−m−1(x) .

(b) Jede rationale Funktion ist Quotient zweier Polynomfunktionen.

(c) Für x ∈ C \
(
π
2

+ πZ
)

ist

tan′(x) =
( sin

cos

)′
(x) =

sin′(x) cos x− cos′(x) sinx

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
= 1 + tan2(x) .

Die Formel für cot′(x) beweist man analog. �

Satz 7.5 (Kettenregel). Seien D, E ⊂ C, a ∈ D ∩ D′, f : D → C differenzierbar in a,
f(D) ⊂ E, f(a) ∈ E ′ und g : E → C differenzierbar in f(a). Dann ist g ◦f : D → C
differenzierbar in a, und

(g◦f)′(a) = g′
(
f(a)

)
f ′(a) .

Beweis. Definiere ψ : E → C durch

ψ(y) =
g(y)− g(f(a))

y − f(a)
, falls y 6= f(a) , und ψ(f(a)) = g′(f(a)) .

Dann ist ψ stetig in f(a), und (∀x ∈ D) (g◦f)(x) − (g◦f)(a) = [f(x) − f(a)]ψ(f(x)). Mit
Satz 4.6 folgt

lim
x→a

g◦f(x)− g◦f(a)

x− a
=

[
lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

][
lim
x→a

ψ(f(x))
]

= f ′(a)g′(f(a)) . �

Beispiel: Sei D ⊂ C, a ∈ D ∩ D′, m ∈ N und f : D → C differenzierbar in a. Dann
ist auch die Funktion fm : D → C, definiert durch fm(x) = f(x)m, differenzierbar in a, und
(fm)′(a) = mf(a)m−1f ′(a).
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Satz 7.6 (Differenziation der Umkehrfunktion). Sei D ⊂ C, a ∈ D ∩ D′, f : D → C sei
injektiv, differenzierbar in a, f ′(a) 6= 0, und f−1 : f(D) → C sei stetig in f(a). Dann ist
f(a) ∈ f(D)′, f−1 ist differenzierbar in f(a), und

(f−1)′
(
f(a)

)
=

1

f ′(a)
.

Beweis. Sei (xn)n≥0 eine Folge in D \ {a} mit (xn)n≥0 → a. Dann ist (f(xn))n≥0 eine Folge
in f(D) \ {f(a)} (da f injektiv ist), und (f(xn))n≥0 → f(a) (da f in a stetig ist). Daher ist
f(a) ∈ f(D) ∩ f(D)′.

Sei nun (yn)n≥0 eine Folge in f(D) \ {f(a)} mit (yn)n≥0 → f(a). Dann ist (f−1(yn))n≥0 → a,

lim
n→∞

yn − f(a)

f−1(yn)− a
= lim

n→∞

f(f−1(yn))− f(a)

f−1(yn)− a
= f ′(a) 6= 0

und daher

lim
n→∞

f−1(yn)− f−1(f(a))

yn − f(a)
= lim

n→∞

f−1(yn)− a

yn − f(a)
=

1

f ′(a)
. �

Satz 7.7.

1. Log |C \ R≤0 : C \ R≤0 → C ist differenzierbar, und

(∀x ∈ C \ R≤0) Log′(x) =
1

x
. Insbesondere folgt (∀x ∈ R>0) log′(x) =

1

x
.

2. Sei α ∈ C und Pα : C\R≤0 definiert durch Pα(z) = zα. Dann ist Pα differenzierbar,
und

P ′
α = αPα−1 , also (∀x ∈ C \ R≤0) (xα)′ = αxα−1 .

Beweis. 1. Sei D = {z ∈ C | =(z) ∈ (−π, π)}. Dann ist exp |D : D → C \ R≤0 bijektiv,
(∀x ∈ D) exp′(x) = exp(x) 6= 0, und (exp |D)−1 = Log |C\R≤0 ist stetig (siehe Satz 6.10 und
Satz 7.3 ). Also ist Log |C \R≤0 differenzierbar nach Satz 7.6, und für x = exp(z) ∈ C \R≤0

(mit z ∈ D) folgt

Log′(x) = Log′
(
exp(z)

)
=

1

exp′(z)
=

1

exp(z)
=

1

x
.

2. Wegen Pα(z) = zα = exp
(
zLog(α)

)
folgt die Behauptung aus Satz 7.5. �

7.2. Schrankensatz und Stammfunktionen

Definition 7.2. Sei D ⊂ R, a ∈ D ∩D′, X ein normierter Raum und f : D → X. f heißt
differenzierbar in a, wenn

f ′(a) = lim
x→a

1

x− a

[
f(x)− f(a)

]
in X existiert.

Dann heißt f ′(a) die Ableitung von f in a.

Ist D ⊂ D′, so heißt f differenzierbar (in D ), wenn f in jedem Punkt von D differenzierbar
ist, und dann nennt man die Funktion f ′ : D → X die Ableitung von f .

Im Falle X = C ist diese Definition mit Definition 7.1 konsistent.

Bemerkungen: Sei D ⊂ R, a ∈ D ∩D′ und X ein normierter Raum.
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1. Ist f : D → X differenzierbar in a, so ist f stetig in a.

2. Ist D ⊂ D′ und f : D → X konstant, so ist f differenzierbar, und f ′ = 0.

3. Seien f, g : D → X und h : D → R differenzierbar in a und λ ∈ R. Dann sind auch
λf : D → X, f + g : D → X und hf : D → X differenzierbar in a,

(λf)′(a) = λf ′(a) , (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a) und (hf)′(a) = h′(a)f(a) + h(a)f ′(a) .

4. Sei f : D → R differenzierbar in a, f(D) ⊂ E ⊂ R, f(a) ∈ E ′ und sei g : E → X
differenzierbar in f(a). Dann ist g◦f : D → X differenzierbar in a, und

(g◦f)′(a) = f ′(a) g′(f(a)) .

5. Sei K = R oder K = C, n ∈ N und f = (f1, . . . , fn) : D → Kn. Genau dann ist
f differenzierbar in a, wenn die Funktionen f1, . . . , fn : D → K alle in a differenzierbar
sind, und dann ist

f ′(a) = (f ′1(a), . . . , f
′
n(a)) ∈ Kn .

6. Sei f : D → C. Genau dann ist f differenzierbar in a, wenn die Funktionen <f : D → R
und =f : D → R beide in a differenzierbar sind, und dann ist

f ′(a) = (<f)′(a) + i(=f)′(a) .

Vorsicht! Die Voraussetzung D ⊂ R ist wesentlich. Die Funktionen < : C → R und
= : C → R sind in keinem Punkte a ∈ C differenzierbar, denn für jede Folge (xn)n≥0 in
R× mit (xn)n≥0 → 0 gilt:(<(a+ ixn)−<(a)

ixn

)
n≥0

→ 0 und
(<(a+ xn)−<(a)

xn

)
n≥0

→ 1 ,

und analog für =. Aber die Funktion idC = <+ i= : C → C ist natürlich differenzierbar.

Man beachte den Unterschied zwischen ,,reeller Differenzierbarkeit” und ,,komplexer Dif-
ferenzierbarkeit”!

Geometrische Deutung der Differenzierbarkeit.

Sei D ⊂ R ein Intervall, a ∈ D und f : D → X stetig (also eine parametrisierte Kurve in X
mit Parameterintervall D und Spur f(D) ⊂ X ). Sei u ∈ X \ {0} und ϕ : D → X definiert
durch ϕ(t) = f(a) + (t− a)u (ϕ(D) ist eine Gerade durch f(a) mit Richtungsvektor u). ϕ
heißt Tangente an f im Punkte f(a), wenn

lim
t→a

1

t− a

[
f(t)− ϕ(t)

]
= 0 .

Genau dann ist ϕ eine Tangente an f in f(a), wenn f in a differenzierbar und u = f ′(a) ist.
Man nennt f ′(a) den Tangentialvektor von f in a.

Graph einer Funktion.

Sei D ⊂ R ein Intervall, g : D → R stetig und G : D → R2 definiert durch G(x) =
(
x, g(x)

)
(G ist eine parametrisierte Kurve mit Spur G(D) = Graph(g) ). Ist a ∈ D, so ist G genau
dann in a differenzierbar, wenn g in a differenzierbar ist. In diesem Falle ist g′(a) die Steigung
und G′(a) =

(
1, g′(a)

)
der Richtungsvektor der Tangente an Graph(f) im Punke (a, f(a)).

Beispiel Kreislinie: Sei f : [0, 2π) → R2 definiert durch f(t) = (cos t, sin t). f ist differenzier-
bar, und

(
∀t ∈ [0, 2π)

)
f ′(t) = (− sin t, cos t). Bezeichnet 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt
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des R2, so folgt (∀t ∈ [0, 2π]) 〈f(t), f ′(t)〉 = 0 (der Tangentialvektor steht in jedem Punkt
normal auf dem Ortsvektor).

Satz 7.8 (Schrankensatz). Seien a, b ∈ R, a < b, und sei Ω ⊂ [a, b] eine höchstens abzählbare
Menge. Sei X ein normierter Raum, f : [a, b] → X stetig, f differenzierbar in [a, b] \ Ω, und
M = sup

{
‖f ′(x)‖

∣∣ x ∈ [a, b] \ Ω
}
. Dann ist

‖f(b)− f(a)‖ ≤M(b− a) .

Beweis. 1. Durch Widerspruch. Sei ‖f(b) − f(a)‖ > M(b − a), und sei ε ∈ R>0, so dass
‖f(b)− f(a)‖ > (M + ε)(b− a)., Sei F : [a, b] → R definiert durch

F (x) = ‖f(x)− f(a)‖ − (M + ε)(x− a) .

Dann ist F stetig, F (a) = 0 und F (b) > 0. Da F (Ω) höchstens abzählbar ist,
(
0, F (b)

)
aber

überabzählbar (Satz 3.22 ), folgt
(
0, F (b)

)
\ F (Ω) 6= ∅. Sei γ ∈

(
0, F (b)

)
\ F (Ω). Nach dem

Zwischenwertsatz ist T = {y ∈ [a, b] | F (y) = γ} 6= ∅, und es sei c = sup(T ) ∈ [a, b]. Dann
gibt es eine Folge (yn)n≥0 in T mit (yn)n≥0 → c, und wegen der Stetigkeit von F ist dann auch
F (c) = γ, also c < b und c 6∈ Ω. Für x ∈ (c, b] ist F (x) 6= γ nach Definition und daher F (x) > γ
(denn aus F (x) < γ < F (b) folgte F (x′) = γ für ein x′ ∈ (x, b) nach dem Zwischenwertsatz).
Insbesondere folgt für alle h ∈ R>0 mit c+ h ≤ b

0 < F (c+ h)− γ = F (c+ h)− F (c)

= ‖f(c+ h)− f(a)‖ − (M + ε)
(
c+ h− a

)
−

[
‖f(c)− f(a)‖ − (M + ε)(c− a)

]
≤ ‖f(c+ h)− f(c)‖ − h(M + ε) .

Wegen c 6∈ Ω folgt

0 ≤ lim
h→0

‖f(c+ h)− f(c)‖
h

− (M + ε) = ‖f ′(c)‖ − (M + ε) < 0 , ein Widerspruch. �

Definition 7.3. Sei X ein R-Vektorraum. Eine Teilmenge D ⊂ X heißt

• konvex , wenn (∀ a, b ∈ D) [a, b] ⊂ D.

• polygonzusammenhängend , wenn für alle a, b ∈ D gilt: Es gibt a0, a1, . . . , an ∈ D mit
a0 = a, an = b und (∀ j ∈ {1, . . . , n}) [aj−1, aj] ⊂ D.

• lokal konvex , wenn (∀z ∈ D) (∃ρ ∈ R>0) D ∩Bρ(z) ist konvex.

Bemerkungen:

1. Jede konvexe Teilmenge eines R-Vektorraumes ist polygonzusammenhängend.

2. Ist X eine normierter Raum, D ⊂ X polygonzusammenhängend und |D| ≥ 2, so ist
D ⊂ D′.

3. Für I ⊂ R gilt: I ist ein Intervall ⇐⇒ I ist konvex ⇐⇒ I ist polygonzusam-
menhängend.

4. Ist X ein normierter Raum, a ∈ X und ρ ∈ (0,∞], so sind Bρ(a) und Bρ(a) in X konvex.

5. C \ R≤0 ist polygonzusammenhängend, aber nicht konvex.

6. Jedes Intervall I ⊂ R ist lokal konvex.

7. Ist X ein normierter Raum, so ist jede offene Teilmenge von X lokal konvex.

8. Der Durchschnitt einer beliebigen Familie [ lokal ] konvexer Mengen ist [ lokal ] konvex.
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Definition 7.4. Sei ∅ 6= D ⊂ C, D ⊂ D′, und sei

entweder D ⊂ R und X ein normierter Raum oder X = C .

Seien F, f : D → X. Man nennt F eine Stammfunktion oder ein unbestimmtes Integral von
f und schreibt

F =

∫
f oder F (x) =

∫
f(x) dx ,

wenn gilt: F ist stetig, und es gibt eine höchstens abzählbare Menge Ω ⊂ D, so dass

(∀x ∈ D \ Ω) F ist differenzierbar in x, und F ′(x) = f(x) .

Bemerkungen:

Seien die Voraussetzungen von Definition 7.4 erfüllt, und sei F : D → X eine Stammfunktion
von f : D → X.

1. Ist ∅ 6= D0 ⊂ D und D0 ⊂ D′
0, so ist auch F |D0 eine Stammfunktion von f |D0.

2. Ist c ∈ X, so ist auch F + c eine Stammfunktion von f . Daher schreibt man auch∫
f(x) dx = F (x) + c .

Vorsicht, die Integralschreibweise ist nicht unproblematisch!

Aus F (x) =

∫
f(x) dx und F1(x) =

∫
f(x) dx folgt nicht F = F1 .

Satz 7.9. Sei D ⊂ C polygonzusammenhängend, |D| ≥ 2, sei

entweder D ⊂ R und X ein normierter Raum oder X = C ,

und sei f : D → X.

1. Sei f stetig, Ω ⊂ D höchstens abzählbar, und

(∀x ∈ D \ Ω) f differenzierbar in x, und f ′(x) = 0 .

Dann ist f konstant.

2. Seien F1, F2 : D → X Stammfunktionen von f . Dann ist F1 − F2 konstant.

3. Ist a ∈ D, c ∈ X, und habe f eine Stammfunktion. Dann hat f genau eine Stammfunk-
tion F : D → X mit F (a) = c.

4. Sei D ⊂ R ein Intervall, und für alle a, b ∈ D mit a < b habe f | [a, b] eine Stammfunk-
tion. Dann hat auch f eine Stammfunktion.

Beweis. 1. Seien a, b ∈ D, a 6= b, und seien a = a0, a1, . . . , an = b ∈ D verschieden, so
dass (∀j ∈ {1, . . . , n}) [aj−1, an] ⊂ D. Für j ∈ {1, . . . , n} sei ϕj : [0, 1] → C definiert
durch ϕj(x) = aj−1 + x(aj − aj−1). Dann ist f ◦ϕj : [0, 1] → X stetig, für z ∈ [0, 1] \ ϕ−1

j (Ω)
ist f ◦ϕj differenzierbar in z, und (f ◦ϕj)′(z) = f ′(ϕj(z))ϕ

′
j(z) = 0. Wegen der Injektivität

von ϕj |ϕ−1
j (Ω) : ϕ−1

j (Ω) → Ω ist auch ϕ−1
j (Ω) höchstens abzählbar. Aus Satz 7.8 folgt

f(aj−1) = f ◦ϕj(0) = f ◦ϕj(1) = f(aj), also f(a) = f(a0) = f(a1) = . . . = f(an) = f(b).

2. Für j ∈ {1, 2} gilt: Fj ist stetig, und es gibt eine höchstens abzählbare Teilmenge Ωj ⊂ D,
so dass (∀x ∈ D \ Ωj) Fj ist differenzierbar in x, und F ′

j(x) = f(x). Dann ist auch
F1 − F2 : D → X stetig, Ω = Ω1 ∪ Ω2 höchstens abzählbar und

(∀x ∈ D \ Ω) F1 − F2 ist differenzierbar in x, und (F1 − F2)
′(x) = 0 .
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Daher ist F1 − F2 konstant nach 1.

3. Sei F1 : D → X eine Stammfunktion von f . Dann ist F = F1 + (c − F1(a)) eine
Stammfunktion von f mit F (a) = c. Die Eindeutigkeit folgt aus 2.

4. Sei a = inf(D), b = sup(D) und c ∈ D◦. Nach Satz 3.15 gibt es eine monoton fallende
Folge (an)n≥0 in D ∩ (−∞, c) und eine monoton wachsende Folge (bn)n≥0 in D ∩ (c,∞), so
dass (∀n ≥ 0) an = a, falls a ∈ D, (∀n ≥ 0) bn = b, falls b ∈ D, und

D =
⋃
n≥0

[an, bn] .

Für jedes n ≥ 0 gibt es nach 3. genau eine Stammfunktion Fn : [an, bn] → X von f | [an, bn]
mit Fn(c) = 0. Nach 2. ist dann Fn+1 | [an, bn] = Fn für alle n ≥ 0, und daher gibt es eine
Funktion F : D → X, so dass (∀n ≥ 0) F | [an, bn] = Fn. Für alle n ≥ 0 ist Fn stetig,
und es gibt eine höchstens abzählbare Menge Ωn ⊂ [an, bn], so dass Fn in allen Punktion
x ∈ [an, bn] \ Ωn differenzierbar ist mit F ′

n(x) = f(x). Daher ist auch F stetig, und mit

Ω =
⋃
n≥0

(
Ωn ∪ {an, bn}

)
gilt: F ist in allen Punktion x ∈ D \Ω differenzierbar mit Ableitung F ′(x) = f(x). Ω ist aber
höchstens abzählbar, und daher ist F eine Stammfunktion von f . �

Satz 7.10 (Stammfunktionen analytischer Funktionen).

1. Sei (an)n≥0 eine Folge in C und ρ ∈ (0,∞] der Konvergenzradius der Potenzreihe∑
n≥0 anz

n. Sei z0 ∈ C, f : Bρ(z0) → C definiert durch

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− z0)
n

und c ∈ C. Dann hat f genau eine Stammfunktion F : Bρ(z0) → C mit F (z0) = c, und
diese ist gegeben durch

(∀x ∈ Bρ(z0)) F (x) = c+
∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− z0)
n+1 .

2. Sei ∅ 6= D ⊂ C lokal konvex, f : D → C analytisch und F : D → C eine Stammfunktion
von f . Dann ist auch F analytisch.

Beweis. 1. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 7.9. Nach Satz 7.2 hat die Potenzreihe∑
n≥0

an
n+ 1

zn+1

ebenfalls den Konvergenzreadius ρ, und F ist eine Stammfunktion von f .

2. Sei z0 ∈ D, ε ∈ R>0 und
∑

n≥0 anz
n eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ρ ≥ ε, so

dass D ∩Bε(z0) konvex ist und(
∀x ∈ D ∩Bε(z0)

)
f(x) =

∞∑
n=0

an(x− z0)
n .
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Sei F1 : D ∩Bε(z0) → C definiert durch

F1(x) = F (z0) +
∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− z0)
n+1 .

Nach 1. ist F1 eine Stammfunktion von f |D ∩ Bε(z0) mit F1(z0) = F (z0), und aus Satz
7.9.3 folgt F1 = F |D ∩Bε(z0). Daher ist F analytisch in z0. �

Satz 7.11 (Differenzialgleichung der Exponentialfunktion). Sei D ⊂ C polygonzusammen-
hängend, |D| ≥ 2, und seien f, g : D → C differenzierbar mit f ′ = fg′. Dann

(∃c ∈ C) (∀x ∈ D) f(x) = c eg(x) .

Insbesondere : Ist α ∈ C und f ′ = αf , so (∃c ∈ C) (∀x ∈ D) f(x) = c eαx.

Beweis. Sei F : D → C definiert durch F (x) = f(x)e−g(x). Dann ist F differenzierbar, und
für x ∈ D ist

F ′(x) = f ′(x)e−g(x) + f(x)
[
−g′(x)e−g(x)

]
= (f ′ − fg′)(x)e−g(x) = 0 .

Daher ist F konstant, F = c ∈ C, und (∀x ∈ D) f(x) = ceg(x). �

Satz 7.12.

1. Log |C \ R≤0 ist analytisch,

(∀x ∈ B1(0)) Log(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn , und log 2 =

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
.

2. Sei α ∈ C. Die Funktion Pα : C\R≤0 → C, definiert durch Pα(z) = zα, ist analytisch,
und

(∀x ∈ B1(0)) (1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn .

Beweis. 1. Log |C \ R≤0 ist differenzierbar und (∀x ∈ C \ R≤0) Log′(x) = x−1. Daher ist
(Log |C \ R≤0)

′ analytisch, und nach Satz 7.10 ist auch Log |C \ R≤0 analytisch.

Seien L, l : B1(0) → C definiert durch

L(x) = Log(1 + x) und l(x) =
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn .

Dann ist L eine Stammfunktion von l, und L(0) = 0. Daher folgt aus Satz 7.10

Log(1 + x) =
∞∑
n=0

(−1)nxn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn ,

und nach Satz 5.12 ist
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= lim

t→1−

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
tn = lim

t→1−
log(1 + t) = log 2 ,

da die alternierende Reihe nach Satz 5.3 konvergiert.
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2. Für z ∈ C \ R≤0 ist Pα(z) = exp(αLogz), also Pα als Hintereinanderausführung
analytischer Funktionen wieder analytisch. Die Binomialreihe hat den Konvergenzradius 1,
und daher ist

f : B1(0) → C , definiert durch f(x) =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn ,

analytisch. Für x ∈ B1(0) ⊂ C ist

(1 + x)f ′(x) = (1 + x)
∞∑
n=1

(
α

n

)
nxn−1 =

∞∑
n=1

(
α

n

)
nxn−1 +

∞∑
n=1

(
α

n

)
nxn

= α+
∞∑
n=1

(
α

n+ 1

)
(n+ 1)xn +

∞∑
n=1

(
α

n

)
nxn =

∞∑
n=0

α

(
α

n

)
xn = αf(x) ,

da

(∀n ∈ N)

(
α

n+ 1

)
(n+ 1) +

(
α

n

)
n = α

(
α

n

)
Sei g : B1(0) → C definiert durch g(x) = αLog(1 + x). Dann folgt

(∀x ∈ B1(0)) f ′(x) = f(x)
α

1 + x
= f(x)g′(x) ,

und daher nach Satz 7.11

(∀x ∈ B1(0)) f(x) = ceg(x) = c(1 + x)α

mit c ∈ C. Wegen f(0) = 1 = c folgt die Behauptung. �

Satz 7.13. Sei D ⊂ C konvex und beschränkt, |D| ≥ 2, und sei

entweder D ⊂ R und X ein Banachraum oder X = C .

Sei (fn : D → X)n≥0 eine Folge von Funktionen, f : D → X und (fn)n≥0 ⇒ f . Für alle
n ∈ N0 sei Fn : D → X eine Stammfunktion von fn, und es sei z0 ∈ D, so dass die Folge
(Fn(z0))n≥0 konvergiert.

Dann konvergiert (Fn)n≥0 gleichmäßig gegen eine Stammfunktion F : D → X von f . Sind
alle Fn differenzierbar in D, so ist auch F differenzierbar in D.

Beweis. Für n ∈ N0 ist Fn stetig, und es gibt eine höchstens abzählbare Menge Ωn ⊂ D, so
dass für alle x ∈ D \ Ωn gilt: Fn ist differenzierbar in x, und F ′

n(x) = fn(x). Dann ist auch

Ω =
⋃
n≥0

Ωn ⊂ D

höchstens abzählbar. Wir zeigen nun die folgenden drei Behauptungen:

A. (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀m, n ≥ n0) (∀x, y ∈ D) ‖(Fm−Fn)(x)−(Fm−Fn)(y)‖ ≤ ε|x−y|.
B. Es gibt eine stetige Funktion F : D → C mit (Fn)n≥0 ⇒ F .

C. F |D \ Ω ist differenzierbar, und (∀x ∈ D \ Ω) F ′(x) = f(x).

Beweis von A. Sei ε ∈ R>0. Wegen (fn)n≥0 ⇒ f gibt es ein n0 ≥ 0, so dass

(∀m, n ≥ n0)
∥∥fm − fn

∥∥
D
< ε .

Seien m, n ≥ n0 und x, y ∈ D. Sei ϕ : [0, 1] → C definiert durch ϕ(t) = y + t(x − y)
(also ϕ

(
[0, 1]

)
= [y, x] ⊂ D ), und sei g = (Fm − Fn)◦ϕ : [0, 1] → C. Dann ist g stetig,
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ϕ−1(Ω) ⊂ [0, 1] ist höchstens abzählbar, für alle t ∈ [0, 1] \ ϕ−1(Ω) ist g differenzierbar in t,
g′(t) = (Fm − Fn)

′(ϕ(t)
)
ϕ′(t) = (fm − fn)

(
ϕ(t)

)
(x− y) und daher

‖g′(t)‖ ≤ ‖fm − fn‖D |x− y| ≤ ε|x− y| .
Aus Satz 7.8 folgt nun ‖(Fm − Fn)(x)− (Fm − Fn)(y)‖ = ‖g(1)− g(0)‖ ≤ ε|x− y|.

Beweis von B. Nach Satz 4.20 und Satz 4.19 ist zu zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀m, n ≥ n0) ‖Fm − Fn‖D < ε .

Sei ε ∈ R>0 und B = sup
{
|x − z0|

∣∣ x ∈ D
}
. Da D beschränkt ist, folgt B < ∞. Wegen

(Fn(z0))n≥0 → F (z0) und A gibt es ein n0 ≥ 0, so dass für alle m, n ≥ n0 und alle x ∈ D

‖Fm(z0)− Fn(z0)‖ <
ε

2
und ‖(Fm − Fn)(x)− (Fm − Fn)(z0)‖ ≤ ε

2B
|x− z0| ≤

ε

2
,

also

‖(Fm−Fn)(x)‖ ≤ ‖(Fm−Fn)(x)− (Fm−Fn)(z0)‖+‖(Fm−Fn)(z0)‖ ≤
ε

2
+‖Fm(z0)−Fn(z0)‖ .

Damit folgt ∥∥Fm − Fn
∥∥
D
≤ ε

2
+ ‖Fm(z0)− Fn(z0)‖ < ε .

Beweis von C. Sei x ∈ D \ Ω. Wir müssen zeigen: Für jede Folge (xk)k≥0 in D \ {x} mit
(xk)k≥0 → x ist ( 1

xk − x

[
F (xk)− F (x)

])
k≥0

→ f(x) ,

also

(∀ε ∈ R>0) (∃k0 ≥ 0) (∀k ≥ k0)
∥∥∥ 1

xk − x

[
F (xk)− F (x)

]
− f(x)

∥∥∥ < ε .

Sei (xk)k≥0 eine Folge in D \{x} mit (xk)k≥0 → x und ε ∈ R>0. Nach A gibt es ein n0 ≥ 0,
so dass für alle m ≥ n ≥ n0 und alle k ≥ 0∥∥[

Fm(xk)− Fm(x)
]
−

[
Fn(xk)− Fn(x)

]∥∥ ≤ ε

3
|xk − x| .

Damit folgt (für m→∞): Für alle n ≥ n0 und k ≥ 0 ist∥∥∥ 1

xk − x

[
F (xk)− F (x)

]
− 1

xk − x

[
Fn(xk)− Fn(x)

]∥∥∥ ≤ ε

3
.

Wegen (fn(x))n≥0 → f(x) gibt es ein n ≥ n0 mit

‖fn(x)− f(x)‖ < ε

3
.

Wegen fn(x) = F ′
n(x) gibt es ein k0 ≥ 0, so dass

(∀k ≥ k0)
∣∣∣ 1

xk − x

[
Fn(xk)− Fn(x)

]
− fn(x)

∥∥∥ < ε

3
.

Für k ≥ k0 ist dann∥∥∥ 1

xk − x

[
F (xk)− F (x)

]
− f(x)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ 1

xk − x

[
F (xk)− F (x)

]
− 1

xk − x

[
Fn(xk)− Fn(x)

]∥∥∥
+

∥∥∥ 1

xk − x

[
Fn(xk)− Fn(x)

]
− fn(x)

∥∥∥ + ‖fn(x)− f(x)‖ < ε .

Sind alle Fn differenzierbar in D, so ist Ω = ∅ und F ist differenzierbar in D. �
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Satz 7.14. Sei entweder ∅ 6= D ⊂ R offen und X ein Banachraum oder ∅ 6= D ⊂ C offen
und X = C. Seien f, F : D → X, und sei (Fn : D → X)n≥0 eine Folge differenzierbarer
Funktionen.

1. Sei (Fn)n≥0 → F und (F ′
n)n≥0 ⇒lok f . Dann ist (Fn)n≥0 ⇒lok F , F ist differenzierbar,

und F ′ = f .

2. Sei

F =
∞∑
n=0

Fn und f =
∞∑
n=0

F ′
n lokal gleichmäßig .

Dann ist∑
n≥0

Fn lokal gleichmäßig konvergent , F ist differenzierbar, und F ′ = f .

Beweis. Es genügt, 1. zu zeigen. Sei a ∈ D und r ∈ R>0, so dass Br(a) ⊂ D und
(F ′

n |Br(a))n≥0 ⇒ f |Br(a). Br(a) ist beschränkt und konvex, und wegen (Fn(a))n≥0 → F (a)
folgt die Behauptung aus Satz 7.13. �

Ist (Fn)n≥0 eine Folge differenzierbarer Funktionen und (Fn)n≥0 ⇒ F , so braucht F nicht
differenzierbar zu sein.

Beispiel: Für n ∈ N sei Fn : R → R definiert durch

Fn(x) =

√
x2 +

1

n
. Dann ist (Fn)n≥1 ⇒ F = (x 7→ |x|) .

Satz 7.15 (Produktzerlegung der Sinusfunktion). Für x ∈ C ist

sin(πx) = πx lim
N→∞

N∏
n=1

(
1− x2

n2

)
= π lim

N→∞

(−1)N

N !2

N∏
n=−N

(x+ n) ,

und
π

2
= lim

N→∞

N∏
n=1

4n2

4n2 − 1
= lim

N→∞

24NN !4

(2N)! (2N + 1)!
.

Man schreibt diese Gleichungen auch in der Form

sin(πx) = πx
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
und

π

2
=

∞∏
n=1

4n2

4n2 − 1
(Wallis’sches Produkt).

Beweis. Die beiden Formeln für sin(πx) sind gleichwertig, denn für N ∈ N ist

x

N∏
n=1

(
1− x2

n2

)
= x

N∏
n=1

(n− x)(n+ x)

n2
=

(−1)N

N !2
x

N∏
n=1

(x− n)(x+ n) =
(−1)N

N !2

N∏
n=−N

(x+ n) .

Sei nun D = C× \
(
(−∞,−1] ∪ [1,∞)

)
. D ⊂ C ist offen. Für x ∈ D und n ∈ N ist

1− x2

n2
/∈ R≤0 , und wir definieren Fn : D → C durch Fn(x) = Log

(
1− x2

n2

)
.

Fn : D → C ist differenzierbar, für alle x ∈ D ist

F ′
n(x) =

1

1− x2

n2

−2x

n2
=

2x

x2 − n2
und

∞∑
n=1

2x

x2 − n2
= π cot(πx)− 1

x
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nach Satz 6.16, wobei die Reihe in D lokal gleichmäßig konvergiert.

Sei nun R ∈ N, n ∈ N mit n ≥ 2R und x ∈ BR(0). Dann ist

x2 ≤ n2

4
, also n2 − x2 ≥ 3n2

4
und daher

∞∑
n=2R

∣∣∣Log
(
1− x2

n2

)∣∣∣ =
∞∑

n=2R

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

(−1)k−1

k

(x2

n2

)k∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=2R

x2

n2

∞∑
k=0

(x2

n2

)k
=

∞∑
n=2R

x2

n2

1

1− x2

n2

=
∞∑

n=2R

x2

n2 − x2
≤

∞∑
n=2R

4x2

3n2
<

4R

3

∞∑
n=1

1

n2
< ∞ .

Also konvergiert die Funktionenreihe∑
n≥1

Log
(
1− x2

n2

)
gleichmäßig in D ∩BR(0) und lokal gleichmäßig konvergent in D ,

nach Satz 7.14 und Satz 4.19 ist die Funktion F : D → C, definiert durch

F (x) =
∞∑
n=1

Log
(
1− x2

n2

)
, differenzierbar, es ist F ′(x) = π cot(πx)− 1

x
, und lim

x→0
F (x) = 0 .

Sei nun G : D → C definiert durch

G(x) =
xeF (x)

sin(πx)
, also lim

x→0
G(x) = lim

x→0

1

π

(sin(πx)

πx

)−1

eF (x) =
1

π
.

Es ist G′ = 0, also G = π−1 konstant und daher für alle x ∈ D

sin(πx) = πx exp
{ ∞∑
n=1

Log
(
1− x2

n2

)}
= πx exp

{
lim
N→∞

N∑
n=1

Log
(
1− x2

n2

)}
= πx lim

N→∞
exp

{ N∑
n=1

Log
(
1− x2

n2

)}
= πx lim

N→∞

N∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

Offensichtlich gilt diese Gleichung auch für x = 0.

Sei nun x ∈ R>1 und k ∈ N mit z = x− k ∈ (−1, 1). Dann folgt

sin(πx) = (−1)k sin(πz) = (−1)kπ lim
N→∞

(−1)N

N !2

N∏
n=−N

(z + n) .

Für N > k ist
N∏

n=−N

(x+ n) =
N∏

n=−N

(z + k + n) =
N+k∏

n=−N+k

(z + n) =
N∏

n=−N

(z + n)
N+k∏

n=N+1

(z + n)
−N+k−1∏
n=−N

(z + n)−1

=
N∏

n=−N

(z + n)
k∏

n=1

z +N + n

z −N − 1 + n
, und lim

N→∞

k∏
n=1

z +N + n

z −N − 1 + n
= (−1)k

und daher

sin(πx) = π lim
N→∞

(−1)N

N !2

N∏
n=−N

(x+ n) .
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Sei schließlich x ∈ R und x < −1. Dann ist

sin(πx) = − sin(−πx) = −(−x)π lim
N→∞

N∏
n=1

(
1− x2

n2

)
= πx lim

N→∞

N∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

Für x =
1

2
folgt

1

π
=

1

2
lim
N→∞

N∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
, also

π

2
= lim

N→∞

N∏
n=1

4n2

4n2 − 1
.

Für N ∈ N ist aber
N∏
n=1

4n2

4n2 − 1
=

N∏
n=1

(2n)(2n)

(2n− 1)(2n+ 1)
=

22NN !2
[
2 · 4 · . . . · (2N)

]2

(2N)! (2N + 1)!
=

24NN !4

(2N)! (2N + 1)!
. �

Satz 7.16 (Stirling’sche Formel). Für n ∈ N ist

0 ≤ log n!−
[(
n+

1

2

)
log n− n+ log

√
2π

]
≤ 1

12n
und daher 1 ≤ n!

nn+ 1
2 e−n

√
2π

≤ e
1

12n .

Beweis. Für x ∈ (−1, 1) ist nach Satz 7.12

log
1 + x

1− x
= log(1 + x)− log(1− x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn −

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(−x)n = 2

∞∑
m=0

x2m+1

2m+ 1
.

Daher gilt für alle µ ∈ N(
µ+

1

2

)
log

µ+ 1

µ
=

2µ+ 1

2
log

1 + 1
2µ+1

1− 1
2µ+1

=
∞∑
m=0

1

(2m+ 1)(2µ+ 1)2m
,

und wir erhalten die Abschätzung

0 <
(
µ+

1

2

)
log

µ+ 1

µ
− 1 =

∞∑
m=1

1

(2m+ 1)(2µ+ 1)2m
<

1

3

∞∑
m=1

1

(2µ+ 1)2m
=

1

12

( 1

µ
− 1

µ+ 1

)
.

Damit folgt für alle k, n ∈ N 0 <
n+k−1∑
µ=n

(
µ+

1

2

)
log

µ+ 1

µ
− k <

1

12

( 1

n
− 1

n+ k

)
.

Wir setzen γn = log n! + n −
(
n+

1

2

)
log n und erhalten

n+k−1∑
µ=n

(
µ+

1

2

)
log

µ+ 1

µ
− k =

n+k−1∑
µ=n

(
µ+

1

2

)
log(µ+ 1)−

n+k−1∑
µ=n

(
µ+

1

2

)
log µ − k

=
n+k∑

µ=n+1

(
µ− 1

2

)
log µ −

n+k−1∑
µ=n

(
µ+

1

2

)
log µ − k

=
(
n+ k − 1

2

)
log(n+ k)−

(
n+

1

2

)
log n−

n+k−1∑
µ=n+1

log µ − k

=
(
n+ k +

1

2

)
log(n+ k)−

(
n+

1

2

)
log n− log(n+ k)! + log n! + n− (n+ k)

= γn − γn+k , also 0 < γn − γn+k <
1

12

( 1

n
− 1

n+ k

)
.
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Daher ist die Folge (γν)ν≥1 eine monoton fallende Cauchyfolge, und mit

γ = lim
ν→∞

γν folgt 0 ≤ lim
k→∞

(γn − γn+k) = γn − γ ≤ 1

12n
.

Daher folgt

0 ≤ log n! + n−
(
n+

1

2

)
log n− γ ≤ 1

12n
, und es bleibt γ = log

√
2π zu zeigen .

Dazu berechnen wir

4γn − 2γ2n =
[
4 log n! + 4n− (4n+ 2) log n

]
−

[
2 log(2n)! + 4n− (4n+ 1) log 2n

]
= log

n!4(2n)4n+1

n4n+2(2n)!2
= log

( 24nn!4

(2n)!(2n+ 1)!

2(2n+ 1)

n

)
,

und nach Satz 7.15 folgt

γ =
1

2
lim
n→∞

(4γn − 2γ2n) =
1

2
log

(π
2
· 4

)
= log

√
2π . �

Beispiel: Eine überall stetige und nirgends differenzierbare Funktion.

Sei n ∈ N. Dann hat jedes x ∈ R eine eindeutige Darstellung x = xn + 2−2ng mit xn ∈ R,
|xn| ≤ 2−2n−1 und g ∈ Z, und man definiert fn : R → R durch fn(x) = |xn|. Dann ist wegen
‖fn‖R = 2−2n−1 die Reihe

∑
n≥1 fn normal konvergent und daher die Funktion

f =
∞∑
n=0

fn : R → R

stetig. Aber f ist nirgends differenzierbar.

Beweisskizze:

Sei x ∈ R. Für g ∈ Z ist fn auf [2−2ng − 2−2n−1, 2−2ng] linear mit Steigung 1 und auf
[2−2ng, 2−2ng−2−2n−1] linear mit Steigung−1. Daher ist fn auf dem Intervall [x−2−2n−2, x] oder
auf dem Intervall [x, x+ 2−2n−2] linear mit Steigung εn ∈ {±1}, und wir setzen hn = −2−2n−2

im ersten Fall und hn = 2−2n−2 im zweiten Fall. Für alle k ∈ {0, n} ist dann auch fk linear
zwischen x und x+ hn mit einer Steigung εn,k ∈ {±1} und daher

fk(x+ hn)− fk(x)

hn
= εn,k .

Für k > n ist fk(x) = fk(x+ hn), also

fk(x+ hn)− fk(x)

hn
= 0 , und daher

f(x+ hn)− f(x)

hn
=

n∑
k=0

εk,n ,

aber diese Folge konvergiert nicht.

7.3. Höhere Ableitungen, Taylor’scher Satz und lokale Extrema

Definition 7.5. Sei I ⊂ R ein Intervall, a ∈ I und f : I → R.

1. Man sagt, f hat in a ein lokales Maximum [ ein lokales Minimum ], wenn

(∃ε ∈ R>0)
(
∀x ∈ I ∩ (a− ε, a+ ε)

)
f(x) ≤ f(a) [ f(x) ≥ f(a) ] .
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2. Man sagt, f hat in a ein strenges lokales Maximum [ ein strenges lokales Minimum ],
wenn (∃ε ∈ R>0)

(
∀x ∈ I ∩ (a− ε, a+ ε)

)
f(x) < f(a) [ f(x) > f(a) ].

3. Man sagt, f hat in a ein [ strenges ] lokales Extremum , wenn f in a ein [ strenges ] lokales
Maximum oder ein [ strenges ] lokales Minimum hat.

Satz 7.17. Sei I ⊂ R ein Intervall und a ∈ I◦. f : I → R sei differenzierbar in a und
habe in a ein lokales Extremum. Dann ist f ′(a) = 0.

Beweis. FALL 1: f habe in a ein lokales Maximum. Sei ε ∈ R>0, so dass (a − ε, a + ε) ⊂ I
und (∀x ∈ (a− ε, a+ ε)) f(x) ≤ f(a). Dann gilt für alle n ∈ N mit 1/n < ε

f(a+ 1
n
)− f(a)
1
n

≤ 0 und
f(a− 1

n
)− f(a)

− 1
n

≤ 0 ,

also

f ′(a) = lim
n→∞

f(a+ 1
n
)− f(a)
1
n

≤ 0 und f ′(a) = lim
n→∞

f(a− 1
n
)− f(a)

− 1
n

≥ 0 ,

woraus f ′(a) = 0 folgt.

FALL 2 : f habe in a ein lokales Minimum. Dann hat −f in a ein lokales Maximum, und nach
Fall 1 ist 0 = (−f)′(a) = −f ′(a). �

Satz 7.18 (Satz von Rolle). Seien a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → R sei stetig, f(a) = f(b),
und sei f | (a, b) differenzierbar. Dann gibt es ein z ∈ (a, b) mit f ′(z) = 0.

Beweis. [a, b] ist kompakt. Nach Satz 4.17 gibt es x0, x1 ∈ [a, b] mit f(x0) = min f
(
[a, b]

)
und f(x1) = max f

(
[a, b]

)
. Ist f konstant, so ist f ′ = 0. Ist f nicht konstant, so gibt es ein

ν ∈ {0, 1} mit xν ∈ (a, b), und nach Satz 7.17 ist dann f ′(xν) = 0. �

Definition 7.6. Sei ∅ 6= D ⊂ C, D ⊂ D′, und sei entweder D ⊂ R und X ein normierter
Raum, oder X = C. Sei f : D → X und p ∈ N.

1. f heißt p-mal differenzierbar (in D ), wenn es eine Folge von Funktionen

f = f (0), f (1), f (2), . . . , f (p) : D → C
gibt, so dass (∀j ∈ {1, . . . p}) f (j−1) ist differenzierbar, und (f (j−1))′ = f (j).

Die Funktion f (p) heißt p-te Ableitung von f , f (1) = f ′, f (2) = f ′′, f (3) = f ′′′ etc.

2. f heißt p-mal stetig differenzierbar oder eine Cp-Funktion , wenn f p-mal differenzierbar
und f (p) stetig ist. f heißt stetig differenzierbar , wenn f eine C1-Funktion ist.

Man nennt f eine C0-Funktion , wenn f stetig ist.

3. f heißt eine beliebig oft differenzierbare Funktion oder eine C∞-Funktion , wenn
(∀n ∈ N) f ist n-mal differenzierbar [ dann ist f auch für alle n ∈ N eine Cn-Funktion ].

Definition 7.7. Sei D ⊂ C, D ⊂ D′, a ∈ D und f : D → C.

1. Sei p ∈ N und f p-mal differenzierbar und a. Dann heißt die Polynomfunktion
T pa f : C → C, definiert durch

(T pa f)(x) =

p∑
ν=0

f (ν)(a)

ν!
(x− a)ν ,
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das p-te Taylorpolynom von f in a, und die Funktion Rp
af : D → C, definiert durch

(Rp
af)(x) = f(x)− (T pa f)(x) ,

heißt p-tes Taylor’sches Restglied von f in a.

2. Sei f eine C∞-Funktion. Die Funktionenreihe

(Taf)(x) =
∑
n≥0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

heißt Taylor’sche Reihe von f in a. Man sagt, f wird durch die Taylor’sche Reihe in a
dargestellt , wenn es ein ε ∈ R>0 gibt, so dass für alle x ∈ D ∩Bε(a) gilt:

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

[
⇐⇒ lim

p→∞
Rp
af)(x) = 0

]
.

Es ist (T 0
a f)(x) = f(a), (T 1

a f)(x) = f(a) + (x − a)f ′(a), und (∀p ∈ N0) T
p
a f ist eine

Polynomfunktion vom Grade grad(T pa f) ≤ p. Wird f durch die Taylor’sche Reihe in a
dargestellt, so ist f in a analytisch.

Satz 7.19.

1. Sei (an)n≥0 eine Folge in C, die Potenzreihe P [z] =
∑

n≥0 anz
n habe den Konver-

genzradius ρ > 0, es sei z0 ∈ C und f : Bρ(z0) → C definiert durch

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− z0)
n .

Dann ist f eine C∞-Funktion,

(∀p ∈ N0) (∀x ∈ Bρ(z0)) f (p)(x) =
∞∑
n=p

n(n− 1) · . . . · (n− p+ 1) an(x− z0)
n−p ,

und (Tz0f)(x) = P (x − z0). Insbesondere wird f durch die Taylor’sche Reihe in z0

dargestellt.

2. Sei ∅ 6= D ⊂ C, D ⊂ D′ und f : D → C analytisch. Dann ist f eine C∞-Funktion.

Beweis. Nach Satz 7.3 gilt für alle p ∈ N0 : Ist

(∀x ∈ Bρ(z0)) f (p)(x) =
∞∑
n=p

n(n− 1) · . . . · (n− p+ 1) an(x− z0)
n−p ,

so ist f (p) differenzierbar in Bρ(z0), und

(∀x ∈ Bρ(z0)
)
f (p+1)(x) =

∞∑
n=p+1

n(n− 1) · . . . · (n− p) an(x− z0)
n−p−1 .

Daher ist f eine C∞-Funktion. Die übrigen Aussagen folgen unmittelbar aus den entsprechen-
den Definitionen. �

Hässliche Beispiele:

1. Sei L die Menge aller Funktionen f : R → R der Form

f(x) = P+

(1

x

)
exp

(
− 1

x2

)
für x > 0 , f(x) = P−

(1

x

)
exp

(
− 1

x2

)
für x < 0 , f(0) = 0
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mit (beliebigen) Polynomfunktionen P+, P− ∈ P(R). Auf Grund von Beispiel 2 nach Satz 7.1
sind für alle k ∈ N0 die Funktionen

fk : R → R , definiert durch fk(x) = x−k exp(−1/x2) für x 6= 0 , und fk(0) = 0

differenzierbar in 0 mit Ableitung f ′k(0) = 0, und daher gilt dasselbe für alle f ∈ L. Die
Funktionen fk sind differenzierbar in R×, und für x ∈ R× ist

f ′k(x) = (−kx−k−1 + 2x−k−3) exp(−1/x2) .

Daher ist f ′k ∈ L, und es folgt:

Die Funktionen f ∈ L sind C∞-Funktion, (∀p ∈ N0) f (p)(0) = 0, also auch T0f = 0 (die
Taylor’sche Reihe konvergiert, aber stellt die Funktion nicht dar).

Im Falle P+ = P− = 1 hat f in 0 ein strenges lokales Minimum, im Falle P+ = P− = −1
hat f in 0 ein strenges lokales Maximum, und im Falle P+ = 1, P− = −1 hat f in 0 kein
lokales Extremum. Es gibt daher kein notwendiges Kriterium für lokale Extrema allein mittels
der höheren Ableitungen in einem Punkt.

2. Sei f : R → R definiert durch

f(x) =
∞∑
k=0

1

k! (1 + 4kx2)
.

f ist eine C∞-Funktion, und die Taylor’sche Reihe

T0f =
∑
n≥0

(−1)n exp(4n)xn hat den Konvergenzradius 0 .

Hauptsatz der Cauchy’schen Funktionentheorie (ohne Beweis). Sei ∅ 6= D ⊂ C offen
und f : D → C differenzierbar. Dann ist f analytisch (und daher auch eine C∞-Funktion).

Satz 7.20 (Taylor’scher Satz). Seien c, d ∈ R, c < d, p ∈ N0, f : [c, d] → R eine Cp-
Funktion und f (p) | (c, d) differenzierbar. Seien a, z ∈ [c, d] und entweder a < z, Z = (a, z),
oder a > z, Z = (z, a).

1. (Restglied von Schlömilch) Sei g : [c, d] → R stetig, g | (c, d) differenzierbar, und
(∀x ∈ Z) g′(x) 6= 0. Dann

(∃ ξ ∈ Z) (Rp
af)(z) =

g(z)− g(a)

g′(ξ)
(z − ξ)p

f (p+1)(ξ)

p!
.

2. (Restglied von Cauchy)

(∃ ξ ∈ Z) (Rp
af)(z) = (z − a)(z − ξ)p

f (p+1)(ξ)

p!
.

3. (Restglied von Lagrange)

(∃ ξ ∈ Z) (Rp
af)(z) = (z − a)p+1 f

(p+1)(ξ)

(p+ 1)!
.
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Beweis. 1. Sei Φ: [c, d] → R definiert durch

Φ(x) =

p∑
j=0

f (j)(x)

j!
(z − x)j .

Dann ist Φ stetig, Φ(z) = f(z), Φ(a) = (T pa f)(z), Φ ist differenzierbar in (c, d), und es ist

Φ′(x) =

p∑
j=0

{
f (j+1)(x)

j!
(z − x)j − f (j)(x)

j!
j(z − x)j−1

}

=

p+1∑
j=1

f (j)(x)

(j − 1)!
(z − x)j−1 −

p∑
j=1

f (j)(x)

(j − 1)!
(z − x)j−1 =

f (p+1)(x)

p!
(z − x)p .

Für alle x ∈ (c, d) ist g′(x) 6= 0, und daher ist g(z) 6= g(a) nach Satz 7.18. Sei nun

F : [c, d] → R definiert durch F (x) = Φ(x) − Φ(z)− Φ(a)

g(z)− g(a)
g(x) .

Dann ist F stetig, F (z) = F (a), F ist differenzierbar in (c, d), also insbesondere in Z, und
nach Satz 7.18 gibt es ein ξ ∈ Z mit

0 = F ′(ξ) = Φ′(ξ) − Φ(z)− Φ(a)

g(z)− g(a)
g′(ξ) .

Damit folgt

(Rp
af)(z) = Φ(z)− Φ(a) =

g(z)− g(a)

g′(ξ)
Φ′(ξ) =

g(z)− g(a)

g′(ξ)

f (p+1)(ξ)

p!
(z − ξ)p .

2. Nach 1. mit g(x) = x.

3. Nach 1. mit g(x) = (z − x)p+1. �

Satz 7.21 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Seien a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → R
seien stetig, f | (a, b), g | (a, b) seien differenzierbar, und (∀x ∈ (a, b) ) g′(x) 6= 0. Dann

(∃ ξ ∈ (a, b) )
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
und (∃ ξ ∈ (a, b) )

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ) .

Beweis. 1. Nach Satz 7.20 mit p = 0, a = c und z = b = d ist

f(b)− f(a) = (R0
af)(b) =

g(b)− g(a)

g′(ξ)
f ′(ξ) ,

und daraus folgt die Behauptung.

2. Nach 1. mit g(x) = x. �

Satz 7.22. Sei I ⊂ R ein Intervall, f : I → R stetig, a ∈ I, f sei differenzierbar in I \ {a},
und es existiere

c = lim
x→a

f ′(x) ∈ R .

Dann ist f differenzierbar in a, und f ′(a) = c.
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Beweis. Wir müssen zeigen: Für jede Folge (xn)n≥0 in I \ {a} mit (xn)n≥0 → a ist(f(xn)− f(a)

xn − a

)
n≥0

→ c .

Sei (xn)n≥0 eine Folge in I \ {a} mit (xn)n≥0 → a. Für n ∈ N0 betrachten wir f | [a, xn], falls
xn > a, und f | [xn, a], falls xn < a. Nach Satz 7.21 gibt es ein zn (echt) zwischen xn und a,
so dass

f(xn)− f(a)

xn − a
= f ′(zn) .

Nach Satz 3.7 ist (zn)n≥0 → a und daher

lim
n→∞

f(xn)− f(a)

xn − a
= lim

n→∞
f ′(zn = c . �

Satz 7.23 (Hinreichende Kriterien für lokale Extrema). Sei I ⊂ R ein Intervall, a ∈ I◦ und
f : I → R.

1. Sei f stetig, f | I \ {a} differenzierbar, ε ∈ R>0 mit (a− ε, a+ ε) ⊂ I und

(∀x ∈ (a− ε, a+ ε) \ {a}) f ′(x)(x− a) > 0 [< 0 ] .

Dann ist

(∀z ∈ (a− ε, a+ ε) \ {a}) f(z) > f(a) [ f(z) < f(a) ] .

Insbesondere hat f in a ein strenges lokales Minimum [Maximum ].

2. Sei p ∈ N, f p-mal differenzierbar, (∀j ∈ {1, . . . , p−1}) f (j)(a) = 0 und f (p)(a) 6= 0.

(a) Ist p ungerade, so hat f in a kein lokales Extremum.

(b) Ist p gerade und f (p)(a) > 0 [ f (p)(a) < 0 ], so hat f in a ein strenges lokales
Minimum [Maximum ].

Beweis. 1. Sei z ∈ (a− ε, a+ ε) \ {a}. Nach Satz 7.21 gibt es ein x zwischen a und z, so
dass

f(z)− f(a) = f ′(x)(z − a) = f ′(x)(x− a)
z − a

x− a
, also f(z) > f(a) [ f(z) < f(a) ] .

2. Im Falle p = 1 folgt die Aussage aus Satz 7.17. Sei also p ≥ 2 und sei f (p)(a) < 0 (im
Falle f (p)(a) > 0 betrachten wir −f an Stelle von f ). Wegen

lim
x→a

f (p−1)(x)

x− a
= lim

x→a

f (p−1)(x)− f (p−1)(a)

x− a
= f (p)(a) < 0

gibt es ein ε ∈ R>0, so dass (a− ε, a+ ε) ⊂ I und

(∀x ∈ (a− ε, a+ ε) \ {a}) f (p−1)(x)

x− a
< 0 .

Sei nun z ∈ (a− ε, a+ ε) \ {a}. Nach Satz 7.20 gibt es ein ξ zwischen z und a, so dass

f(z) = (T p−2
a f)(z) + (Rp−2

a f)(z) = f(a) +
(z − a)p−1

(p− 1)!
f (p−1)(ξ)

= f(a) + (z − a)p
ξ − a

z − a

f (p−1)(ξ)

ξ − a

1

(p− 1)!
,
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und es ist
ξ − a

z − a

f (p−1)(ξ)

ξ − a
< 0 .

Ist p ungerade, so folgt f(z) > f(a), falls z < a, und f(z) < f(a), falls z > a, also hat in
diesem Falle f in a kein lokales Extremum. Ist p gerade, so folgt f(z) < f(a), und daher
hat in diesem Falle f in a ein strenges lokales Maximum. �

Satz 7.24 (Regel von de l’Hospital). Sei I ⊂ R ein Intervall, a ∈ R, seien f, g : I → R
differenzierbar in I \ {a}, und (∀x ∈ I \ {a}) g(x)g′(x) 6= 0. Sei

entweder lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 oder lim
x→a

g(x) = ±∞ .

Dann gilt ür c ∈ R :

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= c =⇒ lim

x→a

f(x)

g(x)
= c .

Beweis. Wir zeigen

lim
x→a−

f(x)

g(x)
= c

[
lim
x→a+

f(x)

g(x)
= c zeigt man in gleicher Weise

]
.

Im Falle a = inf(I) ist nichts zu zeigen. Ist a ∈ I◦ und b ∈ I ∩ (−∞, a), so ist

lim
x→a−

f(x)

g(x)
= lim

x→a−

(
f | [b, a)

)
(x)(

g | [b, a)
)
(x)

,

Daher können wir ohne Einschränkung I = [b, a) mit b ∈ (−∞, a) annehmen. Ferner sei
ohne Einschränkung c 6= −∞ [ sonst betrachten wir −f an Stelle von f ]. Sei nun (xn)n≥0

eine Folge in (b, a) mit (xn)n≥0 → a. Wir müssen zeigen:(f(xn)

g(xn)

)
n≥0

→ c .

FALL 1 : a ∈ R und limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0.

Seien f̃ , g̃ : [b, a] → R definiert durch f̃ | [b, a) = f , g̃ | [b, a) = g, und f̃(a) = g̃(a) = 0.

Dann sind f̃ und g̃ stetig auf [b, a], differenzierbar auf (b, a), und (∀x ∈ (b, a) ) g′(x) 6= 0.
Nach Satz 7.21 folgt

(∀n ≥ 0) (∃ξn ∈ (xn, a) )
f(xn)

g(xn)
=

f̃(xn)− f̃(a)

g̃(xn)− g̃(a)
=

f̃ ′(ξn)

g̃′(ξn)
=

f ′(ξn)

g′(ξn)
.

Aus (xn)n≥0 → a folgt (ξn)n≥0 → a und daher(f(xn)

g(xn)

)
n≥0

=
(f(ξn)

g(ξn)

)
n≥0

→ c .

FALL 2 : a ∈ R und limx→a g(x) = ∞. Wir zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ≥ 0) (∀n ≥ n0)

[ ∣∣∣ f(xn)

g(xn)
− c

∣∣∣ < ε , falls c ∈ R ,

und
f(xn)

g(xn)
> ε , falls c = ∞

]
.
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Sei ε ∈ R>0. Nach Satz 4.7 gibt es ein z ∈ (b, a), so dass(
∀y ∈ [z, a)

) [ ∣∣∣f ′(y)
g′(y)

− c
∣∣∣ < ε

2
, falls c ∈ R , und

f ′(y)

g′(y)
> 2ε , falls c = ∞

]
.

Wegen (xn)n≥0 → a gibt es ein n1 ≥ 0, so dass (∀n ≥ n1) xn ∈ (z, a). Sei nun n ≥ n1. Nach
Satz 7.21 gibt es ein ξn ∈ (z, xn), so dass

f(xn)− f(z)

g(xn)− g(z)
=

f ′(ξn)

g′(ξn)
, und daher

f(xn)

g(xn)
=

f ′(ξn)

g′(ξn)

[
1− g(z)

g(xn)

]
+

f(z)

g(xn)
.

FALL 2a : c ∈ R. Es folgt∣∣∣f(xn)

g(xn)
− c

∣∣∣ ≤ ∣∣∣f(xn)

g(xn)
− f ′(ξn)

g′(ξn)

∣∣∣ +
∣∣∣f ′(ξn)
g′(ξn)

− c
∣∣∣ < ∣∣∣f ′(ξn)

g′(ξn)

∣∣∣ ∣∣∣ g(z)
g(xn)

∣∣∣ +
∣∣∣ f(z)

g(xn)

∣∣∣ +
ε

2
.

Nun ist (f ′(ξn)
g′(ξn)

)
n≥n1

beschränkt ,
( g(z)

g(xn)

)
n≥n1

→ 0 und
( f(z)

g(xn)

)
n≥n1

→ 0 .

Daher gibt es ein n0 ≥ n1, so dass

(∀n ≥ n0)
∣∣∣f(xn)

g(xn)
− c

∣∣∣ < ε .

FALL 2b : c = ∞. Es folgt

f(xn)

g(xn)
≥ f ′(ξn)

g′(ξn)

[
1− g(z)

g(xn)

]
−

∣∣∣ f(z)

g(xn)

∣∣∣ > 2ε
[
1− g(z)

g(xn)

]
−

∣∣∣ f(z)

g(xn)

∣∣∣ .
Wegen

( g(z)

g(xn)

)
n≥n1

→ 0 und
( f(z)

g(xn)

)
n≥n1

→ 0 gibt es ein n0 ≥ n1, so dass

(∀n ≥ n0)
f(xn)

g(xn)
> ε .

FALL 3 : a = ∞. Wir können ohne Einschränkung b > 0 annehmen und definieren

J =
(
−1

b
, 0

)
und F, G : J → R durch F (x) = f

(
−1

x

)
und G(x) = g

(
−1

x

)
.

Dann sind F und G differenzierbar,

(∀x ∈ J) G(x)G′(x) = g
(
−1

x

) 1

x2
g′

(
−1

x

)
6= 0 ,

lim
x→∞

f(x) = lim
z→0

F (z) , lim
x→∞

g(x) = lim
z→0

G(z) , und lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

z→0

F ′(z)

G′(z)
.

Mit FALL 1 und FALL 2 folgt die Behauptung. �

Beispiele:

lim
x→∞

log(1 + ex)√
1 + x2

= 1 , und (∀α, β ∈ R>0) lim
x→∞

eαx

xβ
= ∞ .

7.4. Monotonie und Konvexität

Satz 7.25. Sei I ⊂ R ein Intervall, f : I → R stetig und f | I◦ differenzierbar.
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1. (∀x ∈ I◦) f ′(x) > 0 [ f ′(x) < 0 ] =⇒ f ist streng monoton wachsend [ fallend ].

2.
(
∀x ∈

◦
I
)
f ′(x) ≥ 0 [ f ′(x) ≤ 0 ] ⇐⇒ f ist monoton wachsend [ fallend ].

Beweis. Wir zeigen die Aussagen für “monoton wachsend” (die entsprechenden Aussagen für
“monoton fallend” folgen durch Betrachtung von −f ).

Sei zuerst (∀x ∈ I◦) f ′(x) > 0 [ f ′(x) ≥ 0 ], und seien a, b ∈ I mit a < b. Dann ist f | [a, b]
stetig und f | (a, b) differenzierbar. Nach Satz 7.21 gibt es ein x ∈ (a, b) ⊂ I◦ mit

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(x) , und daher f(b) > f(a) [ f(b) ≥ f(a) ].

Sei nun f monoton wachsend und x ∈ I◦. Für h ∈ R× mit x+ h ∈ I ist dann

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0 , und daher f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0 . �

Definition 7.8. Sei I ⊂ R ein Intervall. Eine Funktion f : I → R heißt konvex oder nach
oben gekrümmt , wenn

(∀a, b, x ∈ I)
[
a < x < b =⇒ f(x) ≤ b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

]
.

f heißt konkav oder nach unten gekrümmt , wenn −f konvex ist.

Satz 7.26. Sei I ⊂ R ein Intervall und f : I → R.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) f ist konvex.

(b) Für alle a, b, x ∈ I mit a < x < b ist

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(x)

b− x
.

(c) (Jensen’sche Ungleichung) Für alle n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ I und λ1, . . . , λn ∈ R≥0

mit λ1 + . . .+ λn = 1 ist

f(λ1x1 + . . .+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + . . .+ λnf(xn) .

(d) Die Menge D = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ I , y ≥ f(x)} ⊂ R2 ist konvex.

2. Sei f stetig und f | I◦ differenzierbar. Dann sind äquivalent :

(a) f ist konvex.

(b) (f | I◦)′ ist monoton wachsend.

(c) (∀x ∈ I◦) (∀z ∈ I) f(z) ≥ f(x) + (z − x)f ′(x).

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Seien a, b, x ∈ I mit a < x < b. Dann folgt

(b− x)f(x) + (x− a)f(x) = (b− a)f(x) ≤ (b− x)f(a) + (x− a)f(b)

also
(b− x)

[
f(x)− f(a)

]
≤ (x− a)

[
f(b)− f(x)

]
, und damit (b) .

(b) ⇒ (c) Sind x1, . . . , xn ∈ I und λ1, . . . , λn ∈ R≥0 mit λ1 + . . .+ λn = 1, so folgt

min(x1, . . . , xn) ≤ λ1x1 + . . .+ λnxn ≤ max(x1, . . . , xn) , also λ1x1 + . . .+ λnxn ∈ I .
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.
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n = 2 : Seien x1, x2 ∈ I und λ1, λ2 ∈ R≥0 mit λ1 + λ2 = 1. Ist x1 = x2 oder λ1 = 0 oder
λ2 = 0, so ist die Behauptung trivial. Sei also x1 < x2, λ1 > 0, λ2 > 0 und x = λ1x1 + λ2x2.
Dann ist x1 < x < x2, x− x1 = λ2(x2 − x1) und x2 − x = λ1(x2 − x1). Mit a = x1 und b = x2

folgt aus (b)[
f(x)−f(x1)

]
λ1(x2−x1) ≤

[
f(x2)−f(x)

]
λ2(x2−x1) und daher f(x) ≤ λ1f(x1)+λ2f(x2) .

n ≥ 1 , n → n + 1 : Seien x1, . . . , xn+1 ∈ I, λ1, . . . , λn+1 ∈ R≥0 mit λ1 + . . . + λn+1 = 1,
und sei λ = λ1 + . . . + λn. Im Falle λ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also λ 6= 0. Dann
ist x = λ−1λ1x1 + . . . + λ−1λnxn ∈ I, und nach Induktionsvoraussetzung und dem bereits
Gezeigten folgt

f(λ1x1+ . . .+ λnxn + λn+1xn+1) = f(λx+ λn+1xn+1) ≤ λf(x) + λn+1f(xn+1)

≤ λ
[
λ−1λ1f(x1) + . . .+ λ−1λnf(xn)

]
+ λn+1xn+1) = λ1f(x1) + . . .+ λn+1f(xn+1) .

(c) ⇒ (d) Seien z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ D und z = (x, y) ∈ [z1, z2]. Dann gibt es
ein λ ∈ [0, 1] mit z = z1 + λ(z2 − z1, also x = (1 − λ)x1 + λx2 und y = (1 − λ)y1 + λy2.
Daher folgt f(x) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2) ≤ (1− λ)y1 + λy2 = y, also z ∈ D.

(d) ⇒ (a) Seien a, b, x ∈ I und a < x < b. Dann ist(
x,
b− x

b− a
f(a)+

x− a

b− a
f(b)

)
∈

[
(a, f(a)), (b, f(b)

]
und daher

b− x

b− a
f(a)+

x− a

b− a
f(b) ≥ f(x) .

2. (a) ⇒ (b) Seien a, b ∈ I◦. Für a < x < b ist nach 1.

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(x)

b− x
,

also

f ′(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
≤ lim

x→a+

f(b)− f(x)

b− x
=
f(b)− f(a)

b− a
,

f ′(b) = lim
x→b−

f(x)− f(b)

x− b
≥ lim

x→b−

f(x)− f(a)

x− a
=
f(b)− f(a)

b− a
,

und daher folgt f ′(a) ≤ f ′(b).

(b) ⇒ (c) Sei x ∈ I◦, z ∈ I und z 6= x. Nach Satz 7.21 gibt es ein ξ zwischen x und
z mit f(z) − f(x) = (z − x)f ′(ξ). Im Falle z > x ist f ′(ξ) ≥ f ′(x), und im Falle z < x ist
f ′(ξ) ≤ f ′(x). In jedem Falle ist (z − x)f ′(ξ) ≥ (z − x)f ′(x).

(c) ⇒ (a) Seien a, b, x ∈ I und a < x < b. Dann ist f(a) ≥ f(x) + (a − x)f ′(x) und
f(b) ≥ f(x) + (b− x)f ′(x), also

f(a)− f(x)

a− x
≤ f ′(x) ≤ f(b)− f(x)

b− x

und daher f konvex nach 1.(b). �

Satz 7.27. Sei n ∈ N.

1. (Gewichtete Mittelungleichung). Seien x1, . . . , xn, λ1, . . . , λn ∈ R>0, λ1 + . . .+ λn = 1.
Dann ist

xλ1
1 · . . . · xλn

n ≤ λ1x1 + . . .+ λnxn .
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2. Sei p ∈ R>1. Für a = (a1, . . . , an) ∈ Cn sei

‖a‖p =
( n∑
ν=1

|aν |p
)1/p

.

Dann gilt für alle a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn

n∑
ν=1

|aνbν | ≤ ‖a‖p‖b‖q mit q =
p

p− 1
(Hölder’sche Ungleichung)

und
‖a + b‖p ≤ ‖a‖p + ‖b‖p (Minkowski’sche Ungleichung).

Die gewichtete Mittelungleichung reduziert sich im Falle λ1 = . . . = λn = 1
n

auf die Unglei-
chung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel (Satz 1.13). Für a ∈ Rn ist
‖a‖2 die euklidische Norm. Aus der Hölder’schen Ungleichung für p = 2 folgt die Schwarz’sche
Ungleichung (Satz 2.9), und aus der Minkowski’schen Ungleichung für p = 2 folgt die Dreiecks-
ungleichung für die euklidische Norm. Trivialerweise gilt die Minkowski’sche Ungleichung auch
für p = 1.

Beweis. 1. Wir betrachten die Funktion f = − log : R>0 → R. Für x ∈ R>0 ist f ′(x) = −x−1

und f ′′(x) = x−2 > 0. Nach Satz 7.25 ist f ′ monoton wachsend, und nach Satz 7.26 folgt

− log(λ1x1 + . . .+ λnxn) ≤ −λ1 log x1 − . . .− λnxn ,

also
xλ1

1 · . . . · xλn
n = eλ1 log x1+...+λnxn ≤ elog(λ1x1+...+λnxn) = λ1x1 + . . .+ λnxn .

2. Wir können a 6= 0 und b 6= 0 annehmen. Nach 1. gilt dann für alle ν ∈ {1, . . . , n}
|aνbν |

‖a‖p ‖b‖q
=

( |aν |p
‖a‖pp

)1/p( |bν |q
‖b‖qq

)1/q

≤ 1

p

|aν |p

‖a‖pp
+

1

q

|bν |q

‖b‖qp
.

Durch Summation dieser Ungleichungen folgt

1

‖a‖p ‖b‖q

n∑
ν=1

|aνbν | ≤
1

p

n∑
ν=1

|aν |p

‖a‖pp
+

1

q

n∑
ν=1

|bν |q

‖b‖qq
=

1

p
+

1

q
= 1

und damit die Hölder’sche Ungleichung.

Für den Beweis der Minkowski’schen Ungleichung setzen wir sν = |aν + bν |p−1 und erhalten
|aν + bν |p ≤

(
|aν |+ |bν |

)
|aν + bν |p−1 = |aν |sν + |bν |sν , also mit s = (s1, . . . , sn) auf Grund der

Hölder’schen Ungleichung

‖a + b‖pp =
n∑
ν=1

|aν + bν |p ≤
n∑
ν=1

|aν |sν +
n∑
ν=1

|bν |sν ≤ ‖a‖p ‖s‖q + ‖b‖p ‖s‖q .

Wegen

‖s‖q =
( n∑
ν=1

|sν |q
)1/q

=
( n∑
ν=1

|aν + bν |p
)1/q

= ‖a + b‖p/qp = ‖a + b‖p−1
p

folgt
‖a + b‖pp ≤ ‖a‖p ‖a + b‖p−1

p + ‖b‖p ‖a + b‖p−1
p =

(
‖a‖p + ‖b‖p

)
‖a + b‖p−1

p ,

und die Minkowski’sche Ungleichung folgt nach Division durch ‖a + b‖p−1
p . �
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Definition 7.9. Sei I ⊂ R ein Intervall, f : I → R und a ∈ I◦. a heißt Wendepunkt von f ,
wenn es ein ε ∈ R>0 gibt, so dass

entweder f konvex in (a− ε, a], konkav in [a, a+ ε),

oder f konkav in (a− ε, a], konvex in [a, a+ ε).

Satz 7.28. Sei I ⊂ R ein Intervall, a ∈ I◦, und sei f : I → R 2-mal differenzierbar.

1. Ist a ein Wendepunkt von f , so ist f ′′(a) = 0.

2. Ist f ′′ differenzierbar in a, f ′′(a) = 0 und (f ′′)′(a) 6= 0, so ist a ein Wendepunkt von f .

Beweis. 1. Sei ε ∈ R>0, f konvex in (a − ε, a] und konkav in [a, a + ε) [im anderen Falle
betrachte man −f an Stelle von f ]. Nach Satz 7.26 ist dann f ′ monoton wachsend in (a−ε, a)
und monoton fallend in (a, a + ε). Ist z ∈ (a − ε, a), so folgt

(
∀x ∈ (z, a)

)
f ′(z) ≤ f ′(x),

und daher auch f ′(z) ≤ limx→a− f
′(x) = f ′(a). Ist z ∈ (a, a + ε), so folgt in gleicher Weise

f ′(z) ≤ f ′(a), und daher hat f ′ in a ein lokales Maximum. Nach Satz 7.17 folgt f ′′(a) = 0.

2. Sei f ′′(a) = 0 und ohne Einschränkung

(f ′′)′(a) = lim
x→a

f ′′(x)− f ′′(a)

x− a
= lim

x→a

f ′′(x)

x− a
> 0 .

Dann gibt es ein ε ∈ R>0, so dass (a− ε, a+ ε) ⊂ I und

(∀x ∈ (a− ε, a+ ε) \ {a}) f ′′(x)

x− a
> 0 .

Daher ist (∀x ∈ (a − ε, a) f ′′(x) < 0 und (∀x ∈ (a, a + ε, a) f ′′(x) > 0. Nach Satz 7.25
ist f ′ | (a − ε, a] monoton fallend und f ′ | [a, a + ε) monoton wachsend. Nach Satz 7.26 ist
f | (a− ε, a] konkav und f | [a, a+ ε) konvex, also a ein Wendepunkt von f . �

7.5 Die Winkelfunktionen und ihre Umkehrungen

Satz und Definition 7.29.

1. Es ist

cosx

{
> 0 , falls x ∈

(
−π

2
, π

2

)
,

< 0 , falls x ∈
[
−π,−π

2

)
∪

(
π
2
, π

] und sin x

{
> 0 , falls x ∈ (0, π) ,

< 0 , falls x ∈ (−π, 0) .

2. cos([0, π]) = cos(R) = [−1, 1] , cos | [−π, 0] ist streng monoton wachsend, cos | [0, π]
ist streng monoton fallend, cos | [−π

2
, π

2
] ist konkav, cos | [−π,−π

2
] und cos | [π

2
, π]

sind konvex.

Die Funktion arccos = (cos | [0, π])−1 : [−1, 1] → R heißt Arcuscosinus-Funktion.

3. sin
([
−π

2
, π

2

])
= sin(R) = [−1, 1], sin | [−π,−π

2
] und sin | [π

2
, π] sind streng mono-

ton fallend, sin |
[
−π

2
, π

2

]
ist streng monoton wachsend, sin | [−π, 0] ist konvex, und

sin | [0, π] ist konkav.

Die Funktion arcsin =
(
sin | [−π

2
, π

2
]
)−1

: [−1, 1] → R heißt Arcussinus-Funktion.
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4. arccos : [−1, 1] → R ist streng monoton fallend, arcsin : [−1, 1] → R ist streng monoton
wachsend, arccos

(
[−1, 1]

)
= [0, π], arcsin([−1, 1]) = [−π

2
, π

2
], und

(∀y ∈ [−1, 1]) arcsin(y) + arccos(y) =
π

2
.

5. arcsin | (−1, 1) und arccos | (−1, 1) sind analytisch,

(∀y ∈ (−1, 1) ) arcsin(y) =
∞∑
n=0

1

22n(2n+ 1)

(
2n

n

)
y2n+1 ∧ arcsin′(y) =

1√
1− y2

.

Beweis. 1. Nach Satz 6.5, Satz 6.4 und Satz 6.6 .

2. und 3. Nach 1., Satz 6.6, Satz 7.25 und Satz 7.26.

4. Die Monotonieaussagen folgen aus Satz 1.2. Nach Definitition ist arccos([−1, 1]) = [0, π]
und arcsin([−1, 1]) = [−π

2
, π

2
]. Für y ∈ [−1, 1] ist (nach Definition und Satz 6.6 )

π

2
− arcsin y ∈ [0, π] und cos

(π
2
− arcsin y

)
= cos

(
arcsin y − π

2

)
= sin(arcsin y) = y ,

also

arccos y =
π

2
− arcsin y .

5. Für x ∈
(
−π

2
, π

2

)
ist sin′(x) = cosx > 0, also arcsin differenzierbar in y = sin x nach

Satz 7.6, und wegen cos x =
√

1− sin2 x =
√

1− y2 folgt

arcsin′(y) =
1

sin′(x)
=

1

cosx
=

1√
1− y2

.

Nach Satz 7.12 gilt für y ∈ (−1, 1)

1√
1− y2

=
∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−y2)n =

∞∑
n=0

1

22n

(
2n

n

)
y2n ,

da (
−1

2

n

)
=
−1

2

(
−3

2

)
· . . . ·

(
−1

2
− n+ 1

)
n!

=
(−1)n(2n− 1)!

2n · 2 · 4 · . . . · (2n− 2)n!
=

(−1)n

22n

(
2n

n

)
.

Nun folgt die Behauptung aus Satz 7.10. �

Satz und Definition 7.30.

1.
(
∀x ∈ R \

(
−π

2
+ πZ

) )
tan(−x) = tan x , tan(x+ π) = tan x ,

tan x < 0 , falls x ∈
(
−π

2
, 0

)
, und tan x > 0 , falls x ∈

(
0,
π

2

)
.

2. tan |
(
−π

2
, 0

)
ist konkav, tan |

(
0, π

2

)
ist konvex,

tan |
(
−π

2
,
π

2

)
ist streng monoton wachsend, und tan

((
−π

2
,
π

2

))
= R .

Die Funktion arctan =
(
tan |

(
−π

2
, π

2

))−1
: R → R heißt Arcustangensfunktion.
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3. arctan: R → R ist streng monoton wachsend und analytisch, arctan(R) =
(
−π

2
, π

2

)
,

(∀y ∈ R) arctan′(y) =
1

y2 + 1
∧ arctan(y) =

1

2i

[
Log(y − i)− Log(y + i)

]
+
π

2
,

(∀y ∈ (−1, 1) ) arctan y =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
y2n+1 , und

π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

Proof. 1. Nach Satz 7.29.

2. Für x ∈
(
−π

2
, π

2

)
ist tan′(x) = 1 + tan2(x) > 0 und tan′′(x) = (2 tan x)(1 + tan2 x).

Daher folgen die Behauptungen bezüglich Monotonie und Konvexität aus 1., Satz 7.25 und
Satz 7.26. Wegen

lim
x→−π

2
+

tan x = −∞ und lim
x→π

2
−

tan x = ∞ folgt tan
((
−π

2
,
π

2

))
= R .

3. Nach Satz 1.2 ist arctan streng monoton wachsend, und es ist arctan(R) =
(
−π

2
, π

2

)
.

Nach Satz 7.6 ist arctan differenzierbar in allen Punkten y = tanx ∈ R (mit x ∈
(
−π

2
, π

2

)
),

und es ist

arctan′(y) =
1

tan′ x
=

1

1 + tan2 x
=

1

1 + y2
.

Für y ∈ (−1, 1) ist

1

1 + y2
=

∞∑
n=0

(−y2)n , also arctan y =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
y2n+1

nach Satz 7.10. Die Formel für π
4

folgt aus Satz 5.12. Sei nun A : R → R definiert durch

A(y) =
1

2i

[
Log(y − i)− Log(y + i)

]
+
π

2
.

Dann ist A differenzierbar,

A′(y) =
1

2i

( 1

y − i
− 1

y + i

)
=

1

y2 + 1
und A(0) =

1

2i

(
−iπ

2
− iπ

2

)
+
π

2
= 0 = arctan(0) .

Nach Satz 7.9 folgt A = arctan. �
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8. Elementare Integralrechnung

8.1. Regelfunktionen und das Cauchy-Integral

Definition 8.1. Sei X ein normierter Raum.

1. Seien a, b ∈ R mit a < b. Eine Funktion f : [a, b] → X heisst Treppenfunktion , wenn
es ein m ∈ N und Zahlen a = a0 < a1 < . . . < am = b gibt, so dass

(∀j ∈ {1, . . . ,m}) f | (aj−1, aj) ist konstant .

2. Sei I ⊂ R ein Intervall. Eine Funktion f : I → X heißt Regelfunktion , wenn für alle
z ∈ I die Grenzwerte

lim
x→z−

f(x) und lim
x→z+

f(x) (in X ) existieren.

Ist z = min(I), so ist limx→z− = c für alle c ∈ X (da es keine gegen z konvergierende
Folge in I ∩ (−∞, z) gibt), und daher ist die erste Bedingung stets erfüllt. Ebenso ist
für z = max(I) die zweite Bedingung stets erfüllt.

Bemerkungen: Sei I ⊂ R ein Intervall und X ein normierter Raum.

1. Sind a, b ∈ R mit a < b, so ist jede Treppenfunktion f : [a, b] → X eine Regelfunktion.

2. Ist f : I → X eine Regelfunktion, und J ⊂ I ein Teilintervall, so ist auch f | J eine
Regelfunktion.

3. Jede stetig Funktion f : I → X ist eine Regelfunktion.

4. Sind f, g : I → X Regelfunktionen und λ ∈ R, so sind auch die Funktionen λf : I → X,
‖f‖ : I → R und f + g : I → X Regelfunktionen. Ist X eine normierte Algebra, so
ist auch fg : I → X eine Regelfunktion.

5. Sei n ∈ N und f = (f1, . . . , fn) : I → Rn. Dann gilt:

f ist Regelfunktion ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) fi ist Regelfunktion .

6. Eine Funktion f : I → C ist genau dann eine Regelfunktion, wenn <f : I → R und
=f : I → R Regelfunktionen sind.

7. Sei f : I → R monoton und beschränkt. Dann ist f eine Regelfunktion (nach Satz 4.8).

Satz 8.1 (Kennzeichnungssatz für Regelfunktionen). Seien a, b ∈ R mit a < b, X ein Ba-
nachraum und f : [a, b] → X.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) f ist eine Regelfunktion.

(b) Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen (fn : [a, b] → X)n≥1 mit (fn)n≥1 ⇒ f .

(c) Es gibt eine Folge von Regelfunktionen (fn : [a, b] → X)n≥1 mit (fn)n≥1 ⇒ f .

2. Ist f eine Regelfunktion, so ist f beschränkt.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Es genügt, zu zeigen: Zu jedem ε ∈ R>0 gibt es eine Treppenfunktion
h : [a, b] → X mit ‖f − h‖[a,b] ≤ ε [ denn dann gibt es eine Folge von Treppenfunktionen
(hn : [a, b] → X)n≥1, so dass

(∀n ≥ 1) ‖f − hn‖[a,b] <
1

n
, und dann ist (hn)n≥1 ⇒ f

]
.
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Sei ε ∈ R>0. Für z ∈ [a, b] seien f−(z), f+(z) ∈ X mit

f−(z) = lim
x→z−

f(x) und f+(z) = lim
x→z+

f(x) .

Nach Satz 4.1 gibt es zu jedem z ∈ [a, b] ein δz ∈ R>0 so dass

(∀x∈(z− δz, z)∩ [a, b]) ‖f(x)− f−(z)‖ < ε

2
∧ (∀x∈(z, z+ δz)∩ [a, b]) ‖f(x)− f+(z)‖ < ε

2
.

Dann ist U = {(z − δz, z + δz) | z ∈ [a, b]} eine offene Überdeckung des kompakten Intervalls
[a, b] und besitzt eine endliche Teilüberdeckung. Seien z1, . . . , zk ∈ [a, b], so dass

[a, b] ⊂
k⋃
ν=1

(zν − δzν , zν + δzν ) ,

und sei

[a, b] ∩
{
a, b, zν , zν − δzν , zν + δzν | ν ∈ {1, . . . , k}

}
= {x0, . . . , xN}

mit a = x0 < x1 < . . . < xN = b. Für j ∈ {1, . . . , N} sei yj ∈ (xj−1, xj), und sei h : [a, b] → X
definiert durch

h(xj) = f(xj) , und h(x) = f(yj) , falls x ∈ (xj−1, xj) für alle j ∈ {1, . . . , N} .

Dann ist h eine Treppenfunktion, und wir zeigen:

(∀x ∈ [a, b]) ‖f(x)− h(x)‖ < ε [ dann folgt ‖f − h‖[a,b] ≤ ε ].

Sei x ∈ [a, b]. Im Falle x ∈ {x0, . . . , xN} ist nichts zu zeigen. Sei also j ∈ {1, . . . , N} und
x ∈ (xj−1, xj). Dann gibt es ein ν ∈ {1, . . . , k}, so dass

(xj−1, xj) ⊂ (zν − δzν , zν) oder (xj−1, xj) ⊂ (zν , zν + δzν ) .

Im ersten Falle folgt

‖f(x)− h(x)‖ = ‖f(x)− f(yj)‖ ≤ ‖f(x)− f−(zν)‖+ ‖f−(zν)− f(yj)
∥∥∥ < ε

2
+
ε

2
= ε ,

und im zweiten Falle schließt man analog.

(b) ⇒ (c) Jede Treppenfunktion ist eine Regelfunktion.

(c) ⇒ (a) Sei (fn : [a, b] → X)n≥1 eine Folge von Regelfunktionen mit (fn)n≥1 ⇒ f und
z ∈ [a, b]. Wir zeigen die Existenz von limx→z− f(x) (die von limx→z+ f(x) folgt analog).
Für z = a ist nichts zu zeigen. Sei also z ∈ (a, b] und

cn = lim
x→z−

fn(x) = lim
x→z

(
fn | [a, z]

)
(x) ∈ X

Nach Satz 4.19 ist (cn)n≥0 konvergent, und aus (cn)n≥0 → c folgt

c = lim
x→z

(
f | [a, z]

)
(x) = lim

x→z−
f(x) .

2. Nach 1. und Satz 4.19, da jede Treppenfunktion beschränkt ist. �

Satz 8.2. Sei I ⊂ R ein Intervall, X ein Banachraum und f : I → X eine Regelfunktion.
Dann ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von f höchstens abzählbar.
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Beweis. Sei zuerst I = [a, b] mit a, b ∈ R und a < b, und sei (fn : [a, b] → X)n≥0 eine Folge
von Treppenfunktionen mit (fn)n≥0 ⇒ f . Für n ≥ 0 sei Ωn die Menge der Unstetigkeitsstellen
von fn und Ω =

⋃
n≥0 Ωn. Nach Satz 4.19 ist f stetig in [a, b]\Ω, und daher ist die Menge der

Unstetigkeitsstellen von f eine Teilmenge von Ω. Als Vereinigungsmenge von abzählbar vielen
höchstens abzählbaren Mengen ist Ω höchstens abzählbar, und daher ist auch die Menge der
Unstetigkeitsstellen von f höchstens abzählbar.

Sei nun I beliebig. Nach Satz 3.15 gibt es eine Folge (In)n≥0 kompakter Intervalle mit

I =
⋃
n∈N0

In ,

und für jedes n ≥ 0 ist die Menge Ωn der Unstetigkeitsstellen von f | In höchstens abzählbar.
Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist die Vereinigungsmenge der Mengen Ωn und da-
her als Vereinigungsmenge abzählbar vieler höchstens abzählbarer Mengen wieder höchstens
abzählbar. �

Satz 8.3 (Existenz der Stammfunktionen). Sei X ein Banachraum.

1. Seien a, b ∈ R mit a < b und f : [a, b] → X eine Treppenfunktion. Seien m ∈ N,
a = a0 < a1 < . . . < am = b und c1, . . . , cm ∈ X, so dass

(∀j ∈ {1, . . . ,m}) (∀x ∈ (aj−1, aj) ) f(x) = cj .

Sei F : [a, b] → X definiert durch F (a) = 0 und

F (x) =

j−1∑
ν=1

(aν − aν−1)cν + (x− aj−1)cj , falls j ∈ {1, . . . ,m} und x ∈ (aj−1, aj] .

Dann ist F eine Stammfunktion von f .

2. Sei I ⊂ R ein Intervall. Dann besitzt jede Regelfunktion f : I → X eine Stammfunktion.

Beweis. 1. Für j ∈ {1, . . . ,m} ist F | (aj−1, aj] konstant, und limx→aj−1+ F (x) = F (aj−1).
Daher ist F stetig. Für x ∈ (aj−1, aj) ist F differenzierbar in x, und F ′(x) = cj = f(x). Daher
ist F eine Stammfunktion von f .

2. Nach Satz 7.9.4 genügt es, zu zeigen: Für alle a, b ∈ I mit a < b besitzt f | [a, b] eine
Stammfunktion. Seien also a, b ∈ I mit a < b, und sei

(
fn : [a, b] → X

)
n≥0

eine Folge von

Treppenfunktionen mit (fn)n≥0 ⇒ f | [a, b] (nach Satz 8.1). Für n ≥ 0 sei Fn : [a, b] → X
eine Stammfunktion von fn mit Fn(a) = 0. Nach Satz 7.13 konvergiert (Fn)n≥0 gleichmäßig
gegen eine Stammfunktion von f | [a, b]. �

Definition 8.2. Sei I ⊂ R ein Intervall, X ein Banachraum, f : I → X eine Regelfunktion
und F : I → X eine Stammfunktion von f . Für a, b ∈ I heißt∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx = [F ]ba = F (b)− F (a) ∈ X

das (Cauchy-)Integral von f von a bis b (nach Satz 7.9 ist diese Definition von der Wahl der
Stammfunktion F von f unabhängig).

Satz 8.4 (Eigenschaften des Cauchy-Integrals). Sei X ein Banachraum.
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1. Sei I ⊂ R ein Intervall, seien f, g : I → X Regelfunktionen, λ ∈ R und a, b, c ∈ I.
Dann ist∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f ,

∫ a

a

f = 0 ,

∫ b

a

f = −
∫ a

b

f ,

∫ b

a

λf = λ

∫ b

a

f

und ∫ b

a

f +

∫ b

a

g =

∫ b

a

(f + g) .

2. Seien a, b ∈ R, m ∈ N, a = a0 < a1 < . . . < am = b, und sei f : [a, b] → X eine
Treppenfunktion, so dass (∀j ∈ {1, . . . ,m}) f | (aj−1, aj) = cj ∈ X (konstant). Dann
ist∫ b

a

f =
m∑
j=1

(aj − aj−1)cj . Insbesondere: f = c ∈ X ( konstant ) :

∫ b

a

c = (b− a)c .

3. Seien a, b ∈ R mit a < b und f, g : [a, b] → X. Sei f eine Regelfunktion und sei
{x ∈ [a, b] | f(x) 6= g(x)} endlich. Dann ist auch g eine Regelfunktion, und∫ b

a

f =

∫ b

a

g .

4. Seien a, b ∈ R, a < b, und sei (fn : [a, b] → X)n≥0 eine Folge von Regelfunktionen mit
(fn)n≥0 ⇒ f . Dann folgt (∫ b

a

fn

)
n≥0

→
∫ b

a

f .

5. Seien a, b ∈ R, a < b, und sei f : [a, b] → X eine Regelfunktion. Dann folgt∥∥∥∫ b

a

f
∥∥∥ ≤

∫ b

a

‖f‖ ≤ (b− a) ‖f‖[a,b] .

6. Seien a, b ∈ R, a < b, und seien f, g : [a, b] → R Regelfunktionen mit f ≤ g . Dann
ist ∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g . Insbesondere gilt : (∀x ∈ [a, b]) f(x) ≥ 0 =⇒
∫ b

a

f ≥ 0 .

7. Seien a, b ∈ R, a < b, und seien f, g : [a, b] → C stetig differenzierbar. Dann folgt∫ b

a

fg′ = [fg]ba −
∫ b

a

f ′g .

Beweis. 1. Sei F : I → X eine Stammfunktion von f und G : I → X eine Stammfunktion
von g. Es ist∫ c

a

f +

∫ b

c

f =
[
F (c)− F (a)

]
+

[
F (b)− F (c)

]
= F (b)− F (a) =

∫ b

a

f ,

und daraus folgt unmittelbar ∫ a

a

f = 0 und

∫ b

a

f = −
∫ a

b

f .
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λF ist eine Stammfunktion von λf , und F +G ist eine Stammfunktion von f + g, also∫ b

a

λf = (λF )(b)− (λF )(a) = λ
[
F (b)− F (a)

]
= λ

∫ b

a

f

und∫ b

a

(f + g) = (F +G)(b)− (F +G)(a) =
[
F (b)− F (a)

]
+

[
G(b)−G(a)

]
=

∫ b

a

f +

∫ b

a

g .

2. Nach Satz 8.3.1.

3. Sei {x ∈ [a, b] | f(x) 6= g(x)} ⊂ {x0, . . . , xk} mit k ∈ N und a = x0 < x1 < . . . < xk = b.
Dann ist (∀j ∈ {1, . . . , k}) (g − f) | [xj−1, xj] = 0 und daher g − f eine Regelfunktion mit∫ b

a

(g − f) = 0 .

Wegen g = (g − f) + f folgt die Behauptung.

4. Nach Satz 8.1 ist f eine Regelfunktion. Sei F : [a, b] → X eine Stammfunktion von f ,
und für jedes n ≥ 0 sei Fn : [a, b] → X eine Stammfunktion von fn mit Fn(a) = F (a). Dann
folgt (Fn)n≥0 ⇒ F nach Satz 7.13 und daher(∫ b

a

fn

)
n≥0

=
(
Fn(b)− Fn(a)

)
n≥0

→ F (b)− F (a) =

∫ b

a

f .

5. Sei zuerst f eine Treppenfunktion, und sei a = a0 < a1 < . . . < am = b, so dass
(∀j ∈ {1, . . . ,m}) f | (aj−1, aj) = cj ∈ X (konstant). Dann ist auch ‖f‖ : [a, b] → R≥0 eine
Treppenfunktion, und (∀j ∈ {1, . . . ,m}) ‖f‖ | (aj−1, aj) = ‖cj‖. Nach 2. folgt∥∥∥∥∫ b

a

f

∥∥∥∥ =
∥∥∥ m∑
j=1

(aj − aj−1)cj

∥∥∥ ≤
m∑
j=1

(aj − aj−1)‖cj‖

=

∫ b

a

‖f‖ ≤ (b− a) max
(
‖c1‖, . . . , ‖cm‖

)
≤ (b− a) ‖f‖[a,b] .

Sei nun f beliebig und (fn : [a, b] → X)n≥0 eine Folge von Treppenfunktionen mit (fn)n≥0 ⇒ f .
Für x ∈ [a, b] ist

∣∣‖f(x)‖ − ‖fn(x)‖
∣∣ ≤ ‖f(x)− fn(x)‖ ≤ ‖f − fn‖[a,b], also∥∥‖f‖ − ‖fn‖∥∥[a,b]

≤ ‖f − fn‖[a,b] , und daher
(
‖fn‖

)
n≥0

⇒ ‖f‖ .

Damit folgt(∫ b

a

‖fn‖
)
n≥0

→
∫ b

a

‖f‖ ,
(∥∥∥∫ b

a

fn

∥∥∥)
n≥0

→
∥∥∥∫ b

a

f
∥∥∥ , (∀n ≥ 0)

∥∥∥∫ b

a

fn

∥∥∥ ≤ ∫ b

a

‖fn‖ ,

und daher ∥∥∥∫ b

a

f
∥∥∥ ≤

∫ b

a

‖f‖ .

Für n ≥ 0 ist ∫ b

a

‖fn‖ ≤ (b− a)‖fn‖[a,b] ≤ (b− a)
[
‖fn − f‖[a,b] + ‖f‖[a,b]

]
und für n→∞ folgt ∫ b

a

‖f‖ ≤ (b− a)‖f‖[a,b] .
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6. Aus g − f ≥ 0 folgt mit Hilfe von 1. und 5.∫ b

a

g −
∫ b

a

f =

∫ b

a

(g − f) =

∫ b

a

|g − f | ≥
∣∣∣∫ b

a

(g − f)
∣∣∣ ≥ 0 .

7. Mit f und g ist auch fg stetig differenzierbar, und aus (fg)′ = f ′g + fg′ folgt

[fg]ba =

∫ b

a

(fg)′ =

∫ b

a

f ′g +

∫ b

a

fg′ . �

Satz und Definition 8.5 (Integralkriterium für unendliche Reihen). Sei f : [1,∞) → R≥0

monoton fallend und limx→∞ f(x) = 0. Dann ist([ n∑
k=1

f(k)−
∫ n+1

1

f(x) dx ,
n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x) dx

])
n≥1

eine Intervallschachtelung und
∞∑
k=1

f(k) <∞ ⇐⇒ lim
n→∞

∫ n

1

f(x) dx <∞ .

Insbesondere existiert

C = lim
n→∞

( n∑
k=1

1

k
− log n

)
= 0.57722 . . . .

C heißt Euler-Mascheroni’sche Konstante .

Beweis. Für k ∈ N und x ∈ [k, k + 1] ist f(k) ≥ f(x) ≥ f(k + 1) und daher

f(k) =

∫ k+1

k

f(k) dx ≥
∫ k+1

k

f(x) dx ≥
∫ k+1

k

f(k + 1) dx ≥ f(k + 1) .

Sei nun

an =
n∑
k=1

f(k)−
∫ n+1

1

f(x) dx und bn =
n∑
k=1

f(k)−
∫ n

1

f(x) dx .

Dann folgt

0 ≤ bn − an =

∫ n+1

n

f(x) dx ≤ f(n) , also (bn − an)n≥0 → 0 ,

an+1 − an = f(n+ 1)−
∫ n+2

n+1

f(x) dx ≥ 0 und bn+1 − bn = f(n+ 1)−
∫ n+1

n

f(x) dx ≤ 0 .

Damit sind die Bedingungen für eine Intervallschachtelung erfüllt. Ist c ∈ R die durch die
Intervallschachtelung bestimmte Zahl, so folgt

∞∑
k=1

f(k) = lim
n→∞

n∑
k=1

f(k) = c+ lim
n→∞

∫ n

1

f(x) dx .

Der Spezialfall f(x) = 1
x

liefert die Aussage über die Euler-Mascheroni’sche Konstante, da

log eine Stammfunktion von 1
x

ist. �
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Satz 8.6 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung). Sei I ⊂ R ein Intervall, a ∈ I,
X ein Banachraum und f : I → X eine Regelfunktion. Dann ist die Funktion

F : I → X , definiert durch F (x) =

∫ x

a

f ,

eine Stammfunktion von f , und es gilt :

(∀z ∈ I)
[
f stetig in z =⇒ F differenzierbar in z, und F ′(z) = f(z)

]
.

Insbesondere folgt : Ist f(I) ⊂ R≥0 und besitzt I ein Minimum, so besitzt f eine Stammfunktion
F mit F (I) ⊂ R≥0.

Beweis. Nach Satz 8.3 hat f eine Stammfunktion F1 : I → X. Für x ∈ I ist dann

F (x) =

∫ x

a

f = F1(x)− F1(a) ,

also F − F1 konstant und daher F eine Stammfunktion von f nach Satz 7.9. Ist f(I) ⊂ R≥0,
so folgt F (I) ⊂ R≥0 nach Satz 8.4.5.

Sei nun z ∈ I und f stetig in z. Wir müssen zeigen:

lim
x→z

1

x− z

[
F (x)− F (z)

]
= f(z) ,

das heißt,

(∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ I)
[
0 < |x− z| < δ =⇒

∥∥∥ 1

x− z

[
F (x)− F (z)

]
− f(z)

∥∥∥ < ε
]
.

Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es ein δ ∈ R>0, so dass

(∀x ∈ I)
[
|x− z| < δ =⇒ ‖f(x)− f(z)‖ < ε

2

]
.

Sei x ∈ I mit 0 < |x− z| < δ. Dann folgt∥∥∥ 1

x− z

[
F (x)−F (z)

]
−f(z)

∥∥∥ =
1

|x− z|

∥∥∥∫ x

z

f −
∫ x

z

f(z)
∥∥∥ =

1

|x− z|

∥∥∥∫ x

z

[
f(t)−f(z)

]
dt

∥∥∥ .
Ist t ∈ I zwischen z und x, so ist |t− z| < δ, also∥∥f(t)− f(z)

∥∥ < ε

2
und daher

∥∥∥∫ x

z

[
f(t)− f(z)

]
dt

∥∥∥ ≤ ε

2
|x− z| .

Damit folgt ∥∥∥ 1

|x− z|
[
F (x)− F (z)

]
− f(z)

∥∥∥ ≤ ε

2
< ε . �

Satz 8.7 (Substitutionsregel). Seien a, b ∈ R, a < b, I ⊂ R ein Intervall, ϕ : [a, b] → I ⊂ R
stetig differenzierbar, X ein Banachraum und f : I → X eine Regelfunktion. Ist dann noch
entweder f stetig oder ϕ injektiv, so ist∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x) dx =

∫ b

a

ϕ′(t)(f ◦ϕ)(t) dt .
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Beweis. Nach Satz 8.3 besitzt f eine Stammfunktion F : I → X. F ist stetig, und es gibt
eine höchstens abzählbare Menge Ω ⊂ I, so dass (∀x ∈ I \Ω) F ist differenzierbar in x, und
F ′(x) = f(x). Die Funktion F ◦ϕ : [a, b] → X ist stetig,(

∀t ∈ [a, b] \ ϕ−1(Ω)
)

[F ◦ϕ ist differenzierbar in t, und (F ◦ϕ)′(t) = ϕ′(t)(f ◦ϕ)(t)] .

Ist f stetig, so ist Ω = ∅ nach Satz 8.6. Ist ϕ injektiv, so ist ϕ−1(Ω) höchstens abzählbar. In
jedem Falle ist daher F ◦ϕ eine Stammfunktion der Regelfunktion ϕ′(f ◦ϕ) : [a, b] → X und
daher ∫ b

a

ϕ′(f ◦ϕ) = (F ◦ϕ)(b)− (F ◦ϕ)(a) =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f . �

8.2. Berechnung von Stammfunktionen

Ist ∅ 6= D ⊂ R, D ⊂ D′, und ist F : D → C eine Stammfunktion von f : D → C, so
schreiben wir

F =

∫
f oder F (x) =

∫
f(x) dx (für x ∈ D )

Bemerkung:

Ist I ⊂ R ein Intervall, a ∈ I, f : I → C eine Regelfunktion und F : I → C, so gilt nach Satz
8.6:

F (x) =

∫
f(x) dx (für x ∈ I) ⇐⇒ (∀x ∈ I) F (x) =

∫ x

a

f(t) dt + F (a) .

Elementare Eigenschaften des unbestimmten Integrals:

Sei ∅ 6= D ⊂ R, D ⊂ D′, seien f, g, F, G : D → C und λ ∈ C.

1. Ist F eine Stammfunktion von f , so ist λF eine Stammfunktion von λf ; Kurzschreib-
weise:

∫
λf = λ

∫
f .

2. Ist F eine Stammfunktion von f und G eine Stammfunktion von g, so ist F + G eine
Stammfunktion von f + g ; Kurzschreibweise:

∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g.

3. Genau dann ist F eine Stammfunktion von f , wenn <F eine Stammfunktion von <f
und =F eine Stammfunktion von =f ist; Kurzschreibweise:

∫
f =

∫
<f + i

∫
=f .

4. Partielle Integration: Seien f, g differenzierbar, und sei G eine Stammfunktion von f ′g.
Dann ist fg −G eine Stammfunktion von fg′. Kurzschreibweise:

∫
fg′ = fg −

∫
f ′g .

5. Substitution: Sei I ⊂ R ein Intervall, ϕ : I → R differenzierbar, ϕ(I) = D und F eine
Stammfunktion von f . Sei Ω ⊂ D, so dass F in allen Punkten x ∈ D\Ω differenzierbar ist
mit F ′(x) = f(x). Ist dann ϕ−1(Ω) höchstens abzählbar, so ist F◦ϕ eine Stammfunktion
von (f ◦ϕ)ϕ′. Kurzschreibweise:∫

f
(
ϕ(x)

)
ϕ′(x) dx =

(∫
f(u) du

)
u=ϕ(x)

.

Ist außerdem ϕ injektiv und besitzt f eine Stammfunktion, so gilt: Ist Φ: I → C eine
Stammfunktion von (f ◦ϕ)ϕ′, so ist Φ◦ϕ−1 eine Stammfunktion von f [ denn: Ist
F eine Stammfunktion von f , so ist F ◦ϕ eine Stammfunktion von (f ◦ϕ)ϕ′ und daher
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Φ = F ◦ϕ+ c mit c ∈ C, also Φ◦ϕ−1 = F + c ebenfalls eine Stammfunktion von f ].
Kurzschreibweise: ∫

f =
(∫

(f ◦ϕ)ϕ′
)
◦ϕ−1 .

Technik der Anwendung der Substitution für injektives ϕ:

Mit Hilfe der Substitution x = ϕ(t) und dx = ϕ′(t) dt folgt∫
f(x) dx =

[∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt

]
t=ϕ−1(x)

.

Beispiele (Grundintegrale):∫
(x+ c)α dx =

(x+ c)α+1

α+ 1
(für c ∈ C, x ∈ R und x+ c /∈ R≤0 , α ∈ C \ {−1}.∫

dx

x+ c
= Log(x+c) (für c ∈ C, x ∈ R und x+ c /∈ R≤0) ,

∫
dx

x
= log |x| (für x ∈ R×) .

Ist g : D → R differenzierbar und (∀x ∈ D) g(x) 6= 0, so folgt

∫
g′(x)

g(x)
= log |g(x)| .∫

ax dx =
ax

Log(a)
(für x ∈ R , a ∈ C× \ {1}).∫

dx√
1− x2

= arcsin(x) (für x ∈ (−1, 1) ),

∫
dx

1 + x2
= arctan(x) (für x ∈ R ).∫

sin x dx = − cosx ,

∫
cosx dx = sinx und

∫
cotx dx =

∫
sin′(x)

sin(x)
dx = log | sin x|

(für x ∈ R ).

Beispiele (partielle Integration):

1.

∫
Log(x+c) dx = (x+c)Log(x+c) − x (für c ∈ C, x ∈ R und x+ c /∈ R≤0) .

2. Für n ∈ N0, c = a+ bi ∈ C× mit a, b ∈ R und x ∈ R sei

In =

∫
xnecx dx , also <In =

∫
xneax cos bx dx und =In =

∫
xneax sin bx dx .

Rekursionsformel für n ∈ N : I0 =
1

c
ecx , In =

1

c
xnecx − n

c
In−1 . Damit folgt∫

xnecx dx =
ecx

c

n∑
j=0

(−1

c

)n−j n!

j!
xj ( Beweis durch Induktion nach n )

3. Für n ∈ N0 und x ∈ R sei In =

∫
sinn x dx und Jn =

∫ π/2

0

sinn x dx .

I0 = x , I1 = − cosx und (∀n ≥ 2) nIn = − sinn−1 x cosx+ (n− 1)In−2 ,

I2 =
1

2

(
x − sin x cosx

)
, J0 =

π

2
, J1 = 1 und (∀n ≥ 2) Jn =

n− 1

n
Jn−2 .
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Mittels Induktion folgt für alle k ∈ N0

J2k =
π

2

k∏
j=1

2j − 1

2j
=

π

22k+1

(
2k

k

)
und J2k+1 =

k∏
j=1

2j

2j + 1
=

22k

2k + 1

(
2k

k

)−1

.

Für k ∈ N ist J2k+1 ≤ J2k ≤ J2k−1 und daher

k∏
j=1

4j2

4j2 − 1
≤ π

2
≤

k−1∏
j=1

4j2

4j2 − 1
· 2k

2k − 1
, also

π

2
= lim

k→∞

k∏
j=1

4j2

4j2 − 1
(Wallis’sches Produkt) .

Beispiele (Substitution):

1. Mit f(u) = eu und ϕ(x) = x2 folgt∫
xex

2

dx =
1

2

∫
(2x)ex

2

dx =
1

2
ex

2

für x ∈ R .

2. Sei r ∈ R>0. Die Substitution x = r cos t für t ∈ [0, π] liefert∫ √
r2 − x2 dx =

r2

2

[
x

r

√
1− x2

r2
− arccos

x

r

]
(für x ∈ [−r, r] )

Beispiel (Integration rationaler Funktionen):

Auf Grund von Satz 2.8 und des Fundamentalsatzes der Algebra hat jede rationale Funktion
h : D → C mit maximalem Definitionsbereich D ⊂ C eine Darstellung

(∀x ∈ D) h(x) =
n∑
ν=1

kν∑
j=1

cν,j
(x− zν)j

+ f1(x)

mit verschiedenen z1, . . . , zn ∈ C, einer Polynomfunktion f1 ∈ P(C), cν,j ∈ C und kν ∈ N,
und es ist∫

dx

x− c
= Log(x− c) für x− c ∈ C \ R≤0 ,

∫
dx

x− c
= − log(c− x) für x− c ∈ R<0∫

dx

(x− c)n
=

1

(1− n)(x− c)n−1
für n ∈ N≥2 , x ∈ C \ {c} .

Beispiel:

Berechnung des Integrals∫
Bx+ C

(x2 + 2bx+ c)n
dx für B, C, b, c ∈ R und n ∈ N

ohne Übergang zum Komplexen. Sei Q(x) = x2 + 2bx+ c

1. Es ist ∫
Bx+ C

Q(x)n
dx = B

∫
x

Q(x)n
dx + C

∫
dx

Q(x)n
.

2. Aus( 1

Qn

)′
=
−nQ′

Qn+1
= −2n

x+ b

Q(x)n+1
folgt

1

Q(x)n
= −2n

∫
x

Q(x)n+1
dx + b

∫
dx

Q(x)n+1
,
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und wir erhalten die Rekursionsformel∫
x

Q(x)n+1
dx = − 1

2nQ(x)n
− b

∫
dx

Q(x)n+1
.

3. Aus (Q′

Qn

)′
=

Q′′Qn − nQ′Qn−1Q′

Q2n
=

2

Qn
− 1

Qn

nQ′2

Q
und

Q′(x)2

Q(x)
=

(2x+ 2b)2

x2 + 2bx+ c
=

4(x2 + 2bx+ c) + 4(b2 − c)

x2 + 2bx+ c
= 4 +

4(b2 − c)

Q(x)

folgt (Q′

Qn

)′
=

2

Qn
− n

Qn

(
4 +

4(b2 − c)

Q

)
=

2(1− 2n)

Qn
− 4n(b2 − c)

Qn+1
,

also
2(x+ b)

Q(x)n
= 2(1− 2n)

∫
dx

Q(x)n
− 4n(b2 − c)

∫
dx

Q(x)n+1
.

Im Falle b2 = c folgt daraus ∫
dx

Q(x)n
=

x+ b

(1− 2n)Q(x)n
,

und im Falle b2 6= c erhalten wir die Rekursionsformel∫
dx

Q(x)n+1
=

1− 2n

2n(b2 − c)

∫
dx

Q(x)n
− x+ b

2n(b2 − c)

1

Q(x)n
.

Wegen ∫
x

Q(x)
dx =

∫ −b+ Q′(x)
2

Q(x)
dx = −b

∫
dx

Q(x)
+

1

2
log |Q(x)|

genügt es nun, das Integral ∫
dx

Q(x)

zu berechnen.

4. Es ist Q(x) = (x−α)(x−β) mit α = −b+ δ, β = −b− δ, wobei δ ∈ C und δ2 = b2− c.
Im Falle b2 = c ist Q(x) = (x+ b)2 und∫

dx

(x+ b)2
=

−1

x+ b
.

Im Falle b2 6= c ist α 6= β und

1

Q(x)
=

1

α− β

[ 1

x− α
− 1

x− β

]
.

a) Sei b2 − c > 0. Dann ist δ =
√
b2 − c, α− β = 2δ, und daher∫

dx

Q(x)
=

1

2
√
b2 − c

[
log |x+ b− δ| − log |x+ b+ δ|

]
=

1

2
√
b2 − c

log
∣∣∣x+ b− δ

x+ b+ δ

∣∣∣
b) Sei b2 − c < 0. Dann ist δ = i

√
c− b2, also∫

dx

Q(x)
=

1

2i
√
c− b2

[
Log(x+ b− δ)− Log(x+ b+ δ)

]
.



ANALYSIS I, II 177

Wegen

Log
(
x+ b± i

√
c− b2

)
= log

√
c− b2 + Log

( x+ b√
c− b2

± i
)

und

Log
( x+ b√

c− b2
− i

)
− Log

( x+ b√
c− b2

+ i
)

= 2i
[
arctan

x+ b√
c− b2

− π

2

]
folgt ∫

dx

Q(x)
=

1√
c− b2

arctan
x+ b√
c− b2

.

Zwei Beispiele nicht “elementar” integrierbarer Funktionen:

Die auf R stetigen Funktionen

x 7→ sin x

x
und x 7→ exp

(
−x

2

2

)
besitzen Stammfunktionen nach Satz 8.3. Diese sind jedoch nicht als rationale Funktion der
bisher studierten Funktionen ausdrückbar (ohne Beweis!). Nach Satz 7.10 haben aber die
Stammfuntionen Reihendarstellungen:

Aus
sin x

x
=

∞∑
n0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n folgt

∫
sin x

x
dx =

∞∑
n0

(−1)n

(2n+ 1)!(2n+ 1)
x2n+1 .

Aus exp
(
−x

2

2

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

2nn!
x2n folgt

∫
exp

(
−x

2

2

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

2nn!(2n+ 1
x2n+1 .

8.3. Berechnung von Weglängen

Definition 8.3. Sei X ein Banachraum, a, b ∈ R, a < b und ϕ : [a, b] → X.
Für a ≤ t0 < t1 < . . . < tm = b sei

Pϕ(t0, . . . , tm) =
m∑
j=1

‖ϕ(tj)− ϕ(tj−1)‖ .

Dann heißt

L(ϕ) = sup{Pϕ(t0, . . . , tm) | a ≤ t0 < t1 < . . . < tm = b} ∈ [0,∞]

die Totalvariation oder Bogenlänge von ϕ (siehe auch Definition 6.3).

Satz 8.8. Sei X ein Banachraum, a, b ∈ R, a < b und ϕ : [a, b] → X.

1. Sei a ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ b und a ≤ t′0 < t′1 < . . . < t′n ≤ b. Ist dann
{t0, . . . , tm} ⊂ {t′0, . . . , t′n}, so folgt Pϕ(t0, . . . , tm) ≤ Pϕ(t

′
0, . . . , t

′
n).

2. Sei a < c < b. Dann ist L(ϕ) = L(ϕ | [a, c]) + L(ϕ | [c, b]).
3. Seien ϕ1, ϕ2 : [a, b] → X. Dann ist L(ϕ1 +ϕ2) ≤ L(ϕ1)+L(ϕ2). Ist L(ϕ1)+L(ϕ2) <∞,

so folgt auch |L(ϕ1)− L(ϕ2)| ≤ L(ϕ1 + ϕ2).

4. Sei ϕ Stammfunktion einer Funktion φ : [a, b] → X. Dann ist L(ϕ) ≤ (b− a) ‖φ‖[a,b].
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5. Sei ϕ Stammfunktion einer Regelfunktion φ : [a, b] → X. Dann ist

L(ϕ) =

∫ b

a

‖φ‖ .

Beweis. 1. Es genügt, den Fall {t′0, . . . , t′n} = {t0, . . . , tm} ∪ {t} mit t 6∈ {t0, . . . , tm} zu
betrachten. Ist t < t0 oder t > tm, so ist nichts zu zeigen. Ist j ∈ {1, . . . ,m} mit tj−1 < t < tj,
so folgt ‖ϕ(tj)− ϕ(tj−1)‖ ≤ ‖ϕ(tj)− ϕ(t)‖+ ‖ϕ(t)− ϕ(tj−1)‖ und damit die Behauptung.

2. Sei Σ die Menge aller endlichen Folgen (t0, . . . , tm) mit a = t0 < t1 < . . . < tm = b
und c ∈ {t1, . . . , tm−1}. Nach 1. ist L(ϕ) = sup{Pϕ(t0, . . . , tm) | (t0, . . . , tm) ∈ Σ }, und für
(t0, . . . , tm) ∈ Σ mit c = tj ist

Pϕ(t0, . . . , tm) = Pϕ(t0, . . . , tj) + Pϕ(tj, . . . , tm) ≤ L(ϕ | [a, c]) + L(ϕ | [c, b]) .
Daher folgt L(ϕ) ≤ L(ϕ | [a, c]) + L(ϕ | [c, b]).

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung können wir L(ϕ) < ∞ annehmen und werden
zeigen: Für alle ε ∈ R>0 ist L(ϕ | [a, c]) + L(ϕ | [c, b]) ≤ L(ϕ) + ε.

Sei ε ∈ R>0. Nach 1. gibt es a ≤ t0 < t1 < . . . < tm = c und c = t′0 < t′1 < . . . < t′n = b,
so dass

L(ϕ | [a, c]) ≤ Pϕ(t0, . . . , tm) +
ε

2
und L(ϕ | [c, b]) ≤ Pϕ(t

′
0, . . . , t

′
n) +

ε

2
.

Daher folgt

L(ϕ | [a, c]) + L(ϕ | [c, b] ≤ Pϕ(t0, . . . , tm) + Pϕ(t
′
0, . . . , t

′
n) + ε

= Pϕ(t0, . . . , tm−1, c, t
′
1, . . . , t

′
n) + ε ≤ L(ϕ) + ε .

3. Sei a ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ b. Dann ist

Pϕ1+ϕ2(t0, . . . , tm) =
m∑
j=1

‖(ϕ1 + ϕ2)(tj)− (ϕ1 + ϕ2)(tj−1)‖

≤
m∑
j=1

‖ϕ1(tj)− ϕ1(tj−1)‖+
m∑
j=1

‖ϕ2(tj)− ϕ2(tj−1)‖

= Pϕ1(t0, . . . , tm) + Pϕ2(t0, . . . , tm) ≤ L(ϕ1) + L(ϕ2)

und daher L(ϕ1 + ϕ2) ≤ L(ϕ1) + L(ϕ2). Sei nun L(ϕ1) + L(ϕ2) <∞. Dann ist

L(ϕ2) = L
(
(ϕ1 + ϕ2) + (−ϕ1)

)
≤ L(ϕ1 + ϕ2) + L(−ϕ1) = L(ϕ1 + ϕ2) + L(ϕ1)

und daher L(ϕ2) − L(ϕ1) ≤ L(ϕ1 + ϕ2). In gleicher Weise folgt L(ϕ1) − L(ϕ2) ≤ L(ϕ1 + ϕ2)
und daher |L(ϕ1)− L(ϕ2)| ≤ L(ϕ1 + ϕ2).

4. Sei a ≤ t0 < t1 < . . . < tm ≤ b. Dann folgt nach Satz 7.8

Pϕ(t0, . . . , tm) =
m∑
j=1

‖ϕ(tj)− ϕ(tj−1)‖ ≤
m∑
j=1

(tj − tj−1)‖φ‖[tj−1,tj ]

≤ (tm − t0)‖φ‖[a,b] ≤ (b− a)‖φ‖[a,b]

und daraus die Behauptung.

5. Wir definieren s : [a, b] → R durch

s(a) = 0 , und s(t) = L(ϕ | [a, t]) für t ∈ (a, b]
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und zeigen: s ist eine Stammfunktion von ‖φ‖. Dann folgt

L(ϕ) = s(b) = s(b)− s(a) =

∫ b

a

‖φ‖ .

Ist a ≤ t1 < t2 ≤ b, so folgt (mit 2. und 4. )

s(t2)− s(t1) = L(ϕ
∣∣ [t1, t2]) ≤ (t2 − t1)‖ϕ‖[a,b] ,

und daher ist s stetig nach Satz 4.4. Nach Voraussetzung gibt es eine höchstens abzählbare
Menge Ω1 ⊂ [a, b], so dass ϕ in allen Punkten t ∈ [a, b] \Ω1 differenzierbar ist mit ϕ′(t) = φ(t).
Nach Satz 8.2 gibt es eine höchstens abzählbare Teilmenge Ω2 ⊂ [a, b], so dass φ in allen Punkten
x ∈ [a, b] \ Ω2 stetig ist. Dann ist auch Ω = Ω1 ∪ Ω2 höchstens abzählbar, und wir zeigen, dass
s in allen Punkten t ∈ [a, b] \ Ω differenzierbar ist mit s′(t) = ‖φ(t)‖. Sei t ∈ [a, b] \ Ω. Wir
müssen zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀t′ ∈ [a, b])

[
0 < |t− t′| < δ =⇒

∣∣∣s(t′)− s(t)

t′ − t
− ‖φ(t)‖

∣∣∣ < ε

]
.

Sei ε ∈ R>0. Wegen der Stetigkeit von φ in t gibt es ein δ ∈ R>0, so dass

(∀t′ ∈ [a, b])
[
0 < |t− t′| < δ =⇒ ‖φ(t)− φ(t′)‖ < ε

2

]
.

Sei nun t′ ∈ [a, b] mit 0 < |t′ − t| < δ. Wir betrachten nur den Fall t′ > t (der Fall t′ < t ist
analog zu behandeln).

Seien χ, ψ : [t, t′] → X definiert durch χ(x) = ϕ(t) + (x − t)φ(t) und ψ = ϕ | [t, t′] − χ.
Dann ist L(χ) = (t′ − t)‖φ(t)‖, ψ Stammfunktion der Regelfunktion ω : [t, t′] → X, definiert
durch ω(x) = φ(x)− φ(t), und aus 4. folgt

L(ψ) ≤ (t′ − t) ‖ω‖[t,t′] ≤ (t′ − t)
ε

2
< (t′ − t) ε .

Nach 3. ist L(χ)− L(ψ) ≤ L(ϕ | [t, t′]) ≤ L(χ) + L(ψ) und daher nach 2.∣∣s(t′)− s(t)− (t′ − t)‖φ(t)‖
∣∣ =

∣∣L(ϕ | [t, t′])− L(χ)
∣∣ ≤ L(ψ) < (t′ − t)ε ,

also ∣∣∣s(t′)− s(t)

t′ − t
− ‖φ(t)‖

∣∣∣ < ε . �

Beispiele:

1. Seien a, b ∈ R, a < b, p ∈ N, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp) : [a, b] → Rp, und seien ϕ1, . . . , ϕp : [a, b] → R
stetig differenzierbar (dann nennt man ϕ eine glatte Kurve). Es ist

L(ϕ) =

∫ b

a

√
ϕ′1(t)

2 + . . .+ ϕ′p(t)
2 dt .

2. Funktionsgraphen: Seien a, b ∈ R, a < b, sei f : [a, b] → R stetig differenzierbar, und sei

Γf : [a, b] → R2 , definiert durch Γf (x) =
(
x, f(x)

)
, der Graphenweg von f .

Dann ist

L(Γf ) =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2 dx .

3. Ellipsenbogen: Seien a, b ∈ R, a ≥ b > 0, und sei

ϕa,b : [0, 2π] → R2 definiert durch ϕa,b(t) = (a cos t, b sin t) .
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ϕa,b
(
[0, 2π]

)
= {(x, y) ∈ R2 | b2x2 + a2y2 = a2b2} ist die Ellipse mit den Halbachsen a und

b. Insbesondere ist ϕa = ϕa,a die Kreislinie mit Radius a. Es ist

L(ϕa,b) = 4a

∫ π/2

0

√
1− ε2 cos2 t dt mit ε2 = 1− b2

a2
.

Diese Integral ist ein nicht elementar auswertbares sogenanntes elliptisches Integral 2. Art.

Im Falle a = b folgt L(ϕa) = 2πa (Länge der Kreislinie).
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9. Differenzialrechnung in normierten Räumen (elementarer Teil)

9.1. Stetige multilineare Abbildungen

Definition 9.1. Sei n ∈ N, für jedes i ∈ {1, . . . , n} sei (Xi, ‖ · ‖i) ein normier Raum und
X = X1×. . .×Xn. Für (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ X und λ ∈ R definieren wir

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn) und λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn) .

Damit wird X zum R-Vektorraum (nachrechnen!). Sei ‖ · ‖ : X → R≥0 definiert durch

‖(x1, . . . , xn)‖ = max{‖x1‖1, . . . , ‖xn‖n} .
Dann ist ‖ · ‖ eine Norm auf X (nachrechnen!). Man nennt (X, ‖ · ‖) den Produktraum von
(X1, ‖ · ‖1), . . . , (Xn, ‖ · ‖n).
Im Folgenden werden wir alle Normen mit ‖ · ‖ bezeichnen. Durch das Argument wird klar,
um die Norm welchen Raumes es sich handelt.

Sind X1, . . . , Xn C-Vektorraäume, so wird auch X zum C-Vektorraum, wenn man die Skalar-
multiplikation mit komplexen Zahlen komponentenweise definiert.

Bemerkungen:

Sei n ∈ N, seien X1, . . . , Xn normierte Räume und X = X1×. . .×Xn ihr Produktraum.

1. Sei (x(k))k≥0 eine Folge in X, x(k) = (x
(k)
1 , . . . , x

(k)
n ), und x = (x1, . . . , xn) ∈ X.

(a) (x(k))k≥0 → x ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (x
(k)
i )k≥0 → xi.

(b) (x(k))k≥0 ist Cauchyfolge ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) (x
(k)
i )k≥0 ist Cauchyfolge.

2. X ist ein Banachraum ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) Xi ist ein Banachraum.

3. Sei V ein normierter Raum, D ⊂ V offen, a ∈ D, f = (f1, . . . , fn) : D → X = X1×. . .×Xn

und c = (c1, . . . , cn) ∈ X.

(a) limx→a f(x) = c ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) limx→a fi(x) = ci.

(b) f ist stetig in a ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) fi ist stetig in a.

Beweis. Die im Spezialfall X1 = . . . = Xn = R geführten Beweise (siehe Satz 3.20 und Satz
4.5) übertragen sich wörtlich.

Definition 9.2. Sei p ∈ N, und seien X1, . . . , Xp, Y normierte Räume. Eine Abbildung
ϕ : X1×. . .×Xp → Y heißt p-fach multilinear oder p-linear [ im Falle p = 1 linear , im Falle
p = 2 bilinear ] , wenn für alle (x1, . . . , xp) ∈ X1× . . .×Xp, alle i ∈ {1, . . . , p}, yi ∈ Xi und
λ ∈ R gilt:

L1. ϕ(x1, . . . , xi + yi, . . . , xp) = ϕ(x1, . . . , xi, . . . , xp) + ϕ(x1, . . . , yi, . . . , xp).

L2. ϕ(x1, . . . , λxi, . . . , xp) = λϕ(x1, . . . , xi, . . . , xp).

Im Falle p = 1 stimmt diese Definition mit der in der Linearen Algebra üblichen überein (siehe
Definition 2.4).

Für eine p-lineare Abbildung ϕ : X1×. . .×Xp → Y definiert man ihre Operatornorm durch

‖ϕ‖ = inf
{
c ∈ R

∣∣ (
∀(x1, . . . , xp) ∈ X1×. . .×Xp

)
‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ ≤ c ‖x1‖ · . . . · ‖xp‖

}
,

und

Lp(X1, . . . , Xp;Y ) = {ϕ : X1×. . .×Xp → Y | ϕ ist p-linear, und ‖ϕ‖ <∞} .
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Offensichtlich gilt für jede p-lineare Abbildung ϕ : X1×. . .×Xp → Y :

‖ϕ‖ <∞ ⇐⇒ (∃c ∈ R>0) (∀(x1, . . . , xp ∈ X1×. . .×Xp) ‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ ≤ c ‖x1‖ · . . . · ‖xp‖ .

Sei nun X ein normierter Raum. Für p ∈ N setzen wir

Lp(X, Y ) = Lp(X, . . . , X;Y ) , L(X, Y ) = L1(X, Y ) , L(X) = L(X,X) , L0(X, Y ) = Y .

Für x ∈ X und p ∈ N sei x[p] = (x, . . . , x) ∈ Xp.

Eine Abbildung f : X → Y heißt homogene Polynomfunktion vom Grade p , wenn

∃ϕ ∈ Lp(X,Y ) ) (∀x ∈ X) f(x) = ϕ(x[p]) .

Insbesondere ist eine homogene Polynomfunktion vom Grade 1 ein Element von L(X, Y ).

Eine Abbildung f : X → Y heißt Polynomfunktion vom Grade p ∈ N0 wenn

f = f0 + f1 + . . .+ fp ,

wobei für alle d ∈ {1, . . . , p} die Funktion fd : X → Y eine homogene Polynomfunktion vom
Grade d, f0 : X → Y eine konstante Funktion und fp 6= 0 ist.

Eine Abbildung f : X → Y heißt affin-linear , wenn f eine Polynomfunkton vom Grade
d ≤ 1 ist [ äquivalent: f = ϕ+ c mit ϕ ∈ L(X, Y ) und c ∈ Y ].

Bemerkungen:

1. Seien X1, . . . , Xp, Y normierte Räume und ϕ : X1× . . .×Xp → Y . Genau dann ist ϕ
p-linear, wenn für alle (x1, . . . , xp) ∈ X1×. . .×Xp und alle i ∈ {1, . . . , p} gilt:

Die Abbildung Xi → Y , definiert durch x 7→ ϕ(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xp) , ist
R-linear.

Man sagt dann auch, ϕ ist R-linear in jeder Variablen. Insbesondere: ϕ(x1, . . . , xp) = 0,
falls (∃i ∈ {1, . . . , p}) xi = 0.

Die konstante Abbildung mit Wert 0 ist p-linear und wird (wie auch sonst üblich) mit
0 ∈ Lp(X1, . . . , Xp;Y ) bezeichnet. Es ist ‖0‖ = 0.

Vorsicht! Eine p-lineare Abbildung ϕ : X1× . . .×Xp → Y is etwas Anderes als eine
(R)-lineare Abbildung ϕ : X1×. . .×Xp → Y .

[ Zur Erinnerung: Eine Abbildung ϕ : X1× . . .×Xp → Y heißt R-linear, wenn für alle
(x1, . . . , xp), (x′1, . . . , x

′
p) ∈ X1×. . .×Xp und λ ∈ R gilt:

ϕ(x1+x
′
1,. . . ,xp+x

′
p) = ϕ(x1,. . . ,xp) + ϕ(x′1,. . . ,x

′
p) ∧ ϕ(λx1,. . . ,λxp) = λϕ(x1,. . . ,xp) .

Man hat also zu unterscheiden zwischen Lp(X1, . . . , Xp;Y ) und L(X1×. . .×Xp, Y ) [ und
insbesondere im Falle X1 = . . . = Xp = X zwischen Lp(X, Y ) und L(Xp, Y ) ].

2. Seien p, n ∈ N, Y ein normierter Raum und ϕ ∈ Lp(Rn, Y ). Sei (e1, . . . , en) die kano-
nische Basis des Rn, seien x1, . . . ,xp ∈ Rn und xν = (xν,1, . . . , xν,n). Dann folgt

ϕ(x1, . . . ,xp) = ϕ
( n∑
i=1

x1,iei, . . . ,
n∑
i=1

xp,iei

)
=

n∑
i1=1

. . .
n∑

ip=1

x1,i1 · . . . · xp,ipϕ(ei1 , . . . , eip) .

Insbesondere gilt im Falle x1 = . . . = xp = (x1, . . . , xn)

ϕ(x[p]) =
n∑

i1=1

. . .

n∑
ip=1

xi1 · . . . · xipϕ(ei1 , . . . , eip) ,
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und daher stimmt obige Definition einer Polynomfunktion f : Rn → R mit der Definition
der Polynomfunktion in Definition 2.7 überein.

Satz 9.1. Sei p ∈ N, seien X1, . . . , Xp, Y normierte Räume und X = X1× . . . ,×Xp der
Produktraum.

1. Sei ϕ : X → Y eine p-lineare Abbildung.

(a) (∀(x1, . . . , xp) ∈ X) ‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖x1‖ · . . . · ‖xp‖.
(b) ‖ϕ‖ = sup

{
‖ϕ(x1, . . . , xp)‖

∣∣ (x1, . . . , xp) ∈ X , ‖x1‖ ≤ 1 , . . . , ‖x‖p ≤ 1
}
.

(c) Sei (∀i ∈ {1, . . . , p}) Xi 6= {0}. Dann ist

‖ϕ‖ = sup
{
‖ϕ(x1, . . . , xp)‖

∣∣ (x1, . . . , xp) ∈ X , ‖x1‖ = . . . = ‖x‖p = 1
}
.

2. Für eine p-lineare Abbildung ϕ : X → Y sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(a) ϕ ist stetig.

(b) ϕ ist stetig in 0 = (0, . . . , 0) ∈ X.

(c) ‖ϕ‖ <∞.

(d) Definiert man für jedes a = (a1, . . . , ap) ∈ X die Abbildung ϕa : X → Y durch

ϕa(h) =

p∑
i=1

ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1, . . . , ap) mit h = (h1, . . . , hp) ,

so ist ϕa ∈ L(X, Y ), und

lim
h→0

1

‖h‖
[
ϕ(a + h)− ϕ(a)− ϕa(h)

]
= 0 .

3. Sind X1, . . . , Xp endlich-dimensional, so ist jede p-lineare Abbildung ϕ : X → Y stetig.

4. Für i ∈ {1, . . . , p} seien die Projektion πi : X → Xi und die Einlagerung εi : Xi → X
definiert durch πi(x1, . . . , xp) = xi ∈ Xi und εi(xi) = (0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0) ∈ X. Dann
ist πi ∈ L(X,Xi), εi ∈ L(Xi, X) und im Falle Xi 6= {0} ist ‖πi‖ = ‖εi‖ = 1.

Beweis. 1. Ist Xi = {0} für ein i ∈ {1, . . . , p}, so ist 0 die einzige p-lineare Abbildung X → Y
und nichts zu zeigen. Sei also (∀i ∈ {1, . . . , p}) Xi 6= {0},

C = sup
{
‖ϕ(x1, . . . , xp)‖

∣∣ (x1, . . . , xp) ∈ X , ‖x1‖ ≤ 1 , . . . , ‖x‖p ≤ 1
}

und
C1 = sup

{
‖ϕ(x1, . . . , xp)‖

∣∣ (x1, . . . , xp) ∈ X , ‖x1‖ = . . . = ‖x‖p = 1
}
.

Dann ist C1 ≤ C, und wir zeigen:

A. (∀(x1, . . . , xp) ∈ X) ‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ ≤ C1‖x1‖ · . . . · ‖xp‖.
Sei (x1, . . . , xp) ∈ X. Ist xi = 0 für ein i ∈ {1, . . . , p}, so ist die Behauptung offensichtlich.

Sei also (∀i ∈ {1, . . . , p}) xi 6= 0, und x′i = ‖xi‖−1xi, also ‖x′1‖ = . . . = ‖x′p‖ = 1. Dann folgt

C1 ≥ ‖ϕ(x′1, . . . , x
′
p)‖ =

1

‖x1‖ · . . . · ‖xp‖
‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ und damit A .

Nach Definition ist nun ‖ϕ‖ ≤ C1, und es bleibt C ≤ ‖ϕ‖ zu zeigen. Wir nehmen an, es sei
C > ‖ϕ‖. Dann gibt es ein c ∈ R mit c < C, so dass

(∀x = (x1, . . . , xp) ∈ X) ‖ϕ(x)‖ ≤ c‖x1‖ · . . . · ‖xp‖ , also insbesondere

C = sup
{
‖ϕ(x1, . . . , xp)‖

∣∣ (x1, . . . , xp) ∈ X , ‖x1‖ ≤ 1 , . . . , ‖x‖p ≤ 1
}
≤ c, ein Widerspruch.
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2. (a) ⇒ (b) Klar.

(b) ⇒ (c) Sei δ ∈ R>0, so dass (∀x ∈ X)
[
‖x‖ ≤ δ =⇒ ‖ϕ(x)‖ ≤ 1

]
. Wir zeigen:

(∀(x1, . . . , xp) ∈ X) ‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ ≤ δ−p‖x1‖ · . . . · ‖xp‖ (dann ist ‖ϕ‖ ≤ δ−p <∞).

Sei x = (x1, . . . , xp) ∈ X. Ist i ∈ {1, . . . , p} mit xi = 0, so ist ϕ(x) = 0 und nichts zu zeigen.
Sei also (∀i ∈ {1, . . . , p}) xi 6= 0, x′i = δ‖xi‖−1 xi ∈ Xi und x′ = (x′1, . . . , x

′
p). Dann folgt

‖x′‖ = δ und daher

‖ϕ(x′)‖ =
δp

‖x1‖ · . . . · ‖xp‖
‖ϕ(x)‖ ≤ 1 , also ‖ϕ(x)‖ < δ−p‖x1‖ · . . . · ‖xp‖ .

(c) =⇒ (d) Sei a = (a1, . . . , ap) ∈ X. Dann ist ϕa : X → Y offensichtlich R-linear, und
für h = (h1, . . . , hp) ∈ X ist ‖h‖ = max

{
‖h1‖, . . . , ‖hp‖

}
. Daher erhalten wir

‖ϕa(h)‖ ≤
p∑
i=1

‖ϕ‖ ‖a1‖ · . . . · ‖ai−1‖ ‖hi‖ ‖ai+1‖ · . . . · ‖ap‖

≤
( p∑
i=1

‖ϕ‖ ‖a1‖ · . . . · ‖ai−1‖ ‖ai+1‖ · . . . · ‖ap‖
)
‖h‖ , also ϕa ∈ L(X, Y ) ,

und

‖ϕ(a + h)− ϕ(a)− ϕa(h)‖ =
∥∥∥ p∑
i=1

[
ϕ(a1, . . . , ai−1, ai+hi, ai+1+hi+1, . . . , ap+hp)

− ϕ(a1, . . . , ai−1, ai, ai+1+hi+1, . . . , ap + hp)
]
−

p∑
i=1

ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1, . . . , ap)
∥∥∥

=
∥∥∥ p∑
i=1

[
ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1+hi+1, . . . , ap+hp)− ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1, . . . , ap)

]∥∥∥
=

∥∥∥ p∑
i=1

n∑
j=i+1

[
ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1, . . . , aj−1, aj + hj, aj+1+hj+1, . . . , ap+hp)

− ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1, . . . , aj−1, aj, aj+1+hj+1, . . . , ap+hp)
]∥∥∥

=
∥∥∥ p∑
i=1

p∑
j=i+1

ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1, . . . , aj−1, hj, aj+1+hj+1, . . . , ap + hp)
∥∥∥

≤
[ p∑
i=1

p∑
j=i+1

(
‖ϕ‖

j−1∏
ν=1
ν 6=i

‖aν‖
p∏

ν=j+1

(
‖aν‖+‖hν‖

))]
‖h‖2 , woraus die Behauptung folgt.

(d) =⇒ (a) Sei a ∈ X. Dann ist

lim
h→0

ϕa(h) = 0 und daher lim
h→0

ϕ(a + h) = ϕ(a) , also ϕ stetig in a.



ANALYSIS I, II 185

3. Für i ∈ {1, . . . , p} sei u(i) = (u
(i)
1 , . . . , u

(i)
ki

) eine R-Basis von Xi und ‖ · ‖i : Xi → R≥0

die Maximumsnorm bezüglich u(i). Sei

(x1, . . . , xp) =
( k1∑
ν=1

a1,νu
(1)
ν , . . . ,

kp∑
ν=1

ap,νu
(p)
ν

)
∈ X

und ϕ : X → Y p-linear. Dann folgt

‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ ≤
k1∑
ν1=1

. . .

kp∑
νp=1

|a1,ν1 · . . . · an,νn| ‖ϕ(u(1)
ν1
, . . . , u(p)

νp
)‖

≤ ‖x1‖ · . . . · ‖xp‖
( k1∑
ν1=1

. . .

kn∑
νn=1

‖ϕ
(
u(1)
ν1
, . . . , u(p)

νp

)
‖
)
, also ϕ stetig nach 2.

4. Offensichtlich sind πi und εi R-linear. Für x = (x1, . . . , xp) ∈ X ist ‖πi(x)‖ = ‖xi‖ ≤ ‖x‖
und ‖εi(xi)‖ = ‖(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0)‖ = ‖xi‖, also ‖πi‖ ≤ 1 und ‖εi‖ ≤ 1. Ist Xi 6= {0},
0 6= xi ∈ Xi und x = (0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0) ∈ X, so folgt ‖πi(x)‖ = ‖x‖ > 0 und
‖ε(xi)‖ = ‖xi‖ > 0, also ‖πi‖ = ‖εi‖ = 1. �

Satz 9.2. Sei p ∈ N.

1. Seien X1, . . . , Xp, Y normierte Räume und X = X1×. . . ,×Xp der Produktraum.

(a) Lp(X1, . . . , Xp;Y ) ⊂ Abb(X, Y ) ist ein R-Untervektorraum, und die Operatornorm
‖ · ‖ ist eine Norm auf Lp(X1, . . . , Xp;Y ).

(b) Für x = (x1, . . . , xp) ∈ X sei die Auswertungsabbildung εx : Lp(X1, . . . , Xp;Y ) → Y
definiert durch

εx(ϕ) = ϕ(x1, . . . , xp) .

Dann ist εx eine stetige R-lineare Abbildung, und ‖εx‖ ≤ ‖x1‖ · . . . · ‖xp‖.
(c) Ist Y ein Banachraum, so ist auch Lp(X1, . . . , Xp;Y ) ein Banachraum.

(d) Für jedes k ∈ {1, . . . , p− 1} ist die Abbildung

Φk : Lp(X1, . . . , Xp;Y ) → Lk(X1, . . . , Xk, L
p−k(Xk+1, . . . , Xp;Y )) ,

definiert durch Φk(ϕ)(x1, . . . , xk)(xk+1, . . . , xp) = ϕ(x1, . . . , xp), eine Isometrie.

2. Sei X ein normierter Raum. Dann ist die Abbildung

F : Lp(R, X) → X , definiert durch F (ϕ) = ϕ(1, . . . , 1) ,

eine Isometrie.

Beweis. 1. Der Beweis erfolgt in einer Reihe von Schritten, von denen jeder einzelne eine
einfache Übungsaufgabe darstellt und daher nicht im Detail ausgeführt wird.

a. Sind ϕ, ψ : X1×. . .×Xp → Y p-linear und λ ∈ R, so sind auch die (wertweise definierten)
Abbildungen ϕ + ψ : X1×. . .×Xp → Y und λϕ : X1×. . .×Xp → Y p-linear, und es
gilt: ‖ϕ+ ψ‖ ≤ ‖ϕ‖+ ‖ψ‖, ‖λϕ‖ = |λ| ‖ϕ‖, und

[
‖ϕ‖ = 0 ⇐⇒ ϕ = 0

]
.

Damit folgt (a).

Wegen der wertweisen R-Vektorraumstruktur auf Lp(X1, . . . , Xp) ist εx R-linear, und für
x = (x1, . . . , xp)∈X und ϕ ∈ Lp(X1, . . . , Xp) ist ‖εx(ϕ)‖ = ‖ϕ(x1, . . . , xp)‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖x1‖·. . .·‖xp‖,
also ‖εx‖ ≤ ‖x1‖·. . .·‖xp‖. Damit folgt (b).



186 FRANZ HALTER-KOCH

b. Sei ϕ ∈ Lp(X1, . . . , Xp;Y ) und k ∈ {1, . . . , p− 1}. Für (x1, . . . , xk) ∈ X1×. . .×Xk sei
ϕ(x1,...,xk) : Xk+1×. . .×Xp → Y definiert durch ϕ(x1,...,xk)(xk+1, . . . , xp) = ϕ(x1, . . . , xp).
Dann gilt:

• Für jedes (x1, . . . , xk) ∈ X1×. . .×Xk ist ϕ(x1,...,xk) eine (p−k)-lineare Abbildung
mit ‖ϕ(x1,...,xk)‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖x1‖ · . . . · ‖xk‖, also ϕ(x1,...,xk) ∈ Lp−k(Xk+1, . . . , Xp;Y ).

• Die Abbildung Φk(ϕ) : X1×. . .×Xk → Lp−k(Xk+1, . . . , Xp;Y ), definiert durch

Φk(ϕ)(x1, . . . , xk) = ϕ(x1,...,xk) ,

ist k-linear und ‖Φk(ϕ)‖ ≤ ‖ϕ‖, also Φk(ϕ) ∈ Lk
(
X1, . . . , Xk; L

p−k(Xk+1, . . . , Xp)
)
.

Nach b. ist Φk tatsächlich eine Abbildung wie behauptet.

c. Für alle ϕ, ψ ∈ Lp(X1, . . . , Xp;Y ) und λ ∈ R ist Φk(ϕ + ψ) = Φk(ϕ) + Φk(ψ) und
Φk(λϕ) = λΦk(ϕ).

d. Sei k ∈ {1, . . . , p− 1} und ψ ∈ Lk
(
X1, . . . , Xk; L

p−k(Xk+1, . . . , Xp)). Dann ist die Abbil-
dung Ψk(ψ) : X1×. . .×Xp → Y , definiert durch

Ψk(ψ)(x1, . . . , xp) = ψ(x1, . . . , xk)(xk+1, . . . , xp) ,

p-linear, und ‖Ψk(ψ)‖ ≤ ‖ψ‖, also Ψk(ψ) ∈ LpK(X1, . . . , Xp;Y ) und Φk◦Ψk(ψ) = ψ.
Für ϕ ∈ Lp(X1, . . . , Xp;Y ) ist Ψk◦Φk(ϕ) = ϕ.

Φk ist R-linear nach c. und bijektiv mit Φ−1
k = Ψk nach d.. Für ϕ ∈ Lp(X1, . . . , Xp;Y )

ist ‖Φk(ϕ)‖ ≤ ‖ϕ‖ nach b. , und ‖ϕ‖ = ‖Ψk(Φk(ϕ))‖ ≤ ‖Φk(ϕ)‖ nach d. Daher ist Φk eine
Isometrie.

Es bleibt (b) zu zeigen: Sei Y ein Banachraum. Wir machen Induktion nach p.

• p = 1 : Sei X = X1.

Sei (ϕn)n≥0 eine Cauchyfolge in L(X, Y ). Wir zeigen zuerst: Für alle x ∈ X ist (ϕn(x))n≥0

eine Cauchyfolge in Y (und daher konvergent). Sei x ∈ X. Wir müssen zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀m, n ≥ n0) ‖ϕm(x)− ϕn(x)‖ < ε .

Sei ε ∈ R>0 und ε0 ∈ R>0 mit ε0‖x‖ < ε. Dann (∃n0 ∈ N0) (∀m, n ≥ n0) ‖ϕm − ϕn‖ < ε0,
und für alle m, n ≥ n0 folgt ‖ϕm(x)−ϕn(x)‖ = ‖(ϕm−ϕn)(x)‖ ≤ ‖ϕm−ϕn‖ ‖x‖ ≤ ε0‖x‖ < ε.

Wir definieren nun ϕ : X → Y durch

ϕ(x) = lim
n→∞

ϕn(x)

und zeigen: A. ϕ ist R-linear; B. (‖ϕ− ϕn‖)n≥0 → 0; C. ‖ϕ‖ <∞.

Beweis von A. Seien x, y ∈ X und α ∈ R. Dann folgt

ϕ(x+ y) = lim
n→∞

ϕn(x+ y) = lim
n→∞

[
ϕn(x) + ϕn(y)

]
= lim

n→∞
ϕn(x) + lim

n→∞
ϕn(y) = ϕ(x) + ϕ(y)

und
ϕ(αx) = lim

n→∞
ϕn(αx) = lim

n→∞
αϕn(x) = α lim

n→∞
ϕn(x) = αϕ(x) . �

Beweis von B. Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀n ≥ n0) ‖ϕ − ϕn‖ < ε. Sei
ε ∈ R>0 und 0 < ε0 < ε. Sei n0 ∈ N0, so dass (∀m, n ≥ n0) ‖ϕm−ϕn‖ < ε0. Für m ≥ n ≥ n0

und x ∈ X mit ‖x‖ ≤ 1 folgt ‖ϕm(x)−ϕn(x)‖ = ‖(ϕm−ϕn)(x)‖ ≤ ‖ϕm−ϕn‖ < ε0 und daher

‖ϕ(x)− ϕn(x)‖ = lim
m→∞

‖ϕm(x)− ϕn(x)‖ ≤ ε0 , also auch ‖ϕ− ϕn‖ ≤ ε0 < ε . �

Beweis von C. Sei n ∈ N0 mit ‖ϕ−ϕn‖ < 1. Dann folgt ‖ϕ‖ ≤ ‖ϕ−ϕn‖+‖ϕn‖ <∞. �
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• p ≥ 2, p− 1 → p : Die Abbildung Φ1 : Lp(X1, . . . , Xp;Y ) → L
(
X1, L

p−1(X2, . . . , Xp;Y )
)

ist eine Isometrie. Lp−1(X2, . . . , Xp;Y )) ist vollständig nach Induktionsvoraussetzung, also ist
auch L

(
X1, L

p−1(X2, . . . , Xp;Y )
)

und damit Lp(X1, . . . , Xp;Y ) vollständig.

2. Auf Grund der wertweisen Verknüpfung p-linearer Abbildungen ist F R-linear. Nach
Satz 9.1.1 gilt für alle ϕ ∈ Lp(R, X) ‖F (ϕ)‖ = ‖ϕ(1, . . . , , 1)‖ = ‖ϕ‖. Daher ist insbesondere
Ker(F ) = {0}, und es bleibt die Surjektivität von F zu zeigen.

Für x ∈ X sei ϕx : Rp → X definiert durch ϕx(α1, . . . , αp) = α1 · . . . · αpx. Dann ist
ϕx ∈ Lp(R, X), und F (ϕx) = x. �

Satz 9.3. Seien X, Y, Z normierte Räume, und seien ϕ : X → Y und ψ : Y → Z R-lineare
Abbildungen . Dann ist ‖ψ◦ϕ‖ ≤ ‖ψ‖ ‖ϕ‖. Insbesondere ist

◦ : L(X, Y )×L(Y, Z) → L(X,Z), (ϕ, ψ) 7→ ψ◦ϕ ,
eine stetige bilineare Abbildung mit ‖ ◦ ‖ ≤ 1, und (L(X), ◦) ist eine normierte Algebra.

Beweis. Es genügt, ‖ψ◦ϕ‖ ≤ ‖ψ‖ ‖ϕ‖ zu beweisen. Für x ∈ X folgt aus Satz 9.1.1

‖ψ◦ϕ(x)‖ = ‖ψ(ϕ(x))‖ ≤ ‖ψ‖ ‖ϕ(x)‖ ≤ ‖ψ‖ ‖ϕ‖ ‖x‖ , also ‖ψ◦ϕ‖ ≤ ‖ψ‖ · ‖ϕ‖ . �

Beispiele:

1. Sei n ∈ N und Y ein normierter Raum.

Für α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn und y = (y1, . . . , yn) ∈ Y n sei H(α,y) =
n∑
i=1

αiyi ∈ Y .

Dann ist H ∈ L2(Rn, Y n), und
(
y 7→ H(·,y)

)
∈ L

(
Y, L(Rn, Y )

)
.

2. Seien X,Y normierte Räume. Dann ist die Abbildung

ε : L(X, Y )×X → Y , (ϕ, x) 7→ ϕ(x)

bilinear und stetig, und wegen ‖ϕ(x)‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖x‖ ist ‖ε‖ ≤ 1. Insbesondere ist für
jedes x ∈ X die Auswertungsabbildung εx : L(X, Y ) → Y , definiert durch εx(ϕ) = ϕ(x),
eine stetige lineare Abbildung mit ‖εx‖ ≤ ‖x‖.

3. Für jeden normierten Raum X ist die Skalarmultiplikation σ : R×X → X eine stetige
bilineare Abbildung mit ‖σ‖ ≤ 1.

4. Für p, q, n ∈ N ist die Matrixmultiplikation Mp,q(R)×Mq,n(R) → Mp,n(R) eine stetige
bilineare Abbildung. Insbesondere ist die Abbildung Mp,q(R)×Rq → Rp, definiert durch
(A,x) 7→ Axt, bilinear und stetig.

5. Ist A eine normierte Algebra, so ist die Algebrenmultiplikation A×A→ A bilinear und
stetig.

Satz und Definition 9.4. Seien m, n ∈ N,

A = (aj,ν)j=1,...,m
ν=1,...,n

∈ Mm,n(R) und θA : Rn → Rm definiert durch θA(x) = Ax

(für einen Spaltenvektor x = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn). Sei ‖ · ‖∞ : L(Rn,Rm) → R≥0 die von den

Maximumsnormen auf Rn und Rm induzierte Operatornorm. Dann ist

‖θA‖∞ = max
{ n∑
ν=1

|a1,ν | , . . . ,
n∑
ν=1

|am,ν |
}
.
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Man nennt

‖A‖∞ = max
{ n∑
ν=1

|a1,ν | , . . . ,
n∑
ν=1

|am,ν |
}

die Zeilensummennorm von A.

‖·‖∞ : Mm,n(R) → R≥0 ist eine Norm. Für q ∈ N und B ∈ Mn,q(R) ist ‖AB‖∞ ≤ ‖A‖∞ ‖B‖∞.

Beweis. Sei l ∈ {1, . . . ,m} mit

M =
n∑
ν=1

|al,ν | = max
{ n∑
ν=1

|a1,ν | , . . . ,
n∑
ν=1

|am,ν |
}
.

Für x = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn ist dann

‖θA(x)‖∞ = max
{∣∣∣ n∑

ν=1

a1,νxν

∣∣∣ , . . . , ∣∣∣ n∑
ν=1

am,νxν

∣∣∣ }
≤ M ‖x‖∞

und daher ‖θA‖ ≤ M . Für ν ∈ {1, . . . , n} sei yν = sgn(al,ν), falls al,ν 6= 0, yν = 1, falls
al,ν = 0, und y = (y1, . . . , yn)

t. Dann ist ‖y‖∞ = 1, und für alle j ∈ {1, . . . ,m} ist∣∣∣ n∑
ν=1

aj,νyν

∣∣∣ ≤
n∑
ν=1

|aj,ν | ≤M

mit Gleichheit für j = l, und daher folgt ‖θA‖ = M .

Die Abbildung θ : Mm,n(R) → L(Rn,Rm) ist ein Isomorphismus und ‖ · ‖∞ ist eine Norm auf
L(Rn,Rm). Daher ist ‖ · ‖∞ auch eine Norm auf Mm,n(R).

Ist q ∈ N und B ∈ Mn,q(R), so ist θAB = θA◦θB, und aus Satz 9.3 folgt

‖AB‖∞ = ‖θA◦θB‖∞ ≤ ‖θA‖∞ ‖θB‖∞ = ‖A‖∞ ‖B‖∞ . �

9.2. Differenzierbarkeit

Satz und Definition 9.5. Seien X und Y normierte Räume, D ⊂ X eine offene Teilmenge,
a ∈ D, f : D → Y eine Abbildung und ϕ : X → Y eine R-lineare Abbildung.

Man sagt, ϕ approximiert f bei a, wenn

lim
h→0

1

‖h‖
[
f(a+ h)− f(a)− ϕ(h)

]
= 0

[
⇐⇒ lim

x→a

1

‖x− a‖
[
f(x)− f(a)− ϕ(x− a)

]
= 0

]
.

1. Es gibt höchstens eine R-lineare Abbildung ϕ : X → Y , welche f bei a approximiert.

2. Die R-lineare Abbildung ϕ : X → Y ) approximiere f bei a. Dann gilt :

ϕ ∈ L(X,Y ) ⇐⇒ f ist stetig in a.

f heißt differenzierbar in a, wenn es ein ϕ ∈ L(X, Y ) gibt, welches f bei a approximiert.
Nach 1. gibt es dann genau ein solches ϕ. Dieses heißt Differenzial von f an der Stelle a,

ϕ = df(a) ∈ L(X, Y ) .

f heißt differenzierbar (in D), wenn f in jedem Punkt a ∈ D differenzierbar ist. Ist f
differenzierbar in D, so heißt die Abbildung df : D → L(X, Y ) das Differenzial von f in D.
Ist df : D → L(X, Y ) stetig, so nennt man f stetig differenzierbar.
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Beweis. 1. Seien ϕ1, ϕ2 : X → Y ) zwei R-lineare Abbildungen, welche f bei a approximieren,
und sei ψ = ϕ1 − ϕ2 : X → Y . Dann folgt

lim
h→0

1

‖h‖
ψ(h) = 0 ,

und wir zeigen ψ = 0. Sei x ∈ X \ {0}. Für n ∈ N sei hn = 1
n
x. Dann folgt (hn)n≥0 → 0 und

1

‖hn‖
ψ(hn) = ψ(x), also ψ(x) = 0 .

2. Sei ε ∈ R>0 mit Bε(a) ⊂ D, und sei θ : Bε(0) → Y definiert durch

θ(h) = f(a+ h)− f(a)− ϕ(h) .

Dann existiert

lim
h→0

1

‖h‖
θ(h) ∈ Y , und daher ist lim

h→0
θ(h) = lim

h→0
‖h‖

( 1

‖h‖
θ(h)

)
= 0 .

Also folgt:

lim
h→0

f(a+ h) = f(a) ⇐⇒ lim
h→0

ϕ(h) = 0

und damit die Behauptung nach Satz 9.1.2. �

Bemerkungen:

Seien X und Y normierte Räume, D ⊂ X eine offene Teilmenge, a ∈ D und f : D → Y .

1. Sei ε ∈ R>0 mit Bε(a) ⊂ D und ϕ : X → Y eine R-lineare Abbildung. Dann sind
äquivalent:

(a) ϕ approximiert f bei a.

(b) Es gibt eine Funktion r : Bε(a) → Y , so dass

(∀x ∈ Bε(a)) f(x) = f(a) + ϕ(x− a) + ‖x− a‖ r(x) und lim
x→a

r(x) = 0 .

(c) Es gibt eine Funktion r : Bε(0) → Y , so dass

(∀h ∈ Bε(0)) f(a+ h) = f(a) + ϕ(h) + ‖h‖ r(h) und lim
h→0

r(h) = 0 .

2. Ist f differenzierbar in a, so ist df(a) : X → Y stetig, und f ist stetig in a.

3. Sei D0 ⊂ D offen und a ∈ D0. Dann gilt:

f ist differenzierbar in a ⇐⇒ f |D0 ist differenzierbar in a,

und es ist df(a) = d(f |D0)(a) ∈ L(X, Y ).

Satz 9.6. Sei Y ein normierter Raum, D ⊂ R offen, a ∈ D und f : D → Y . Dann sind
äquivalent :

(a) f ist differenzierbar im Sinne von Definition 7.2, das heißt, es existiert

f ′(a) = lim
x→a

1

x− a

[
f(x)− f(a)

]
∈ Y .
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(b) f ist differenzierbar im Sinne von Satz und Definition 9.5, das heißt, es existiert eine
stetige lineare Abbildung df(a) ∈ L(R, Y ), so dass

lim
x→a

1

|x− a|
[
f(x)− f(a)− df(a)(x− a)

]
= 0 .

Ist f differenzierbar in a, so ist f ′(a) = df(a)(1) ∈ Y und (∀h ∈ R) df(a)(h) = hf ′(a).

Beweis. Nach Satz 9.2 ist F : L(R, Y ) → Y , definiert durch F (ϕ) = ϕ(1), eine Isometrie.

(a) ⇒ (b) Sei ϕ = F−1
(
f ′(a)

)
: R → Y , also (∀h ∈ R) ϕ(h) = f ′(a)h. Für x ∈ D \ {a}

folgt∥∥∥ 1

|x− a|
[
f(x)− f(a)− ϕ(x− a)

]∥∥∥ =
∥∥∥ 1

x− a

[
f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)

]∥∥∥
=

∥∥∥ 1

x− a
[f(x)− f(a)]− f ′(a)

∥∥∥ und daher lim
x→a

1

|x− a|
[
f(x)− f(a)− ϕ(x− a)

]
= 0 ,

also (b) mit df(a) = ϕ.

(b) ⇒ (a) Für x ∈ D ist df(a)(x− a) = (x− a)df(a)(1), also

0 = lim
x→a

∥∥∥ 1

|x− a|
[
f(x)− f(a)− df(a)(x− a)

]∥∥∥ = lim
x→a

∥∥∥ 1

x− a

[
f(x)− f(a)

]
− df(a)(1)

∥∥∥
und daher

lim
x→a

1

x− a

[
f(x)− f(a)

]
= df(a)(1) ∈ Y .

Folglich gilt (a) mit f ′(a) = df(a)(1). �

Satz 9.7. Sei p ∈ N, seien X1, . . . , Xp, Y normierte Räume und X = X1× . . .×Xp der
Produktraum.

1. Für ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp) : Y → X gilt: ϕ ∈ L(Y,X) ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , p}) ϕi ∈ L(Y,Xi).
Ist ϕ ∈ L(Y,X) so folgt ‖ϕ‖ = max{‖ϕ1‖, . . . , ‖ϕp‖}.

2. Sei D ⊂ Y offen, a ∈ D und f = (f1, . . . , fp) : Y → X.

f ist differenzierbar in a ⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , p}) fi ist differenzierbar in a .

Ist f differenzierbar in a, so ist df(a) = (df1(a), . . . , dfp(a)) ∈ L(Y,X).

3. Sei ϕ ∈ Lp(X1, . . . , Xp;Y ). Dann ist ϕ differenzierbar. Für a = (a1, . . . , ap) ∈ X ist
dϕ(a) ∈ L(X, Y ) gegeben durch

dϕ(a)(h1, . . . , hp) =

p∑
i=1

ϕ(a1, . . . , ai−1, hi, ai+1, . . . , ap) ,

Beweis. 1. Für i ∈ {1, . . . , p} sei πi : X → Xi die Projektion und εi : Xi → X die Einlagerung
(siehe Satz 9.1.5). Dann ist ϕi = πi◦ϕ und ϕ = ε1◦ϕ1 + . . . + εp◦ϕp, also ϕ genau dann
R-linear, wenn alle ϕi R-linear sind. Mit Satz 9.3 folgt ‖ϕi‖ ≤ ‖πi‖ ‖ϕ‖ ≤ ‖ϕ‖, und daher
max{‖ϕ1‖, . . . , ‖ϕp‖} ≤ ‖ϕ‖. Für x ∈ Y ist

‖ϕ(x)‖ = max{‖ϕ1(x)‖, . . . , ‖ϕp(x)‖} ≤ max{‖ϕ1‖, . . . , ‖ϕp‖} ‖x‖
und daher ‖ϕ‖ ≤ max{‖ϕ1‖, . . . , ‖ϕp‖}.

2. Nach 1. (man beachte die komponentenweise Konvergenz in X).

3. Nach Satz 9.1.2. �
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Satz 9.8. Seien X und Y normierte Räume.

1. f ∈ L(X, Y ) =⇒ f ist differenzierbar, und (∀a ∈ X) df(a) = f .

2. Sei ∅ 6= D ⊂ X offen und f : D → Y konstant. Dann ist f differenzirbar und df = 0.

3. Sei D ⊂ X offen, a ∈ D, λ ∈ R, und seien f, g : D → Y differenzierbar in a. Dann
sind auch f + g : D → Y und λf : D → Y differenzierbar in a,

d(f + g)(a) = df(a) + dg(a) und d(λf)(a) = λ df(a) .

Beweis. 1. Nach Satz 9.7.

2. Ist f konstant und a ∈ X, so approximiert 0 ∈ L(X, Y ) die Funktion f bei a.

3. Es ist

lim
h→0

1

‖h‖
[
f(a+ h)− f(a)− df(a)(h)

]
= 0 und lim

h→0

1

‖h‖
[
g(a+ h)− g(a)− dg(a)(h)

]
= 0 ,

also auch

lim
h→0

1

‖h‖
[
(f + g)(a+ h)− (f + g)(a)−

(
df(a) + dg(a)

)
(h)

]
= lim

h→0

1

‖h‖
[
f(a+ h)− f(a)− df(a)(h)

]
+ lim

h→0

1

‖h‖
[
g(a+ h)− g(a)− dg(a)(h)

]
= 0

und

lim
h→0

1

‖h‖
[
(λf)(a+ h)− (λf)(a)− λdf(a)(h)

]
= λ lim

h→0

1

‖h‖
[
f(a+ h)− f(a)− df(a)(h)

]
= 0 .

Wegen df(a) + dg(a) ∈ L(X, Y ) und λdf(a) ∈ L(X, Y ) folgt die Behauptung. �

Satz 9.9 (Kettenregel). Seien X, Y, Z normierte Räume, D ⊂ X und E ⊂ Y seien offen,
a ∈ D, f : D → Y sei differenzierbar in a, f(D) ⊂ E, und g : E → Z sei differenzierbar
in f(a). Dann ist g◦f : D → Z differenzierbar in a, und

d(g◦f)(a) = dg
(
f(a)

)
◦df(a) ∈ L(X,Z) .

Beweis. Sei ε ∈ R>0 mit Bε(a) ⊂ D und Bε(f(a)) ⊂ E, und seien r : Bε(a) → Y und
r1 : Bε(f(a)) → Z, so dass

lim
h→0

r(h) = 0 , lim
k→0

r1(k) = 0 ,

und für alle h ∈ Bε(0) ⊂ X und k ∈ Bε(0) ⊂ Y ist

f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) + ‖h‖ r(h) und g
(
f(a) + k

)
= g◦f(a) + dg

(
f(a)

)
(k) + ‖k‖ r1(k) .

Sei (hn)n≥0 eine Folge in Bε(0) \ {0} mit (hn)n≥0 → 0. Wir zeigen:( 1

‖hn‖
∥∥(g◦f)(a+ hn)− (g◦f)(a)− dg(f(a))◦df(a)(hn)

∥∥)
n≥0

→ 0 .

Für n ≥ 0 sei kn = df(a)(hn) + ‖hn‖r(hn). Dann ist ‖kn‖ ≤ ‖df(a)‖ ‖hn‖ + ‖hn‖ ‖r(hn)‖,
und wegen (kn)n≥0 → 0 können wir annehmen, dass (∀n ≥ 0) kn ∈ Bn(0). Dann folgt
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f(a+ hn) = f(a) + kn und daher∥∥(g◦f)(a+ hn)−(g◦f)(a)− dg(f(a))◦df(a)(hm)
∥∥

=
∥∥dg(f(a))(kn) + ‖kn‖r1(kn)− dg(f(a)

(
df(a)(hn)

)∥∥
=

∥∥dg(f(a))
(
‖hn‖r(hn)

)
+ ‖kn‖r1(kn)

∥∥
≤ ‖hn‖

[
‖dg(f(a))‖ ‖r(hn)‖+

(
‖df(a)‖+ ‖r(hn)‖

)
‖r1(kn)

]
.

Damit folgt die Behauptung. �

Beispiele:

1. Seien X, Y, Z normierte Räume, D ⊂ X offen, a ∈ D, f : D → Y sei differenzierbar in
a und ϕ ∈ L(Y, Z). Dann ist ϕ◦f : D → Z differenzierbar in a, und

d(ϕ◦f)(a) = dϕ
(
f(a)

)
◦df(a) = ϕ◦df(a) ∈ L(X,Z) .

2. Seien V, X, Y normierte Räume, D ⊂ X offen, a ∈ D, f : D → Y sei differenzierbar in
a, ϕ0 ∈ L(V,X), c ∈ X und ϕ : V → X definiert durch ϕ(t) = ϕ0(t) + c. Sei t0 ∈ V
mit ϕ(t0) = a. Dann ist ϕ−1(D) ⊂ V offen (nach Satz 4.17.1), f ◦ϕ : ϕ−1(D) → Y ist
differenzierbar in t0, und

d(f ◦ϕ)(t0) = df
(
ϕ(t0)

)
◦dϕ(t0) = df(a)◦ϕ0 .

Ist insbesondere V = R, ϕ0(t) = tu und ϕ(t) = tu+ c mit u ∈ X, so folgt

(f ◦ϕ)′(t0) = d(f ◦ϕ)(t0)(1) = df(a)
(
ϕ0(1)

)
= df(a)(u) .

Satz 9.10 (Schrankensatz). Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X offen und f : D → Y
differenzierbar.

1. Seien a, b ∈ D mit [a, b] ⊂ D. Dann folgt ‖f(b)− f(a)‖ ≤ ‖df‖[a,b] ‖b− a‖.
Ist f stetig differenzierbar, so ist auch die Funktion

[0, 1] → Y , definiert durch t 7→ df
(
a+ t(b− a)

)
(b− a) ,

stetig, und falls Y ein Banachraum ist, gilt

f(b)− f(a) =

∫ 1

0

df
(
a+ t(b− a)

)
(b− a) dt .

2. Sei D polygonzusammenhängend und df = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. 1. Sei ϕ : R → X definiert durch ϕ(t) = a+ t(b− a). Dann ist ϕ
(
[0, 1]

)
= [a, b] ⊂ D

und daher [0, 1] ⊂ ϕ−1(D). Nach Satz 4.17 ist ϕ−1(D) ⊂ R offen, und nach Satz 9.9 gilt für
alle t ∈ ϕ−1(D) : f ◦ϕ ist differenzierbar in t, und

(f ◦ϕ)′(t) = d(f ◦ϕ)(t)(1) = df
(
ϕ(t)

)
◦dϕ(t)(1) = df

(
ϕ(t)

)(
ϕ′(t)

)
= df

(
ϕ(t)

)
(b− a) .

Nach Satz 7.8 folgt ‖f(b) − f(a)‖ = ‖f ◦ϕ(1) − f ◦ϕ(0)‖ ≤ ‖(f ◦ϕ)′‖[0,1]. Für t ∈ [0, 1] ist
‖(f◦ϕ)′(t)‖ ≤ ‖df(ϕ(t))‖ ‖b− a‖ ≤ ‖df‖[a,b] ‖b− a‖ und daher ‖(f◦ϕ)′‖[0,1] ≤ ‖df‖[a,b] ‖b− a‖.
Sei nun df : D → L(X, Y ) stetig, sei t ∈ [0, 1] und (tn)n≥0 eine Folge in [0, 1] mit (tn)n≥0 → t.
Dann folgt

(
df(ϕ(tn))

)
n≥0

→ df(ϕ(t)), und∥∥df(
ϕ(tn)

)
(b− a)− df

(
ϕ(t)

)
(b− a)

∥∥ =
∥∥[
df

(
ϕ(tn)

)
− df

(
ϕ(t)

)]
(b− a)

∥∥
≤

∥∥df(
ϕ(tn)

)
− df

(
ϕ(t)

)∥∥ ∥∥b− a
∥∥ ,
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also
(
df

(
ϕ(tn)

)
(b− a)

)
n≥0

→ df
(
ϕ(t)

)
(b− a). Daher ist die Abbildung

t 7→ df
(
a+ t(b− a)

)
(b− a) = (f ◦ϕ)′(t)

stetig, und

f(b)− f(a) = (f ◦ϕ)(1)− (f ◦ϕ)(0) =

∫ 1

0

(f ◦ϕ)′(t)dt .

2. Seien a, b ∈ D und a = a0, a1, . . . , an = b ∈ D, so dass (∀j ∈ {1, . . . , n}) [aj−1, aj] ⊂ D.
Nach 1. ist dann (∀j ∈ {1, . . . , n}) f(aj−1) = f(aj), also auch f(a) = f(b). �

9.3. Richtungsableitungen und partielle Ableitungen

Definition 9.3. Seien X, Y normierte Räume, D ⊂ X offen, a ∈ D, h ∈ X \{0} und ε ∈ R>0,
so dass

(
∀t ∈ (−ε, ε)

)
a + th ∈ D. Sei ϕ : (−ε, ε) → D definiert durch ϕ(t) = a + th. Sei

f : D → Y . Man sagt, f ist in a in Richtung h differenzierbar , wenn die Funktion f ◦ϕ
in 0 differenzierbar ist. Man nennt dann

∂hf(a) = (f ◦ϕ)′(0) = lim
t→0

1

t

[
f(a+ th)− f(a)

]
∈ X

die Richtungsableitung von f in Richtung h.

Man sagt, f ist (in D) in Richtung h differenzierbar , wenn f in jedem Punkt a ∈ D in
Richtung h differenzierbar ist.

Satz 9.11. Seien X, Y normierte Räume, D ⊂ X offen, a ∈ D, h ∈ X \{0} und f : D → Y .

1. Sei f differenzierbar in a. Dann ist f in a in Richtung h differenzierbar, und

∂hf(a) = df(a)(h) .

2. Ist f stetig differenzierbar, so ist auch ∂hf : D → Y stetig in a.

Beweis. 1. Sei ε ∈ R>0, so dass
(
∀t ∈ (−ε, ε)

)
a+ th ∈ D, und sei ϕ : (−ε, ε) → D definiert

durch ϕ(t) = a+ th. Nach Satz 9.9 ist f ◦ϕ differenzierbar in 0, und

(f ◦ϕ)′(0) = d(f ◦ϕ)(0)(1) = df
(
ϕ(0)

)
◦dϕ(0)(1) = df(a)(h) .

Daher ist f in a in Richtung h differenzierbar, und es ist ∂hf(a) = df(a)(h).

2. Die Abbildung εh : L(X, Y ) → Y , definiert durch εh(ϕ) = ϕ(h), ist nach Satz 9.1.4
stetig. Daher ist auch ∂hf = εh◦df : D → Y stetig. �

Bemerkung (Geometrische Deutung von Richtunsableitung und Differenzial):

Sei n ∈ N, D ⊂ Rn offen, a ∈ D, f : D → R und

Gf = {(x, y) ∈ Rn×R | x ∈ D , y = f(x)} ⊂ Rn+1 der Graph von f .

Geometrische Vorstellung: Gf ⊂ Rn+1 ist eine Hyperfläche über der Basis D ⊂ Rn.
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1. Tangenten:

Sei h ∈ Rn \ {0} und ε ∈ R>0, so dass
(
∀t ∈ (−ε, ε)

)
a + th ∈ D. Dann ist

γ : (−ε, ε) → Rn+1 , definiert durch γ(t) = (a + th, f(a + th)) ,

eine Kurve auf Gf durch (a, f(a)) mit Basisrichtung h. Sei v ∈ R und

g =
(
a, f(a)

)
+ R (h, v) ⊂ Rn+1

eine Gerade durch (a, f(a)) mit Basisrichtung h und Steigung v. g heißt Tangente
an Gf in (a, f(a)) mit Basisrichtung h, wenn

lim
t→0

1

t

[
f(a + th)−

(
f(a) + tv

)]
= 0 ,

und daher gilt:

g ist Tangente an Gf in (a, f(a)) mit Basisrichtung h ⇐⇒ v = ∂hf(a) .

Dann ist (h, ∂hf(a)) ein Tangentialvektor an Gf in (a, f(a)) mit Basisrichtung h.

2. Tangentialhyperebene:

Sei c ∈ R, l ∈ L(Rn,R) und g : Rn → R definiert durch g(x) = c + l(x). Dann ist
Graph(g) ⊂ Rn eine Hyperebene, und es gilt:

(a, f(a)) ∈ Graph(g) ⇐⇒ g(a) = f(a) ⇐⇒ f(a) = c+ l(a)

⇐⇒ (∀x ∈ Rn) g(x) = f(a) + l(x− a) .

Sei nun (a, f(a)) ∈ Graph(g), also

Tl = Graph(g) = {(x, y) ∈ Rn×R | y = f(a) + l(x− a) } .
Die Hyperebene Tl heißt Tangentialhyperebene an Gf in (a, f(a)), wenn

lim
x→a

1

‖x− a‖
[
f(x)− g(x)

]
= lim

x→a

1

‖x− a‖
[
f(x)− f(a)− l(x− a)

]
= 0 .

Daher gilt:

Genau dann ist Tl Tangentialhyperebene an Gf in (a, f(a)), wenn f in a differenzierbar
ist, und l = df(a).

Definition 9.4. Sei n ∈ N, und für i ∈ {1, . . . , n} sei ei ∈ Rn der i-te n-dimensionale
Einheitsvektor. Sei D ⊂ Rn offen, a ∈ D, Y ein normierter Raum, f : D → Y und
i ∈ {1, . . . , n}.
Man sagt, f ist in a partiell nach der i-ten Koordinate (oder partiell nach xi) differenzierbar,
wenn f in a in Richtung ei differenzierbar ist. Man schreibt

∂if(a) =
∂f

∂xi
(a) = ∂xi

f(a) = fxi
(a) = ∂ei

f(a) .

Man sagt, f ist (inD) partiell nach der i-ten Koordinate (oder partiell nach xi) differenzierbar,
wenn f in jedem Punkt a ∈ D partiell nach xi differenzierbar ist. Man nennt dann ∂i : D → Y
die partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate.

Bemerkungen:

Sei n ∈ N, D ⊂ Rn offen, a = (a1, . . . , an) ∈ D, Y ein normierter Raum, f : D → Y und
i ∈ {1, . . . , n}.
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1. Genau dann ist f in a partiell nach der i-ten Koordinate differenzierbar, wenn der nach-
stehende Limes in Y existiert:

∂if(a) = lim
t→0

1

t

[
f(a1, . . . , ai−1, ai + t, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an)

]
.

2. Sei ε ∈ R>0 mit Bε(a) ⊂ D, und sei

fa,i : (ai − ε, ai + ε) → Y definiert durch fa,i(x) = f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) .

Genau dann ist f in a partiell nach der i-ten Koordinate differenzierbar, wenn fa,i in
ai differenzierbar ist, und dann ist ∂if(a) = f ′a,i(ai).

Satz 9.12. Sei n ∈ N, ∅ 6= D ⊂ Rn offen, Y ein normierter Raum und f : D → Y .

1. Sei a ∈ D und f differenzierbar in a. Dann ist f in a für alle i ∈ {1, . . . , n} partiell
nach der i-ten Koordinate differenzierbar, es ist ∂if(a) = df(a)(ei), und

(∀h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn) df(a)(h) =
n∑
i=1

hi ∂if(a) .

2. Sei a ∈ D. Für alle i ∈ {1, . . . , n} sei f in D partiell nach der i-ten Koordinate
differenzierbar, und ∂if sei stetig in a. Dann ist f differenzierbar in a.

3. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) f ist stetig differenzierbar.

(b) (∀i ∈ {1, . . . , n}) f ist in D partiell nach der i-ten Koordinate differenzierbar, und
∂if : D → Y ist stetig.

Beweis. 1. Sei i ∈ {1, . . . , n}. Nach Satz 9.11 ist f in a partiell nach der i-ten Koordinate
differenzierbar, und ∂if(a) = fei

(a) = df(a)(ei). Für h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn ist

h =
n∑
i=1

hiei und daher df(a)(h) =
n∑
i=1

hidf(a)(ei) =
n∑
i=1

hi∂if(a) .

2. Wir zeigen: Ist ϕ ∈ L(Rn, Y ) definiert durch

ϕ(h1, . . . , hn) =
n∑
i=1

hi∂if(a) , so gilt lim
h→0

1

‖h‖
[
f(a + h)− f(a)− ϕ(h)

]
= 0 ,

also ϕ = df(a). Es ist also zu zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0)
[
Bδ(a) ⊂ D ∧

(
∀h ∈ Bδ(0)

)
‖f(a + h)− f(a)− ϕ(h)‖ ≤ ε‖h‖

]
.

Sei ε ∈ R>0. Wegen der Stetigkeit von ∂if in a gibt es ein δ ∈ R>0 mit Bδ(a) ⊂ D und

(∀h′ ∈ Bδ(0) ) (∀i ∈ {1, . . . , n}) ‖∂if(a + h′)− ∂if(a)‖ < ε

3n
.

Sei nun 0 6= h = (h1, . . . , hn) ∈ Bδ(0) und a = (a1, . . . , an). Für i ∈ {1, . . . , n} sei

Ai = f(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai+hi, ai+1, . . . , an)

− f(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai, ai+1, . . . , an)− hi∂if(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai, ai+1, . . . , an) .
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Dann folgt∥∥f(a + h)−f(a)− ϕ(h)
∥∥

=
∥∥∥ n∑
i=1

[
Ai + hi∂if(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai, ai+1, . . . , an)− hi∂if(a)

∥∥∥
≤

n∑
i=1

‖Ai‖+
n∑
i=1

‖∂if(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai, ai+1, . . . , an)− ∂if(a)‖ ‖h‖

≤
n∑
i=1

‖Ai‖+
ε

3
‖h‖ .

Für i ∈ {1, . . . , n} sei gi : [0, 1] → Y definiert durch

gi(t) = f(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai+thi, ai+1, . . . , an)

− ∂if(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai, ai+1, . . . , an)thi

Dann ist gi differenzierbar, und für alle t ∈ [0, 1] ist

g′i(t) =∂if(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai + thi, ai+1, . . . , an)hi − ∂if(a)hi

−
[
∂if(a1+h1, . . . , ai−1+hi−1, ai, ai+1, . . . , an)hi − ∂if(a)hi

]
, also ‖g′i(t)‖ <

2ε

3n
|hi| ,

und mit Satz 9.10 folgt

‖Ai‖ = ‖gi(1)− gi(0)‖ ≤ ‖g′i‖[0,1] ≤
2ε

3n
‖h‖ ,

also ‖f(a + h)− f(a)− ϕ(h)‖ ≤ ε‖h‖.
3. (a) ⇒ (b) Nach Satz 9.11.

(b) ⇒ (a) Nach 2. ist f differenzierbar in D und es bleibt die Stetigkeit von df zu
zeigen. Sei H : Y n → L(Rn, Y ) definiert durch H(y1, . . . , yn)(α1, . . . , αn) = α1y1 + . . .+αnyn.
Dann ist H eine stetige lineare Abbildung (siehe Beispiel 1 nach Satz 9.3), und nach 1. ist
df = H ◦ (∂1f, . . . , ∂nf) : D → L(Rn, Y ), also df stetig. �

Beispiel: Seien f, g : R2 → R definiert durch f(0, 0) = g(0, 0 = 0 und(
∀(x, y) 6= (0, 0

)
f(x, y) =

x2y

x2 + y2
und g(x, y) =

xy2

x2 + y4
.

Für jedes h ∈ R2 mit ‖h‖ = 1 existieren die Richtungsableitungen ∂hf(0, 0) und ∂hg(0, 0),
f und g sind nicht differenzierbar in (0, 0), f ist stetig in (0, 0) und g ist unstetig in (0, 0).

Definition 9.5. Seien n, m ∈ N, D ⊂ Rn offen, a ∈ D, f = (f1, . . . , fm) : D → Rm sei
differenzierbar in a. Dann heißt die Matrix

Jf(a) =
(
∂jfi(a)

)
i=1,...,m
j=1,...,n

∈ Mm,n(R)

die Jacobi’sche Matrix oder Funktionalmatrix von f in a.

Im Falle m = 1 heißt

gradf(a) = Jf(a) = (∂1f(a), . . . , ∂nf(a)) ∈ Rn

der Gradient von f in a.
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Im Falle m = n heißt
∂(f1, . . . , fn)

∂(x1, . . . , xn)
(a) = det Jf(a)

die Funktionaldeterminante von f in a.

Bemerkung:

Seien n, m ∈ N und ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ L(Rn,Rm). Für i ∈ {1, . . . , n} ist dann

ϕ(e
(n)
i )t =

(
ϕ1(e

(n)
i ), . . . , ϕm(e

(n)
i )

)t

ein m-dimensionaler Spaltenvektor und

M(ϕ) =
(
ϕ(e

(n)
1 )t, . . . , ϕ(e(n)

n )t
)

=
(
ϕi(e

(n)
j )

)
i=1,...,m
j=1,...,n

∈ Mm,n(R)

die ϕ (bezüglich der kanonischen Basen) zugeordnete Matrix.

Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn gilt

ϕ(x)t =
n∑
j=1

xj ϕ(e
(n)
j )t =

( n∑
j=1

ϕ1(e
(n)
j )xj, . . . ,

n∑
j=1

ϕm(e
(n)
j )xj

)t

= M(ϕ) xt .

Sei nun q ∈ N und ψ = (ψ1, . . . , ψq) ∈ L(Rm,Rq). Dann ist ψ◦ϕ ∈ L(Rn,Rq), und

M(ψ◦ϕ) = M(ψ)M(ϕ) ∈ Mq,n(R) .[
denn: Für ν ∈ {1, . . . , q} und j ∈ {1, . . . , n} ist

M(ψ◦ϕ)ν,j = (ψν◦ϕ)(e
(n)
j ) = ψν

( m∑
i=1

ϕi(e
(n)
j ) e

(m)
i

)
=

m∑
i=1

ψν(e
(m)
i )ϕi(e

(n)
j ) =

(
M(ψ)M(ϕ)

)
ν,j
.
]

Insbesondere ist M : L(Rn)
∼→ Mn(R) ein R-Algebrenisomorphismus.

Sei nun D ⊂ Rn offen, a ∈ D und f = (f1, . . . , fm) : D → Rm differenzierbar in a. Dann ist

dfi(a)(e
(n)
j ) = ∂jfi(a) = Jf(a)i,j , und daher (∀x ∈ Rn) df(a)(x) = Jf(a) xt .

Ist f stetig differenzierbar, so ist J : D → Mm,n(R) eine stetige Abbildung, und im Falle m = n
ist auch det J : D → R stetig.

Sei nun außerdem E ⊂ Rm offen, f(a) ∈ E und g = (g1, . . . , gq) : E → Rq differenzierbar in
f(a). Dann ist nach Satz 9.9

d(g ◦ f)(a) = dg
(
f(a)

)
◦df(a) und daher J(g ◦ f)(a) = Jg

(
f(a)

)
Jf(a) ∈ Mq,n(R) .

Explizit enthält diese Matrizengleichung die Kettenregel für partielle Ableitungen :

(∀i ∈ {1, . . . , n}) (∀ν ∈ {1, . . . , q}) ∂i(gν ◦ f)(a) =
m∑
j=1

∂jgν
(
f(a)

)
∂ifj(a) .
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Satz und Definition 9.13 (Polarkoordinaten im Rn). Sei n ∈ N≥2.

Die n-dimensionale Polarkoordinatenabbildung Pn = (Pn,1, . . . , Pn,n) : Rn → Rn ist rekursiv
definiert durch

P2(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ) und Pn+1(r, ϕ1, . . . , ϕn) =
(
Pn(r cosϕn, ϕ1, . . . , ϕn−1), r sinϕn

)
.

P3 heißt Kugelkoordinatenabbildung . Es ist

P3(r, ϕ1, ϕ2) = (r cosϕ1 cosϕ2, r sinϕ1 cosϕ2, r sinϕ2) ,

und man nennt in diesem Falle ϕ1 die geographische Länge und ϕ2 die geographische Breite
des Punktes P3(r, ϕ1, ϕ2).

1. (∀(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) ∈ Rn) ‖Pn(r, ϕ1, . . . , ϕn−1)‖ = |r|.
2. Pn ist stetig differenzierbar, und

(∀(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) ∈ Rn) det JPn(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) = rn−1

n−1∏
i=2

(cosϕi)
i−1 .

3. Sei Πn = R>0×(−π, π)×(−π
2
, π

2
)n−2 ⊂ Rn und Σ = R2 \ (R≤0 × {0}) die geschlitzte

Ebene. Dann ist

Pn |Πn : Πn → Σ×Rn−2 ⊂ Rn bijektiv.

Beweis. Induktion nach n.

• n = 2 :
1. ‖P2(r, ϕ)‖2 = r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2.

2. P2,1 und P2,2 haben stetige partielle Ableitungen. Daher ist P2 stetig differenzierbar,

JP2(r, ϕ) =

(
cosϕ − r sinϕ

sinϕ r cosϕ

)
und det J(r, ϕ) = r .

3. Nach Satz 6.9 ist die Abbildung θ′ : R>0×(−π, π] → C×, definiert durch θ′(r, ϕ) = reiϕ,
bijektiv, und daher ist auch P2 |R>0×(−π, π] : R>0×(−π, π] → R2 \ {0} bijektiv. Wegen
P2(R>0×{π}) = R<0×{0} folgt P2(Π2) = Σ.

• n ≥ 2, n→ n+ 1 :
1. Für (r, ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Rn+1 ist

‖Pn+1(r,ϕ1,. . . ,ϕn)‖2 = ‖Pn(r cosϕn,ϕ1,. . . ,ϕn−1)‖2 +r2 sin2 ϕn = r2 cos2 ϕn+r2 sin2 ϕn = r2 .

2. Seien Ψ, Φ: Rn+1 → Rn+1 definiert durch

Φ(r,ϕ1,. . . ,ϕn) = (r cosϕn,ϕ1,. . . ,ϕn−1,r sinϕn) und Ψ(r,ϕ1,. . . ,ϕn) =
(
Pn(r,ϕ1,. . . ,ϕn−1),ϕn

)
.

Dann ist Pn+1 = Ψ◦Φ, Ψ und Φ sind stetig differenzierbar, und

JPn+1(r, ϕ1, . . . , ϕn) = JΨ(r cosϕn, ϕ1, . . . , ϕn−1, r sinϕn) Jφ(r, ϕ1, . . . , ϕn) .

Es ist

JΨ(r, ϕ1, . . . , ϕn) =

(
JPn(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) 0t

0 1

)
und

JΦ(r, ϕ1, . . . , ϕn) =

cosϕn 0 −r sinϕn
0t I 0t

sinϕn 0 r cosϕn
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(I bezeichnet die Einheitsmatrix). Damit folgt

det JPn+1(r, ϕ1, . . . , ϕn) = det JPn(r cosϕn, ϕ1, . . . , ϕn−1) r

= (r cosϕn)
n−1

(n−1∏
i=2

(cosϕi)
i−1

)
r = rn ·

n∏
i=2

(cosϕi)
i−1 .

3. Wir müssen zeigen: (∀x ∈ Σ×Rn−1) (∃! y ∈ Πn+1) Pn+1(y) = x.
Sei x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Σ×Rn−1 und r = ‖x‖. Wegen (x1, x2) 6= (0, 0) ist |xn+1| < r,

und daher gibt es ein ϕn ∈
(
−π

2
, π

2
) mit xn+1 = r sinϕn. Wegen

‖(x1, . . . , xn)‖2 = r2 − x2
n+1 = r2 cos2 ϕn ist ‖(x1, . . . , xn)‖ = r cosϕn ,

und nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein (ϕ1, . . . , ϕn−1) ∈ (−π, π)×
(
−π

2
, π

2

)n−2
mit

(x1, . . . , xn) = Pn(r cosϕn, ϕ1, . . . , ϕn−1), also x = Pn+1(r, ϕ1, . . . , ϕn).

Es ist noch die Eindeutigkeit von (r, ϕ1, . . . , ϕn) zu zeigen. Sei dazu (r′, ϕ′1, . . . , ϕ
′
n) ∈ Πn+1

mit Pn+1(r, ϕ1, . . . , ϕn) = Pn+1(r
′, ϕ′1, . . . , ϕ

′
n). Nach 1. ist dann r = r′, und es folgt

sinϕn = sinϕ′n , Pn(r cosϕn, ϕ1, . . . , ϕn−1) = Pn
(
r cosϕ′n, ϕ

′
1, . . . , ϕ

′
n−1

)
,

also nach Induktionsvoraussetzung cosϕn = cosϕ′n, (∀j ∈ {1, . . . , n − 1}) ϕj = ϕ′j, und
schließlich auch ϕn = ϕ′n. �

Bemerkung: Komplexe Differenzierbarkeit.

Sei D ⊂ C offen, a ∈ D und f : D → C. Nach Definition 9.5 heißt f differenzierbar in a,
wenn es ein ϕ ∈ L(C,C) gibt mit

lim
h→0

1

|h|
[
f(a+ h)− f(a)− ϕ(h)

]
= 0

[
äquivalent : lim

h→0

1

h

[
f(a+ h)− f(a)− ϕ(h)

]
= 0

]
.

Nach Definition 7.1 heißt f differenzierbar in a, wenn

f ′(a) = lim
h→0

1

h

[
f(a+ h)− f(a)

]
in C existiert .

Die beiden Definitionen sind nicht gleichwertig. Im Folgenden nennen wir f komplex differen-
zierbar in a, wenn f in a im Sinne von Definition 7.1 in a differenzierbar ist, und wir nenen
f reell differenzierbar in a, wenn f in a im Sinne von Definition 9.5 differenzierbar ist.

Beispiel: Die Funktion < : C → C ist R-linear und daher reell differenzierbar nach Satz 9.8
(es ist ∀a ∈ C) d<(a) = < ∈ L(C,C)), nach der Bemerkung in 8.2 ist aber < in keinem
Punkt a ∈ C komplex differenzierbar.

Satz 9.14. Sei D ⊂ C offen, a ∈ D und f : D → C. Wir identifizieren C mit R2 vermöge
(x, y) = x+ iy und definieren u, v : D → R durch u = <f und v = =f , also(

∀(x, y) ∈ R2
)
f(x+ iy) = f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) .

Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(a) f ist komplex differenzierbar in a (im Sinne von Definition 7.1).

(b) f ist reell differenzierbar in a (im Sinne von Definition 9.5), und

(∀c ∈ C) df(a)(c) = c df(a)(1) .
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(c) u und v sind reell differenzierbar in a, und es gelten die Cauchy-Riemann’schen Dif-
ferenzialgleichungen

ux(a) = vy(a) und uy(a) = −vx(a) .

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist f ′(a) = df(a)(1).

Beweis. (a) ⇒ (b) Sei ϕ : C → C definiert durch ϕ(h) = f ′(a)h. Dann ist ϕ ∈ L(C,C), und
(∀c ∈ C) ϕ(c) = cϕ(1). Wegen

lim
h→0

1

h

[
f(a+ h)− f(a)− ϕ(h)

]
= lim

h→0

[f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a)

]
= 0

ist f reell differenzierbar in a, und ϕ = df(a).

(b) ⇒ (c) Nach Satz 9.7.2 sind u und v reell differenzierbar in a, und nach Satz 9.12 gilt
für (h1, h2) ∈ R2 gilt:

df(a)(h1 + ih2) = du(a)(h1, h2) + i dv(a)(h1, h2) = ux(a)h1 + uy(a)h2 + i
[
vx(a)h1 + vy(a)h2

]
.

Insbesondere erhalten wir

df(a)(1) = ux(a) + ivx(a) , df(a)(i) = uy(a) + ivy(a) ,

und wegen df(a)(i) = i df(a)(1) = −vx(a) + iux(a) folgt ux(a) = vy(a) und uy(a) = −vx(a).
(c) ⇒ (a) Nach Satz 9.7.2 ist f reell differenzierbar in a, und df(a) = du(a) + i dv(a).

Insbesondere folgt für h = h1 + ih2 ∈ C
df(a)(h) = ux(a)h1 + uy(a)h2 + i [vx(a)h1 + vy(a)h2] = ux(a)(h1 + ih2) + i vx(a)(h1 + ih2)

= (h1 + ih2)[ux(a) + i vx(a)] = h df(a)(1) ,

und daher

lim
h→0

1

h

[
f(a+ h)− f(a)− h df(a)(1)

]
= 0 , also f ′(a) = df(a)(1) . �

9.4 Höhere Differenziale

Konvention:

Sei p ∈ N, k ∈ {1, . . . , p− 1}, und seien X, Y normierte Räume. Im Folgenden identifizieren
wir die normierten Räume Lp(X, Y ) und Lk(X, Lp−k(X, Y )) vermöge der Isometrie aus Satz
9.2. Auf Grund dieser Identifizierung gilt dann für alle ϕ ∈ Lp(X, Y ) = Lk(X, Lp−k(X, Y ))
und alle (v1, . . . , vp) ∈ Xp :

ϕ(v1, . . . , vp) = ϕ(v1, . . . , vk)(vk+1, . . . , vp) ∈ Y .

Definition 9.6. Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X offen, f : D → Y und p ∈ N.

1. f heißt p-mal differenzierbar (in D), wenn es zu jedem k ∈ {0, . . . , p} eine Abbildung
f (k) : D → Lk(X,Y ) mit f (0) = f : D → Y gibt, so dass

(∀k ∈ {0, . . . , p− 1}) f (k+1) = df (k) : D → L(X, Lk(X,Y )) = Lk+1(X, Y ) .

Man nennt dann dpf = f (p) : D → Lp(X, Y ) die p-te Ableitung oder das Differenzial
p-ter Ordnung von f . Für jedes a ∈ D ist dpf(a) : Xp = X×. . .×X → Y eine stetige
p-lineare Abbildung, und für p ≥ 2 ist

(∀(x1, . . . , xp) ∈ Xp) dpf(a)(x1, . . . , xp) = d(dp−1f)(a)(x1)(x2, . . . , xp)
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[ es ist dp−1f : D → Lp−1(X, Y ) und daher

dpf(a) = d(dp−1f)(a) ∈ L(X, Lp−1(X, Y )) = Lp(X, Y ) .]

Wir setzen d0f = f : D → L0(X, Y ) = Y .

2. f heißt p-mal stetig differenzierbar oder eine Cp-Funktion , wenn f p-mal differen-
zierbar und dpf : D → Lp(X, Y ) stetig ist.

f heißt beliebig oft differenzierbar oder eine C∞-Funktion , wenn (∀p ∈ N) f ist
p-mal differenzierbar.

Bemerkungen: Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ Y offen

1. Sei f : D → Y , p ∈ N und k ∈ {1, . . . , p − 1}. Genau dann ist f p-mal [ stetig ]
differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar und dkf : D → Lk(X, Y ) (p − k)-mal
[ stetig ] differenzierbar ist. Es ist dann dpf = dp−k(dkf).

2. Für p ∈ N ∪ {∞} sei Cp(D, Y ) die Menge der Cp-Funktionen f : D → Y . Dann ist
Cp(D, Y ) ⊂ Abb(D, Y ) ein Teilraum, (∀p ∈ N) Cp(D, Y ) ⊃ Cp+1(D, Y ), und

C∞(D, Y ) =
⋂
p∈N

Cp(D, Y ) .

3. Jede affin-linear Funktion f : X → Y ist eine C∞-Funktion. Ist f = ϕ + c mit
ϕ ∈ L(X, Y ) und c ∈ Y , so ist (∀z ∈ X) df(z) = ϕ (konstant), und d2f = 0.

4. Sei D0 ⊂ D offen, p ∈ N und f : D → Y p-mal [ stetig ] differenzierbar. Dann ist auch
f |D0 : D0 → Y p-mal [ stetig ] differenzierbar, und

dp(f |D0) = (dpf) |D0 : D0 → Lp(X, Y ) .

5. Sei p ∈ N, f : D → Y , und für jeden Punkt a ∈ D sei U ∈ U(a) offen, so dass f |U
p-mal [ stetig ] differenzierbar ist. Dann ist f p-mal [ stetig ] differenzierbar.

6. Seien p, n ∈ N, und sei Y = Y1×. . .×Yn der Produktraum normierter Räume Y1, . . . , Yn.

(a) Eine Abbildung ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : X → Y ist genau dann p-linear, wenn ihre
Komponentenfunktionen ϕ1, . . . , ϕn p-linear sind. Dann ist

‖ϕ‖ = max{‖ϕ1‖, . . . , ‖ϕn‖} ,

also insbesondere Lp(X, Y ) = Lp(X, Y1)×. . .×Lp(X, Yn).

(b) Sei ∅ 6= D ⊂ X offen und f = (f1, . . . , fn) : D → Y . Genau dann ist f p-mal
[ stetig ] differenzierbar, wenn alle fi p-mal [ stetig ] differenzierbar sind, und dann
ist

dpf = (dpf1, . . . , d
pfn) : D → Lp(X, Y ) = Lp(X, Y1)×. . .×Lp(X, Yn) .

Satz 9.15. Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X offen, p ∈ N, und sei f : D → Y p-mal
[ stetig ] differenzierbar. Sei (v1, . . . , vp−1) ∈ Xp−1, und sei F : D → Y definiert durch

F (z) = dp−1f(z)(v1, . . . , vp−1) .

Dann ist F [ stetig ] differenzierbar, und

(∀z ∈ D) (∀v ∈ X) dF (z)(v) = dpf(z)(v, v1, . . . , vp−1) .
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Beweis. 1. Sei ε : Lp−1(X, Y ) → Y die Auswertungsabbildung, definiert durch ε(ϕ) =
ϕ(v1, . . . , vp−1). Dann ist F = ε◦dp−1f , und ε ist eine stetige lineare Abbildung nach Satz 9.1.
Nach Satz 9.9 folgt für z ∈ D und v ∈ X

dF (z)(v) = ε◦d(dp−1f)(z)(v) = d(dp−1f)(z)(v)(v1, . . . , vp−1) = dpf(z)(v, v1, . . . , vp−1) .

Insbesondere ist dF = ε◦d(dp−1f), und daher folgt aus der Stetigkeit von dpf = d(dp−1f) die
Stetigkeit von dF . �

Satz 9.16. Seien X, Y, Z normierte Räume.

1. Sei β ∈ L2(X,Y ;Z) eine stetige bilineare Abbildung. Dann ist β eine C∞-Funktion,
und d3β = 0.

2. Seien ∅ 6= D ⊂ X und ∅ 6= E ⊂ Y offen, p ∈ N, seien f : D → Y und g : E → Z
p-mal [ stetig ] differenzierbar und f(D) ⊂ E.

(a) g◦f : D → Z ist p-mal [ stetig ] differenzierbar.

(b) Sei ϕ ∈ L(Y, Z). Dann ist ϕ◦f : D → Z p-mal [ stetig ] differenzierbar, und

(∀z ∈ D) dp(ϕ◦f)(z) = ϕ◦dpf(z) : Xp → Y → Z .

(c) Sei ϕ ∈ L(X, Y ), c ∈ Y und f = ϕ + c. Dann ist g◦f : D → Z p-mal [ stetig ]
differenzierbar, und für alle z ∈ D und (v1, . . . , vp) ∈ Xp gilt

dp(g◦f)(z)(v1, . . . , vp) = dpg
(
f(z)

)(
ϕ(v1), . . . , ϕ(vp)

)
.

3. (Produktregel) Sei V ein normierter Raum, ∅ 6= D ⊂ V offen, seien f : D → X und
g : D → Y . Sei

∗ : X×Y → Z (x, y) 7→ x ∗ y
eine bilineare stetige Abbildung, und sei das ∗-Produkt f ∗ g : D → X definiert durch
(f ∗ g)(x) = f(x) ∗ g(x).
(a) Sei a ∈ D, und seien f und g beide differenzierbar in a. Dann ist auch f ∗ g

differenzierbar in a, und

(∀v ∈ V ) d(f ∗ g)(a)(v) = f(a) ∗ dg(a)(v) + df(a)(v) ∗ g(a) .

(b) Sei p ∈ N, und seien f und g beide p-mal [ stetig ] differenzierbar. Dann ist auch
f ∗ g p-mal [ stetig ] differenzierbar.

Beweis. 1. Nach Satz 9.7 ist β differenzierbar, und(
∀(x, y), (v, w) ∈ X×Y

)
dβ(x, y)(v, w) = β(x,w) + β(v, y) .

Für (x, y), (x′, y′), (v, w) ∈ X×Y und α ∈ R ist

dβ
(
(x, y) + (x′, y′)

)
(v, w) = dβ(x+ x′, y + y′)(v, w) = β(x+ x′, w) + β(v, y + y′)

= β(x,w) + β(x′, w) + β(v, y) + β(v, y′)

= dβ(x, y)(v, w) + dβ(x′, y′)(v, w) =
[
dβ(x, y) + dβ(x′, y′)

]
(v, w) ,

und
dβ

(
α(x, y)

)
(v, w) = dβ(αx, αy)(v, w) = β(αx,w) + β(v, αy)

= αβ(x,w) + αβ(v, y) = αβ(x, y)(v, w)
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also dβ
(
(x, y) + (x′, y′)

)
= dβ(x, y) + dβ(x′, y′) und dβ

(
α(x, y)

)
= αβ(x, y). Daher ist

dβ : X×Y → L(X×Y, Z) R-linear. Für alle (x, y), (v, w) ∈ X×Y ist

‖dβ(x, y)(v, x)‖ ≤ ‖β(x,w)‖+ ‖β(v, y)‖ ≤ ‖β‖ ‖x‖ ‖w‖+ ‖β‖ ‖v‖ ‖y‖
≤ 2‖β‖max

{
‖x‖, ‖y‖

}
max

{
‖v‖, ‖w‖

}
,

also ‖dβ(x, y)‖ ≤ 2‖β‖max
{
‖x‖, ‖y‖

}
= 2‖β‖ ‖(x, y)‖. Daher ist dβ stetig, d2β konstant

und d3β = 0.

2. (a) Induktion nach p.

p = 1 : Nach Satz 9.9.

p ≥ 2 , p − 1 → p : Nach Satz 9.9 ist (∀z ∈ D) d(g◦f)(z) = dg
(
f(z)

)
◦df(z). Sei nun

β : L(Y, Z)×L(X, Y ) → L(X,Z) definiert durch β(ϕ, ψ) = ϕ◦ψ. β ist eine stetige bilineare
Abbildung, also eine C∞-Funktion nach 1., und d(g◦f) = β◦(dg◦f, df). Die Funktionen dg,
f und df sind (p − 1)-mal [ stetig ] differenzierbar. Nach Induktionsvoraussetzung ist auch
dg◦f (p − 1)-mal [ stetig ] differenzierbar, und daher ist (dg◦f, df) : D → L(Y, Z)×L(X, Y )
ebenfalls (p − 1)-mal [ stetig ] differenzierbar. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann auch
d(g◦f) = β◦(dg◦f, df) (p−1)-mal [ stetig ] differenzierbar, also g◦f p-mal [ stetig ] differenzierbar.

(b) Nach (a) ist ϕ ◦ f p-mal [ stetig ] differenzierbar. Die Formel beweisen wir durch
Induktion nach p.

p = 1 : Nach Satz 9.9.

p ≥ 2 , p − 1 → p : Sei (∀z ∈ D) dp−1(ϕ◦f)(z) = ϕ◦dp−1f(z). Dann folgt nach Satz 9.9
dp(ϕ◦f)(z) = dϕ

(
dp−1f(z)

)
◦dpf(z) = ϕ◦dpf(z).

(c) Nach (a) ist g◦f p-mal [ stetig ] differenzierbar. Die Formel beweisen wir durch Induktion
nach p.

p = 1 : Nach Satz 9.9, da df = ϕ (konstant).

p ≥ 2 , p− 1 → p : Sei (v1, . . . , vp) ∈ Xp, und sei F : D → Z definiert durch

F (z) = dp−1(g◦f)(z)(v2, . . . , vp) = dp−1g
(
f(z)

)(
ϕ(v2), . . . , ϕ(vp)

)
(nach Induktionsvoraussetzung). Nach Satz 9.15 ist F differenzierbar, und

(∀z ∈ D) dF (z)(v1) = dp(g◦f)(z)(v1, . . . , vp) .

Sei nun ε : Lp−1(Y, Z) → Z definiert durch ε(ψ) = ψ
(
ϕ(v2), . . . , ϕ(vp)

)
. ε ist stetig und

linear, und F = ε◦dp−1g◦f . Daher folgt für alle z ∈ D

dF (z)(v1) = ε◦d(dp−1g)
(
f(z)

)(
df(z)(v1)

)
= d(dp−1g)

(
f(z)

)(
ϕ(v1)

)(
ϕ(v2), . . . , ϕ(vp)

)
= dpg

(
f(z)

)(
ϕ(v1), ϕ(v2), . . . , ϕ(vp)

)
.

3. (a) Sei β = ∗ : X×Y → Z. Dann ist f ∗ g = β◦(f, g) : V → X×Y → Z. Nach 1. und
Satz 9.9 gilt für alle v ∈ V

d(f ∗ g)(a)(v) = dβ(f, g)(a)◦d(f, g)(a)(v) = dβ
(
f(a), g(a)

)(
df(a)(v), dg(a)(v)

)
= β

(
f(a), dg(a)(v)

)
+ β

(
df(a)(v), g(a)

)
= f(a) ∗ dg(a)(v) + df(a)(v) ∗ g(a) .

(b) Nach (a) und 2. �
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Satz 9.17 (Satz von Schwarz). Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X, p ∈ N≥2, sei
f : D → Y p-mal differenzierbar und z ∈ D. Dann ist dpf(z) ∈ Lp(X,Y ) symmetrisch, das
heißt,

(∀(v1, . . . , vp) ∈ Xp) (∀σ ∈ Sp) dpf(z)(vσ(1), . . . , vσ(p)) = dpf(z)(v1, . . . , vp) .

Beweis. Induktion nach p.

• p = 2 : Seien z ∈ D und h, k ∈ X. Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) ‖d2f(z)(k, h)−d2f(z)(h, k)‖ ≤ ε.

Ist k = 0 oder h = 0, so ist nichts zu zeigen. Seien also

h, k ∈ X \ {0} und ε0 =
ε

2 (‖h‖2 + ‖k‖2 + 3 ‖h‖ ‖k‖)
.

Es ist

lim
v→0

1

‖v‖
[
df(z + v)− df(z)− d(df)(z)(v)

]
= 0 ∈ L(X, Y ) ,

und daher

(∃δ ∈ R>0)
[
Bδ(z) ⊂ D ∧

(
∀v ∈ Bδ(0)

)
‖df(z + v)− df(z)− d(df)(z)(v)‖ ≤ ε0‖v‖

]
.

Sei η ∈ R>0 mit

η < max
{ δ

2‖h‖
,

δ

2‖k‖

}
, h0 = ηh und k0 = ηk .

Sei E =
{
t ∈ R

∣∣ z + th0 + k0 ∈ Bδ(z) ∧ z + th0 ∈ Bδ(z)
}
. Dann ist E ⊂ R offen, [0, 1] ⊂ E,

und wir definieren

g : E → Y durch g(t) = f(z + th0 + k0)− f(z + th0) .

g ist differenzierbar, und für t ∈ E ist

g′(t) = df(z + th0 + k0)(h0)− df(z + th0)(h0)

=
[
df(z + th0 + k0)− df(z)− d(df(z))(th0 + k0)

]
(h0)

−
[
df(z + th0)− df(z)− d(df)(z)(th0)

]
(h0) +

[
d(df)(z)(th0 + k0)− d(df)(z)(th0)

]
(h0)

und [
d(df)(z)(th0 + k0)− d(df)(z)(th0)

]
(h0) = d2f(z)(k0, h0) .

Wegen ‖th0‖ < δ und ‖th0 + k0‖ < δ folgt

‖g′(t)− d2f(z)(k0, h0)‖ ≤ ‖df(z + th0 + k0)− df(z)− d(df)(z)(th0 + k0)‖ ‖h0‖
+ ‖df(z + th0)− df(z)− d(df)(z)(th0)‖ ‖h0‖

≤ ε0‖th0 + k0‖ ‖h0‖ + ε0‖th0‖ ‖h0‖ ≤ 2ε0t‖h0‖2 + ε0‖k0‖ ‖h0‖ .
Sei nun g1 : [0, 1] → Y definiert durch g1(t) = g(t)− tg′(0). Dann ist g1 differenzierbar, und
nach Satz 7.8 folgt

‖g1(1)− g1(0)‖ = ‖g(1)− g(0)− g′(0)‖ ≤ ‖g′1‖[0,1] = sup
{
‖g′(t)− g′(0)‖

∣∣ t ∈ [0, 1]
}
.

Für t ∈ [0, 1] ist

‖g′(t)− g′(0)‖ ≤ ‖g′(t)− d2f(z)(k0, h0)‖+ ‖g′(0)− d2f(z)(k0, h0)‖ ≤ 2ε0t‖h0‖2 + 2ε0‖k0‖ ‖h0‖
und daher

‖g(1)− g(0)− d2f(z)(k0, h0)‖ = ‖f(z+h0+k0)− f(z+h0)− f(z+k0) + f(z)− d2f(z)(k0, h0)‖
≤ ‖g(1)− g(0)− g′(0)‖+ ‖g′(0)− d2f(z)(k0, h0)‖ ≤ 2ε0‖h0‖2 + 3ε0‖h0‖ ‖k0‖ .
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Nach Vertauschung von h0 und k0 folgt

‖g(1)− g(0)− d2f(z)(h0, k0)‖ ≤ 2ε0‖k0‖2 + 3ε0‖k0‖ ‖h0‖ .

Wir erhalten damit

‖d2f(z)(k0, h0)− d2f(z)(h0, k0)‖ ≤ 2ε0

(
‖h0‖2 + ‖k0‖2 + 3 ‖k0‖ ‖h0‖

)
also η2‖d2f(z)(k, h)− d2f(z)(h, k)‖ ≤ εη2, woraus die Behauptung folgt.

• p ≥ 3, p− 1 → p : Sei z ∈ D und

Γ =
{
σ ∈ Sp

∣∣ (
∀(v1, . . . , vp) ∈ Xp

)
dpf(z)(vσ(1), . . . , vσ(p)) = dpf(z)(v1, . . . , vp)

}
.

Γ ⊂ Sp ist eine Untergruppe, und es genügt, zu zeigen:

A. (12) ∈ Γ. B. (∀σ ∈ Sn)
[
σ(1) = 1 =⇒ σ ∈ Γ

]
.

Aus A und B folgt nämlich Γ = Sp. Um das einzusehen, sei τ ∈ Sp. Ist τ(1) = 1, so folgt
τ ∈ Γ. Ist τ(1) = i ∈ {2, . . . , p}, so ist (1, i)τ ∈ Γ, (1, i) = (2, i)(1, 2)(2, i) ∈ Γ und daher
τ = (1, i)

[
(1, i)τ

]
∈ Γ.

Beweis von A. Seien F : D → Y und ε : Lp−2(X,Y ) → Y definiert durch

F (z) = dp−2f(z)(v3, . . . , vp) und ε(ϕ) = ϕ(v3, . . . , vp) .

Dann ist ε ∈ L(Lp−2(X,Y ), Y ) und F = ε◦dp−2f , also

d2F (z)(v1, v2) = ε◦d2(dp−2f)(z)(v1, v2) = d2(dp−2f)(z)(v1, v2)(v3, . . . , vp)

= dpf(v1, v2, v3, . . . , vp) ,

und nach dem für p = 2 Gezeigten ist

d2F (z)(v1, v2) = d2F (z)(v2, v1) , also dpf(v1, v2, v3, . . . , vp) = dpf(v2, v1, v3, . . . , vp) .

Beweis von B. Sei σ ∈ Sp, σ(1) = 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist

F (z) = (dp−1f)(z)(v2, . . . , vp) = (dp−1f)(z)(vσ(2), . . . , vσ(p)) ,

und nach Satz 9.15 folgt dF (z)(v) = dpf(z)(v1, v2, . . . , vp) = dpf(z)(v1, vσ(2), . . . , vσ(p)). �

Definition 9.7. Sei Y ein normierter Raum, n ∈ N, ∅ 6= D ⊂ Rn offen, f : D → Y eine
Abbildung, p ∈ N und (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p. Man sagt, f besitzt eine partielle Ableitung
p-ter Ordnung nach dem Koordinaten-p-tupel (i1, . . . , ip), wenn es eine Folge von Abbildungen
f = f (0), f (1), . . . , f (p) : D → Y gibt, so dass für alle ν ∈ {1, . . . , p} gilt: f (ν−1) ist partiell

nach der iν-ten Koordinate differenzierbar, und f (ν) = ∂iνf
(ν−1). Schreibweisen:

f (p) = ∂ip . . . ∂i2∂i1f = fxi1
,...,xip

=
∂pf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xip
: D → Y .

Man sagt, f besitzt [ stetige ] partielle Ableitungen p-ter Ordnung , wenn für alle Koordinaten-
p-tupel (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p gilt: f besitzt eine partielle Ableitung n-ter Ordnung nach
dem Koordinaten-p-tupel (i1, . . . , ip) [ und diese ist stetig ].
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Bemerkung:

Seien n, m ∈ N, ∅ 6= D ⊂ Rn offen und f = (f1, . . . , fm) : D → Rm. Sein p ∈ N und
(i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p. Genau dann besitzt f eine partielle Ableitung p-ter Ordnung nach
dem Koordinaten-p-tupel (i1, . . . , ip), wenn alle Komponentenfuntkionen f1, . . . , fm solche be-
sitzen, und dann ist

fxi1
,...,xip

=
(
(f1)xi1

,...,xip
, . . . , (fm)xi1

,...,xip

)
: D → Rm .

Satz 9.18. Sei Y ein normierter Raum, n ∈ N, ∅ 6= D ⊂ Rn offen, f : D → Y und p ∈ N.

1. Sei f p-mal [ stetig ] differenzierbar. Dann besitzt f [ stetige ] partielle Ableitungen p-ter
Ordnung, und für alle (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p, alle Permutationen σ ∈ Sp und alle
z ∈ D ist

∂i1∂i2 . . . ∂ipf(z) = ∂iσ(1)
∂iσ(2)

. . . ∂iσ(p)
f(z) = dpf(z)(ei1 , . . . , eip) .

Sind v1, . . . ,vp ∈ Rn und ist vν = (vν,1, . . . , vν,p), so gilt für alle z ∈ D

dpf(z)(v1, . . . ,vp) =
n∑

i1=1

. . .
n∑

ip=1

v1,i1 · . . . · vp,ip ∂i1∂i2 . . . ∂ipf(z) .

2. Besitzt f stetige partielle Ableitungen p-ter Ordnung, so ist f ein Cp-Funktion.

3. Genau dann ist f eine C∞-Funktion, wenn f partielle Ableitungen beliebiger Ordnung
besitzt. Insbesondere ist jede Polynomfunktion f : Rn → R eine C∞-Funktion.

4. Sei n = 1. Genau dann ist f p-mal [ stetig ] differenzierbar im Sinne von Definition
9.6, wenn f p-mal [ stetig ] differenzierbar im Sinne von Definition 7.6 ist, und dann gilt
für alle z ∈ D und (v1, . . . , vp) ∈ Rp

f (p)(z) = dpf(z)(1, . . . , 1) und dpf(z)(v1, . . . , vp) = f (p)(z)v1 · . . . · vp .

Beweis. 1. Induktion nach p.

• p = 1 : Nach Satz 9.12.

• p ≥ 2 , p − 1 → p : Sei (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt f
eine partielle Ableitung (p− 1)-ter Ordnung nach (ip, . . . , i2), und für z ∈ D ist

∂i2 . . . ∂ipf(z) = dp−1f(z)(ei2 , . . . , eip) .

Nach Satz 9.15 ist ∂i2 . . . ∂ipf : D → Y [ stetig ] differenzierbar, besitzt nach Satz 9.12 stetige
partielle Ableitungen, und

d(∂i2 . . . ∂ipf)(z)(ei1) = ∂i1∂i2 . . . ∂ipf(z) = dpf(z)(ei1 , ei2 , . . . , eip) .

Die Vertauschbarkeit der höheren partiellen Ableitungen folgt aus Satz 9.17.

Sind v1, . . . ,vp ∈ Rn mit vν = (vν,1, . . . , vν,n) = vν,1e1 + . . .+ vν,nen, so folgt

dpf(z)(v1, . . . ,vp) =
n∑

i1=1

. . .

n∑
ip=1

v1,i1 · . . . · vp,ip dpf(ei1 , . . . , eip)

=
n∑

i1=1

. . .

n∑
ip=1

v1,i1 · . . . · vp,ip ∂i1∂i2 . . . ∂ipf(z) .

2. Induktion nach p.
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• p = 1 : Nach Satz 9.12.

• p ≥ 1 , p→ p+ 1 : Habe f stetige partielle Ableitungen (p+ 1)-ter Ordnung. Dann haben
die Funktionen ∂1f, . . . , ∂nf : D → Y stetige partielle Ableitungen p-ter Ordnung, sind also
Cp-Funktionen, und daher ist auch (∂1f, . . . , ∂nf) : D → Y n eine Cp-Funktion.

Sei H : Y n → L(Rn, Y ) definiert durch

H(y1, . . . , yn)(α1, . . . , αn) = α1y1 + . . .+ αnyn .

Dann ist H eine stetige lineare Abbildung (siehe Beispiel 1 nach Satz 9.3). Nach Satz 9.6 ist
für z ∈ D und (v1, . . . , vn) ∈ Rn

df(z)(v1, . . . , vn) =
n∑
i=1

vi ∂if(z) = H
(
∂1f(z), . . . , ∂nf(z)

)
(v1, . . . , vn) ,

also df = H ◦(∂1f, . . . , ∂nf). Nach Satz 9.16 ist df eine Cp-Funktion, und daher ist f eine
Cp+1-Funktion.

3. Nach 1. und 2. ist f genau dann eine C∞-Funktion, wenn f partielle Ableitungen
beliebiger Ordnung besitzt. Offensichlich besitzt jede Polynomfunktion f : Rp → R partielle
Ableitungen beliebiger Ordnung.

4. Ist f p-mal [ stetig ] differenzierbar im Sinne von Definition 9.6, so folgen die Behauptun-
gen aus 1.

Sei nun f p-mal [ stetig ] differenzierbar im Sinne von Definition 7.6. Wir verwenden Induktion
nach p.

• p = 1 : Nach Satz 9.6.

• p ≥ 1 , p→ p+ 1 : Sei f (p+ 1)-mal [ stetig ] differenzierbar im Sinne von Definition 7.6.
Dann ist f ′ : D → Y p-mal [ stetig ] differenzierbar im Sinne von Definition 7.6 und daher
auch im Sinne von Definition 9.6. Nach Satz 9.2 ist die Abbildung F : L(R, Y ) → Y , definiert
durch F (ϕ) = ϕ(1), eine Isometrie, und f ′ = F ◦df : D → Y . Daher folgt df = F−1◦f ′, und
nach Satz 9.16 ist auch df p-mal [ stetig ] und daher f (p+ 1)-mal [ stetig ] differenzierbar im
Sinne von Definition 9.6. �

11.6. Taylor’scher Satz und lokale Extrema.

Definition 9.8. Seien X, Y normierte Räume, p ∈ N0, D ⊂ X offen, a, x ∈ D, h = x − a
und f : D → Y p-mal differenzierbar (keine Voraussetzung für p = 0). Dann definiert man

T pa f(x) = f(a) +

p∑
ν=1

1

ν!
dνf(a)(h[ν]) und Rp

af(x) = f(x)− T pa f(x) .

Man nennt T pa f(x) ∈ Y das p-te Taylorpolynom und Rp
af(x) = f(x) − T pa f(x) ∈ Y das

p-te Taylor’sche Restglied von f in a an der Stelle x.

Bemerkung:

Seien n ∈ N, p ∈ N0, Y ein normierter Raum, D ⊂ Rn offen, f : D → Y p-mal differenzierbar,
seien a, x ∈ D und h = x− a = (h1, . . . , hn). Dann ist nach Satz 9.18

T paf(x) = f(a) +

p∑
ν=1

1

ν!

n∑
i1=1

. . .
n∑

iν=1

∂i1 . . . ∂iνf(a)hi1 · . . . · hiν .
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Insbesondere ist im Falle n = 1 die Definition 9.8 mit Definition 7.6 konsistent.

Satz 9.19 (Taylor’scher Satz). Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, p ∈ N0,
D ⊂ X offen, a ∈ D und f : D → Y .

1. Ist f eine Cp+1-Funktion, x ∈ D, h = x− a und [a, x] ⊂ D, so ist

Rp
af(x) =

∫ 1

0

(1− t)p

p!
dp+1f(a+ th)(h[p+1]) dt und ‖Rp

af(x)‖ ≤ 1

p!
‖dp+1f‖[a,x] ‖h‖p+1 .

2. Ist p ∈ N und f eine Cp-Funktion, so ist

lim
x→a

1

‖x− a‖p
Rp
af(x) = 0 .

Beweis. 1. Wir zeigen zuerst die Formel durch Induktion nach n.

p = 0 : Nach Satz 9.10 ist

R0
af(x) = f(x)− T 0

a f(x) = f(x)− f(a) =

∫ 1

0

df(a+ th)(h) dt .

p ≥ 0 , p→ p+ 1 : Sei f eine Cp+2-Funktion. Nach Induktionsvoraussetzung ist

Rp+1
a f(x) = Rp

af(x) − 1

(p+ 1)!
dp+1f(a)(h[p+1])

=

∫ 1

0

(1− t)p

p!
dp+1f(a+ th)(h[p+1]) dt − 1

(p+ 1)!
dp+1f(a)(h[p+1]) .

Sei nun E = {t ∈ R | a+ th ∈ D} und u : E → Y definiert durch

u(t) = −(1− t)p+1

(p+ 1)!
dp+1f(a+ th)(h[p+1]) .

Dann ist E ⊂ R offen, u ist stetig differenzierbar, und mit der Produktregel aus 8.2 und der
Kettenregel folgt

u′(t) =
(1− t)p

p!
dp+1f(a+ th)(h[p+1]) − (1− t)p+1

(p+ 1)!
dp+2f(a+ th)(h[p+2]) .

Wegen der Stetigkeit von u′ folgt aus Satz 9.10

−u(0) = u(1)− u(0) =

∫ 1

0

u′(t) dt ,

also

1

(p+ 1)!
dp+1f(a)(h[p+1]) =

∫ 1

0

(1− t)p

p!
dp+1f(a+ th)(h[p+1]) dt

−
∫ 1

0

(1− t)p+1

(p+ 1)!
dp+2f(a+ th)(h[p+2]) dt

und daher

Rp+1
a f(x) =

∫ 1

0

(1− t)p+1

(p+ 1)!
dp+2f(a+ th)(h[p+2]) dt .



ANALYSIS I, II 209

Für t ∈ [0, 1] ist∥∥∥(1− t)p

p!
dp+1f(a+ th)(h[p+1])

∥∥∥ ≤ 1

p!
‖dp+1f(a+ th)‖ ‖h‖p+1 ≤ 1

p!
‖dp+1f‖[a,x] ‖h‖p+1 ,

und damit folgt die Abschätzung des Restgliedes.

2. Wir müssen zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0)
[
Bδ(a) ⊂ D ∧

(
∀h ∈ Bδ(0)

)
‖Rp

af(a+ h)‖ ≤ ε‖h‖p
]
.

Sei ε ∈ R>0. Wegen der Stetigkeit von dpf in a gibt es ein δ ∈ R>0, so dass Bδ(a) ⊂ D und
(∀z ∈ Bδ(a) ) ‖dpf(z)−dpf(a)‖ < ε. Sei nun h ∈ Bδ(0)

[
dann ist (∀t ∈ [0, 1]) a+th ∈ Bδ(a)

]
.

Es folgt (mit x = a+ h )

Rp
af(x) = Rp−1

a f(x) − 1

p!
dpf(a)(h[p])

=

∫ 1

0

(1− t)p−1

(p− 1)!
dpf(a+ th)(h[p] dt −

∫ 1

0

(1− t)p−1

(p− 1)!
dpf(a)(h[p] dt

=

∫ 1

0

(1− t)p−1

(p− 1)!

[
dpf(a+ th)− dpf(a)

]
(h[p]) dt

und damit die Abschätzung

‖Rp
af(a+ h)‖ ≤ sup

{
‖dpf(a+ th)− dpf(a)‖

∣∣ t ∈ [0, 1]
}
‖h‖p ≤ ε‖h‖p . �

Definition 9.9. Sei Y ein normierter Raum, D ⊂ Y , a ∈ D und f : D → R.

1. Man sagt, f hat in a ein lokales Maximum [ ein lokales Minimum ], wenn

(∃U ∈ U(a)) (∀x ∈ D ∩ U) f(x) ≤ f(a) [ f(x) ≥ f(a) ] .

Gilt < [> ] an Stelle von ≤ [≥,] , so sagt man, f hat in a ein strenges lokales
Maximum [ ein strenges lokales Minimum ].

2. Man sagt, f hat in a ein [ strenges ] lokales Extremum , wenn f in a ein [ strenges ] lokales
Maximum oder ein [ strenges ] lokales Minimum hat.

Definition 9.10. Sei X ein normierter Raum.

1. Eine (reele) quadratische Form auf X ist eine homogene Polynomfunktion q : X → R
vom Grade 2 [ äquivalent: (∃β ∈ L2(X,R) ) (∀x ∈ X) q(x) = β(x, x) ].

Eine quadratische Form q : X → R heißt

• positiv [ negativ ] definit , wenn (∀x ∈ X \ {0}) q(x) > 0 [ q(x) < 0 ].

• strikt positiv [ negativ ] definit , wenn

(∃C ∈ R>0) (∀x ∈ X) q(x) ≥ C‖x‖2 [ q(x) ≤ −C‖x‖2 ] .

• positiv [ negativ ] semidefinit , wenn (∀x ∈ X) q(x) ≥ 0 [ q(x) ≤ 0 ].

• indefinit , wenn (∃x, y ∈ X) q(y) < 0 < q(x).

2. Sei D ⊂ X offen, a ∈ D und f : D → R 2-mal differenzierbar. Dann nennt man die
quadratische Form

qf,a : D → R , definiert durch qf,a(x) = d2f(a)(x, x) ,

die Hesse’sche Form von f in a.
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Bemerkungen:

1. Sei X ein normierter Raum und q : X → R eine quadratische Form. Dann ist q stetig,
und

(∀x ∈ X) (∀λ ∈ R) q(λx) = λ2q(x) .

Ist q strikt positiv [ negativ ] definit, so ist q auch positiv [ negativ ] definit.

2. Sei X ein endlich-dimensionaler normierter Raum. Dann ist jede positiv [ negativ ] defi-
nite quadratische Form q : X → R strikt positiv [ negativ ] definit.

Beweis. Nach Satz 4.16 ist S =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x‖ = 1
}

kompakt, und daher existiert
C = min q(S) > 0. Für x ∈ X \ {0} ist

1

‖x‖
x ∈ S , und daher q(x) = ‖x‖2 q

( 1

‖x‖
x
)
≥ C‖x‖2 . �

3. Sei n ∈ N, A = (ai,j)i,j=1,...,n ∈ Mn(R) eine symmetrische Matrix, und sei

βA : Rn×Rn → R definiert durch βA(x,y) = xAyt .

Dann ist βA ∈ L2(Rn,R) eine symmetrische Bilinearform, und die quadratische Form
qA : Rn → R, definiert durch qA(x) = β(x,x) , ist gegeben durch

qA(x) = xAxt =
n∑

i,j=1

ai,jxixj , falls x = (x1, . . . , xn) .

Man nennt die symmetrische Matrix A ∈ Mn(R) positiv definit [ positiv semidefinit,
negativ definit, negativ semidefinit, indefinit ] , wenn die quadratische Form qA diese
Eigenschaft hat.

4. Sei D ⊂ Rn offen, a ∈ D und f : D → R 2-mal differenzierbar und

H(f,a) =
(
∂i∂jf(a)

)
i,j=1,...,n

∈ Mn(R) .

Nach Satz 9.17 ist H(f,a) eine symmetrische Matrix, genannt die Hesse’sche Matrix
von f in a. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ist nach Satz 9.18

qf,a(x) = d2f(a)(x,x) =
n∑

i,j=1

∂i∂jf(a)xixj = qH(f,a)(x) .

5. Sei n ∈ N und A = (ai,j)i, j=1,...,n ∈ Mn(R) symmetrisch. Für k ∈ {1, . . . , n} sei
∆k = det

(
(ai, j)i,j=1,...,k

)
der k-te Hauptminor von A. Dann gilt:

A ist positiv [semi-]definit ⇐⇒ −A ist negativ [semi-]definit.

A ist positiv definit ⇐⇒ alle Eigenwerte von A sind positiv
⇐⇒ (∀k ∈ {1, . . . , n}) ∆k > 0.

A ist positiv semidefinit ⇐⇒ A hat keinen negativen Eigenwert.

A ist indefinit ⇐⇒ A hat einen positiven und einen negativen Eigenwert.

Im Falle n = 2, a = a1,1 und ∆ = det(A) gilt:

A ist positiv definit ⇐⇒ a > 0 ∧ ∆ > 0.

A ist positiv semidefinit ⇐⇒ a ≥ 0 ∧ ∆ ≥ 0.

A ist indefinit ⇐⇒ ∆ < 0.

Satz 9.20. Sei X ein normierter Raum, D ⊂ X offen, a ∈ D und f : D → R.
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1. Sei f differenzierbar in a. Hat f in a ein lokales Extremum, so ist df(a) = 0.

2. Sei f eine C2-Funktion, df(a) = 0 und q = qf,a : X → R.

(a) Hat f in a ein lokales Minimum [Maximum ] , so ist q positiv [ negativ ] semidefinit.
(b) Ist q strikt positiv [ negativ ] definit, so hat f in a ein strenges lokales Minimum

[Maximum ] .

(c) Ist q indefinit, so hat f in a kein lokales Extremum.

Beweis. 1. Sei h ∈ X \ {0}, und sei ϕ : R → X definiert durch ϕ(t) = a + th. Dann ist
ϕ−1(D) ⊂ R offen, 0 ∈ ϕ−1(D), und die Funktion f◦ϕ : ϕ−1(D) → R hat ein lokales Extremum
in 0. Nach Satz 7.17 ist 0 = (f ◦ϕ)′(0) = df(a)(h), und daher folgt df(a) = 0.

2. Nach Satz 9.19 gilt für alle h ∈ X mit [a, a+ h] ⊂ D

f(a+ h)− f(a) =
1

2
q(h) + r(h) mit lim

h→0

r(h)

‖h‖2
= 0 .

(a) Habe f in a ein lokales Minimum, und sei h ∈ X. Sei ε ∈ R>0, so dass Bε(a) ⊂ D und
(∀x ∈ Bε(a) ) f(x)− f(a) ≥ 0. Dann gilt für alle t ∈ R× mit ‖th‖ < ε

0 ≤ 1

2
q(th) + r(th) =

t2

2
q(h) + t2‖h‖2 r(th)

‖th‖2
, also q(h) ≥ −2‖h‖2 r(th)

‖th‖2
,

und wegen

lim
t→0

r(th)

‖th‖2
= 0 folgt q(h) ≥ 0 .

(b) Sei q strikt positiv definit, und sei C ∈ R>0, so dass (∀h ∈ X) q(h) ≥ C‖h‖2. Sei
0 < C ′ < C, und sei ε ∈ R>0, so dass Bε(a) ⊂ D und (∀h ∈ Bε(0)) |r(h)| ≤ C ′‖h‖2. Ist
dann x ∈ Bε(a) \ {a} und h = x− a, so folgt

f(x)− f(a) = f(a+ h)− f(a) ≥ C‖h‖2 − |r(h)| > (C − C ′) ‖h‖2 > 0 .

Daher hat f in a ein strenges lokales Minimum.

(c) Seien h1, h2 ∈ X mit q(h1) > 0 und q(h2) < 0. Für i ∈ {1, 2} sei ϕi : R → X definiert
durch ϕi(t) = a+ thi. Dann ist ϕ−1

i (D) ⊂ R offen, die Funktion f ◦ϕi : ϕ−1
i (D) → R ist eine

C2-Funktion, und für alle t ∈ ϕ−1
i (D) ist

(f ◦ϕi)′(t) = df
(
ϕi(t)

)
(hi) und (f ◦ϕi)′′(t) = d2f

(
ϕi(t)

)
(hi, hi) .

Insbesondere ist (f ◦ϕi)′(0) = 0, (f ◦ϕ1)
′′(0) = q(h1) > 0 und (f ◦ϕ2)

′′(0) = q(h2) < 0.
Nach Satz 7.23 hat f ◦ϕ1 in 0 ein strenges lokales Minimum und f ◦ϕ2 in 0 ein strenges
lokales Maximum. Daher gibt es in jeder Umgebung von a Punkte x1, x2 mit f(a) < f(x1) und
f(a) > f(x2), und f hat in a kein lokales Extremum. �
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10. Differenzialrechnung in normierten Räumen (Existenzsätze)

10.1. Inverse

Definition 10.1. Seien X und Y normierte Räume. Eine Abbildung ϕ : X → Y heißt
topologischer Isomorphismus , wenn ϕ ∈ L(X, Y ), ϕ ist bijektiv, und ϕ−1 ∈ L(Y,X). Wir
bezeichnen mit Is(X, Y ) die Menge der topologischen Isomorphismen ϕ : X → Y und setzen
Is(X) = Is(X,X).

Bemerkungen: X, Y, Z seien normierte Räume.

1. idX ∈ Is(X), und ϕ ∈ Is(X, Y ) =⇒ ϕ−1 ∈ Is(Y,X).

2. ϕ ∈ Is(X, Y ) ∧ ψ ∈ Is(Y, Z) =⇒ ψ◦ϕ ∈ Is(X,Z).

3. Jede Isometrie ist ein topologischer Isomorphismus.

4. Sind X und Y Banachräume, so ist jeder stetig Isomorphismum ϕ : X → Y topologisch
[Beweis schwierig!]

5. Seien X und Y endlich-dimensionale R-Vektorräume. Dann ist jeder R-Vektorraum-
Isomorphismus ϕ : X → Y ein topologischer Isomorphismus.

Definition 10.2. Sei K ein Körper und A = (A, ·) eine assoziative K-Algebra.

1. Ein Element e ∈ A heißt Einselement , wenn (∀x ∈ A) e · x = x · a = a.

2. Sei e ∈ A ein Einselement und a ∈ A. Ein Element a′ ∈ A heißt ein Inverses von a,
wenn

a · a′ = a′ · a = e

(dann ist a ein Inverses von a′, und man schreibt a′ = a−1). a heißt invertierbar , wenn
a ein Inverses besitzt. A× bezeichne die Menge der invertierbaren Elemente von A.

Bemerkungen: Sei K ein Körper und A eine assoziative K-Algebra.

1. A besitzt höchstens ein Einselement.

Beweis. Seien e, e′ ∈ A Einselemente. Dann ist e = e · e′ = e′.

2. Sei e ∈ A ein Einselement. Dann besitzt jedes invertierbare Element von A genau ein
Inverses, A× ist (bezüglich der Einschränkung der Algebrenmultiplikation) eine Gruppe,
und (∀x, y ∈ A×) (x · y)−1 = y−1 · x−1.

Beweis. Sei e das Einselement von A, a ∈ A, und seien a′, a′′ ∈ A Inverse von a. Dann
folgt a′ = a′ · e = a′ · (a · a′′) = (a′ · a) · a′′ = e · a′′ = a′′. Sind x, y ∈ A×, so folgt
x · y · y−1 · x−1 = e. Daher ist auch x · y ∈ A×, und (x · y)−1 = y−1 · x−1. Ist x ∈ A×, so
ist nach Definition auch x−1 ∈ A×, und (x−1)−1 = x.

Konvention:

Unter einer Algebra verstehen wir im Folgenden stets eine assoziative R-Algebra mit Einsele-
ment e, und für x, y ∈ A schreiben wir xy = x · y.
Beispiele:

1. Sei n ∈ N. Dann ist Mn(R) eine Algebra, und Mn(R)× = {A ∈ Mn(R) | det(A) 6= 0}.
Nach Satz 9.4 ist (Mn(R), ‖ · ‖∞) eine Banachalgebra.

2. (R, | · |) und (C, | · |) sind Banachalgebren.
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3. Sei V ein normierter Raum. Dann ist L(V ) = L(V, V ) eine normierte Algebra, und
L(V, V )× = Is(V ). Ist V ein Banachraum, so ist L(V ) eine Banachalgebra.

Satz 10.1. Sei A eine Banachalgebra.

1. Ist a ∈ A und ‖a‖ < 1, so ist e− a ∈ A×, und

(e− a)−1 =
∞∑
n=0

an .

2. A× ⊂ A ist offen, j : A× → A×, definiert durch j(x) = x−1, ist eine C∞-Funktion, und

(∀a ∈ A×) (∀v ∈ A) dj(a)(v) = −a−1va−1 .

Beweis. 1. Wegen
∞∑
n=0

‖an‖ ≤
∞∑
n=0

‖a‖n < ∞ ,

ist die Reihe absolut konvergent. Für N ∈ N ist

(e− a)
N∑
n=0

an =
( N∑
n=0

an
)
(e− a) = e− aN+1 ,

und daher

(e− a)
∞∑
n=0

an =
( ∞∑
n=0

an
)
(e− a) = lim

N→∞
(e− aN+1) = e .

2. Sei a ∈ A×. Wir zeigen B1/‖a−1‖(a) ⊂ A×. Für x ∈ B1/‖a−1‖(a) gilt

‖e− xa−1‖ = ‖(x− a)a−1‖ ≤ ‖x− a‖ ‖a−1‖ < 1 ,

also xa−1 = e− (e− xa−1) ∈ A× und daher x = (xa−1)a ∈ A×.

Sei nun ϕ : A→ A definiert durch ϕ(v) = − a−1va−1. Offensichtlich ist ϕ R-linear, und

(∀v ∈ A) ‖ϕ(v)‖ ≤ ‖a−1‖2 ‖v‖ , also ϕ ∈ L(A) .

Für h ∈ B1/‖a−1‖(0) ist a+ h ∈ B1/‖a−1‖(a) ⊂ A× und ‖a−1h‖ ≤ ‖a−1‖ ‖h‖ < 1, also

‖j(a+ h)− j(a)− ϕ(h)‖ =
∥∥[
a(e+ a−1h)

]−1 − a−1 + a−1ha−1
∥∥

=
∥∥∥[ ∞∑

n=0

(−a−1h)n
]
a−1 − a−1 − a−1ha−1

∥∥∥
=

∥∥∥ ∞∑
n=2

(−a−1h)na−1
∥∥∥ ≤ ‖a−1‖3 ‖h‖2

∞∑
n=2

‖a−1h‖n−2 .

Damit folgt

lim
h→0

1

‖h‖
[
j(a+ h)− j(a)− ϕ(h)

]
= 0 ,

also ist j in a differenzierbar, und dj(a) = ϕ.

Wir zeigen nun durch Induktion: (∀p ∈ N) j ist p-mal differenzierbar.

• p = 1 : Eben gezeigt.
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• p ≥ 1, p→ p+ 1 : Sei j p-mal differenzierbar. Nach dem eben Gezeigten ist

dj : A
(j,j)−→ A×A β−→ L(A) mit β(x, y)(v) = −xvy .

Für (x, y) ∈ A×A ist β(x, y) : A → A R-linear, und wegen ‖β(x, y)(v)‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ‖v‖ ist
β(x, y) ∈ L(A,A) mit ‖β(x, y)‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖. Daher ist β eine stetige bilineare Abbildung, also
eine C∞-Funktion. Nach Induktionsvoraussetzung ist (j, j) p-mal differenzierbar. Daher ist
dj p-mal und folglich j (p+ 1)-mal differenzierbar. �

Beispiel:

Sei X ein Banachraum, D ⊂ X offen, a ∈ D und f : D → C× differenzierbar in a. Dann ist

1

f
: D → C differenzierbar in a, und (∀v ∈ X) d

( 1

f

)
(a)(v) = − 1

f(a)2
df(a)(v) .

Ist p ∈ N und f : D → C p-mal [ stetig ] differenzierbar, so ist auch 1
f
: D → C p-mal [ stetig ]

differenzierbar. Insbesondere ist jede rationale Funktion f : Rp → R eine C∞-Funktion.

Beweis. Es ist
1

f
: D

f→ C× j→ C mit j(x) =
1

x
, also d

( 1

f

)
(a)(v) = d(j◦f)(a)(v) = − 1

f(a)2
df(a)(v) .

Damit erhalten wir

d
( 1

f

)
: D

f∗→ C××L(X,C)
g→ C××L(X,C)

ε→ L(X,C)

mit f ∗(a) = (f(a)2, df(a)), g(c, ϕ) = (−c−1, ϕ) und ε(c, ϕ) = cϕ. Daraus sind die Behauptun-
gen mittels Induktion nach p abzulesen. �

Satz 10.2. Seien X, Y Banachräume.

1. Is(X, Y ) ⊂ L(X, Y ) ist offen. Ist Is(X, Y ) 6= ∅, so ist die Abbildung

ι : Is(X, Y ) → Is(Y,X) ↪→ L(Y,X) , definiert durch ι(ϕ) = ϕ−1 ,

eine C∞-Abbildung, und für alle ϕ0 ∈ Is(X, Y ) und alle ψ ∈ L(X, Y ) ist

dι(ϕ0)(ψ) = −ϕ−1
0 ◦ψ◦ϕ−1

0 ∈ L(Y,X) .

2. Sei ∅ 6= D ⊂ X offen, f : D → Y injektiv, f(D) offen und f−1 : f(D) → D ↪→ X.

(a) Sei a ∈ D, f differenzierbar in a und f−1 stetig in f(a). Dann gilt :

f−1 ist differenzierbar in f(a) ⇐⇒ df(a) ∈ Is(X, Y ) ,

und dann ist df−1
(
f(a)

)
= df(a)−1.

(b) Sei p ∈ N und f p-mal [ stetig ] differenzierbar. Ist dann f−1 differenzierbar, so ist
f−1 p-mal [ stetig ] differenzierbar.

Beweis. 1. Sei ϕ0 ∈ Is(X, Y ) und U = B1/‖ϕ−1
0 ‖(ϕ0) ⊂ L(X, Y ). Für ϕ ∈ U ist

‖ϕ−1
0 ◦ϕ− idX‖ ≤ ‖ϕ−1

0 ‖ ‖ϕ− ϕ0‖ < 1 , also ϕ−1
0 ◦ϕ ∈ Is(X) nach Satz 10.1.

Daher ist auch ϕ = ϕ0◦(ϕ−1
0 ◦ϕ) ∈ Is(X, Y ), ϕ−1 = (ϕ−1

0 ◦ϕ)−1◦ϕ−1
0 , und wir erhalten

ι |U : U
ε→ Is(X)

j→ Is(X)
ε′→ Is(Y,X) mit ε(ϕ) = ϕ−1

0 ◦ϕ , j(ψ) = ψ−1 und ε′(ψ) = ψ◦ϕ−1
0 .
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ε : L(X,Y ) → L(X) und ε′ : L(X) → L(Y,X) sind stetige lineare Abbildungen und j ist eine
C∞-Funktion. Daher ist auch ι eine C∞-Funktion. Für ψ ∈ L(X, Y ) ist

dι(ϕ0)(ψ) = d(ε′◦j◦ε)(ϕ0)(ψ) = ε′◦dj
(
ε(ϕ0)

)(
ε(ψ)

)
= dj (idX)(ϕ−1

0 ◦ψ)◦ϕ−1
0 = −ϕ−1

0 ◦ψ◦ϕ−1
0 .

2. ⇒ : Aus idD = f−1 ◦f folgt idX = df−1
(
f(a)

)
◦df(a), und aus idf(D) = f ◦f−1

folgt idY = df
(
f−1

(
f(a)

))
◦df−1

(
f(a)

)
= df(a)◦df−1

(
f(a)

)
. Daher ist df(a) ∈ Is(X, Y ) und

df(a)−1 = df−1
(
f(a)

)
.

⇐ : Wir zeigen:

lim
y→f(a)

1

‖y − f(a)‖

[
f−1(y) − f−1

(
f(a)

)
− df(a)−1

(
y − f(a)

)]
= 0 .

Sei (yk)k≥0 eine Folge in f(D) \ {f(a)} mit (yk)k≥0 → f(a). Für k ∈ N0 sei xk = f−1(yk)
und

rk =
1

‖xk − a‖

[
f(xk)− f(a)− df(a)(xk − a)

]
∈ Y .

Dann ist (xk)k≥0 eine Folge in D \ {a} mit (xk)k≥0 → a, (rk)k≥0 → 0, und wir erhalten∥∥f−1(yk)− f−1
(
f(a)

)
− df(a)−1

(
yk − f(a)

)∥∥ =
∥∥df(a)−1

[
f(xk)− f(a)− df(a)(xk − a)

]∥∥
≤ ‖df(a)−1‖ ‖xk − a‖ ‖rk‖ .

Es ist ‖xk − a‖ = ‖df(a)−1df(a)(xk − a)‖ ≤ ‖df(a)−1‖ ‖df(a)(xk − a)‖ und daher

‖yk − f(a)‖ =
∥∥‖xk − a‖rk + df(a)(xk − a)

∥∥ ≥ ‖df(a)(xk − a)‖ − ‖xk − a‖ ‖rk‖

≥ ‖xk − a‖
‖df(a)−1‖

− ‖xk − a‖ ‖rk‖ =
‖xk − a‖
‖df(a)−1‖

[
1− ‖df(a)−1‖ ‖rk‖

]
.

Damit folgt schließlich

1

‖yk − f(a)‖
∥∥f−1(yk)− f−1

(
f(a)

)
− df(a)−1

(
yk − f(a)

)∥∥
≤ ‖df(a)−1‖ ‖df(a)−1‖ ‖xk − a‖ ‖rk‖

‖xk − a‖
[
1− ‖df(a)−1‖‖rk‖

] =
‖df(a)−1‖2

1− ‖df(a)−1‖ ‖rk‖
‖rk‖ ,

und wegen (rk)k≥0 → 0 die Behauptung.

3. Aus 2. erhalten wir die Zerlegung

df−1 : f(D)
f−1

→ D
df→ Is(X, Y )

ι→ Is(Y,X) .

Ist df stetig, so ist daher auch df−1 stetig.

Wir zeigen nun mittels Induktion: Ist p ∈ N und f p-mal [ stetig ] differenzierbar, so ist auch
f−1 p-mal [ stetig ] differenzierbar.

• p = 1 : Gezeigt.

• p ≥ 1, p→ p+ 1 : Sei f (p+ 1)-mal [ stetig ] differenzierbar. Dann ist df p-mal [ stetig ]
differenzierbar, und nach Induktionsvoraussetzung ist auch f−1 p-mal [ stetig ] differenzierbar.
Daher folgt die Behauptung mit Satz 9.15. �

10.2 Der lokale Umkehrsatz
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Satz 10.3 (Fixpunktsatz). Sei X ein Banachraum, ∅ 6= D ⊂ X abgeschlossen, f : D → D
eine Abbildung, θ ∈ (0, 1), und

(∀x, y ∈ D) ‖f(x)− f(y)‖ ≤ θ‖x− y‖ .
Dann gibt es genau ein a ∈ D mit f(a) = a.

Beweis. Eindeutigkeit. Seien a, b ∈ D mit f(a) = a und f(b) = b. Dann folgt

‖a− b‖ = ‖f(a)− f(b)‖ ≤ θ‖a− b‖ ,
also wegen θ < 1 auch a = b.

Existenz. Für k ∈ N sei f [k] = f◦f◦. . .◦f : D → D (k times). Dann folgt mittels Induktion
nach k

(∀x, y ∈ D) ‖f [k](x)− f [k](y)‖ ≤ θk‖x− y‖ .
Sei nun x0 ∈ D beliebig, und für k ∈ N sei xk = f [k](x0) ∈ D. Wir behaupten: (xk)k≥0 ist
eine Cauchyfolge. Dazu ist zu zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃n0 ∈ N0) (∀m, n ≥ n0) ‖xm − xn‖ < ε.

Sei ε ∈ R>0 und n0 ∈ N, so dass θn0‖x1 − x0‖ < ε(1− θ). Für m > n ≥ n0 ist dann

‖xm−xn‖ ≤
m−1∑
ν=n

‖xν+1−xν‖ ≤
∞∑

ν=n0

‖f [ν](x1)−f [ν](x0)‖ ≤
∞∑

ν=n0

θν‖x1−x0‖ = θn0
‖x1 − x0‖

1− θ
< ε .

Wegen der Vollständigkeit von X ist die Folge (xk)k≥0 konvergent, und da D abgeschlossen
ist, folgt (xk)k≥0 → a ∈ D. Nach Satz 4.4 ist f stetig. Es folgt (f(xk))k≥0 → f(a), und
wegen f(xk) = xk+1 folgt f(a) = a. �

Definition 10.3. Seien X, Y Banachräume, ∅ 6= D ⊂ X offen und f : D → Y .

1. f heißt Diffeomorphismus , wenn gilt :

f(D) ist offen, f ist eine injektive C1-Abbildung, und f−1 : f(D) → D ↪→ X ist
differenzierbar.

2. f heißt lokaler Diffeomorphismus , wenn

(∀a ∈ D) (∃ε ∈ R>0) Bε(a) ⊂ D und f |Bε(a) : Bε(a) → Y ist ein Diffeomorphis-
mus.

Ist p ∈ N∪{∞}, so nennt man f einen ( lokalen ) Cp-Diffeomorphismus, wenn f ein ( lokaler )
Diffeomorphismus und eine Cp-Abbildung ist.

Bemerkungen: X, Y, Z seien Banachräume, ∅ 6= D ⊂ X offen, ∅ 6= E ⊂ Y offen, f : D → Y ,
f(D) ⊂ E und g : E → Z.

1. Sei f ein Diffeomorphismus, p ∈ N und f p-mal [ stetig ] differenzierbar. Dann ist auch
f−1 : f(D) → X p-mal [ stetig ] differenzierbar.

Beweis. Nach Satz 10.2.2. �

2. Ist f ein lokaler Diffeomorphismus, so ist f eine C1-Abbildung, für jede offene Menge
U ⊂ D ist f(U) ⊂ Y offen, und (∀a ∈ D) df(a) ∈ Is(X, Y ).

Beweis. Für a ∈ D sei Ua ∈ U(a) offen, so dass Ua ⊂ D und f |Ua ein Diffeomorphismus
ist. Insbesondere ist f |Ua eine C1-Abbildung, also auch f eine C1-Abbildung, und nach
Satz 10.2 ist df(a) ∈ Is(X, Y ). Insbesondere ist f1 = (f |Ua)−1 : f(Ua) → Ua eine stetige
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Abbildung, und daher ist für jede offene Menge V ⊂ Ua auch f−1
1 (V ) = f(V ) ⊂ f(Ua)

offen. Ist nun U ⊂ D offen, so ist

U =
⋃
a∈U

U ∩ Ua und daher f(U) =
⋃
a∈U

f(U ∩ Ua) offen. �

3. Seien f und g [ lokale ] Diffeomorphismen. Dann sind auch f−1 : f(D) → X und
g◦f : D → Z [ lokale ] Diffeomorphismen.

4. f ist ein Diffeomorphismus ⇐⇒ f ist ein injektiver lokaler Diffeomorphismus.

Satz 10.4. Sei X ein Banachraum, D ⊂ X offen, r ∈ R>0 mit Br(0) ⊂ D, f : D → X eine
C1-Abbildung, f(0) = 0, df(0) = idX , s ∈ (0, 1) und (∀x1, x2 ∈ Br(0) ) ‖df(x1)−df(x2)‖ ≤ s.

1. (∀y ∈ B(1−s)r(0) ) (∃ !x ∈ Br(0) ) f(x) = y.

2. Sei U = Br(0) ∩ f−1(B(1−s)r(0)) ⊂ D. Dann ist U offen, f(U) = B(1−s)r(0), und
f |U : U → X ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Für y ∈ B(1−s)r definieren wir

Fy : D → X durch Fy(x) = x+ y − f(x) . Dann: f(x) = y ⇐⇒ Fy(x) = x .

Für den Beweis von 1. werden wir zeigen:

A. Es gibt genau ein x ∈ Br(0) mit Fy(x) = x.

Fy ist eine C1-Abbildung, (∀x ∈ D) dFy(x) = idX − df(x) = df(0) − df(x), und daher folgt
‖dFy‖Br(0) ≤ s. Für x1, x2 ∈ Br(0) ist [x1, x2] ⊂ Br(0), und aus Satz 9.10 folgt

‖Fy(x1)− Fy(x2)‖ ≤ ‖dFy‖[x1,x2] ‖x1 − x2‖ ≤ s ‖x1 − x2‖ .

Für x ∈ Br(0) ist

‖Fy(x)‖ = ‖F0(x)− F0(0) + y‖ ≤ ‖dF0‖Br(0)‖x‖+ ‖y‖ ≤ sr + ‖y‖ < r ,

also Fy(x) ∈ Br(0) ⊂ Br(0). Mit Satz 10.3 folgt nun A.

Nach Satz 4.17 ist U offen, und nach dem eben Gezeigten ist f |U : U → B(1−s)r(0) bijektiv.
Für alle x ∈ Br(0) ist ‖df(x)− idX‖ = ‖df(x)− df(0)‖ ≤ s < 1 und daher df(x) ∈ Is(X) nach
Satz 10.1. Nach Satz 10.2 genügt es daher, die Stetigkeit von g = (f |U)−1 : B(1−s)r(0) → U
zu zeigen.

Seien y1, y2 ∈ B(1−s)r(0), y1 = f(x1) und y2 = f(x2) mit x1, x2 ∈ U . Dann ist

‖x1 − x2‖ ≤ ‖F0(x1)− F0(x2)‖+ ‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ s ‖x1 − x2‖+ ‖f(x1)− f(x2)‖
und daher

‖g(y1)− g(y2)‖ = ‖x1 − x2‖ ≤
1

1− s
‖f(x1)− f(x2)‖ =

1

1− s
‖y1 − y2‖ .

Die Stetigkeit von g folgt nun aus Satz 4.4. �

Satz 10.5 (Lokaler Umkehrsatz). Seien X, Y Banachräume, ∅ 6= D ⊂ X offen und f : D → Y
eine C1-Abbildung.

1. Sei a ∈ D und df(a) ∈ Is(X,Y). Dann gibt es eine offene Menge U ⊂ D mit a ∈ U , so
dass f |U : U → Y ein Diffeomorphismus ist.

2. f ist ein lokaler Diffeomorphismus ⇐⇒ (∀a ∈ D) df(a) ∈ Is(X,Y).
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Beweis. Es genügt, 1. zu zeigen. Sei D0 = −a+D ⊂ X und

f0 : D0 → X definiert durch f0(x) = df(a)−1[f(x+ a)− f(a)] .

D0 ⊂ X ist offen, 0 ∈ D0, f0 ist eine C1-Abbildung, f0(0) = 0 und df0(0) = idX . Wegen der
Stetigkeit von df0 gibt es ein r ∈ R>0 mit Br(0) ⊂ D0 und (∀x ∈ Br(0) ) ‖df0(x)− idX‖ < 1

3
.

Dann folgt (∀x1, x2 ∈ Br(0) ) ‖df0(x1)− df0(x2)‖ < 2
3
, und nach Satz 10.4 gibt es eine offene

Menge U0 ⊂ D0 mit 0 ∈ U0, so dass f0 |U0 : U0 → X ein Diffeomorphismus ist. Dann ist
U = a + U0 ⊂ D offen, und für x ∈ U ist f(x) = df(a)(f0(x − a)) + f(a). Daher ist auch
f(U) = df(a)

(
f(U0)

)
+ f(a) offen und f |U ein Diffeomorphismus. �

Bemerkung: Seien n, m ∈ N und ∅ 6= D ⊂ Rn offen.

1. Sei f : D → Rm ein lokaler Diffeomorphismus. Für a ∈ D ist dann df(a) : Rn → Rm

ein Isomorphismus und daher n = m.

2. Sei f : D → Rn eine C1-Abbildung. Für a ∈ D und v ∈ Rn ist df(a)(v) = Jf(a)vt,
und daher gilt: df(a) ∈ Is(Rn) ⇐⇒ det Jf(a) 6= 0. Insbesondere:

f ist ein Diffeomorphismus ⇐⇒ f ist injektiv, und (∀a ∈ D) det Jf(a) 6= 0 .

Satz 10.6 (Polarkoordinaten im Rp). Sei n ∈ N≥2 und Pn : Rn → Rn die Polarkoordinaten-
abbildung (siehe Satz 9.13). Sei

Πn = R>0×(−π, π)×
(
−π

2
,
π

2

)n−2

⊂ Rn und Σ = R2 \ (R≤0 × {0}) .

Dann ist Pn |Πn ein Diffeomorphismus, und Pn(Πn) = Σ×Rn−2 ⊂ Rn.

Beweis. Nach Satz 9.13 ist Pn |Πn : Πn → Σ×Rn−2 bijektiv, und (∀y ∈ Πn det JPn(y) 6= 0.
Daher folgt die Behauptung aus obiger Bemerkung 2. �

10.3 Implizite Funktionen

Satz 10.7. Seien X, Y, Z Banachräume, D ⊂ X×Y offen, (a, b) ∈ D, f : D → Z eine
C1-Abbildung und f(a, b) = 0. Die partiellen Differenziale

d1f : D → L(X,Z) und d2f : D → L(Y, Z)

seien definiert durch

d1f(x, y)(u) = df(x, y)(u, 0) und d2f(x, y)(v) = df(x, y)(0, v) .

Es sei d2f(a, b) ∈ Is(Y, Z).

Dann gibt es offene Mengen D′ ⊂ X und D′′ ⊂ Y mit (a, b) ∈ D′×D′′ ⊂ D und eine C1-Ab-
bildung g : D′ → Y mit g(D′) ⊂ D′′, so dass f−1(0) ∩ (D′×D′′) = Graph(g), das heißt,

(∀(x, y) ∈ D′×D′′)
[
f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x) ] ,

und

(∀x ∈ D′)
[
d2f

(
x, g(x)

)
∈ Is(Y, Z) ∧ dg(x) = −d2f

(
x, g(x)

)−1◦d1f
(
x, g(x)

) ]
.

Ist p ∈ N und f p-mal [ stetig ] differenzierbar, so ist auch g p-mal [ stetig ] differenzierbar.
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Beweis. Die Abbildungen ε1 : X → X×Y , ε2 : Y → X×Y , ε∗1 : L(X×Y, Z) → L(X,Z) und
ε∗2 : L(X×Y, Z) → L(Y, Z), definiert durch ε1(x) = (x, 0), ε2(y) = (0, y), ε∗1(ϕ) = ϕ◦ε1 und
ε∗2(ϕ) = ϕ◦ε2, sind stetige R-lineare Abbildungen, und für i ∈ {1, 2} ist dif = ε∗i ◦df , also
insbesondere dif stetig. Nach Voraussetzung ist d2f(a, b) ∈ Is(Y, Z), und nach Satz 10.2 ist
Is(Y, Z) ⊂ L(Y, Z) offen. Daher gibt es eine offene Menge D1 ⊂ D mit (a, b) ∈ D1, so dass
d2f(D1) ⊂ Is(Y, Z).

Sei nun F : D → X×Z definiert durch F (x, y) = (x, f(x, y)). Dann ist F ist eine C1-Ab-
bildung, F (a, b) = (a, 0), und für alle (x, y) ∈ D und (u, v) ∈ X×Y gilt

dF (x, y)(u, v) =
(
u, df(x, y)(u, v)

)
=

(
u, d1f(x, y)(u) + d2f(x, y)(v)

)
.

Für (x, y) ∈ D1 ist dF (x, y) ∈ Is(X×Y,X×Z)[
es ist

(
∀(u, z) ∈ X×Z

)
dF (x, y)−1(u, z) =

(
u, −d2f(x, y)−1[d1f(x, y)(u)− z]

) ]
.

Nach Satz 10.5 gibt es eine offene Menge D0 ⊂ D1 mit (a, b) ∈ D0, so dass F |D0 ein
Diffeomorphismus ist. Daher ist

G = (G1, G2) = (F | D0)
−1 : F (D0) → D0 ⊂ D ⊂ X×Y

eine C1-Abbildung, und für alle (x, y) ∈ D0 gilt :

f(x, y) = 0 ⇐⇒ F (x, y) = (x, 0) ⇐⇒ (x, y) = G(x, 0) ⇐⇒ y = G2(x, 0) .

Insbesondere ist G2(a, 0) = b. Da (a, 0) ∈ F (D0) und F (D0) offen ist, gibt es offenen Mengen
D′

1 ⊂ X und D′′ ⊂ Y , so dass (a, b) ∈ D′
1×D′′ ⊂ D0 und (∀x ∈ D′

1) (x, 0) ∈ F (D0). Die
Abbildung g1 : D′

1 → Y , definiert durch g1(x) = G2(x, 0), ist eine C1-Abbildung, und wegen
der Stetigkeit von g1 in a gibt es eine offene Menge D′ ⊂ D′

1 mit a ∈ D′ und g(D′) ⊂ D′′. Dann
ist auch D′×D′′ ⊂ D0, und mit g = g1 |D′ folgt(

∀(x, y) ∈ D′ ×D′′) [
f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x)

]
.

Für x ∈ D′ ist (x, g(x)) ∈ D1, also d2f(x, g(x)) ∈ Is(Y, Z), und wegen f(x, g(x)) = 0 folgt

0 = d[f ◦(idX , g)](x) = df(x, g(x))◦(idX , dg(x)) = d1f(x, g(x)) + d2f(x, g(x))◦dg(x)
und daher

dg(x) = −d2f(x, g(x))−1◦d1f(x, g(x)) .

Ist f p-mal [ stetig ] differenzierbar, so gilt dies nach den Sätzen 7.6 und 9.16 auch für F, G
und g. �

Bemerkung (Spezialfall von Satz 10.7).

Seien n, m ∈ N. Wir schreiben die Punkte von Rn+m = Rn×Rm in der Form (x,y) mit
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn und y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm. Ist (e1, . . . , en) die kanonische Basis von Rn

und (e′1, . . . , e
′
m) die kanonische Basis von Rm, so ist

(
(e1,0), . . . , (en,0), (0, e′1), . . . , (0, e

′
m)

)
die kanonische Basis von Rn+m = Rn×Rm.

Sei D ⊂ Rn×Rm offen, (a, b) ∈ D, f = (f1, . . . , fm) : D → Rm eine C1-Abbildung und
f(a, b) = 0. Für (x,y) ∈ D heißen die Matrizen

J1f(x,y) =
( ∂fi
∂xj

(x,y)
)
i=1,...,m
j=1,...,n

und J2f(x,y) =
(∂fi
∂yj

(x,y)
)
i, j=1,...,m

die erste und die zweite Jacobi’sche Matrix von f .

Für i ∈ {1, . . . ,m} und j ∈ {1, . . . , n} ist J1f(x,y)i,j = dfi(x,y)(ej,0) = d1fi(x,y)(ej), und
daher (∀u ∈ Rn) d1f(x,y)(u) = J1f(x,y)ut. In gleicher Weise ist für alle i, j ∈ {1, . . . ,m}



220 FRANZ HALTER-KOCH

J2f(x,y)i,j = dfi(x,y)(0, e′j) = d2fi(x,y)(e′j), und (∀v ∈ Rm) d2f(x,y)(v) = J2f(x,y)vt.
Insbesondere ist genau dann d2f(x,y) ∈ Is(Rm), wenn det J2f(x,y) 6= 0.

Sei det J2f(a, b) 6= 0.

Dann gibt es offene Mengen D′ ⊂ Rn und D′′ ⊂ Rm mit (a, b) ∈ D′×D′′ ⊂ D, und es gibt eine
C1-Abbildung g = (g1, . . . , gm) : D′ → D′′ ↪→ Rm, so dass

(∀(x,y) ∈ D′×D′′)
[
f(x,y) = 0 ⇐⇒ y = g(x) ] .

Für alle x ∈ D′ ist dann det J2f
(
x, g(x)

)
6= 0, und Jg(x) = −J2f

(
x, g(x)

)−1
J1f

(
x, g(x)

)
.

Spezialfall m = 1 :

Jetzt schreiben wir die Punkte von Rn+1 = Rn×R in der Form (x, y) = (x1, . . . , xn, y). Sei
D ⊂ Rn×R offen, (a, b) ∈ D, f : D → R eine C1-Funktion, f(a, b) = 0 und fy(a, b) 6= 0.
Dann gibt es offene Mengen D′ ⊂ Rn und D′′ ⊂ R mit (a, b) ∈ D′×D′′ ⊂ D und eine
C1-Funktion g : D′ → R mit g(D′) ⊂ D′′, so dass

(∀(x, y) ∈ D′×D′′)
[
f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x) ] .

Für alle x ∈ D′ ist fy(x, g(x) 6= 0, und

(∀j ∈ {1, . . . , p}) gxj
(x) = − fy

(
x, g(x)

)−1
fxj

(
x, g(x)

)
.

10.4 Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt seien p ∈ N ∪ {∞}, n ∈ N, k ∈ {1, . . . , n} und Rn = Rk×Rn−k

(mit den Konventionen R0 = {0} und Rn×R0 = Rn ).

Definition 10.4. Eine Teilmenge F ⊂ Rn heißt k-dimensionales Cp-Flächenstück , wenn gilt:

Es gibt eine offene Menge ∅ 6= D ⊂ Rk und eine injektive Cp-Abbildung φ : D → Rn,
so dass φ(D) = F , φ−1 : F → D ist stetig, und (∀y ∈ D) Rang(dφ(y)) = k.

Jedes solche Paar (D,φ) heißt Parametrisierung oder (k-dimensionales) Koordinatensystem
von F .

Beispiele:

1. Kurvenstücke. Ein 1-dimensionales Cp-Flächenstück (Kurvenstück ) im Rn ist eine
Teilmenge C ⊂ Rn mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine offene Menge ∅ 6= D ⊂ R und
eine injektive Cp-Abbildung φ : D → Rn, so dass φ(D) = C, φ−1 : C → D ist stetig,
und (∀y ∈ D) φ′(y) 6= 0. Ist D ein Intervall, so ist (geometrisch betrachtet) C eine
parametrisierte doppelpunktfreie Kurve ohne stationäre Punkte.

2. Graphen. Sei k < n, ∅ 6= D ⊂ Rk offen, f : D → Rn−k eine Cp-Abbildung und

Γf : D → Rn definiert durch Γf (x) = (x, f(x)) ∈ Rn .

Dann ist Γf (D) = Graph(f), Γf ist eine injektive Cp-Abbildung, Γ−1
f ist stetig (es ist

die Einschränkung der Projektion Rk×Rn−k → Rk auf Graph(f)). Für x ∈ D und
v ∈ Rk ist dΓf (x)(v) =

(
v, df(x)(v)

)
, also Rang(dΓf (x)) = k. Daher ist Graph(f)

ein k-dimensionales Cp-Flächenstück im Rn, und (D,Γf ) ist eine Parametrisierung von
Graph(f).
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3. Offene Mengen. Sei D ⊂ Rn offen. Dann ist D ein n-dimensionales Flächenstück im Rn,
und (D, idD) ist eine Parametrisierung von D.

4. Affine Räume. Sei F ⊂ Rn ein k-dimensionaler affiner Teilraum, also F = p + U mit
einem k-dimensionalen Untervektorraum U ⊂ Rn. Sei ϕ ∈ Is(Rk, U) und φ : Rk → Rn

definiert durch φ(x) = p + ϕ(x). Dann ist φ eine injektive C∞-Funktion, und

(∀x ∈ Rk) dφ(x) = ϕ .

Es ist Rang(ϕ) = k, und (∀z ∈ F ) φ−1(z) = ϕ−1(z−p). Daher ist φ−1 : F → Rk stetig,
F ist ein k-dimensionales C∞-Flächenstück im Rn und (Rk, φ) ist eine Parametrisierung
von F .

Satz 10.8. Sei F ⊂ Rn ein k-dimensionales Cp-Flächenstück.

1. Sei (D,φ) eine Parametrisierung von F und x0 ∈ D. Dann gibt es eine offene Menge
V ⊂ Rn mit (x0,0) ∈ V und einen Cp-Diffeomorphismus h : V → Rn, so dass gilt :

• (∀x ∈ Rk)
[
(x,0) ∈ V =⇒ x ∈ D ∧ h(x,0) = φ(x)

]
.

• F ∩ h(V ) = h
(
V ∩ (Rk×{0})

)
.

2. Seien (D,φ) und (D̃, φ̃) Parametrisierungen von F . Dann ist φ̃−1◦φ : D → D̃ ein
Diffeomorphismus.

Beweis. 1. Es ist Rang(dφ(x0)) = Rang(dφ1(x0), . . . , dφp(x0)) = k, und wir können annehmen,
dass Rang(dφ1(x0), . . . , dφk(x0)) = k (sonst nummerieren wir die Koordinaten des Rn um).
Für x ∈ D setzen wir

J1φ(x) =
(
∂iφj(x)

)
i, j=1,...,k

, und dann ist det J1φ(x0) 6= 0 .

Sei h1 : D×Rn−k → Rn definiert durch h1(x,y) = φ(x) + (0,y). Dann ist h1 eine Cp-
Funktion (es existieren alle partiellen Ableitungen p-ter Ordnung und sind stetig), und für
(x,y) ∈ D×Rn−k) ist

Jh1(x,y) =

(
J1φ(x) 0k,n−k
∗ In−k

)
, also det Jh1(x0,0) 6= 0 .

Daher ist dh1(x0,0) ∈ Is(Rn), und nach Satz 10.5 gibt es eine offene Menge V ′ ⊂ D×Rn−k

mit (x0,0) ∈ V ′, so dass h1 |V ′ : V ′ → Rn ein Diffeomorphismus ist. Sei nun

D′ = {x ∈ D | (x,0) ∈ V ′ } .
D′ ist offen, und φ(D′) = (φ−1)−1(D′). Wegen der Stetigkeit von φ−1 gibt es nach Satz 4.17
eine offene Menge U ⊂ Rn, so dass φ(D′) = F ∩U , und dann ist auch V = h−1

1 (U)∩ V ′ ⊂ Rn

offen, und h = h1 |V : V → Rn ist ein Diffeomorphismus.

Ist nun x ∈ Rk mit (x,0) ∈ V ⊂ V ′, so ist x ∈ D und h(x,0) = h1(x,0) = φ(x).

Wir behaupten nun: F ∩ h(V ) = h(V ) ∩ (Rk×{0}).
Sei y = φ(x) ∈ F ∩ h(V ). Wegen F ∩ h(V ) ⊂ F ∩ U = φ(D′) folgt x ∈ D′ und daher

(x,0) ∈ V ′. Folglich ist y = h1(x,0) ∈ h1

(
V ∩ (Rk×{0})

)
, also (x,0) ∈ V ∩ (Rk×{0}) und

y = h1(x,0) = h(x,0) ∈ h
(
V ∩ (Rk×{0})

)
.

Ist umgekehrt x ∈ Rl und (x,0) ∈ V , so folgt h(x,0) = φ(x) ∈ F ∩ h(V ).

2. φ̃−1◦φ ist bijektiv, und (φ̃−1◦φ)−1 = φ−1◦φ̃. Aus Symmetriegründen genügt es daher, zu

zeigen: φ̃−1◦φ ist eine C1-Funktion. Sei x0 ∈ D und x̃0 = (φ−1◦φ)(x0) ∈ D̃. Nach 1. gibt es
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offene Mengen V, Ṽ ⊂ Rn mit (x0,0) ∈ V , (x̃0,0) ∈ Ṽ und Diffeomorphismen h : V → Rn,

h̃ : Ṽ → Rn, so dass für alle x, x̃ ∈ Rk gilt: Ist (x,0) ∈ V , so folgt x ∈ D und h(x,0) = φ(x).

Ist (x̃,0) ∈ Ṽ , so folgt x̃ ∈ D̃ und h̃(x̃,0) = φ̃(x̃). Insbesondere ist φ(x0) ∈ h(V )∩ h̃(Ṽ ). Seien
ε : Rk → Rn und π : Rn → Rk definiert durch ε(x) = (x,0) und π(x,y) = x. Dann ist

D0 = (h◦ε)−1( h̃(Ṽ )) offen, x0 ∈ D0, und φ̃−1◦φ |D0 = π◦h̃−1◦h◦ε |D0 ist differenzierbar. �

Definition 10.5. Eine Teilmenge ∅ 6= F ⊂ Rn heißt (reguläre) k-dimensionale gleichungs-
definierte Cp-Fläche , wenn es eine offene Menge ∅ 6= U ⊂ Rn und eine Cp-Abbildung
g : U → Rn−k gibt, so dass gilt :

F = g−1(0) = {x ∈ U | g(x) = 0}, und (∀x ∈ F ) Rang(dg(x)) = n− k.

Beispiel:

SN−1 = {(x1, . . . , xN) ∈ RN | x2
1 + . . . + x2

N = 1 } ⊂ RN ist eine (N − 1)-dimensionale
gleichungsdefinierte C∞-Fläche im Rn.

Beweis. Definiert man g : Rn → R durch g(x1, . . . , xn) = x2
1 + . . .+ x2

n − 1, so ist g eine C∞-
Funktion, Sn−1 = g−1(0), und (∀(x1, . . . , xn) ∈ Sn−1) Jg(x1, . . . , xn) = (2x1, . . . , 2xn) 6= 0.
Daher ist (∀x ∈ Sn−1) Rang(dg(x)) = 1.

Definition 10.6. Eine Teilmenge ∅ 6= M ⊂ Rn heißt (reguläre) k-dimensionale Cp-Mannig-
faltigkeit , wenn für alle a ∈M gilt :

Es gibt eine offene Menge U ⊂ Rn mit a ∈ U und einen Cp-Diffeomorphismus
h : U → Rn, so dass h(U ∩M) = h(U) ∩ (Rk×{0}).

Satz 10.9 (Struktursatz für Mannigfaltigkeiten). Für eine Teilmenge ∅ 6= M ⊂ Rn sind die
folgenden Aussagen äquivalent :

(a) M ist eine k-dimensionale Cp-Mannigfaltigkeit.

(b) Zu jedem a ∈ M gibt es eine offene Menge U ⊂ Rn mit a ∈ U , so dass U ∩M eine
k-dimensionale gleichungsdefinierte Cp-Fläche ist.

(c) Zu jedem a ∈ M gibt es eine offene Menge U ⊂ Rn mit a ∈ U , so dass U ∩M ein
k-dimensionales Cp-Flächenstück ist.

Insbesondere ist jede k-dimensionale gleichungsdefinierte Cp-Fläche und jedes k-dimensionales
Cp-Flächenstück eine k-dimensionale Cp-Mannigfaltigkeit.

Beweis. (a) ⇒ (b) Sei a ∈M , U ⊂ Rn offen mit a ∈ U und h = (h′, g) : U → Rn = Rk×Rn−k

ein Cp-Diffeomorphismus mit h(U ∩M) = h(U)∩ (Rk×{0}). Dann ist g : U → Rn−k eine Cp-
Abbildung, U ∩M = g−1(0), und für alle x ∈ U ist Rang(dh(x)) = Rang(dh′(x), dg(x)) = n,
also Rang(dg(x)) = n−k. Daher ist U∩M eine k-dimensionale gleichungsdefinierte Cp-Fläche.

(b) ⇒ (c) Sei a = (a′,a′′) ∈ M ⊂ Rn = Rk×Rn−k, sei U ⊂ Rn offen mit a ∈ U und
g : U → Rn−k eine Cp-Abbildung mit U ∩M = g−1(0) und (∀x ∈ U ∩M) Rang(dg(x)) =
n − k. Es ist Jg(a) = (J1g(a), J2g(a)) mit J1g(a) ∈ Mn−k,k(R) und J2g(a) ∈ Mn−k(R), und
wegen Rang(dg(a)) = Rang(Jg(a)) = n− k können wir ohne Einschränkung annehmen, dass
Rang(J2g(a)) = n − k (sonst nummerieren wir die Koordinaten des Rn um). Auf Grund der
Bemerkung nach Satz 10.7 ist dann d2g(a) ∈ Is(Rp−k).

Nach Satz 10.7 gibt es offene Mengen D′ ⊂ Rk und D′′ ⊂ Rn−k mit a = (a′,a′′) ∈ D′×D′′ ⊂ U
und eine Cp-Funktion φ : D′ → D′′, so dass Graph(φ) = g−1(0)∩ (D′×D′′) = (D′×D′′)∩M.
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Auf Grund von Beispiel 2 nach Definition 10.4 ist daher (D′×D′′) ∩M ein k-dimensionales
Cp-Flächenstück.

(c) ⇒ (a) Sei a ∈ M und U1 ⊂ Rn offen mit a ∈ U1, so dass U1 ∩M ein k-dimensionales
Cp-Flächenstück ist. Sei (D,φ) eine Parametrisierung von U1 ∩ M und x0 = φ−1(a) ∈ D.
Nach Satz 10.8 gibt es eine offene Teilmenge V1 ⊂ Rn = Rk×Rn−k mit (x0,0) ∈ V1 und einen
Cp-Diffeomorphismus h1 : V1 → Rn, so dass

U1 ∩M ∩ h1(V1) = h1

(
V1 ∩ (Rk×{0})

)
.

Dann sind die Mengen V = h−1
1 (U1) ⊂ V1 ⊂ Rn und U = h1(V ) ⊂ U1 ⊂ Rn offen, und die

Abbildung h = (h1 |V )−1 : U → Rn ist ein Cp-Diffeomorphismus mit h(U) = V . Wegen
V1 ∩ (Rk×{0}) ⊂ h−1

1 (U1)∩ (Rk×{0}) = V ∩ (Rk×{0}) ist V1 ∩ (Rk×{0}) = V ∩ (Rk×{0}),
und U ∩M ⊂ h1(V1) ∩ U1 ∩M = h1

(
V1 ∩ (Rk×{0}) = h1

(
V ∩ (Rk×{0}) ⊂ U ∩M , also

U ∩M = h1(V ∩ (Rk×{0}) und daher h(U ∩M) = V ∩ (Rk×{0}) = h(U) ∩ (Rk×{0}). �

Definition 10.7. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit und a ∈ M . Ein
Vektor v ∈ Rn heißt Tangentialvektor an M in a, wenn es ein δ ∈ R>0 und eine differenzierbare
Abbildung γ : (−δ, δ) → Rn (eine glatte Kurve) gibt, so dass

γ
(
(−δ, δ)

)
⊂M , γ(0) = a und γ′(0) = v .

Die Menge TaM aller Tangentialvektoren an M in a heißt Tangentialraum und die Menge
a + TaM heißt Tangentialmannigfaltigkeit von M in a.

Satz 10.10. Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit, a ∈M und v ∈ Rn.

• Sei U ⊂ Rn offen, a ∈ U und g : U → Rn−k eine C1-Abbildung, so dass U∩M = g−1(0)
und Rang(dg(a)) = n− k.

• Sei D ⊂ Rk offen, x0 ∈ D und φ : D → Rn eine differenzierbare Abbildung mit
φ(D) ⊂M , φ(x0) = a und Rang(dφ(x0)) = k.

Dann sind die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) v ∈ TaM .

(b) v ∈ Ker
[
dg(a) : Rn → Rn−k].

(c) v ∈ Bi
[
dφ(x0) : Rk → Rn

]
.

Insbesondere ist TaM = Ker
(
dg(a)

)
= Bi

(
dφ(x0)

)
.

Beweis. (a) ⇒ (b) Sei δ ∈ R>0 und γ : (−δ, δ) → Rn eine differenzierbare Abbildung, so dass
γ( (−δ, δ) ) ⊂ M , γ(0) = a und γ′(0) = v. Dabei können wir γ( (−δ, δ) ) ⊂ U annehmen.
Dann ist [g◦γ : (−δ, δ) → Rn−k] = 0 und daher

0 = (g◦γ)′(0) = d(g◦γ)(0)(1) = dg(γ(0))(γ′(0)) = dg(a)(v) .

(b) ⇒ (c) φ−1(U) ⊂ D ist offen, x0 ∈ φ−1(U), und g ◦φ |φ−1(U) = 0. Daher folgt
0 = d(g ◦φ)(x0) = dg(a)◦dφ(x0) : Rk → Rn−k und daher Bi(dφ(x0)) ⊂ Ker(dg(a)). We-
gen dimR Bi(dφ(x0)) = Rang(dφ(x0)) = k = p − Rang(dg(a)) = dimR Ker((dg(a)) folgt
Bi(dφ(x0)) = Ker(dg(a)).

(c) ⇒ (a) Sei u ∈ Rk mit v = dφ(x0)(u), δ ∈ R>0, so dass (∀t ∈ (−δ, δ) ) x0 + tu ∈ D,
und sei γ : (−δ, δ) → Rn definiert durch γ(t) = φ(x0 + tu). Dann ist γ differenzierbar,
γ
(
(−δ, δ)

)
⊂M , γ(0) = φ(x0) = a und γ′(0) = dγ(0)(1) = dφ(x0)(u) = v. �
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Definition 10.8. Sei ∅ 6= D ⊂ Rn offen, f : D → R, m ∈ N, g = (g1, . . . , gm) : D → Rm

und a ∈ g−1(0). Man sagt, f hat in a ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen
g1 = . . . = gm = 0 , wenn f | g−1(0) in a ein lokales Extremum hat.

Satz 10.11 (Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei ∅ 6= D ⊂ Rn offen, f : D → R sei
differenzierbar, m ∈ N, g = (g1, . . . , gm) : D → Rm sei eine C1-Abbildung, a ∈ g−1(0) und
Rang(dg(a)) = m.

f habe in a ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen g1 = . . . = gm = 0. Dann ist
df(a) linear abhängig von dg1(a), . . . , dgm(a) (in L(Rn,R) ). Insbesondere gilt :

(∃λ1, . . . , λm ∈ R) df(a) =
m∑
j=1

λjdgj(a)
[
⇐⇒ (∀i ∈ {1, . . . , n}) ∂if(a) =

m∑
j=1

λj∂igj(a)
]
.

Beweis. Wir benötigen den folgenden Hilfssatz aus der Linearen Algebra.

H. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, ϕ1, . . . , ϕm, ψ ∈ L(V,R) und

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) : V → Rm .

Genau dann ist ψ linear abhängig von ϕ1, . . . , ϕm, wenn Ker(ϕ) ⊂ Ker(ψ).

Beweis von H. Sei ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm, ψ) : V → Rm+1 und (u1, . . . , un) eine Basis von V .
Dann ist Ker(ϕ) = Ker(ϕ) ∩Ker(ψ) ⊂ Ker(ϕ), und es gilt (mit ϕm+1 = ψ):

Ker(ϕ) ⊂ Ker(ψ) ⇐⇒ Ker(ϕ) = Ker(ϕ) ⇐⇒ dim Ker(ϕ) = dim Ker(ϕ)

⇐⇒ dimϕ(V ) = dimϕ(V ) ⇐⇒ Rang
(
ϕj(ui)

)
j=1,...,m
i=1,...,n

= Rang
(
ϕj(ui)

)
j=1,...,m+1
i=1,...,n

⇐⇒ (∃c1, . . . , cm ∈ R) (∀i ∈ {1, . . . , n}) ψ(ui) =
m∑
j=1

cjϕj(ui)

⇐⇒ (∃c1, . . . , cm ∈ R) ψ =
m∑
j=1

cjϕj ⇐⇒ ψ ist linear abhängig von ϕ1, . . . , ϕm .

Nach Voraussetzung ist

Rang(dg(a)) = Rang
(
∂igj(a)

)
j=1,...,m
i=1,...,n

= m, also o. E. Rang
(
∂igj(a)

)
j, i=1,...,m

= m

(sonst nummerieren wir die Koordinaten des Rn um). Da alle partiellen Ableitungen von g
stetig sind, ist die Funktion ∆: D → R, definiert durch ∆(x) = det

[(
∂igj(x)

)
j, i=1,...,m

]
,

stetig, und wegen ∆(a) 6= 0 ist die Menge U = {x ∈ D | ∆(x) 6= 0} offen. Dann ist
(∀x ∈ U) Rang(dg(x)) = m, also U ∩ g−1(0) eine gleichungsdefinierte m-dimensionale Fläche,
und nach Satz 10.10 ist Ta(U ∩ g−1(0)) = Ker(dg(a)).

Nach H ist daher zu zeigen: Ta(U ∩ g−1(0)) ⊂ Ker(df(a)).

Sei v ∈ Ta(U∩M). Dann gibt es ein δ ∈ R>0 und eine differenzierbare Abbildung γ : (−δ, δ) →
Rn mit γ( (−δ, δ) ) ⊂ U ∩M , γ(0) = a und γ′(0) = v. Die Funktion f◦γ : (−δ, δ) → R hat
ein lokales Extremum bei 0, und daher ist 0 = (f ◦γ)′(0) = df(a)(v). �
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11. Mehrdimensionale Integralrechnung: elementare Theorie

Im ganzen Abschnitt sei n ∈ N.

11.1. Integration von Treppenfunktionen

Definition 11.1. Für a ∈ R sei [a, a] = {a} und [a, a) = (a, a] = (a, a) = ∅.
1. Eine Teilmenge Q ⊂ R heißt 1-dimensionaler Quader, wenn

(∃a, b ∈ R) a ≤ b ∧ (a, b) ⊂ Q ⊂ [a, b] .

Man nennt dann v(Q) = v1(Q) = b − a den 1-dimensionalen Inhalt oder die Länge
von Q.

2. Eine Teilmenge Q ⊂ Rn heißt Quader , wenn Q = Q1× . . .×Qn mit 1-dimensionalen
Quadern Q1, . . . , Qn ⊂ R. Man nennt dann

v(Q) = vn(Q) =
n∏
ν=1

v1(Qν) ∈ R≥0

den (n-dimensionalen elementargeometrischen) Inhalt von Q. Man nennt Q ausgeartet ,
wenn vn(Q) = 0.

Bemerkungen:

1. Genau dann ist Q ⊂ R ein 1-dimensionaler Quader, wenn entweder |Q| ≤ 1 oder Q ein
beschränktes Intervall von R ist.

2. Sei ∅ 6= Q ⊂ Rn ein Quader, Q = Q1× . . .×Qn mit 1-dimensionalen Quadern Q1, . . . , Qn.
Dann gilt: Q offen [abgeschlossen] ⇐⇒ (∀ν ∈ {1, . . . , n}) Qν offen [abgeschlossen].

3. Der Durchschnitt endlich vieler Quader in Rn ist wieder ein Quader.

4. Sei Q ⊂ Rn ein Quader und ε ∈ R>0. Dann gibt es einen offenen Quader Qε ⊂ Rn mit
Q ⊂ Qε und v(Qε) < v(Q) + ε.

Definition 11.2.

1. Für eine Teilmenge M ⊂ Rn sei

1M : Rn → R definiert durch 1M(x) =

{
1 , falls x ∈M ,

0 , falls x /∈M .

1M heißt charakteristische Funktion von M .

2. Eine Funktion ϕ : Rn → C heißt Treppenfunktion , wenn es ein p ∈ N, Quader
Q1, . . . , Qp ⊂ Rn und c1, . . . , cp ∈ C gibt, so dass

(∗) ϕ =

p∑
j=1

cj1Qj
.

Ist ϕ durch (∗) gegeben, so nennt man∫
Rn

ϕ =

∫
Rn

ϕ(x) dx =

∫
Rn

ϕ(x1, . . . , xn) d(x1, . . . , xn) =

p∑
j=1

v(Qj)cj

das Integral von ϕ über Rn.
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Obige Definition des Integrals ist unabhängig von der Darstellung (∗) von ϕ. Das folgt für
n = 1 aus Satz 11.2 und für n > 1 aus Satz 11.3.

Satz 11.1.

1. Sei E eine endliche Menge von Quadern in Rn. Dann gibt es eine endliche Menge E∗
paarweiser disjunkter offener oder ausgearteter nicht-leerer Quader in Rn, so dass

(∀Q∗ ∈ E∗) (∃Q ∈ E) Q ⊃ Q∗ und (∀Q ∈ E) Q =
⋃

Q∗∈E∗, Q∗⊂Q

Q∗ .

2. Ist ϕ : Rn → C eine Treppenfunktion, so gibt ein k ∈ N, paarweise disjunkte offene oder
ausgeartete Quader P1, . . . , Pk ⊂ Rn und b1, . . . , bk ∈ C, so dass

ϕ =
k∑
ν=1

bν1Pν .

Insbesondere folgt : Ist ϕ(Rn) ⊂ R [ϕ(Rn) ⊂ R≥0 ], so ist bj ∈ R [ bj ∈ R≥0 ] für alle
j ∈ {1, . . . , k}.

Beweis. 1. Für ∅ 6= Q ∈ E sei Q = Q1× . . .×Qn mit (ai, bi) ⊂ Qi ⊂ [ai, bi] und
Ei(Q) = {ai, bi}. Für i ∈ {1, . . . , n} sei

Ei =
⋃

∅6=Q∈E

Ei(Q) = {ci,0, . . . , ci,Ni
} mit ci,0 < . . . < ci,Ni

.

Sei E ′ die Menge aller Quader der Form

J =
n∏
i=1

Ji mit Ji ∈
{
(ci,ν , ci,ν+1)

∣∣ ν ∈ {0, . . . , Ni − 1}
}
∪

{
{ci,ν}

∣∣ ν ∈ {0, . . . , Ni}
}
.

Dann sind die Quader in E ′ nicht leer, paarweise disjunkt, offen oder ausgeartet, und jeder
Quader in E ist die Vereinigung von Quadern in E ′. Die Menge E∗ aller Quader aus E ′, welche
in einem Q ∈ E liegen, hat die gewünschten Eigenschaften.

2. Sei

ϕ =

p∑
j=1

cj1Qj
mit p ∈ N , Quadern Q1, . . . , Qp und c1, . . . , cp ∈ C .

Sei nun E = {Q1, . . . , Qp} und E∗ wie in 1. Dann folgt

ϕ =

p∑
j=1

cj
∑
Q∗∈E∗
Q∗⊂Qj

1Q∗ =
∑
Q∗∈E∗

( ∑
j=1

Q∗⊂Qj

cj

)
1Q∗ . �

Satz 11.2. Sei ϕ : R → C.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) ϕ ist eine Treppenfunktion.

(b) Es gibt ein l ∈ N und a0, a1, . . . , al ∈ R mit a0 < a1 < . . . < al, so dass
ϕ | (−∞, a0) = 0, ϕ | (al,∞) = 0, und (∀k ∈ {1, . . . , l}) ϕ | (ak−1, ak) ist kon-
stant.
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(c) Es gibt a, b ∈ R, so dass a < b, ϕ |R \ [a, b] = 0, und ϕ | [a, b] ist eine Treppenfunk-
tion im Sinne von Definition 8.1.

2. Sei ϕ : R → C eine Treppenfunktion, und seien a, b ∈ R mit a < b und ϕ |R \ [a, b] = 0.
Dann ist ϕ eine Regelfunktion, und es ist∫

R
ϕ =

∫ b

a

ϕ ,

unabhängig von der zur Definition verwendeten Darstellung (∗) in Definition 11.2.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Nach Satz 11.1 gibt es paarweise disjunkte nicht-leere offene oder
ausgeartete Quader P1, . . . , Pk ⊂ R und b1, . . . , bk ∈ C, so dass

ϕ =
k∑
ν=1

bν1Pν .

Seien a0 < a1 < . . . < al, so dass für alle ν ∈ {1, . . . , k} entweder Pν = (aj−1, aj) mit
einem j ∈ {1, . . . , l} oder Pν = {aj}. Dann ist ϕ | (−∞, a0) = 0, ϕ | (al,∞) = 0, und
(∀k ∈ {1, . . . , l}) ϕ | (ak−1, ak) ist konstant.

(b) ⇒ (c) Setze a = a0 und b = al.

(c) ⇒ (a) Sei a = a0 < a1 < . . . < al = b, und sei
(
∀j ∈ {1, . . . , l}

)
ϕ | (aj−1, aj) = cj ∈ C

(konstant). Dann ist

ϕ =
l∑

ν=1

cν1(aν−1,aν) +
l∑

ν=0

ϕ(aν)1{aν} .

2. Nach 1.(c) ist ϕ eine Regelfunktion. Sei

ϕ =

p∑
j=1

cj1Qj

mit p ∈ N, Quadern Q1, . . . , Qp ⊂ R und c1, . . . , cp ∈ C die zur Definition des Integrals
verwendete Darstellung von ϕ, also ∫

R
ϕ =

p∑
j=1

v(Qj)cj .

Seien a′, b′ ∈ R mit a′ ≤ a und b ≤ b′, so dass (∀j ∈ {1, . . . , p}) Qj ⊂ (a′, b′), und sei

ϕj = cj1Qj

∣∣ [a′, b′] : [a′, b′] → C , also ϕ | [a′, b′] =

p∑
j=1

ϕj .

Sei nun j ∈ {1, . . . , p}. Ist Qj ⊂ {aj} mit aj ∈ (a′, b′), so ist ϕj | (a′, aj) = 0 und
ϕj | (aj, b′) = 0, also nach Satz 8.4 ∫ b′

a′
ϕj = 0 = v(Qj)cj .

Ist (aj, bj) ⊂ Qj ⊂ [aj, bj] mit a′ < aj < bj < b′, so ist ϕj | (a′, aj) = 0, ϕj | (aj, bj) = cj und
ϕj | (bj, c′) = 0, also nach Satz 8.4∫ b′

a′
ϕj = (bj − aj)cj = v(Qj)cj .
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Damit folgt ∫ b′

a′
ϕ =

p∑
j=1

∫ b′

a′
ϕj =

p∑
j=1

v(Qj)cj =

∫
R
ϕ ,

und wegen ϕ | [a′, a] = 0 und ϕ | [b, b′] = 0 ist∫ b′

a′
ϕ =

∫ a

a′
ϕ+

∫ b

a

ϕ+

∫ b′

b

ϕ =

∫ b

a

ϕ . �

Satz 11.3.

1. Die Definition des Integrals in Definition 11.2 ist unabhängig von dafür verwendeten
Darstellung (∗).

2. (Satz von Fubini für Treppenfunktionen) Seien m, k ∈ N mit n = m+k, Rn = Rm×Rk,
und schreibe die Punkte z ∈ Rn in der Form z = (x, y) mit x ∈ Rm und y ∈ Rk. Sei
ϕ : Rn → C eine Treppenfunktion. Dann gilt :

Für alle x ∈ Rm ist die Funktion ϕ(x, ·) : Rk → C eine Treppenfunktion, die Funktion

Φ: Rm → C , definiert durch Φ(x) =

∫
Rk

ϕ(x, ·) =

∫
Rk

ϕ(x, y) dy ,

ist eine Treppenfunktion, und∫
Rn

ϕ =

∫
Rm

Φ , also

∫
Rn

ϕ(x, y) d(x, y) =

∫
Rm

(∫
Rk

ϕ(x, y) dy
)
dx .

Die analoge Aussage gilt unter Vertauschung von m und k, insbesondere :∫
Rn

ϕ(x, y) d(x, y) =

∫
Rk

(∫
Rm

ϕ(x, y) dx
)
dy .

Beweis. Für n = 1 ist die Definition des Integrals über eine Treppenfunktion unabhängig von
deren Darstellung nach Satz 11.2. Wir nehmen nun an, es sei n > 1, und für n′ < n sei
die Definition des n′-dimensionalen Integrals über Treppenfunktionen unabhängig von deren
Darstellung. Wir zeigen nun 2., indem wir für die Definition des n-dimensionales Integrals von
ϕ eine beliebige Darstellung zugrunde legen. Da die dabei auftretendenm- und k-dimensionalen
Integrale von dieser Darstellung unabhängig sind, gilt das auch für das n-dimensionale Integral
von ϕ.

Sei

ϕ =

p∑
j=1

cj1Qj
mit p ∈ N , Quadern Q1, . . . , Qp und c1, . . . , cp ∈ C .

Für j ∈ {1, . . . , p} sei Qj = Q′
j×Q′′

j mit Quadern Q′
j ⊂ Rm und Q′′

j ⊂ Rk. Dann folgt

(∀(x, y) ∈ Rm×Rk = Rn) 1Qj
(x,y) = 1Q′j(x)1Q′′j (y), also

ϕ(x,y) =

p∑
j=1

cj 1Q′j(x) 1Q′′j (y) .

Daher ist für alle x ∈ Rm die Funktion ϕ(x, ·) : Rk → C eine Treppenfunktion, es ist

Φ(x) =

∫
Rk

ϕ(x, y) dy =

p∑
j=1

cj1Q′j(x) vk(Q
′′
j ) , also Φ =

p∑
j=1

cjvk(Q
′′
j ) 1Q′j ,
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und die Funktion Φ: Rm → C hängt nach Induktionsvoraussetzung nicht von der Darstellung
von ϕ ab. Φ ist eine Treppenfunktion, und∫

Rm

Φ =

p∑
j=1

cjvk(Q
′′
j ) vm(Q′

j) =

p∑
j=1

cjvn(Qj) =

∫
Rn

ϕ ,

unabhängig von der Darstellung von ϕ. �

Satz 11.4.

1. Ist ϕ : Rn → C eine Treppenfunktion, so sind auch ϕ : Rn → C und |ϕ| : Rn → R≥0

Treppenfunktionen, ∫
Rn

ϕ =

∫
Rn

ϕ und
∣∣∣ ∫

Rn

ϕ
∣∣∣ ≤

∫
Rn

|ϕ| .

Insbesondere gilt :

ϕ(Rn) ⊂ R =⇒
∫

Rn

ϕ ∈ R und ϕ(Rn) ⊂ R≥0 =⇒
∫

Rn

ϕ ∈ R≥0 .

2. Sind ϕ, ψ : Rn → C Treppenfunktionen und ist λ ∈ C, so sind auch λϕ, ϕ + ψ und
ϕψ Treppenfunktionen,∫

Rn

λϕ = λ

∫
Rn

ϕ und

∫
Rn

(ϕ+ ψ) =

∫
Rn

ϕ+

∫
Rn

ψ .

3. Sind ϕ, ψ : Rn → R Treppenfunktionen, so ist auch max(ϕ, ψ) eine Treppenfunktion,
und

ϕ ≤ ψ =⇒
∫

Rn

ϕ ≤
∫

Rn

ψ .

Beweis. 1. Nach Satz 11.1 ist

ϕ =

p∑
j=1

cj1Qj
mit p ∈ N , disjunkten Quadern Q1, . . . , Qp und c1, . . . , cp ∈ C .

Dann folgt

ϕ =

p∑
j=1

cj 1Qj
, also

∫
Rn

ϕ =

p∑
j=1

cj v(Qj) =

p∑
j=1

cj v(Qj) =

∫
Rn

ϕ ,

und

|ϕ| =
p∑
j=1

|cj|1Qj
und daher

∣∣∣ ∫
Rn

ϕ
∣∣∣ =

∣∣∣ p∑
j=1

cj v(Qj)
∣∣∣ ≤

p∑
j=1

|cj| v(Qj) =

∫
Rn

|ϕ| .

2. Die Aussagen betreffend λϕ und ϕ + ψ sind offensichtlich. Um ϕψ als Treppenfunktion
zu erkennen, beachte man 1P1Q = 1P∩Q für alle Quader P, Q ⊂ Rn.

3. Nach 1. und 2. ist max(ϕ, ψ) = 1
2

(
ϕ+ ψ + |ϕ− ψ|

)
eine Treppenfunktion. Aus ϕ ≤ ψ

folgt ψ − ϕ = |ψ − ϕ| und daher∫
Rn

ψ −
∫

Rn

ϕ =

∫
Rn

(ψ − ϕ) =

∫
Rn

|ψ − ϕ| ≥
∣∣∣ ∫

Rn

(ψ − ϕ)
∣∣∣ ≥ 0 . �
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11.2. Integrierbare Funktionen

Wir setzen C = C ∪ {∞} und vereinbaren für das Symbol ∞ die folgenden Konventionen:

Für c ∈ C definieren wir c+∞ = c−∞ = ∞ ,

c · ∞ =

{
∞ , falls c 6= 0 ,

0 falls c = 0 ,
insbesondere (−1)∞ = ∞ und |∞| = <∞ = =∞ = ∞ .

Für eine Teilmenge A ⊂ [0,∞] definieren wir

inf(A) =

{
∞ , falls A = {∞} ,

inf(A \ {∞}) sonst .

Sei ∅ 6= D ⊂ Rn.

Für eine Folge von Funktionen (fk : D → [0,∞])k≥0 sei
∞∑
k=0

fk : D → [0,∞]

wertweise definiert (unabhängig von der Reihenfolge der Summanden nach Satz 5.6).

Für Funktionen f, g : D → C und λ ∈ C seien die Funktionen f ± g : D → C, λf : D → C
und |f | : D → [0,∞] wertweise definiert.

Für Funktionen f, g : D → R ∪ {∞} definieren wir f ≤ g, wenn (∀x ∈ D) f(x) ≤ g(x),
und max(f, g) : D → R∪ {∞} wertweise (dabei setzen wir b ≤ ∞ und max(b,∞) = ∞ für
alle b ∈ R ∪ {∞}). Damit folgt

max(f, g) =
f + g

2
+
|f − g|

2
.

Für eine Funktion f : D → C sei

f1 = max{<f, 0} : D → [0,∞] , f2 = max{−<f, 0} : D → [0,∞] ,

f3 = max{=f, 0} : D → [0,∞] und f4 = max{−=f, 0} : D → [0,∞] .

Dann nennt man die Darstellung f = (f1 − f2) + i(f3 − f4) die kanonoische Zerlegung von
f . Genau dann ist f(D) ⊂ C, wenn fν(D) ⊂ R≥0 für alle ν ∈ {1, . . . , 4}, und in diesem Falle
ist f genau dann stetig, wenn die Funktionen fν für alle ν ∈ {1, . . . , 4} stetig sein.

Definition 11.3.

1. Für eine Funktion f : Rn → C sei Hf ⊂ [0,∞] die Menge aller Summen
∞∑
k=0

ckv(Qk) ,

gebildet mit Folgen (ck)k≥0 in R≥0 und Folgen offener Quader (Qk)k≥0 in Rn, so dass

|f | ≤
∞∑
k=0

ck1Qk
.

Die Elemente von Hf heißen Hüllreihen von f . Es ist Hf 6= ∅ (man setze ck = k und
Qk = (−k, k)n ). Man nennt

‖f‖1 = inf(Hf ) ∈ [0,∞] die L1-Halbnorm von f .
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2. Für eine Menge D ⊂ Rn nennt man v(D) = vn(D) = ‖1D‖1 ∈ [0,∞] das (n-
dimensionale) Volumen , den (n-dimensionalen) Inhalt oder das (n-dimenionale) äußere
(Lebesgue’sche) Maß vonD (für einen QuaderQ ⊂ Rn ist diese Definition mit Definition
11.1 konsistent, siehe Satz 11.6).

Ist v(D) = 0, so nennnt man D eine Nullmenge.

Satz 11.5 (Eigenschaften der L1-Halbnorm). Seien f, g : Rn → C und λ ∈ C.

1. Sei Hf ⊂ [0,∞] die Menge aller Summen
∞∑
k=0

ckv(Qk ,

gebildet mit Folgen (ck)k≥0 in R≥0 und Folgen beliebiger Quader (Qk)k≥0, so dass

|f | ≤
∞∑
k=0

ck1Qk
. Dann ist ‖f‖1 = inf(Hf ).

2. ‖f‖1 =
∥∥|f |∥∥

1
, ‖λf‖1 = |λ| ‖f‖1, und |f | ≤ |g| ⇒ ‖f‖1 ≤ ‖g‖1.

3. Für jede Folge (fk : Rn → [0,∞])k≥0 gilt∥∥∥ ∞∑
k=0

fk

∥∥∥
1
≤

∞∑
k=0

‖fk‖1 .

4. ‖f ± g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1 , und ‖g‖1 <∞ ⇒
∣∣‖f‖1 − ‖g‖1

∣∣ ≤ ‖f ± g‖1 .

Beweis. 1. Wegen Hf ⊂ Hf ist inf(Hf ) ≤ ‖f‖1. Sei nun B ∈ R und B > inf(Hf ). Dann gibt
es ein ε ∈ R>0, eine Folge (ck)k≥0 in R≥0 und eine Folge von Quadern (Qk)k≥0, so dass

|f | ≤
∞∑
k=0

ck1Qk
und

∞∑
k=0

ckv(Qk) < B − ε .

Für k ∈ N0 sei εk ∈ R>0, so dass ckεk ≤ 2−(k+1)ε, und es sei Q′
k ⊂ Rn ein offener Quader mit

Qk ⊂ Q′
k und v(Q′

k) < v(Qk) + εk. Dann ist

|f | ≤
∞∑
k=0

ck1Q′k und
∞∑
k=0

ckv(Q
′
k) ≤

∞∑
k=0

ckv(Qk) +
∞∑
k=0

ckεk ≤
∞∑
k=0

ckv(Qk) + ε < B ,

also auch ‖f‖1 < B.

2. Wegen Hf = H|f | folgt ‖f‖1 =
∥∥|f |∥∥

1
. Die Gleichung ‖λf‖1 = |λ| ‖f‖1 ist für λ = 0

trivial. Ist λ ∈ C×, so gilt für jede Folge (ck)k≥0 in R≥0 und jede Folge offener Quader (Qk)k≥0[
|f | ≤

∞∑
k=0

ck1Qk
⇐⇒ |λf | ≤

∞∑
k=0

λck1Qk

]
und

∞∑
k=0

|λ|ckv(Qk) = |λ|
∞∑
k=0

ckv(Qk) .

Daher folgt ‖λf‖1 = |λ| ‖f‖1. Ist |f | ≤ |g|, so ist Hg ⊂ Hf und daher ‖f‖1 ≤ ‖g‖1.

3. Wir zeigen:

(∀ε ∈ R>0)
∥∥∥ ∞∑
k=0

fk

∥∥∥
1
≤

∞∑
k=0

‖fk‖1 + ε . Sei dazu ε ∈ R>0 und
∞∑
k=0

‖fk‖1 <∞ .
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Für j ≥ 0 sei (Qj,k)k≥0 eine Folge offener Quader und (cj,k)k≥0 eine Folge in R≥0 mit

fj = |fj| ≤
∞∑
k=0

cj,k 1Qj,k
und ‖fj‖1 ≥

∞∑
k=0

cj,k v(Qj,k) −
ε

2j+1
.

Dann folgt
∞∑
j=0

fj =
∣∣∣ ∞∑
j=0

fj

∣∣∣ ≤
∞∑
j=0

∞∑
k=0

cj,k 1Qj,k

und daher∥∥∥ ∞∑
j=0

fj

∥∥∥
1
≤

∞∑
j=0

∞∑
k=0

cj,k v(Qj,k) ≤
∞∑
j=0

(
‖fj‖1 +

ε

2j+1

)
=

∞∑
j=0

‖fj‖1 + ε .

4. Wegen |f ± g| ≤ |f |+ |g| folgt ‖f ± g‖1 =
∥∥|f ± g|∥∥

1
≤

∥∥|f |+ |g|
∥∥

1
≤ ‖f‖1 + ‖g‖1 nach

2. und 3.
Aus |f | ≤ |(f ± g) ∓ g| ≤ |f ± g| + |g| folgt ‖f‖1 ≤ ‖f ± g‖1 + ‖g‖1, und im Falle

‖g‖1 < ∞ folgt ‖f‖1 − ‖g‖1 ≤ ‖f ± g‖1. Ist nun auch ‖f‖1 < ∞, so folgt in gleicher Weise
‖g‖1−‖f‖1 ≤ ‖g± f‖1 = ‖f ± g‖1, also

∣∣‖f‖1−‖g‖1

∣∣ ≤ ‖f ± g‖1. Ist ‖f‖1 = ∞, so folgt die

Behauptung wegen ‖f‖1 − ‖g‖1 =
∣∣‖f‖1 − ‖g‖1

∣∣. �

Satz 11.6. Für jede Treppenfunktion ϕ : Rn → C ist

‖ϕ‖1 =

∫
Rn

|ϕ| .

Insbesondere gilt für jeden Quader Q ⊂ Rn :

v(Q) = ‖1Q‖1, und Q ist genau dann eine Nullmenge, wenn Q ausgeartet ist.

Beweis. Wegen
∥∥|ϕ|∥∥

1
= ‖ϕ‖1 können wir ϕ = |ϕ| ≥ 0 annehmen. Wir zeigen die folgenden

beiden Behauptungen.

A. Für jede Treppenfunktion ϕ : Rn → R≥0 ist

‖ϕ‖1 ≤
∫

Rn

ϕ .

B. Für jeden abgeschlossenen Quader A ⊂ Rn ist v(A) ≤ ‖1A‖1.

Wir beweisen nun zunächst Satz 11.6 mit Hilfe von A und B. Sei ϕ : Rn → R≥0 eine
Treppenfunktion, A ein abgeschlossener Quader mit ϕ |Rn \ A = 0 und m = ‖ϕ‖A. Dann ist
ϕ ≤ m 1A, also ψ = m 1A − ϕ : Rn → R≥0 eine Treppenfunktion und daher

‖ψ‖1 ≤
∫

Rn

ψ = mv(A)−
∫

Rn

ϕ ≤ ‖m 1A‖1 −
∫

Rn

ϕ ,

also ∫
Rn

ϕ ≤ ‖m 1A‖1 − ‖ψ‖1 ≤ ‖m 1A − ψ‖1 = ‖ϕ‖1 ,

und gemeinsam mit A folgt die Behauptung.
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Beweis von A. Nach Satz 11.1 gibt es ein m ∈ N, disjunkte Quader Q1, . . . , Qm und
c1, . . . , cm ∈ R≥0, so dass

ϕ =
m∑
j=1

cj 1Qj
, also

∫
Rn

ϕ =
m∑
j=1

cj v(Qj) ≥ ‖ϕ‖1 nach Satz 11.5.1 .

Beweis von B. Wir zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (1− ε)v(A) ≤ ‖1A‖1 + ε ( dann folgt die Behauptung mit ε→ 0 ).

Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es eine Folge offener Quader (Qk)k≥0 und eine Folge (ck)k≥0 in R≥0

mit

1A ≤
∞∑
k=0

ck 1Qk
und

∞∑
k=0

ck v(Qk) ≤ ‖1A‖1 + ε .

Zu jedem z ∈ A gibt es ein Nz ≥ 0, so dass

1− ε ≤
Nz∑
k=0

ck 1Qk
(z) =

Nz∑
k=0

z∈Qk

ck , und es sei Uz =
Nz⋂
k=0

z∈Qk

Qk .

Dann ist {Uz | z ∈ A} eine offene Überdeckung der kompakten Menge A. Daher gibt es ein
m ∈ N und z1, . . . ,zm ∈ A, so dass A ⊂ Uz1 ∪ . . .∪Uzm , und es sei N = max(Nz1 , . . . , Nzm).
Sei nun x ∈ A und j ∈ {1, . . . ,m} mit x ∈ Uzj

. Dann ist

1− ε ≤
Nzj∑
k=0

zj∈Qk

ck ≤
Nzj∑
k=0

x∈Qk

ck ≤
N∑
k=0

ck1Qk
(x) ,

denn aus x ∈ Uzj
, k ∈ {0, . . . , Nzj

} und zj ∈ Qk folgt x ∈ Qk. Daher erhalten wir

(1− ε) 1A ≤
N∑
k=0

ck 1Qk

und damit schließlich

(1−ε) v(A) =

∫
Rn

(1−ε) 1A ≤
∫

Rn

N∑
k=0

ck 1Qk
=

N∑
k=0

ck v(Qk) ≤
∞∑
k=0

ck v(Qk) ≤ ‖1A‖1+ε . �

Bemerkungen:

1. Sei A ⊂ B ⊂ Rn. Dann ist 1A ≤ 1B und daher v(A) ≤ v(B). Insbesondere ist jede
Teilmenge einer Nullmenge wieder eine Nullmenge.

2. Sei (Aλ)λ∈Λ eine höchstens abzählbare Familie von Teilmengen des Rn. Dann ist

1⋃
λ∈Λ Aλ

≤
∑
λ∈Λ

1Aλ
und daher v

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
≤

∑
λ∈Λ

v(Aλ) .

Daher ist die Vereinigung höchstens abzählbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge.
Insbesondere ist jede höchstens abzählbare Menge ist eine Nullmenge.
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Satz 11.7. Sei f : Rn → C und (ϕk : Rn → C)k≥0 eine Folge von Treppenfunktionen mit
(‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0. Dann konvergiert die Folge(∫

Rn

ϕk

)
k≥0

( in C ) ,

und der Grenzwert hängt nur von f ab.

Beweis. Für den Beweis der Konvergenz genügt es, zu zeigen:

(∀ε ∈ R>0) (∃k0 ≥ 0) (∀k, l ≥ ki0)
∣∣∣ ∫

Rn

ϕk −
∫

Rn

ϕl

∣∣∣ < ε .

Sei ε ∈ R>0. Dann

(∃k0 ≥ 0) (∀k ≥ k0) ‖f − ϕk‖1 <
ε

2
,

und für k, l ≥ k0 ist nach Satz 11.6 und Satz 11.4∣∣∣ ∫
Rn

ϕk −
∫

Rn

ϕl

∣∣∣ ≤
∫

Rn

|ϕk − ϕl| = ‖ϕk − ϕl‖1 ≤ ‖f − ϕk‖1 + ‖f − ϕl‖1 <
ε

2
+
ε

2
= ε .

Es bleibt die Unabhängigkeit von der Folge (ϕk)k≥0 zu beweisen. Seien (ϕk : Rn → C)k≥0

und (ψk : Rn → C)k≥0 Folgen von Treppenfunktionen mit (‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0 und (‖f −
ψk‖1)k≥0 → 0. Dann ist∣∣∣ ∫

Rn

ϕk −
∫

Rn

ψk

∣∣∣ ≤
∫

Rn

|ϕk − ψk| = ‖ϕk − ψk‖1 ≤ ‖f − ψk‖1 + ‖f − ϕk‖1

und daher

lim
k→∞

∫
Rn

ϕk = lim
i→∞

∫
Rn

ψk . �

Definition 11.4.

1. Eine Funktion f : Rn → C heißt integrierbar (über Rn im Lebesgue’schen Sinne), wenn
es eine Folge von Treppenfunktionen (ϕk : Rn → C)k≥0 gibt, so dass

(‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0

[ äquivalent: Zu jedem ε ∈ R>0 gibt es eine Treppenfunktion ϕ mit ‖f − ϕ‖1 < ε ].

Dann definiert man∫
Rn

f =

∫
Rn

f(x) dx = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk ∈ C (nach Satz 11.7 ist diese Definition sinnvoll) .

Insbesondere ist jede Treppenfunktion ist integrierbar, und die Definition des Integrals
ist mit Definition 11.2 konsistent.

2. Sei ∅ 6= D ⊂ Rn, f : D → C und A ⊂ Rn. Dann definiert man

fA : Rn → C durch fA(x) =

{
f(x) , falls x ∈ D ∩ A ,

0 sonst.

Man sagt, f ist über A integrierbar , wenn fA über Rn integrierbar ist, und dann
definiert man∫

A

f =

∫
Rn

fA . Ist insbesondere D ∩ A = ∅, so ist fA = 0 und

∫
A

f = 0 .
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3. Eine Teilmenge D ⊂ Rn heißt integrierbar oder endlich messbar , wenn 1D integrierbar
ist. Insbesondere ist jeder Quader integrierbar.

Satz 11.8. Seien a, b ∈ R, a < b und f : [a, b] → C eine Regelfunktion. Dann ist f über
[a, b] integrierbar, und ∫

[a,b]

f =

∫ b

a

f .

Beweis. Sei zuerst f eine Treppenfunktion im Sinne von Definition 8.1. Dann ist f[a,b] : R → C
eine Treppenfunktion mit f[a,b] | [a, b] = f und f[a,b] |R \ [a, b] = 0, also folgt mit Satz 11.2∫

[a,b]

f =

∫
R
f[a,b] =

∫ b

a

f .

Sei nun f : [a, b] → C eine beliebige Regelfunktion und (ϕi : [a, b] → C)i≥0 eine Folgen von
Treppenfunktionen mit (ϕi)i≥0 ⇒ f , also (‖f − ϕi‖[a,b]

)
i≥0

→ 0. Dann folgt

|f[a,b] − (ϕi)[a,b]| =
∣∣(f − ϕi)[a,b]

∣∣ ≤ ‖f − ϕi‖[a,b] 1[a,b] ,

‖f[a,b]−(ϕi)[a,b]‖1 ≤ ‖f−ϕi‖[a,b] ‖1A‖1 = ‖f−ϕi‖[a,b] (b−a) , also (‖f[a,b]−(ϕi)[a,b]‖1

)
i≥0

→ 0 .

Daher ist f[a,b] integrierbar, also f über [a, b] integrierbar und nach Satz 8.4 ist∫
[a,b]

f =

∫
R
f[a,b] = lim

i→∞

∫
R
(ϕi)[a,b] = lim

i→∞

∫ b

a

ϕi =

∫ b

a

f . �

Satz 11.9 (Eigenschaften integrierbarer Funktionen).

1. Seien f, g : Rn → C integrierbar und λ ∈ C. Dann sind auch λf , f + g, |f |, <f ,
=f und f integrierbar, und falls g beschränkt ist, so ist auch fg integrierbar. Es ist∫

Rn

λf = λ

∫
Rn

f ,

∫
Rn

(f + g) =

∫
Rn

f +

∫
Rn

g ,∫
Rn

<f = <
∫

Rn

f ,

∫
Rn

=f = =
∫

Rn

f ,

∫
Rn

f =

∫
Rn

f und
∣∣∣∫

Rn

f
∣∣∣ ≤ ∫

Rn

|f | = ‖f‖1 .

Insbesondere gilt :

f(Rn) ⊂ R ∪ {∞} =⇒
∫

Rn

f ∈ R und f(Rn) ⊂ R≥0 ∪ {∞} =⇒
∫

Rn

f ∈ R≥0 .

Ist D ⊂ Rn integrierbar, so ist

v(D) =

∫
Rn

1D .

2. Seien f, g : Rn → R ∪ {∞} integrierbar. Dann ist auch max(f, g) integrierbar, und

f ≤ g =⇒
∫

Rn

f ≤
∫

Rn

g .

3. Sei f : Rn → C, und sei f = (f1− f2) + i(f3− f4) mit f1, f2, f3, f4 : Rn → [0,∞] die
kanonische Zerlegung von f . Dann gilt :
f ist genau dann integrierbar, wenn die Funktionen f1, f2, f3, f4 integrierbar sind.
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4. (Kleiner Satz von Levi) Sei (ϕk : Rn → R≥0)k≥0 eine monoton wachsende Folge von
Treppenfunktionen, f : Rn → [0,∞] und (ϕk)k≥0 → f .

Dann folgt (‖ϕk‖1)k≥0 → ‖f‖1, f ist genau dann integrierbar, wenn ‖f‖1 < ∞, und
dann ist ∫

Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk .

Beweis. Seien (ϕk : Rn → C)k≥0 und (ψk : Rn → C)k≥0 Folgen von Treppenfunktionen mit
(‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0 und (‖g − ψk‖1)k≥0 → 0. Dann ist∫

Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk und

∫
Rn

g = lim
k→∞

∫
Rn

ψk .

1. (λϕk)k≥0 ist eine Folge von Treppenfunktionen, und wegen ‖λf − λϕk‖1 = |λ| ‖f −ϕk‖1

folgt (‖λf − λϕk‖1)k≥0 → 0. Daher ist ist λf integrierbar, und∫
Rn

λf = lim
k→∞

∫
Rn

λϕk = λ lim
k→∞

∫
Rn

ϕk = λ

∫
Rn

f .

(ϕk)k≥0 ist eine Folge von Treppenfunktionen, und wegen ‖f −ϕk‖1 = ‖f − ϕk‖1 = ‖f −ϕk‖1

folgt (‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0. Daher ist ist f integrierbar, und∫
Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk =

∫
Rn

f .

(ϕk + ψk)k≥0 ist eine Folge von Treppenfunktionen, und wegen

‖(f + g)− (ϕk + ψk)‖1 ≤ ‖f − ϕk‖1 + ‖g − ψk‖1 folgt (‖(f + g)− (ϕk + ψk)‖1)k≥0 → 0 .

Daher ist f + g integrierbar, und∫
Rn

(f + g) = lim
k→∞

∫
Rn

(ϕk + ψk) = lim
n→∞

(∫
Rn

ϕk +

∫
Rn

ψk

)
=

∫
Rn

f +

∫
Rn

g .

Wegen <f = 1
2
(f + f) ist <f integrierbar, und∫

Rn

<f =

∫
Rn

1

2
(f + f) =

1

2

(∫
Rn

f +

∫
Rn

f
)

= <
∫

Rn

f .

Die Aussage über =f beweist man genauso.

(|ϕk|)k≥0 ist eine Folge von Treppenfunktionen, und wegen
∣∣|f | − |ϕk|

∣∣ ≤ |f − ϕk| folgt∥∥|f | − |ϕk|∥∥1
≤ ‖f − ϕk‖1, also (‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0. Daher ist |f | integrierbar und∫

Rn

|f | = lim
k→∞

∫
Rn

|ϕk| = lim
n→∞

‖ϕk‖1 .

Nun ist aber∣∣∣ ∫
Rn

f
∣∣∣ = lim

k→∞

∣∣∣ ∫
Rn

ϕk

∣∣∣ und (∀k ≥ 0)
∣∣∣ ∫

Rn

ϕk

∣∣∣ ≤ ∫
Rn

|ϕk| , also
∣∣∣ ∫

Rn

f
∣∣∣ ≤ ∫

Rn

|f | .

Ohne Einschränkung sei (∀k ≥ 0) ‖f − ϕk‖1 <∞. Dann ist

‖f‖1 − ‖f − ϕk‖1 ≤ ‖ϕk‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖ϕk − f‖1 = ‖f‖1 + ‖f − ϕk‖1 ,

und aus (‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0 folgt (‖ϕk‖1)k≥0 → ‖f‖1.

Sei nun g beschränkt. Wir zeigen: Zu jedem ε ∈ R>0 gibt es eine Treppenfunktion ψ : Rn → C
mit ‖fg − ψ‖1 < ε.
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Sei ε ∈ R>0, und seien ϕ, γ : Rn → C Treppenfunktionen mit

2‖g‖Rn ‖f − ϕ‖1 < ε und 2‖ϕ‖Rn ‖g − γ‖1 < ε .

Dann ist auch ϕγ : Rn → C eine Treppenfunktion, und

‖fg − ϕγ‖1 = ‖(f − ϕ)g + ϕ(g − γ)‖1 ≤ ‖(f − ϕ)g‖1 + ‖ϕ(g − γ)‖1

≤
∥∥‖g‖Rn(f − ϕ)

∥∥
1
+

∥∥‖ϕ‖Rn(g − γ)
∥∥

1
≤ ‖g‖Rn‖f − ϕ‖1 + ‖ϕ‖Rn‖g − γ

∥∥
1
< ε .

2. Nach 1. ist max(f, g) = 1
2

(
f + g + |f − g|

)
integrierbar, und aus f ≤ g folgt∫

Rn

g −
∫

Rn

f =

∫
Rn

(g − f) =

∫
Rn

|g − f | ≥
∣∣∣∫

Rn

(g − f)
∣∣∣ ≥ 0 .

3. Wegen f1 = max{<f, 0}, f2 = max{−<f, 0}, f3 = max{=f, 0} und f4 = max{−=f, 0}
folgt die Behauptung aus 1. und 2.

4. Sei ohne Einschränkung ϕ0 = 0. Die Folge (‖ϕk‖1)k≥0 ist monoton wachsend, und es
sei (‖ϕk‖1)k≥0 → c ∈ [0,∞]. Für alle k ≥ 0 ist ϕk ≤ f , also auch ‖ϕk‖1 ≤ ‖f‖1 und daher
c ≤ ‖f‖1. Für j ≥ 0 ist

f − ϕj = lim
k→∞

(ϕk − ϕj) = lim
k→∞

k−1∑
ν=j

(ϕν+1 − ϕν) =
∞∑
ν=j

(ϕν+1 − ϕν)

und daher

‖f − ϕj‖1 ≤
∞∑
ν=j

‖ϕν+1 − ϕν‖1 =
∞∑
ν=j

∫
Rn

(ϕν+1 − ϕν) = lim
k→∞

k−1∑
ν=j

∫
Rn

(ϕν+1 − ϕν)

= lim
k→∞

(∫
Rn

ϕk −
∫

Rn

ϕj

)
= c− ‖ϕj‖1 .

Für j = 0 folgt daraus ‖f‖1 ≤ c, also ‖f‖1 = c.

Ist c = ∞, so ist f nicht integrierbar. Ist c < ∞, so folgt (c − ‖ϕk‖1)k≥0 → 0 und (‖f −
ϕk‖1)k≥0 → 0. Daher ist f integrierbar, und∫

Rn

f = ‖f‖1 = lim
k→∞

‖ϕk‖1 = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk . �

Definition 11.5. Sei ∅ 6= D ⊂ Rn und f : D → [0,∞] und A ⊂ Rn. Dann definiert man∫
A

f = ‖fA‖1 ∈ [0,∞] .

Auf Grund von Satz 11.9.1 stimmen diese Definitionen für integrierbare Funktionen mit den
bisherigen überein.

11.3. Nullmengen

Satz 11.10. Sei f : Rn → C.

1. Ist ‖f‖1 <∞, so ist {x ∈ Rn | f(x) = ∞} eine Nullmenge.
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2. Ist ‖f‖1 = 0, so ist f integrierbar, und∫
Rn

f = 0 .

Insbesondere ist jede Nullmenge integrierbar.

3. ‖f‖1 = 0 ⇐⇒ {x ∈ Rn | f(x) 6= 0} ist eine Nullmenge.

Beweis. 1. Sei N = {x ∈ Rn | f(x) = ∞}. Für beliebiges α ∈ R>0 ist dann 1N ≤ α|f | und
daher v(N) = ‖1N‖1 ≤ α‖f‖1, also v(N) = 0.

2. Ist ‖f‖1 = 0, so ist (0)ν≥0 eine (konstante) Folge von Treppenfunktionen mit ‖f−0‖1 = 0.
Nach Definition ist dann f integrierbar, und∫

Rn

f =

∫
Rn

0 = 0 .

3. Sei N = {x ∈ Rn | f(x) 6= 0}. Für k ∈ N sei

Nk =
{

x ∈ Rn
∣∣∣ |f(x)| ≥ 1

k

}
, also N =

⋃
k≥1

Nk .

Dann ist
1

k
1Nk

≤ |f | und daher
1

k
‖1Nk

‖ ≤ ‖f‖1 .

Ist ‖f‖1 = 0, so sind alle Nk Nullmengen, und daher ist auch N eine Nullmenge.
Sei nun N eine Nullmenge. Aus

|f | ≤
∞∑
ν=0

1N folgt dann ‖f‖1 ≤
∞∑
ν=0

‖1N‖1 = 0 . �

Satz 11.11. 1. Seien f, g : Rn → C, f integrierbar und {x ∈ Rn : f(x) 6= g(x)} eine
Nullmenge. Dann ist auch g integrierbar, ‖f‖1 = ‖g‖1, und∫

Rn

f =

∫
Rn

g .

2. Sei f : Rn → C und N ⊂ Rn eine Nullmenge. Dann ist f über N integrierbar, und∫
N

f = 0 .

3. Seien A, B ⊂ Rn, sei (A\B)∪(B\A) eine Nullmenge, und sei f : Rn → C integrierbar
über A. Dann ist f auch integrierbar über B, und∫

A

f =

∫
B

f .

4. Seien A, B ⊂ Rn, sei A ∩ B eine Nullmenge und sei f : Rn → C über A und über B
integrierbar. Dann ist f auch über A ∪B integrierbar, und∫

A∪B
f =

∫
A

f +

∫
B

f .
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5. Seien A, B ⊂ Rn integrierbar. Dann sind auch A ∪B, A ∩B und A \B integrierbar,

v(A ∪B) = v(A) + v(B)− v(A ∩B) und v(A \B) = v(A)− v(A ∩B) .

6. Sei k ∈ N, und seien A1, . . . , Ak ⊂ Rn integrierbar. Dann ist auch A1 ∪ . . . ∪ Ak
integrierbar. Ist außerdem Ai ∩Aj eine Nullmenge für alle i, j ∈ {1, . . . , k} mit i 6= j,
so folgt

v
( k⋃
i=1

Ai

)
=

k∑
i=1

v(Ai) .

Beweis. 1. Es ist ‖g− f‖1 = 0 und
∣∣‖g‖1−‖f |1

∣∣ ≤ ‖g− f‖1 = 0. Daher ist g− f integrierbar,
also ist auch g = (g − f) + f integrierbar, und∫

Rn

g =

∫
Rn

(g − f) +

∫
Rn

f =

∫
Rn

f .

2. Es ist {x ∈ Rn | fN(x) 6= 0} ⊂ N , also eine Nullmenge und daher∫
N

f =

∫
Rn

fN =

∫
Rn

0 = 0 .

3. Es ist {x ∈ Rn | fA(x) 6= fB(x)} ⊂ (A \B) ∪ (B \ A), also eine Nullmenge und daher∫
A

f =

∫
Rn

fA =

∫
Rn

fB =

∫
B

f .

4. Es ist fA∪B = fA + fB − fA∩B, und die Behauptung folgt aus 2.

5. Es ist 1A∩B = 1A1B, 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B und 1A\B = 1A − 1A∩B. Daher folgen die
Behauptungen aus Satz 11.9.

6. Induktion nach k mit Hilfe von 5. �

Definition 11.6. Sei I ⊂ R ein Intervall mit a = inf(I) und b = sup(I), und sei entweder
f : I → [0,∞] oder f : I → C über I integrierbar. Dann schreibt man∫

I

f =

∫ b

a

f

(für ein kompaktes Intervall A und eine Regelfunktion f : A → C wird diese Schreibweise
durch den folgenden Satz 11.8 gerechtfertigt, für ein beliebiges Intervall I ist I \ (a, b) eine
Nullmenge und daher das Integral nach obiger Bemerkung 4 nur von den Grenzen abhängig).

Definition 11.7. Eine Menge W ⊂ Rn heißt dyadischer Würfel , wenn

(∃m ∈ N0) (∃c1, . . . , cn ∈ Z) W = W (c1, . . . , cn,m) =
n∏
ν=1

[ cν
2m
,
cν + 1

2m

]
.

W bezeichne die Menge aller dyadischen Würfel im Rn.

Satz 11.12 (Würfellemma).

1. W ist abzählbar, und

(∀W, W ′ ∈ W)
[
W ⊂ W ′ ] ∨

[
W ′ ⊂ W

]
∨

[
W ∩W ′ ist ausgeartet

]
.
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2. (∀a ∈ Rn) (∀U ∈ U(a)) (∃W ∈ W) a ∈ W ⊂ U .

3. Ist ∅ 6= U ⊂ Rn offen, so gibt es eine Folge (Wi)i≥0 in W, so dass

U =
⋃
i≥0

Wi und (∀j > i ≥ 0) Wj ∩Wi ist ausgeartet .

Beweis. 1. Die Zuordnung (c1, . . . , cn,m) 7→ W (c1, . . . , cn,m) definiert eine surjektive
Abbildung Zn×N →W . Daher ist W abzählbar.

Seien nun W = W (c1, . . . , cn,m) und W ′ = W (c′1, . . . , c
′
n,m

′) mit c1, . . . , cn, c
′
1, . . . , c

′
n ∈ Z,

m, m′ ∈ N und m′ ≥ m. Dann folgt

W ∩W ′ =
n∏
ν=1

([2m
′−mcν
2m′ ,

2m
′−mcν + 2m

′−m

2m′

]
∩

[ c′ν
2m′ ,

c′ν + 1

2m′

])
.

und daher ist entweder W ′ ⊂ W oder W ∩W ′ ist ausgeartet.

2. Sei a = (a1, . . . , an), und seien ε ∈ R>0 mit
n∏
ν=1

(aν − ε, aν + ε) ⊂ U ,

m ∈ N0 mit 2−m < ε und c1, . . . , cn ∈ Z, so dass (∀ν ∈ {1, . . . , n}) 2−mcν ≤ aν ≤ 2−m(cν + 1).
Dann folgt a ∈ W (c1, . . . , cn,m) ⊂ U .

3. Sei (Wi)i≥0 eine Folge verschiedener Würfel in W mit

{Wi | i ≥ 0} = {W ∈ W | W ⊂ U} \ {W ∈ W | (∃W ′ ∈ W) W ( W ′ ⊂ U} .
Nach 1. und 2. hat diese Folge die gewünschte Eigenschaft. �

Satz 11.13 (Überdeckungssatz von Lindelöf). Sei (Uλ)λ∈Λ eine Familie offener Teilmengen
des Rn. Dann gibt es eine höchstens abzählbare Teilmenge Γ ⊂ Λ, so dass⋃

λ∈Λ

Uλ =
⋃
λ∈Γ

Uλ .

Beweis. Sei W∗ = {W ∈ W | (∃λ ∈ Λ) W ⊂ Uλ} = {Wν | ν ∈ N0}. Für ν ∈ N0 sei λν ∈ Λ
mit Wν ⊂ Uλν . Nach Satz 11.12 ist dann⋃

λ∈Λ

Uλ =
⋃
ν≥0

Wν ⊂
⋃
ν≥0

Uλν ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ ,

und mit Γ = {λν | ν ≥ 0} folgt die Behauptung. �

Satz 11.14.

1. Sei ∅ 6= U ⊂ Rn offen. Dann gibt es eine Folge (Wν)ν≥0 in W, so dass

(∀µ > ν ≥ 0)
[
Wµ ∩Wν ist ausgeartet

]
, U =

⋃
ν≥0

Wν , v(U) =
∞∑
ν=0

v(Wν) ,

und U ist genau dann integrierbar, wenn v(U) <∞.

2. Sei D ⊂ Rn, v(D) <∞ und ε ∈ R>0.

(a) Es gibt eine offene Menge U ⊂ Rn mit D ⊂ U und v(U) < v(D) + ε.
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(b) Es gibt eine Folge (Qν)ν≥0 offener Quader mit

D ⊂
⋃
ν≥0

Qν und
∞∑
ν=0

v(Qν) < v(D) + ε .

Beweis. 1. Nach Satz 11.12 gibt es eine Folge (Wν)ν≥0 in W , so dass

(∀µ > ν ≥ 0)
[
Wµ ∩Wν ist ausgeartet

]
und U =

⋃
ν≥0

Wν .

Für ν ∈ N0 sei Fν = W1 ∪ . . . ∪Wν . Nach Satz 11.1 ist Fν die Vereinigung von endlich vielen
paarweise disjunkten Quadern und daher 1Fν eine Treppenfunktion. Nach Satz 11.11 ist Fν
messbar, und v(Fν) = v(W1) + . . .+ v(Wν). (1Fν )ν≥0 ist eine monoton wachsende Folge von
Treppenfunktionen mit (1Fν )ν≥0 → 1U . Nach Satz 11.9.4 folgt (‖1Fν‖1)ν≥0 → ‖1U‖1, also

v(U) = lim
ν→∞

v(Fν) =
∞∑
ν=0

v(Wν) ,

und 1U ist genau dann integrierbar, wenn ‖1U‖1 <∞.

2. (a) Nach Definition von ‖1D‖1 gibt es eine Folge (cν)ν≥0 in R≥0 und eine Folge offener
Quader (Qν)ν≥0, so dass

1D ≤
∞∑
ν=0

cν1Qν und
∞∑
ν=0

cνv(Qν) < v(D) +
ε

2
. Sei 0 < η <

ε

2[v(D) + ε]
.

Für k ∈ N0 sei

ϕk =
k∑
ν=0

cν1Qν : Rn → R≥0 und f =
∞∑
ν=0

cν1Qν : Rn → R≥0 ∪ {∞} .

Dann ist (ϕk)k≥0 eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, (ϕk)k≥0 → f , und

(∀k ∈ N0) ‖ϕk‖1 ≤
k∑
ν=0

cνv(Qν) < v(D) +
ε

2
.

Nach Satz 11.9.4 ist f integrierbar, und

‖f‖1 =

∫
Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk ≤
∞∑
ν=0

cνv(Qν) < v(D) +
ε

2
.

Sei nun U = {x ∈ Rn | f(x) > 1− η}. Wir zeigen : U ist offen, und U ⊃ D.

Für x ∈ D ist f(x) ≥ 1D(x) = 1 > 1 − η, und daher ist D ⊂ U . Ist z ∈ U , so gibt es eine
endliche Menge T ⊂ N0 mit

z ∈ Q =
⋂
ν∈T

Qν und
∑
ν∈T

cν > 1− η .

Dann folgt (∀x ∈ Q) f(x) > 1 − η, also Q ⊂ D. Da Q offen ist, folgt U ∈ U(z), und daher
ist U offen.

Aus (1− η)1U ≤ f folgt

v(U) = ‖1U‖ ≤
1

1− η
‖f‖1 <

1

1− η

(
v(D) +

ε

2

)
< v(D) + ε .
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(b) Nach (a) gibt es eine offene Menge U ⊂ Rn und nach 1. gibt es eine Folge (Wν)ν≥0

abgeschlossener Quader, so dass

D ⊂ U =
⋃
ν∈N0

Wν , v(U) =
∞∑
ν=0

v(Wν) < v(D) +
ε

2
.

Für ν ∈ N0 sei Qν ⊂ Rn ein offener Quader mit Wν ⊂ Qν und v(Qν) < v(Wν) + 2−ν−2ε. Dann
ist

D ⊂
⋃
ν≥0

Qν und
∞∑
ν=0

v(Qν) <
∞∑
ν=0

(
v(Wν) + 2−ν−2ε

)
< v(D) + ε . �

Satz 11.15. Sei k ∈ {1, . . . , n}.
1. Sei ∅ 6= D ⊂ Rk, f : D → Rn, und für alle a ∈ D existiere ein U ∈ U(a), so dass
f |U ∩D einer Lipschitzbedingung genügt (diese Bedingung ist erfüllt, falls D offen und
f eine C1-Abbildung ist). Ist dann entweder k < n oder k = n und D eine Nullmenge,
so ist auch f(D) eine Nullmenge.

2. Ist k < n, so ist jede k-dimensionale Mannigfaltigkeit im Rn eine Nullmenge.

Beweis. 1. FALL 1 : k = n, v(D) = 0, und f genügt einer Lipschitzbedingung.

Sei ε ∈ R>0 und L ∈ R>0, so dass (∀x, y ∈ D ‖f(x) − f(y)‖∞ ≤ L‖x − y‖∞. Nach Satz
11.14 gibt es eine offene Menge U ⊂ Rn mit D ⊂ U und v(U) < L−nε, und es gibt eine Folge
(Wν)ν≥0 in W mit

U =
⋃
ν≥0

Wν und
∞∑
ν=0

v(Wν) = v(U) < L−nε .

Sei nun W ⊂ Rn ein abgeschlossener Würfel der Kantenlänge r ∈ R>0, und seien x, y ∈ W ∩D.
Dann ist ‖f(x)− f(y)‖∞ ≤ L‖x−y‖∞ ≤ Lr und daher f(W ∩D) in einem abgeschlossenen
Würfel der Kantenlänge Lr enthalten, also v

(
f(W ∩D)

)
≤ (Lr)n = Ln v(W ). Damit folgt

v
(
f(D)

)
≤ v

(
f(U ∩D)

)
≤

∞∑
ν=0

v
(
f(Wν ∩D)

)
≤ Ln

∞∑
ν=0

v(Wν) = Ln v(U) < ε .

FALL 2 : k = n, v(D) = 0, und für jedes a ∈ D existiere eine offene Umgebung Ua ∈ U(a),
so dass f |D ∩ Ua einer Lipschitzbedingung genügt (und nach FALL 1 ist dann f(D ∩ Ua)
eine Nullmenge.

Nach Satz 11.13 gibt es eine höchstens abzählbare Menge A ⊂ D, so dass

D =
⋃
a∈D

Ua ∩D =
⋃
a∈A

Ua ∩D , und daher ist f(D) =
⋃
a∈A

f(Ua ∩D) eine Nullmenge .

FALL 3 : k < n. Sei D̃ = D×{0} ⊂ Rk×Rn−k = Rn und f̃ : D̃ → Rn definiert durch

f̃(x,0) = f(x). Dann ist f̃(D̃) = f(D), und mit f erfüllt auch f̃ die lokale Lipschitzbedingung.
Nun ist

Rk×{0} =
⋃
N∈N

[−N,N ]k×{0}

eine Vereinigung abzählbar vieler ausgearteter Quader, also eine Nullmenge. Daher ist auch D̃
eine Nullmenge und die Behauptung folgt nach FALL 2.
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Sei nun D offen und f : D → Rn eine C1-Abbildung. Für a ∈ D sei ε ∈ R>0 mit Bε(a) ⊂ D.
Dann ist ‖df‖Bε(a) ∈ R≥0, und aus Satz 9.10 folgt

(∀x, y ∈ Bε(a)) ‖f(x)− f(y)‖ ≤ ‖df‖Bε(a) ‖x− y‖ .

2. Nach 1. ist jedes k-dimensionale C1-Flächenstück im Rn eine Nullmenge. Sei nunM ⊂ Rn

eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit. Für jedes a ∈M gibt es eine offene Menge Ua ⊂ Rn

mit a ∈ Ua, so dass Ua ∩M ein k-dimensionales C1-Flächenstück ist. Nach Satz 11.13 gibt es
eine höchstens abzählbare Menge A ⊂M , so dass

M =
⋃

a∈M

Ua ∩M =
⋃
a∈A

Ua ∩M ,

und daher ist auch M eine Nullmenge. �

11.4. Integration stetiger Funktionen

Satz 11.16 (Approximationssatz für stetige Funktionen). Sei ∅ 6= D ⊂ Rn offen, und sei
f : D → R≥0 stetig. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
(ϕi : Rn → R≥0)i≥0 mit (ϕi)i≥0 → fD.

Beweis. Sei {Wi | i ∈ N} = {W ∈ W | W ⊂ D}. Für i ∈ N sei ci = min f(Wi) (existiert
nach Satz 4.17), yi ∈ Wi mit f(yi) = ci und

ϕi = max
{
cν 1Wν

∣∣ ν ∈ {1, . . . , i}}
: Rn → R≥0 .

Dann ist (ϕi)i≥0 eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, (∀i ≥ 0) ϕi ≤ fD,
und wir behaupten (ϕi)i≥0 → fD. Wir müssen zeigen:

(∀x ∈ Rn) (∀ε ∈ R>0) (∃i0 ≥ 0) (∀i ≥ i0) fD(x) ≤ ϕi(x) + ε .

Sei x ∈ Rn und ε ∈ R>0. Ist x /∈ D, so ist fD(x) = 0 und nichts zu zeigen. Sei also x ∈ D.
Dann ist fD(x) = f(x), f ist stetig in x und D ist offen. Daher gibt es ein δ ∈ R>0 mit
Bδ(x) ⊂ D, so dass (∀y ∈ Bδ(x) ) |f(x)− f(y)| < ε. Nach Satz 11.12 gibt es ein i0 ∈ N mit
x ∈ Wi0 ⊂ Bδ(x). Dann folgt |f(x)− ci0 | = |f(x)− f(yi0)| < ε, und für alle i ≥ i0 ist

fD(x) = f(x) ≤ ci0 + ε = ci0 1Wi0
(x) + ε ≤ ϕi0(x) + ε ≤ ϕi(x) + ε . �

Satz 11.17 (Fortsetzungssatz von Tietze). Sei X ein normierter Raum, D ⊂ X abgeschlossen
und f : D → R stetig und beschränkt. Dann gibt es eine stetige Funktion F : X → R mit
F |D = f und ‖F‖X = ‖f‖D.

Vorbemerkungen zum Beweis des Fortsetzungssatzes von Tietze. Sei X ein normierter Raum.

A. Für ∅ 6= A ⊂ X sei dA : X → R≥0 definiert durch

dA(x) = inf
{
‖x− a‖

∣∣ a ∈ A}
.

dA(x) heißt Abstand des Punktes x zur Menge A.

Eigenschaften der Abstandsfunktion. Seien x, y ∈ X.

1. dA(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ A.

2. |dA(x)− dA(y)| ≤ ‖x− y‖. Insbesondere ist dA : X → R≥0 stetig.
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Beweis der Eigenschaften der Abstandsfunktion.
1. dA(x) = 0 ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) (∃a ∈ A) ‖x− y‖ < ε ⇐⇒ (∀ε ∈ R>0) Bε(x)∩A 6= ∅ ⇐⇒

x ∈ A.

2. Wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) |dA(x) − dA(y)| ≤ ‖x − y‖ + ε. Sei ε ∈ R>0 und a ∈ A mit
‖x− a‖ < dA(x) + ε. Dann folgt dA(y) ≤ ‖y− a‖ ≤ ‖x− a‖+ ‖y− x‖ < ‖x− y‖+ dA(x) + ε,
also dA(y)−dA(x) < ‖x−y‖+ε. In gleicher Weise zeigt man dA(x)−dA(y) < ‖x−y‖+ε. �

B. Approximationslemma. Sei D ⊂ X abgeschlossen und g : D → R stetig, a ∈ R>0 und
‖g‖D ≤ a. Dann gibt es eine stetige Funktion h : X → R mit

‖h‖X ≤ a

3
und ‖g − h‖D ≤ 2a

3
.

Beweis des Approximationslemmas. Sei

D− =
{
x ∈ D

∣∣∣ g(x) ≤ −a
3

}
und D+ =

{
x ∈ D

∣∣∣ g(x) ≥ a

3

}
.

Da g stetig ist, sind D+ und D− abgeschlossen. Im Falle D− = ∅ sei h = a
3

(konstant), und im
Falle D+ = ∅ sei h = −a

3
(konstant). Sei also D− 6= ∅, D+ 6= ∅, sei Φ: X → [−1, 1] definiert

durch

Φ(x) =
dD−(x)− dD+(x)

dD+(x) + dD+(x)
, und sei h =

a

3
Φ: X → R .

Dann ist Φ |D− = −1 und Φ |D+ = 1, nach A ist Φ stetig, und h leistet das Gewünschte. �

Beweis von Satz 11.17. Wir konstruieren eine Folge stetiger Funktionen (fi : X → R)i≥0 mit
f0 = 0, so dass für alle k ≥ 0∥∥∥f − k∑

i=0

fi

∥∥∥
D
≤

(2

3

)k
‖f‖D und ‖fk‖X ≤ 1

3

(2

3

)k−1

‖f‖D .

Dann ist ∑
i≥0

fi normal konvergent, und wir definieren F =
∞∑
i=0

fi : X → R .

F ist stetig, ‖f − F‖D = 0, also F |D = f , und

‖f‖D ≤ ‖F‖X ≤
∞∑
i=0

‖fi‖X ≤ 1

3
‖f‖D

∞∑
i=1

(2

3

)k−1

= ‖f‖D .

Rekursive Konstruktion: Sei k ∈ N0, und seien f0, . . . , fk bereits konstruiert. Das Approxima-
tionslemma mit

g = f −
k∑
i=0

fi und a =
(2

3

)k
‖f‖D

sichert die Existenz einer Funktion fk+1 : X → R mit

‖fk+1‖X ≤ 1

3

(2

3

)k
‖f‖D und

∥∥∥f − k∑
i=0

fi − fk+1

∥∥∥
X
≤ 2

3

(2

3

)k
‖f‖D . �

Satz 11.18 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen; kleiner Satz von Fubini). Sei L die Menge
aller integrierbaren Funktionen g : Rn → C mit folgenden Eigenschaften :
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Sind m, k ∈ N mit n = m + k, Rn = Rm×Rk, und schreibt man die Punkte z ∈ Rn in
der Form z = (x, y) mit x ∈ Rm und y ∈ Rk, so gilt :

• Für alle x ∈ Rm ist die Funktion g(x, ·) : Rk → C integrierbar;

• die Funktion

Φ: Rm → C , definiert durch Φ(x) =

∫
Rk

g(x, ·) =

∫
Rk

g(x,y) dy ,

ist integrierbar,

• und∫
Rn

fD =

∫
Rm

Φ , also

∫
Rn

fD(x,y) d(x,y) =

∫
Rm

(∫
Rk

fD(x,y) dy
)
dx .

Die analoge Aussage gilt unter Vertauschung von m und k, insbesondere :∫
Rn

fD(x,y) d(x,y) =

∫
Rk

(∫
Rm

fD(x,y) dx
)
dy .

Dann gilt :

Ist ∅ 6= D ⊂ Rn beschränkt und entweder offen oder abgeschlossen, und ist f : D → C stetig
und beschränkt, so folgt fD ∈ L.

Beweis. Offensichtlich ist L ⊂ Abb(Rn,C) ein C-Untervektorraum.

FALL 1 : D ist offen und f(D) ⊂ R≥0.

Sei Q ein abgeschlossener Quader mit D ⊂ Q und M = ‖f‖D. Dann ist fD ≤M 1Q, und nach
Satz 11.16 gibt es eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen (ϕi : Rn → R≥0)i≥0

mit (ϕi)i≥0 → fD. Für i ≥ 0 ist ϕi ≤ fD ≤M 1Q und daher ‖ϕi‖1 ≤ ‖M1Q‖1 = Mv(Q) <∞.
Nach Satz 11.9.4 ist fD integrierbar, und∫

Rn

fD = lim
i→∞

∫
Rn

ϕi .

Sei nun Rn = Rm×Rk und Q = Q′×Q′′ mit Quadern Q′ ⊂ Rm und Q′′ ⊂ Rk. Nach Satz 11.3
gilt für alle i ≥ 0:

Für x ∈ Rm ist ϕi(x, ·) : Rk → R≥0 eine Treppenfunktion, die Funktion Φi : Rm → R≥0,
definiert durch

Φi(x) =

∫
Rk

ϕi(x,y) dy , ist eine Treppenfunktion, und

∫
Rn

ϕi =

∫
Rm

Φi .

Für x ∈ Rm ist (ϕi(x, ·) : Rk → R≥0)i≥0 monoton wachsend, (ϕi(x, ·))i≥0 → fD(x, ·), und
ϕi(x, ·) ≤ M 1Q(x, ·) = M 1Q′(x)1Q′′ ≤ M1Q′′ , also ‖ϕi(x, ·)‖1 ≤ ‖M1Q′′‖1 = Mvk(Q

′′) < ∞.
Nach Satz 11.9.3 ist fD(x, ·) : Rk → R≥0 integrierbar, und

Φ(x) =

∫
Rk

fD(x, ·) = lim
i→∞

∫
Rk

ϕi(x, ·) = lim
i→∞

Φi(x) .

Die Folge (Φi)i≥0 ist monoton wachsend, und

(∀i ∈ N0) ‖Φi‖1 =

∫
Rm

Φi =

∫
Rn

ϕi = ‖ϕi‖1 ≤ M v(Q) ,
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also folgt (wieder nach Satz 11.9.3 )∫
Rm

Φ = lim
i→∞

∫
Rm

Φi = lim
i→∞

∫
Rn

ϕi =

∫
Rn

fD , und daher ist fD ∈ L.

FALL 2 : D ist offen und f : D → C ist stetig.

Sei f = (f1 − f2) + i(f3 − f4) die kanonische Zerlegung von f . Dann sind die Funktionen
fν : Rn → R≥0 stetig, und es ist fD = (f1D − f2D) + i(f3D − f4D). Für alle ν ∈ {1, . . . , 4} ist
fνD ∈ L (nach FALL 1). Daher ist auch fD ∈ L.

FALL 3 : D ist abgeschlossen.

Nach Satz 11.17 gibt es stetige Funktionen F1, F2 : Rn → R so dass F1 |D = <fD und
F2 |D = =fD. Dann ist F = F1 + iF2 : Rn → C stetig und F |D = f . Sei Q ⊂ Rn ein offener
Quader mit D ⊂ Q. Dann ist auch Q \D = Q ∩ (Rn \D) offen, und fD = FQ − FQ\D. Es ist
FQ = (F |Q)Q, FQ\D |Q \D)Q\D, und die Funktionen F |Q und F |Q \D sind stetig. Nach
FALL 1 ist FQ ∈ L und FQ\D ∈ L, also auch fD ∈ L. �

Bemerkung:

Sei L wie in Satz 11.18, n = m+ k mit m, k ∈ N und ∅ 6= D ⊂ Rn = Rm×Rk und f : D → C
mit fD ∈ L. Für (x,y) ∈ Rm×Rk seien die Niveaumengen von D definiert durch

Dy = {x ∈ Rm | (x,y) ∈ D} und Dx = {y ∈ Rk | (x,y) ∈ D} .
Seien die Projektionen π1 : Rm×Rk → Rm und π2 : Rm×Rk → Rk definiert durch π1(x,y) = x
und π2(x,y) = y. Dann ist π1(D) = {x ∈ Rm | Dx 6= ∅}, π2(D) = {y ∈ Rk | Dy 6= ∅},
fD(x,y) = 0, falls y /∈ Dx, und∫

Rk

fD(x, ·) = 0 , alls x /∈ π1(D) .

Dann ist D = {(x,y) ∈ Rm×Rk | x ∈ π1(D) , y ∈ Dx}, und daher kann die Aussage des
kleinen Satzes von Fubini wie folgt formuliert werden:

Für x ∈ π1(D) ist die Funktion f(x, ·) über Dx integrierbar, die Funktion

Φ: π1(D) → C , definiert durch Φ(x) =

∫
Dx

f(x,y) dy ,

ist über π1(D) integrierbar, und∫
D

f =

∫
π1(D)

Φ , also

∫
D

f(x,y) d(x,y) =

∫
π1(D)

(∫
Dx

fD(x,y) dy
)
dx .

Die analoge Aussage gilt unter Vertauschung von m und k, insbesondere :∫
D

f(x,y) d(x,y) =

∫
π2(D)

(∫
Dy

fD(x,y) dx
)
dy .

Wichtiger Spezialfall:

m = n− 1, k = 1, für alle x ∈ B = π1(D) ⊂ Rn−1 sei Dx = [a(x), b(x)] mit a(x), b(x) ∈ R
und a(x) ≤ b(x). Für x ∈ D ist die Funktion f(x, ·) : [a(x), b(x)] → C stetig. Daher ist das
Integral über Dx ein Cauchyintegral, und wir erhalten∫

D

f(x, y) d(x, y) =

∫
B

(∫ b(x)

a(x)

f(x, y) dy
)
dx .
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Beispiel 1: Integration über ein Rechteck.

Seien a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d und D = [a, b]×[c, d]. Dann gilt für jede stetige Funktion
f : D → C ∫

D

f(x, y) d(x, y) =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy
)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx
)
dy .

Beispiel 2: Integration über einen Kreis.

Sei r ∈ R>0 und D = Br(0) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ r2}, also

D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x ∈ [−r, r] , y ∈
[
−
√
r2 − x2,

√
r2 − x2

] }
.

Daher gilt für jede stetige Funktion f : D → C∫
D

f(x, y) d(x, y) =

∫ r

−r

(∫ √
r2−x2

−
√
r2−x2

f(x, y) dy
)
dx .

11.5. Volumsberechnungen

Satz 11.19 (Elementare Eigenschaften des Volumens).

1. Ist D ⊂ Rn beschränkt und entweder offen oder abgeschlossen, so ist D integrierbar.

2. Sei ∅ 6= D ⊂ Rn offen und f : D → C integrierbar über D. Dann gibt es zu jedem
ε ∈ R>0 eine Treppenfunktion ψ : Rn → C, so dass

supp(ψ) = {x ∈ Rn | ψ(x) 6= 0} ⊂ D und ‖fD − ψ‖1 < ε .

Beweis. 1. Nach Satz 11.18.

2. Sei ε ∈ R>0 und ϕ : Rn → C eine Treppenfunktion mit ‖fD − ϕ‖1 < ε
2
. Wegen

|fD − 1Dϕ| ≤ |fD − ϕ| ist dann auch ‖fD − 1Dϕ‖1 <
ε
2
. Sei M ∈ R>0 mit ‖ϕ‖Rn < M , und

sei B ⊂ Rn ein offener Quader mit ϕ |Rn \B = 0. Dann ist D ∩B offen und beschränkt, also
messbar. Nach Satz 11.12 gibt es eine Folge abgeschlossener Würfel (Wk)k≥0, so dass

D ∩B =
⋃
k≥0

Wk und (∀l > k ≥ 0) v(Wk ∩Wl) = 0 , also v(D ∩B) =
∞∑
k=0

v(Wk) .

Sei m ∈ N mit

v(D ∩B) −
m∑
k=0

v(Wk) <
ε

2M
, und W =

m⋃
k=0

Wk ⊂ D ∩B .

W ist abgeschlossen, und nach Satz 11.1 ist W = R1 ∪ . . . ∪ Rl mit paarweise disjunkten
Quadern R1, . . . , Rl. Daher ist 1W = 1R1 + . . .+1Rl

eine Treppenfunktion, ψ = 1Wϕ ist eine
Treppenfunktion, supp(ψ) ⊂ W ⊂ B ∩D,

‖1Dϕ− ψ‖1 = ‖1D∩Bϕ− ψ‖1 ≤M v(D ∩B \W ) <
ε

2
,

und folglich ‖fD − ψ‖1 ≤ ‖fD − 1Dϕ‖1 + ‖1Dϕ− ψ‖ < ε. �
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Beispiele:

1. Ordinatenflächen.

Seien a, b ∈ R, a < b, und seien f, g : [a, b] → R stetig mit f ≤ g. Dann ist die Menge

D = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] , y ∈ [f(x), g(x)] }
kompakt und daher integrierbar. Mit Hilfe des Satzes von Fubini (Bemerkungen nach Satz
11.18) folgt

v2(D) =

∫
D

d(x, y) =

∫ b

a

(∫ g(x)

f(x)

dy
)
dx =

∫ b

a

[
g(x)− f(x)

]
dx .

Beispiel Kreisfläche: Sei r ∈ R≥0,

Br(0) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ r2}

=
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ −r ≤ x ≤ r , −
√
r2 − x2 ≤ y ≤

√
r2 − x2

}
.

Dann ist

v2

(
Br(0)

)
=

∫ r

−r
2
√
r2 − x2 dx = r2

[ x
r

√
1− x2

r2
− arccos

x

r

]r
−r

= πr2 .

2. Rotationskörper.

Seien a, b ∈ R, a < b, und sei f : [a, b] → R≥0 stetig. Dann ist die Menge

D = {(x, y, z) ∈ R3 | a ≤ x ≤ b , y2 + z2 ≤ f(x)2}
kompakt und daher integrierbar. Mit Hilfe des Satzes von Fubini (Bemerkungen nach Satz
11.18) folgt

v3(D) =

∫
D

1 d(x, y, z) =

∫ b

a

(∫
Dx

1 d(y, z)
)
dx =

∫ b

a

v2

(
Bf(x)(0)

)
dx = π

∫ b

a

f(x)2 dx .

Satz 11.20 (Kleiner Transformationssatz). Sei σ : Rn → Rn eine bijektive Abbildung und
∆(σ) ∈ R>0, so dass für jede Teilmenge Q ⊂ Rn gilt :

σ(Q) ist ein Quader ⇐⇒ Q ist ein Quader , und dann ist v(σ(Q)) = ∆(σ) v(Q) .

1. Für jede Abbildung f : Rn → C ist ‖f ◦σ‖1 = ∆(σ)−1‖f‖1.

2. Ist f : Rn → C integrierbar, so ist auch f ◦σ integrierbar, und∫
Rn

f ◦σ = ∆(σ)−1

∫
Rn

f .

3. Ist D ⊂ Rn integrierbar, so ist auch σ(D) integrierbar, und

v(σ(D)) = ∆(σ) v(D) .

Beweis. Mit σ erfüllt auch σ−1 die Voraussetzungen des Satzes, und ∆(σ−1) = ∆(σ)−1.

1. Sei f : Rn → C , (ci)i≥0 eine Folge in R≥0 und (Qi)i≥0 eine Folge von Quadern mit

|f | ≤
∞∑
i=0

ci1Qi
. Dann ist |f ◦σ| ≤

∞∑
i=0

ci(1Qi
◦σ) =

∞∑
i=0

ci1σ−1(Qi) .
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Wegen
∞∑
i=0

civ(σ
−1(Qi)) = ∆(σ)−1

∞∑
i=0

civ(Qi) folgt ‖f ◦σ‖1 = ∆(σ)−1‖f‖1 .

2. Sei zuerst ϕ : Rn → C eine Treppenfunktion,

ϕ =
m∑
j=1

cj1Qj
mit m ∈ N , Quadern Q1, . . . , Qm ⊂ Rn und c1, . . . , cm ∈ C .

Dann ist

ϕ◦σ =
m∑
j=1

cj1Qj
◦σ =

m∑
j=1

cj1σ−1Qj
ebenfalls eine Treppenfunktion, und

∫
Rn

ϕ◦σ =
m∑
j=1

cjv(σ
−1Qj) = ∆(σ)−1

m∑
j=1

cjv(Qj) = ∆(σ)−1

∫
Rn

ϕ .

Sei nun f : Rn → C integrierbar und (ϕi : Rn → C)i≥0 eine Folge von Treppenfunktionen
mit (‖f − ϕi‖1)i≥0 → 0. Dann ist (‖f◦σ − ϕi◦σ‖1)i≥0 = ∆(σ)−1‖f − ϕi‖1)i≥0 → 0, also auch
f ◦σ integrierbar, und∫

Rn

f ◦σ = lim
i→∞

∫
Rn

ϕi◦σ = ∆(σ)−1 lim
i→∞

∫
Rn

ϕi = ∆(σ)−1

∫
Rn

f .

3. Ist 1D integrierbar, so ist auch 1σ(D) = 1D◦σ−1 integrierbar, und

v(σ(D)) =

∫
Rn

1D◦σ−1 = ∆(σ)

∫
Rn

1D = ∆(σ)v(D) . �

Beispiele für bijektive Abbildungen σ : Rn → Rn mit den Eigenschaften von Satz 11.20 (im
Folgenden quadertreue Abbildungen genannt).

1. Koordinatenvertauschungen: Seien ν, µ ∈ {1, . . . , n} und σ : Rn → Rn definiert durch

σ(x1, . . . , xν , . . . , xµ, . . . , xn) = x1, . . . , xµ, . . . , xν , . . . , xn) .

Dann ist σ quadertreu, und ∆(σ) = 1.

2. Koordinatenstreckungen: Seien λ1, . . . , λn ∈ R×, und sei σ : Rn → Rn definiert durch

σ(x1, . . . , xn) = (λ1x1, . . . , λnxn) .

Dann ist σ quadertreu, und ∆(σ) = |λ1 · . . . · λn|.
3. Translationen: Sei u ∈ Rn und σ : Rn → Rn definiert durch σ(x) = x + u. Dann ist σ
quadertreu, und ∆(σ) = 1.

Satz 11.21 (Prinzip von Cavalieri). Sei n ≥ 2. Für eine Teilmenge D ⊂ Rn = Rn−1×R und
y ∈ R sei Dy = {x ∈ Rn−1 | (x, y) ∈ D} ⊂ Rn−1.

1. Sei D ⊂ Rn beschränkt und entweder offen oder abgeschlossen. Dann gilt :

Für alle y ∈ R ist Dy integrierbar, die Funktion y 7→ vn−1(Dy) ist integrierbar, und

vn(D) =

∫
R
vn−1(Dy) dy .
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2. Seien D′, D′′ ⊂ Rn beschränkt und entweder offen oder abgeschlossen, und sei

(∀y ∈ R) vn−1(D
′
y) = vn−1(D

′′
y) .

Dann ist vn(D
′) = vn(D

′′).

Beweis. Nach Satz 11.18 (man beachte 1Dy = 1D(., y)). �

Beispiel 1: Prismen.

Sei n ≥ 2, ∅ 6= B ⊂ Rn−1 kompakt, h ∈ R>0, v ∈ Rn−1 und

D =
⋃

y∈[0,h]

(
B +

y

h
v
)
×{y} =

{(
x+

y

h
v, y

) ∣∣∣ x ∈ B , y ∈ [0, h]
}
⊂ Rn

[
D ⊂ Rn ist ein (schiefes) Prisma mit Grundfläche B×{0} ⊂ Rn, Höhe h und Verschiebungsvek-

tor v; im Falle n = 2 ist D ein Parallelogramm; im Falle v = 0 ist D = B×[0, h] ein gerades
Prisma.

]
D ist kompakt, und für y ∈ [0, h] ist

Dy =
y

h
v +B , also vn−1(Dy) = vn−1(B) nach Satz 11.20 .

Für y /∈ [0, h] ist Dy = ∅, und daher folgt

vn(D) =

∫
R
vn−1(Dy) dy = vn−1(B)

∫
R

1[0,h] = vn−1(B)h .

Beispiel 2: Pyramiden.

Sei n ≥ 2, ∅ 6= B ⊂ Rn−1 kompakt, g ∈ Rn−1, h ∈ R>0, s = (g, h) und

D =
{
(b, 0) + t

[
(g, h)− (b, 0)

] ∣∣ b ∈ B , t ∈ [0, 1]
}

=
⋃
b∈B

[
(b, 0), s

]
⊂ Rn

[
D ist eine (schiefe) Pyramide mit Grundfläche B×{0} ⊂ Rn, Höhe h und Spitze s ∈ Rn; im

Falle n = 2 ist D ein Dreieck.
]
.

D ist kompakt, und für y ∈ [0, h] ist

Dy =
(
1− y

h

)
B +

y

h
g , also vn−1(Dy) = vn−1

((
1− y

h

)
B

)
=

(
1− y

h

)n−1

vn−1(B)

nach Satz 11.20. Für y /∈ [0, h] ist Dy = ∅, und daher folgt

vn(D) =

∫
R
vn−1(Dy) dy = vn−1(B)

∫ h

0

(
1−y

h

)n−1

dy = vn−1(B)

[
−h
n

(
1−y

h

)n]h
0

= vn−1(B)
h

n
.

Beispiel 3: Kugeln.

Sei n ∈ N, r ∈ R≥0 und Kn(r) = Br(0) ⊂ Rn die n-dimensionale kompakte Kugel mit
Radius r. Dann ist Kn(r) = rKn(1), und nach Satz 11.20 folgt

vn(Kn(r)) = rnκn mit κn = vn(Kn(1)) .

Es ist K1(1) = [−1, 1] und daher κ1 = 2. Für n ≥ 2 ist

Kn(1) =
{
(x, y) ∈ Rn−1×R

∣∣ ‖x‖2 + y2 ≤ 1
}



ANALYSIS I, II 251

und

Kn(1)y =

{
∅ , falls y /∈ [−1, 1] ,

Kn−1(
√

1− y2) , falls y ∈ [−1, 1] .

Daher folgt (mit Hilfe der Substitution y = cos t)

κn =

∫
R
vn−1

(
Kn(1)y

)
dy = κn−1

∫ 1

−1

(√
1− y2

)n−1
dy = 2κn−1

∫ π/2

0

sinn t dt = 2κn−1Jn ,

und nach 8.2 gilt für k ∈ N0

J2k =
π

22k+1

(
2k

k

)
und J2k+1 =

22k

2k + 1

(
2k

k

)−1

, also J2kJ2k+1 =
π

2(2k + 1)
.

Mittels Induktion folgt (∀n ∈ N) κn = 2nJ2J3 · . . . · Jn und daher für alle m ∈ N

κ2m+1 = 22m+1

m∏
k=1

(J2kJ2k+1) =
2m+1πm

1 · 3 · . . . · (2m+ 1)
und κ2m = 2κ2m−1J2m =

πm

m!
.

11.6. Das Riemann’sche Integral

Satz 11.22. Sei ∅ 6= D ⊂ Rn kompakt, f : D → C beschränkt und {x ∈ D | f unstetig in x }
eine Nullmenge. Dann ist f integrierbar über D.

Beweis. Wir zeigen: Zu jedem ε ∈ R>0 gibt es eine Treppenfunktion ϕ : Rn → C, so dass
‖fD − ϕ‖1 < ε.

Sei ε ∈ R>0 und M = ‖f‖D. Nach Satz 11.14 gibt es eine offene Menge U ⊂ Rn, so dass
{x ∈ D | f unstetig in x } ⊂ U und 2M v(U) < ε. D \ U ist kompakt und f |D \ U ist
stetig, also über D \ U integrierbar. Daher gibt es eine Treppenfunktion ϕ : Rn → C mit

‖fD\U − ϕ‖1 <
ε

2
, und aus |f − fD\U | ≤M 1U folgt ‖fD − fD\U‖1 < M v(U) <

ε

2
.

Damit erhalten wir ‖fD − ϕ‖1 ≤ ‖fD − fD\U‖1 + ‖fD\U − ϕ‖1 < ε. �

Definition 11.8. Seien X, Y normierte Räume, ∅ 6= D ⊂ X und f : D → Y .

1. f heißt gleichmäßig stetig , wenn

(∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀x, y ∈ D)
[
‖x− y‖ < δ =⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε

]
.

2. Sei a ∈ D. Für δ ∈ R>0 sei ω(f, a, δ) = sup
{
‖f(x)− f(y)‖

∣∣ x, y ∈ D∩Bδ(a)
}
∈ [0,∞],

und

ω(f, a) = inf{ω(f, a, δ) | δ ∈ R>0

}
∈ [0,∞] .

ω(f, a) heißt Stetigkeitsmodul von f in a.

Satz 11.23. Seien X, Y normierte Räume, D ⊂ X, a ∈ D, f : D → Y und η ∈ R>0.

1. f stetig in a ⇐⇒ ω(f, a) = 0.

2. Ist D abgeschlossen, so ist auch die Menge Dη = {x ∈ D | ω(f, x) ≥ η} abgeschlossen.
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3. Sei D kompakt und (∀x ∈ D) ω(f, x) < η. Dann

(∃δ ∈ R>0) (∀x, x′ ∈ D)
[
‖x− x′‖ < δ =⇒ ‖f(x)− f(x′)‖ < η

]
.

4. Sei D kompakt und f stetig. Dann ist f gleichmäßig stetig.

Beweis. 1. =⇒ : Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) ω(f, a, δ) ≤ ε. Sei ε ∈ R>0.
Dann

(∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D ∩Bδ(a)) ‖f(x)− f(a)‖ < ε

2
.

Für x, y ∈ D ∩ Bδ(a) folgt ‖f(x) − f(y)‖ ≤ ‖f(x) − f(a)‖ + ‖f(y) − f(a)‖ < ε, und daher
ω(f, a, δ) ≤ ε.

⇐= : Wir müssen zeigen: (∀ε ∈ R>0) (∃δ ∈ R>0) (∀x ∈ D ∩ Bδ(a)) ‖f(x) − f(a)‖ < ε.
Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es ein δ ∈ R>0 mit ω(f, a, δ) < ε, und für alle x ∈ D ∩ Bδ(a) folgt
‖f(x)− f(a)‖ ≤ ω(f, a, δ) < ε.

2. Sei z ∈ Dη ⊂ D = D. Wir müssen zeigen: (∀δ ∈ R>0) ω(f, z, δ) ≥ η. Sei δ ∈ R>0,
u ∈ Bδ(z) ∩Dη und ε ∈ (0, δ) mit Bε(u) ⊂ Bδ(z). Dann folgt

ω(f, z, δ) = sup
{
‖f(x)− f(y)‖

∣∣ x, y ∈ D ∩Bδ(z)
}

≥ sup
{
‖f(x)− f(y)‖

∣∣ x, y ∈ D ∩Bε(u)
}

= ω(f, u, ε) ≥ ω(f, u) ≥ η .

3. Durch Widerspruch. Angenommen,

(∀k ∈ N) (∃xk, x′k ∈ D) ‖xk − x′k‖ <
1

k
∧ ‖f(xk)− f(x′k)‖ ≥ η .

Nach Satz 4.16 gibt es eine Teilfolge (xk)k∈T von (xk)k≥1 mit (xk)k∈T → a ∈ D. Wegen
(xk − x′k)k≥1 → 0 ist dann auch (x′k)k∈T → a. Wegen ω(f, a) < η gibt es ein δ ∈ R>0 mit
ω(f, a, δ) < η. Sei k ∈ T mit xk, x

′
k ∈ Bδ(a). Dann folgt η ≤ ‖f(xk)− f(x′k)‖ ≤ ω(f, a, δ) < η,

ein Widerspruch.

4. Sei ε ∈ R>0. Nach 1. ist (∀x ∈ D) ω(f, x) < ε, und aus 3. folgt die Behauptung. �

Definition 11.9. Sei ∅ 6= Q ⊂ Rn ein abgeschlossener Quader.

1. Unter einer Zerlegung von Q versteht man eine endliche Menge z abgeschlossener
nicht-leerer Quader, so dass

Q =
⋃
P∈z

P und (∀P, P ′ ∈ z)
[
P 6= P ′ =⇒ P ∩ P ′ ist ausgeartet

]
.

Insbesondere folgt dann

v(Q) =
∑
P∈z

v(P ) .

Es sei ZQ die Menge aller Zerlegungen von Q.
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2. Sei f : Q→ R beschränkt und z ∈ ZQ. Dann heißt

S∗(f, z) =
∑
P∈z

supf(P ) v(P ) die Obersumme von f zur Zerlegung z, und

S∗(f, z) =
∑
P∈z

inff(P ) v(P ) die Untersumme von f zur Zerlegung z .

∫
Q

f = inf { S∗(f, z) | z ∈ ZQ } heißt Oberintegral von f über Q , und∫
Q

f = sup { S∗(f, z) | z ∈ ZQ } heißt Unterintegral von f über Q .

f heißt Riemann-integrierbar über Q, wenn das Ober- und das Unterintegral von f über Q
übereinstimmen. Dann heißt

(R-)

∫
Q

f =

∫
Q

f =

∫
Q

f das Riemann’sche Integral von f über Q .

Satz 11.24 (Hauptsatz über das Riemann-Integral). Sei ∅ 6= Q ⊂ Rn ein abgeschlossener
Quader und f : Q→ R beschränkt.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) f ist Riemann-integrierbar.

(b) (∀ε ∈ R>0) (∃z ∈ ZQ) S∗(f, z)− S∗(f, z) < ε.

(c) Die Menge {x ∈ Q | f ist unstetig in x } ist eine Nullmenge.

2. Ist f Riemann-integrierbar über Q, so ist f integrierbar über Q, und

(R-)

∫
Q

f =

∫
Q

f .

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Seien z, z′ ∈ ZQ. Man sagt, z ist feiner als z′, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

• (∀P ∈ z) (∃P ′ ∈ z′) P ⊂ P ′.

• (∀P ′ ∈ z′) {P ∈ z | P ⊂ P ′} ∈ ZP ′ .

Es genügt nun, zu zeigen:

A. Sind z, z′ ∈ ZQ und ist z feiner als z′, so folgt S∗(f, z′) ≥ S∗(f, z) und S∗(f, z
′) ≤ S∗(f, z).

B. Sind z′, z′′ ∈ ZQ, so gibt es eine Zerlegung z ∈ ZQ, die feiner als z′ und z′′ ist.

Seien A und B gezeigt, sei f Riemann-integrierbar und ε ∈ R>0. Dann gibt es Zerlegungen
z′, z′′ ∈ ZQ, so dass

0 ≤ S∗(f, z′)− (R-)

∫
Q

f <
ε

2
und 0 ≤ (R-)

∫
Q

f − S∗(f, z
′′) <

ε

2
.

Nach B gibt es eine Zerlegung z ∈ ZQ, die feiner als z′ und z′′ ist, und mit A folgt

S∗(f, z)− S∗(f, z) ≤ S∗(f, z′)− S∗(f, z
′′) < ε .
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Beweis von A. Sei z feiner als z′. Dann folgt

S∗(f, z′) =
∑
P ′∈z′

sup f(P ′) v(P ′) =
∑
P ′∈z′

∑
P∈z
P⊂P ′

sup f(P ′) v(P )

≥
∑
P ′∈z′

∑
P∈z
P⊂P ′

sup f(P ) v(P ) =
∑
P∈z

sup f(P ) v(P ) = S∗(f, z) ,

denn liegt ein Quader P ∈ z in zwei verschiedenen Quadern von z′, so ist v(P ) = 0. Die
Ungleichung für die Untersummen beweist man genauso.

Beweis von B. Seien z′, z′′ ∈ ZQ. Dann ist z = {P ′∩P ′′ | P ′ ∈ z′, P ′′ ∈ z′′, P ′∩P ′′ 6= ∅ } ∈ ZQ
feiner als z′ und als z′′.

(b) ⇒ (a) Zu jedem ε ∈ R>0 gibt es ein z ∈ ZQ mit S∗(f, z)− S∗(f, z) < ε, also

0 ≤
∫
Q

f −
∫
Q

f ≤ S∗(f, z)− S∗(f, z) < ε , und daher

∫
Q

f =

∫
Q

f .

Für den Nachweis der Äquivalenz von (b) und (c) sei (für k ∈ N)

Σk =
{

x ∈ Q
∣∣∣ ω(f,x) ≥ 1

k

}
, also {x ∈ Q | f unstetig in x} =

⋃
k∈N

Σk .

(b) ⇒ (c) Es genügt zu zeigen: (∀k ∈ N) v(Σk) = 0. Sei k ∈ N, ε ∈ R>0 und z ∈ ZQ mit

S∗(f, z)− S∗(f, z) <
ε

k
.

Sei P ∈ z mit Σk ∩ P ◦ 6= ∅, z ∈ Σk ∩ P ◦ und δ ∈ R>0 mit Bδ(z) ⊂ P . Dann ist

1

k
≤ ω(f, z) ≤ ω(f, z, δ) = sup

{
|f(x)− f(y)|

∣∣ x, y ∈ Bδ(z)
}
≤ sup f(P )− inf f(P )

und daher

ε

k
> S∗(f, z)− S∗(f, z) ≥

∑
P∈z

Σk∩P ◦ 6=∅

[ sup f(P )− inf f(P ) ] v(P ) ≥ 1

k

∑
P∈z

Σk∩P ◦ 6=∅

v(P ) .

Es ist

Σk =
⋃
P∈z

Σk ∩ P =
⋃
P∈z

(Σk ∩ P ◦) ∪
⋃
P∈z

Σk ∩ (P \ P ◦) ,

und die Mengen Σk ∩ (P \ P ◦) sind Nullmengen. Daher folgt

v(Σk) =
∑
P∈z

Σk∩P ◦ 6=∅

v(Σk ∩ P ◦) ≤
∑
P∈z

Σk∩P ◦ 6=∅

v(P ) < ε .

(c) ⇒ (b) Sei ε ∈ R>0, k ∈ N mit 2v(Q) < kε und M = sup f(Q) − inf f(Q) ∈ R≥0.
Nach Satz 11.23 ist Σk kompakt, und nach Satz 11.14 gibt es offene Quader P1, . . . , Pm ⊂ Rn

mit

Σk ⊂
m⋃
j=1

Pj und 2M
m∑
j=1

v(Pj) < ε .
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Dann ist D = Q \ (P1 ∪ . . . ∪ Pm) kompakt,

(∀x ∈ D) ω(f,x) <
1

k
und (∃δ ∈ R>0) (∀x,x′ ∈ D)

[
‖x−x′‖ < δ =⇒

∣∣f(x)−f(x′)
∣∣ < 1

k

]
.

nach Satz 11.23. Sei nun z0 ∈ ZQ so, dass

(∀P ∈ z0) sup
{
‖x− x′‖

∣∣ x, x′ ∈ P
}
< δ , sei E = z0 ∪

{
Q ∩ P 1, . . . , Q ∩ Pm

}
,

und sei E∗ eine endliche Menge paarweise disjunkter Quader, so dass

(∀P ∗ ∈ E∗) (∃P ∈ E) P ∗ ⊂ P und (∀P ∈ E) P =
⋃

P ∗∈E∗,P ∗⊂P

P ∗

(siehe Satz 11.1 ). Dann ist

z = {P ∗ | P ∗ ∈ E∗} ∈ ZQ , und (∀P ∈ z) sup
{
‖x− x′‖

∣∣ x,x′ ∈ P
}
< δ .

Ist P ∈ z und P ⊂ D, so folgt sup f(P ) − inf f(P ) ≤ 1
k
. Ist P ∈ z und P 6⊂ D, so folgt

P ⊂ Q ∩ Pj für ein j ∈ {1, . . . ,m} und natürlich sup f(P ) − inf f(P ) ≤ M . Damit erhalten
wir

S∗(f, z)− S∗(f, z) =
∑
P∈z

[ sup f(P )− inf f(P ) ] v(P ) ≤
∑
P∈z
P⊂D

1

k
v(P ) +

m∑
j=1

Mv(Pj)

≤ 1

k
v(Q) + M

m∑
j=1

v(Pj) <
ε

2
+
ε

2
= ε .

2. Sei f Riemann-integrierbar über Q und ε ∈ R>0. Dann gibt es ein z ∈ ZQ mit S∗(f, z)−
S∗(f, z) < ε. Nach Satz 11.22 ist f integrierbar über Q und über alle P ∈ z. Damit folgt

S∗(f, z) =
∑
P∈z

inf f(P ) v(P ) =
∑
P∈z

∫
P

inf f(P ) ≤
∑
P∈z

∫
P

f =

∫
Q

f ,

und ebenso

S∗(f, z) ≥
∫
Q

f ,

also

−ε < S∗(f, z)− S∗(f, z) ≤
∫
Q

f − (R-)

∫
Q

f ≤ S∗(f, z)− S∗(f, z) < ε ,

und daher ∫
Q

f = (R-)

∫
Q

f . �
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12. Mehrdimensionale Integralrechnung: Die Hauptsätze

Im ganzen Abschnitt sei n ∈ N.

12.1. Die Konvergenzsätze

Definition 12.1. Eine Folge (fk : Rn → C)k≥0 heißt L1-Cauchyfolge , wenn

(∀ε ∈ R>0) (∃l ∈ N0) (∀i, j ≥ l) ‖fi − fj‖1 < ε .

Bemerkungen: Sei (fk : Rn → C)k≥0 eine Folge von Funktionen.

1. Seien f, f̃ : Rn → C mit (‖f − fk‖1)k≥0 → 0 und (‖f̃ − fk‖1)k≥0 → 0. Dann ist

‖f − f̃‖1 = 0, und (fk)k≥0 ist eine L1-Cauchyfolge..

2. Sei
∞∑
k=0

‖fk+1 − fk‖1 <∞ .

Dann ist (fk : Rn → C)k≥0 eine L1-Cauchyfolge.

Beweis. Sei ε ∈ R>0. Dann gibe es ein l ∈ N0, so dass
∞∑
k=l

‖fk+1 − fk‖1 < ε .

Ist nun j > i ≥ l, so folgt

‖fj − fi‖1 =
∥∥∥ j−1∑
k=i

(fk+1 − fk)
∥∥∥

1
≤

j−1∑
k=i

‖fk+1 − fk‖1 ≤
∞∑
k=l

‖fk+1 − fk‖1 < ε . �

3. Ist (fk : Rn → C)k≥0 eine L1-Cauchyfolge, so gibt es eine Teilfolge (fki
)i≥0 von (fk)k≥0,

so dass
∞∑
i=0

‖fki+1
− fki

‖1 <∞ .

Beweis. Sei (ki)i≥0 rekursiv definiert durch

k0 = 0 und ki+1 = min{k ∈ N | k > ki , (∀l ≥ k) ‖fl − fk‖1 < 2−i−1 } .
Dann ist (ki)i≥0 monoton wachsend, und (∀i ∈ N) ‖fki+1

− fki
‖1 < 2−i. Die Teilfolge

(fki
)i≥0 hat die gewünschte Eigenschaft.

Satz 12.1 (Vollständigkeitssatz von Riesz-Fischer). Sei (fk : Rn → C)k≥0 eine L1-Cauchyfolge.

1. Es gibt eine Funktion f̃ : Rn → C, so dass (‖f̃ − fk‖1)k≥0 → 0, und für jede Funktion
f : Rn → C mit (‖f − fk‖1)k≥0 → 0 gilt :

Es gibt eine Nullmenge N ⊂ Rn und eine Teilfolge (fki
)i≥0 von (fk)k≥0, so dass

(∀x ∈ Rn \N)
[
(∀i ∈ N0) fki

(x) 6= ∞ ∧
(
fki

(x)
)
i≥0

→ f(x) 6= ∞
]
.

Sind alle fk integrierbar, so ist auch f integrierbar, und∫
Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

fk .
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2. Sei f : Rn → C eine Funktion und N ⊂ Rn eine Nullmenge, so dass

(∀x ∈ Rn \N)
[
(∀k ∈ N0) fk(x) 6= ∞ ∧ (fk(x))k≥0 → f(x) 6= ∞ ] .

Dann folgt (‖f − fk‖1)k≥0 → 0, und es gilt :

Sind alle fk integrierbar, so ist auch f integrierbar, und∫
Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

fk .

Beweis. 1. Sei (fki
)i≥0 eine Teilfolge von (fk)k≥0, so dass

∞∑
i=0

‖fki+1
− fki

‖1 <∞ , sei g =
∞∑
i=0

|fki+1
− fki

| : Rn → [0,∞] ,

und sei ohne Einschränkung fk0 = 0. Dann ist

‖g‖1 ≤
∞∑
i=0

‖fki+1
− fki

‖1 <∞

und daher N1 = {x ∈ Rn | g(x) = ∞} eine Nullmenge. Für x ∈ Rn \ N1 ist dann auch

(∀i ∈ N0) fki
(x) 6= ∞. Wir definieren f̃ : Rn → C durch

f̃(x) =
∞∑
i=0

[
fki+1

(x)− fki
(x)

]
= lim

i→∞
fki

(x) , falls x /∈ N1 , und f̃(x) = 0 , falls x ∈ N1 .

Für l ∈ N0 und x ∈ Rn \N1 ist dann

|f̃(x)− fkl
(x)| =

∣∣∣ ∞∑
i=0

[
fki+1

(x)− fki
(x)

]
−

l−1∑
i=0

[
fki+1

(x)− fki
(x)

]∣∣∣ ≤ ∞∑
i=l

|fki+1
(x)− fki

(x)|

und daher

‖f̃ − fkl
‖1 ≤

∞∑
i=l

‖fki+1
− fki

‖1 .

Wir zeigen (‖f̃ − fk‖1)k≥0 → 0. Sei ε ∈ R>0. Dann gibt es ein l ∈ N0, so dass

‖f̃ − fkl
‖1 <

ε

2
und (∀i, j ≥ kl) ‖fi − fj‖1 <

ε

2
.

Für j ≥ kl folgt dann ‖f̃ − fj‖1 ≤ ‖f̃ − fkl
‖1 + ‖fkl

− fj‖1 < ε.

Sei nun f : Rn → C eine Funktion mit (‖f − fk‖1)k≥0 → 0. Dann ist ‖f̃ − f‖1 = 0 und

‖f‖1 < ∞, also N2 = {x ∈ Rn | f̃(x) 6= f(x)} ∪ {x ∈ Rn | f(x) = ∞} eine Nullmenge, und
N = N1 ∪N2 hat die gewünschte Eigenschaft.

Seien nun alle fk integrierbar und ε ∈ R>0. Sei

k ∈ N0 mit ‖f − fk‖1 <
ε

2
und ϕ : Rn → C eine Treppenfunktion mit ‖fk − ϕ‖1 <

ε

2
.

Dann ist ‖f − ϕ‖1 ≤ ‖f − fk‖1 + ‖fk − ϕ‖1 < ε und daher f integrierbar. Für k ∈ N0 ist∣∣∣∫
Rn

f −
∫

Rn

fk

∣∣∣ ≤ ∫
Rn

|f − fk| = ‖f − fk‖1 , und daher
(∫

Rn

fk

)
k≥0

→
∫

Rn

f .
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2. Nach 1. gibt es eine Funktion f̃ : Rn → C mit (‖f̃ − fk‖1)k≥0 → 0, eine Nullmenge

Ñ ⊂ Rn und eine Teilfolge (fki
)i≥0 von (fk)k≥0, so dass

(∀x ∈ Rn \ Ñ)
[
(∀i ∈ N0) fki

(x) 6= ∞ ∧
(
fki

(x)
)
i≥0

→ f̃(x)
]
.

Für x ∈ Rn \ (N ∪ Ñ) ist dann f(x) = f̃(x), und da N ∪ Ñ eine Nullmenge ist, folgt

‖f − fk‖1 = ‖f̃ − fk‖1. �

Satz 12.2 (Satz von Levi). Sei (fk : Rn → R ∪ {∞})k≥0 eine (punktweise) monotone Folge
von Funktionen und f : Rn → R ∪ {∞} definiert durch

f(x) = lim
k→∞

fk(x) , falls (fk(x))k≥0 beschränkt ist, und f(x) = ∞ sonst.

Seien alle fk integrierbar, und sei (∫
Rn

fk

)
k≥0

beschränkt .

Dann ist f integrierbar, (‖f − fk‖)k≥0 → 0, und∫
Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

fk .

Beweis. FALL 1 : (fk)k≥0 ist monoton wachsend.

Dann ist (∫
Rn

fk

)
k≥0

monoton wachsend, und es sei L = lim
k→∞

∫
Rn

fk ∈ R .

Es genügt, zu zeigen, dass (fk)k≥0 eine L1-Cauchyfolge ist. Sei ε ∈ R>0 und l0 ∈ N0, so dass

(∀l ≥ l0) L−
∫

Rn

fl < ε . Für j ≥ i ≥ l0 ist dann ‖fj−fi‖1 =

∫
Rn

(fj−fi) ≤ L−
∫

Rn

fi < ε .

FALL 2 : (fk)k≥0 ist monoton fallend. Betrachte (−fk)k≥0. �

Satz 12.3 (Lemma von Fatou). Sei (fk : Rn → [0,∞])k≥0 eine Folge integrierbarer Funktio-
nen, und sei f : Rn → [0,∞] definiert durch f(x) = lim infk→∞ fk(x). Dann ist∫

Rn

f = ‖f‖1 ≤ lim inf
k→∞

∫
Rn

fk , und im Falle

∫
Rn

f <∞ ist f integrierbar.

Beweis. Für m, ν ∈ N0 sei Fm,ν = min{fm, fm+1, . . . , fm+ν} : Rn → [0,∞]. Für m ∈ N ist die
Folge (Fm,ν)ν≥0 monoton fallend, und es sei

Fm = lim
ν→∞

Fm,ν = inf{fm+ν | ν ∈ N0} : Rn → [0,∞] (punktweise) .

Dann ist (Fm)m≥0 eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen nach Satz 12.2,
und für alle m ≤ k ist Fm ≤ fk, also auch∫

Rn

Fm ≤
∫

Rn

fk und daher

∫
Rn

Fm ≤ lim inf
k→∞

∫
Rn

fk .

Nach Satz 3.17 ist
f = lim inf

k→∞
fk = lim

m→∞
Fm ,

und die Behauptung folgt aus Satz 12.2. �
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Satz 12.4 (Satz von der dominanten Konvergenz). Sei (fk : Rn → C)k≥0 eine Folge integrier-
barer Funktionen, g : Rn → [0,∞], ‖g‖1 <∞, f : Rn → C und N ⊂ Rn eine Nullmenge, so
dass

(∀x ∈ Rn \N)
[
(∀k ∈ N0) |fk(x)| ≤ g(x) <∞ ∧ (fk(x))k≥0 → f(x) 6= ∞ ] .

Dann ist f integrierbar, (‖f − fk‖1)k≥0 → 0, und∫
Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

fk .

Beweis. Für k ∈ N0 sei hk : Rn → [0,∞] definiert durch

hk(x) = sup
{
|fi(x)− fj(x)|

∣∣ i, j ≥ k
}
.

Dann ist (hk)k≥0 monoton fallend, (∀x ∈ Rn \ N) |hk(x)| ≤ 2g(x), also ‖hk‖1 ≤ 2‖g‖1, und
wir werden zeigen:

A. (∀k ∈ N0)
[
hk ist integrierbar ]. B. (∀x ∈ Rn \N) (hk(x))k≥0 → 0.

Seien A und B gezeigt. Nach Satz 12.2 folgt dann(∫
Rn

hk

)
k≥0

→ 0 , also
(
‖hk‖1

)
k≥0

→ 0 .

Daher gilt: (∀ε ∈ R>0) (∃k0 ≥ 0) (∀i, j ≥ k0) ‖fi − fj‖1 ≤ ‖hk0‖1 < ε. Also ist (fk)k≥0 eine
L1-Cauchyfolge, und die Behauptung folgt aus Satz 12.1.

Beweis von A. Sei k ∈ N0. Für l ≥ k sei hk,l : Rn → [0,∞] definiert durch

hk,l(x) = max
{
|fi(x)− fj(x)|

∣∣ k ≤ i < j ≤ l
}
.

Dann ist (hk,l)l≥k eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen, (hk,l)l≥k → hk,
und (∀x ∈ Rn \N) hk,l(x) ≤ 2g(x), also∫

Rn

hk,l = ‖hk,l‖1 ≤ 2‖g‖1 < ∞ .

Nach Satz 12.2 ist daher hk integrierbar.

Beweis von B. Sei x ∈ Rn \N , ε ∈ R>0 und k0 ∈ N0, so dass

(∀k ≥ k0) |f(x)− fk(x)| < ε

2
.

Für k ≥ k0 und i, j ≥ k ist dann

|fi(x)− fj(x)| ≤ |f(x)− fi(x)|+ |f(x)− fj(x)| < ε , also hk(x) ≤ ε . �

Satz 12.5 (Integration von Reihen). Sei (fk : Rn → C)k≥0 eine Folge integrierbarer Funktio-
nen und

∞∑
k=0

‖fk‖1 <∞ .

Sei f : Rn → C definiert durch

f(x) =
∞∑
k=0

fk(x) , falls
∑
k≥0

fk(x) konvergiert, und f(x) = ∞ sonst.
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Dann ist f integrierbar, und ∫
Rn

f =
∞∑
k=0

∫
Rn

fk .

Beweis. Für l ∈ N0 sei

gl =
l∑

k=0

|fk| : Rn → [0,∞] .

Dann ist (gl)l≥0 eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen,

(gl)l≥0 → F =
∞∑
k=0

|fk| und (∀l ∈ N0)

∫
Rn

gl = ‖gl‖1 ≤
∞∑
k=0

‖fk‖1 <∞ .

Nach Satz 12.2 ist F integrierbar, und nach Satz 11.10 ist N = {x ∈ Rn | F (x) = ∞} eine
Nullmenge. Für x ∈ Rn \N ist∑

k≥0

fk(x) absolut konvergent, f(x) = lim
l→∞

l∑
k=0

fk(x) und
∣∣∣ l∑
k=0

fk(x)
∣∣∣ ≤ F (x) .

Nach Satz 12.4 ist f integrierbar, und∫
Rn

f = lim
l→∞

∫
Rn

l∑
k=0

fk =
∞∑
k=0

∫
Rn

fk . �

Satz 12.6 (Integration durch Aussschöpfung). Sei (Dk)k≥0 eine Folge von Teilmengen in Rn,

(∀k ∈ N0) Dk ⊂ Dk+1 , D =
⋃
k∈N0

Dk und f : D → C .

Sei (∀k ∈ N0) f integrierbar über Dk. Dann ist

‖fD‖1 = lim
k→∞

‖fDk
‖1 .

Insbesondere gilt : Sind alle Dk integrierbar, so folgt v(D) = limk→∞ v(Dk).

Ist ‖fD‖1 <∞, so ist f über D integrierbar, und∫
D

f = lim
k→∞

∫
Dk

f .

Sind alle Dk integrierbar und ist v(D) <∞, so ist auch D integrierbar.

Beweis. Es ist (fDk
)k≥0 → fD, (|fDk

|)k≥0 ist monoton wachsend, und (|fDk
|)k≥0 → |fD|, also

|fDk
| ≤ |fD| für alle k ≥ 0. Nach Satz 12.2 folgt (‖fDk

‖1)k≥0 → ‖fD‖1, und mit f = 1D
folgt auch (v(Dk))k≥0 → v(D). Im Falle ‖fD‖ <∞ ist nach Satz 12.4 fD integrierbar, und∫

D

f =

∫
Rn

fD = lim
k→∞

∫
Rn

fDk
= lim

k→∞

∫
Dk

f . �

12.2. Messbare Mengen und Funktionen

Definition 12.2. Sei D ⊂ Rn.



ANALYSIS I, II 261

1. Eine Funktion f : D → C heißt lokal integrierbar , wenn für jede kompakte Menge
K ⊂ Rn die Funktion fK integrierbar ist.

2. D heißt messbar , wenn 1D lokal integrierbar ist [ ⇐⇒ für jede kompakte Menge K
ist D ∩K integrierbar ].

Satz 12.7. Seien C, D ⊂ Rn, und sei (Ak)k≥0 eine Folge messbarer Teilmengen des Rn.

1. D integrierbar ⇐⇒ D messbar, und v(D) <∞.

2. Ist D offen oder abgeschlossen, so ist D messbar.

3. Sind C und D messbar, so sind auch die Mengen Rn \ C, C ∩D, C ∪D und C \D
messbar.

4. Sei
A =

⋃
k≥0

Ak und B =
⋂
k≥0

Ak .

Dann sind A und B messbar, und es gilt :

v(A) =
∞∑
k=0

v(Ak) , falls v(Ai ∩ Aj) = 0 für alle i, j ≥ 0 mit i 6= j ;

v(A) = lim
k→∞

v(Ak) , falls (∀k ≥ 0) Ak ⊂ Ak+1 ;

v(B) = lim
k→∞

v(Ak) , falls (∀k ≥ 0) Ak ⊃ Ak+1 und v(A0) <∞ .

Beweis. Nach Satz 11.19 ist jede kompakte Menge und jede offene und beschränkte Menge
integrierbar.

1. Ist D integrierbar, so ist v(D) < ∞, und für jede kompakte Menge K ⊂ Rn ist auch
D ∩K integrierbar (siehe Satz 11.11). Daher ist D messbar.

Sei nun D messbar und v(D) < ∞. Für k ∈ N sei Dk = D ∩ [−k, k]n. Dann ist Dk

integrierbar, Dk ⊂ Dk+1, v(Dk) ≤ v(D) und

D =
⋃
k≥1

Dk .

Nach Satz 12.6 (angewandt mit f = 1D) ist D integrierbar.

2. Sei K ⊂ Rn kompakt. Ist D abgeschlossen, so ist D ∩K kompakt, also integrierbar. Ist
D offen, so ist K \ D kompakt, also integrierbar, und daher ist auch D ∩ K = K \ (K \ D)
integrierbar nach Satz 11.11.

3. Seien C und D messbar und K kompakt, also C ∩K und D ∩K integrierbar. Nach Satz
11.11 sind auch die Mengen (Rn \C) ∩K = K \ (C ∩K), C ∩D ∩K = (C ∩K) ∩ (D ∩K),
(C ∪D) ∩K = (C ∩K) ∪ (D ∩K) und (C \D) ∩K = (C ∩K) \ (D ∩K) integrierbar.

4. Sei K ⊂ Rn kompakt.

FALL 1 : (∀k ≥ 0) Ak ⊂ Ak+1.

Nach Satz 12.6 ist (v(Ak))k≥0 → v(A) und (v(Ak ∩K))k≥0 → v(A ∩K). Für alle k ≥ 0 ist
v(Ak ∩K) ≤ v(K) <∞, und daher ist nach Satz 12.6 auch A ∩K integrierbar.

FALL 2 . (∀k ≥ 0) Ak ⊃ Ak+1. Dann ist

A0 \B =
⋃
k≥0

(A0 \ Ak) und v(A0 \B) = lim
k→∞

v(A0 \ Ak) ,
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also B = A0 \ (A0 \ B) messbar. Ist v(A0) < ∞, so sind B und alle Ak integrierbar nach 1.,
v(A0 \B) = v(A0)− v(B) und v(A0 \ Ak) = v(A0)− v(Ak), also

v(B) = lim
k→∞

v(Ak) .

FALL 3 : (Ak)k≥0 beliebig.

Für k ≥ 0 sei

Ãk =
k⋃
i=0

Ai und B̃k =
k⋂
i=0

Ai , also A =
⋃
k≥0

Ãk und B =
⋂
k≥0

B̃k .

Dann sind alle Ãk und B̃k, also auch A und B messbar. Ist v(Ai ∩Aj) = 0 für alle i, j ≥ 0 mit
i 6= j, so ist

(∀k ≥ 0) v(Ãk) =
k∑
i=0

v(Ai) und v(A) = lim
k→∞

v(Ãk) =
∞∑
k=0

v(Ak) . �

Definition 12.3. Eine Funktion f : Rn → C heißt

• einfach , wenn

f =
m∑
j=1

cj1Dj

mit m ∈ N, c1, . . . , cm ∈ C und messbaren Mengen D1, . . . , Dm ⊂ Rn.

• messbar , wenn es eine Folge einfacher Funktionen (fk : Rn → C)k≥0 gibt, so dass
(fk)k≥0 → f .

Eine Funktion f : Rn → [0,∞] heißt messbar , wenn es eine Folge einfacher Funktionen
(fk : Rn → R≥0)k≥0 gibt, so dass (fk)k≥0 → f .

Bemerkungen.

1. Jede Treppenfunktion ist einfach, und jede einfache Funktion ist messbar.

2. Ist f : Rn → C einfach, so hat f eine Darstellung

f =
k∑
i=1

ai1Ci

mit paarweise disjunkten messbare Mengen C1, . . . , Ck ⊂ Rn und a1, . . . , ak ∈ C. Ist
insbesondere f(Rn) ⊂ R≥0, so folgt a1, . . . , ak ∈ R≥0.

Beweis. Sei

f =
m∑
j=1

cj1Dj

mit m ∈ N, c1, . . . , cm ∈ C und messbaren Mengen D1, . . . , Dm ⊂ Rn. Es genügt, zu
zeigen :

A. Es gibt paarweise disjunkte messbare Mengen C1, . . . , Ck ⊂ Rn, so dass

m⋃
j=1

Dj =
k⋃
i=1

Ci und (∀i ∈ {1, . . . , k}) (∃j ∈ {1, . . . ,m}) Ci ⊂ Dj .
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Mit A folgt nämlich

f =
m∑
j=1

cj1Dj
=

k∑
i=1

( m∑
j=1

Dj⊃Ci

cj

)
1Ci

.

Wir beweisen A mittels Induktion nach m.

Sei also m ≥ 2 und D1∪ . . .∪Dm−1 = C ′
1∪ . . .∪C ′

l mit paarweise disjunkten messbaren
Mengen C ′

1, . . . , C
′
l ⊂ Rn, so dass (∀i ∈ {1,. . . ,l}) (∃j ∈ {1,. . . ,m− 1}) C ′

i ⊂ Dj. Dann
ist D1 ∪ . . .∪Dm = (C ′

1 \Dm)∪ . . .∪ (C ′
l \Dm)∪ (Dm \D)∪ (C ′

1 ∩D1)∪ . . .∪ (C ′
l ∩Dm)

die gewünschte Zerlegung.. �

3. Ist f : Rn → C einfach und D ⊂ Rn integrierbar, so ist fD integrierbar.

Satz 12.8.

1. Seien f, g : Rn → C messbare Funktionen, λ ∈ C und p ∈ R>0. Dann sind auch die
Funktionen <f, =f, f , |f |p, λf, f + g und fg messbar.

2. Seien f, g : Rn → [0,∞] messbare Funktionen und λ, p ∈ R>0. Dann ist auch die
Funktionen f + g, λf, fp und max{f, g} : Rn → [0,∞] messbar.

3. Sei f : Rn → C, und sei f = (f1 − f2) + i(f3 − f4) mit fj : Rn → R≥0 die kanonische
Zerlegung von f . Dann gilt :

f messbar ⇐⇒ (∀j ∈ {1, . . . , 4} fj messbar.

Beweis. 1. Seien (ϕk : Rn → C)k≥0 und (ψk : Rn → C)k≥0 Folgen einfacher Funktionen mit
(ϕk)k≥0 → f und (ψk)k≥0 → g. Für k ≥ 0 sind dann auch die Funktionen <ϕk, =ϕk, ϕk,
|ϕk|p, λϕk, ϕk + ψk und ϕkψk einfach, (<ϕk)k≥0 → <f , (=ϕk)k≥0 → =f , (ϕk)k≥0 → f ,
(|ϕk|p)k≥0 → |f |p, (λϕk)k≥0 → λf , (ϕk + ψk)k≥0 → f + g und (ϕkψk)k≥0 → fg.

2. beweist man genauso, und 3. folgt unmittelbar aus 1. und 2. �

Definition 12.4. Sei f : Rn → C und f = (f1−f2)+ i(f3−f4) die kanonische Zerlegung von
f mit Funktionen fj : Rn → [0,∞]. f heißt messbar , wenn die Funktionen f1, f2, f3, f4

alle messbar sind.

Ist entweder f(Rn) ⊂ C oder f(Rn) ⊂ [0,∞], so ist auf Grund von Satz 12.8 diese Definition
mit der bisherigen konsistent.

Satz 12.9. Seien f, g : Rn → [0,∞].

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) f ist messbar.

(b) Für alle c ∈ R>0 sind die Mengen f−1([c,∞]) und f−1([0, c]) messbar.

(c) Für jedes Intervall I ⊂ [0,∞] ist f−1(I) messbar.

(d) Es gibt eine monoton wachsende Folge (ϕk : Rn → R≥0)k≥0 (integrierbarer) ein-
facher Funktionen mit (ϕk)k≥0 → f .

2. Sei (fk : Rn → [0,∞])k≥0 eine Folge messbarer Funktionen mit (fk)k≥0 → f . Dann ist
auch f messbar.
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3. Genau dann ist f messbar, wenn für jede kompakte Menge K ⊂ Rn die Funktion f 1K
messbar ist.

4. Sei f messbar und N = {x ∈ Rn | f(x) 6= g(x)} eine Nullmenge. Dann ist auch g
messbar.

Beweis. Wir zeigen zuerst:

A. Sei (fk : Rn → [0,∞])k≥0 eine Folge von Funktionen, so dass für alle k ≥ 0 und alle
c ∈ R>0 die Mengen f−1

k ([c,∞]) und f−1
k ([0, c]) messbar sind. Sei f : Rn → [0,∞] und

(fk)k≥0 → f . Dann sind für alle c ∈ R>0 auch die Mengen f−1([c,∞]) und f−1([0, c])
messbar.

Beweis von A. Sei c ∈ R>0. Für x ∈ Rn ist

f(x) ≥ c ⇐⇒ (∀l ∈ N) (∃k ∈ N0) (∀j ≥ k) fj(x) ≥ c− 1

l
,

also

f−1
(
[c,∞]

)
=

⋂
l∈N

⋃
k∈N0

⋂
j≥k

f−1
j

([
c− 1

l
, ∞

])
, und diese Menge ist messbar.

In gleicher Weise folgt

f−1
(
[0, c]

)
=

⋂
l∈N

⋃
k∈N0

⋂
j≥k

f−1
j

([
0, c+

1

l

])
. �

(a) ⇒ (b) Sei zuerst f : Rn → R≥0 einfach. Dann ist

f =
m∑
j=1

cj1Dj

mit m ∈ N, c1, . . . , cm ∈ R>0 und paarweise disjunkten messbaren Mengen D1, . . . , Dm ⊂ Rn.
Für c ∈ R>0 ist dann

f−1
(
[c,∞]

)
=

⋃
j=1
cj≥c

Dj und f−1
(
[0, c]

)
=

⋃
j=1
cj≤c

Dj ,

und diese Mengen sind messbar.

Ist f : Rn → [0,∞] messbar, so ist f Limes einer Folge einfacher Funktionen, und die Behaup-
tung folgt mittels A.

(b) ⇒ (c) Man beachte, dass abzählbare Vereinigungen und Durchschnitte sowie Komple-
mente von messbaren Mengen wieder messbar sind. Für 0 ≤ a < c <∞ ist

f−1
(
[a, c)

)
= f−1

(
[a,∞]

)
\ f−1

(
[c,∞]

)
, f−1

(
(a, c)

)
=

⋃
n∈N

f−1
([
a+

1

n
, c

))
,

f−1
(
{a}

)
=

⋂
n∈N

f−1
([
a, a+

1

n

))
, f−1

(
(a, c]

)
= f−1

(
[0, c]

)
\ f−1

(
[0, a]

)
,

f−1
(
[a, c]

)
= f−1

(
[0, c]

)
\ f−1

(
[0, a]

)
, f−1

(
(c,∞]

)
=

⋃
n∈N

f−1
([
c+

1

n
,∞

])
,

f−1
(
{∞}

)
=

⋂
n∈N

f−1
(
(n,∞]

)
und f−1

(
[(c,∞)

)
= f−1

(
[(c,∞]

)
\ f−1

(
{∞}

)
.
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Daher ist f−1(I) für alle Intervalle I ⊂ [0,∞] messbar.

(c) ⇒ (d) Für k ∈ N und j ∈ {1, . . . , 2kk} sei Bk = {x ∈ Rn | f(x) ≥ k},

Aj,k =
{

x ∈ Rn
∣∣∣ j − 1

2k
≤ f(x) <

j

2k

}
und fk =

2kk∑
j=1

j − 1

2k
1Aj,k

+ k 1Bk
.

Dann ist (fk)k≥0 eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen mit (fk)k≥0 → f ,
und

(
fk 1[−k,k]n

)
k≥1

ist eine monoton wachsende Folge integrierbarer einfacher Funktionen mit(
fk 1[−k,k]n

)
k≥1

→ f .

(d) ⇒ (a) Nach Definition.

2. Nach A und 1.

3. Ist f messbar und K kompakt, so ist auch f 1K messbar. Ist f 1K für jede kompakte
Menge K messbar, so ist wegen

(
f 1[−k,k]n

)
k≥1

→ f auch f messbar.

4. Sei I ⊂ [0,∞] eine Intervall. Dann ist f−1(I) messbar, also ist auch g−1(I)\N = f−1(I)\N
messbar, g−1(I) =

(
g−1(I) \ N

)
∪

(
g−1(I) ∩ N

)
, und g−1(I) ∩ N ist eine Nullmenge, also

ebenfalls messbar. Daher ist g−1(I) messbar, also g messbar nach 1. �

Satz 12.10. Für eine Funktion f : Rn → C sind äquivalent :

(a) f ist integrierbar.

(b) f ist messbar, und ‖f‖1 <∞.

(c) f ist lokal integrierbar, und ‖f‖1 <∞.

Beweis. (a) ⇒ (c) Ist f integrierbar und K ⊂ Rn kompakt, so ist auch fK = f1K integrierbar.

(c) ⇒ (a) Für k ∈ N sei Dk = [−k, k]n. Dann ist f über Dk integrierbar, und nach Satz
12.6 ist f integrierbar.

Sei nun f = (f1− f2) + i(f3− f4) die kanonische Zerlegung von f . Sowohl (a) als auch (b)
gelten für f genau dann, wenn sie für alle fj gelten. Daher genügt es, die Äquivalenz von (a)
und (b) für eine Funktion f : Rn → [0,∞] zu beweisen.

(a) ⇒ (b) Sei f : Rn → [0,∞] integrierbar. Dann gibt es eine Folge (ϕk : Rn → C)k≥0 von
Treppenfunktionen mit (‖f − ϕk‖1)k≥0 → 0. Nach Satz 12.1 gibt es eine Nullmenge N ⊂ Rn

und eine Teilfolge (ϕk)k∈T von (ϕk)k≥0, so dass (∀x ∈ Rn \ N) (ϕk(x))k∈T → f(x) 6= ∞.
Für k ∈ T sei ψk : Rn → [0,∞] definiert durch

ψk(x) =

{
|ϕk(x)| , falls x ∈ Rn \N ,

f(x) , falls x ∈ N .

Nach Satz 12.9.3 ist (ψk)k∈T eine Folge messbarer Funktionen mit (ψk)k≥0 → f , und daher
ist f messbar.

(b) ⇒ (a) Nach Satz 12.9 gibt es eine monoton wachsende Folge integrierbarer einfacher
Funktionen (ϕkRn → R≥0 mit (ϕk)k≥0 → f , und für alle k ≥ 0 ist∫

Rn

ϕk = ‖ϕk‖1 ≤ ‖f‖1 <∞ .

Nach Satz 12.2 ist f integrierbar. �
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12.3. Uneigentliche Integrale und Parameterintegrale

Satz 12.11. Sei I ⊂ R ein Intervall, a = inf(I), b = sup(I) und f : I → C messbar. Dann
ist

‖fI‖1 =

∫ b

a

|f | = lim
α→a+

∫ b

α

|f | = lim
β→b−

∫ β

a

|f | .

Im Falle ‖fI‖1 <∞ ist f über I integrierbar, und∫ b

a

f = lim
α→a+

∫ b

α

f = lim
β→b−

∫ β

a

f ,

Beweis. Sei F : I → [0,∞] definiert durch

F (β) =

∫ β

a

|f | ∈ [0,∞] . Dann ist (∀β ∈ I) F (β) = ‖f(a,β)‖1 ≤ ‖fI‖1 ∈ [0,∞] .

F ist monoton wachsend, und nach Satz 4.8 existiert

L = lim
β→b−

F (β) = lim
β→b−

∫ β

a

|f | , und es ist L ≤ ‖f‖1 .

Im Falle L = ∞ ist nichts zu zeigen. Sei also L < ∞ und (βk)k≥0 eine monoton wachsende
Folge in I \ {b} mit (βk)k≥0 → b. Dann ist

(a, b) =
⋃
k≥0

(a, βk) ,

und mit Satz 12.6 folgt∫
I

|f | =
∫ b

a

|f | = lim
k→∞

∫ βk

a

|f | = L , und

∫
I

f =

∫ b

a

f = lim
k→∞

∫ βk

a

f .

Den Limes an der unteren Grenze behandelt man genauso. �

Definition 12.5. Sei I ⊂ R ein Intervall, f : I → C lokal integrierbar und J ∈ C. f
heißt uneigentlich integrierbar und J das (uneigentliche) Integral von f über I , wenn einer
der folgenden Fälle vorliegt:

• I = [a, b) mit a ∈ R, b ∈ R, a < b und

J = lim
β→b−

∫ β

a

f .

• I = (a, b] mit a ∈ R, b ∈ R, a < b und

J = lim
α→a+

∫ b

α

f .

• I = (a, b) mit a, b ∈ R, a < b und für ein [ und dann für alle ] c ∈ (a, b) ist

J = lim
α→a+

∫ c

α

f + lim
β→b−

∫ β

c

f .
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Ist inf(I) = a ∈ R, sup(I) = b ∈ R und ist f über I (uneigentlich) integrierbar mit Integral
J ∈ C, so schreibt man

J =

∫ b

a

f .

Im Falle I 6= [a, b] sagt man auch, das Integral von f über I konvergiert. Ist∫ b

a

|f | <∞ ,

so sagt man, das Integral von f über I konvergiert absolut.

Man sagt im ersten Falle, das Integral sei an der oberen Grenze uneigentlich, im zweiten Falle,
das Integral sei an der unteren Grenze uneigentlich, und im dritten Falle, das Integral sei an
beiden Grenzen uneigentlich.

Nach Satz 12.11 sind die obigen Definitionen im Falle f(I) ⊂ R≥0 mit Definition 11.5 kon-
sistent, jedes absolut konvergente uneigentliche Integral konvergiert (und dann stimmt das
uneigentliche Integral mit dem gewöhnlichen Legesgue’schen Integral überein).

Beispiel 1.

Sei c ∈ R>0, s ∈ C und f : R>0 → C definiert durch f(x) = xse−cx = es log x−cx. f ist stetig,
also lokal integrierbar, und wir betrachten das an der oberen Grenze uneigentliche Integral∫ ∞

1

xse−cx dx .

Sei zuerst s = 0. Für β ∈ R>0 ist∫ β

0

e−cx dx =
[
−1

c
e−cx

]β
0

= −1

c

[
e−cβ − 1

]
und daher lim

β→∞

∫ β

0

e−cxdx =
1

c
.

Folglich ist e−cx integrierbar über [0,∞), und∫ ∞

0

e−cx dx =
1

c
.

Sei nun s ∈ C und σ = <s. Wegen

lim
x→∞

xσe−
cx
2 = 0 folgt: (∃C ∈ R>0) (∀x ∈ R≥1) xσe−

cx
2 ≤ C , also |xse−cx| ≤ Ce−

cx
2 .

Da e−
cx
2 über [0,∞) integrierbar ist, ist auch xse−cx über [0,∞) integrierbar.

Beispiel 2.

Sei s ∈ C und f : (0,∞) → C definiert durch f(x) = xs = es log x. f ist stetig, also lokal
integrierbar, und das Integral∫ ∞

0

xs dx ist an beiden Grenzen uneigentlich.

Für α ∈ (0, 1] ist∫ 1

α

xs dx =
[ xs+1

s+ 1

]1

α
=

1− αs+1

s+ 1
, falls s 6= −1 , und

∫ 1

α

x−1 dx =
[
log x

]1

α
= − logα .

Wegen |αs+1| = α<s+1 existiert

lim
α→0

∫ 1

α

xs dx
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genau dann in C, wenn <s > −1, und dann ist∫ 1

0

xs dx =
1

s+ 1
und

∫ 1

0

|xs| dx =
1

<s+ 1
∈ R>0 .

Insbesondere ist für <s > −1 die Funktion xs integrierbar über (0, 1].

Für β ∈ [1,∞) ist∫ β

1

xs dx =
[ xs+1

s+ 1

]β
1

=
βs+1 − 1

s+ 1
, falls s 6= −1 , und

∫ β

1

x−1 dx =
[
log x

]β
1

= log β .

Daher existiert

lim
β→∞

∫ β

1

xs dx

genau dann in C, wenn <s < −1, und dann ist∫ ∞

1

xs dx =
−1

s+ 1
und

∫ ∞

1

|xs| dx =
−1

<s+ 1
∈ R>0 .

Insbesondere ist für <s < −1 die Funktion xs integrierbar über [1,∞), und für kein s ∈ C ist
xs uneigentlich integrierbar über (0,∞).

Beispiel 3: Die Euler’sche Gammafunktion.

Für s ∈ C mit <s = σ > 0 betrachten wir das an beiden Grenzen uneigentliche Integral∫ ∞

0

xs−1e−x dx .

Für x ∈ (0, 1] ist |xs−1e−x| = xσ−1e−x ≤ xσ−1, nach Beispiel 2. ist xσ−1 integrierbar über
(0, 1], und daher ist auch xs−1e−x integrierbar über (0, 1]. Nach Beispiel 1. ist xs−1e−x

integrierbar über [1,∞), und daher ist xs−1e−x integrierbar über (0,∞). Die Funktion

Γ: {s ∈ C | <s > 0} → C , definiert durch Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−x dx ,

heißt Euler’sche Gammafunktion. Wir werden zeigen:

a. Für s ∈ C mit <s > 0 ist Γ(s+ 1) = sΓ(s).

b. Für k ∈ N0 ist Γ(k + 1) = k!.

c. Für s ∈ C mit <s > 0 ist

Γ(s) = lim
k→∞

k!ks

s(s+ 1) · . . . · (s+ k)
.

d. Für s ∈ C mit <s ∈ (0, 1) ist

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sin πs
.

Beweis von a. Für 0 < α < β <∞ ist∫ β

α

xs−1e−x dx =
[xs
s

e−x
]β
α

+
1

s

∫ β

α

xse−x dx .

Für α→ 0 und β →∞ folgt

Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−x dx =
1

s
Γ(s+ 1) .
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Beweis von b. Es ist

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−x dx = lim
α→0
β→∞

[
−e−x

]β
α

= 1 = 0! ,

und die Behauptung folgt aus a. mittels Induktion nach k.

Beweis von c. Wir zeigen zuerst: Für k, j ∈ N0 ist∫ k

0

(
1− x

k

)j
xs−1 dx =

j!ks

s(s+ 1) · . . . · (s+ j)
.

Induktion nach j. Für j = 0 ist die Behauptung offensichtlich.

j ≥ 0, j → j + 1 : Es ist∫ k

0

(
1− x

k

)j+1

xs−1 dx =
[(

1− x

k

)j+1xs

s

]k
0

+

∫ k

0

j + 1

k

(
1− x

k

)j xs
s
dx

=
j + 1

sk

∫ k

0

(
1− x

k

)j
xs dx =

j + 1

sk

j!ks+1

(s+ 1)(s+ 2) · . . . · (s+ j + 1)

=
(j + 1)!ks

s(s+ 1) · . . . · (s+ j + 1)
.

Nach Satz 3.13 ist((
1− x

k

)k)
k≥bxc+1

monoton wachsend, und lim
k→∞

(
1− x

k

)k
= e−x .

Sei nun fk : R>0 → C definiert durch

fk(x) =
(
1− x

k

)k
xs−1 , falls x ≤ k , und fk(x) = 0 , falls x > k .

Dann ist
lim
k→∞

fk(x) = e−xxs−1 , und (∀k ≥ bxc+ 1) |fk(x)| ≤ e−xx<s−1 .

Nach Satz 12.4 folgt nun

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−xxs−1 dx = lim
k→∞

∫ ∞

0

fk(x) dx = lim
k→∞

∫ k

0

(
1− x

k

)k
xs−1 dx

= lim
k→∞

k!ks

s(s+ 1) · . . . · (s+ k)
.

Beweis von d. Nach c. ist

Γ(s)Γ(1− s) = lim
k→∞

k!2k

s(s+ 1) · . . . · (s+ k)(1− s)(2− s) · . . . · (k + 1− s)

= lim
k→∞

1

s
(
1− s2

12

)(
1− s2

22

)
· . . . ·

(
1− s2

k2

) k

k + 1− s

=
π

sin πs
nach Satz 7.15. �

Beispiel 4: Das Gauß’sche Fehlerintegral.

Das an beiden Seiten uneigentliche Integral∫ ∞

−∞
e−x

2

dx
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heißt Gaußsches Fehlerintegral. Die Substitution t = x2 liefert für β ∈ R>0∫ β

0

e−x
2

dx =

∫ β2

0

e−t
dt

2
√
t

=
1

2

∫ β2

0

t−
1
2 e−t dt ,

und

lim
β→∞

∫ β

0

e−x
2

dx =
1

2

∫ ∞

0

t−
1
2 e−t dt =

1

2
Γ
(1

2

)
.

Daher ist e−x
2

integrierbar über [0,∞), und wegen∫ 0

−β
e−x

2

dx =

∫ β

0

e−x
2

dx

ist e−x
2

auch integrierbar über (−∞, 0]. Damit folgt∫ ∞

−∞
e−x

2

dx = 2

∫ ∞

0

e−x
2

dx = Γ
(1

2

)
.

Nach Beispiel 3 ist

Γ
(1

2

)2

=
π

sin π
2

= π , und daher folgt

∫ ∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π .

Beispiel 5.

Sei f : [0,∞) → R definiert durch

f(x) =
sinx

x
, falls x 6= 0 , und f(0) = 1 .

f ist stetig, also lokal integrierbar über [0,∞). Wir zeigen:

f ist nicht integrierbar über [0,∞), aber uneigentlich integrierbar, und

∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2
.

Für k ∈ N0 ist∫ (k+1)π

kπ

∣∣∣sin x
x

∣∣∣ dx ≥ 1

(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ

| sin x| dx =
1

(k + 1)π

∫ π

0

sin x dx

=
1

(k + 1)π

[
− cosx

]π
0

=
2

(k + 1)π
,

und daher∫ (k+1)π

0

∣∣∣sin x
x

∣∣∣ dx ≥ 2

π

k∑
j=0

1

j + 1
, also

∫ ∞

0

∣∣∣sin x
x

∣∣∣ dx = lim
k→∞

∫ (k+1)π

0

∣∣∣sin x
x

∣∣∣ dx = ∞ .

Folglich ist f nicht über [0,∞) integrierbar. Für β ∈ R>1 ist∫ β

1

sinx

x
dx =

[− cosx

x

]β
1
−

∫ β

1

cosx

x2
dx =

− cos β

β
+ cos 1 −

∫ β

1

cosx

x2
dx ,

also ∫ β

0

sin x

x
dx =

∫ 1

0

sin x

x
dx + cos 1 − cos β

β
−

∫ β

1

cosx

x2
dx .

Wegen ∫ ∞

1

∣∣∣cosx

x2

∣∣∣ dx ≤
∫ ∞

1

dx

x2
< ∞ (siehe Beispiel 1)
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ist
cosx

x2
integrierbar über [1,∞), und daher existiert lim

β→∞

∫ β

1

cosx

x2
dx .

Wegen

lim
β→∞

cos β

β
= 0 existiert lim

β→∞

∫ β

0

sin x

x
dx , also das uneigentliche Integral

∫ ∞

0

sin x

x
dx .

Um es zu berechnen, genügt es, zu zeigen:

lim
k→∞

∫ (k+ 1
2
)π

0

sin x

x
dx =

π

2
.

Sei k ∈ N und Dk : R → C definiert durch

Dk(x) =
k∑

ν=−k

eiνx = 1 + 2
k∑
ν=1

sin νx .

Für x 6∈ πZ ist

Dk(x) = e−ikx
2k∑
ν=0

eiνx = e−ikx
e(2k+1)ix − 1

eix − 1
=

e(k+1)ix − e−ikx

eix − 1

e−
ix
2

e−
ix
2

=
e(k+ 1

2
)ix − e−(k+ 1

2
)ix

e
ix
2 − e−

ix
2

=
sin

(
k + 1

2

)
x

sin x
2

,

und für m ∈ Z ist

Dk(mπ) = 1 + 2k = lim
x→mπ

sin(k + 1
2
)x

sin x
2

.

Es folgt ∫ π

0

sin
(
k + 1

2

)
x

sin x
2

dx =

∫ π

0

Dk(x) dx = π .

Sei nun h : (−π, π) → R definiert durch

h(x) =
1

sin x
2

− 2

x
, falls x 6= 0 , und h(0) = 0 .

In einer Umgebung von 0 ist

h(x) =
x− 2 sin x

2

x sin x
2

=
x− 2

[
x
2
− 1

3!

(
x
2

)3
+− . . .

]
x
[
x
2
− 1

3!

(
x
2

)3
+− . . .

] =
x4P (x)

x2Q(x)

mit Potenzreihen P (x) und Q(x), so dass P (0)Q(0) 6= 0. Daher ist h analytisch, und für k ∈ N
ist ∫ π

0

sin(k + 1
2
)x

2 sin x
2

dx −
∫ π

0

sin(k + 1
2
)x

x
dx =

1

2

∫ π

0

h(x) sin
(
k +

1

2

)
x dx

=
[ 1

k + 1
2

cos
(
k +

1

2

)
x
]π

0
− 1

k + 1
2

∫ π

0

h′(x) cos
(
k +

1

2

)
x dx

=
1

k + 1
2

∫ π

0

h′(x) cos
(
k +

1

2

)
x dx .
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Wegen∣∣∣∫ π

0

h′(x) cos
(
k +

1

2

)
x dx

∣∣∣ ≤
∫ π

0

|h′(x)| dx folgt lim
k→∞

∫ π

0

h(x) sin
(
k +

1

2

)
x dx = 0 .

Damit erhalten wir∫ (k+ 1
2
)π

0

sin x

x
dx =

∫ π

0

sin
(
k + 1

2

)
x

x
dx =

1

2

∫ π

0

sin(k + 1
2
)x

sin x
2
dx

− 1

2

∫ π

0

h(x) sin
(
k +

1

2

)
x dx

=
π

2
− 1

2

∫ π

0

h(x) sin
(
k +

1

2

)
x dx → π

2
für k →∞ . �

Satz 12.12 (Parameterintegrale). Sei X ein normierter Raum, E ⊂ X, a ∈ E, ∅ 6= D ⊂ Rn,
N ⊂ Rn eine Nullmenge, g : D → [0,∞] mit ‖g‖1 <∞ und f : E×D → C. Für jedes z ∈ E
sei f(z, ·) : D → C integrierbar (über D), und F : E → C sei definiert durch

F (z) =

∫
D

f(z,x) dx .

1. Sei c : D → C. Für alle x ∈ D \N) sei |f(·,x)| ≤ g(x) und

lim
z→a

f(z,x) = c(x) .

Dann ist c integrierbar, und

lim
z→a

F (z) =

∫
D

c .

Insbesondere gilt : Ist (∀x ∈ D \N) f(·,x) stetig in a, so ist auch F stetig in a.

2. Sei X = C und E konvex. Für alle x ∈ D \N sei f(·,x) : E → C differenzierbar mit
Ableitung f ′(·,x), so dass |f ′(·,x)| ≤ g(x). Dann ist F differenzierbar in a, f ′(a, ·)
ist integrierbar über D, und

F ′(a) =

∫
D

f ′(a,x) dx .

Beweis. 1. Sei (zk)k≥0 eine Folge in E \ {a} mit (zk)k≥0 → a. Für x ∈ D \ N ist dann
(f(zk,x))k≥0 → c(x) und |f(zk,x)| ≤ g(x). Nach Satz 12.4 ist daher c integrierbar, und∫

D

c = lim
k→∞

∫
D

f(zk,x) dx = lim
k→∞

F (zk) .

Die Aussage über die Stetigkeit folgt mit c = f(·, a).
2. Für z ∈ E und x ∈ D \N sei ϕ : [0, 1] → C definiert durch ϕ(t) = f

(
a + t(z − a),x

)
.

Dann ist ϕ differenzierbar, und nach Satz 7.8 folgt (für x ∈ D \N)

|f(z,x)−f(a,x)| = |ϕ(1)−ϕ(0)| ≤ ‖ϕ′‖[0,1] = sup
{
|f ′(w,x)(z−a)|

∣∣ w ∈ [a, z]
}
≤ |z−a|g(x) ,

also

f ′(a,x) = lim
z→a

1

z − a

[
f(z,x)− f(a,x)

]
und

∣∣∣ 1

z − a

[
f(z,x)− f(a,x)

]∣∣∣ ≤ g(x) .

Nach 1. folgt nun: f ′(a, ·) ist integrierbar, und∫
D

f ′(a,x) dx = lim
z→a

∫
D

1

z − a

[
f(z,x)− f(a,x)

]
dx = lim

z→a

1

z − a

[
F (z)− F (a)

]
. �



ANALYSIS I, II 273

Beispiel:

Sei D = (0,∞), E = {z ∈ C | <z > 0} und f(z, x) = xz−1e−x = e(z−1) log x−x. Dann ist die
Gammafunktion

Γ: E → C gegeben durch Γ(z) =

∫ ∞

0

f(z, x) dx .

Wir zeigen: Γ ist eine C∞-Funktion, und

(∀m ∈ N0) (∀z ∈ E) Γ(m)(z) =

∫ ∞

0

(log x)mxz−1e−x dx .

Für α, β ∈ R mit α < β sei Eα,β = {z ∈ C | α < <z < β}. Es genügt, zu zeigen:

Für alle α, β ∈ R mit 0 < α < β und m ∈ N0 ist Γ |Eα,β m-mal differenzierbar, und für alle
z ∈ Eα,β hat Γ(m)(z) die angegebene Integraldarstellung.

Seien α, β ∈ R mit 0 < α < β. Wir zeigen:

A. Für jedes m ∈ N gibt es eine integrierbare Funktion gm : (0,∞) → R≥0, so dass

(∀z ∈ Eα,β) (∀x ∈ (0,∞) |(log x)mxz−1e−x| ≤ gm(x) .

Dann ist insbesondere für alle z ∈ Eα,β die Funktion x 7→ (log x)mxz−1e−x integrierbar über
(0,∞), und (

∀x ∈ (0,∞)
) ∣∣∣ d

dz
(log x)mxz−1e−x

∣∣∣ = |(log x)m+1xz−1e−x| ≤ gm+1(x) .

Nach Satz 12.12 folgt für alle z ∈ Eα,β und alle m ∈ N0

d

dz

∫ ∞

0

(log x)mxz−1e−x dx =

∫ ∞

0

(log x)m+1xz−1e−x dx

und daraus die Behauptung durch Induktion nach m.

Beweis von A. Sei z ∈ Eα,β und σ = <z. Nach Satz 4.14 ist

lim
x→∞

xσ−β(log x)m = lim
x→0

xσ−α(log x)m = 0 ,

und daher gibt es ein C ∈ R>0, so dass(
∀x ∈ [1,∞)

)
xσ−β(log x)m ≤ C und

(
∀x ∈ (0, 1]

)
xσ−α(log x)m ≤ C .

Sei nun gm : (0,∞) → R definiert durch

g(x) =

{
Cxβe−x , falls x ≥ 1 ,

Cxαe−x , falls x ≤ 1 .

Dann ist gm eine integrierbare Funktion mit den gewünschten Eigenschaften. �

12.4. Produktintegration

Satz 12.13 (Satz von Fubini und Tonelli). Seien m,n ∈ N. Wir schreiben die Punkte von
Rn+m = Rn×Rn in der Form (x,y) mit x ∈ Rn und y ∈ Rm.

1. Sei f : Rn×Rm → C integrierbar. Dann gibt es eine Nullmenge N ′′ ⊂ Rm mit folgenden
Eigenschaften :



274 FRANZ HALTER-KOCH

Für alle y ∈ Rm \N ′′ ist die Funktion f(·,y) : Rn → C integrierbar. Die Funktion
F : Rm → C, definiert durch

F (y) =

∫
Rn

f(·,y) , falls y /∈ N ′′ , und F (y) = 0 , falls y ∈ N ′′ ,

ist integrierbar, und ∫
Rm

F =

∫
Rn×Rm

f .

Kurzschreibweise (auch unter Vertauschung der Faktoren):∫
Rn×Rm

f(x,y) d(x,y) =

∫
Rm

(∫
Rn

f(x,y) dx
)
dy =

∫
Rn

(∫
Rm

f(x,y) dy
)
dx .

2. Sei f : Rn×Rm → [0,∞] messbar. Dann gibt es eine Nullmenge N ′′ ⊂ Rm mit folgender
Eigenschaft :

Für alle y ∈ Rm \N ′′ ist die Funktion f(·,y) : Rn → [0,∞] messbar, die Funktion
F : Rm → [0,∞], definiert durch

F (y) =

∫
Rn

f(·,y) , falls y /∈ N ′′ , und F (y) = 0 , falls y ∈ N ′′ ,

ist messbar, und ∫
Rm

F =

∫
Rn×Rm

f .

Insbesondere folgt für eine messbare Funktion f : Rn×Rm → C : Ist∫
Rm

(∫
Rn

|f(x,y)| dx
)
dy <∞ oder

∫
Rn

(∫
Rm

|f(x,y)| dy
)
dx <∞ ,

so ist f integrierbar.

Beweis. Wir führen den Beweis mit Hilfe der folgenden beiden Behauptungen.

I. Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen (ϕk : Rn×Rm → C)k≥0 und eine Nullmenge
N ⊂ Rn×Rm, so dass

∞∑
k=0

‖ϕk+1 − ϕk‖1 <∞ und
(
∀(x,y) ∈ Rn×Rm \N

)
(ϕk(x,y))k≥0 → f(x,y) .

II. Es gibt eine Nullmenge N ′′
1 ⊂ Rm, so dass

(∀y ∈ Rm \N ′′
1 ) Ny = {x ∈ Rn | (x,y) ∈ N } ist eine Nullmenge .

Beweis von I. Da f integrierbar ist, gibt es eine Folge (ψk : Rn×Rm → C)k≥0 von Trep-
penfunktionen mit (‖f − ψk‖1)k≥0 → 0. Dann ist (ψk)k≥0 eine L1-Cauchyfolge, und und es
gibt eine Teilfolge (ψki

)i≥0 von (ψk)k≥0, so dass
∞∑
k=0

‖ϕk+1 − ϕk‖1 <∞ .

Nach Satz 12.1 gibt es eine Nullmenge N ⊂ Rn×Rm und eine Teilfolge (ψki
)i∈T von (ψki

)i≥0,
so dass

(
∀(x,y) ∈ Rn×Rm \N

)
(ψki

(x,y))i∈T → f(x,y). Die Folge (ϕk)k≥0 = (ϕki
)i∈T hat

die gewünschte Eigenschaft.
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Beweis von II. Sei a : Rm → [0,∞] definiert durch a(y) = ‖1Ny‖1. Wir zeigen: ‖a‖1 = 0.
Nach Satz 11.10 ist dann {y ∈ Rm | v(Ny) 6= 0} eine Nullmenge.

Sei ε ∈ R>0. Nach Satz 11.14 gibt es eine Folge (Qν)ν≥0 offener Quader in Rn×Rm, so dass

N ⊂
⋃
ν≥0

Qν und
∞∑
ν=0

v(Qν) < ε .

Für ν ∈ N0 sei Qν = Q′
ν×Q′′

ν mit Quadern Q′
ν ⊂ Rn und Q′′

ν ⊂ Rm. Für y ∈ Rm ist dann
1(Qν)y = 1Q′′ν (y)1Q′ν , also

1Ny ≤
∞∑
ν=0

1(Qν)y =
∞∑
ν=0

1Q′′ν (y)1Q′ν und ‖1Ny‖1 ≤
∞∑
ν=0

1Q′′ν (y)‖1Q′ν‖1 =
∞∑
ν=0

1Q′′ν (y)v(Q′
ν) .

Damit erhalten wir

a ≤
∞∑
ν=0

v(Q′
ν)1Q′′ν und ‖a‖1 ≤

∞∑
ν=0

v(Q′
ν)v(Q

′′
ν) =

∞∑
ν=0

v(Qν) < ε .

Damit sind die Behauptungen I und II gezeigt.

Für k ∈ N0 und y ∈ Rm sind die Funktionen

ϕk(·,y) : Rn → C und |ϕk+1(·,y)− ϕk(·,y)| : Rn → R
Treppenfunktionen, und wir definieren

Φk(y) =

∫
Rn

ϕk(·,y) und Hk(y) =

∫
Rn

|ϕk+1(·,y)− ϕk(·,y)| = ‖ϕk+1(·,y)− ϕk(·,y)‖1 .

Nach Satz 11.3 sind dann auch Φk : Rm → C und Hk : Rm → R≥0 Treppenfunktionen,∫
Rm

Φk =

∫
Rn×Rm

ϕk und ‖Hk‖1 =

∫
Rm

Hk =

∫
Rn×Rm

|ϕk+1 − ϕk| = ‖ϕk+1 − ϕk‖1 .

Nach Satz 12.5 gibt es eine Nullmenge N ′′
2 ⊂ Rm, so dass

(∀y ∈ Rm \N ′′
2 )

∞∑
k=0

Hk(y) =
∞∑
k=0

‖ϕk+1(·,y)− ϕk(·,y)‖1 <∞ .

Sei nun y ∈ Rm \ N ′′
2 . Dann ist die Folge (ϕk(·,y))k≥0 eine L1-Cauchyfolge. Nach Satz

12.1 gibt es eine Nullmenge Ly ⊂ Rn, eine Teilfolge (ϕk(·,y))k∈T von (ϕk(·,y))k≥0 und eine

integrierbare Funktion f̃y : Rn → C, so dass

(∀x ∈ Rn \ Ly) (ϕk(x,y))k≥0 → f̃y(x) und

∫
Rn

fy = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk(·,y) .

Die Menge N ′′ = N ′′
1 ∪ N ′′

2 ⊂ Rm ist eine Nullmenge. Für y ∈ Rm \ N ′′ und x ∈ Rn \ Ny ist
(x,y) /∈ N und daher (ϕk(x,y))k≥0 → f(x,y). Ist nun y ∈ Rm \ N ′′, so ist Ny ∪ Ly eine

Nullmenge, und {x ∈ Rn | f(x,y) 6= f̃y(x)} ⊂ Ny ∪ Ly. Daher ist f(·,y) integrierbar, und

F (y) =

∫
Rn

f(·,y) =

∫
Rn

f̃y = lim
k→∞

∫
Rn

ϕk(·,y) = lim
k→∞

Φk(y) .

Für k ∈ N0 und y ∈ Rm ist

|Φk+1(y)− Φk(y)| =
∣∣∣∫

Rn

[
ϕk+1(·,y)− ϕk(·,y)

]∣∣∣ ≤ ∫
Rn

|ϕk+1(·,y)− ϕk(·,y)| = Hk(y) ,
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also ‖Φk+1 − Φk‖1 ≤ ‖Hk‖1 = ‖ϕk+1 − ϕk‖1 und daher (Φk)k≥0 eine L1-Cauchyfolge von
Treppenfunktionen. Nach Satz 12.1 ist F integrierbar, und∫

Rm

F = lim
k→∞

∫
Rm

Φk = lim
k→∞

∫
Rn×Rm

ϕk =

∫
Rn×Rm

f

nach I und Satz 12.1.

2. Nach Satz 12.9 gibt es eine monoton wachsende Folge integrierbarer einfacher Funktionen
(fk : Rn → R≥0 mit (fk)k≥0 → f , und nach Satz 12.2 ist∫

Rn

f = lim
k→∞

∫
Rn

fk .

Nach 1. gibt es für jedes k ≥ 0 eine Nullmenge N ′′
k ⊂ Rm mit folgenden Eigenschaften:

Für alle y ∈ Rm \ N ′′
k ist die Funktion fk(·,y) : Rn → R≥0 integrierbar. Die Funktion

Fk : Rm → [0,∞], definiert durch

Fk(y) =

∫
Rn

fk(·,y) , falls y /∈ N ′′
k , und Fk(y) = 0 , falls y ∈ N ′′

k ,

ist integrierbar, und ∫
Rm

Fk =

∫
Rn×Rm

fk .

Dann ist auch
N ′′ =

⋃
k≥0

N ′′
k

eine Nullmenge, und daher können wir ohne Einschränkung N ′′
k = N ′′ für alle k ≥ 0 annehmen.

Für y ∈ Rm \ N ′′ ist (fk(·,y) : Rn → R≥0)k≥0 eine monoton wachsende Folge integrierbarer
Funktionen mit (fk(·,y))k≥0 → f(·,y). Daher ist f(·,y) : Rn → R≥0 messbar, und nach Satz
12.2 ist

F (·,y) =

∫
Rn

f(·,y) = lim
k→∞

∫
Rn

fk(·,y) = lim
k→∞

Fk(y) .

Daher ist auch F : Rm → [0,∞] Limes einer monoton wachsenden Folge integrierbarer Funk-
tionen, also messbar, und (wieder nach Satz 12.2 )∫

Rm

F = lim
k→∞

∫
Rm

Fk = lim
k→∞

∫
Rn×Rm

fk =

∫
Rn×Rm

f .

�

Satz 12.14 (Spezieller Satz von Fubini und Tonelli). Seien m,n ∈ N. Wir schreiben die
Punkte von Rn+m = Rn×Rn in der Form (x,y) mit x ∈ Rn und y ∈ Rm. Für f : Rn → C
und g : Rm → C sei f ⊗ g : Rn×Rm → C definiert durch

(f ⊗ g)(x,y) = f(x)g(y) .

1. Für f : Rn → C und g : Rm → C ist ‖f ⊗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

2. Sind f und g integrierbar, so ist auch f ⊗ g integrierbar, und∫
Rn×Rm

f ⊗ g =
(∫

Rn

f
)(∫

Rm

g
)
.
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3. Seien f1, . . . , fn : R → C integrierbare Funktionen. Dann ist die Funktion f : Rn → C,
definiert durch

f(x1, . . . , xn) =
n∏
ν=1

fν(xν) , integrierbar, und

∫
Rn

f =
n∏
ν=1

∫
R
fν .

Beweis. 1. FALL 1 : ‖f‖1 = 0 oder ‖g‖1 = 0. Sei ‖f‖1 = 0 (der andere Fall geht genauso).
Dann ist die Menge N = {x ∈ Rn | f(x) 6= 0} eine Nullmenge, und es genügt, zu zeigen, dass
auch N×Rm eine Nullmenge ist (denn es ist {(x,y) ∈ Rn×Rm | (f ⊗g)(x,y) 6= 0} ⊂ N×Rm

und daher dann auch ‖f ⊗ g‖1 = 0 ). Wegen

N×Rm =
⋃
k∈N

N×[−k, k]m

genügt es, zu zeigen, dass für jeden abgeschlossenen Quader P ⊂ Rm die Menge N×P eine
Nullmenge ist. Sei also P ⊂ Rm ein abgeschlossener Quader und ε ∈ R>0. Nach Satz 11.14
gibt es eine Folge (Qν)ν≥0 offener Quader in Rn so dass

N ⊂
⋃
ν≥0

Qν , also N×P ⊂
⋃
ν≥0

Qν×P und
∑
ν≥0

v(Qν×P ) = v(P )
∑
ν≥0

v(Q) < ε .

FALL 2 : ‖f‖1 6= 0 und ‖g‖1 6= 0. Wir können ‖f‖1 < ∞ und ‖g‖1 < ∞ annehmen,
und wir zeigen: (∀ε ∈ R>0) ‖f ⊗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1 + ε. Sei ε ∈ R>0 und η ∈ R>0 mit
(‖f‖1 + η)(‖g‖1 + η) < ‖f‖1‖g‖1 + ε. Seien (cν)ν≥0 und (dµ)µ≥0 Folgen in R>0, sei (Qν)ν≥0

eine Folge offener Quader in Rn und (Pµ)µ≥0 eine Folge offener Quader in Rm, so dass

|f | ≤
∞∑
ν=0

cν1Qν , |g| ≤
∞∑
µ=0

dµ1Pµ , ‖f‖1 ≥
∞∑
ν=0

cνv(Qν)− η und ‖g‖1 ≥
∞∑
µ=0

dµv(Pµ)− η .

Dann folgt

|f ⊗ g| ≤
∞∑

ν, µ=0

cνdµ1Qν×Pµ

und daher

‖f⊗g‖1 ≤
∞∑

ν, µ=0

cνdµv(Qν×Pµ) =
∞∑
ν=0

cνv(Qν)
∞∑
µ=0

dµv(Pµ) ≤ (‖f‖1+η)(‖g‖1+η) < ‖f‖1‖g‖1+ε .

2. Seien (ϕν : Rn → C)ν≥0 und (ψν : Rm → C)ν≥0 Folgen von Treppenfunktionen mit
(‖f − ϕν‖1)ν≥0 → 0 und (‖g − ψν‖1)ν≥0 → 0. Dann folgt∫

Rn

f = lim
ν→∞

∫
Rn

ϕν und

∫
Rm

g = lim
ν→∞

∫
Rb

ψν .

(ϕν ⊗ψν : Rn×Rm → C)ν≥0 ist eine Folge von Treppenfunktionen. Wegen (‖ψν‖1)ν≥0 → ‖g‖1

und

‖f ⊗ g − ϕν ⊗ ψν‖1 = ‖f ⊗ (g − ψν)− (ϕν − f)⊗ ψν‖1 ≤ ‖f ⊗ (g − ψν)‖1 + ‖(ϕν − f)⊗ ψν‖1

≤ ‖f‖1‖g − ψν‖1 + ‖ϕν − f‖1‖ψν‖1

folgt (‖f ⊗ g − ϕν ⊗ ψν‖1)ν≥0 → 0. Daher ist f ⊗ g integrierbar, und mit Satz 11.3 folgt∫
Rn×Rm

f ⊗ g = lim
ν→∞

∫
Rn×Rm

ϕν ⊗ ψν = lim
ν→∞

(∫
Rn

ϕν

)(∫
Rm

ψν

)
=

(∫
Rn

f
)(∫

Rm

g
)
.
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3. Nach 2. mittels Induktion nach n. �

12.5. Der Transformationssatz

Definition 12.6. Für (a1, . . . ,an) ∈ (Rn)n heißt

P (a1, . . . ,an) =
{ n∑
ν=1

tνaν

∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ [0, 1]
}

das von a1, . . . ,an aufgespannte Parallelepiped .

Satz 12.15.

1. Sei (a1, . . . ,an) ∈ (Rn)n. Dann ist P (a1, . . . ,an) kompakt, und

v
(
P (a1, . . . ,an)

)
= | det(at

1, . . . ,a
t
n)| .

2. Sei ψ ∈ L(Rn,Rn) und Q ⊂ Rn ein abgeschlossener Quader. Dann ist

v(ψ(Q)) =
∣∣det

(
M(ψ)

)∣∣ v(Q) .

Beweis. 1. Die Abbildung

φ : [0, 1]n → Rn , definiert durch φ(t1, . . . , tn) =
n∑
ν=1

tνaν ,

ist stetig, [0, 1]n ist kompakt, und daher ist auch P (a1, . . . ,an) = φ
(
[0, 1]n

)
kompakt.

Ist (a1, . . . ,an) linear abhängig, so ist P (a1, . . . ,an) in einem echten Teilraum, also in
einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit k < n enthalten und daher eine Nullmenge nach
Satz 11.15. Wegen det(at

1, . . . ,a
t
n) = 0 folgt die Behauptung

Sei also (a1, . . . ,an) linear unabhängig. Dann ist

A = (at
1, . . . ,a

t
n) ∈ GLn(R) und P (A) = P (a1, . . . ,an) .

Eine Abbildung T : GLn(R) → GLn(R) heißt Elementarumformung , wenn sie von einer der
folgenden Formen ist:

• Addition einer Spalte zu einer anderen.

• Multiplikation einer Spalte mit einer von 0 verschiedenen Zahl.

Wir werden zeigen:

I. Ist A ∈ GLn(R), so gibt es endlich viele Elementarumformungen T1, . . . ,Tk, so dass
TkTk−1 . . .T1A die Einheitsmatrix ist.

II. Ist A ∈ GLn(R) und T eine Elementarumformung, so ist

v
(
P (TA)

)
| det(TA)|

=
v
(
P (A)

)
| det(A)|

.
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Damit folgt dann die Behauptung, denn sind T1, . . . ,Tk, so dass I = TkTk−1 . . .T1A die
Einheitsmatrix ist, so ist P (I) = [0, 1]n und daher

v
(
P (A)

)
| det(A)|

=
v
(
P (I)

)
| det(I)|

= 1 .

Beweis von I. Die Vertauschung zweier Spalten kann durch eine Hintereinanderausführung
von Elementarumformungen erreicht werden, nämlich [mit den Spalten Ai und Aj ]

(Ai, Aj) → (Ai+Aj, Aj) → (Ai+Aj, Aj−(Ai+Aj)) = (Ai+Aj,−Ai) → (Aj,−Ai) → (Aj, Ai) .

Sei nun A ∈ GLn(R). Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Für n = 1 ist die
Behauptung offensichtlich. Wir betrachten nun nur die ersten beiden Zeilen der Matrix und
zeigen, dass man durch Elementarumformungen die ersten beiden Zeilen auf die Gestalt(

1 0 . . . 0
0 ∗ . . . ∗

)
bringen kann. Nach Induktionsvoraussetzung (angewandt auf die weiteren Spalten) folgt die
Behauptung. Wir führen die folgenden Umformungen durch:

A
(1)→

(
α ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗

)
(2)→

(
α α2 . . . αn
∗ ∗ . . . ∗

)
(3)→

(
α 0 . . . 0
∗ ∗ . . . ∗

)
(4)→

(
α 0 . . . 0
γ β . . . ∗

)
,

wobei α 6= 0, β 6= 0 und α2, . . . , αn ∈ {−α, 0}. Dabei entsteht (1) durch Spaltenver-
tauschung, (2) durch Spaltenmultiplikationen, (3) durch Spaltenadditionen und (4) durch
eine Spaltenvertauschung. Im Falle γ = 0 erhält durch zwei Spaltenmultiplikationen(

α 0 . . . 0
0 β . . . ∗

)
→

(
1 0 . . . 0
0 ∗ . . . ∗

)
.

Im Falle γ 6= 0 benötigt man eine weitere Spaltenmultiplikation und eine Spaltenaddition,
nämlich (

α 0 . . . 0
γ β . . . ∗

)
→

(
α 0 . . . 0
γ −γ . . . ∗

)
→

(
α 0 . . . 0
0 −γ . . . ∗

)
und kann dann das Gewünschte wie im ersten Fall erreichen.

Beweis von II. FALL 1: Sei 1 ≤ i < j ≤ n und T die Addition der i-ten Spalte zur j-ten
Spalte. Dann ist det(TA) = det(A), und daher ist zu zeigen: Für alle a1, . . . ,an ∈ Rn ist

v
(
P (a1, . . . ,ai, . . . ,aj, . . . ,an)

)
= v

(
P (a1, . . . ,ai, . . . ,aj + ai, . . . ,an)

)
.

Sei

P+ =
{ n∑
ν=1

tνaν

∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ [0, 1] , ti ≤ tj

}
und P−=

{ n∑
ν=1

tνaν

∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ [0, 1] , ti ≥ tj

}
.

Dann ist

P (a1, . . . ,ai, . . . ,aj, . . . ,an) = P+∪P− , P (a1, . . . ,ai, . . . ,aj +ai, . . . ,an) = (ai+P+)∪P− ,
und die Durchschnitte P+ ∩ P− und (ai + P+) ∪ P− liegen in Hyperebenen, sind also
Nullmengen. Daher folgt wegen der Translationsinvarianz des Volumens

v
(
P (a1, . . . ,ai, . . . ,aj, . . . ,an)

)
= v(P+) + v(P−) = v(ai + P+) + v(P−)

= v
(
P (a1, . . . ,ai, . . . ,aj + ai, . . . ,an)

)
.
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FALL 2:̇ Sei i ∈ {1, . . . , n}, λ ∈ R× und T die Multiplikation der i-ten Spalte mit λ. Dann
ist det(TA) = λ det(A), wir setzen V (λ) = v

(
P (a1, . . . , λai, . . . ,an)

)
. Für λ, µ ∈ R mit

0 < λ ≤ µ ist P (a1, . . . , λai, . . . ,an) ⊂ P (a1, . . . , µai, . . . ,an), also V (λ) ≤ V (µ), und wir
müssen zeigen: (∀λ ∈ R) V (λ) = |λ|V (1). Wir beweisen zuerst:

A. Für p ∈ N und λ ∈ R ist V (pλ) = pV (λ).

Beweis von A. Induktion nach p. Für p = 1 ist nichts zu zeigen.

p ≥ 1, p→ p+ 1: Es ist

P (a1, . . . , (p+ 1)λai, . . . ,an) = P (a1, . . . , pλai, . . . ,an) ∪
(
pλai + P (a1, . . . , λai, . . . ,an)

)
und P (a1, . . . , pλai, . . . ,an)∩

(
pλai+P (a1, . . . , λai, . . . ,an)

)
liegt in einer Hyperebene. Damit

folgt wegen der Translationsinvarianz des Volumens

V
(
(p+ 1)λ

)
= V (pλ) + V (λ) = pV (λ) + V (λ) = (p+ 1)V (λ) .

Insbesondere folgt (∀λ ∈ N) V (λ) = λV (1). Ist λ ∈ Q>0 und p ∈ N mit pλ ∈ N, so folgt

V (pλ) = pλV (1) = pV (λ) und daher V (λ) = λV (1) .

Sei nun λ ∈ R>0, sei (λ−k )k≥0 eine monoton wachsende Folge in Q>0 mit (λ−k )k≥0 → λ, und
sei (λ+

k )k≥0 eine monoton fallende Folge in Q>0 mit (λ+
k )k≥0 → λ. Dann folgt

(∀k ∈ N0) λ−k V (1) = V (λ−k ) ≤ V (λ) ≤ V (λ+
k ) = λ+

k V (λ) , und daher V (λ) = λV (1) .

Ist schließlich λ ∈ R<0, so folgt P (a1, . . . , λai, . . . ,an) = λai+P (a1, . . . ,−λai), . . . ,an), und
wegen der Translationsinvarianz des Volumens ist V (λ) = V (−λ) = |λ|V (1).

2. Sei

Q =
n∏
ν=1

[aν , aν + dν ] =
{

a +
n∑
ν=1

tνdνeν

∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ [0, 1]
}

mit a = (a1, . . . , an) ∈ Rn und dν ∈ R≥0. Dann ist

ψ(Q) =
{
ψ(a) +

n∑
ν=1

tνdνψ(eν)
∣∣∣ t1, . . . , tn ∈ [0, 1]

}
= ψ(a) + P

(
d1ψ(e1), . . . , dnψ(en)

)
und daher

v
(
ψ(Q)

)
= | det(d1ψ(e1)

t, . . . , dnψ(en)
t)| =

∣∣det
(
M(ψ)

)∣∣ n∏
ν=1

dν =
∣∣det

(
M(ψ)

)∣∣ v(Q) . �

Satz 12.16 (Lemma von Sard). Sei W ⊂ Rn ein nicht-ausgearteter Würfel, D ⊂ Rn offen,
W ⊂ D und f : D → Rn eine C1-Abbildung. Dann ist

v
(
f(W )

)
≤

∫
W

| det(Jf(x))| dx .

Vorbemerkungen zum Beweis des Lemmas von Sard.

Für ∅ 6= A ⊂ Rn ist die Abstandsfunktion dA : Rn → R≥0 definiert durch

dA(x) = inf
{
‖x− a‖

∣∣ a ∈ A
}
.

dA ist stetig, und A = {x ∈ Rn | dA(x) = 0 (siehe Vorbemerkungen zum Beweis von Satz
11.17).
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Für ∅ 6= A ⊂ Rn und λ ∈ R>0 ist die λ-Hülle von A definiert durch

Hλ(A) = {x ∈ Rn | dA(x) ≤ λ} .

Eigenschaften der λ-Hülle. Sei ∅ 6= A ⊂ Rn.

1. Für ε, λ ∈ R>0 und c ∈ Rn ist Hλ(c + A) = c +Hλ(A) und λHε(A) = Hλε(λA).

Beweis. Für x ∈ Rn gilt:

x ∈ Hλ(c + A) ⇐⇒ dc+A(x) = inf
{
‖x− (c + a)‖

∣∣ a ∈ A
}
≤ λ

⇐⇒ x− c ∈ Hλ(A) ⇐⇒ x ∈ c +Hλ(A) .

x ∈ Hλε(λA) ⇐⇒ dλA(x) = inf
{
x− λa‖

∣∣ a ∈ A
}

= λ inf
{
‖λ−1x− a‖

∣∣ a ∈ A
}
≤ λε

⇐⇒ dA(λ−1x) ≤ ε ⇐⇒ λ−1x ∈ Hε(A) ⇐⇒ x ∈ λHε(A) . �

2. Sei A kompakt. Dann ist (∀ε ∈ R>0) Hε(A) kompakt, und

v(A) = lim
λ→0+

v
(
Hλ(A)

)
.

Beweis. Die Mengen Hε(A) sind abgeschlossen und beschränkt, also kompakt. Die
Funktion λ 7→ v(Hλ(A)) ist monoton fallend, und (∀λ ∈ R>0) v(Hλ(A)) ≥ v(A). Es
genügt nun, zu zeigen:

v(A) = lim
k→∞

v(H1/k(A)) .

Dann: Ist ε ∈ R>0, so gibt es ein l ∈ N mit v(H1/l(A)) < v(A) + ε, und dann ist für alle
λ ∈ (0, 1/l) auch v(Hλ(A)) ≤ v(H1/l(A)) < v(A) + ε.

Aus A =
⋂
k∈N

H1/k(A) folgt H1(A) \ A =
⋃
k∈N

H1(A) \H1/k(A) ,

und aus Satz 12.6 folgt

v(A) = v(H1(A))− v(H1(A) \ A) = v(H1(A))− lim
k→∞

v(H1(A) \ H1/k(A))

= v(H1(A))− lim
k→∞

[ v(H1(A))− v(H1/k(A)) ] = lim
k→∞

v(H1/k(A)) .

Beweis von Satz 12.16. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es ein ε ∈ R>0,
so dass

v
(
f(W )

)
≥

∫
W

| det(Jf)| + 2εv(W ) .

Sei b ∈ R>0 die Kantenlänge von W . Wir zeigen zunächst:

Z. Es gibt eine Folge abgeschlossener Würfel (Wk)k≥0, so dass (∀k ≥ 0) Wk ⊃ Wk+1 , Wk

hat die Kantenlänge 2−kb,⋂
k∈N

Wk = {m} ist einpunktig, und v(f(Wk)) ≥
∫
Wk

| det(Jf)| + 2εv(Wk) .

Beweis von Z. Rekursiv. Sei W0 = W , k ∈ N0 und Wk bereits konstruiert. Sei

Wk =
2n⋃
j=1

Wk,j
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die Zerlegung von Wk in 2n abeschlossene Teilwürfel halber Kantenlänge, so dass die Durch-
schnitte Wk,j∩Wk,i für j 6= i ausgeartet sind (die Würfel Wk,j sind die Sektoren von Wk). Dann
folgt∫

Wk

| det(Jf)|+ 2εv(Wk) =
2n∑
j=1

[∫
Wk,j

| det(Jf)|+ 2εv(Wk,j)
]
≤ v(f(Wk)) ≤

2n∑
j=1

v(f(Wk,j)) ,

und daher gibt es ein j ∈ {1, . . . , 2n}, so dass der Würfel Wk+1 = Wk,j die gewünschte
Eigenschaft besitzt. Sei nun

P =
⋂
k∈N

Wk .

Sind a, b ∈ P , so folgt (∀k ∈ N) ‖b − a‖∞ ≤ 2−kb, also a = b. Daher ist |P | ≤ 1. Für
k ∈ N0 sei xk ∈ Wk. Dann hat die Folgt (xk)k≥0 einen Häufungswert, der in P liegt. Daher
ist |P | = 1, und damit ist Z gezeigt.

Sei nun V = df(m)([0, 1]n). Dann ist v(V ) = | det Jf(m)|, und nach der Vorbemerkung
gibt es ein η ∈ R>0, so dass v(Hη(V )) < | det Jf(m)|+ ε. Für x ∈ D ist

f(x) = f(m) + df(m)(x−m) + ‖x−m‖∞ r(x) mit lim
x→m

r(x) = 0 .

Sei δ ∈ R>0, so dass (∀x ∈ D)
[
‖x − m‖∞ < δ =⇒ ‖r(x)‖ < η ], und sei k ∈ N mit

2−kb < δ. Dann ist (∀x, y ∈ Wk) ‖x− y‖∞ ≤ 2−kb < δ.
Für x ∈ Wk ist f(x)− ‖x−m‖∞ r(x) = c + df(m)(x) mit c = f(m)− df(m)(m) und

‖x−m‖∞ ‖r(x)‖ < 2−kbη. Damit folgt

f(Wk) ⊂ H2−kbη(c + df(m)(Wk)) = c +H2−kbη(df(m)(Wk)) .

Es ist Wk = mk + 2−kb [0, 1]n mit mk ∈ Rn, also df(m)(Wk) = df(m)(mk) + 2−kbV und
daher H2−kbη(df(m)(Wk)) = 2−kbHη(V ). Es folgt

v(f(Wk)) = v(H2−kbη [ df(m)(Wk)]) = (2−kb)n v(Hη(V )) < v(Wk)
[
| det Jf(m)|+ ε

]
.

Die Funktion x 7→ | det Jf(x)| ist stetig. Daher gibt es ein ak ∈ Wk mit

| det Jf(ak)| = min
{
| det Jf(x)|

∣∣ x ∈ Wk

}
,

und es folgt

| det Jf(ak)| v(Wk) ≤
∫
Wk

| det Jf | ≤ v
(
f(Wk)

)
− 2εv(Wk) < v(Wk)

[
| det Jf(m)| − ε

]
,

also | det Jf(ak)| < | det Jf(m)| − ε. Wegen

lim
k→∞

ak = m folgt lim
k→∞

| det Jf(ak)| = | det Jf(m)| , ein Widerspruch. �

Satz 12.17 (Transformationssatz). Sei ∅ 6= D ⊂ Rn offen, ϕ : D → Rn ein Diffeomorphismus
und f : ϕ(D) → C. Genau dann ist f über ϕ(D) integrierbar, wenn (f ◦ϕ) | det Jϕ| über D
integrierbar ist, und dann folgt ∫

ϕ(D)

f =

∫
D

(f ◦ϕ) | det Jϕ| .
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Beweis. Es genügt, den Beweis unter der Annahme zu führen, dass f über ϕ(D) integrierbar
ist. Ist nämlich die Funktion F = (f ◦ϕ) | det Jϕ| über D = ϕ−1(ϕ(D)) integrierbar, so ist
dann (unter Verwendung des Arguments mit ϕ−1 an Stelle von ϕ) (F ◦ϕ−1) | det Jϕ−1| = f
über ϕ(D) integrierbar.

Wir führen den Beweis in vier Schritten.

A. Sei U ⊂ K ⊂ D ⊂ Rp, U und D seien offen, K sei kompakt und v(K \ U) = 0.
ϕ : D → Rn sei ein Diffeomorphismus,

m = min
{
| det Jϕ(x)|

∣∣ x ∈ K
}

und M = max
{
| det Jϕ(x)|

∣∣ x ∈ K
}
.

Dann ist mv(K) ≤ v(ϕ(K)) ≤M v(K).

Beweis von A. Nach Satz 11.12 gibt es eine Folge abgeschlossener Würfel (Wn)n≥0, so dass

U =
⋃
k≥0

Wk , und (∀l > k ≥ 0) Wk ∩Wl ist ausgeartet.

Nach Satz 12.6 ist

v(K) = v(K \ U) +
∞∑
k=0

v(Wk) =
∞∑
k=0

v(Wk) .

Nach Satz 11.15 sind die Mengen ϕ(K \ U) und ϕ(Wk ∩Wl) = ϕ(Wk) ∩ ϕ(Wl) für alle
k, l ∈ N0 mit k 6= l Nullmengen, und es folgt

v
(
ϕ(K)

)
=

∞∑
k=0

v
(
ϕ(Wk)

)
≤

∞∑
k=0

∫
Wk

| det Jϕ| =
∫
K

| det Jϕ| ≤Mv(K)

nach Satz 12.5 und Satz 12.16.

Wir verwenden nun die eben bewiesene Ungleichung für die Funktion ϕ−1 : ϕ(D) → Rn.
Es ist ϕ(U) ⊂ ϕ(K) ⊂ ϕ(D) ⊂ Rn, ϕ(U) und ϕ(D) sind offen, ϕ(K) ist kompakt, und
ϕ(K) \ ϕ(U) = ϕ(K \ U) ist eine Nullmenge. Daher folgt

v(K) = v
(
ϕ−1(ϕ(K))

)
≤ max

{
| det Jϕ−1(y)|

∣∣ y ∈ ϕ(K)
}
v(ϕ(K)) .

Wegen Jϕ−1(y) = Jϕ
(
ϕ−1(y)

)−1
folgt max

{
| det Jϕ−1(y)|

∣∣ y ∈ ϕ(K)
}

= m−1 und
v(ϕ(K)) ≥ mv(K). Damit ist A gezeigt. �

B. Beweis von Satz 12.17 für den Spezialfall f = 1Q |ϕ(D) mit einem abgeschlossenen
Quader Q ⊂ ϕ(D).

In diesem Falle ist ∫
ϕ(D)

f =

∫
Rn

1Q = v(Q) ,

und die Abbildung (f ◦ϕ)| det Jϕ| = 1ϕ−1Q| det Jϕ| : D → Rp ist stetig auf der kompakten
Menge ϕ−1(Q), also über ϕ−1(Q) integrierbar, und∫

ϕ−1(Q)

| det Jϕ| =
∫

Rn

1ϕ−1(Q)| det Jϕ| =
∫
D

(f ◦ϕ)| det Jϕ| .

Wir zeigen:

(∀ε ∈ R>0)
∣∣∣ v(Q)−

∫
ϕ−1(Q)

| det Jϕ|
∣∣∣ < ε .
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Sei ε ∈ R>0 und ε1 ∈ R>0 mit ε1v(ϕ
−1(Q)) < ε. Die Funktion

ϑ : Q→ R , definiert durch ϑ(y) =
∣∣det Jϕ

(
ϕ−1(y)

)∣∣ ,
ist stetig, und aus Satz 11.23 folgt

(∃δ ∈ R>0) (∀y, y′ ∈ Q)
[
‖y − y′‖ < δ =⇒ |ϑ(y)− ϑ(y′)| < ε1

]
.

Sei nun Q = Q1 ∪ . . . ∪ Qm eine Zerlegung von Q in kompakte Quader Q1, . . . , Qm, so dass
für alle ν, µ ∈ {1, . . . ,m} gilt:

Ist ν 6= µ, so ist Qν ∩Qµ ausgeartet, und (∀y, y′ ∈ Qν) ‖y − y′‖ < δ.

Für x, x′ ∈ ϕ−1(Qν) ist dann ϑ(ϕ(x)) = | det Jϕ(x)| und | det Jϕ(x) − det Jϕ(x′)| < ε1.
Sei nun mν = min

{
| det Jϕ(x)|

∣∣ x ∈ ϕ−1(Qν)
}

und Mν = max
{
| det Jϕ(x)|

∣∣ x ∈ ϕ−1(Qν)
}
.

Dann ist Mν −mν < ε1,

mν v(ϕ
−1(Qν)) ≤

∫
ϕ−1(Qν)

| det Jϕ| ≤ Mν v(ϕ
−1(Qν)) ,

und aus A folgt mν v(ϕ
−1(Qν)) ≤ v(Qν) ≤Mν v(ϕ

−1(Qν)). Also erhalten wir∣∣∣ v(Qν)−
∫
ϕ−1(Qν)

| det Jϕ|
∣∣∣ ≤ (Mν −mν) v(ϕ

−1(Qν)) ≤ ε1v(ϕ
−1(Qν))

und daher∣∣∣ v(Q)−
∫
ϕ−1(Q)

| det Jϕ|
∣∣∣ ≤

m∑
ν=1

∣∣∣ v(Qν)−
∫
ϕ−1(Qν)

| det Jϕ|
∣∣∣

≤ ε1

m∑
ν=1

v
(
ϕ−1(Qν)

)
= ε1v

(
ϕ−1(Q)

)
< ε . �

C. Beweis von Satz 12.17 für den Spezialfall f = h |ϕ(D) mit einer Treppenfunktion

h : Rn → C, so dass supp(h) = {x ∈ Rn | h(x) 6= 0} ⊂ ϕ(D).

Nach Satz 11.1 ist

h =
m∑
j=1

cj1Qj
, und wir setzen h1 =

m∑
j=1

cj1Qj

mit m ∈ N, c1, . . . , cm ∈ C× und Quadern Q1, . . . , Qm, so dass (∀j ∈ {1, . . . ,m}) Qj ⊂ ϕ(D).
Die Menge N = {y ∈ ϕ(D) | h(y) 6= h1(y)} ist eine Nullmenge, und nach Satz 11.15 ist auch
{x ∈ D | (h◦ϕ)(x) 6= (h1◦ϕ)(x)} ⊂ ϕ−1(N) eine Nullmenge. Nach B folgt nun∫

ϕ(D)

h =

∫
ϕ(D)

h1 =
m∑
j=1

cj

∫
ϕ(D)

1Qj
=

m∑
j=1

cj

∫
D

| det J(ϕ)| 1ϕ−1(Qj)

=

∫
D

(h1◦ϕ)| det Jϕ| =
∫
D

(h◦ϕ)| det Jϕ| .

D. Beweis von Satz 12.17 im allgemeinen Fall.
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Nach Satz 11.19 gibt es eine Folge von Treppenfunktionen (hk : Rn → C)k≥0, so dass

(‖fD − hk‖1)k≥0 → 0 und (∀k ∈ N0) supp(hk) ⊂ ϕ(D) .

Nach Satz 12.1 gibt es eine Nullmenge N ⊂ Rn und eine Teilfolge (hk)k∈T von (hk)k≥0, so

dass (∀x ∈ Rn \N) (hk(x))k∈T → fD(x) 6= ∞. Für k ∈ T sei h̃k = (hk◦ϕ)| det Jϕ| : D → Rn.
Dann folgt nach C ∫

ϕ(D)

hk =

∫
D

h̃k ,

und (∀x ∈ Rn \N) (h̃k(x))k∈T → (fD◦ϕ)(x)| det Jϕ(x)|. Für k, l ∈ T erhalten wir

‖h̃k − h̃l‖1 =

∫
D

|(hk − hl)◦ϕ| | det Jϕ| =

∫
ϕ(D)

|hk − hl| = ‖hk − hl‖1 ,

und daher ist (h̃k)k∈T eine L1-Cauchyfolge. Aus Satz 12.1 folgt nun, dass (fD ◦ϕ)| det Jϕ|
integrierbar ist, und∫

D

(f ◦ϕ)| det Jϕ| = lim
k→∞

∫
D

h̃k = lim
k→∞

∫
ϕ(D)

hk =

∫
ϕ(D)

f . �

Satz 12.18. Sei ∅ 6= D ⊂ Rn offen, K ⊂ D und ϕ : D → Rn ein Diffeomorphismus. Genau
dann ist ϕ(K) integrierbar, wenn | det Jϕ| über K integrierbar ist, und dann folgt

v
(
ϕ(K)

)
=

∫
K

| det Jϕ| .

Beweis. Nach Satz 12.17 mit f = 1ϕ(K) |D (dann ist f ◦ϕ = 1K |D ). �

Satz 12.19. Sei A ∈ GLn(R), b ∈ Rn, und sei ϕ : Rn → Rn definiert durch ϕ(x) = Axt+bt.

1. Sei f : Rn → C integrierbar. Dann ist auch f ◦ϕ integrierbar, und∫
Rn

f = | det(A)|
∫

Rn

f ◦ϕ .

2. Ist K ⊂ Rn integrierbar, so ist auch ϕ(K) integrierbar, und

v(ϕ(K)) = | det(A)| v(K) .

Beweis. Für x, u ∈ Rn ist dϕ(x)(u) = Aut, also Jϕ = A (konstant), und die Behauptung
folgt aus Satz 12.17. �

Satz 12.20. Sei n ≥ 2, I ⊂ R≥0 ein Intervall, a = inf(I) und b = sup(I). Sei Pn : Rn → Rn

die Polarkoordinatenabbildung, rekursiv definiert durch P2(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ) und

Pn+1(r, ϕ1, . . . , ϕn) =
(
Pn(r cosϕn, ϕ1, . . . , ϕn−1), r sinϕn

)
(siehe Satz und Definition 9.13). Sei

Cn(ϕ2, . . . , ϕn−1) =
n−1∏
i=2

(cosϕi)
i−1 ,

Kn(I) =
{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x‖ ∈ (a, b)
}

und Πn(a, b) = (a, b)× (−π, π)×
(
−π

2
,
π

2

)n−2

⊂ Rn .
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A. Eine Funktion f : Kn(I) → C ist genau dann über Kn(I) integrierbar, wenn die Funktion
(f ◦Pn) det JPn über Πn(a, b) integrierbar ist, und dann ist∫

Kn(I)

f =

∫
Πn(a,b)

f
(
P (r, ϕ1, . . . , ϕn−1)

)
rn−1Cn(ϕ2, . . . , ϕn−1) d(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) .

B. Sei ϕ : I → C, und sei f : Kn(I) → C definiert durch f(x) = ϕ
(
‖x‖

)
. Genau dann

ist f über Kn(I) integrierbar, wenn die Funktion (r 7→ rn−1ϕ(r)) über I integrierbar ist, und
dann ist ∫

Kn(I)

f = nκn

∫
(a,b)

rn−1ϕ(r)dr mit κn =
2πn/2

nΓ
(
n
2

)
(κn ist das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ).

Beweis. Nach Satz 9.13 ist Pn |Πn(a, b) ein Diffeomorphismus,

Pn
(
Πn(a, b)

)
= Kn

(
(a, b)

)
∩ (Σ× Rn−2) mit Σ = R2 \ (R≤0×{0}) ,

und (
∀ (r, ϕ1, . . . , ϕn−1) ∈ Πn(a, b)

)
det JPn(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) = rn−1Cn(ϕ2, . . . , ϕn−1) > 0 .

A. Nach Satz 12.17 ist f genau dann über Kn

(
(a, b)

)
∩ (Σ × Rn−2) integrierbar, wenn

(f ◦Pn) det JPn über Πn(a, b) integrierbar ist, und dann sind die Integrale gleich. Aber es ist

Kn(I)\
[
Kn

(
(a, b)

)
∩(Σ×Rn−2)

]
⊂

{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x‖ = a
}
∪

{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x‖ = b
}
∪(R≤0×{0}×Rn−2)

eine Nullmenge, und daher folgt die Behauptung.

B. Wegen ‖P (r, ϕ1, . . . , ϕn−1)‖ = r folgt f
(
P (r, ϕ1, . . . , ϕn−1)

)
= ϕ(r), und nach Satz

12.14 ist die Funktion (ϕ1, . . . , ϕn−1) 7→ C(ϕ2, . . . , ϕn−1) über (−π, π)×(−π
2
, π

2
)n−2 integrier-

bar. Daher folgt mit Satz 12.13 und Satz 12.14∫
Kn(I)

f = λn

∫
(a,b)

ϕ(r)rn−1dr mit λn =

∫ 2π

0

dϕ1

(n−1∏
i=2

∫ π/2

−π/2
cosi−1 ϕi dϕi

)
.

Im Spezialfall I = [0, 1] ist Kn(I) = Kn(1) die n-dimensionale Einheitskugel, und mit f = 1,
ϕ = 1 folgt

κn = vn(Kn(1)) = λn

∫ 1

0

rn−1dr =
λn
n

=


πm

m
, falls n = 2m,

2m+1πm

1 · 3 · . . . · (2m+ 1)
, falls n = 2m+ 1

(siehe Beispiel 3 nach Satz 11.21). Daraus folgt die Behauptung wegen Γ(m) = (m− 1)! und

Γ
(
m+

1

2

)
=

(
m− 1

2

)(
m− 3

2

)
· . . . · 1

2
Γ
(1

2

)
=

1·3· . . . ·(2m− 1)

2m
√
π . �
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13. Die Lp-Räume

Im ganzen Abschnitt seien n ∈ N und ∅ 6= D ⊂ Rn eine messbare Menge.

13.1. Die Lp-Halbnorm

Definition 13.1. Sei f : D → C.

f heißt messbar , wenn fD : Rn → C messbar ist, und integrierbar , wenn f über D
integrierbar ist.

Für c ∈ R≥0 sei

Sc(f) =
{
x ∈ D

∣∣ |f(x)| > c
}

und ‖f‖∞ = inf{c ∈ [0,∞] | Sc(f) ist eine Nullmenge } .

Wir setzen ‖f‖1 = ‖fD‖1, und für p ∈ R>0 definieren wir

‖f‖p =
∥∥|f |p∥∥1/p

1
∈ [0,∞] .

Im Falle p > 1 nennt man ‖f‖p die Lp-Halbnorm von f .

Für p ∈ (0,∞] sei Lp(D) die Menge aller messbaren Funktionen f : D → C mit ‖f‖p <∞.

Bemerkungen: Sei p ∈ (0,∞], und seien f, g : D → C.

1. f ∈ L1(D) ⇐⇒ f ist über D integrierbar (siehe Satz 12.10).

2. Es ist
∥∥|f |∥∥

p
= ‖f‖p = ‖f‖p, für λ ∈ C ist ‖λf‖p = |λ| ‖f‖p, und aus |g| ≤ |f | folgt

‖f‖p ≤ ‖g‖p. Insbesondere ist ‖<f‖p ≤ ‖f‖p und ‖=f‖p ≤ ‖f‖p.
3. Ist f ∈ Lp(D), so folgt |f |, f , <f, =f ∈ Lp(D), und für λ ∈ C ist auch λf ∈ Lp(D).

Satz 13.1. Sei p ∈ (0,∞] und f : D → C.

1. ‖f‖∞ ≤ ‖f‖D, und die Menge {x ∈ D | |f(x)| > ‖f‖∞} ist eine Nullmenge.

2. ‖f‖p = 0 ⇐⇒ {x ∈ D | f(x) 6= 0} ist eine Nullmenge.

3. ‖f‖p <∞ ⇐⇒ {x ∈ D | f(x) = ∞} ist eine Nullmenge.

4. Sei f ∈ Lp(D) und r ∈ R>0. Dann ist |f |r ∈ Lp/r(D).

Beweis. 1. Es ist {x ∈ D | |f(x)| > ‖f‖D } = ∅ und daher ‖f‖∞ ≤ ‖f‖D. Sei nun
‖f‖∞ <∞. Dann ist{

x ∈ D
∣∣ |f(x)| > ‖f‖∞

}
=

⋃
k∈N

{
x ∈ D

∣∣∣ |f(x)| > ‖f‖∞ +
1

k

}
die Vereinigung abzählbar vieler Nullmengen und daher selbst eine Nullmenge.

2. und 3. folgen für p <∞ aus Satz 11.10, und für p = ∞ aus 1.

4. Nach Satz 12.8 ist |f |r messbar, und es ist
∥∥|f |r∥∥

p/r
=

∥∥|f |p∥∥r/p
1

= ‖f‖rp <∞. �

Satz 13.2. Seien f, g : D → C, p ∈ (1,∞] und

q = 1 , falls p = ∞ , q =
p

p− 1
, falls p <∞ .
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1. (Hölder’sche Ungleichung). Es ist

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q ,

und aus f ∈ Lp(D) und g ∈ Lq(D) folgt fg ∈ L1(D).

2. Sei B ⊂ Rn mit f |D \ B = 0. Dann ist ‖f‖1 ≤ ‖f‖p v(B))1/q. Ist insbesondere B
integrierbar und f ∈ Lp(D), so folgt f ∈ L1(D).

3. (Minkowski’sche Ungleichung) Es ist ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p, im Falle ‖g‖p <∞ ist∣∣‖f‖p − ‖g‖p∣∣ ≤ ‖f + g‖p, und aus f, g ∈ Lp(D) folgt f + g ∈ Lp(D).

4. Sei (fk)k≥0 eine Folge in Lp(D) und f : D → C mit (‖f − fk‖p)k≥0 → 0. Dann folgt
f ∈ Lp(D) und (‖fk‖p)k≥0 → ‖f‖p.

5. Sei f = (f1 − f2) + i(f3 − f4) die kanonische Zerlegung von f . Dann gilt:

(∀i∈{1,. . . ,4}) ‖fi‖p ≤ ‖f‖p , und
[
f ∈ Lp(D) ⇐⇒ (∀i∈{1,. . . ,4}) fi ∈ Lp(D)

]
.

Beweis. 1. Es genügt, die Ungleichung zu zeigen, denn mit f und g ist auch fg messbar.

Ist ‖f‖p = 0 oder ‖g‖q = 0, so ist {x ∈ Rn | f(x)g(x) 6= 0} eine Nullmenge, also ‖fg‖1 = 0.
Sei also ‖f‖p > 0, ‖g‖q > 0 und ohne Einschränkung ‖f‖p <∞ und ‖g‖q <∞.

FALL 1 : p <∞. Mit

a =
|f |p

‖f‖pp
und b =

|g|q

‖g‖qq
folgt aus Satz 7.27 a1/pb1/q ≤ a

p
+
b

q

und daher

|fg| = |f | |g| ≤ ‖f‖p ‖g‖q
(1

p

|f |p

‖f‖pp
+

1

q

|g|q

‖g‖qq

)
,

also

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q
∥∥∥1

p

|f |p

‖f‖pp
+

1

q

|g|q

‖g‖qq

∥∥∥
1
≤ ‖f‖p ‖g‖q

[1

p

‖|f |p‖1

‖f‖pp
+

1

q

‖|g|q‖1

‖g‖qq

]
= ‖f‖p ‖g‖q

(1

p
+

1

q

)
= ‖f‖p ‖g‖q .

FALL 2 : p = ∞. Sei M = ‖f‖∞ <∞. Definiert man f0 : D → C durch

f0(x) =

{
f(x) , falls |f(x)| ≤M ,

M , falls |f(x)| > M ,

so ist {x ∈ D | f(x) 6= f0(x)} eine Nullmenge und daher

‖fg‖1 = ‖f0g‖1 ≤ ‖Mg‖1 = M‖g‖1 = ‖f‖∞ ‖g‖1 .

2. f = f(1B |D) und ‖f‖1 ≤ ‖f‖p ‖1B‖q = ‖f‖p v(B)1/q nach 1. Ist B integrierbar, so ist
1B ∈ Lq(D) und daher f ∈ L1(D).

3. Sind f und g messbar, so ist auch f+g messbar. Daher genügt es, ‖f+g‖p ≤ ‖f‖p+‖g‖p
zu zeigen (der Beweis der Ungleichung

∣∣‖f‖p − ‖g‖p
∣∣ ≤ ‖f + g‖p erfolgt dann wie in Satz

11.5). Wir können ‖f + g‖p > 0 annehmen.

FALL 1 : p <∞. Es ist |f + g|p ≤ |f ||f + g|p−1 + |g||f + g|p−1 und daher nach 1.∥∥|f +g|p
∥∥

1
≤

∥∥|f | |f +g|p−1
∥∥

1
+

∥∥|g| |f +g|p−1
∥∥

1
≤ ‖f‖p

∥∥|f +g|p−1
∥∥
q

+ ‖g‖p
∥∥|f +g|p−1

∥∥
q
.
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Wegen ∥∥|f + g|p−1
∥∥
q

=
∥∥|f + g|(p−1)q

∥∥1/q

1
=

(∥∥|f + g|p
∥∥1/p

1

)p/q
= ‖f + g‖p−1

p

folgt ‖f + g‖pp ≤ (‖f‖p + ‖g‖p) ‖f + g‖p−1
p , also ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

FALL 2 : p = ∞. Sei ‖f‖∞ + ‖g‖∞ < c <∞. Dann ist{
x ∈ Rn

∣∣ |(f + g)(x)| ≥ c
}
⊂

{
x ∈ Rn

∣∣ |f(x)|+ |g(x)| ≥ c
}

⊂
{
x ∈ Rn

∣∣ |f(x)| > ‖f‖∞
}
∪

{
x ∈ Rn

∣∣ |g(x)| > ‖g‖∞
}
.

und diese Menge ist eine Nullmenge. Daher ist ‖f + g‖∞ ≤ c, und da c beliebig war, folgt
‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

4. Sei k ∈ N0 mit ‖f − fk‖p < 1. Dann folgt ‖f‖p ≤ ‖f − fk‖p + ‖fk‖p <∞. Ist K ⊂ Rn

kompakt, so ist |fK − (fk)K | ≤ |f − fk| und

‖fK − (fk)K‖1 ≤ ‖fK − (fk)K‖p v(K)1/q ≤ ‖f − fk‖p v(K)1/q , also (‖fK − (fk)K‖1)k≥0 → 0

und daher fK integrierbar nach Satz 12.1. Insbesondere ist fK = f 1K für jede kompakte Menge
K messbar, daher ist f messbar, und f ∈ Lp(D). Für k ∈ N0 ist

∣∣‖f‖p − ‖fk‖p∣∣ ≤ ‖f − fk‖p,
und daher folgt auch (‖fk‖p)k≥0 → ‖f‖p.

5. Nach 3. und den eingangs gemachten Bemerkungen. �

Satz 13.3. Seien f, g : D → [0,∞] und p ∈ (0, 1).

1. Sei ‖g−p/(1−p)‖1 <∞. Dann folgt ‖fg‖1 ≥ ‖f‖p ‖g−p/(1−p)‖1−1/p
1 .

2. Seien f, g ∈ Lp(D). Dann ist ‖f + g‖p ≥ ‖f‖p + ‖g‖p.

Beweis. 1. Die Menge N = {x ∈ D | g(x) = 0} = {x ∈ D | g(x)−p/(1−p) = ∞} ist eine
Nullmenge, und für alle x ∈ D \N ist fp(x) = (fg)p(x) g−p(x), also nach Satz 13.2

‖fp‖1 = ‖(fg)p g−p‖1 ≤ ‖(fg)p‖1/p ‖g−p‖1/(1−p) = ‖fg‖p1 ‖g−p/(1−p‖
1−p
1 .

Daher folgt ‖fg‖1 ≥ ‖f‖p ‖g−p/(1−p‖1−1/p
1 .

2. Ist ‖f + g‖p = 0, so ist auch ‖f‖p = ‖g‖p = 0, und daher können wir 0 < ‖f + g‖p <∞
annehmen. Die Menge N = {x ∈ D | (f+g)p−1(x) = 0} = {x ∈ D | (f+g)(x) = ∞} ist eine
Nullmenge, und für alle x ∈ D \N ist (f + g)p = (f + g)p−1f + (f + g)p−1g. Die Funktionen
(f + g)p−1f und (f + g)p−1g sind messbar, ‖(f + g)p−1f‖1 ≤ ‖(f + g)p‖1 = ‖f + g‖pp < ∞
und ‖(f + g)p−1g‖1 ≤ ‖(f + g)p‖1 = ‖f + g‖pp < ∞. Daher sind die Funktionen (f + g)p,

(f + g)p−1f und (f + g)p−1g integrierbar, und es folgt mit 1.

‖(f + g)p‖1 =

∫
D

[
(f + g)p−1f + (f + g)p−1g

]
=

∫
D

(f + g)p−1f +

∫
D

(f + g)p−1g

= ‖(f + g)p−1f‖1 + ‖(f + g)p−1g‖1

≥ ‖f‖p ‖(f + g)p‖1−1/p
1 + ‖g‖p ‖(f + g)p‖1−1/p

1 ,

also ‖f‖p + ‖g‖p ≤ ‖f + g‖p. �
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Satz 13.4 (Claborn’sche Ungleichung). Sei p ∈ R>1, und seien f, g ∈ Lp(D). Dann ist∥∥∥f + g

2

∥∥∥p
p

+
∥∥∥f − g

2

∥∥∥p
p
≤

‖f‖pp + ‖g‖pp
2

, falls p ≥ 2 ,∥∥∥f + g

2

∥∥∥p/(p−1)

p
+

∥∥∥f − g

2

∥∥∥p/(p−1)

p
≤

(‖f‖pp + ‖g‖pp
2

)1/(p−1)

, falls p < 2 .

Beweis. Der Beweis erfordert eine Reihe elementarer Abschätzungen (Beweisschritte I bis VI)
und wird dann unter VII zu Ende geführt. Wir setzen

q =
p

p− 1
.

I. Sei u ∈ (0, 1). Dann ist die Funktion

ϕ : R>0 → R , definiert durch ϕ(t) =
1− ut

t
, monoton fallend.

Beweis von I. Für t ∈ R>0 ist

ϕ′(t) =
ut(1− t log u)− 1

t2
, und wir zeigen ut(1− t log u) ≤ 1 .

Sei t ∈ R>0 fest und g : (0, 1) → R definiert durch g(x) = xt(1− t log x). Für alle x ∈ (0, 1)
ist g′(x) = −t2xt−1 log x > 0. Daher ist g monoton wachsend, und es folgt

ut(1− t log u) = g(u) ≤ g(1) = 1 für alle t ∈ R>0 . �

II. Für p ≥ 2 und x ∈ [0, 1] ist (1 + x)p + (1− x)p ≤ 2p−1(1 + xp).

Beweis von II. Für x = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also x ∈ (0, 1] und

Φ(x) =
1

xp
[
(1 + x)p + (1− x)p − 2p−1(1 + xp)

]
=

(1

x
+ 1

)p
+

(1

x
− 1

)p
− 2p−1

( 1

xp
+ 1

)
.

Wir müssen Φ(x) ≤ 0 zeigen, und wegen Φ(1) = 0 genügt es, Φ′(x) ≥ 0 zu zeigen. Es ist

Φ′(x) =
−p
xp+1

[
(1 + x)p−1 + (1− x)p−1 − 2p−1

]
.

und wir betrachten die Funktion Ψ: (0, 1] → R, definiert durch

Ψ(x) = (1 + x)p−1 + (1− x)p−1 − 2p−1 .

Wegen Ψ(1) = 0 und Ψ′(x) = (p − 1)
[
(1 + x)p−2 + (1 − x)p−2

]
≥ 0 ist für x ∈ (0, 1] stets

Ψ(x) ≤ 0, also Φ′(x) ≥ 0. �

III. Für p ∈ (1, 2] und u ∈ (0, 1) ist

(1 + uq)p−1 ≤ 1

2

[
(1 + u)p + (1− u)p

]
Beweis von III. Wir betrachten die Entwicklung in Binomialreihen

1

2

[
(1 + u)p + (1− u)p

]
− (1 + uq)p−1

=
1

2

∞∑
k=0

(
p

k

)[
uk + (−u)k

]
−

∞∑
k=1

(
p− 1

2k − 1

)
uq(2k−1) −

∞∑
k=0

(
p− 1

2k

)
uq(2k)

=
∞∑
k=1

[(
p

2k

)
u2k −

(
p− 1

2k − 1

)
uq(2k−1) −

(
p− 1

2k

)
uq(2k)

]
=

∞∑
k=1

Ak
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mit

Ak =
p(p− 1) · . . . · (p− 2k + 1)

(2k)!
u2k − (p− 1)(p− 2) · . . . · (p− 2k + 1)

(2k − 1)!
uq(2k−1)

− (p− 1)(p− 2) · . . . · (p− 2k)

(2k)!
uq(2k)

= u2k (2− p)(3− p) · . . . · (2k − p)

(2k − 1)!

[ p(p− 1)

2k(2k − p)
− p− 1

2k − p
uq(2k−1)−2k +

p− 1

2k
uq(2k)−2k

]
,

und wir müssen zeigen, dass [. . .] ≥ 0. Es ist aber

p(p− 1)

2k(2k − p)
− p− 1

2k − p
uq(2k−1)−2k +

p− 1

2k
uq(2k)−2k =

1− uλ

λ
− 1− uµ

µ

mit

λ =
2k − p

p− 1
und µ =

2k

p− 1
.

Wegen λ < µ folgt die Behauptung aus I. �

IV. Für p ∈ (1, 2] und x ∈ [0, 1] ist (1 + x)q + (1− x)q ≤ 2 (1 + xp)1/(p−1).

Beweis von IV. Für p = 2 ist (wegen q = 2) die Ungleichung eine Gleichung, ebenso für
x = 0 und x = 1. Sei also p ∈ (1, 2), x ∈ (0, 1) und

u =
1− x

1 + x
∈ (0, 1), also x =

1− u

1 + u
.

Wir müssen also zeigen: Für u ∈ (0, 1) ist(
1 +

1− u

1 + u

)q
+

(
1− 1− u

1 + u

)q
≤ 2

[
1 +

(1− u

1 + u

)p]1(p−1)

.

Nach III ist

1 + uq ≤
(1

2

[
(1 + u)p + (1− u)p

])1/(p−1)

und daher[
(1 + u) + (1− u)

]q
+

[
(1 + u)− (1− u)

]q
= 2q + (2u)q = 2q(1 + uq)

≤ 2q−1/(p−1)
[
(1 + u)p + (1− u)p

]1/(p−1)
.

Nach Division durch (1 + u)q folgt wegen q − 1/(p− 1) = 1(
1 +

1− u

1 + u

)q
+

(
1− 1− u

1 + u

)q
≤ 2

[
(1 + u)p + (1− u)p

]1/p−1
(1 + u)−q

= 2
[
1 +

(1− u

1 + u

)p]1/(p−1)

. �

V. Sei r ∈ (0, 1], ρ ∈ R≥2, θ ∈ [0, 2π) und g(θ) = |1 + reiθ|ρ + |1 − reiθ|ρ. Dann ist
g(θ) ≤ g(0).

Beweis von V. Für θ ∈ [0, 2π] ist g(θ) = (1 + r2 + 2r cos θ)ρ/2 + (1 + r2 − 2r cos θ)ρ/2

und g′(θ) = −ρr sin θ
[
(1 + r2 + 2r cos θ)ρ/2−1 − (1 + r2 − 2r cos θ)ρ/2−1

]
, also genau dann

g′(θ) = 0, wenn θ ∈
{
0, π

2
, π, 3π

2
, 2π

}
. Wegen ρ ≥ 2 ist g′(θ) ≥ 2 für alle θ ∈ (0, π

2
), und aus

g(0) = g(π) = g(2π) folgt die Behauptung. �
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VI. Seien z, w ∈ C. Dann folgt∣∣∣z + w

2

∣∣∣p +
∣∣∣z − w

2

∣∣∣p ≤ |z|p

2
+
|w|p

2
, falls p ≥ 2 ,(∣∣∣z + w

2

∣∣∣q +
∣∣∣z − w

2

∣∣∣q)p−1

≤ |z|p

2
+
|w|p

2
, falls p < 2 .

Beweis von VI. Wir können |z| ≤ |w| annehmen. Im Falle z = 0 reduzieren sich die
Ungleichungen zu

2
∣∣∣w
2

∣∣∣p ≤ |w|p

2
, falls p ≥ 2 , und

(
2
∣∣∣w
2

∣∣∣q)p−1

≤ |w|p

2
, falls p < 2 ,

was wegen p+ q = pq offensichtlich erfüllt ist. Sei also 0 < |z| ≤ |w| und∣∣∣ z
w

∣∣∣ = reiθ mit r ∈ (0, 1], θ ∈ [0, 2π) .

Dann sind die zu beweisenden Ungleichungen gleichwertig mit

|1 + reiθ|p + |1− reiθ|p ≤ 2p−1(1 + rp), falls p ≥ 2 ,

|1 + reiθ|q + |1− reiθ|q ≤ 2(1 + rp)1/(p−1), falls p < 2 .

Für θ = 0 folgen diese Ungleichungen aus II und IV und für beliebiges θ aus V (man beachte
q > 2, falls p < 2). �

VII. Eigentlicher Beweis der Claborn’schen Ungleichungen. Wegen f, g ∈ Lp(D) gibt es eine
Nullmenge N ⊂ Rn, so dass (∀x ∈ Rn \N)

[
f(x) 6= ∞∧ g(x) 6= ∞

]
. Für x ∈ Rn \N gelten

nach VI die Ungleichungen∣∣∣f(x) + g(x)

2

∣∣∣p +
∣∣∣f(x)− g(x)

2

∣∣∣p ≤ ∣∣f(x)
∣∣p

2
+

∣∣g(x)
∣∣p

2
falls p ≥ 2 ,(∣∣∣f(x) + g(x)

2

∣∣∣q +
∣∣∣f(x)− g(x)

2

∣∣∣q)p−1

≤
∣∣f(x)

∣∣p +
∣∣g(x)

∣∣p
2

, falls p < 2 .

Wegen f, g ∈ Lp(D) ist nach den Sätzen 13.2 und 13.1.4

f ± g

2
∈ Lp(D),

∣∣∣f ± g

2

∣∣∣p ∈ L1(D) und
∣∣∣f ± g

2

∣∣∣q ∈ Lp/q(D) = Lp−1(D) .

Im Falle p ≥ 2 folgt∥∥∥f + g

2

∥∥∥p
p
+

∥∥∥f − g

2

∥∥∥p
p

=

∥∥∥∥∣∣∣f + g

2

∣∣∣p∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∣∣∣f − g

2

∣∣∣p∥∥∥∥
1

=

∫
D

∣∣∣f + g

2

∣∣∣p +

∫
D

∣∣∣f − g

2

∣∣∣p
=

∫
D

[∣∣∣f + g

2

∣∣∣p +
∣∣∣f − g

2

∣∣∣p] ≤
∫
D

[ |f |p
2

+
|g|p

2

]
=

1

2

∫
D

|f |p +
1

2

∫
D

|g|p =
‖f‖pp

2
+

‖g‖pp
2

.
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Im Falle p < 2 folgt mit Satz 13.3∥∥∥∥∣∣∣f + g

2

∣∣∣q∥∥∥∥
p−1

+

∥∥∥∥∣∣∣f − g

2

∣∣∣q∥∥∥∥
p−1

≤
∥∥∥∥∣∣∣f + g

2

∣∣∣q +
∣∣∣f − g

2

∣∣∣q∥∥∥∥
p−1

=
[∫

D

(∣∣∣f + g

2

∣∣∣q +
∣∣∣f − g

2

∣∣∣q)p−1]1/(p−1)

≤
(∫

D

|f |p + |g|p

2

)1/(p−1)

=
(‖f‖pp

2
+
‖g‖pp

2

)1/(p−1)

. �

Definition 13.2. Sei p ∈ (0,∞). Eine Folge (fk : D → C)k≥0 heißt Lp-Cauchyfolge , wenn

(∀ε ∈ R>0) (∃l ∈ N0) (∀i, j ≥ l) ‖fi − fj‖p < ε .

Satz 13.5 (Lp-Vollständigkeitssatz). Sei p ∈ R>1 und (fk)k≥0 eine Folge in Lp(D).

1. Ist (fk)k≥0 eine Lp-Cauchyfolge, so gibt es ein f ∈ Lp(D) mit (‖f − fk‖p)k≥0 → 0.

2. Sei f : D → C mit (‖f − fk‖p)k≥0 → 0. Dann ist f ∈ Lp(D), (‖fk‖p)k≥0 → ‖f‖p, und
es gibt eine Nullmenge N ⊂ Rn und eine Teilfolge (fki

)i≥0 von (fk)k≥0, so dass

(∀x ∈ Rn \N)
[
(∀i ∈ N0) fki

(x) 6= ∞ ∧
(
fki

(x)
)
i≥0

→ f(x) 6= ∞
]
.

Beweis. Sei (fk : D → C)k≥0 eine Lp-Cauchyfolge und ohne Einschränkung f0 = 0. Die Folge
(ki)i≥0 in N0 sei rekursiv definiert durch k0 = 0 und

ki+1 = min{k ∈ N | k > ki , (∀l ≥ k) ‖fl − fk‖p < 2−i } .
Dann ist (ki)i≥0 streng monoton wachsend, und (∀i ∈ N) ‖fki+1

− fki
‖p < 2−i, also

α =
∞∑
i=0

∥∥fki+1
− fki

∥∥
p
<∞ . Sei gl =

l∑
i=0

|fki+1
− fki

| für l ∈ N0, und g =
∞∑
i=0

|fki+1
− fki

| .

Dann ist (gl)l≥0 eine monoton wachsende Folge in Lp(D) mit (gl)l≥0 → g und (gpl )l≥0 → gp.
Für l ∈ N0 ist ∫

Rn

gpl = ‖gl‖pp ≤
( l∑
i=0

‖fki+1
− fki

‖p
)p

≤ αp .

Nach Satz 12.2 ist gp über D integrierbar, und

‖gp‖1 =

∫
D

gp = lim
l→∞

∫
D

gpl = lim
l→∞

‖gl‖pp ≤ αp .

Daher ist ‖g‖p < ∞, und da g messbar ist, folgt g ∈ Lp(U). N = {x ∈ D | g(x) = ∞} ist

eine Nullmenge, und wir definieren f : D → C durch

f(x) =
∞∑
i=0

[
fki+1

(x)−fki
(x)

]
= lim

i→∞
fki

(x) , falls x ∈ U \N , und f(x) = 0 , falls x ∈ N .

Nach Satz 13.2 genügt es nun, zu zeigen:

A. (‖f − fk‖p)k≥0 → 0.

Ist nämlich f̃ : D → C eine weitere Funktion mit (‖f̃ − fk‖p)k≥0 → 0, so ist die Menge

{x ∈ D | f(x) 6= f̃(x)} eine Nullmenge, und daher folgen die Behauptungen für f̃ .
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Beweis von A. Sei ε ∈ R>0 und l ∈ N, so dass (∀ν, µ ≥ kl) ‖fν − fµ‖p < ε. Für m > kl
und ν ≥ l ist dann ‖fkν − fm‖p < ε und

(∀x ∈ Rn \N)
∣∣f(x)− fm(x)

∣∣p = lim
ν→∞

∣∣fkν (x)− fm(x)
∣∣p .

Wegen
∥∥|fkν−fm|p

∥∥
1

= ‖fkν−fm‖pp < εp folgt mit Satz 12.3 ‖f−fm‖p =
∥∥|f−fm|p∥∥1

≤ ε. �

Definition 13.3. Sei A ⊂ Rn. Eine Folge (Ak)k≥0 von Teilmengen von Rn heißt Ausschöpfung
von A, wenn

(∀k ∈ N0) Ak ⊂ Ak+1 und A =
⋃
k∈N0

Ak ,

und A heißt σ-kompakt , wenn A eine Ausschöpfung mit kompakten Mengen besitzt.

Bemerkungen:

1. Jede Vereinigung von abzählbar vielen kompakten Mengen in Rn ist σ-kompakt.

Beweis. Sei (Ak)k≥0 eine Folge kompakter Mengen in Rn. Für k ∈ N0 ist

Ãk =
k⋃
j=0

Aj kompakt , Ãk ⊂ Ãk+1 , also
⋃
k∈N0

Ak =
⋃
k∈N0

Ãk σ-kompakt. �

2. Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge von Rn ist σ-kompakt.

Beweis. Ist A ⊂ Rn offen, so folgt die Behauptung aus Satz 11.12. Ist A abgeschlossen,
so ist (A ∩ [−k, k]n)k≥0 eine Ausschöpfung von A mit kompakten Mengen. �

3. Jedes Intervall in R ist σ-kompakt.

Satz 13.6 (Dichtesatz). Sei D σ-kompakt, p ∈ R≥1 und f : D → C eine Funktion mit
‖fD‖p <∞. Dann sind äquivalent :

(a) f ∈ Lp(D).

(b) Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen (ϕk : Rn → C)k≥0 mit

(‖f − (ϕk |D)‖p)k≥0 → 0 .

Ist D offen, so kann man außerdem (∀k ∈ N0) supp(ϕk) ⊂ D erreichen.

Beweis. Sei f = (f1 − f2) + i(f3 − f4) die kanonische Zerlegung von f . Die Behauptung des
Satzes gilt für f genau dann, wenn sie für f1, f2, f3 und f4 gilt. Daher können wir im Folgenden
f : D → [0,∞] annehmen.

(a) ⇒ (b) SPEZIALFALL : f : D → R≥0 ist beschränkt, und K = supp(f) ist kompakt.

Sei Q ⊂ Rn ein Quader mit K ⊂ Q und M ∈ R>0 mit |f | ≤ M1Q. Dann ist fD integrierbar,
und es gibt eine Folge von Treppenfunktionen (ϕk : Rn → C)k≥0 mit (‖fD − ϕk‖1)k≥0 → 0.
Ist D offen, so kann man annehmen, dass (∀k ∈ N0) supp(ϕk) ⊂ D (nach Satz 11.19). Nach
Satz 12.1 gibt es eine Nullmenge N ⊂ Rn und eine Teilfolge (ϕk)k∈T von (ϕk)k≥0, so dass
(∀x ∈ Rn \N) (ϕk(x))k∈T → fD(x) 6= ∞. Für k ∈ N0 sei ϕ̃k = min{|ϕk|,M1Q} : Rn → R≥0.
ϕ̃k ist eine Treppenfunktion mit supp(ϕ̃k) = supp(ϕk), und für x ∈ Rn \N ist

(ϕ̃(x))k∈T → fD(x) , (ϕ̃k(x)p)k∈T → fD(x)p und (|fD(x)− (ϕ̃k)D(x)|p)k∈T → 0 .

Für k ∈ N ist ϕ̃pk eine Treppenfunktion (um das einzusehen, schreibe man ϕk als Linearkom-
bination charakteristischer Funktionen von paarweise disjunkten Quadern), es ist ϕ̃pk ≤Mp1Q
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und ‖Mp1Q‖1 = Mpv(Q) < ∞. Nach Satz 12.4 folgt (‖fpD − ϕ̃pk‖1)k≥0 → 0, daher ist fpD
integrierbar und fp ∈ L1(D). Für x ∈ Rn \N und k ∈ N0 ist

|fD(x)− (ϕ̃k)D(x)|p ≤ fD(x)p + ϕ̃k(x)p ≤ 2Mp1Q(x)

und daher (wieder nach Satz 12.4 )
(∥∥|fD − (ϕ̃k)D|p

∥∥
1

)
k≥0

→ 0. Wegen

‖f − (ϕ̃k |D)‖p =
∥∥|f − (ϕ̃k |D)|p

∥∥1/p

1
=

∥∥|fU − (ϕ̃k)U |p
∥∥1/p

1

folgt die Behauptung.

ALLGEMEINER FALL : Sei (f : D → [0,∞]) ∈ Lp(D). Wir zeigen: Zu jedem ε ∈ R>0 gibt
es eine Treppenfunktion ϕ : Rn → C mit ‖f − (ϕ |D)‖p < ε und supp(ϕ) ⊂ D, falls D offen
ist.

Sei (Dk)k≥0 eine Ausschöpfung von D mit kompakten Mengen. Für k ∈ N0 sei

fk = min{f, k1Dk
|D} : D → R≥0 .

Dann ist fk messbar, fk ≤ f , also ‖fk‖p ≤ ‖f‖p und daher fk ∈ Lp(D). Die Folge (fpk )k≥0 ist
monoton wachsend, und (fpk )k≥0 → fp. Nach FALL 1 gilt für alle k ∈ N0:

Zu jedem η ∈ R>0 gibt es einen Treppenfunktion ϕk : Rn → C (mit supp(ϕk) ⊂ D,
falls D offen ist), so dass ‖fk − (ϕk |D)‖p < η.(

(f − fk)
p
)
k≥0

ist eine monoton fallende Folge in L1(D),
(
(f − fk)

p
)
k≥0

→ 0, und∫
D

(f − fk)
p = ‖f − fk‖pp ≤ (‖f‖p + ‖fk‖p)p ≤ (2‖f‖p)p <∞ .

Nach Satz 12.2 folgt (
‖f − fk‖pp

)
k≥0

=
(∫

Rn

(f − fk)
p
U

)
k≥0

→ 0

also
(
‖f − fk‖p

)
k≥0

→ 0.

Sei nun ε ∈ R>0. Dann gibt es ein k ∈ N und eine Treppenfunktion ϕ : Rn → C (mit
supp(ϕk) ⊂ D, falls D offen ist), so dass,

‖f − fk‖p <
ε

2
und ‖fk − ϕ‖p <

ε

2
, also ‖f − ϕ‖p ≤ ‖f − fk‖p + ‖fk − ϕ‖p < ε .

(b) ⇒ (a) Ist ϕ : Rn → C eine Treppenfunktion, so ist (ϕ |D) ∈ Lp(D), und daher folgt
die Behauptung aus Satz 13.5. �

Satz 13.7 (Mittelsatz). Sei D σ-kompakt, f ∈ L1(D) und b ∈ R≥0. Ist für jede messbare
Menge A ⊂ D ∣∣∣∫

A

f
∣∣∣ ≤ b v(A) ,

so folgt ‖f‖∞ ≤ b.

Beweis. D besitzt eine Ausschöpfung mit kompakten Mengen, und daher genügt es, zu zeigen:
Für jede kompakte Menge K ⊂ D ist

{
x ∈ K

∣∣ |f(x)| > b
}

eine Nullmenge.

Sei K ⊂ D kompakt. Dann ist{
x ∈ D

∣∣ |f(x)| > b
}

=
⋃
n∈N

An mit An =
{

x ∈ D
∣∣∣ |f(x)| ≥ b+

1

n

}
,
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und wir nehmen an, diese Menge sei keine Nullmenge. Dann gibt es ein n ∈ N, so dass An
keine Nullmenge ist. An ist aber messbar, und daher folgt

b v(A) ≥
∣∣∣∫
An

f
∣∣∣ ≥

(
b+

1

n

)
v(An) , ein Widerspruch. �

13.2. Die Lp-Räume und ihre Dualräume

In diesem Abschnitt sei D σ-kompakt, es seien p ∈ [1,∞] und

q =
p

p− 1
, falls p ∈ R>1 , q = 1 , falls p = ∞ und q = ∞ , falls p = 1 .

Definition 13.4. Man sagt, zwei Funktionen f, g : D → C stimmen im Maß fast überall
überein , f =µ g, wenn {x ∈ Rn | f(x) 6= g(x)} eine Nullmenge ist.

Für eine Funktion f : D → C sei [f ]µ = {g : D → C | [g]µ = [f ]µ}. Wir definieren

Lp(D) = {[f ]µ | f ∈ Lp(D)} .

Für [f ]µ, [g]µ ∈ Lp(D) und λ ∈ C sei∥∥[f ]µ
∥∥
p

= ‖f‖p , [f ]µ + [g]µ = [f + g]µ und λ[f ]µ = [λf ]µ

(diese Definitionen sind unabhängig von der Wahl der Repräsentanten, siehe Bemerkung 2).

Bemerkungen:

1. =µ ist eine Äquivalenzrelation, das heißt, für alle Funktionen f, g, h : D → C gilt:

a. f =µ g , b.
[
f =µ g =⇒ g =µ f

]
, c. [ f =µ g ∧ g =µ h =⇒ f =µ h

]
.

Insbesondere folgt: [f ]µ = [g]µ, falls f =µ g, und [f ]µ ∩ [g]µ = ∅, falls f 6=µ g.

2. Seien f, f1, g, g1 : D → C, λ ∈ C, f =µ f1 und g =µ g1. Dann folgt f + g =µ f1 + g1,
fg =µ f1g1, λf =µ λg und ‖f‖p = ‖f1‖p.

3. Seien f, g : D → C und f =µ g. Dann ist
[
f ∈ Lp(D) ⇐⇒ g ∈ Lp(D)

]
. f ist

genau dann über D integrierbar, wenn g über D integrierbar ist, und dann folgt∫
D

f =

∫
D

g .

Insbesondere gilt für alle

Definition 13.5. Für einen C-Banachraum X nennt man

X ′ = {ϕ ∈ L(X,C) | ϕ ist C-linear }
den (komplexen) Dualraum von X.

X ′ ist ebenfalls ein C-Banachraum.

Satz 13.8. Lp(D) ist ein C-Banachraum, und es gilt :

1. Für alle f, g ∈ Lp(D) ist [f ]µ − [g]µ = [f − g]µ und insbesondere −[f ]µ = [−f ]µ.

2. Sei (fk)k≥0 eine Folge in Lp(D) und f ∈ Lp(D).
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(a)
(
[fk]µ

)
k≥0

→ [f ]µ in Lp(D) ⇐⇒
(
‖fn − f‖

)
n≥0

→ 0.

(b)
(
[fk]µ

)
k≥0

ist eine Cauchyfolge in Lp(D) ⇐⇒ (fk)k≥0 ist eine Lp-Cauchyfolge.

Beweis. Auf Grund der Definition ist

+:

{
Lp(D)×Lp(D) → Lp(D)(

[f ]µ, [g]µ
)

7→ [f + g]µ

eine kommutatitve und assoziative Verknüpfung auf Lp(D) mit [0]µ also neutralem Element,
und wir zeigen zuerst:

A.
(
∀f ∈ Lp(D)

)
[f ]µ + [−f ]µ = [0]µ.

Beweis von A. Sei f ∈ Lp(D). Dann ist N = {x ∈ D | f(x) = ∞} eine Nullmenge, und
(∀x ∈ D \N) [f +(−f)](x) = f(x)+(−f)(x) = 0, also [f ]µ+[−f ]µ = [f +(−f)]µ = [0]µ. �

Auf Grund von A ist Lp(D) eine additive abelsche Gruppe, und für f, g ∈ Lp(D) ist
−[f ]µ = [−f ]µ, also auch [f − g]µ = [f + (−g)]µ = [f ]µ + [−g]µ = [f ]µ + (−[g]µ) = [f ]µ − [g]µ.
Damit ist 1. gezeigt, und 2. folgt unmittelbar aus den entsprechenden Definitionen.

Offensichtlich ist {
C×Lp(D) → Lp(D)

(λ, [f ]µ) 7→ [λf ]µ

eine C-lineare Struktur auf Lp(D), und daher ist Lp(D) ein C-Vektorraum.

Für alle f, g ∈ Lp(D) und λ ∈ C ist ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p+‖g‖p und ‖λf‖p = |λ| ‖f‖p, also auch∥∥[f ]µ + [g]µ
∥∥
p
≤

∥∥[f ]µ
∥∥
p
+

∥∥[g]µ
∥∥
p

und
∥∥λ[f ]µ

∥∥
p

= |λ|
∥∥[f ]µ

∥∥
p
.

Ist
∥∥[f ]µ

∥∥
p

= ‖f‖p = 0, so ist f =µ 0, also auch [f ]µ = [0]µ. Daher ist ‖ · ‖p eine Norm auf

Lp(D), und es bleibt die Vollständigkeit von Lp(D) zu zeigen. Nach 2. und Satz 13.2 ist dazu
zu zeigen:

Zu jeder Lp-Cauchyfolge (fk)k≥0 in Lp(D) gibt es eine Funktion f : D → C mit
(‖f − fk‖p)k≥0 → 0.

FALL 1 : p <∞. Im Falle p = 1 folgt die Behauptung aus Satz 12.1 und im Falle p > 1 aus
Satz 13.5.

FALL 2 : p = ∞. Sei (fk)k≥0 eine L∞-Cauchyfolge in L∞(D) und

N =
⋃
k≥0

{
x ∈ D

∣∣ |fk(x)| > ‖fk‖∞ } ∪
⋃

j>k≥0

{
x ∈ D

∣∣ |fj(x)− fk(x)| > ‖fj − fk‖∞ }.

Nach Satz 13.1 ist N eine Nullmenge, und für k ∈ N0 definieren wir f̃k : D → C durch

f̃(x) = f(x) , falls x ∈ D \N , und f̃(x) = 0 , falls x ∈ N .

Dann ist (∀j > k ≥ 0)
[
f̃k =µ fk ∧ ‖fj − fk‖∞ = ‖f̃j − f̃k‖∞ = ‖f̃j − f̃k‖D

]
. Nach Satz

4.20 gibt es eine Funktion f : D → C mit (f̃k)k≥0 ⇒ f . Dann folgt (‖f − f̃k‖D)k≥0 → 0, und

wegen ‖f − fk‖∞ = ‖f − f̃k‖∞ ≤ ‖f − f̃k‖D ist auch (‖f − fk‖∞)k≥0 → 0. �

Satz 13.9. Sei p ∈ R > 1 und λ ∈ Lp(D)′. Dann gibt es ein f ∈ Lp(D) mit ‖f‖p = 1 und
λ([f ]µ) = ‖λ‖.
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Beweis. Sei λ0 : Lp(D) → C definiert durch λ0(f) = λ([f ]µ). Dann ist

‖λ‖ = sup
{
|λ0(f)|

∣∣ f ∈ Lp(D), ‖f‖p = 1
}
,

und daher gibt es eine Folge (f ′k)k≥1 in Lp(D), so dass
(
λ0(f

′
k)

)
k≥1

→ ‖λ‖, und

(∀k ∈ N) ‖f ′k‖p = 1 ∧ |λ0(f
′
k)| >

1

2
‖λ‖ .

Für k ∈ N sei

fk =
λ0(f ′k)

|λ0(f ′k)|
f ′k ∈ Lp(D) ,

also |fk| = |f ′k|, ‖fk‖p = ‖f ′k‖p = 1,

λ0(fk) = |λ0(f
′
k)| >

1

2
|λ| und

(
λ0(fk)

)
k≥1

→ ‖λ‖ .

Es genügt nun, zu zeigen, dass (fk)k≥1 eine Lp-Chauchyfolge ist. Denn dann gibt es nach
Satz 13.5 eine Funktion f ∈ Lp(D) mit

(
‖f − fk‖p

)
k≥1

→ 0, also auch
(
‖fk‖p

)
k≥1

→ ‖f‖p,
‖f‖p = 1, und

(
λ([fk]µ)

)
k≥1

=
(
λ0(fk)

)
k≥1

→ λ([f ]µ), und daher λ([f ]µ) = ‖λ‖.
Wir nehmen an, (fk)k≥1 sei keine Cauchyfolge. Dann gibt es ein α ∈ R>0, so dass

(∀l ∈ N) (∃ν, µ ≥ l) ‖fν − fµ‖p ≥ α .

Seien streng monoton wachsende Folgen (ki)i≥0, (li)i≥0 rekursiv definiert durch k0 = l0 = 1 und

ki+1 = min
{
k ∈ N

∣∣ k > max(ki, li), (∃µ > k) ‖fµ − fk‖p ≥ α
}
,

li+1 = min
{
l ∈ N

∣∣ l > ki+1, ‖fl − fki+1
‖p ≥ α

}
.

Dann ist für alle i ∈ N ‖fki
− fli‖p ≥ α, und mit Satz 13.4 folgt∥∥∥fki

+ fli
2

∥∥∥p
p
+

∥∥∥fki
− fli
2

∥∥∥p
p
≤
‖fki

‖pp + ‖fli‖pp
2

= 1, falls p ≥ 2 ,∥∥∥fki
+ fli
2

∥∥∥q
p
+

∥∥∥fki
− fli
2

∥∥∥q
p
≤

(‖fki
‖pp + ‖fli‖pp

2

)1/(p−1)

= 1, falls p < 2 ,

also in jedem Falle (mit r = p , falls p ≥ 2, und r = q, falls p < 2)∥∥∥fki
+ gli
2

∥∥∥r
p
≤ 1−

∥∥∥fki
− fli
2

∥∥∥r
p
< 1−

(α
2

)r
,

und daher gibt es ein β ∈ (0, 1) mit ∥∥∥fki
+ fli
2

∥∥∥
p
< 1− β .

Für alle i ∈ N ist ‖fki
+ fli‖p 6= 0. Wäre nämlich ‖fki

+ fli‖p = 0, so wäre die Menge
{x ∈ D | fki

(x) 6= −fli(x)} eine Nullmenge, also [fki
]µ = −[fli ]µ und λ0(fki

) = −λ0(fli), ein
Widerspruch. Daher ist

gi =
1

‖fki
+ fli‖p

(
fki

+ fli
)
∈ Lp(D)

und

λ0(gi) =
∥∥∥fki

+ fli
2

∥∥∥−1

p
λ0

(fki
+ fli
2

)
>

1

1− β

λ0(fki
) + λ0(fli)

2
→ ‖λ‖

1− β
,

anderseits aber |λ0(gi)| ≤ ‖λ‖ ‖gi‖p = ‖λ‖, ein Widerspruch. �
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Satz 13.10 (Dualitätssatz für die Lp-Räume). Für g ∈ Lq(D) sei

λg : L
p(D) → C definiert durch λg

(
[f ]µ

)
=

∫
D

fg .

Dann ist λg ∈ Lp(D)′, ‖λg‖ = ‖g‖q, die Abbildung

λ∗ : Lq(D) → Lp(D)′ , definiert durch λ∗
(
[g]µ

)
= λg ,

ist ein C-Vekorraum-Monomorphismus, für alle g ∈ Lq(D) ist ‖λ∗
(
[g]µ

)
‖ =

∥∥[g]µ
∥∥
q
, und im

Falle p <∞ ist λ∗ eine Isometrie.

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten und erfordert eine Reihe von Hilfsbetrach-
tungen. Er wird erst nach Satz 13.11 zu Ende geführt werden.

Für f ∈ Lp(D) und g ∈ Lq(D) hängt das Integral∫
D

fg

nur von den Äquivalenzklassen [f ]µ ∈ Lp(D) und [g]µ ∈ Lp(D) ab, und offensichtlich ist λg
C-linear. Wegen ∣∣λg([f ]µ)

∣∣ =
∣∣∣∫
D

fg
∣∣∣ ≤ ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q =

∥∥[f ]µ
∥∥
p

∥∥[g]µ
∥∥
q

ist λg ∈ Lp(D)′, und ‖λg‖ ≤ ‖g‖q. Für g1, g2 ∈ Lq(D) und α ∈ C ist λg1+g2 = λg1 + λg2 und
λαg1 = αλg1 . Daher ist λ∗ C-linear.

Als Nächstes zeigen wir:

I. Für alle g ∈ Lq(D) ist ‖λg‖ = ‖g‖q (dann ist auch ‖λ∗
(
[g]µ

)
‖ =

∥∥[g]µ
∥∥
q

und daher

λ∗ ein Monomorphismus).

Beweis von I. Sei g ∈ Lq(D). Wir müssen ‖g‖q ≤ ‖λg‖ zeigen und können g 6= 0 annehmen.

FALL 1 : p 6= 1. Sei f = |g|q−2g : D → C. Dann ist f messbar. Im Falle p = ∞ ist ‖f‖∞ = 1,

und im Falle p 6= ∞ ist ‖f‖p =
∥∥|f |p∥∥1/p

1
=

∥∥|g|(q−1)p
∥∥1/p

1
= ‖g‖q/pq = ‖g‖q−1

q < ∞. Daher ist
f ∈ Lp(D). Wegen

λg(f) =

∫
D

fg =

∫
D

|g|q = ‖g‖qq = ‖f‖p ‖g‖q ≤ ‖λg‖ ‖f‖p

folgt die Behauptung.

FALL 2 : p = 1. Für jede messbare Menge A ⊂ D ist 1A ∈ L1(D) und

|λg(1A)| =
∣∣∣∫
D

1Ag
∣∣ ≤ ‖λg‖ ‖1A‖1 = ‖λg‖ v(A) ,

und nach Satz 13.7 ist ‖g‖∞ ≤ ‖λg‖. �

Satz 13.11. Sei p ∈ R≥1, f0 ∈ Lp(D) und ‖f0‖p = 1. Für f ∈ Lp(D) sei ψf : R → R
definiert durch ψf (t) = ‖tf + f0‖p.

1. Es ist |f0|p−2f 0 ∈ Lq(D), |f0|p−2<(ff 0) ∈ L1(D), ψf ist differenzierbar in 0, und

ψ′f (0) =

∫
D

|f0|p−2<(ff 0) .
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2. Sei λ ∈ Lp(D)′ und λ([f0]µ) = ‖λ‖ > 0. Dann ist für alle f ∈ Lp(D)

λ([f ]µ) =

∫
D

|f0|p−2 f 0f .

Beweis. Die Funktionen |f0|p−2f 0 und |f0|p−2<(ff 0) sind messbar,∥∥|f0|p−2f 0

∥∥
q

=
∥∥|f0|p−1

∥∥
q
<∞ ,

und wegen
∣∣|f0|p−2<(ff 0)

∣∣ ≤ |f0|p ist
∥∥|f0|p−2<(ff 0)

∥∥
1
≤

∥∥|f0|p
∥∥

1
= ‖f0‖pp ≤ 1. Damit folgt

|f0|p−2f 0 ∈ Lq(D) und |f0|p−2<(ff 0) ∈ L1(D).

Zum Nachweis der Differenzierbarkeit von ψf zeigen wir zuerst:

A. Seien A, B ∈ C, A 6= 0, p ∈ R>1, und sei h : R → R definiert durch h(t) = |tA+B|p.
Dann ist h differenzierbar,

h′(t) = p |tA+B|p−2
(
t|A|2 + <(AB)

)
, falls t 6= −B

A
, und h′

(
−B
A

)
= 0 .

Insbesondere ist
(
∀t ∈ [−1, 1]

)
|h′(t)| ≤ p (|A|+ |B|)p−1|A|.

Beweis von A. Aus h(−B/A) = 0 folgt

h′
(
−B
A

)
= lim

t→−B/A

h(t)

t+B/A
= lim

x→0

h(x−B/A)

x
= lim

x→0

|Ax|p

x
= 0 .

Für t 6= −B/A ist

h(t) =
[
(tA+B)(tA+B)

]p/2
=

[
t2|A|2 + 2t<(AB) + |B|2

]p/2
.

Daher folgt h′(t) = p|tA+B|p−2
(
t|A|2 + <(AB)

)
, und das beweist A.

Die Menge N = {x ∈ D | f(x) = ∞ ∨ f0(x) = ∞} ist eine Nullmenge. Für t ∈ R definieren
wir

h(x, t) =
∣∣tf(x) + f0(x)

∣∣p , falls x ∈ D \N , und h(x, t) = 0 , falls x ∈ N .

Dann ist

ψf (t) =
(∫

D

h(x, t)dx
)1/p

,

für x ∈ D \N ist h(x, ·) differenzierbar,

d

dt
h(x, t) = p |tf(x) + f0(x)|p−2

(
t |f(x)|2 + <{(f(x)f0(x)}

)
, falls tf(x) + f0(x) 6= 0 ,

d

dt
h(x, t) = 0 , falls tf(x) + f0(x) = 0 ,

und für t ∈ [−1, 1] ist ∣∣∣ d
dt
h(x, t)

∣∣∣ ≤ p
[
|f(x)|+ |f0(x)|

]p−1|f(x)| .

Wegen |f |+ |f0| ∈ Lp(D) ist (|f |+ |f0|)p−1 ∈ Lq(D) und daher p (|f |+ |f0|)p−1|f | ∈ L1(D).
Nach Satz 13.11 ist ψf differenzierbar in 0, und

ψ′f (0) =
1

p

(∫
D

h(x, 0)dx
)1/p−1[

p

∫
D

|f0|p−2<(ff 0)
]

=
(∫

D

|f0|p
)1/p−1

∫
D

|f0|p−2<(ff 0) =

∫
D

|f0|p−2<(ff 0) .
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2. Definiere λ0 : Lp(D) → C durch

λ0(f) =
1

‖λ‖
λ
(
[f ]µ

)
.

Dann ist λ0(f0) = 1, und für alle f ∈ Lp(D) ist |λ0(f)| ≤ ‖f‖p. Sei f ∈ Lp(D). Für z ∈ C ist

λ0

(
f0 + z[f − λ0(f)f0]

)
= λ0(f0) + z

[
λ0(f)− λ0(f)λ0(f0)

]
= 1 ≤

∥∥f0 + z[f − λ0(f)f0]
∥∥
p
.

Für alle t ∈ R mit 1 + tλ0(f) 6= 0 ist

f0 + tf =
(
1 + tλ0(f)

)[
f0 +

t

1 + tλ0(f)

(
f − λ0(f)f0

)]
und ∥∥∥f0 +

t

1 + tλ0(f)

(
f − λ0(f)f0

)∥∥∥
p
≥ 1 .

Damit folgt ‖f0 + tf‖p − ‖f0‖p ≥ |1 + tλ0(f)| − 1 ≥ t<λ0(f), also für t 6= 0

‖f0 + tf‖p − ‖f0‖p
t

{
≥ <λ0(f), falls t > 0 ,

≤ <λ0(f), falls t < 0 .

und

ψ′f (0) = lim
t→0

‖f0 + tf‖p − ‖f0‖p
t

= <λ0(f) .

In gleicher Weise folgt ψ′−if (0) = <λ0(−if) = <
{
−iλ0(f)

}
= =λ0(f) und daher (nach 1.)

λ0(f) = ψ′f (0) + iψ′−if (0) =

∫
D

|f0|p−2<(ff 0) + i

∫
D

|f0|p−2<(−iff 0)

=

∫
D

|f0|p−2
[
<

(
ff 0

)
+ i<

(
−iff 0

)]
=

∫
D

|f0|p−2ff 0 .

�

Beweis von Satz 13.10 für p ∈ R>1. Es ist nur noch die Surjektivität von λ∗ zu zeigen. Sei
λ ∈ Lp(D)′. Nach Satz 13.9 gibt es ein f0 ∈ Lp(D) mit λ

(
[f0]µ

)
= ‖λ‖, und nach Satz 13.11

ist g = |f0|p−2f 0 ∈ Lp(D) und λ = λ∗([g]µ). �

Beweis von Satz 13.10 für p = 1. Sei λ ∈ L1(D)′.

FALL 1 : D ist kompakt.

Dann ist L2(D) ⊂ L1(D), und für alle f ∈ L2(D) ist

|λ([f ]µ)| ≤ ‖λ‖ ‖f‖1 ≤ ‖λ‖ ‖f‖2 v(D)1/2 .

Daher ist die Einschränkung λ |L2(D) ∈ L2(D)′, und nach dem bereits Bewiesenen gibt es ein
g ∈ L2(D) mit λ |L2(D) = λg. Für jede messbare Menge A ⊂ D ist∣∣λ([χA]µ)

∣∣ =
∣∣∣∫
A

g
∣∣∣ ≤ ‖λ‖ v(A) .

Nach Satz 13.7 folgt ‖g‖∞ ≤ ‖λ‖ <∞, also g ∈ L∞(D), und wir zeigen λ = λg ∈ L1(D)′.
Sei f ∈ L1(D). Dann gibt es eine Folge (ϕk : Rn → C)k≥1 von Treppenfunktionen, so dass

(‖fD − ϕk‖1)k≥0 → 0, also auch (‖f − (ϕk|D)‖1)k≥0 → 0. Wegen ϕk |D ∈ L2(D) folgt

λ
(
[ϕk]µ

)
=

∫
D

ϕkg ,
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und wir erhalten∣∣∣λ([f ]µ
)
−

∫
D

fg
∣∣∣ ≤ ∣∣∣λ([f ]µ

)
− λ

(
[ϕk]µ

)∣∣∣ +
∣∣∣∫
D

ϕkg −
∫
D

fg
∣∣∣

≤ ‖λ‖‖f − ϕk‖1 + ‖ϕk − f‖1‖g‖∞ → 0 , also λ
(
[f ]µ

)
=

∫
D

fg = λg
(
[f ]µ

)
.

FALL 2 : D beliebig.

Sei (Dk)k≥0 eine Ausschöpfung von D mit kompakten Mengen. Für k ∈ N0 sei λk ∈ L1(Dk)
′

definiert durch
λk([h]µ) = λ([hDk

|D]µ) für (h : Dk → C) ∈ L1(Dk) .

Dann ist |λk([h]µ)| ≤ ‖λ‖ ‖h‖1, also ‖λk‖ ≤ ‖λ‖, und nach FALL 1 gibt es eine Funktion
gk ∈ L∞(Dk) mit λk = λgk

, also ‖gk‖∞ = ‖λk‖ ≤ ‖λ‖. Wir zeigen:

B. (∀k ∈ N0) gk+1 |Dk =µ gk.

Beweis von B. Sei k ∈ N0 und g′k = gk+1 |Dk. Für h ∈ L1(Dk) ist hD |Dk+1 ∈ L1(Dk+1)
und λk([h]µ) = λk+1([hD |Dk+1]µ), also∫

Dk

hgk =

∫
Dk+1

(hD |Dk+1)gk+1 =

∫
Dk

h(gk+1 |Dk) ,

und daher λgk
= λgk+1|Dk

∈ L1(Dk)
′. Nach I. folgt daraus gk =µ gk+1 |Dk. Sei

N =
⋃
k∈N0

{
x ∈ Dk

∣∣ gk+1(x) 6= gk(x)
}
⊂ D .

Dann ist N eine Nullmenge, und für alle x ∈ D \ N und k, l ∈ N0 ist gk(x) = gl(x). Sei nun
g : D → C definiert durch

g(x) = 0 , falls x ∈ N , und g(x) = gk(x) , falls x ∈ Dk \N .

Dann ist g |Dk =µ gk, also g |Dk ∈ L∞(Dk). Daher ist g messbar, und{
x ∈ D

∣∣ |g(x)| > ‖λ‖
}

=
⋃
k∈N

{
x ∈ Dk

∣∣ |gk(x)| > ‖λ‖
}

ist eine Nullmenge. Daher folgt ‖g‖∞ ≤ ‖λ‖ und g ∈ L∞(D).

Sei nun f ∈ L1(D) und fk = fDk
. Dann ist für alle x ∈ D \N(

fk(x)
)
k≥0

→ f(x) ,
(
fk(x)gk(x)

)
k≥0

→ f(x)g(x) , |fk(x)| ≤ |f(x)|

und |fk(x)gk(x)| ≤ |f(x)g(x)|. Daher folgt aus Satz 12.4(∫
D

fkgk

)
k≥0

→
∫
D

fg und
(
‖fk − f‖1

)
k≥0

→ 0 .

Wegen
∣∣λ([f ]µ)− λk([fk]µ)

∣∣ =
∣∣λ([f ]µ)− λ([fk]µ)

∣∣ ≤ ‖λ‖ ‖f − fk‖1 folgt∣∣∣∣λ([f ]µ)−
∫
D

fg

∣∣∣∣ ≤ ∣∣λ([f ]µ)−λk([fk]µ)
∣∣ +

∣∣∣∣λk([fk]µ)−∫
Dk

fkgk

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫
Dk

fkgk−
∫
D

fg

∣∣∣∣ → 0 . �


