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KAPITEL 0

Grundlagen aus Ring- und Körpertheorie

0.1. Elementares über Ringe

Wir setzen N = {1, 2, . . .} und N0 = N ∪ {0}. Für Mengen A, B schreiben wir A ⊂ B (und
nicht A ⊆ B) für echte oder unechte Inklusion und A ( B für echte Inklusion. Wir schreiben
häufig 0 an Stelle von {0} oder auch an Stelle von (0, . . . , 0) oder sogar {(0, . . . , 0)}, wenn klar
ist, welche Null gemeint ist. Für eine Menge X bezeichnen wir mit X• die Menge der von Null
verschiedenen Elemente von X.

Ein Ring R ist ein kommutativer Ring mit Eins 1R = 1 ∈ R. Ringhomomorphismen bilden
die Eins auf die Eins ab, und Teilringe enthalten die Eins. Ein Element z ∈ R heißt

• Nullteiler, wenn zu = 0 für ein u ∈ R•;
• invertierbar oder Einheit, wenn zu = 1 für ein u ∈ R.

n(R) bezeichne die Menge der Nullteiler und R× die Einheitengruppe (= Gruppe der invertier-
baren Elemente) von R. Ein Ring R heißt nullteilerfrei oder Bereich, wenn n(R) = {0} (dann
ist 1 6= 0). Ein Bereich R besitzt einen (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmten Quotien-
tenkörper q(R). Ist L ein Körper und R ⊂ L ein Teilring, so können wir stets auch q(R) ⊂ L
annehmen. Ein Ring R heißt Nullring, wenn R = {0} [ äquivalent : 0 = 1, oder n(R) = ∅ ].

Ist a ein Ideal von R, so schreiben wir a C R und bezeichnen mit R/a den Restklassenring.
Genau dann ist a = R, wenn 1 ∈ a [ äquivalent: a ∩ R× 6= ∅ ], und dann ist R/a = 0. Für eine
Teilmenge A ⊂ R bezeichnen wir mit (A) = R(A) das von A erzeugte Ideal von R. Für n ∈ N
und a1, . . . , an ∈ R sei (a1, . . . , an) = R(a1, . . . , an) = a1R + . . . + anR = R({a1, . . . , an}), und
für a ∈ R sei (a) = R(a) = aR das von a erzeugte Hauptideal. R heißt Hauptidealring, wenn
jedes Ideal von R ein Hauptideal ist. Jeder Bereich mit euklidischem Algorithmus (also mit einer
Division mit Rest) ist ein Hauptidealbereich. Wichtigste Beispiele: Z und der Polynomring K[X]
über einem Körper K.

Ist R ⊂ S ein Teilring und a C R, so bezeichne

aS = S(a) = {a1s1 + . . .+ ansn | n ∈ N, a1, . . . , an ∈ a, s1, . . . , sn ∈ S}
das von a erzeugte Ideal von S.

Sei R ein Bereich, K = q(R) und a ∈ K×. Dann nennt man aR = {ax | x ∈ R} ⊂ K
das von a erzeugte gebrochene Hauptideal. Sind a, b ∈ K×, so ist genau dann aR = bR, wenn
a−1b ∈ R×.

Ein Ideal a C R heißt maximales Ideal wenn a 6= R und es kein Ideal b C R mit a ( b ( R
gibt [ äquivalent: R/a is ein Körper ]. Ein Ideal a C R heißt Primideal, wenn R/a ein Bereich
ist [ äquivalent: R \ a ist eine nicht-leere multiplikativ abgeschlossene Menge ].

Für einen Ring R bezeichnen wir Polynomringe (in über R algebraisch unabhängigen Unbe-
stimmten) mit R[X], R[X,Y ], R[X1, . . . , Xn] usw. Ist R ⊂ S ein Teilring, wo werden wir häufig
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4 0. GRUNDLAGEN AUS RING- UND KÖRPERTHEORIE

stillschweigend annehmen, dass (X1, . . . , Xn) auch über S algebraisch unabhängig ist, und dann
ist R[X1, . . . , Xn] ⊂ S[X1, . . . , Xn] ein Teilring. Ist f ∈ R[X1, . . . , Xn] und p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn,
so setzen wir f(p) = f(p1, . . . , pn).

Sei R ein Bereich und K = q(R). Dann ist R[X1, . . . , Xn] ein Bereich, R[X1, . . . , Xn]× = R×,
undK(X1, . . . , Xn) = q(R[X1, . . . , Xn]) ist ein rationaler Funktionenkörper überK. Genau dann
ist R[X1, . . . , Xn] ein Hauptidealbereich, wenn n = 1 und R ein Körper ist. Ist a C R, so ist

a[X1, . . . , Xn] =
{ ∑
ν1,...,νn≥0

aν1,...,νnX
ν1
1 · . . . ·X

νn
n

∣∣∣ aν1,...,νn ∈ a, fast alle = 0
}

das von a erzeugte Ideal in R[X1, . . . , Xn], und die Abbildung

Φ: R[X1, . . . , Xn]/a[X1, . . . , Xn]→ R/a [X1, . . . , Xn],

definiert durch

Φ
( ∑
ν1,...,νn≥0

aν1,...,νnX
ν1
1 · . . . ·X

νn
n + a[X1, . . . , Xn]

)
=

∑
ν1,...,νn≥0

(aν1,...,νn + a)Xν1
1 · . . . ·X

νn
n ,

ist ein Ringisomorphismus. Wir identifizieren: R[X1, . . . , Xn]/a[X1, . . . , Xn] = R/a [X1, . . . , Xn].

Für ein Polynom

f =
∑

ν1,...,νn≥0

aν1,...,νnX
ν1
1 · . . . ·X

νn
n ∈ R[X1, . . . , Xn] mit aν1,...,νn ∈ R, fast alle = 0

und (i1, . . . , in) ∈ Nn0 definieren wir die modifizierte partielle Ableitung fi1,...,in ∈ R[X1, . . . , Xn]
durch

fi1,...,in =
∑

ν1,...,νn≥0

aν1,...,νn

(
ν1

i1

)
. . .

(
νn
in

)
Xν1−i1

1 · . . . ·Xνn−in
n

=
∑
ν1≥i1

. . .
∑
νn≥in

aν1,...,νn

(
ν1

i1

)
. . .

(
νn
in

)
Xν1−i1

1 · . . . ·Xνn−in
n .

Der Zusammenhang mit den üblichen höheren partiellen Ableitungen ist gegeben durch

∂i1+...+inf

∂Xi1
1 . . . ∂Xin

n

= i1! · . . . · in!fi1,...,in .

Satz und Definition 0.1.1 (Taylor’scher Satz und Ordnung).

1. Sei f ∈ R[X1, . . . , Xn] und p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn. Dann ist

f =
∑

i1,...,in≥0

fi1,...,in(p)(X1 − p1)i1 · . . . · (Xn − pn)in ,

und man nennt ordp(f) = inf{i1 + . . .+ in | i1, . . . , in ≥ 0, fi1,...,in(p) 6= 0} die Ordnung
von f in p.

2. Seien f, g ∈ R[X1, . . . , Xn] und p ∈ Rn.
(a) Genau dann ist f(p) = 0, wenn ordp(f) > 0.

(b) ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g)

(c) ordp(f + g) ≥ min{ordp(f), ordp(g)}, mit Gleichheit, falls ordp(f) 6= ordp(g).
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Beweis. 1. Sei

f =
∑

ν1,...,νn≥0

aν1,...,νnX
ν1
1 · . . . ·X

νn
n ∈ R[X1, . . . , Xn] mit aν1,...,νn ∈ R, fast alle = 0.

Dann folgt

f = f
(
p1 + (X1 − p1), . . . , pn + (Xn − pn)

)
=

∑
ν1,...,νn≥0

aν1,...,νn [p1 + (X1 − p1)]ν1 · . . . · [pn + (Xn − pn]νn

=
∑

ν1,...,νn≥0

aν1,...,νn

ν1∑
i1=0

. . .

νn∑
in=0

(
ν1

i1

)
. . .

(
νn
in

)
pν1−i11 · . . . · pνn−inn (X1 − p1)i1 · . . . · (Xn − pn)in

=
∑

i1,...,in≥0

[∑
ν1≥i1

. . .
∑
νn≥in

aν1,...,νn

(
ν1

i1

)
. . .

(
νn
in

)
pν1−i11 ·. . . · pνn−inn

]
(X1 − p1)i1 ·. . .· (Xn − pn)in

=
∑

i1,...,in≥0

fi1,...,in(p)(X1 − p1)i1 ·. . .· (Xn − pn)in .

2. Offensichtlich. �

Für ein Polynom f ∈ R[X] bezeichnen wir mit gr(f) ∈ N0∪{−∞} den Grad von f und mit

f ′, f ′′, . . . , f (n) ∈ R[X] die (gewöhnlichen) Ableitungen von f . Für p ∈ R ist dann

ordp(f) = inf{n ∈ N0 | f (n)(p) 6= 0}.

Ein Polynom f ∈ R[X1, . . . , Xn] heißt irreduzibel (über R), wenn f /∈ R, und es gibt keine
Faktorisierung f = gh mit g, h ∈ R[X1, . . . , Xn] \R. Ist R ⊂ S ein Teilring, so braucht ein über
R irreduzibles Polynom über S nicht irreduzibel zu sein, aber jedes über S irreduzible Polynom
f ∈ R[X1, . . . , Xn] ist auch über R irreduzibel.

Man sagt, ein Polynom f ∈ R[X] \R zerfällt in Linearfaktoren über R, wenn es ein n ∈ N,
c ∈ R• und α1, . . . , αn ∈ R gibt, so dass f = c(X − α1) · . . . · (X − αn).

0.2. Faktorielle Bereiche

Sei R ein Bereich. Sind a, b ∈ R, so heißt a ein Teiler von b, a | b, wenn b = ac für ein
c ∈ R [ äquivalent: b ∈ aR, oder bR ⊂ aR ]. a und b heißen assoziiert, a ' b, wenn aR = bR
[ äquivalent: a | b und b | a, oder b = au mit u ∈ R× ].

Seien n ∈ N und a1, . . . , an ∈ R. Ein Element d ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler (ggT)
von a1, . . . , an, wenn gilt: 1) d | ai für alle i ∈ [1, n]; 2) Ist g ∈ R und g | ai für alle i ∈ [1, n],
so folgt g | d. Genau dann ist d ein ggT von a1, . . . , an, wenn (d) das kleinste {a1, . . . , an}
umfassende Hauptideal ist. Insbesondere ist dadurch d bis auf Assoziierte eindeutig bestimmt.
Ist R ein Hauptidealbereich, so ist d genau dann ein ggT von a1, . . . , an, wenn (d) = (a1, . . . , an).
Die Elemente a1, . . . , an heißen teilerfremd, (a1, . . . , an) = 1, wenn 1 ein ggT von a1, . . . , an ist
[ äquivalent: Ist c ∈ R and c | ai für alle i ∈ [1, n], so ist c ∈ R× ]. Ist R ein Hauptidealbereich, so
ist genau dann (a1, . . . , an) = 1, wenn es x1, . . . , xn ∈ R gibt mit a1x1 + . . .+ anxn = 1.

Ein Element p ∈ R• heißt Primelement, wenn das Hauptideal (p) = pR ein Primideal ist
[ äquivalent: Aus p | ab folgt p | a oder p | b für alle a, b ∈ R ].
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Eindeutigkeit der Primzerlegung: Sind m, n ∈ N und p1, . . . , pn, q1, . . . , qm Primelemente
mit p1 · . . . · pn ' q1 · . . . · qm, so ist n = m, und es gibt eine Permutation σ ∈ Sn so dass
pi ' qσ(i) für alle i ∈ [1, n].

Ein Bereich R heißt faktoriell, wenn jedes a ∈ R• \ R× ein Produkt von Primelementen
ist. Ist R ein Hauptidealbereich, so ist R faktoriell, und jedes von 0 verschiedene Primideal ist
maximal.

Satz 0.2.1 (Arithmetik in einem faktoriellen Bereich). Sei R ein faktorieller Bereich und
K = q(R).

1. Je endlich viele Elemente von R besitzen einen ggT.

2. Sind a, b, c ∈ R, a | bc und (a, b) = 1, so folgt a | c.
3. Jedes x ∈ K hat eine Darstellung x = a−1b mit a ∈ R•, b ∈ R und (a, b) = 1. Dabei

sind a und b bis auf Assoziierte eindeutig bestimmt.

Sei R ein faktorieller Bereich. Ein Polynom

f =
∑

ν1,...,νn≥0

aν1,...,νnX
ν1
1 · . . . ·X

νn
n ∈ R[X1, . . . , Xn]

heißt primitiv, wenn die Koeffizienten {aν1,...,νn | ν1, . . . , νn ≥ 0} teilerfremd sind. Zu jedem
Polynum f ∈ K[X1, . . . , Xn]• gibt es ein c ∈ K×, so dass c−1f ein primitives Polynom in
R[X1, . . . , Xn] ist. Jedes solche c ∈ K× heißt Inhalt von f . Sind c, c1 ∈ K× Inhalte von f , so
gibt es ein u ∈ R× mit c1 = cu. Ist f ∈ K[X1, . . . , Xn]• und c ∈ K× ein Inhalt von f , so gilt:

• Genau dann ist f ∈ R[X1, . . . , Xn], wenn c ∈ R.

• Genau dann ist f ∈ R[X1, . . . , Xn] primitiv, wenn c ∈ R×.

• Ist ein Koeffizient von f in R×, so ist c−1 ∈ R.

Satz 0.2.2 (Gauß’sches Lemma). Sei R ein faktorieller Bereich und K = q(R).

1. Seien f, g ∈ K[X1, . . . , Xn]•, c ∈ K× ein Inhalt von f und d ∈ K× ein Inhalt von g.
Dann ist cd ein Inhalt von fg.

2. Ist f ∈ R[X1, . . . , Xn] irreduzibel über R, so ist f auch irreduzibel über K.

3. Ein Polynom p ∈ R[X1, . . . , Xn] ist genau dann ein Primelement von R[X1, . . . , Xn],
wenn
• entweder p ∈ R ist ein Primelement von R,
• oder p ∈ R[X1, . . . , Xn] \R ist irreduzibel und primitiv.

4. R[X1, . . . , Xn] ist faktoriell.

Jeder Hauptidealbereich (und insbesondere jeder Körper) ist faktoriell. Ist K ein Körper, so
ist K[X] faktoriell, und ein Polynom f ∈ K[X] \ K ist genau dann ein Primelement, wenn f
irreduzibel ist. Dann ist (f) C K[X] ein maximales Ideal und K[X]/(f) ein Körper.

Sei K ein Körper und f ∈ K[X1, . . . , Xn]. f heißt reduziert (über K), wenn f = f1 · . . . · fr
mit r ∈ N und paarweise nicht-assoziierten irreduziblen Polynomen f1, . . . , fr ∈ K[X1, . . . , Xn]
[ äquivalent : q2 - f für jedes (irreduzible) Polynom q ∈ K[X1, . . . , Xn] ].

Lemma 0.2.3. Sei R ein faktorieller Bereich, und seien f, g ∈ R[X] Polynome ohne ge-
meinsamen Teiler in R[X] \R. Dann gibt es Polynome p, q ∈ R[X] mit pf + qg ∈ R•.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f und g in K[X] teilerfremd sind. Wir nehmen im Gegenteil
an, es gebe ein Polynom h ∈ K[X]\K mit h | f und h | g. Sei c ∈ K×, so dass h0 = c−1h ∈ R[X]\R
primitiv ist. Dann ist f = h0f1 und g = h0g1 mit Polynomen f1, g1 ∈ K[X). Wegen I(h0) = R
folgt I(f1) = I(f1)I(h0) = I(f) ⊂ R, also f1 ∈ R[X], und in gleicher Weise g1 ∈ R[X]. Daher ist
h0 ein gemeinsamer Faktor von f und g in R[X], ein Widerspruch!

Da K[X] ein Hauptidealbereich ist, gibt es Polynome p1, q1 ∈ K[X], so dass p1f + q1g = 1.
Sei r ∈ R•, so dass p = rp1, q = rq1 ∈ R[X]. Dann folgt pf + qg = r. �

0.3. Algebren

Sei K ein Körper. Eine K-Algebra ist ein Ring A mit einer K-Vektorraumstruktur

K×A→ A, (λ, x) 7→ λx,

so dass λ(ab) = (λa)b = a(λb) für alle a, b ∈ A und λ ∈ K. Man nennt [A : K] = dimK(A)
den Grad von A über K. Jeder Oberring von K und insbesondere jeder Polynomring K[X]
ist eine K-Algebra. Ist A eine K-Algebra und a C A, so ist auch A/a eine K-Algebra. Ist A
eine K-Algebra und X eine nicht-leere Menge, so ist Abb(X,A) eine K-Algebra bezüglich der
wertweisen Verknüpfung von Abbildungen.

Ein K-Algebrenhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der auch ein Vektorraum-
homomorphismus ist. Die Abbildung εA : K → A, definiert durch εA(λ) = λ1A für alle λ ∈ K,
ist ein K-Algebrenhomomorphismus. Ist A 6= 0, so ist εA ein Monomorphismus, und wir werden
häufig K mit K1A identifizieren und K ⊂ A annehmen.

Sei A eine K-Algebra, n ∈ N und a1, . . . , an ∈ A. Für ein Polynom

f =
∑

ν1,...,νn≥0

λν1,...,νnX
ν1
1 ·. . .·X

νn
n ∈ K[X1, . . . , Xn] sei f(a1, . . . , an) =

∑
ν1,...,νn≥0

λν1,...,νna
ν1
1 ·. . .·a

νn
n ,

und wir nennen

fA : An → A, definiert durch fA(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an)

die durch f definierte polynomiale Abbildung auf A. Die Abbildung

K[X1, . . . , Xn] → Abb(An, A), definiert durch f 7→ fA,

ist ein K-Algebrenhomomorphismus. Für n ∈ N und a1, . . . , an ∈ A ist

K[a1, . . . , an] = {f(a1, . . . , an) | f ∈ K[X1, . . . , Xn] }

die kleinste K-Unteralgebra von A, die a1, . . . , an enthält, und die Abbildung

ιa1,...,an : K[X1, . . . , Xn]→ A, definiert durch ιa1,...,an(f) = f(a1, . . . , an)

ist ein K-Algebrenhomomorphismus. Genauer gilt: ι(a1,...,an) ist der eindeutig bestimmte K-
Algebrenhomomorphismus ϕ : K[X1, . . . , Xn]→ A mit ϕ(Xi) = ai für alle i ∈ [1, n].

Eine K-Algebra A heißt affin, wenn A = K[a1, . . . , an] mir n ∈ N und a1, . . . , an ∈ A
[ äquivalent: Es gibt ein n ∈ N und einen K-Algebrenepimorphimus K[X1, . . . , Xn]→ A ].

Ist M eine nicht-leere Menge, n ∈ N, f ∈ K[X1, . . . , Xn] und (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Abb(M,A)n,
so ist auch f(ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Abb(M,A), und f(ϕ1, . . . , ϕn)(x) = f(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) ∈ A für
alle x ∈M .



8 0. GRUNDLAGEN AUS RING- UND KÖRPERTHEORIE

0.4. Elementare Körpertheorie

Ist ϕ : K → K1 ein (Körper-)Homomorphismus, so ist ϕ injektiv und induziert einen Isomor-

phismus ϕ : K
∼→ ϕ(K). Ist L ein Körper und K ⊂ L ein Teilkörper, so nennt man K ⊂ L oder

L/K eine Körpererweiterung, L einen Oberkörper von K und jeden Körper M mit K ⊂M ⊂ L
einen Zwischenkörper von L/K. Insbesondere ist L ein K-Algebra. Eine Körpererweiterung
L/K heißt endlich , wenn [L :K] = dimK(L) < ∞. Für eine Teilmenge S ⊂ L bezeichen K[S]
den kleinsten Teilring von L, der K∪S umfasst. Dann ist K(S) = q(K[S]) der kleinste Teilkörper
von L, der K ∪ S umfasst.

Seien L/K und L′/K Körpererweiterungen. Unter einem K-Homomorphismus ϕ : L → L′

versteht man einen K-Algebrenhomomorphismus. Ein Körperhomomorphismus ϕ : L → L′ ist
genau dann ein K-Homomorphismus, von ϕ |K = idK ]. Wir bezeichnen mit HomK(L,L′) die
Menge aller K-Homomorphismen ϕ : L→ L′, und mit Gal(L/K) die Menge aller K-Isomorphis-
men ϕ : L → L. Gal(L/K) ist eine Gruppe und heißt Galoisgruppe von L/K. Ist ϕ : L → L′

ein K-Isomorphismus, so ist ϕ∗ : Gal(L′/K)→ Gal(L/K), definiert durch ϕ∗(σ) = ϕ−1◦σ◦ϕ, ein
Gruppenisomorphismus.

Sei L/K eine Körpererweiterung, α ∈ L und φα : K[X]→ K[α] ⊂ L der eindeutig bestimmte
K-Algebrenhomomorphismus mit φα(X) = α. Das Element α heißt algebraisch über K, wenn
Ker(φα) 6= 0. In diesem Falle gibt es genau ein normiertes irreduzibles Polynom f ∈ K[X]
mit Ker(φα) = (f) [ äquivalent: f ∈ K[X] ist normiert, irreduzibel, und f(α) = 0 ]. Dieses
Polynom f heißt Minimalpolynom von α über K. Der Homomorphismus φα induziert einen
Isomorphismus φ∗α : K[X]/(f)

∼→ K[α] vermöge φ(h + (f)) = h(α) für alle h ∈ K[X]. Das
Ideal (f) C K[X] ein maximales Ideal, also K[X]/(f) und daher auch K[α] ein Körper, und es
folgt K[α] = K(α).

Ist α nicht algebraisch über K, so heißt α transzendent über K. In diesem Falle ist φα ein
Isomorphismus und induziert einen K-Isomorphismus φα : K(X)

∼→ K(α) mit φα(X) = α.
Eine Körpererweiterung L/K heißt algebraisch, wenn jedes α ∈ L über K algebraisch ist.

Anderfalls heißt L/K transzendent. Ist L/K eine Körpererweiterung und M ein Zwischenkörper
von L/K, so ist L/K genau dann algebraisch, wenn L/M und M/K beide algebraisch sind.

Eine Körpererweiterung L/K heißt endlich erzeugt , wenn es ein n ∈ N und α1, . . . , αn ∈ L
gibt, so dass L = K(α1, . . . , αn). In diesem Falle ist genau dann L = K[α1, . . . , αn], wenn L/K
algebraisch ist. Eine Körpererweiterung ist genau dann endlich, wenn sie endlich erzeugt und
algebraisch ist.

Sei K ein Körper, f ∈ K[X]\K und L ⊃ K ein Oberkörper. L heißt Zerfällungskörper von
f über K, wenn f = c(X − α1) · . . . · (X − αn) mit c ∈ K×, n ∈ N und α1, . . . , αn ∈ L, so dass
L = K(α1, . . . , αn). Ist f irreduzibel über K, so heißt L ein Stammkörper von f über K, wenn
es ein α ∈ L gibt mit L = K(α) und f(α) = 0.

Satz 0.4.1 (Existenz und Eindeutigkeit von Stamm- und Zerfällungskörper). Sei K ein
Körper. Jedes f ∈ K[X] \ K besitzt einen bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmten Zerfäl-
lungskörper über K, und jedes über K irreduzible f ∈ K[X]\K besitzt einen bis auf K-Isomorphie
eindeutig bestimmten Stammkörper über K.

Sei L/K eine Körperweiterung. Die Menge KL aller über K algebraischen Element von L ist
ein Zwischenkörper von L/K und heißt relativer algebraischer Abschluss von K in L . K heißt
relativ algebraisch abgeschlossen in L , wenn KL = K.
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Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen , wenn jedes f ∈ K[X]\K in K eine Nullstelle
besitzt [ äquivalent dazu sind : 1) Jedes f ∈ K[X] \K zerfällt über K in Linearfaktoren; 2) Es
gibt keine algebraische Körpererweiterung K ( L ]. Ein Oberkörper K ⊃ K heißt algebraischer
Abschluss oder algebraische Hülle von K, wenn K algebraisch abgeschlossen und K/K eine
algebraische Körpererweiterung ist.

Satz 0.4.2 (Hauptsatz über algebraische Hüllen). Sei K ein Körper.

1. K besitzt eine algebraische Hülle.

2. Ist L ein algebraisch abgeschlossener Oberkörper von K, so ist der relative algebraische
Abschluss KL von K in L eine algebraische Hülle von K.

3. (Fortsetzungssatz für Homomorphismen) Sei ϕ : K → K1 ein Körperhomomorphismus,
L/K eine algebraische Körpererweiterung und K∗1 ein algebraisch abgeschlossener Ober-
körper von K. Dann gibt es einen Homomorphismus φ : L→ K∗1 mit φ |K = ϕ.

4. Je zwei algebraischen Hüllen K1 und K2 von K sind K-isomorph.

Sei K ein Körper und K eine algebraische Hülle von K. Dann ist GK = Gal(K/K) bis auf
Isomorphie eindeutig durch K bestimmt und heißt absolute Galoisgruppe von K.

Lemma 0.4.3. Sei K ein Körper und K eine algebraische Hülle von K. Dann ist

GK = HomK(K,K), und K = {x ∈ K | σ(x) = x für alle σ ∈ GK }.

Beweis. Offensichtlich ist GK ⊂ HomK(K,K). Ist nun σ ∈ HomK(K,K), so ist σ injektiv.
Für den Nachweis der Surjektivität sei z ∈ K, f ∈ K[X] das Minimalpolynom von z über K,
und N ⊂ K die Menge der Nullstellen von f in K. Dann ist N endlich und z ∈ N . Für alle y ∈ N
ist 0 = σ(f(y)) = f(σ(y)), also auch σ(y) ∈ N . Daher ist σ(N) ⊂ N , und da σ |N : N → N ist
injektiv ist, folgt N = σ(N), und es gibt ein x ∈ N mit σ(x) = z.

Ist x ∈ K, so is definitionsgemäß σ(x) = x für alle σ ∈ GK nach Definition. Ist x ∈ K \K,
so hat das Minimalpolynom f ∈ K[X] von x über K in K eine Nullstelle x′ 6= x, und es gibt
ein σ0 ∈ HomK(K(x),K) mit σ0(x) = x′. Dann gibt es ein σ ∈ GK mit σ |K(x) = σ0, und es
ist σ(x) = x′ 6= x. �

C ist algebraisch abgeschlossen (“Fundamentalsatz der Algebra”). Eine komplexe Zahl heißt
algebraisch , wenn sie algebraisch über Q ist. Der Körper Q aller algebraischen Zahlen ist eine
algebraische Hülle von Q.

Sei K ein Körper und K eine algebraische Hülle von K. Ein Polynom f ∈ K[X] heißt absolut
irreduzibel , wenn f über K irreduzibel ist. Ein Polynom f ∈ K[X] heißt absolut reduziert, wenn
f über K reduziert ist.

Satz 0.4.4. Seien K ⊂ L Körper, sei K relativ algebraisch abgeschlossen in L, und sei L
eine algebraische Hülle von L.

1. Ist f ∈ K[X] \K irreduzibel, so ist f auch irreduzibel über L.

2. Ist α ∈ L algebraisch über K, so ist [L(α) :L] = [K(α) :K].

Beweis. 1. Sei f = c(X − α1) · . . . · (x − αn) mit n ∈ N, c ∈ K× und α1, . . . , αn ∈ L,
und sei f reduzibel über L. Dann it f = gh mit g, h ∈ L[X], und wir können annehmen, dass
g = c(X −α1) · . . . · (X −αk) und h = (X −αk+1) · . . . · (X −αn) mit k ∈ [1, n− 1]. Dann liegen
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die Koeffizienten von g und von h in K(α1, . . . , αn)∩L, sind also algebraisch über K und liegen
daher in K, ein Widerspruch.

2. Sei f ∈ K[X] das Minimalpolynom von α über K. Nach 1. ist f irreduzibel über L, also
auch das Minimalpolynom von α über L, und es folgt [K(α) :K] = gr(f) = [L(α) :L]. �

Primkörper. Sei K ein Körper. Der kleinste Teilkörper K0 von K heißt Primkörper von
K. Es ist entweder K0

∼= Q oder K0
∼= Fp = Z/pZ für eine Primzahl p (wir identifizieren). Man

definiert die Charakteristik char(K) von K durch

char(K) =

{
0, falls K0

∼= Q,
p falls K0

∼= Fp.

Endliche Körper. Jeder endliche Bereich ist ein Körper. Ist F ein endlicher Körper, so ist
|F | eine Primzahlpotenz, und zu jeder Primzahlpotenz q gibt es bis auf Isomorphie genau einen
Körper mit q Elementen, der mit Fq bezeichnet wird. Für p ∈ P ist Fp = Z/pZ.

Sei p ∈ P und e = fg mit e, f ∈ N. Dann ist F = {x ∈ Fpe : xp
f

= x} ein Teilkörper von Fpe
mit |F | = pf , und wir identifizieren F = Fpf . Dann ist Fp ⊂ Fpf ⊂ Fpe , [Fpe :Fpf ] = g, Fpe ist

Zerfällungskörper von Xpe −X über Fp, und [Fpe :Fp] = e.

Sei F ein endlicher Köroper und F eine algebraische Hülle von F . Dann gibt es zu jedem
d ∈ N genau einen Zwischenkörper E von F/F mit [E :F ] = d, nämlich E = Fqd . Bezeichnet

K die Menge aller Zwischenkörper Fq ⊂ E ( F q, so definiert die Zuordnung E 7→ [E :Fq] einen

Verbandsisomorphismus (K,⊂)
∼→ (N, |). Für alle Körper E, E1, E2 ∈ K gilt:

E1 ⊂ E2 ⇐⇒ [E1 :F ] | [E2 :F ], E = E1E2 ⇐⇒ [E :F ] = kgV([E1 :F ], [E2 :F ])

und

[E1 ∩ E2 :F ] = ggT([E1 :F ], [E2 :F ]).

F ist unendlich, und daher ist jeder algebraisch abgeschlossene Körper unendlich.

Separabilität. Sei K ein Körper.
Sei f ∈ K[X], und L ⊃ K ein Oberkörper. Ein Element α ∈ L heißt mehrfache Nullstelle von

f , wenn es ein Polynom g ∈ L[X] gibt mit f = (X − α)2g [ äquivalent : f(α) = f ′(α) = 0 ]. Ein
Polynom f ∈ K[X] heißt separabel , wenn es in keinem Oberkörper von K mehrfache Nullstellen
besitzt [ äquivalent : (f, f ′) = 1 ]. Ein irreduzibles Polynom ist genau dann separabel, wenn
f ′ 6= 0. K heißt vollkommen , wenn jedes irreduzible Polynom f ∈ K[X] separabel ist. Genau
dann ist K vollkommen, wenn entweder char(K) = 0 oder char(K) = p > 0 und K = Kp. Jeder
endliche und jeder algebraisch abgeschlossene Körper ist vollkommen.

Sei L/K eine Körpererweiterung. Ein Element α ∈ L heißt separabel über K , wenn α über
K algebraisch und das Minimalpolynom von f über K separabel ist. Die Körpererweiterung
L/K heißt separabel , wenn jedes α ∈ L über K separabel ist. Ist L = K(S) mit einer
Teilmenge S ⊂ L, so ist L/K genau dann separabel, wenn jedes α ∈ S über K separabel ist. Ist
M ein Zwischenkörper von L/K, so ist L/K genau dann separabel, wenn L/M und M/K beide
separabel sind. Ist K vollkommen, so ist jede algebraische Körpererweiterung L/K separabel.

Satz und Definition 0.4.5. Sei L/K eine endliche separable Körpererweiterung.

1. (Satz vom primitiven Element) Es gibt ein α ∈ L mit L = K(α).
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2. Sei [L : K] = n und L eine algebraische Hülle von L. Dann ist |HomK(L,L)| = n.
Explizit : Sei L = K(α), f ∈ K[X] das Minimalpolynom von α über K, und seien
α = α1, . . . , αn ∈ L die Nullstellen von f . Für i ∈ [1, n] sei ϕi : L → L der eindeutig
bestimmte K-Homomorphismus mit ϕi(α) = αi. Dann ist HomK(L,L) = {ϕ1, . . . , ϕn}.
Der Körper L∗ = K(α1, . . . , αn) ist ein Zerfällungskörper von f , er ist durch die Kör-
pererweiterung L/K bis auf L-Isomorphie eindeutig bestimmt, und es gibt ϕ∗1, . . . , ϕ

∗
n ∈

Gal(L∗/L) mit ϕ∗i |L = ϕi.

L∗ heißt galoissche Hülle von L/K.

Satz 0.4.6. Sei K ein Körper, n ∈ N und f ∈ K[X1, . . . , Xn].

1. Ist K vollkommen und f reduziert, so ist f absolut reduziert.

2. Sei
∂f

∂Xν
= 0 für alle ν ∈ [1, n].

Dann ist entweder f ∈ K oder char(K) = p > 0 und f = g(Xp
1 , . . . , X

p
n) mit einem

Polynom g ∈ K[X1, . . . , Xn]. Ist K algebraisch abgeschlossen und char(K) = p > 0, so
folgt f = gp1 mit einem Polynom g1 ∈ K[X1, . . . , Xn].

Beweis. 1. Sei f = f1·. . .·fk ∈ K[X1, . . . , Xn] mit k ∈ N, paarweise nicht assoziierten irredu-
ziblen f1, . . . , fk ∈ K[X1, . . . , Xn], und sei q ∈ K[X1, . . . , Xn] mit q2 | f in K[X1, . . . , Xn]. Dann
gibt es eine endliche Körpererweiterung L/K mit q ∈ L[X1, . . . , Xn] und q2 | f in L[X1, . . . , Xn].
Da K vollkommen ist, ist L = K(α) mit über K separablem α ∈ L. Sei (nach geeigneter Um-
nummerierung) q /∈ L[X1, . . . , Xn−1] und l ∈ [1, k], so dass f1, . . . , fl /∈ K[X1, . . . , Xn−1] und
fl+1, . . . , fk ∈ K[X1, . . . , Xn−1]. Sei K∗ = K(X1, . . . , Xn−1), L∗ = L(X1, . . . , Xn−1) = K∗(α)
und X = Xn. Dann ist L∗/K∗ separabel, f1, . . . , fl ∈ K∗[X] sind nach dem Gauß’schen Lemma
paarweise nicht assoziiert und irreduzibel über K∗, fl+1, . . . , fk ∈ K∗×, und q2 | f = f1 · . . . ·fl ∈
L∗[X]. Für i, j ∈ [1, l] mit i 6= j ist (fi, fj) = 1 in K∗[X], es gibt ϕ, ψ ∈ K∗[X] mit ϕfi+ψfj = 1,
und daher gibt es höchstens ein i ∈ [1, l] mit q | fi in L∗[X], etwa i = 1, und dann ist auch q2 | f1

in L∗[X]. Daher ist f1 inseparabel, char(K) = p > 0 und f1 = g(Xpe) mit irreduziblem sepa-
rablem g ∈ K∗[X] und e ∈ N. Dann ist f1 = c(Xpe − α1) · . . . · (Xpe − αm), und die Polynome
Xpe − α1, . . . , X

pe − αm ∈ L∗1[X] sind irreduzibel und paarweise nicht assoziiert. Ist q1 ∈ L∗1[X]
irreduzibel mit q1 | q, so folgt q2

1 | f1 in L∗1, ein Widerspruch!

2. Induktion nach n. Sei

f =
∑
ν≥1

aνX
ν
n mit aν ∈ K[X1, . . . , Xn−1, falls n ≥ 2, an ∈ K, falls n = 1,

und aν = 0 für fast alle ν ≥ 0. Dann ist

∂f

∂Xn
=
∑
ν≥1

νaνX
ν−1
n = 0.

FALL 1: char(K) = 0. Dann ist aν = 0 für alle ν ≥ 1. Im Falle n = 1 folgt f = a0 ∈ K. Im
Falle n ≥ 1 ist

∂a0

∂Xi
= 0 für alle i ∈ [1, n− 1]

und daher a0 ∈ K nach Induktionsvoraussetzung.
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FALL 2: char(K) = p > 0 und f /∈ K. Dann ist aν = 0 für alle ν ≥ 1 mit p - ν. Im Falle
n = 1 folgt

f = g(Xp
n) mit g =

∑
ν≥0

apνX
ν .

Im Falle n ≥ 2 ist

f =
∑
ν≥0

apνX
pν
n und

∂f

∂Xi
=
∑
ν≥0

∂apν
∂Xi

Xpν
n = 0 für alle i ∈ [1, n− 1],

also
∂apν
∂Xi

= 0 für alle ν ≥ 0 und i ∈ [1, n− 1].

Nach Induktionsvoraussetzung ist apν = bν(Xp
1 , . . . , X

p
n−1) mit bν ∈ K[X1, . . . , Xn−1] für alle

ν ≥ 0 und daher

f = g(Xp
1 , . . . , X

p
n) mit g =

∑
ν≥0

bνXn.

Ist K algebraisch abgeschlossen und char(K) = p > 0, so ist

f =
∑

i1,...,in≥0

ai1,...,inX
pi1
1 · . . . ·Xpin

n =
( ∑
i1,...,in≥0

a
1/p
i1,...,in

Xi1
1 · . . . ·X

in
n

)p
. �

Satz 0.4.7. Sei R ein faktorieller Bereich. Dann hat R[X] unendlich viele Primelemente.

Beweis. Sei K = q(R). Es genügt, zu zeigen: Es gibt unendlich viele normierte Polynome
f ∈ R[X], die über K irreduzibel sind. Ist R unendlich, so ist {X − a | a ∈ R} eine unendliche
Menge über K irreduzibler normierter Polynome. Ist R endlich, so ist R ein endlicher Körper,
und zu jedem n ∈ N gibt es einen Oberkörper L ⊃ R mit [L :R] = n. Da K vollkommen ist, ist
L/R separabel, also L = R(α) mit α ∈ R. Das Minimalpolynom von α über R ist ein normiertes
irreduzibles Polynom vom Grade n. Daher gibt es zu jedem n ∈ N ein normiertes irreduzibles
Polynom vom Grade n. �



KAPITEL 1

Ebene affine Kurven

In diesem Kapitel sei K ein Körper und K eine algebraische Hülle von K .

1.1. Definition und Beispiele

Definition 1.1.1. Für n ∈ N nennen wir An = An(K) = K
n

den n-dimensionalen affinen
Raum über K und An(K) = Kn ⊂ An die Menge der K-wertigen Punkte von An. A1 heißt
affine Gerade und A2 heißt affine Ebene über K.

Für ein Polynom f ∈ K[X,Y ] heißt V (f) = {p ∈ A2 | f(p) = 0} das Nullstellengebilde
von f . Eine Teilmenge C ⊂ A2 heißt (ebene affine) über K definierte (algebraische) Kurve,
wenn es ein f ∈ K[X,Y ] \K gibt mit C = V (f). Die Menge C(K) = C ∩K2 heißt Menge der
K-rationalen Punkte von C = C(K). Ist K ⊂ L ⊂ K ein Zwischenkörper, so ist jede über K
definierte Kurve auch über L definiert.

Eine Teilmenge L ⊂ A2 heißt über K definierte Gerade, wenn es a, b, c ∈ K gibt mit
(a, b) 6= (0, 0) und L = V (aX + bY + c). Dann ist L(K) ⊂ K2 ein eindimensionaler affiner
Teilraum im Sinne der Linearen Algebra.

Satz 1.1.2.

1. Sei p = (α, β) ∈ A2(K). Für eine Teilmenge L ⊂ A2 sind äquivalent :

(a) L ist eine über K definierte Gerade mit p ∈ L.

(b) L = V (a(X − α) + b(Y − β)) mit (a, b) ∈ (K2)•.

(c) Es gibt einen Vektor u ∈ (K2)• mit L = p+Ku.

2. Seien p, q ∈ A2(K) und p 6= q. Dann gibt es genau eine über K definierte Gerade L ⊂ A2

mit {p, q} ⊂ L, nämlich L = {sp+ tq | s, t ∈ K, s+ t = 1}.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Sei L = V (aX + bY + c) mit a, b, c ∈ K und (a, b) 6= (0, 0). Dann
ist aα+ bβ + c = 0 und daher aX + bY + c = a(X − α) + b(Y − β).

(b) ⇒ (c) Für eine Punkt (x, y) ∈ A2 ist genau dann a(x− α) + b(y − β) = 0, wenn es ein
λ ∈ K gibt mit (x− α, y − β) = λ(−b, a). Mit u = (−b, a) ∈ (K2)• folgt L = p+Ku.

(c) ⇒ (a) Seien a, b ∈ K mi u = (−b, a) ∈ (K2)•. Für einen Punkt (x, y) ∈ A2 gilt: Genau
dann ist (x, y) ∈ p + Ku, wenn es ein λ ∈ K gibt mit (x, y) = (α, β) + λ(−b, a), und das ist
genau dann der Fall, wenn ax+ by = aα+ bβ. Damit folgt p+Ku = V (aX + bY − (aα+ bβ)),
und offensichtlich ist p ∈ p+Ku.

2. Sei p = (α, β), q = (γ, δ), a = δ− β, b = α− γ und c = βγ −αδ. Dann ist (a, b) 6= (0, 0)
und aα+ bβ + c = aγ + bδ + c = 0, also {p, q} ⊂ V (aX + bY + c). Sei nun L ⊂ A2 eine über K
definierte Gerade mit {p, q} ⊂ L. Nach 1. ist L = p+Ku mit u ∈ (K2)• und daher q = p+ λu

13
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mit λ ∈ K×. Es folgt L = p+Kλ−1(q − p) = p+K(q − p) = {p+ t(q − p) | t ∈ K} und daher
L = {sp+ tq | s, t ∈ K, s+ t = 1}. �

Beispiel 1.1.3 (Kreislinie). Sei a ∈ K, fa = X2+Y 2−a2 ∈ K[X,Y ] und Ca = V (fa) ⊂ A2,
also Ca = {α, β) ∈ A2 | α2 + β2 = a2}. Ist char(K) = 2, so ist fa = (X + Y + a)2 und
Ca = V (X + Y + a) eine Gerade.

Sei nun char(K) 6= 2 und i ∈ K mit i2 = −1. Dann ist f0 = X2 + Y 2 = (X + iY )(X − iY ),
und C0 = L+ ∪ L− mit L± = V (X ± iY ) ⊂ A2. Ist i /∈ K, so ist f0 irreduzibel über K (aber
nicht absolut irreduzibel), und C0(K) = {(0, 0)}. Ist a ∈ K×, so ist fa absolut irreduzibel (Ü!),
und Ca = aC1.

Sei nun a = 1. Für k ∈ K sei Lk = V (kX + Y − 1) ⊂ A2 eine Gerader durch (0, 1). Ist
k 6= ±i, so gilt für alle (α, β) ∈ A2 :

(α, β) ∈ Lk ∩ C1 ⇐⇒ (α, β) =
( 2k

1 + k2
,
1− k2

1 + k2

)
.

Damit erhalten wir eine bijektive Abbildung

τ : K \ {±i} → C1 \ {(0,−1)} vermöge τ(k) =
( 2k

1 + k2
,
1− k2

1 + k2

)
.

Die Umkehrabbildung τ−1 : C1 \ {(0,−1)} → K \ {±i} ist gegeben durch

τ−1(α, β) =
1− β
α

, falls α 6= 0 , und τ−1(0, 1) = 0 .

Insbesondere ist auch τ |K\{±i} : K\{±i} → C1(K)\{(0,−1)} bijektiv. Im Falle K = Q erhal-
ten wir eine bijektive Abbildung Q→ {(x, y) ∈ Q2 | x2 +y2 = 1}\{(0,−1)} (Parametrisierung
der rationalen Punkte auf dem Einheitskreis).

Parametrisierung der pythagoräischen Tripel : Sei P die Menge aller Tripel (a, b, c) ∈ N3
0 mit

a2 + b2 = c2, (a, b) = 1 und 2 - b. Ist (a, b, c) ∈ P, so folgt c 6= 0, und(a
c
,
b

c

)
∈ C1(Q) ∩Q2

>0.

Daher gibt es ein k ∈ Q ∩ [0, 1] mit

a

c
=

2k

1 + k2
,

b

c
=

1− k2

1 + k2
, und es sei k =

n

m
mit m ∈ N0 , n ∈ N , (n,m) = 1 und n ≤ m.

Es folgt (m2 − n2,m2 + n2) | 2,

a

c
=

2mn

m2 + n2
,

b

c
=
m2 − n2

m2 + n2
, und wir behaupten (m2 − n2,m2 + n2) = 1 .

Wäre nämlich (m2 − n2,m2 + n2) = 2, so folgte m ≡ n ≡ 1 mod 2, m2 − n2 ≡ 0 mod 8,
m2 + n2 ≡ 2 mod 4 und 2 | b, ein Widerspruch. Also ist (m2 − n2,m2 + n2) = 1 und daher
(a, b, c) = (2mn,m2 − n2,m2 + n2). Wegen 2 - b folgt m 6≡ n mod 2, also

P ⊂ {(2mn,m2 − n2,m2 + n2) | m ∈ N0, n ∈ N, (m,n) = 1, m 6≡ n mod 2, m ≥ n},
und wir behaupten Gleichheit. Dazu ist zu zeigen: Sind mn ∈ N0, (m,n) = 1 und m 6≡ n mod 2,
so folgt (2mn,m2 − n2) = 1. (Ü!)

Weitere Spezialfälle:
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• K = R, K = C : C−1 = {(α, β) ∈ C2 | α2 + β2 = −1} = iC1 und C−1(R) = ∅.
• K = F3 = {0, 1, 2} : 2 = −1, C2(F3) = {(α, β) ∈ F2

3 | α2 + β2 = 2 } = F×3 ×F
×
3 , also

|C2(F3)| = 4, aber |C2(F 2
3)| =∞ (siehe Satz 1.2.1).

1.2. Unendlichkeit und Endlichkeit

Satz 1.2.1. Für jede Kurve C ⊂ A2 ist |C| = |A2 \ C| =∞.

Beweis. Sei C = V (f) und

f =

n∑
i=0

ai(Y )Xi ∈ K[X,Y ] \K mit n ∈ N0 , a0(Y ), . . . , an(Y ) ∈ K[Y ] und an(Y ) 6= 0 .

FALL 1 : n = 0. Dann ist f = a0(Y ) = c(Y − y1) · . . . · (Y − ym) mit c ∈ K×, m ∈ N und
y1, . . . , ym ∈ K. Ist y ∈ K \ {y1, . . . , ym}, so folgt

C = V (f) =
m⋃
j=1

K×{yj} und K×{y} ⊂ A2 \ C , also |C| = |A2 \ C| =∞ .

FALL 2 : n > 0. Die Menge N = {y ∈ K | an(y) = 0} ist endlich, und für jedes y ∈ K \N
ist die Menge M(y) = {x ∈ K | f(x, y) = 0} endlich und nicht leer. Wegen⋃
y∈K\N

M(y)×{y} ⊂ C und
⋃

y∈K\N

(K \M(y))×{y} ⊂ K \C folgt |C| = |A2 \C| =∞ . �

Satz 1.2.2. Sind f, g ∈ K[X,Y ] \K teilerfremd, so ist |V (f) ∩ V (g)| <∞.

Beweis. R1 = K[X] ist ein faktorieller Bereich, und f, g ∈ R1[Y ] sind Polynome ohne
gemeinsamen Teiler in R1[Y ] \ R1. Nach Lemma 0.2.3 gibt es p1, q1 ∈ R1[Y ] = K[X,Y ] mit
p1f + q1g = d1 ∈ R•1 = K[X]•. Aus demselben Grund gibt es Polynome p2, q2 ∈ K[X,Y ] mit
p2f + q2g = d2 ∈ K[Y ]•. Ist nun (α, β) ∈ V (f) ∩ V (g), so folgt d1(α) = d2(β) = 0 und daher
|V (f) ∩ V (g)| ≤ gr(d1)gr(d2) <∞. �

1.3. Reguläre Funktionen und Verschwindungsideale

Definition 1.3.1. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte Kurve. Eine Abbildung u : C → K
heißt eine über K definierte reguläre Funktion (auf C), wenn es ein Polynom g ∈ K[X,Y ] gibt,
so dass u(p) = g(p) für alle p ∈ C. Sei K[C] die K-Algebra der über K definierten regulären
Funktionen auf C ( bezüglich wertweiser Verknüpfung ). K[C] heißt Koordinatenring von C. Wir
betrachten die Elemente von K als konstante Abbildungen auf C und erhalten damit K ⊂ K[C].

Für ein Polynom f ∈ K[X,Y ] betrachten wir die polynomiale Abbildung f : A2 → K,
definiert durch f(α, β) = f(α, β). Da K unendlich ist, ist die Abbildung

K[X,Y ] → Abb(A2,K), f 7→ f

ein K-Algebrenisomorphismus. Wir identifizieren das Polynom f mit der Abbildung f . Dann
ist K[C] = {g � C | g ∈ K[X,Y ] }, und die Abbildung θC : K[X,Y ] → K[C], definiert durch
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θC(f) = f � C, ist ein K-Algebrenepimorphismus. Die Funktionen x = θC(X) ∈ K[C] und
y = θC(Y ) ∈ K[C] heißen die Koordinatenfunktionen von C. Es ist K[C] = K[x, y], und für
jeden Punkt p = (α, β) ∈ C ist x(p) = α und y(p) = β. Für g ∈ K[X,Y ] ist θC(g) = g(x, y), und
für alle Punkte p = (α, β) ∈ C ist θC(g)(p) = g(x, y)(p) = g(x(p), y(p)) = g(α, β). Insbesondere
folgt: Genau dann ist g � C = 0, wenn g(x, y) = 0 ∈ K[C].

Das Ideal

IK(C) = Ker(θC) = {g ∈ K[X,Y ] | g � C = 0} = {g ∈ K[X,Y ] | C ⊂ V (g)} C K[X,Y ]

heißt K-Verschwindungsideal von C. θC induziert einen K-Algebrenisomorphismus

θ∗C : K[X,Y ]/IK(C)
∼→ K[C] mit θ∗C(g + IK(C)) = g � C (wir identifizieren!).

Für Kurven C, C1 ⊂ A2 mit C ⊂ C1 ist IK(C) ⊃ IK(C1).

Satz und Definition 1.3.2. Sei f = fe11 · . . . · f
ek
k ∈ K[X,Y ] \K mit k ∈ N, paarweise

nicht-assoziierten irreduziblen Polynomen f1, . . . , fk ∈ K[X,Y ] \ K und e1, . . . , ek ∈ N. Sei
C = V (f) ⊂ A2 und f0 = f1 · . . . · fk. Dann ist f0 ∈ K[X,Y ] ein reduziertes Polynom,

C = V (f0) =
k⋃
i=1

V (fi), IK(C) = (f0) C K[X,Y ] und K[C] = K[X]/(f0) .

Insbesondere sind die Polynome f0, f1, . . . , fk durch C bis auf Faktoren aus K× eindeutig be-
stimmt.

Die durch C eindeutig bestimmten Kurven V (f1), . . . , V (fk) heißen die Komponenten von C
(über K).

Beweis. Offensichtlich ist f0 ein reduziertes Polynom. Sei p ∈ A2. Genau dann ist p ∈ C,
wenn 0 = f(p) = f1(p)e1 · . . . · fk(p)ek , wenn also fi(p) = 0 für ein i ∈ [1, k] und damit p ∈ V (fi)
ist. Daher folgt

C = V (f) = V (f0) =

k⋃
i=1

V (fi) .

Für alle p ∈ C ist f0(p) = 0, also f0 ∈ IK(C)) und daher (f0) ⊂ IK(C). Wir zeigen Gleichheit
und nehmen dazu an, es g ∈ IK(C) \ (f0), also f0 - g, und es sei f∗ ein ggT von f0 und g. Dann
ist f∗ | f0, aber f∗ 6' f0, und aus der Eindeutigkeit der Primzerlegung folgt

f∗ '
∏
i∈I

fi für eine Teilmenge I ( [1, k] .

Ist i ∈ [1, k] \ I, so folgt f1 - f∗, aber fi | f0, also fi - g. Da fi irreduzibel ist, sind fi und
g teilerfremd, und daher ist |V (fi) ∩ V (g)| < ∞. Nun ist aber V (fi) ⊂ V (f) = C ⊂ V (g)
und daher V (fi) ∩ V (g) = V (fi) unendlich, ein Widerspruch! Es ist also IK(C) = (f0) und
K[C] = K[X]/IK(C) = K[X]/(f0). �

Korollar 1.3.3. Seien f, g ∈ K[X,Y ] \K reduziert. Genau dann ist V (f) ⊂ V (g), wenn
(g) ⊂ (f) [oder f | g ].
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Beweis. Offensichtlich ist genau dann (g) ⊂ (f), wenn f | g, und dann ist V (f) ⊂ V (g),
denn aus f(p) = 0 folgt g(p) = 0 für alle p ∈ A2. Sei nun V (f) ⊂ V (g). Nach Satz 1.3.2 ist
dann

(g) = IK(V (g)) = {h ∈ K[X,Y ] | V (g) ⊂ V (h)} ⊂ {h ∈ K[X,Y ] | V (f) ⊂ V (h)}
= IK(V (f)) = (f). �

Satz 1.3.4. Sei f ∈ K[X,Y ] \K. Dann ist das Hauptideal (f) C K[X,Y ] nicht maximal.
Insbesondere ist der Koordinatenring K[C] einer über K definierten Kurve C kein Körper.

Beweis. Sei C eine über K definierte Kurve. Dann ist K[C] = K[X,Y ]/(f) mit einem
Polynom f ∈ K[X,Y ]\K. Es genügt also zu zeigen, dass (f) kein maximales Ideal ist, und dazu
können wir annehmen, dass f /∈ K[Y ].

R = K[Y ] ist ein faktorieller Bereich mit unendlich vielen Primelementen (Satz 0.4.7). Sei
f = anX

n + an−1X
n−1 + . . . + a0 ∈ R[X] = K[X,Y ] mit n ∈ N, an 6= 0, und sei p ∈ R ein

Primelement mit p - an. Wir zeigen (f) ( (f, p) ( R[X]. Wegen p /∈ (f) ist (f) ( (f, p). Wir
nehmen an, es seit (f, p) = R[X]. Dann gibt es Polynome g, h ∈ R[X] mit 1 = pg + fh. Sei
π : R[X] → R/(p)[X], g 7→ g, die natürliche Fortsetzung des Restklassenhomomorphismus auf
die Polynomringe. Dann ist 1 = f g ∈ R/(p)[X], ein Widerspruch da f ein Polynom vom Grade
n ist. �

1.4. Irreduzible Kurven und Funktionenkörper

Definition 1.4.1. Eine über K definierte Kurve C ⊂ A2 heißt

• irreduzibel (über K), wenn C keine Zerlegung C = C1 ∪C2 in über K definierte Kurven
C1, C2 ( C besitzt;

• absolut irreduzibel, wenn C über K irreduzibel ist.

Satz 1.4.2. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte Kurve.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) Es gibt keine über K definierte Kurve C1 mit C1 ( C.

(b) C ist irreduzibel über K.

(c) C = V (f) mit einem (über K) irreduziblen Polynom f ∈ K[X,Y ] \K.

(d) IK(C) ist ein Primideal von K[X,Y ].

(e) K[C] ist ein Bereich.

2. Sind C und C1 verschiedene über K definierte irreduzible Kurven, so ist |C ∩ C1| <∞.

3. C hat eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige Zerlegung C = C1∪ . . .∪Ck
in verschiedene über K definierte irreduzible Kurven C1, . . . , Ck; diese sind die Kompo-
nenten von C über K.
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Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Offensichtlich.

(b) ⇒ (c) Nach Satz 1.3.2 ist C = V (f0) mit einem reduzierten Polynom f0 ∈ K[X,Y ]\K,
und wir nehmen an, f0 sei nicht irreduzibel. Dann ist f0 = f1f2 mit f1, f1 ∈ K[X,Y ] und
(f1, f2) = 1. Es folgt C = V (f1) ∪ V (f2), also C = V (f1) oder C = V (f2), etwa C = V (f1).
Da f und f1 reduziert sind, folgt (f) = IK(C) = (f1), also f ' f1 und daher f2 ∈ K×, ein
Widerspruch.

(c) ⇒ (d) Ist C = V (f) mit einem irreduziblen Polynom f ∈ K[X,Y ] \ K, so ist (nach
Satz 1.3.2) IK(C) = (f) ein Primideal.

(d) ⇔ (e) Es ist K[C] = K[X,Y ]/IK(C).

(d) ⇒ (a) Sei C1 eine über K definierte Kurve, C1 ⊂ C, IK(C) = (f) und IK(C1) = (f1)
mit f, f1 ∈ K[X,Y ] \K. Da IK(C) ein Primideal ist, ist f irreduzibel, und wegen f � C1 = 0
ist f ∈ IK(C1), also f1 | f . Damit folgt f1 ' f und C1 = V (f1) = V (f) = C.

2. Sei C1 = V (f1) und C2 = V (f2) mit irreduziblen Polynomen f1, f2 ∈ K[X,Y ] \ K. Ist
C1 6= C2, so folgt f1 6' f2, also (f1, f2) = 1 und daher |C1 ∩ C2| <∞.

3. Die Komponenten C1, . . . , Ck von C sind k ürverschiedene über K definierte irreduzible
Kurven mit C = C1 ∪ . . . ∪ Ck. Daher genügt es, die Eindeutigkeit zu zeigen.

Sei l ∈ N und C = C ′1 ∪ . . . ∪ C ′l eine Zerlegung von C in verschiedene über K definierte
irreduzible Kurven. Für i ∈ [1, k] ist Ci = (C ′1∩Ci)∪. . .∪(C ′l∩Ci). Daher gibt es ein j ∈ [1, l] mit
|C ′j∩Ci| =∞, also C ′j = Ci nach 2., und daher ist j durch i eindeutig bestimmt. Es gibt also eine

Abbildung π : [1, k]→ [1, l], so dass C ′π(i) = Ci für alle i ∈ [1, k]. Ebenso gibt es eine Abbildung

π′ : [1, l]→ [1, k], so dass Cπ′(j) = C ′j für alle j ∈ [1, l]. Für alle i ∈ [1, k] ist Cπ′◦π(i) = C ′π(i) = Ci,

also π′◦π(i) = i und daher π′◦π = id[1,k]. Ebenso ist π◦π′ = id[1,l]. Es folgt l = k, π ∈ Sk, und
C ′π(i) = Ci für alle i ∈ [1, k]. �

Definition 1.4.3. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte irreduzible Kurve. Dann ist K[C] ein
Bereich; sein Quotientenkörper K(C) = q(K[C]) heißt Funktionenkörper von C über K, seine
Elemente heißen (über K definierte) rationale Funktionen auf C.

Sei IK(C) = (f) mit irreduziblem f ∈ K[X,Y ] \K und γ ∈ K(C). Dann ist

γ =
ϕ

ψ
=
g + (f)

h+ (f)
mit g, h ∈ K[X,Y ] , h /∈ (f) , ϕ = g+(f) ∈ K[C] und ψ = h+(f) ∈ K[C] .

Da K[C] im Allgemeinen nicht faktoriell ist, ist diese Bruchdarstellung nicht eindeutig. Ist
γ ∈ K(C) und p ∈ C, so heißt γ regulär in p, wenn es g, h ∈ K[X,Y ] gibt mit h(p) 6= 0 und

γ =
g + (f)

h+ (f)
. Dann heißt γ(p) =

g(p)

h(p)
∈ K der Wert von γ an der Stelle p.

γ(p) hängt nur von γ und p und nicht von der Bruchdarstellung von γ ab. Da f irreduzibel ist,
ist genau dann h /∈ (f), wenn h und f teilerfremd sind. Daher ist die Menge

{p ∈ C | h(p) = 0} = V (f) ∩ V (h)

endlich und γ in fast allen Punkten von C regulär.
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Satz 1.4.4. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte irreduzible Kurve, und IK(C) = (f) mit
f ∈ K[X,Y ]. Seien x, y ∈ K[C] die Koordinatenfunktionen von C. Dann ist K(C) = K(x, y),
f(x, y) = 0, und die Körpererweiterung K(C)/K ist transzendent.

Ist x transzendent über K, so ist y algebraisch über K(x). Ist c ∈ K[x]• der höchste Koef-
fizient des Polynoms f(x, Y ) ∈ K(x)[Y ], so ist c−1f(x, Y ) ∈ K(x)[Y ] das Minimalpolynom
von y über K(x). Ist f absolut irreduzibel, so ist K relativ algebraisch abgeschlossen in K(C).

Beweis. Nach Definition ist K[C] = K[x, y], also K(C) = K(x, y), und f(x, y) = 0. Ange-
nommen, K(x, y)/K sei algebraisch. Dann gibt es ein g ∈ K[X] \K mit g(x) = g(y) = 0. Für
alle p = (α, β) ∈ C ist dann 0 = g(x)(p) = g(α) und 0 = g(y)(p) = g(β). Damit folgt |C| < ∞,
ein Widerspruch zu Satz 1.2.1.

Sei nun x transzendent über K. Dann ist f ∈ K[X,Y ] \ K[X] [ denn aus f ∈ K[X] folgt
f(x) = f(x, y) = 0 ]. Es ist K[x] ∼= K[X], K[X,Y ] ∼= K[x, Y ] = K[x][Y ], f(x, Y ) ∈ K[x][Y ]
ist irreduzibel über K[x], also nach dem Gauß’schen Lemma auch über K(x), und f(x, y) = 0.
Dann ist c−1f(x, Y ) ∈ K(x)[Y ] normiert und irreduzibel, und c−1f(x, y) = 0. Daher ist f(x, Y )
das Minimalpolynom von y über K(x), und [K(x, y) :K(x)] = gr(f(x, Y )) = grY (f).

Sei nun C (also auch f) absolut irreduzibel und K̃ der relative algebraische Abschluss von K

in K(C). Dann ist f irreduzibel über K̃, x ist transzendent über K̃, K(C) = K̃(x, y), f(x, Y )

ist irreduzibel über K̃[x], also auch über K̃(x), und f(x, y) = 0. Daher ist c−1f(x, Y ) ∈ K̃(x)[Y ]

auch das Minimalpolynom von y über K̃(x), es folgt [K(C) :K̃(x)] = grY (f), und

grY (f) = [K(x, y) :K(x)] = [K(x, y) :K̃(x)] [K̃(x) :K(x)] = grY (f)[K̃ :K],

also [K̃ :K] = 1 und daher K̃ = K. �

Beispiel 1.4.5. Sei K = R und C = V (X2 + Y 2) ⊂ C2. Dann ist C eine über R irreduzible
Kurve, aber nicht absolut irreduzibel. Sind x, y ∈ R[C] die Koordinatenfunktionen von C, so ist
R(C) = R(x, y), x2 + y2 = 0, x−1y ∈ R(C), und wegen 1 + (x−1y)2 = 0 ist x−1y /∈ R, aber
algebraisch über R.

Definition 1.4.6. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte irreduzible Kurve und p ∈ C. Dann
heißt

Op(C) = Op,K(C) = {γ ∈ K(C) | γ ist regulär in p }
der lokale Ring von C in p über K, und

Mp(C) =Mp,K(C) = {γ ∈ Op(C) | γ(p) = 0 }

das maximale Ideal von C in p über K.

Definition 1.4.7 (Ringtheorie). Ein Ring R heißt lokal, wenn R \ R× ein Ideal ist. Dann
ist m = R \R× das größte echte Ideal von R und das einzige maximale Ideal von R. Der Körper
k = R/m heißt Restklassenkörper von R .

Satz 1.4.8. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte (über K) irreduzible Kurve, p = (α, β) ∈ C,
IK(C) = (f), und seien x, y ∈ K[C] die Koordinatenfunktionen von C.
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1. Op(C) ist eine lokale K-Algebra mit maximalem Ideal Mp(C), es ist K[C] ⊂ Op(C),
Mp(C) ∩K[C] ist ein maximales Ideal von K[C], und die Einlagerung K[C] ↪→ Op(C)

induziert einen Isomorphismus K[C]/Mp(C) ∩K[C]
∼→ Op(C)/Mp(C).

2. Die Abbildung πp : Op(C)→ K, definiert durch πp(γ) = γ(p), ist ein K-Algebrenhomo-
morphismus mit Kern Ker(πp) =Mp(C) und Bild

Bi(πp) = K(α, β) = K[α, β] = πp(K[C]) ∼= K[C]/K[C] ∩Mp(C) ∼= Op(C)/Mp(C).

Wir identifizieren: K[C]/K[C] ∩Mp(C) = Op(C)/Mp(C) = K(α, β).

3. Ist p ∈ C(K), so ist Mp(C) = Op(C)(x− α, y − β) C Op(C).

Beweis. 1. und 2. Sei λ ∈ K, und für i ∈ {1, 2} sei γi ∈ Op(C),

γi =
ϕi
ψi
∈ Op(C) mit ϕi, ψi ∈ K[C] und ψi(p) 6= 0 .

Dann ist (ψ1ψ2)(p) = ψ1(p)ψ2(p) 6= 0,

λγ1 =
λϕ1

ψ1
∈ Op(C) , γ1 + γ2 =

ϕ1ψ2 + ϕ2ψ1

ψ1ψ2
∈ Op(C) und γ1γ2 =

ϕ1ϕ2

ψ1ψ2
∈ Op(C),

(λγ1)(p) = λγ1(p) , (γ1 + γ2)(p) = γ1(p) + γ2(p) und (γ1γ2)(p) = γ1(p)γ2(p) .

Daher ist Op(C) ⊂ K(C) eine K-Unteralgebra, und πp ist ein K-Algebrenhomomorphismus. Ist
ϕ ∈ K[C], so ist

ϕ =
ϕ

1
∈ Op(C) , also K[C] ⊂ Op(C) .

Wegen Mp(C) = {γ ∈ Op(C) | γ(p) = 0} = Ker(πp) ist Mp(C) ein Ideal von Op(C). Ist
γ ∈ Op(C) so folgt

γ =
ϕ

ψ
mit ϕ, ψ ∈ K[C] , ϕ(p) 6= 0 , und aus γ /∈Mp(C) folgt ψ(p) 6= 0 , also

ψ

ϕ
∈ Op(C) .

Daher ist Op(C) \Mp(C) ⊂ Op(C)×, und da die umgekehrte Inklusion offensichtlich ist, folgt
Mp(C) = Op(C) \ Op(C)×. Daher ist Op(C) ein lokaler Bereich mit maximalem Ideal Mp(C)
und πp(Op(C) ∼= Op(C)/Mp(C) ein Körper. Wegen

πp(K[C]) = K[πp(x), πp(y)] = K[α, β] = K(α, β)

ist πp(K[C]) = K(α, β). Daher ist Ker(πp |K[C]) = K[C] ∩Mp(C) ein maximales Ideal von
K[C], und K[C]/K[C] ∩Mp(C) ∼= K(α, β).

3. Ist p ∈ C(K), so ist (α, β) ∈ K2. Sei γ ∈ Op(C),

γ =
g(x, y)

h(x, y)
mit g, h ∈ K[X,Y ] und h(p) = h(α, β) 6= 0 .

Sei g = c+ (X − α)g1 + (Y − β)g2 mit c ∈ K und g1, g2 ∈ K[X,Y ]. Dann folgt

γ =
g(x, y)

h(x, y)
=

c

h(x, y)
+ (x− α)

g1(x, y)

h(x, y)
+ (y − β)

g2(x, y)

h(x, y)
∈ c

h(x, y)
+ Op(C)(x− α, y − β).

Genau dann ist γ ∈Mp(C), wenn c = 0 und daher γ ∈ Op(C)(x− α, y − β). �



KAPITEL 2

Ebene projektive Kurven

Im ganzen Kapitel sei K ein Körper und K eine algebraische Hülle von K .

2.1. Homogene Polynome

Definition 2.1.1. Sei n ∈ N. Ein Polynom F ∈ K[X1, . . . , Xn] heißt homogen oder eine
Form vom Grade d ∈ N0, wenn

F =
∑

i1,...,in≥0
i1+...+in=d

ci1,...,inX
i1
1 · . . . ·X

in
n mit Koeffizienten ci1,...,in ∈ K.

Insbesondere ist F = 0 homogen vom Grade d für jedes d ∈ N0. Ist F ∈ K[X1, . . . , Xn]•

eine Form vom Grade d, so ist gr(F ) = d. Ist T eine weitere Unbestimmte über K, so folgt
F (TX1, . . . , TXn) = T dF (X1, . . . , Xn), und

n∑
i=1

Xi
∂F

∂Xi
= dF .

Für alle (i1, . . . , in) ∈ Nn0 ist die modifizierte höhere Ableitung fi1,...,in homogen vom Grade
d− (i1 + . . .+ in). Daher folgt ordλp(f) = ordp(f) für jeden Punkt p ∈ Kn und λ ∈ K×.

Jedes Polynom f ∈ K[X1, . . . , Xn]• mit gr(f) = d ∈ N0 hat eine eindeutige Darstellung

f = f0 + f1 + . . .+ fd mit Formen fi vom Grade i für alle i ∈ [0, d] und fd 6= 0.

Man nennt fi die i-te homogene Komponente und fd die Leitform von f .

Lemma 2.1.2. Seien f, g ∈ K[X1, . . . , Xn]•. Genau dann ist fg homogen, wenn f und g
beide homogen sind.

Beweis. Sei f = fd1 + fd1+1 + . . .+ fd und g = ge1 + ge1+1 + . . .+ ge mit d1, d, e1, e ∈ N0,
d1 ≤ d, e1 ≤ e, Formen fi vom Grade i und gj vom Grade j für alle i ∈ [d1, d] und alle j ∈ [e1, e],
fd1fd 6= 0 und ge1ge 6= 0. Dann ist

fg =

d+e∑
j=d1+e1

hj mit Formen hj vom Grade j für alle j ∈ [d1 + e1, d+ e],

hd1+e1 = fd1ge1 6= 0 und hd+e = fdge 6= 0. Genau dann ist fg homogen, wenn d1 + e1 = d + e,
und das ist äquivalent mit d = d1 und e = e1, also der Homogenität von f und g. �

21
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Lemma 2.1.3. Seien m, n ∈ N, d, e ∈ N0, sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] eine Form vom Grade
d, und seien G1, . . . , Gn ∈ K[Y1, . . . , Ym] Formen vom Grade e. Dann ist F (G1, . . . , Gm) eine
Form vom Grade de.

Beweis. Für alle (d1, . . . , dn) ∈ Nn0 mit d1 + . . .+ dn = d ist Gd11 · . . . ·Gdnn eine Form vom
Grade d. Damit folgt die Behauptung. �

Satz 2.1.4. Sei F ∈ K[X,Y ] \K eine Form vom Grade d. Dann ist

F =
d∏
i=1

(αiX + βiY ) mit α1, β1, . . . , αd, βd ∈ K.

Ist auch

F =

d∏
i=1

(α′iX + β′iY ) mit α′1, β
′
1, . . . , α

′
d, β

′
d ∈ K,

so gibt es eine Permutation σ ∈ Sd und λ1, . . . , λd ∈ K, so dass (α′i, β
′
i) = (λασ(i), λβσ(i)) für

alle i ∈ [1, d].

Beweis. Sei

F =

k∑
i=0

aiX
iY d−i mit k ∈ [0, d], ai, . . . , ak ∈ K, ak 6= 0,

und

F̃ =
k∑
i=0

aiT
i = ak

k∏
i=1

(T − ξi) mit ξ1, . . . , ξk ∈ K.

Dann folgt

F = Y d
k∑
i=0

ai

(X
Y

)i
= Y dF̃

(X
Y

)
= akY d

k∏
i=1

(X
Y
− ξi

)
= akY

d−k
k∏
i=1

(X − ξiY ).

Insbesondere hat f die angegebene Gestalt. Die restliche Behauptung folgt aus der Eindeutigkeit
der Primelementzerlegung in K[X,Y ]. �

2.2. Ebene projektive Kurven

Definition 2.2.1. Sei n ∈ N0. Unter dem n-dimensionalen projektiven Raum Pn = Pn(K)
über K versteht man die Menge aller eindimensionalen Untervektorräume von Kn+1. Es ist
|P0| = 1, P1 heißt projektive Gerade, und P2 heißt projektive Ebene über K.

Für einen Vektor x = (x1, . . . , xn+1) ∈ (Kn+1)• sei [x] = (x1 : . . . : xn+1) = Kx ∈ Pn.
Man nennt dann x einen homogenen Koordinatenvektor des (projektiven) Punktes [x] ∈ Pn.
Für x, x′ ∈ (Kn+1)• ist genau dann [x] = [x′], wenn es ein λ ∈ K× gibt mit x′ = λx. Für
i ∈ [1, n+ 1] heißt

Pn(i) = {(x1 : . . . :xn+1) ∈ Pn | xi 6= 0} = {(x1 : . . . :xn+1) ∈ Pn | xi = 1}
das i-te affine Stück von Pn. Für jedes i ∈ [1, n+ 1] ist die Abbildung

ιi : An → Pn(i) , definiert durch ιi(x1, . . . , xn) = (x1 : . . . :xi−1 :1 :xi : . . . :xn) ,
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bijektiv, und

Pn =
n+1⋃
i=1

Pn(i) .

Man nennt Pn(K) = {[x] ∈ Pn | x ∈ (Kn+1)•} die Menge der K-wertigen Punkte von Pn.
Offensichtlich ist ιi(An(K)) = Pn(i) ∩ Pn(K) für alle i ∈ [1, n+ 1].

Definition 2.2.2. Sei n ∈ N und F ∈ K[X] = K[X1, . . . , Xn] eine Form. Ein Punkt
p = [p] ∈ Pn mit p ∈ (Kn+1)• heißt Nullstelle von F , wenn F (p) = 0. Diese Definition hängt
nur von p und nicht vom homogenen Koordinatenvektor p ab. Ist nämlich p′ = λp mit λ ∈ K×
und F vom Grade d, so folgt F (p′) = λdF (p), also F (p′) = 0 genau dann, wenn F (p) = 0. Ist
p Nullstelle von F , so schreiben wir F (p) = 0, andernfalls F (p) 6= 0

Definition 2.2.3. Sei F ∈ K[X,Y, Z] eine Form. Die Menge V+(F ) = {p ∈ P2 | F (p) = 0}
heißt projektives Nullstellengebilde von F . Eine Teilmenge Γ ⊂ P2 heißt eine über K definierte
(ebene) projektive (algebraische) Kurve, wenn Γ = V+(F ) mit einer Form F ∈ K[X,Y, Z] \K.
Die Menge Γ(K) = Γ ∩ P2(K) heißt Menge der K-rationalen Punkte von Γ.

Eine Teilmenge Λ ⊂ P2 heißt eine (über K definierte) projektive Gerade, wenn

Λ = V+(aX + bY + cZ) mit (a, b, c) ∈ (K3)•.

Satz und Definition 2.2.4.

1. Für i ∈ {1, 2} sei Λi = V+(aiX + biY + ciZ) ⊂ P2 mit (ai, bi, ci) ∈ (K3)•, und

r = rg

(
a1 b1 c1

a2 b2 c2

)
.

Ist r = 1, so ist Λ1 = Λ2. Ist r = 2, so ist Λ1 ∩ Λ2 = {p} mit p ∈ P2(K). p heißt
Schnittpunkt von Λ1 und Λ2.

2. Seien p = [p], q = [q] ∈ P2(K) mit p, q ∈ (K3)• und p 6= q. Dann gibt es genau eine
über K definierte projektive Gerade Λ ⊂ P2 mit {p, q} ⊂ Λ, nämlich

Λ = {[sp + tq] | (s, t) ∈ (A2)•}.
Die Abbildung φ : P1 → Λ, definiert durch φ(s : t) = [sp + tq] für alle (s, t) ∈ (A2)•, ist
bijektiv, und φ(P1(K)) = Λ(K). Λ heißt Verbindungsgerade von [p] und [q].

Beweis. 1. Im Falle r = 1 gibt es ein λ ∈ K× mit (a2, b2, c2) = (λa1, λb1, λc1), und daher
ist Λ1 = Λ2.

Sei r = 2 und p = (p1, p2, p3) ∈ (K3)•. Genau dann ist [p] ∈ Λ1 ∩ Λ2, wenn p eine Lösung
des linearen Gleichungssystems aip1 + bip2 + cip3 = 0 für i ∈ {1, 2} ist. Für jeden Körper
K ′ mit K ⊂ K ′ ⊂ K ist die Lösungsmenge dieses linearen Gleichungssystems über K ′ ein 1-
dimensionaler K ′-Vektorraum. Ist nun p0 ∈ (K3)• eine Lösung des Gleichungssystems, so folgt
Λ1 ∩ Λ2 = {[p] ∈ P2 | p ∈ Kp0} = [p0] ∈ P2(K).

2. Sei p = (p1, p2, p3) und q = (q1, q2, q3). Wegen [p] 6= [q] ist

rg

(
p1 p2 p3

q1 q2 q3

)
= 2 .
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Für (a, b, c) ∈ (K3)• ist genau dann {[p], [q]} ⊂ V+(aX + bY + cZ), wenn (a, b, c) das lineare
Gleichungssystem ap1 +bp2 +cp3 = aq1 +bq2 +cq3 = 0 erfüllt. Die Lösungsmenge dieses linearen
Gleichungssystems über K ist ein 1-dimensionaler K-Vektorraum. Ist daher (a, b, c) ∈ (K3)• eine
Lösung dieses linearen Gleichunssystems, so ist Λ = V+(aX+ bY + cZ) ist die einzige projektive
Gerade mit {[p], [q]} ⊂ Λ.

Ist z = (z1, z2, z3) ∈ (K3)•, so ist genau dann [z] ∈ Λ, wenn az1 + bz2 + cz3 = 0. Die
Lösungsmenge W dieser homogenen Gleichung über K ist ein 2-dimensionaler K-Vektorraum.

Wegen {p, q} ⊂W ist W = {sp + tq | (s, t) ∈ K2} und daher Λ = {[sp + tq] | (s, t) ∈ (K
2
)•}.

Es bleibt zu zeigen: Sind (s, t), (s′, t′) ∈ (K2)•, so ist genau dann [sp+tq] = [s′p+t′q], wenn
(s : t) = (s′ : t′). Ist (s : t) = (s′ : t′), so gibt es eine λ ∈ K×, so dass s′ = λs und t′ = λt. Dann ist
s′p + t′q = λ(sp + tq) und daher [sp + tq] = [s′p + t′q]. Ist umgekehrt [sp + tq] = [s′p + t′q],
so gibt es ein λ ∈ K×, so dass s′p + t′q = λ(sp + tq). Aus der linearen Unabhängigkeit von p
und q folgt s′ = λs und t′ = λt, also (s : t) = (s′ : t′). �

Beispiel 2.2.5.
1. Wir betrachten die projektive Ebene P2 = P2(1) ∪ P2(2) ∪ P2(3) gemeinsam mit ihren

drei affinen Stücken.

• P2(1) = {(1 : y : z) | (y, z) ∈ A2} = P2 \ V+(X). Identifiziert man P2(1) mit A2 vermöge
(1 : y : z) = (y, z), so nennt man A2 die affine (y, z)-Ebene von P2 und V+(X) die
Ferngerade der (y, z)-Ebene.

Sei nun Λ = V+(aX + bY + cZ) ⊂ P2 mit (a, b, c) ∈ (K3)•, und sei Λ 6= V+(X), also
(b, c) 6= (0, 0). Dann ist

L = Λ ∩ P2(1) = {(y, z) ∈ A2 | a+ by + cz = 0} = V (a+ bY + cZ) ⊂ A2

das erste affine Stück von Λ, und

Λ \ L = Λ ∩ V+(X) = {(0 :y :z) ∈ P2 | by + cz = 0} = {(0 :−c :b)} .
Man nennt den Punkt (0 : −c : b) ∈ V+(X) den Fernpunkt der Geraden L bei der
Einbettung A2 = P2(1) ⊂ P2.

Ist umgekehrt p ∈ V+(X), so gibt es ein Paar (b, c) ∈ (K2)• mit p = (0 :−c : b), und
dann ist B(p) = {V (λ+ bY + cZ) | λ ∈ K} die Menge aller Geraden in A2 = P2(1) mit
Fernpunkt p. Man nennt B(p) die durch den Fernpunkt p bestimmte Parallelenschar von
A2 = P2(1). Die Zuordnung p 7→ B(p) definiert eine Bijektion von der Menge V+(X) der
Fernpunkte von A2 = P2(1) ⊂ P2 auf die Menge der Parallelenscharen von A2 = P2(1).

• P2(2) = {(x : 1 : z) | (x, z) ∈ A2} = P2 \ V+(Y ). Identifiziert man P2(2) mit A2 vermöge
(x : 1 : z) = (x, z), so nennt man A2 die affine (x, z)-Ebene von P2 und V+(Y ) die
Ferngerade der (x, z)-Ebene.

Sei nun Λ = V+(aX + bY + cZ) ⊂ P2 mit (a, b, c) ∈ (K3)•, und sei Λ 6= V+(Y ), also
(a, c) 6= (0, 0). Dann ist

L = Λ ∩ P2(2) = {(x, z) ∈ A2 | ax+ b+ cz = 0} = V (aX + b+ cZ) ⊂ A2

das zweite affine Stück von Λ, und

Λ \ L = Λ ∩ V+(Y ) = {(x :0 :z) ∈ P2 | ax+ cz = 0} = {(−c :0 :a)} .
Man nennt den Punkt (−c : 0 : a) ∈ V+(Y ) den Fernpunkt der Geraden L bei der
Einbettung A2 = P2(2) ⊂ P2.
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Ist umgekehrt p ∈ V+(Y ), so gibt es ein Paar (a, c) ∈ (K2)• mit p = (−c : 0 :a), und
dann ist B(p) = {V (aX + λ+ cZ) | λ ∈ K} die Menge aller Geraden in A2 = P2(2) mit
Fernpunkt p. Man nennt B(p) die durch den Fernpunkt p bestimmte Parallelenschar von
A2 = P2(2). Die Zuordnung p 7→ B(p) definiert eine Bijektion von der Menge V+(X) der
Fernpunkte von A2 = P2(2) ⊂ P2 auf die Menge der Parallelenscharen von A2 = P2(2).

• P2(3) = {(x : y : 1) | (x, y) ∈ A2} = P2 \ V+(Z). Identifiziert man P2(3) mit A2 vermöge
(x : y : 1) = (x, y), so nennt man A2 die affine (x, y)-Ebene von P2 und V+(Z) die
Ferngerade der (x, y)-Ebene.

Sei nun Λ = V+(aX + bY + cZ) ⊂ P2 mit (a, b, c) ∈ (K3)•, und sei Λ 6= V+(Z), also
(a, b) 6= (0, 0). Dann ist

L = Λ ∩ P2(3) = {(x, y) ∈ A2 | ax+ by + c = 0} = V (aX + bY + c) ⊂ A2

das dritte affine Stück von Λ, und

Λ \ L = Λ ∩ V+(Z) = {(x :y :0) ∈ P2 | ax+ by = 0} = {(−b :a :0)} .
Man nennt den Punkt (−b : a : 0) ∈ V+(Z) den Fernpunkt der Geraden L bei der
Einbettung A2 = P2(3) ⊂ P2.

Ist umgekehrt p ∈ V+(Z), so gibt es ein Paar (a, b) ∈ (K2)• mit p = (−b :a : 0), und
dann ist B(p) = {V (aX + bY + λ) | λ ∈ K} die Menge aller Geraden in A2 = P2(3) mit
Fernpunkt p. Man nennt B(p) die durch den Fernpunkt p bestimmte Parallelenschar von
A2 = P2(3). Die Zuordnung p 7→ B(p) definiert eine Bijektion von der Menge V+(X) der
Fernpunkte von A2 = P2(3) ⊂ P2 auf die Menge der Parallelenscharen von A2 = P2(3).

2. Sei F = Y 2Z − X3 ∈ K[X,Y, Z] und Γ = V+(F ) ⊂ P2. Für i ∈ {1, 2, 3} nennt man
Ci = Γ ∩ P2(i) ⊂ A2 das i-te affine Stück von Γ. Die Punkte in Γ \ Ci heißen Fernpunkte von
Ci. Im Detail :

• C1 = {(y, z) ∈ A2 | y2z − 1 = 0} = V (Y 2Z − 1) ⊂ A2, und Γ \C1 = {(0 :1 :0), (0 :0 :1)}.
• C2 = {(x, z) ∈ A2 | z − x3 = 0} = V (Z −X3) ⊂ A2, und Γ \ C2 = {(0 :0 :1)}.
• C3 = {(x, y) ∈ A2 | y2 − x3 = 0} = V (Y 2 −X3) ⊂ A2, und Γ \ C3 = {(0 :1 :0)}.

2.3. Projektiver Abschluss

Konvention. Im Folgenden identifizieren wir An mit dem affinen Stück Pn(n+ 1) vermöge
ιn+1. Dann ist An ⊂ Pn, (x1, . . . , xn) = (x1 : . . . :xn :1) für alle (x1, . . . , xn) ∈ An, und

Pn = An ∪ {(x1 : . . . :xn :0) | (x1, . . . , xn) ∈ (Kn)•}.
Man nennt die Punkte von An die endlichen Punkte und die von Pn \ An die Fernpunkte von
An. Insbesondere ist P1 = A1∪{(1 :0} und P2 = A2∪H∞ mit H∞ = {(x :y :0) | (x, y) ∈ (K2)•}.
Man nennt (1:0) den Fernpunkt von A1 und H∞ die Ferngerade von A2.

Definition 2.3.1.

1. Sei f ∈ K[X,Y ], gr(f) = d ∈ N0 und f = f0 + f1 + . . .+ fd mit Formen fi vom Grade
i für alle i ∈ [0, d] und fd 6= 0. Dann heißt

f∗ =
d∑
i=0

Zd−ifi(X,Y ) = Zdf
(X
Z
,
Y

Z

)
∈ K[X,Y, Z]



26 2. EBENE PROJEKTIVE KURVEN

die Homogenisierung von f .

2. Für eine Form F ∈ K[X,Y, Z] heißt F∗ = F (X,Y, 1) ∈ K[X,Y ] die Dehomogenisierung
von F .

Lemma 2.3.2. Seien F, G ∈ K[X,Y, Z]• Formen, f, g ∈ K[X,Y ]• und c ∈ K×.

1. f∗ ist eine Form, gr(f∗) = gr(f), und Z - f∗.
2. c∗ = c∗ = c, (fg)∗ = f∗g∗, (FG)∗ = F∗G∗, (F +G)∗ = F∗ +G∗, und (f∗)∗ = f .

3. Ist r ∈ [0, gr(F )] maximal mit Zr |F , so ist gr(F∗) = gr(F )− r, und F = Zr (F∗)
∗.

4. Sei f = fe11 · . . . · ferr mit r ∈ N, paarweise nicht-assoziierten irreduziblen Polynomen
f1, . . . , fr ∈ K[X,Y ] und e1, . . . , er ∈ N. Dann ist f∗ = f∗e11 ·. . .·f∗err , und f∗1 , . . . , f

∗
r sind

paarweise nicht-assoziierte irreduzible Formen in K[X,Y, Z]. Insbesondere ist f genau
dann irreduzibel, wenn f∗ irreduzibel ist.

5. Sei Z - F und F = F e11 · . . . · F err mit r ∈ N, paarweise nicht-assoziierten irreduziblen
Formen F1, . . . , Fr ∈ K[X,Y, Z] und e1, . . . , er ∈ N. Dann ist F∗ = F e11∗ · . . . · F err∗ , und
F1∗, . . . , Fr∗ sind paarweise nicht-assoziierte irreduzible Polynome in K[X,Y ]. Insbeson-
dere ist F genau dann irreduzibel, wenn F∗ irreduzibel ist.

Beweis. 1. und 2. Trivial.

3. Sei F = ZrG mit r ∈ [0, gr(F )], einer Form G ∈ K[X,Y, Z], so dass Z - G, und sei
d = gr(G). Dann ist

G =

d∑
i=0

Zd−iGi(X,Y ) mit Formen Gi ∈ K[X,Y ] vom Grade i für alle i ∈ [0, d] und Gd 6= 0.

Es folgt

G∗ =

d∑
i=0

Gi(X,Y ), also gr(G∗) = d und (G∗)
∗ = G.

Somit erhalten wir F∗ = G∗, gr(F∗) = d = gr(F )− r und Zr(F∗)
∗ = Zr(G∗)

∗ = ZrG = F .

4. Nach 2. genügt es, zu zeigen: 1) Ist f ∈ K[X,Y ]\K irreduzibel, so ist auch f∗ irreduzibel;
2) Sind f, g ∈ K[X,Y ] \K, so ist genau dann f ' g, wenn f∗ ' g∗.

1) Sei f ∈ K[X,Y ]\K irreduzibel und f∗ = GH mit Formen G, H ∈ K[X,Y, Z]\K. Wegen
Z - f∗ folgt f = (f∗)∗ = G∗H∗, gr(G∗) = gr(G) ≥ 1 und gr(H∗) = gr(H) ≥ 1, im Widerspruch
zur Irreduzibilität von f .

2) Für c ∈ K× ist genau dann f = cg, wenn f∗ = cg∗.

5. Nach 2. genügt es, zu zeigen: 1) Ist F ∈ K[X,Y, Z]\K irreduzibel und Z - F , so ist auch
F∗ irreduzibel; 2) Sind F, G ∈ K[X,Y, Z] \K, so ist genau dann F ' G, wenn F∗ ' G∗.

1) Sei F ∈ K[X,Y, Z]\K irreduzibel, Z - F und F∗ = gh mit Polynomen g, h ∈ K[X,Y ]\K.
Dann folgt F = (F∗)

∗ = g∗h∗, gr(g∗) = gr(g) ≥ 1 und gr(h∗) = gr(h) ≥ 1, im Widerspruch zur
Irreduzibilität von F .

2) Für c ∈ K× ist genau dann F = cG, wenn F∗ = cG∗. �

Definition 2.3.3. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte Kurve, f ∈ K[X,Y ] und IK(C) = (f).
Dann heißt C = V+(f∗) ⊂ P2 der projektive Abschluss von C (diese Definition ist unabhängig
von der Wahl von f). Die Punkte p ∈ C \ C heißen Fernpunkte von C.
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Satz 2.3.4. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte Kurve, IK(C) = (f) mit f ∈ K[X,Y ] und
f = f0 + . . . + fd mit d ∈ N, Formen fi vom Grade i für alle i ∈ [0, d], und fd 6= 0. Dann ist
C = C ∩ A2, und C \ C = {(α :β :0) ∈ P2 | (α, β) ∈ V (fd)

•} = C ∩ V+(Z) ist endlich.

Beweis. Sei p = (α, β) = (α :β : 1) ∈ A2. Dann ist f(p) = f(α, β) = f∗(α, β, 1), also genau
dann p ∈ C, wenn p ∈ C. Damit folgt C = C ∩ A2.

Ist p = (α : β : 0) ∈ P2 \ A2 mit (α, β) ∈ (K2)•, so ist genau p ∈ C, wenn f∗(α, β, 0) = 0.
Wegen f∗ = Zdf0 + Zd−1f1 + . . .+ Zfd−1 + fd ist f∗(α, β, 0) = fd(α, β), also

C \ C = {(α :β :0) | (α, β) ∈ (K2)•}, fd(α, β) 6= 0}
= {(α :1 :0) | α ∈ K, fd(α, 1) = 0} ∪ {(1 :β :0) | α ∈ K, fd(1, β) = 0}.

C \ C ist endlich, denn aus

fd =
d∑
i=0

ciX
iY d−i 6= 0 folgt fd(X, 1) =

d∑
i=0

ciX
i 6= 0 und fd(1, Y ) =

d∑
i=0

ciY
d−i 6= 0. �

Korollar 2.3.5.

1. Sei L = V (aX + bY + c) ⊂ A2 eine Gerade mit (a, b, c) ∈ K3 und (a, b) 6= (0, 0). Dann
ist L = V+(aX + bY + cZ) ⊂ P2 und L \ L = {(b :−a :0)}.

2. Sei Λ = V+(aX + bY + cZ) ⊂ P2 eine projektive Gerade mit (a, b, c) ∈ (K3)•. Genau
dann ist Λ 6= V+(Z), wenn (a, b) 6= (0, 0), und dann ist Λ ∩ A2 = V (aX + bY + c).

Beweis. Trivial. �

Beispiel 2.3.6 (Kreislinie). Sei char(K) 6= 2 und i ∈ K mit i2 = −1. Sei m = (u0, v0) ∈ A2,
a ∈ K, und

Cm,a = {(u, v) ∈ A2 | (u− u0)2 + (v − v0)2 = a2} = V
(
(X − u0)2 + (Y − v0)2 − a2

)
⊂ A2

die Kreislinie mit Radius a und Mittelpunkt m. Dann ist

Cm,a = V+

(
(X − u0Z)2 + (Y − v0Z)2 − a2Z2

)
⊂ P2,

und

Cm,a \ Cm,a = {(u :v :0) | (u, v) ∈ (K2)•, u2 + v2 = 0} = {(1 :±i :0)}
besteht aus den beiden “absoluten Kreispunkten”, die allen Kreisen gemeinsam sind.

Spezialfall C1 = C0,1 = {(u, v) ∈ A2 | u2 + v2 = 1}. Sei

τ : P1 → C1 definiert durch τ(k : l) = (2lk : l2 − k2 : l2 + k2),

und sei τ = τ |A1. Dann ist τ(k) = τ(k :1) = (2k : 1− k2 : 1 + k2). Im Falle k 6= ±i folgt

τ(k) =
( 2k

1 + k2
,
1− k2

1 + k2

)
, und τ |A1 \ {±i} : A1 \ {±i} → C1 \ {(0,−1)} ist bijektiv

nach 1.1.3.2. Wegen τ(i) = (2i : 2 : 0) = (1 : −i : 0), τ(−i) = (−2i : 2 : 0) = (1 : i : 0) und
τ(1 :0) = (0:−1:1) = (0,−1) ist τ bijektiv.

Definition 2.3.7. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Kurve.
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1. Γ heißt irreduzibel ( über K ), wenn Γ keine Zerlegung Γ = Γ1∪Γ2 mit über K definierten
projektiven Kurven Γ1, Γ2 ( Γ besitzt.

2. Das von allen Formen F ∈ K[X,Y, Z] mit Γ ⊂ V+(F ) erzeugte Ideal I+
K(Γ) C K[X,Y, Z]

heißt homogenes Verschwindungsideal, der Restklassenring K[Γ] = K[X,Y, Z]/I+
K(Γ)

heißt homogener Koordinatenring, und die Restklassen x̂ = X + I+
K(Γ), ŷ = Y + I+

K(Γ),

ẑ = Z + I+
K(Γ) heißen homogene Koordinaten von Γ. Es ist K[Γ] = K[x̂, ŷ, ẑ]. Die

Elemente von K[Γ] sind keine Funktionen. Sind Γ, Γ1 ⊂ P2 projektive Kurven mit
Γ ⊂ Γ1, so ist I+

K(Γ1) ⊂ I+
K(Γ).

Satz und Definition 2.3.8.

1. Sei F ∈ K[X,Y, Z] \K eine Form, Γ = V+(F ) ⊂ P2 und C = Γ∩A2. Ist Γ 6= V+(Z), so
ist C = V (F∗) ⊂ A2 eine Kurve, und im Falle V+(Z) 6⊂ Γ ist C = Γ.

2. Für jede projektive Kurve Γ ⊂ P2 ist |Γ| = |P2 \ Γ| =∞.

3. Seien F, G ∈ K[X,Y, Z] \K teilerfremde Formen. Dann ist |V+(F ) ∩ V+(G)| <∞.

4. Sei F = F e11 · . . . · F
ek
k mit k ∈ N, paarweise nicht-assoziierten irreduziblen Formen

F1, . . . , Fk ∈ K[X,Y, Z], e1, . . . , ek ∈ N, F0 = F1 · . . . · Fk und Γ = V+(F ) ⊂ P2 . Dann
ist F0 ∈ K[X,Y, Z] eine reduzierte Form,

Γ = V+(F0) =
k⋃
i=1

V+(Fi) ,

I+
K(Γ) = (F0) C K[X,Y, Z], und im Falle Γ 6= V+(Z) ist IK(Γ∩A2) = (F0∗) C K[X,Y ].

Die Kurven V+(F1), . . . , V+(Fk) heißen die Komponenten von Γ über K.

Beweis. 1. Sei d = gr(F ). Ist Γ 6= V+(Z), so ist F 6= Zd, F∗ = F (X,Y, 1) ∈ K[X,Y ] \K,
und C = Γ ∩ A2 = {(x, y) ∈ A2 | F (x, y, 1) = 0} = V (F∗) ⊂ A2 ist eine Kurve. Sei nun
V+(Z) 6⊂ Γ. Dann gibt es ein Paar (α, β) ∈ (K2)• mit F (α, β, 0) 6= 0. Daher ist Z - F , also
(F∗)

∗ = F und C = V+((F∗)
∗) = Γ.

2. Ist Γ = V+(Z), so ist P2 \ Γ = A2 unendlich, und wegen Γ ⊃ {(x : 1 :0) | x ∈ K} ist auch
Γ unendlich. Ist Γ 6= V+(Z), so ist C = Γ ∩ A2 ⊂ A2 eine Kurve, und daher sind C und A2 \ C
unendlich. Wegen Γ ⊃ A2 ∩ C und P2 \ Γ ⊃ A2 \ C folgt die Behauptung.

3. Da F und G teilerfremd sind, können wir Z - G annehmen. Dann ist V+(G) = V (G∗), und

V+(F )∩V+(G) = [V+(F )∩A2 ∩V (G∗) ]∪ [V+(Z)∩V (G∗) ]. Nach Satz 2.3.4 ist V+(Z)∩V (G∗)
endlich. Ist V+(F ) = V+(Z), so ist V+(F ) ∩ A2 = ∅. Sei also V+(F ) 6= V+(Z). Dann folgt

V+(F ) ∩A2 ∩ V (G∗) = V (F∗) ∩ V (G∗), und nach Satz 1.2.2 genügt es, die Teilerfremdheit von
F∗ und G∗ zu zeigen. Sei f ∈ K[X,Y ]•, f |F∗ und f |G∗. Dann folgt f∗ | (G∗)∗ = G und
f∗ | (F∗)∗ |F , also f∗ ∈ K und daher f ∈ K.

4. Offensichtlich ist Γ = V+(F ) = V+(F0) = V+(F1) ∪ . . . ∪ V+(Fk), F0 ∈ I+
K(Γ) und daher

(F0) ⊂ I+
K(Γ). Da I+

K(Γ)) von allen Formen G ∈ K[X,Y, Z] \ K mit V+(F ) ⊂ V+(G) erzeugt
wird, genügt es, zu zeigen dass alle diese Formen in (F0) liegen. Sei also G ∈ K[X,Y, Z]\K eine
Form mit V+(F ) = V+(F0) ⊂ V+(G), und sei G /∈ (F0), also F0 - G. Sei F ∗0 ein ggT von F0 und
G. Dann it F ∗0 6' F0, und daher gibt es eine Teilmenge I ( [1, k] mit

F ∗0 '
∏
i∈I

Fi.
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Sei i ∈ [1, k] \ I. Dann ist Fi - F ∗0 , also Fi - G und daher (Fi, G) = 1. Nach 3. ist V+(Fi)∩ V+(G)
endlich, ein Widerspruch zu 2., da V+(Fi) ⊂ V+(F ) ⊂ V+(G).

Im Falle Γ 6= V+(Z) ist Γ ∩ A2 = V (F0∗), und da mit F0 auch F0∗ reduziert ist, folgt
IK(Γ ∩ A2) = (F0∗). �

Korollar 2.3.9.

1. Seien F, G ∈ K[X,Y, Z] \K reduzierte Formen. Genau dann ist V+(F ) ⊂ V+(G), wenn
(G) ⊂ (F ) [oder F |G ].

2. Sei C ⊂ A2 eine Kurve und Γ ⊂ P2 eine projektive Kurve mit C ⊂ Γ. Dann ist auch
C ⊂ Γ.

Beweis. 1. Genau dann ist (G) ⊂ (F ), wenn F |G, und dann ist V+(F ) ⊂ V+(G). Ist
umgekehrt V+(F ) ⊂ V+(G), so folgt (F ) = I+

K(V+(F )) ⊃ I+
K(V+(G)) = (G).

2. Sei IK(C) = (f) mit einem reduzierten Polynom f ∈ K[X,Y ] und I+
K(Γ) = (F ) mit einer

reduzierten Form F ∈ K[X,Y, Z]. Wegen C ⊂ Γ∩A2 ist (f) = IK(C) ⊃ IK(Γ∩A2) = (F∗), also
f |F∗ und daher f∗ | (F∗)∗ |F . Damit folgt Γ = V+(F ) ⊃ V+(f∗) = C. �

Satz 2.3.10. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Kurve.

1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent :

(a) Es gibt keine über K definierte projektive Kurve Γ1 mit Γ1 ( Γ.

(b) Γ ist irreduzibel über K.

(c) Γ = V+(F ) mit einer (über K) irreduziblen Form F ∈ K[X,Y, Z] \K.

(d) I+
K(Γ) ist ein Primideal von K[X,Y, Z].

(e) K[Γ] ist ein Bereich.

2. Γ hat eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige Zerlegung Γ = Γ1 ∪ . . .∪ Γk
in verschiedene über K definierte irreduzible projektive Kurven Γ1, . . . ,Γk; diese sind die
Komponenten von Γ über K. Ist Γ 6= V+(Z), so sind die Kurven Γi ∩ A2 für i ∈ [1, k]
mit Γi 6= V+(Z) die Komponenten von Γ ∩ A2 über K. Insbesondere ist Γ genau dann
irreduzibel, wenn entweder Γ = V+(Z) oder Γ ∩ A2 eine irreduzible Kurve ist.

3. Sei C ⊂ A2 eine Kurve. Sind C1, . . . , Ck die Komponenten von C über K, so sind
C1, . . . , Ck die Komponenten von C über K. Insbesondere ist C genau dann irreduzibel
über K, wenn C irreduzibel über K ist.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Offensichtlich.

(b) ⇒ (c) Sei I+
K(Γ) = (F ) mit einer reduzierten Form F ∈ K[X,Y, Z], also Γ = V+(F ),

und wir nehmen an, F sei nicht irreduzibel. Dann ist F = F1F2 mit zueinander teilerfremden
reduzierten Formen F1, F2 ∈ K[X,Y, Z]\K, Γ = V+(F1)∪V+(F2) und daher Γ = V+(F1) oder
Γ = V+(F2). Sei Γ = V+(F1). Dann folgt (F ) = I+

K(Γ) = (F1), also F ' F1 und F2 ∈ K×, ein
Widerspruch.

(c) ⇒ (d) Ist Γ = V+(F ) mit einer irreduziblen Form F ∈ K[X,Y, Z], so ist I+
K(Γ) = (F )

ein Primideal.

(d) ⇔ (e) Es ist K[Γ] ∼= K[X,Y, Z]/I+
K(Γ).



30 2. EBENE PROJEKTIVE KURVEN

(d) ⇒ (a) Sei Γ1 eine über K definierte projektive Kurve mit Γ1 ⊂ Γ, I+
K(Γ) = (F ) und

I+
K(Γ1) = (F1) mit F, F1 ∈ K[X,Y, Z] \K. Da I+

K(Γ) ein Primideal ist, ist F irreduzibel. Wegen

Γ1 ⊂ V+(F ) ist F ∈ I+
K(Γ1), also F1 |F und daher F1 ' F . Es folgt Γ1 = V+(F1) = V+(F ) = Γ.

2. Sei I+
K(Γ) = (F ) mit einer reduzierten Form F ∈ K[X,Y, Z] \K, F = F1 · . . . · Fk mit

k ∈ N und paarweise nicht-assoziierten über K irreduziblen Formen F1, . . . , Fk ∈ K[X,Y, Z],
und für i ∈ [1, k] sei Γi = V+(Fi). Dann sind Γ1, . . . ,Γk die Komponenten von Γ über K. Diese
sind verschiedene über K definierte irreduzible projektive Kurven, und Γ = Γ1 ∪ . . . ∪ Γk. Sei
Γ = Γ′1 ∪ . . . ∪ Γ′l eine weitere Zerlegung von Γ in verschiedene über K definierte irreduzible

projektive Kurven, und für i ∈ [1, l] sei I+
K(Γ′i) = (F ′i ). Dann sind F ′1, . . . , F

′
l ∈ K[X,Y, Z]

paarweise nicht-assoziierte irreduzible Formen, F ′1 · . . . · F ′l ist reduziert und Γ = V (F ′1 · . . . · F ′l ).
Daher ist I+

K(Γ) = (F ′1 · . . . ·F ′l ), es folgt F ′1 · . . . ·F ′l ' F ' F1 · . . . ·Fk. Wegen der Eindeutigkeit
der Primzerlegung ist l = k, und es gibt eine Permutation π ∈ Sk, so dass F ′i ' Fπ(i) und daher
Γ′i = Γπ(i)).

Sei nun Γ 6= V+(Z). Ist V+(Z) ∈ {Γ1, . . . ,Γk}, so sei V+(Z) = Γk, Fk = Z und l = k − 1;
andernfalls sei l = k. Dann ist l ≥ 1, Γ ∩ A2 = V (F∗), Z - Fi und Γi ∩ A2 = V (Fi∗) für alle
i ∈ [1, l], und F∗ = F1∗ · . . . · Fl∗. Nach Lemma 2.3.2 sind F1∗, . . . , Fl∗ ∈ K[X,Y ] paarweise
nicht assoziierte irreduzible Polynome, und daher sind Γ1 ∩ A2, . . . ,Γl ∩ A2 die Komponenten
von Γ ∩ A2 über K.

3. Für i ∈ [1, k] sei IK(Ci) = (fi), und f = f1 · . . . · fk. Dann sind f1, . . . , fk ∈ K[X,Y ]
paarweise nicht-assoziiert und irreduzibel, es ist Ci = V (fi), Ci = V+(f∗i ) für alle i ∈ [1, k]
und C = V (f). Es folgt f∗ = f∗1 · . . . · f∗k , die Formen f∗1 , . . . , f

∗
k ∈ K[X,Y, Z] sind paarweise

nicht-assoziiert und irreduzibel, und C = V+(f∗). Daher sind C1, . . . , Ck die Komponenten von
C über K. �

Satz 2.3.11 (Schwacher Satz von Bezout). Sind Γ1, Γ2 ⊂ P2 über K definierte projektive
Kurven, so ist Γ1 ∩ Γ2 6= ∅.

Beweis. Jenseits unserer Möglichkeiten. �

2.4. Vielfachheiten und Tangenten

Definitionen und Bemerkungen 2.4.1. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive
Kurve, I+

K(Γ) = (F ) mit einem homogenen Polynom F ∈ K[X,Y, Z] vom Grade d, Λ ⊂ P2 eine

projektive Gerade, Λ 6⊂ Γ, p = [p] ∈ Γ ∩ Λ und q = [q] ∈ Λ \ {p} (mit p, q ∈ (K3)•). Dann
ist F (p + Tq) ∈ K[T ] ein Polynom, gr(F (p + Tq)) ≤ d, wegen Λ 6⊂ Γ ist F (p + Tq) 6= 0, und
wegen F (p) = 0 ist F (p + Tq) = T kΦ(T ) mit k ∈ [1, d], Φ ∈ K[T ] und Φ(0) 6= 0. Dabei hängt
k nur von Γ, Λ und p ab.

Beweis. Sei p = [p1] und q1 = [q1] ∈ Λ \ {p} mit p1, q1 ∈ (K3)•. Dann ist p1 = λp und
q1 = sp + tq mit λ, t ∈ K× und s ∈ K. Damit folgt

F (p1 + Tq1) = F ((λ+ sT )p + Ttq) = (λ+ sT )dF
(
p +

Tt

λ+ sT
q
)

= (λ+ sT )d
( Tt

λ+ sT

)k
Φ
( Tt

λ+ sT

)
= T kΦ1(T ) mit Φ1 ∈ K[T ], Φ1(0) 6= 0. �

Man nennt k = µp(Γ,Λ) die Schnittmultiplizität von Γ mit Λ in p.
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Satz 2.4.2. Sei Γ ⊂ P2 eine projektive Kurve, I+
K(Γ) = (F ) mit einem homogenen Polynom

F ∈ K[X,Y, Z] vom Grade d, Λ ⊂ P2 eine projektive Gerade, Λ 6⊂ Γ und p, q ∈ (K3)• mit
[p], [q] ∈ Λ und [p] 6= [q] ). Dann ist F (Sp+Tq) ∈ K[S, T ] ein homogenes Polynom vom Grade
d, und es gibt Paare (α1, β1), . . . , (αd, βd) ∈ (K2)•, so dass

F (Sp + Tq) =

d∏
i=1

(αiS + βiT ).

Die Zuordnung (s, t) 7→ sp + tq für alle (s, t) ∈ (K2)• induziert eine bijektive Abbildung

Φ:
{

(s : t) ∈ P1
K

∣∣∣ d∏
i=1

(sαi + tβi) = 0
}
→ Λ ∩ Γ, definiert durch Φ(s : t) = [sp + tq].

Ist p ∈ Λ ∩ Γ und |Φ−1(p)| = (s : t) ∈ P1, so ist µp(Γ,Λ) die Anzahl der Indizes i ∈ [1, d] mit
sαi + tβi = 0. Insbesondere folgt ∑

p∈Λ∩Γ

µp(Γ,Λ) = d.

Beweis. Nach Lemma 2.1.4, Satz 2.1.3 und wegen Λ 6⊂ Γ ist F (Sp + Tq) ∈ K[S, T ] eine
Form vom Grade d der behaupteten Gestalt. Sind (s, t), (s′, t′) ∈ (K2)• mit (s : t) = (s′ : t′), so
folgt [s′p+ t′q] = [sp+ tq], und für i ∈ [1, d] ist genau dann sαi + tβi = 0, wenn s′αi + t′βi = 0.
Für alle (s, t) ∈ (K2)• ist

F (sp + tq) =
d∏
i=1

(sαi + tβi),

und Λ ∩ Γ = {[sp + tq] | (s, t) ∈ (K2)•}. Damit folgt, dass die Zuordnung (s, t) 7→ sp + tq
eine surjektive Abbildung Φ wie in der Behauptung des Satzes induziert. Zum Nachweis der
Injektivität seien (s, t), (s′, t′) ∈ (K2)• mit [sp + tq] = [s′p + t′q]. Dann gibt es ein λ ∈ K× mit
s′p+ t′q = λsp+ λtq, und aus der linearen Unabhängigkeit von p und q folgt (s′, t′) = (λs, λt),
also (s′ : t′) = (s : t).

Sei nun p ∈ Γ ∩ Λ, Φ−1(p) = (s : t) ∈ P1 und {i ∈ [1, d] | sαi + tβi = 0} = [1, k] mit k ∈ N.
Wir müssen nun µp(Γ,Λ) = k zeigen. Nach Definition ist p = [sp + tq], und es sei q1 ∈ (K2)•

mit [q1] ∈ Λ \ {p}. Dann ist q1 = s1p + t1q mit (s1, t1) ∈ (K2)•, (s : t) 6= (s1 : t1), und es folgt

F (p1 + Tq1) = F
(
(s+ Ts1)p + (t+ Tt1)q

)
=

d∏
i=1

(
αi(s+ Ts1) + βi(t+ Tt1)

)
=

d∏
i=1

[(αis+ βit) + T (αis1 + βit1)]

= T k
k∏
i=1

(αis1 + βit1)

d∏
i=k+1

[(αis+ βit) + T (αis1 + βit1)] = T kG(T )

mit einem Polynom G ∈ K[T ], so dass

G(0) =
k∏
i=1

(αis1 + βit1)
d∏

i=k+1

(αis+ βit),



32 2. EBENE PROJEKTIVE KURVEN

und wir zeigen G(0) 6= 0. Für i ∈ [k + 1, d] ist αis + βit) 6= 0 nach Definition. Wäre i ∈ [1, k]
und αis1 + βit1 = 0, so folgte Φ(s1 : t1) = [s1p + t1q] = [q1] = p, ein Widerspruch. �

Definition 2.4.3.

1. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Kurve und p ∈ Γ. Dann nennt man
ordp(Γ) = min{µp(Γ,Λ) | Λ ⊂ P2 projektive Gerade mit p ∈ Λ} die Ordnung von p auf
Γ. Ist ordp(Γ) = 1, so heißt p einfach oder regulär oder glatt und andernfalls singulär.
Die projektive Kurve Γ heißt glatt, wenn alle Punkte von Γ glatt sind. Eine projektive
Gerade Λ ⊂ P2 heißt Tangente in p an Γ, wenn p ∈ Λ und µp(Γ,Λ) > ordp(Γ).

2. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte Kurve, L ⊂ A2, Γ = C ⊂ P2, Λ = L ⊂ P2

und p ∈ C ∩ L. Dann nennt man µp(C,L) = µp(Γ,Λ) die Schnittmultiplizität von
C mit L in p und ordp(C) = ordp(Γ) die Ordnung von p auf C. Offensichtlich ist
ordp(C) = min{µp(C,L) | L ⊂ A2 Gerade mit p ∈ L}. Ist ordp(C) = 1, so heißt p
einfach oder regulär oder glatt und anderfalls singulär. Die Kurve C heißt glatt, wenn
alle Punkte von C glatt sind. Eine Gerade L ⊂ A2 heißt Tangente in p an C, wenn
p ∈ L und µp(C,L) > ordp(C). Genau dann ist L eine Tangente in p an C, wenn L eine

Tangente in p an C in p ist.

Satz 2.4.4. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Kurve, Γ 6= V+(Z), I+
K(Γ) = (F )

mit einer Form F ∈ K[X,Y, Z], und f = F∗ ∈ K[X,Y ]. Sei C = Γ ∩ A2, also IK(C) = (f),
p = (α, β) = (α :β :1) ∈ C und m = ordp(C) = ordp(Γ).

1. Sei Λ ⊂ P2 eine projektive Gerade, Λ 6⊂ Γ, p ∈ Λ, k = µp(Γ,Λ) und Λ ∩ A2 = p+Ku

mit u ∈ (K2)•. Dann ist f(p + Tu) = T kϕ(T ) mit einem Polynom ϕ ∈ K[T ], so dass
ϕ(0) 6= 0.

2. Es ist ordp(f) = m, und

f =
m∏
j=1

(
aj(X − α) + bj(Y − β)

)
+ f

mit (a1, b1), . . . , (am, bm) ∈ (K2)• und f ∈ K[X,Y ], so dass ordp(f) > m. Für j ∈ [1,m]

sei Lj = V (aj(X − α) + bj(Y − β)) und Λj = Lj ⊂ P2. Dann ist µp(Γ,Λj) > m für alle
j ∈ [1,m], und µp(Γ,Λ) = m für alle projektiven Geraden Λ ⊂ P2 mit Λ /∈ {Λ1, . . . ,Λm}.
Insbesondere sind die projektiven Geraden Λ1, . . . ,Λm genau die Tangenten an Γ in p.

3. Für r ∈ N ist genau dann

∂i+j+kF

∂Xi∂Y j∂Zk
(α, β, 1) = 0 für alle i, j, k ∈ N0 mit i+ j + k < r,

wenn
∂i+jf

∂Xi∂Y j
(α, β) = 0 für alle i, j ∈ N0 mit i+ j < r.

Ist r ∈ N und char(K) - r!, so gibt es ein größtes r ∈ N, so dass diese Bedingungen
erfüllt sind, und für dieses ist r = ordp(C).



2.4. VIELFACHHEITEN UND TANGENTEN 33

4. Genau dann ist p ein regulärer Punkt von Γ (bzw. C ), wenn( ∂F
∂X

(p),
∂F

∂Y
(p),

∂F

∂Z
(p)
)
6= (0, 0, 0)

[
äquivalent:

( ∂f
∂X

(α, β),
∂f

∂Y
(α, β)

)
6= (0, 0)

]
.

In diesem Falle besitzt Γ genau eine Tangente in p, nämlich

Λ = V+

( ∂F
∂X

(p)X +
∂F

∂Y
(p)Y +

∂F

∂Z
(p)Z

)
,

und es ist

Λ ∩ A2 = V
( ∂f
∂X

(α, β)(X − α) +
∂f

∂Y
(α, β)(Y − β)

)
Beweis. 1. Sei d = gr(F ), u = (γ, δ) ∈ (K2)•, p = (α, β, 1) und q = (α + γ, β + δ, 1).

Dann ist p = [p] und [q] ∈ Λ \ {p}. Nach Definition ist f(p + Tu) ∈ K[T ], wegen Λ 6⊂ Γ ist
p + Ku 6⊂ C = V (f), und wegen f(p) = 0 ist f(p + Tu) = T lϕ(T ) mit l ∈ N, ϕ ∈ K[T ],
ϕ(0) 6= 0. Wir müssen l = k zeigen.

Nach Definition von k ist F (p + Tq) = T kΦ(T ) mit Φ ∈ K[T ] und Φ(0) 6= 0. Nun folgt

T kΦ(T ) = F (α+ T (α+ γ), β + T (β + δ), 1 + T ) = (1 + T )dF
(
α+

T

1 + T
γ, β +

T

1 + T
δ, 1
)

= (1 + T )df
(
p+

T

1 + T
u
)

= (1 + T )d
( T

1 + T

)l
ϕ
( T

1 + T

)
= T l(1 + T )d−lϕ

( T

1 + T

)
,

also k = l.

2. Sei ordp(f) = n ∈ N. Dann folgt f = f1(X −α, Y −β) + f mit einer Form f1 ∈ K[X,Y ]•

vom Grade n und f ∈ K[X,Y ] mit ordp(f) > n. Nach Lemma 2.1.4 ist

f1 =

n∏
j=1

(
aj(X − α) + bj(Y − β)

)
mit (a1, b1), . . . , (an, bn) ∈ (K2)•. Nach Definition ist

Lj = V
(
aj(X − α) + bj(Y − β)

)
= p+Kuj mit uj = (−bj , aj).

Sei nun Λ ⊂ P2 eine projektive Gerade mit p ∈ Λ und Λ∩An = p+Ku mit u = (γ, δ) ∈ (K2)•.
Wegen ordp(f) > n ist f(p+ Tu) = Tn+1ψu(T ) mit ψu ∈ K[T ], und mit 1. folgt

f(p+ Tu) = f(α+ Tγ, β + Tδ) =
n∏
j=1

(ajTγ + bjTδ) + f(p+ Tu)

= Tn
n∏
j=1

(ajγ + bjδ) + Tn+1ψu(T ) = Tµp(Γ,Λ)ϕ(T ) mit ϕ ∈ K[T ], ϕ(0) 6= 0.

Daher ist µp(Γ,Λ) ≥ n, und genau dann ist µp(Γ,Λ) = n, wenn es ein j ∈ [1, n] gibt mit
ajγ + bjδ = 0. Für j ∈ [1, n] ist genau dann ajγ + bjδ = 0, wenn (γ, δ) = (−λbj , λaj) mit einem

λ ∈ K×, wenn also Λ ∩ A2 = Lj und daher Λ = Λj ist.
Insbesondere folgt n = min{µp(Γ,Λ) | Γ ⊂ P2 projektive Gerade mit p ∈ Λ } = m, und

Λ1, . . . ,Λm sind die Tangenten an Λ in p.

3. Sei r ∈ N und zuerst

∂i+j+kF

∂Xi∂Y j∂Zk
(α, β, 1) = 0 für alle i, j, k ∈ N0 mit i+ j + k < r.
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Für alle i, j ∈ N0 mit i+ j < r ist dann auch

∂i+jf

∂Xi∂Y j
(α, β) =

∂i+j+0F

∂Xi∂Y j∂Z0
(α, β, 1) = 0.

Die Umkehrung beweisen wir durch Widerspruch. Sei

∂i+jf

∂Xi∂Y j
(α, β) = 0 für alle i, j ∈ N0 mit i+ j < r,

und sei k ∈ [0, r − 1] minimal,so dass es i, j ∈ N0 mit i+ j + k < r gibt mit

∂i+j+kF

∂Xi∂Y j∂Zk
(α, β, 1) 6= 0.

Dann ist k ≥ 1, und

G =
∂i+j+k−1F

∂Xi∂Y j∂Zk−1
ist eine Form vom Grade d− i− j − k + 1.

Es folgt

0 = (d− i− j − k + 1)G(α, β, 1) = α
∂G

∂X
(α, β, 1) + β

∂G

∂y
(α, β, 1) +

∂G

∂Z
(α, β, 1)

= α
∂i+j+kF

∂Xi+1∂Y j∂Zk−1
(α, β, 1) + β

∂i+j+kF

∂Xi∂Y j+1∂Zk−1
(α, β, 1) +

∂i+j+kF

∂Xi∂Y j∂Zk
(α, β, 1)

=
∂i+j+kF

∂Xi∂Y j∂Zk
(α, β, 1), ein Widerspruch.

Nach Satz 0.1.1 ist

f =
∑
i,j≥0

fi,j(p)(X − α)i(Y − β)j

mit modifizierten höheren partiellen Ableitungen fi,j , es ist

∂i+jf

∂Xi∂Y j
= i! j! fi,j für alle i, j ≥ 0,

und wegen f(p) = 0 ist ordp(f) = ordp(C) = min{i+ j | i, j ∈ N0, fi,j(p) 6= 0 } ∈ N.
Ist r = ordp(C) und char(K) - r!, so gibt es Indizes i1, j1 ≥ 0 mit i1 + j1 = r,

∂i1+j1f

∂Xi1∂Y j1
(p) 6= 0 und

∂i+jf

∂Xi∂Y j
(p) = 0 für alle i, j ≥ 0 mit i+ j < r.

Ist umgekehrt r ∈ N maximal, so dass

∂i+jf

∂Xi∂Y j
(p) = 0 für alle i, j ≥ 0 mit i+ j < r,

so gibt es Indizes i, j ≥ 0 mit i + j = r und fi,j(p) 6= 0. Ist außerdem char(K) - r!, so folgt
fi,j(p) = 0 für alle i, j ≥ 0 mit i+ j < r, und daher ist ordp(C) = r.

4. Genau dann ist p ein regulärer Punkt von Γ, wenn ordp(Γ) = 1, nach 3. ist das äquivalent
mit den angegebenen Bedingungen. Dann besitzt Γ genau eine Tangente in p = (α, β) = (α :β :1),
nämlich Λ = L mit

L = V
( ∂f
∂X

(p)(X − α) +
∂f

∂Y
(p)(Y − β)

)
, also Λ = V+

( ∂f
∂X

(p)(X − αZ) +
∂f

∂Y
(p)(Y − βZ)

)
.
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Nun ist aber

∂f

∂X
(p)(X − αZ) +

∂f

∂Y
(p)(Y − βZ) =

∂F

∂X
(p)X +

∂F

∂Y
(p)Y −

[
α
∂F

∂X
(p) + β

∂F

∂Y
(p)
]

und

α
∂F

∂X
(p) + β

∂F

∂Y
(p) =

(
X
∂F

∂X
+ Y

∂F

∂Y

)
(α, β, 1) =

(
dF − Z∂F

∂Z

)
(α, β − 1) = −∂F

∂Z
(p),

also
∂f

∂X
(p)(X − αZ) +

∂f

∂Y
(p)(Y − βZ) =

∂F

∂X
(p)X +

∂F

∂Y
(p)Y +

∂F

∂Z
(p)Z. �

Satz 2.4.5. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Kurve, p ∈ Γ und I+
K(Γ) = (F )

mit einer absolut reduzierten Form F ∈ K[X,Y, Z]. Genau dann ist p ein regulärer Punkt
von Γ, wenn p in genau einer Komponente von Γ über K liegt und ein regulärer Punkt dieser
Komponente über K ist. Insbesondere besitzt Γ nur endlich viele singuläre Punkte.

Beweis. Sei p = [p] mit p ∈ (K3)•, (X,Y, Z) = (X1, X2, X3) und F = F1 · . . . · Fk mit
k ∈ N und paarweise nicht assoziierten über K irreduziblen Formen F1, . . . , Fk ∈ K[X1, X2, X3].
Dann sind V+(F1), . . . , V+(Fk) die Komponenten von Γ über K. Für ν ∈ [1, 3] ist

∂F

∂Xν
(p) =

k∑
i=1

∂Fi
∂Xν

(p)
r∏
j=1
j 6=i

Fj(p).

Liegt p in zwei verschiedenen Komponenten von Γ über K, so gibt es i, j ∈ [1, k] mit i 6= j und
Fi(p) = Fj(p) = 0. Damit folgt

∂F

∂Xν
(p) = 0 für alle ν ∈ [1, 3],

und daher ist p nicht regulär. Liegt p in genau einer Komponente von Γ über K, etwa in V+(Fi),
so folgt für alle ν ∈ [1, 3]

∂F

∂Xν
(p) = λ

∂Fi
∂Xν

(p) mit λ =
n∏
j=1
j 6=i

Fj(p) 6= 0.

Daher ist p genau dann ein regulärer Punkt von Γ, wenn p ein regulärer Punkt von V+(Fi) ist.

Für die Menge S der singulären Punkte von Γ gilt

S ⊂
k⋃

i,j=1
i 6=j

V+(Fi) ∩ V+(Fj) ∪
k⋃
i=1

V+(Fi) ∩ V+

( ∂Fi
∂X1

)
∩ V+

( ∂Fi
∂X2

)
∩ V+

( ∂Fi
∂X3

)

Ist i ∈ [1, k], so ist Fi irreduzibel über K, also

∂Fi
∂Xν

6= 0 und daher
(
Fi,

∂Fi
∂Xν

)
= 1 für ein ν ∈ [1, 3]

Die Endlichkeit von S folgt nun aus Satz 2.3.8.3. �
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Beispiel 2.4.6. Sei K nicht vollständig, char(K) = p und a ∈ K\Kp. Dann ist das Polynom

f = Xp + Y p + a ∈ K[X,Y ] irreduzibel, aber wegen f = (X + Y + a1/p)p ∈ K[X,Y ] ist f nicht
absolut reduziert. Daher ist auch F = f∗ = Xp+Y p+aZp irreduzibel, nicht absolut irreduzibel
und nicht absolut reduziert. V+(F ) ist eine über K definierte irreduzible projektive Kurve, alle

Punkte von V+(F ) sind über K singulär, aber es ist auch V+(F ) = V+(X+Y +a1/pZ) eine über
K definierte projektive Gerade.

Satz 2.4.7. Sei char(K) 6= 2, A = (ai,j)i,j∈[1,3] ∈ Mn(K) eine symmetrische Matrix (also
ai,j = aj,i für alle i, j ∈ [1, 3] ),

Q =

3∑
i,j=1

ai,jXiXj ∈ K[X1, X2, X3]• und Σ = V+(Q) ⊂ P2.

1. Ist det A 6= 0, so ist Q irreduzibel, und Σ ist glatt.

2. Ist det A = 0, so ist Q = GG1 mit Linearformen G, G1 ∈ K[X1, X2, X3] und Σ = Λ∪Λ1

mit projektiven Geraden Λ, Λ1 ⊂ P2.

Beweis. Für i, j ∈ [1, 3] ist

∂Q

∂Xi
= 2

3∑
j=1

ai,jXj und
∂2Q

∂Xi∂Xj
= 2ai,j .

Wir zeigen zuerst:

A. Genau dann ist det A = 0, wenn es eine projektive Gerade Λ ⊂ P2 gibt mit Λ ⊂ Σ.

Beweis von A. Sei zuerst det A = 0. Dann gibt es einen Vektor p = (p1, p2, p3) ∈ (K3)•, so
dass

3∑
j=1

ai,jpj = 0 für alle i ∈ [1, 3], also auch

3∑
i,j=1

ai,jpipj =

3∑
i=1

pi

3∑
j=1

ai,jpj = 0,

und daher ist p = [p] ∈ Σ. Sei nun q = [q] ∈ Σ \ {p} mit q = (q1, q2, q3) ∈ (K3)•. Für alle
(s, t) ∈ (K2)• ist dann

Q(sp + tq) = Q(sp) +

3∑
i=1

∂Q

∂Xi
(sp)tqi +

1

2

3∑
i,j=1

∂2Q

∂Xi∂Xj)
(sp)t2qiqj

= s2Q(p) + 2st
3∑
i=1

3∑
j=1

ai,jpjqi + t2
3∑

i,j=1

ai,jqiqj = 0,

und daher liegt die Verbindungsgerade Λ von p und q in Σ.
Sei umgekehrt Λ = V+(G) ⊂ Σ mit einer Linearform G ∈ K[X1, X2, X3]•. Dann ist Q = GG1

mit einer weiteren Linearform G1 ∈ K[X1, X2, X3]•. Dann gibt es ein p = (p1, p2, p3) ∈ (K3)•

mit G(p) = G1(p) = 0, und für alle i ∈ [1, 3] ist

∂Q

∂Xi
(p) = G(p)

∂G1

∂Xi
(p)+G1(p)

∂G

∂Xi
(p) = 0, also

3∑
j=1

ai,jpj = 0 und daher detA = 0. �[A.]
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1. Sei det A 6= 0. Wäre Q reduzibel, so gäbe es eine Form G ∈ K[X1, X2, X3] mit G |Q, und
dann wäre Λ = V+(G) ⊂ Σ, im Widerspruch zu A. Daher ist Q irreduzibel. Wäre Σ nicht glatt
und p = [p] ∈ Σ ein singulärer Punkt mit p = (p1, p2, p3) ∈ (K3)•, so folgte

∂Q

∂Xi
(p) = 2

3∑
j=1

ai,jpj = 0 für alle i ∈ [1, 3], also detA = 0.

2. Sei detA = 0. Nach A gibt es eine projektive Gerade Λ ⊂ P2 mit Λ ⊂ Σ. Ist I+
K(Λ) = (G)

mit einer Linearform G, so ist G |Q und daher Q = GG1 mit einer Linearform G1. Damit folgt
Σ = V+(G) ∪ V+(G1). �

Definition 2.4.8. Sei Γ ⊂ P2 eine projektive Kurve, p ∈ Γ ein reguärer Punkt und Λ
die Tangente an p (dann ist ordp(Γ) = 1 und µp(Γ,Λ) ≥ 2). Ist µp(Γ,Λ) ≥ 3, so heißt p ein
Wendepunkt und Λ eine Wendetangente.

Satz 2.4.9. Sei char(K) 6= 2, Γ ⊂ P2 eine projektive Kurve, I+
K(Γ) = (F ) mit einer Form

F ∈ K[X1, X2, X3], p ∈ (K3)• und p = [p] ∈ Γ ein regulärer Punkt. Genau dann ist p ein
Wendepunkt von Γ, wenn

det
( ∂2F

∂Xi∂Xj
(p)
)

= 0 .

Beweis. Sei Λ die Tangente an Γ in p und q = [q] ∈ Λ \ {p} mit q = (q1, q2, q3) ∈ (K3)•.
Dann ist

F (p + Tq) = F (p)

3∑
i=1

∂F

∂Xi
Tqi +

1

2

3∑
i,j=1

∂2F

∂Xi∂Xj
(p)T 2qiqj + T 3Ψ(T )

=
T 2

2

3∑
i,j=1

∂2F

∂Xi∂Xj
(p)qiqj + T 3Ψ(T ) mit einem Polynom Ψ ∈ K[T ].

Genau dann ist p ein Wendepunkt, wenn µp(Γ,Λ) ≥ 3, wenn also F (p + Tq) = T 3Φ(T ) mit

Φ ∈ K[T ] für jeden Punkt q = [q] ∈ Λ \ {p}, und das ist genau dann der Fall, wenn

Λ ⊂ V+

( 2∑
i,j=1

∂2F

∂Xi∂Xj
(p)XiXj

)
.

Nun folgt die Behauptung aus Satz 2.4.7. �

2.5. Funktionenkörper projektiver Kurven

Definition 2.5.1. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte irreduzible projektive Kurve. Nach
Satz 2.3.10 ist dann I+

K(Γ) = (F ) mit einer irreduziblen Form F ∈ K[X,Y, Z], der homogene
Koordinatenring K[Γ] = K[X,Y, Z]/(F ) ist ein Bereich, und wir bezeichnen mit K(Γ) die Menge
aller Quotienten

R =
G+ (F )

H + (F )
∈ q(K[Γ]) mit Formen gleichen Grades G, H ∈ K[X,Y, Z] und H /∈ (F ) .
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K(Γ) ist ein Teilkörper von q(K[Γ]).
Beweis. Seien R, R1 ∈ K(Γ),

R =
G+ (F )

H + (F )
und R1 =

G1 + (F )

H1 + (F )

mit Formen G, H ∈ K[X,Y, Z] vom Grade d, Formen G1, H1 ∈ K[X,Y, Z] vom Grade e, und
H, H1 /∈ (F ). Dann sind GG1, HH1 und GH1 +G1H Formen vom Grade d+ e, HH1 /∈ (F ),

R+R1 =
GH1 +G1H + (F )

HH1 + (F )
∈ K(Γ), RR1 =

GG1 + (F )

HH1 + (F )
∈ K(Γ).

Genau dann ist R 6= 0, wenn G /∈ (F ), und dann ist

R−1 =
H + (F )

G+ (F )
∈ K(Γ). �

Der Körper K(Γ) heißt Funktionenkörper von Γ über K. Seine Elemente heißen rationale
Funktionen auf Γ.

Eine rationale Funktion R ∈ K(Γ) heißt reguär in einem Punkt p = (α :β :γ) ∈ Γ, wenn

R =
G+ (F )

H + (F )
∈ K(C) mit Formen gleichen Grades G, H ∈ K[X,Y, Z] so dass H(p) 6= 0.

Dann hängt der Quotient

R(p) =
G(α, β, γ)

H(α, β, γ)
∈ K

nur von R und p ab (nachrechnen!) und heißt Wert von R an der Stelle p.
Für a ∈ K ist

a+ (F )

1 + (F )
∈ K(Γ) regulär in jedem Punkte p ∈ Γ mit Wert a.

Die Zuordnung

a 7→ a+ (F )

1 + (F )
ist ein Körpermonomorphismus, und wir identifizieren K ⊂ K(Γ).

Für p ∈ Γ sei

• Op(Γ) = Op,K(Γ) die Menge der in p regulären rationalen Funktionen R ∈ K(Γ), und

• Mp(Γ) =Mp,K(Γ) = {R ∈ Op(Γ) | R(p) = 0}.
Man nennt Op(Γ) den lokalen Ring und Mp(Γ) das maximale Ideal von Γ in p über K.

Satz 2.5.2. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte irreduzible Kurve und IK(C) = (f) mit
f ∈ K[X,Y ]. Dann ist die Abbildung

τ : K(C) → K(C) , definiert durch τ
(G+ (f∗)

H + (f∗)

)
=
G∗ + (f)

H∗ + (f)

(für Formen gleichen Grades G, H ∈ K[X,Y, Z] mit H /∈ (f∗)), ein K-Isomorphismus.

Sind x̂, ŷ, ẑ ∈ K[C] die homogenen Koordinaten von C und x, y ∈ K[C] die Koordina-
tenfunktionen von C, so folgt

x = τ
( x̂
ẑ

)
, y = τ

( ŷ
ẑ

)
, und K[C] = τ

(
K
[ x̂
ẑ
,
ŷ

ẑ

])
.
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Ist p ∈ C und R ∈ K(C), so ist R genau dann in p regulär, wenn τ(R) in p regulär ist, und
dann ist R(p) = τ(R)(p). Insbesondere ist τ(Op(C)) = Op(C) und τ(Mp(C)) =Mp(C).

Im Folgenden identifizieren wir (bei fester Einbettung A2 ⊂ P2) vermöge τ :

K(C) = K(C), Op,K(C) = Op,K(C), Mp,K(C) =Mp,K(C).

Beweis. Es sind die folgenden Eigenschaften nachzurechnen (Übung!) :
1) Ist H ∈ K[X,Y, Z], so ist genau dann H /∈ (f∗), wenn H∗ /∈ (f).

2) Sind G, G1 ∈ K[X,Y, Z] Formen gleichen Grades und H, H1 ∈ K[X,Y, Z] Formen
gleichen Grades, so gilt:

Aus
G+ (f∗)

H + (f∗)
=
G1 + (f∗)

H1 + (f∗)
folgt

G∗ + (f)

H∗ + (f)
=
G1∗ + (f)

H1∗+ (f)

(damit ist τ eine Abbildung).

3) Für R, R′ ∈ K(C) ist τ(R+R′) = τ(R) + τ(R′) und τ(RR′) = τ(R)τ(R′). Also τ ist ein
Ringhomomorphismus, und da K(C) ein Körper ist, ist τ injektiv.

4) Sind g, h ∈ K[X,Y ], gr(g) = d ∈ N0, gr(h) = e ∈ N0 und h /∈ (f), so folgt

g + (f)

h+ (f)
= τ

(Zeg∗ + (f∗)

Zdh∗ + (f∗)

)
.

Daher ist τ surjektiv. Nach Definition ist dann

τ
( x̂
ẑ

)
= τ

(X + (f∗)

Z + (f∗)
=
X + (f)

1 + (f)
= X + (f) = x, und ebenso τ

( ŷ
ẑ

)
= y.

5) Ist p = (α, β) = (α :β :1) ∈ C und

R =
G+ (f∗)

H + (f∗)
mit Formen gleichen Grades G, H ∈ K[X,Y, Z],

so ist genau dann H(α, β, 1) 6= 0, wenn H∗(α, β) 6= 0, und dann ist

R(p) =
G(α, β, 1)

H(α, β, 1)
=
G∗(α, β)

H∗(α, β)
= τ(R)(p). �

Satz 2.5.3. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte irreduzible projektive Kurve und p ∈ Γ.
Dann ist Op,K(Γ) eine lokaler K-Unteralgebra von K(C) mit maximalem Ideal Mp,K(Γ) und

q(Op,K(Γ)) = K(Γ). Die Abbildung εp : Op(Γ) → K, definiert durch εp(R) = R(p) für alle
R ∈ Op(Γ), ist ein K-Algebrenhomomorphismus mit Kern Ker(εp) =Mp(Γ).

Beweis. p liegt in einem affinen Stück von Γ, und wir können p ∈ C = Γ ∩ A2 annehmen.
Dann ist C eine über K definierte irreduzible Kurve und Γ = C. Nach Satz 2.5.2 besteht
ein Isomorphismus τ : K(C)

∼→ K(C) mit τ(Op(Γ)) = Op(C), und εp = πp ◦ τ mit dem K-

Algebrenhomomorphismus πp : Op(C)→ K aus Satz 1.4.8. Daher folgen die Behauptungen aus
Satz 1.4.8. �
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Definition und Bemerkung 2.5.4. Seien ι1, ι2, ι3 : A2 → P2 die Einbettungen von A2 in
die affinen Stücke von P2, definiert durch

ι1(β, γ) = (1:β :γ) ∈ P2(1) = P2 \ V+(X) (die (y, z)-Ebene),

ι2(α, γ) = (α :1 :γ) ∈ P2(2) = P2 \ V+(Y ) (die (x, z)-Ebene),

ι3(α, β) = (α :β :1) ∈ P2(3) = P2 \ V+(Z) (die (x, y)-Ebene).

Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Kurve, so dass V+(X) 6⊂ Γ, V+(Y ) 6⊂ Γ und
V+(Z) 6⊂ Γ. Sei I+

K(Γ) = (F ) mit einer Form F ∈ K[X,Y, Z]. Dann ist X - F , Y - F und
Z - F . Für ν ∈ {1, 2, 3} sei Cν = ι−1

ν (Γ) ⊂ A2, also Γ = ι1(C1) ∪ ι2(C2) ∪ ι3(C3). Identifiziert
man A2 mit dem affinen Stück P2(ν) vermöge ιν , so ist Cν = Γ ∩ A2 eine über K definierte
Kurve, und Γ = Cν ist der projektive Abschluss von Cν . Wir nennen die Kurven Cν ⊂ A2

(oder auch ihre Bilder ιν(Cν) ⊂ P2(ν), mit denen wir sie identifizieren) die affinen Stücke
von Γ. Explizit ist IK(C1) = (F (1, Y, Z)) C K[Y,Z], IK(C2) = (F (X, 1, Z)) C K[X,Z] und
IK(C3) = (F (X,Y, 1)) C K[X,Y ].

Sei nun Γ irreduzibel. Für alle ν ∈ {1, 2, 3} ist dann auch Cν irreduzibel, und nach Satz
2.5.2 erhalten wir Isomorphismen τν : K(Γ)→ K(Cν) wie folgt : Ist

R =
G+ (F )

H + (F )
∈ K(Γ) mit Formen gleichen Grades G, H ∈ K[X,Y, Z] und H /∈ (F ) ,

so ist

τ1(R) =
G(1, Y, Z) + (F (1, Y, Z))

H(1, Y, Z) + (F (1, Y, Z))
, τ2(R) =

G(X, 1, Z) + (F (X, 1, Z))

H(X, 1, Z) + (F (X, 1, Z))

und

τ3(R) =
G(X,Y, 1) + (F (X,Y, 1))

H(X,Y, 1) + (F (X,Y, 1))
.

Identifiziert man K(Γ) und K(Cν) vermöge τν , so ist K[Cν ] ⊂ K(Γ) ein Teilbereich. Sind
x̂, ŷ, ẑ die homogenen Koordinaten von Γ, so folgt

K[C1] = K
[ ŷ
x̂
,
ẑ

x̂

]
, K[C2] = K

[ x̂
ŷ
,
ẑ

ŷ

]
und K[C3] = K

[ x̂
ẑ
,
ŷ

ẑ

]
.

Wir betrachten abschließend noch den Spezialfall Γ = V+(Z). In diesem Falle ist ι−1
3 (Γ) = ∅,

C1 = ι−1
1 (Γ) = V (Z) ⊂ A2 (wobei Z ∈ K[Y,Z]), und C2 = ι−1

2 (Γ) = V (Z) ⊂ A2 (wobei
Z ∈ K[X,Z]). Weiters ist I+

K(Γ) = (Z) und K[Γ] = K[X,Y, Z]/(Z) = K[x̂, ŷ], In K(Γ) ist

K[C1] = K
[ ŷ
x̂

]
und K[C2] = K

[ x̂
ŷ

]
.

Auch in diesem Falle nennt man die Geraden C1, C2 ⊂ A2 (oder auch ihre Bilder ι1(C1) und
ι2(C2), mit denen wir sie identifizieren) die affinen Stücke von Γ.
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2.6. Projektive Koordinatentransformationen

Definitionen und Bemerkungen 2.6.1 (Projektive Koordinatentransformationen).

1. Sei A ∈ GL3(K), p ∈ (K3)•, p′ = pA, p = [p] ∈ P2 und p′ = [p′] ∈ P2. Dan hängt p′ nur
von A und p ab, und wir setzen θA(p) = p′. Die Abbildung θA : P2 → P2 heißt die durch
A definierte projektive Koordinatentransformation. Für alle λ ∈ K× und A, B ∈ GL3(K)
ist θA bijektiv, θ−1

A = θA−1 , θλA = θA, und θAB = θB◦θA.
Eine Abbildung θ : P2 → P2 heißt eine über K definierte projektive Koordinaten-

transformation, wenn θ = θA mit einer Matrix A ∈ GL3(K) ist.

2. Für A ∈ GL3(K) sei θ∗A : K[X,Y, Z]→ K[X,Y, Z] der eineutigig bestimme K-Algebren-
homomorphismus mit (θ∗A(X), θ∗A(Y ), θ∗A(Z)) = (X,Y, Z)A−1. Ist F ∈ K[X,Y, Z] eine
Form vom Grade d, so ist θ∗A(F ) = F (θ∗A(X), θ∗A(Y ), θ∗A(Z)) ebenfalls eine Form vom

Grade d, θ∗A ist ein K-Algebrenisomorphismus, θ∗−1
A = θA−1 , und für A, B ∈ GL3(K)

ist θ∗AB = θ∗A◦θ∗B.

3. Sei A ∈ GL3(K) und F ∈ K[X,Y, Z] \ K eine Form. Für p ∈ P2 ist genau dann
θ∗A(F )(θA(p)) = 0, wenn F (p) = 0, und V+(θ∗A(F )) = θA(V+(F )).

Beweis. Sei p = [p] mit p ∈ (K3)•.

θ∗A(F )(θA(p)) = 0 ⇐⇒ 0 = θ∗A(F )(pA) = F (pAA−1) = F (p) ⇐⇒ F (p) = 0

und

p ∈ V+(θ∗A(F )) ⇐⇒ 0 = θ∗A(F )(p) = F (pA−1)

⇐⇒ θ−1
A (p) = θA−1(p) = [pA−1] ∈ V+(F ) ⇐⇒ p ∈ θA(V+(F )). �

4. Ist Λ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Gerade, so ist auch θA(Λ) eine über K
definierte projektive Gerade.

Beweis. Ist Λ = V+(F ) mit einer Linearform F ∈ K[X,Y, Z], so folgt (nach 3.)
θA(Λ) = V+(θ∗A(F ), und auch θ∗A(F ) ∈ K[X,Y, Z] ist eine Linearform. �

5. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte projektive Kurve. Dann ist θ∗A(I+
K(Γ)) = I+

K(θA(Γ)).
Beweis. Für eine Form F ∈ K[X,Y, Z] \K gilt :

F ∈ I+
K(θA(Γ)) ⇐⇒ θA(Γ) ⊂ V+(F ) ⇐⇒ Γ ⊂ θ−1

A (V+(F )) = V+(θ∗−1
A (F ))

⇐⇒ θ∗−1
A (F ) ∈ I+

K(Γ) ⇐⇒ F ∈ θ∗A(I+
K(Γ)) . �

Insbesondere induziert θ∗A einen Isomorphismus

θ#
A : K[Γ] = K[X,Y, Z]/I+

K(Γ) → K[X,Y, Z]/I+
K(θA(Γ)) = K[θA(Γ)] .

Ist Γ irreduzibel und I+
K(Γ) = (F ) mit einer irreduziblen Form F ∈ K[X,Y, Z], so

ist I+
K(θA(Γ)) = (θ∗A(F )), und θ#

A induziert einen Isomorphismus der Quotientenkörper

θ#
A : K(Γ) → K(θ(Γ)). Explizit :

Ist R =
G+ (F )

H + (F )
, so folgt θ#

A (R) =
θ∗A(G) + (θ∗A(F ))

θ∗A(H) + (θ∗A(F ))
.

Ist R ∈ K(Γ) und p ∈ Γ, so ist R genau dann in p regulär, wenn θ#
A (R) in θA(p) regulär

ist. Dann ist R(p) = θ#
A (R)(θA(p)), und es folgt θ#

A (Op(Γ)) = OθA(p)(θA(Γ)).
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Definition 2.6.2.

1. Drei Punkte p1, p2, p3 ∈ P2 heißen kollinear, wenn es eine projektive Gerade Λ ⊂ P2

gibt mit {p1, p2, p3} ⊂ Λ. Ein Quadrupel (p1, p2, p3, p4) von Punkten in P2 heißt Basis
von P2, wenn je drei dieser Punkte nicht kollinear sind.

2. Drei projektive Geraden Λ1, Λ2, Λ3 ⊂ P2 heißen kopunktal, wenn Λ1 ∩Λ2 ∩Λ3 6= ∅. Ein
Quadrupel (Λ1,Λ2,Λ3,Λ4) projektiver Geraden in P2 heißt Dualbasis von P2, wenn je
drei dieser projektiven Geraden nicht kopunktal sind.

Lemma 2.6.3.

1. Für i ∈ [1, 3] sei pi ∈ (K3)• und pi = [pi] ∈ P2. Genau dann sind p1, p2, p3 kollinear,
wenn p1, p2, p3 über K linear abhängig sind.

2. Für i ∈ [1, 3] sei Λi = V+(aiX + biY + ciZ) ⊂ P2 mit ui = (ai, bi, ci) ∈ (K3)•, und sei
ui = [ui] ∈ P2. Genau dann sind Λ1, Λ2, Λ3 kopunktal, wenn u1, u2, u3 kollinear sind.

Beweis. 1. Für i ∈ [1, 3] sei pi = (αi, βi, γi), und

P =

α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 ∈ M3(K).

Sind p1, p2, p3 kollinear, so gibt es eine projektive Gerade Λ ⊂ P2 mit {p1, p2, p3} ⊂ Λ. Ist
Λ = V+(aX + bY + cZ) mit (a, b, c) ∈ (K3)•, so ist aαi + bβi + cγi = 0 für alle i ∈ [1, 3] und
daher detP = 0. Dann sind p1, p2, p3 die Zeilenvektoren von P und daher linear abhängig.

Sind umgekehrt p1, p2, p3 linear abhängig, so ist detP = 0, und es gibt (a, b, c) ∈ (K3)•,
so dass aαi + bβi + cγi = 0 und daher {p1, p2, p3} ⊂ V+(aX + bY + cZ) für alle i ∈ [1, 3].

2. Genau dann sind Λ1, Λ2, Λ3 kopunktal, wenn es einen Punkt p = (α :β :γ) ∈ Λ1 ∩Λ2 ∩Λ3

mit (α, β, γ) ∈ (K3)• gibt, und das ist genau dann der Fall, wenn aiα + biβ + ciγ = 0, also
ui = [ui] ∈ V+(αX + βY + γZ) für alle i ∈ [1, 3]. �

Satz 2.6.4.

1. Seien (p1, p2, p3, p4), (p′1, p
′
2, p
′
3, p
′
4) ∈ P2(K)4 Basen von P2. Dann gibt es eine Matrix

A ∈ GL3(K), so dass θA(pi) = p′i für alle i ∈ [1, 3].

2. Seien (Λ1,Λ2,Λ3,Λ4) und (Λ′1,Λ
′
2,Λ

′
3,Λ

′
4) über K definierte Dualbasen von P2. Dann

gibt es eine Matrix A ∈ GL3(K), so dass θA(Λi) = Λ′i für alle i ∈ [1, 3].

Beweis. 1. Für i ∈ [1, 4] sei pi = [pi] und p′i = [p′i] mit pi, p
′
i ∈ (K3)•. Dann ist (p1,p2,p3)

eine Basis von K3, und da auch (p1,p2,p4), (p1,p3,p4) und (p2,p3,p4) linear unabhängig sind,
folgt p4 = λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 mit λ1, λ2, λ3 ∈ K×.

In gleicher Weise erhalten wir p′4 = λ′1p
′
1 + λ′2p

′
2 + λ′3p

′
3 mit λ′1, λ

′
2, λ

′
3 ∈ K×. Für alle

i ∈ [1, 3] ist p′i = [λ−1
i λ′ip

′
i], und da (p1,p2,p3) und (λ−1

1 λ′1p
′
1, λ
−1
2 λ′2p

′
2, λ
−1
3 λ′3p

′
3) Basen von K3

sind, gibt es eine Matrix A ∈ GL3(K), so dass λ−1
i λ′ip

′
i = piA für alle i ∈ [1, 3], und dann folgt

auch

p′4 =
3∑
i=1

λ′ip
′
i =

3∑
i=1

λi(λ
−1
i λ′i)p

′
i =

3∑
i=1

λipiA = p4A,

also p′i = θA(pi) für alle i ∈ [1, 4].

2. Wir zeigen zuerst:
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A. Sei Λ = V+(aX + bY + cZ, Λ′ = V+(a′X + b′Y + c′Z) mit (a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ (K3)•

und A ∈ GL3(K) mit (a′, b′, c′) = (a, b, c)A und A′ = (A−1)t. Dann ist Λ′ = θA′(Λ).

Beweis von A. Nach den Bemerkungen 2.6.1.3 ist θA′(Λ) = V+(θ∗A′(aX + bY + cZ)), und
θ∗A′(aX+bY +cZ) = aθ∗A′(X)+bθ∗A′(Y )+cθ∗A′(Z) und (θ∗A′(X), θ∗A′(Y ), θ∗A′(Z)) = (X,Y, Z)A′−1.
Sei

A′−1 = At =

α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 ∈ M3(K).

Dann ist a′ = aα1 + bβ1 + cγ1, b′ = aα2 + bβ2 + cγ2 und c′ = aα3 + bβ3 + cγ3,

(θ∗A′(X), θ∗A′(Y ), θ∗A′(Z)) = (α1X + α2Y + α3Z, β1X + β2Y + β3Z, γ1X + γ2Y + γ3Z),

θ∗A′(aX+bY +cZ) = (aα1+bβ1+cγ1)X+(aα2+bβ2+cγ2)Y +(aα3+bβ3+cγ3)Z = a′X+b′Y +c′Z

und daher θA′(Λ) = Λ′. �[A.]

Für i ∈ [1, 4] sei Λi = V+(aiX+biY +ciZ), Λ′i = V+(a′iX+b′iY +c′iZ), ui = (ai, bi, ci), u′i =
(a′i, b

′
i, c
′
i) ∈ (K3)• und ui = [ui], u

′
i = [u′i] ∈ P2(K). Nach Lemma 2.6.3.2 sind (u1, u2, u3, u4)

und (u′1, u
′
2, u
′
3, u
′
4) Basen von P2 in P2(K), und nach 1. gibt es eine Matrix A ∈ GL3(K), so

dass θA(ui) = u′i und daher u′i = uiA für alle i ∈ [1, 4]. Nach A folgt Λ′i = θA′(Λi) mit
A′ = (A−1)t. �

Definition und Bemerkung 2.6.5. Eine Abbildung σ : A2 → A2 heißt eine über K
definierte affine Koordinatentransformation, wenn es a1, b1, c1, a2, b2, c2 ∈ K gibt, so dass
a1b2 − a2b1 6= 0 und

σ(x, y) = (a1x+ b1y + c1, a2x+ b2y + c2) für alle x, y ∈ A2.

Man nennt

C(σ) =

a1 a2 0
b1 b2 0
c1 c2 1


die Matrix und θC(σ) die projektive Fortsetzung von σ.

Es ist θC(σ) |A2 = σ und θC(σ) |V+(Z) = idV+(Z). Ist umgekehrt θ : P2 → P2 eine über K

definierte projektive Koordinatentransformation mit θ |V+(Z) = idV+(Z), so ist θ |A2 : A2 → A2

eine über K definierte affine Koordinatentransformation, und θ ist die projektive Fortsetzung
von θ |A2.





KAPITEL 3

Algebraische Funktionenkörp er und diskrete Bewertungen

3.1. Algebraische Funktionenkörper

Definition 3.1.1. Eine Körpererweiterung L/K heißt (algebraischer) Funktionenkörper
(einer Variablen), wenn es ein über K transzendentes x ∈ L gibt, so dass [L : K(x)] < ∞.
Man sagt dann auch, L ist ein Funktionenkörper über K und nennt den relativen algebraischen

Abschluss K̃ von K in L den Konstantenkörper von L/K.

Ist x ∈ L transzendent überK, so ist x auch transzendent über K̃, und [L :K̃(x)] ≤ [L :K(x)].

Daher ist L auch ein Funktionenkörper über K̃. Ist L = K(x) mit einem über K transzendenten
x (also L ∼= K(X)), so nennt man L einen rationalen Funktionenkörper über K.

Beispiel 3.1.2. Sei K ein Körper, C eine über K definierte irreduziblen Kurve und K(C) ihr
Funktionenkörper. Nach Satz 1.4.4 ist K(C)/K ein Funktionenkörper. Ist C absolut irreduzibel,
so ist K der Konstantenkörper von K(C)/K.

Satz 3.1.3. Sei L/K ein Funktionenkörper, L = K(x, y), x transzendent über K und
y algebraisch über K(x). Dann gibt es ein bis auf Faktoren aus K× eindeutig bestimmtes ir-
reduzibles Polynom f ∈ K[X,Y ] mit f(x, y) = 0. Sei K eine algebraische Hülle von K,
C = V (f) ⊂ A2, und seien xC , yC ∈ K[C] die Koordinatenfunktionen von C. Dann gibt es

einen K-Isomorphismus Φ: L
∼→ K(C) mit Φ(x) = xC und Φ(y) = yC .

Beweis. Sei J = {g ∈ K[X,Y ] | g(x, y) = 0} C K[X,Y ]. Wir zeigen : Es gibt ein irre-
duzibles Polynom f ∈ K[X,Y ] mit J = (f). Dann ist f(x, y) = 0, und für jedes irreduzible
Polynom f1 ∈ K[X,Y ] mit f1(x, y) = 0 ist f | f1, also f1 = cf mit einem c ∈ K×.

Da y über K(x) algebraisch ist, gibt es ein Polynom g0 ∈ K(x)[Y ]• mit g0(y) = 0, und nach
Hochmultiplizieren der Nenner kann man g0 ∈ K[x, Y ] annehmen. Ist nun g ∈ K[X,Y ]• mit
g(x, Y ) = g0, so ist g(x, y) = 0 und daher auch f(x, y) = 0 für einen irreduziblen Faktor f von
g. Dann ist f ∈ J , also (f) ⊂ J und wir zeigen J = (f). Wir nehmen im Gegenteil an, es gebe
ein Polynom g ∈ J \ (f). Ist R = K[X], so sind g und f ohne nicht-konstanten gemeinsamen
Faktor in R[Y ] = K[X,Y ]. Nach Lemma 0.2.3 gibt es Polynome p, q ∈ R[Y ] = K[X,Y ]
mit pf + qg = r ∈ R• = K[X]•. Damit folgt r(x) = p(x, y)f(x, y) + q(x, y)g(x, y) = 0, ein
Widerspruch zur Transzendenz von x.

Sei φ : K[X,Y ] → K[x, y] der K-Algebrenhomomorphismus mit φ(X) = x und φ(Y ) = y.

Dann ist Ker(φ) = (f), und φ induziert einen Isomorphismus φ∗ : K[X,Y ]/(f)
∼→ K[x, y].

Sei C = V (f) ⊂ A2. Dann ist θC : K[X,Y ] → K[xC , yC ] ein K-Algebrenepimorphismus mit
θC(X) = xC , θC(Y ) = yC und Ker(θC) = IK(C) = (f). θC induziert einen Isomorphismus

45
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θ∗C : K[X,Y ]/(f)
∼→ K[C], und Φ0 = θ∗C ◦φ∗−1 : K[x, y] → K[xC , yC ] ist ein K-Algebreniso-

morphismus mit Φ0(x) = xC und Φ0(y) = yC . Sei Φ: L = K(x, y) → K(C) die Fortsetzung
von Φ0 auf die Quotientenkörper. Dann leistet Φ das Gewünschte, und die Eindeutigkeit ist
offensichtlich. �

Satz 3.1.4. Sei L/K ein Funktionenkörper, und sei t ∈ L transzendent über K. Dann ist
[L :K(t)] <∞.

Beweis. 1. Sei x ∈ L transzendent über K mit [L : K(x)] < ∞. Dann ist t algebraisch
über K(x), und es gibt ein Polynom f ∈ K(x)[T ]• mit f(t) = 0. Nach Hochmultiplizieren der
Nenner können wir f ∈ K[x][T ]• annehmen, und dann gibt es ein Polynom F ∈ K[X,T ]• mit
F (x, t) = 0. Sei

F =
n∑
ν=0

aν(T )Xν mit n ∈ N0, aν(T ) ∈ K[T ] für alle ν ∈ [0, n] und an(T ) 6= 0.

Da x über K transzendent ist, folgt an(t) 6= 0, also F (X, t) ∈ K(t)[X]•, und wegen F (t, x) = 0
ist x algebraisch über K(t). Damit folgt

[L :K(t)] = [L :K(t, x)] [K(t, x) :K(t)] ≤ [L :K(x)] [K(t)(x) :K(t)] <∞ . �

3.2. Bewertungsbereiche

Definition 3.2.1. Sei L ein Körper und O ( L ein Teilring mit L = q(O).

1. O heißt Bewertungsbereich (von L), wenn gilt : Für alle x ∈ L \ O ist x−1 ∈ O.

2. O heißt diskreter Bewertungsbereich (von L), wenn O faktoriell ist und bis auf Assozi-
ierte genau ein Primelement t besitzt [dann hat jedes z ∈ L× eine eindeutige Darstellung
z = tnu mit n ∈ Z und u ∈ O×; insbesondere ist dann entweder z ∈ O (falls n ≥ 0) oder
z−1 ∈ O (falls n < 0), und daher ist O ein Bewertungsbereich.]

Satz 3.2.2. Sei L ein Körper, O ( L ein Teilring, L = q(O) und P = O \ O×.

1. Ist O ein Bewertungsbereich, so ist O lokal, und P = {x−1 | x ∈ L \ O} ∪ {0} ist sein
maximales Ideal.

2. Sei O ein diskreter Bewertungsbereich und t ∈ O ein Primelement.

(a) O ist ein Hauptidealbereich, {(tn) | n ∈ N} ist die Menge aller von {0} verschiede-
nen echten Ideale und (t) = P ist das maximale Ideal von O.

(b) L = O[t−1], und O ( L ist ein maximaler Teilring.

3. Sei O lokal, und sei P = O \ O× ein Hauptideal. Genau dann ist O ein diskreter
Bewertungsbereich, wenn ⋂

n∈N
Pn = {0}.

Beweis. 1. Sei O ein Bewertungsbereich. Dann ist offensichtlich P ⊃ {x−1 | x ∈ L\O}∪{0}.
Ist umgekehrt z ∈ P und z 6= 0, so ist z−1 ∈ L \O und z = (z−1)−1. Es bleibt zu zeigen, dass P
ein Ideal ist. Seien dazu a, b ∈ P und r ∈ O. Dann ist auch ra ∈ P , und für den Nachweis von
a+ b ∈ P können wir ab 6= 0 annehmen. Dann ist a−1b ∈ O oder ab−1 ∈ O, etwa ab−1 ∈ O, und
es folgt a+ b = b(ab−1 + 1) ∈ O \ O×.
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2. (a) Sei {0} 6= I ( O ein Ideal. Ist a ∈ I•, so gibt es ein m ∈ N und ein u ∈ O× mit
a = tmu, also tm = u−1a ∈ I, und es sei n = min{m ∈ N | tm ∈ I}. Dann ist (tn) ⊂ I, und wir
zeigen Gleichheit. Sei a ∈ I•, a = tmu mit m ∈ N und u ∈ O×. Dann ist tm = u−1a ∈ I, also
m ≥ n, und a = tntm−nu ∈ (tn).

2. (b) Ist z ∈ L× \ O, so ist z = t−nu = (t−1)nu mit n ∈ N und u ∈ O×. Damit folgt
L = O[t−1]. Sei O ( O′ ⊂ L ein Teilring und x ∈ O′ \ O. Dann ist x = t−nu mit n ∈ N und
u ∈ O×, also t−1 = tn−1u−1x ∈ O′ und daher L = O[t−1] ⊂ O′, also O′ = L.

3. Sei P = (t). Ist O ein diskreter Bewertungsbereich und a ∈ O•, so ist a = tnu mit n ∈ N0

und u ∈ O×, und daher tn+1 - a, also a /∈ (tn) = Pn und daher⋂
n∈N

Pn = {0}.

Sei nun ⋂
n∈N

Pn =
⋂
n∈N

(tn) = {0}.

Wir zeigen: Jedes a ∈ O• hat eine eindeutige Darstellung a = tnu mit n ∈ N0 und u ∈ O×
(dann ist O ein faktorieller Bereich und t is bis auf Assoziierte das einzige Primelement). Ist
a ∈ O×, so gibt es ein n ∈ N0, so dass a ∈ (tn) \ (tn+1), und dann ist a = tnu mit u ∈ O×. Die
Eindeutigkeit der Darstellung folgt, da t ein Primelement ist. �

Satz 3.2.3 (Existenzsatz für Bewertungsbereiche). Sei L ein Körper, R ( L ein Teilring
und 0 6= I ( R ein Ideal. Dann gibt es einen Bewertungsbereich O von L mit maximalem Ideal
P , so dass R ⊂ O und I ⊂ P .

Beweis. Sei Ω die Menge aller Bereiche S mit R ⊂ S ⊂ L, so dass IS 6= S. Dann ist R ∈ Ω,
also Ω 6= ∅. Wir zeigen, dass die Vereinigung jeder Kette in Ω wieder zu Ω gehört. Mit Hilfe
des Zorn’schen Lemmas folgt dann, dass Ω ein maximales Element besitzt. Sei also (Sλ)λ∈Λ eine
Kette in Ω und

S =
⋃
λ∈Λ

Sλ.

Dann ist S ein Teilring von L und wir behaupten IS ( S. Wäre IS = S, also 1 ∈ IS, so folgte
1 = s1a1 + . . .+ srar mit a1, . . . , ar ∈ I und s1, . . . sr ∈ S. Da (Sλ)λ∈Λ eine Kette ist, gibt es ein
ν ∈ Λ mit {s1, . . . , sr} ⊂ Sν , also 1 ∈ ISν und ISν = Sν , ein Widerspruch ]. Daher ist S ∈ Ω.

Sei nun O ∈ Ω maximal und J = IO. Wegen {0} ( J ( O ist O 6= L, und wir zeigen,
dass O ein Bewertungsbereich von L ist. Wir nehmen im Gegenteil an, es sei z ∈ L× mit z /∈ O
und z−1 /∈ O. Dann ist O ( O[z] und O ( O[z−1], und wegen der Maximalität von O ist
JO[z] = IO[z] = O[z] und JO[z−1] = O[z−1]. Dann bestehen Gleichungen der Form

1 =
n∑
i=0

aiz
i und 1 =

m∑
j=0

bj(z
−1)j mit n, m ∈ N und a0, . . . , an, b0, . . . , bm ∈ J .

Wir nehmen an, m+ n seien minimal mit dieser Eigenschaft, und es sei m ≤ n (Symmetrie von
z und z−1 ). Dann folgt

1− b0 =

n∑
i=0

(1− b0)aiz
i und (1− b0)anz

n =

m∑
j=1

(1− b0)anbjz
n−j ,
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und wir erhalten

1 = b0 + (1− b0)a0 +
n−1∑
i=1

(1− b0)aiz
i +

m∑
j=1

(1− b0)anbjz
n−j =

n−1∑
ν=0

cνz
ν mit c0, . . . , cn−1 ∈ J ,

ein Widerspruch zur Minimalität von n. �

3.3. Bewertungsbereiche in Funktionenkörpern

Satz 3.3.1. Sei L/K ein Funktionenkörper mit Konstantenkörper K̃ und O ein Bewer-
tungsbereich von L mit maximalem Ideal P und K ⊂ O.

1. K̃ ⊂ O und K̃× ⊂ O×.

2. Seien n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ P • und xi ∈ xi+1P für alle i ∈ [1, n − 1]. Dann ist
n ≤ [L :K(x1)] <∞. Insbesondere ist jedes x ∈ P • transzendent über K.

3. O ist ein diskreter Bewertungsbereich.

Beweis. 1. Wir nehmen an, es sei a ∈ K̃ \ O. Dann ist a−1 ∈ O, also K[a−1] ⊂ O, und da

a über K algebraisch ist, folgt a ∈ K[a−1] ⊂ O, ein Widerspruch. Daher ist K̃ ⊂ O, und folglich

auch K̃× ⊂ O×.

2. Sei x1 ∈ P •. Dann ist x−1
1 /∈ O, also x−1

1 /∈ K̃. Daher ist x−1
1 und damit auch x1

transzendent über K und [L :K(x1)] <∞ nach Satz 3.1.4.
Seien nun x1, . . . , xn ∈ P • und xi ∈ xi+1P für alle i ∈ [1, n − 1]. Dann folgt xi ∈ xjP für

alle i, j ∈ [1, n] mit i < j, und wir zeigen : (x1, . . . , xn) ist linear unabhängig über K(x1). Wir
nehmen im Gegenteil an, es bestehe eine Relation

n∑
i=1

ϕixi mit ϕ1, . . . , ϕn ∈ K(x1) und (ϕ1, . . . , ϕn) 6= (0, . . . , 0) .

Wir können annehmen, dass ϕ1, . . . , ϕn ∈ K[x1], und dass es ein k ∈ [1, n] gibt, so dass
ϕk /∈ x1K[x1] und ϕi ∈ x1K[x1] für alle i ∈ [k + 1, n]. Dann folgt

−ϕk =

k−1∑
i=1

ϕix
−1
k xi +

n∑
i=k+1

ϕix
−1
k xi .

Für i ∈ [1, k−1] ist xi ∈ xkP , also ϕix
−1
k xi ∈ K[x1]P ⊂ OP = P . Für i ∈ [k+1, n] ist ϕi = xψi

mit ψi ∈ K[x1] ⊂ O, und ϕx−1
k xi = ψixix

−1
k x1 ∈ P . Daher ist ϕk ∈ P . Aber ϕk = a+ x1ψ mit

a ∈ K× und ψ ∈ K[x1], und daher folgt a = ϕk − x1ψ ∈ P ∩K×, ein Widerspruch.

3. Wir zeigen zuerst, dass P endlich erzeugt ist, und nehmen im Gegenteil an, es gebe eine
Folge (xi)i≥1 in P •, so dass (x1, . . . , xi) ( (x1, . . . , xi+1) für alle i ≥ 1. Für alle i ≥ 1 ist dann

xi+1 /∈ xiO, folglich x−1
i xi+1 ∈ L \ O und daher xix

−1
i+1 ∈ P , also xi ∈ xi+1P . Wegen 2. folgt

n ≤ [L :K(x1)] für alle n ∈ N, ein Widerspruch.
Sei nun {y1, . . . , ym} ein minimales Erzeugendensystem von P . Wäre m ≥ 2, so folgte

y2 /∈ y1O, also y−1
1 y2 /∈ O und daher y1y

−1
2 ∈ O, folglich y1 ∈ y2O und P = (y2, . . . , ym)

im Widerspruch zur Minimalität von m. Daher ist P ein Hauptideal, P = (t) mit einem Prim-
element t ∈ O. Nach Satz 3.2.2.3 genügt es, zu zeigen : Für jedes x ∈ O• gibt es ein n ∈ N mit
x /∈ (tn). Wir nehmen im Gegenteil an, es sei x ∈ O• und x ∈ (tn) für alle n ∈ N. Dann ist x ∈ P ,
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und für i ∈ N sei xi = t1−ix, also xi = txi+1 ∈ xi+1P . Nach 2. folgt nun n ≤ [L :K(x)] < ∞
für alle n ∈ N, ein Widerspruch. �

Satz 3.3.2. Sei L/K ein Funktionenkörper und K ( O ( L ein lokaler Teilbereich mit
maximalem Ideal P = O \ O×. Ist P ein Hauptideal, so ist O ein diskreter Bewertungsbereich.

Beweis. Nach Satz 3.2.3 gibt es einen Bewertungsbereich O′ von L mit maximalem Ideal
P ′, so dass O ⊂ O′ und P ⊂ P ′. Nach Satz 3.3.1.3 ist O′ ein diskreter Bewertungsbereich, und
wegen ⋂

n∈N
Pn ⊂

⋂
n∈N

P ′n = {0}

ist nach Satz 3.2.2 auch O ein diskreter Bewertungsbereich. �

3.4. Kennzeichnung regulärer Punkte

Satz 3.4.1. Sei K ein Körper, K eine algebraische Hülle von K, C ⊂ A2 eine über K
definierte irreduzible Kurve und p = (α, β) ∈ C.

1. Ist p ∈ C(K) ein über K regulärer Punkt von C, so ist Op,K(C) ein diskreter Bewer-
tungsbereich.

2. Sei Op,K(C) ein diskreter Bewertungsbereich und K(α, β)/K separabel. Dann ist p ein
über K regulärer Punkt von C.

Beweis. Sei IK(C) = (f) mit irreduziblem f ∈ K[X,Y ], und seien x, y ∈ K[C] die Koor-
dinatenfunktionen von C.

1. Sei p = (α, β) ∈ K2 ein über K regulärer Punkt von C, und sei

∂f

∂Y
(α, β) 6= 0 .

Nach Satz 1.4.4 ist Mp,K(C) = Op,K
(x − α, y − β), und wegen f(p) = f(α, β) = 0 folgt

f = (X − α)f1 + (Y − β)f2 mit f1, f2 ∈ K[X,Y ]. Dann ist

∂f

∂Y
= (X − α)

∂f1

∂Y
+ (Y − β)

∂f2

∂Y
+ f2 , also

∂f

∂Y
(α, β) = f2(α, β) = f2(x, y)(α, β) 6= 0 .

Wegen 0 = f(x, y) = (x− α)f1(x, y) + (y − β)f2(x, y) folgt

y − β =
−(x− α)f1(x, y)

f2(x, y)
∈ Op,K

(x− α) und daher Mp,K(C) = Op,K
(x− α) .

Nach Satz 3.3.2 ist Op,K ein diskreter Bewertungsbereich.

2. Sei mα ∈ K[X] das Minimalpolynom von α und mβ ∈ K[Y ] das Minimalpolynom von β
über K. Da K(x, y)/K transzendent ist, folgt (mα(x),mβ(y)) 6= (0, 0), und wegen der Separabi-
lität ist m′α(α)m′β(β) 6= 0. Ist nun mα(x)mβ(y) 6= 0, so ist entweder mα(x)mβ(y)−1 ∈ Op,K(C)

oder mα(x)−1mβ(y) ∈ Op,K(C). Daher können wir annehmen, dass

mβ(y) 6= 0 und
mα(x)

mβ(y)
∈ Op,K(C).
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Dann existieren Polynome g, h ∈ K[X,Y ] mit h(α, β) 6= 0 und

mα(x, y)

mβ(x, y)
=
g(x.y)

h(x, y)
, also

mα + (f)

mβ + (f)
=
g + (f)

h+ (f)
,

und daher mαh−mβg = Qf mit einem Polynom Q ∈ K[X,Y ]. Es folgt

∂(Qf)

∂X
=
∂Q

∂X
f +Q

∂f

∂X
= m′αh+mα

∂h

∂X
−mβ

∂g

∂X
,

und wegen f(p) = mα(p) = mα(α) = 0, m′α(p) 6= 0 und h(p) 6= 0 folgt

∂f

∂X
(p) 6= 0 . �

3.5. Diskrete Bewertungen

Definition 3.5.1. Sei L ein Körper und ∞ ein neues Symbol, für das wir folgende Konven-
tionen vereinbaren : Für alle k ∈ Z ∪ {∞} ist k +∞ =∞+ k =∞ und k = min{k,∞} ≤ ∞.

Eine diskrete Bewertung oder Exponentenbewertung von L ist eine surjektive Abbildung
v : L→ Z ∪ {∞}, so dass für alle a, b ∈ L gilt :

• v(a) =∞ ⇐⇒ a = 0.

• v(ab) = v(a) + v(b).

• v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}.
Ist v eine diskrete Bewertung von L, so heißt Ov = {x ∈ L | v(x) ≥ 0} der Bewertungsbereich
und Pv = {x ∈ L | v(x) > 0} das Bewertungsideal von v.

Bemerkungen 3.5.2. Sei L ein Körper und v : L→ Z ∪ {∞} eine diskrete Bewertung.

1. v |L× : L× → Z ist ein Gruppenepimorphismus, v(1) = 0 und v(a−1) = −v(a) für alle
a ∈ L×.

2. Für jede Einheitswurzel z ∈ L ist v(z) = 0.
Beweis. Ist n ∈ N mit zn = 1, so folgt 0 = v(zn) = nv(z) und daher v(z) = 0. �

3. Für alle a, b ∈ K ist v(−a) = v(a) und v(a− b) ≥ min{v(a), v(b)}.
4. Sind a, b ∈ L mit v(a) < v(b), so ist v(a± b) = v(a).

Beweis. Aus v(a+b) > v(a) folgte v(a) = v((a+b)+(−b)) ≥ min{v(a+b), v(b)} > v(a),
ein Widerspruch. �

5. Sei n ∈ N≥2, und seien a1, . . . , an ∈ L.

(a) Ist v(a1) < v(ai) für alle i ∈ [2, n], so ist v(a1 + . . .+ an) = v(a1)
Beweis. Es ist v(a2 + . . . + an) ≥ min{v(a2, . . . , v(an)} > v(a1), und daher folgt
v(a1 + (a2 + . . .+ an)) = v(a1). �

(b) Ist a1 + . . .+ an = 0, so gibt es Indizes i, j ∈ [1, n] mit i 6= j und v(ai) = v(aj).
Beweis. Sind v(a1), . . . , v(an) alle verschieden, so können wir (nach Umnummerie-
rung) annehmen, dass v(a1) < v(ai) für alle i ∈ [2, n], und nach (a) folgt dann
∞ = v(a1 + . . .+ an) = v(a1), ein Widerspruch. �

Satz 3.5.3. Sei L ein Körper und v eine diskrete Bewertung von L.
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1. Ov ist ein diskreter Bewertungsbereich mit maximalem Ideal Pv. Es ist q(Ov) = L, und
O×v = {x ∈ L | v(x) = 0}.

2. Für t ∈ L sind die folgenden Aussagen äquivalent :
(a) t ist ein Primelement von Ov ;

(b) Pv = (t) ;

(c) v(t) = 1.

3. Ist K ein Teilkörper von L, so ist genau dann v |K× = 0, wenn K ⊂ Ov.

Beweis. 1. Sind a, b ∈ Ov, so ist v(a−b) ≥ min{v(a), v(b)} ≥ 0 und v(ab) = v(a)+v(b) ≥ 0,
also a− b ∈ Ov und ab ∈ Ov. Daher ist Ov ⊂ L ein Teilbereich. Ist x ∈ L \ Ov, so ist v(x) < 0,
also v(x−1) = −v(x) > 0 und daher x−1 ∈ Ov. Daher ist L = q(Ov). Ist x ∈ L×, so ist genau
dann x ∈ O×v , wenn x ∈ Ov und x−1 ∈ Ov, wenn also v(x) ≥ 0 und −v(x) = v(x−1) ≥ 0. Damit
folgt O×v = {x ∈ L× | v(x) = 0} = Ov \ Pv.

Sind a, b ∈ Pv und c ∈ Ov, so ist v(a−b) ≥ min{v(a), v(b)} > 0 und v(ca) = v(c)+v(a) > 0,
also a − b ∈ Pv und ca ∈ Pv. Daher ist Pv ein Ideal von Ov, und wegen Pv = Ov \ O×v ist Ov
lokal mit maximalem Ideal Pv.

Sei nun t ∈ L mit v(t) = 1. Wir zeigen, dass jedes a ∈ O•v eine eindeutige Darstellung
a = tnu mit n ∈ N0 und u ∈ O×v besitzt (dann ist Ov ein diskreter Bewertungsbereich und t ist
bis auf Assoziierte sein einziges Primelement). Sei also a ∈ O•v . Dann ist v(a) = n ∈ N0, und es
folgt v(t−na) = −nv(t) + v(a) = 0, also u = t−na ∈ O×v und a = tnu. Ist umgekehrt a = tnu mit
n ∈ N0 und u ∈ O×v , so folgt v(a) = nv(t) + v(u) = n.

2. (a) ⇔ (b) Nach Satz 3.2.2.2.

(b) ⇒ (c) Wegen Pv = (t) = tOv ist v(x) ≥ v(t) für alle x ∈ Pv, und da v surjektiv ist,
folgt v(t) = min{v(x) | x ∈ Pv} = 1.

(c) ⇒ (b) Nach Definition ist t ∈ Pv, also (t) ⊂ Pv. Ist a ∈ P •v , so ist v(a) ≥ 1 und daher
v(t−1a) = −v(t) + v(a) ≥ 0. Es folgt t−1a ∈ Ov und a ∈ tOv = (t).

3. Sei K ein Teilkörper von L. Genau dann ist K ⊂ Ov, wenn K× ⊂ O×v , und das ist
äquivalent mit v |K× = 0. �

Satz und Definition 3.5.4. Sei R ein faktorieller Bereich, L = q(R) und t ∈ R• ein
Primelement. Dann hat jedes x ∈ L× eine Darstellung x = tnu−1v mit n ∈ Z und u, v ∈ R \ (t).
Dabei hängt n = vt(x) nur von x und dem Primideal (t) ab. Setzt man noch vt(0) = ∞, so ist
vt : L→ Z ∪ {∞} eine diskrete Bewertung und vt(t) = 1.

vt : L → Z ∪ {∞} heißt t-adische Bewertung von L. Für x ∈ L heißt vt(x) der t-adische
Wert von x.

Es ist Ovt = {u−1c | c ∈ R, u ∈ R \ (t)}, Pvt = {u−1c | c ∈ (t), u ∈ R \ (t)}, R ⊂ Ovt, und
Pvt ∩R = (t) C R. Die Einbettung R ↪→ Ovt induziert einen Ringmonomorphismus

j : R/(t)→ Ovt/Pvt , so dass j(a+ (t)) = a+ PvtS für alle a ∈ R.

Identifiziert man R/(t) mit seinem Bild unter j, so ist R/(t) ⊂ Ovt/Pvt ein Teilring, und
Ovt/Pvt = q(R/(t)). Ist insbesondere R ein Hauptidealbereich, so ist R/(t) = Ovt/Pvt.

Beweis. Da R faktoriell ist, ist jedes a ∈ R• \ R× ein Produkt von Primelementen, und
dabei können wir zu t assoziierte Primelemente zusammenfassen. Dann hat jedes a ∈ R• eine
Darstellung a = tnup1 · . . . · pr mit n ∈ N0, u ∈ R×, r ∈ N0 und zu t nicht assoziierten
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Primelementen p1, . . . , pr. Insbesondere ist dann t - up1 · . . . · pr, und daher hat jedes a ∈ R•
eine Darstellung a = tnu mit n ∈ N0 und u ∈ R \ (t). Ist x ∈ L×, so ist x = a−1b mit a, b ∈ R•,
a = tnu und b = tmv mit n, m ∈ N0 und u, v ∈ R \ (t), und es folgt x = tm−nu−1v.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit von n sei t1 ∈ R• ein weiteres Primelement, es sei (t1) = (t),
also t1 = tε, und es sei x = tnu−1v = tn1

1 u−1
1 v1 mit n, n1 ∈ Z, n ≥ n1 und u, v, u1, v1 ∈ R \ (t).

Dann folgt tnvu1 = tn1
1 v1u = tn1εn1v1u, also tn−n1vu1 = εn1v1u /∈ (t) und daher n = n1.

Nach Definition ist vt(t) = 1, vt : L→ Z∪{∞} surjektiv, und genau dann vt(x) =∞, wenn
x = 0. Für a ∈ R ist vt(a) ≥ 0, und genau dann ist vt(a) > 0, wenn a ∈ (t). Wir zeigen nun :

vt(x1x2) = vt(x1) + vt(x2) und vt(x1 + x2) ≥ min{vt(x1), vt(x2)} für alle x1, x2 ∈ L.
Ist x1x2 = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also xi = tniu−1

i vi mit ni = vt(xi) ∈ Z, ui, vi ∈ R \ (t)
für i ∈ {1, 2} und n1 ≥ n2. Dann folgt x1x2 = tn1+n2(u1u2)−1v1v2 und u1u2v1v2 /∈ (t), also
vt(x1x2) = n1 + n2. Es ist x1 + x2 = tn2(u1u2)−1w mit w = tn1−n2u2v1 + u1v2 ∈ R und daher
vt(x1 + x2) = n2 + vt(w) ≥ n2.

Ist x ∈ Ovt und vt(x) = n ≥ 0, so ist x = u−1(tnv) mit u, v ∈ R \ (t) und c = tnv ∈ R. Ist
umgekehrt x = u−1c mit u ∈ R und c ∈ R \ (t), so ist vt(x) = vt(c) − vt(u) = vt(c) ≥ 0 und
daher x ∈ Ovt . Ist x = u−1c ∈ Ovt mit c ∈ R und u ∈ R \ (t), so ist wegen vt(x) = vt(c) genau
dann x ∈ Pvt , wenn vt(c) ≥ 1, also c ∈ (t). Daher ist Ovt = {u−1c | c ∈ R, u ∈ R \ (t)} und
Pvt = {u−1c | c ∈ (t). Für alle x ∈ R• ist x = tnu mit n ∈ N0 und u ∈ R \ (t), also x ∈ Ovt , und
genau dann ist x ∈ Pvt , wenn n > 0. Damit folgt R ⊂ Ovt , Pvt ∩R = (t), und die Einlagerung
R ↪→ Ovt induziert einen Ringmonomorphismus j : R/(t) → Ovt/Pvt . Identifiziert man R/(t)
mit dem Bild unter j, so gilt für ξ = u−1c + Pvt ∈ Ovt/Pvt (mit c ∈ R und u ∈ R \ (t), also
u+ (t) ∈ (R/(t))•)

ξ =
c+ Pvt
u+ Pvt

=
c+ (t)

u+ (t)
∈ q(R/(t)).

Es folgt Ovt/Pvt = q(R/(t)). Ist R ein Hauptidealbereich, so ist (t) ein maximales Ideal, also
R/(t) ein Körper und daher Ovt/Pvt = R/(t). �

.

Korollar 3.5.5. Sei L ein Körper.

1. Seien v, v′ : L→ Z ∪ {∞} diskrete Bewertungen mit Ov = Ov′. Dann ist v = v′.

2. Sei v : L→ Z ∪ {∞} eine diskrete Bewertung und t ∈ L mit v(t) = 1. Dann ist v = vt.

3. Sei R ein Hauptidealbereich, L = q(R) und v : L → Z ∪ {∞} eine diskrete Bewertung
mit R ⊂ Ov. Dann gibt es ein Primelement t von R mit v = vt.

4. Sei O ein diskreter Bewertungsbereich und t ∈ O ein Primelement. Dann ist O = Ovt.

Beweis. 1. Ist Ov = Ov′ , so ist Pv = Pv′ = (t) mit t ∈ L und v(t) = v′(t) = 1. Ist nun
x ∈ L×, so folgt x = tnu mit n ∈ Z und u ∈ O×v = O×v′ , also v(x) = n = v′(x).

2. t ist ein Primelement von Ov, und daher ist vt(x) ≥ 0 für alle x ∈ Ov. Damit folgt
Ov ⊂ Ovt , also Ov = Ovt nach Satz 3.2.2.2, und daher v = vt nach 1.

3. Wäre Pv ∩R = {0}, so folgte v(x) = 0 für alle x ∈ R• und daher v(x) = 0 für alle x ∈ L×,
ein Widerspruch. Daher ist Pv ∩R ein von {0} verschiedenes Primideal von R, also Pv ∩R = (t)
mit einem Primelement t von R, und es folgt R\(t) ⊂ Ov \Pv = O×v . Ist x ∈ Ovt , so ist x = u−1c
mit c ∈ R und u ∈ R \ (t), und wir erhalten v(x) = v(c)− v(u) = v(c) ≥ 0, also x ∈ Ov. Wegen
Ovt ⊂ Ov folgt Ov = Ovt nach Satz 3.2.2.2, und daher v = vt nach 1.
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4. Wegen O ⊂ Ovt folgt Gleichheit nach Satz 3.2.2.2. �

Satz 3.5.6 (Vergleichssatz für diskrete Bewertungen). Sei L ein Körper, und seien v und
v′ diskrete Bewertungen von L. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(a) v = v′.

(b) Ov ⊂ Ov′.
(c) Pv ⊂ Pv′.
(d) {x ∈ L | v(x) ≥ 0} ⊂ {x ∈ L | v′(x) ≥ 0}.
(e) {x ∈ L | v(x) > 0} ⊂ {x ∈ L | v′(x) > 0}.

Beweis. (a) ⇒ (b) ⇔ (d) und (a) ⇒ (c) ⇔ (e) Offensichtlich.

(b) ⇒ (a) Nach Satz 3.2.2.2 und Korollar 3.5.5.

(e) ⇒ (d) Wir nehmen an, es sei x ∈ L mit v(x) ≥ 0 und v′(x) < 0. Dann ist v(x) = 0, und
es sei t ∈ L mit v(t) = 1. Dann ist v′(t) = r > 0, v(xrt) = rv(x) + v(t) = 1 und

v′(xrt) = rv′(x) + v′(t) ≤ −r + r = 0 , ein Widerspruch. �

Satz 3.5.7 (Schwacher Approximationssatz). Sei L ein Körper, n ∈ N, und seien v1, . . . , vn
verschiedene diskrete Bewertungen von L. Seien (x1, . . . , xn) ∈ Ln und (r1, . . . , rn) ∈ Zn.
Dann gibt es ein x ∈ L, so dass vi(x− xi) = ri für alle i ∈ [1, n].

Beweis. Wir beginnen mit drei Zwischenbehauptungen A, B und C.

A. Es gibt ein u ∈ L, so dass v1(u) > 0 und vi(u) < 0 für alle i ∈ [2, n].

Beweis von A. Induktion nach n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.

n = 2 : Nach Satz 3.5.6 gibt es u1, u2 ∈ L× mit v1(u1) < 0, v2(u1) ≥ 0, v1(u2) ≥ 0 und
v2(u2) < 0. Dann ist v1(u−1

1 u2) = −v1(u1)+v1(u2) > 0 und v2(u−1
1 u2) = −v2(u1)+v2(u2) < 0.

n ≥ 3 , n − 1 → n : Sei y ∈ L× mit v1(y) > 0 und vi(y) < 0 für alle i ∈ [2, n − 1]. Ist
dann vn(y) < 0, so sind wir fertig. Sei also vn(y) ≥ 0, und sei z ∈ L× mit v1(z) > 0 und
vn(z) < 0. Da vi(y) 6= 0 für alle i ∈ [1, n − 1], gibt es ein r ∈ N mit rvi(z) 6= vi(y) für alle
i ∈ [1, n− 1]. Sei nun u = y+ zr. Dann ist v1(u) ≥ min{v1(y), rv1(z)} > 0, und für alle i ∈ [2, n]
ist vi(u) = min{vi(y), rvi(z)} < 0. �[A]

B. Es gibt ein w ∈ L mit v1(w − 1) > r1 und vi(w) > ri für alle i ∈ [2, n].

Beweis von B. Sei u ∈ L mit v1(u) > 0 und vi(u) < 0 für alle i ∈ [2, n]. Für s ∈ N sei
w = (1+us)−1, also w−1 = −us(1+us)−1. Dann ist v1(w−1) = sv1(u)−v1(1+us) = sv1(u) > r1

für s� 1. Für i ∈ [2, n] ist vi(w) = −vi(1 + us) = −svi(u) > ri für s� 1. �[B]

C. Für alle (y1, . . . , yn) ∈ Ln gibt es ein z ∈ L, so dass vi(z − yi) > ri für alle i ∈ [1, n].

Beweis von C. Sei (y1, . . . , yn) ∈ Ln und s ∈ Z, so dass vi(yj) ≥ s für alle i, j ∈ [1, n]. Nach
B gibt es w1, . . . , wn ∈ L, so dass vi(wi − 1) > ri − s und vi(wj) > ri − s für alle i, j ∈ [1, n]
mit j 6= i. Sei nun z = y1w1 + . . .+ ynwn. Für alle i ∈ [1, n] folgt dann

z − yi =
∑
j=1
j 6=i

yjwj + yi(wi − 1) und vi(yi(wi − 1)) > s+ (ri − s) .

Für j ∈ [1, n] mit j 6= i ist vi(yjwj) > s+(ri−s) = ri, und daher ist auch vi(z−yi) > ri. �[C]
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Eigentlicher Beweis. Für i ∈ [1, n] sei zi ∈ L mit vi(zi) = ri. Nach C gibt es z, z′ ∈ L, so
dass vi(z − xi) > ri und vi(z

′ − zi) > ri für alle i ∈ [1, n]. Sei x = z + z′. Für alle i ∈ [1, n] folgt
vi(x− xi) = vi

(
(z − xi) + (z′ − zi) + zi

)
= min{vi(z − xi), vi(z′ − zi), vi(zi)} = ri. �

3.6. Stellen eines Funktionenkörpers

Definition 3.6.1. Sei L/K ein Funktionenkörper. Eine Teilmenge P ⊂ L heißt Stelle von
L/K, wenn P das maximale Ideal eines Bewertungsbereiches O von L mit K ⊂ O ist. Nach Satz
3.2.2 ist dann O ein diskreter Bewertungsbereich und P = (t) ist ein Hauptideal von O. Nach
Korollar 3.5.5 ist v = vt, also O = Ov und P = Pv. Nach Satz 3.5.3 ist v |K× = 0, und nach
Satz 3.5.6 sindO und v durch P eindeutig bestimmt. Man nenntO = OP den Bewertungsbereich
und v = vP die Bewertung zur Stelle P . Jedes Primelement t von OP heitß Ortsuniformisierende
oder lokaler Parameter von P . Der Körper LP = OP /P heißt Restklassenkörper von P . Es
bezeichne PL = PL/K die Menge aller Stellen von L/K.

Sei K̃ der Konstantenkörper von L/K und P ∈ PL. Nach Satz 3.3.1 ist K̃ ⊂ OP und

P ∩ K̃ = 0. Die Einbettung K̃ ↪→ OP induziert einen K-Monomorphismus K̃ → LP , wir

identifizieren die Elemente a ∈ K̃ mit den Restklassen a + P ∈ LP , und betrachten fürderhin

K̃ als in LP eingebettet. Dann ist K ⊂ K̃ ⊂ LP , und wir nennen deg(P ) = [LP :K] den Grad
von P (in Satz 3.6.3 werden wir deg(P ) <∞ zeigen). Für d ∈ N bezeichne PdL die Menge aller
Stellen vom Grade d.

Für P ∈ PL und z ∈ L definieren wir z(P ) ∈ LP ∪ {∞} durch

z(P ) = z + P ∈ LP , falls z ∈ OP , und z(P ) =∞ , falls z ∈ L \ OP ,
und wir nennen z(P ) den Wert der Funktion z an der Stelle P . Aufgrund der Einbettung

K̃ ↪→ LP ist z(P ) = z für alle z ∈ K̃ und alle P ∈ PL (das rechtfertigt die Terminologie

Konstantenkörper). Die Abbildung z 7→ z(P ) ist ein K̃-Algebrenepimorphismus OP → LP . Ist
z(P ) = 0, so nennt man P eine Nullstelle von z; es ist dann vP (z) > 0, und man nennt vP (z)
die Nullstellenordnung von z in P .

Sei z ∈ L und P ∈ PL/K . Man nennt P eine Nullstelle von z, wenn z(P ) = 0 [ äquivalent:
z ∈ P oder vP (z) > 0 ], und dann heißt vP (z) die Nullstellenordnung von z in P . Man nennt
P eine Polstelle von z, wenn z(P ) = ∞ [ äquivalent: z ∈ L \ OP oder vP (z) < 0 ], und dann
heißt −vP (z) die Polstellenordnung von z in P . Es bezeichne N (z) die Menge der Nullstellen
und P(z) die Menge der Polstellen von z. Für z ∈ L× ist offensichtlich P(z) = N (z−1).

Satz 3.6.2. Sei L/K ein Funktionenkörper, R ⊂ L ein Bereich mit K ⊂ R und 0 6= I ( R
ein Ideal. Dann gibt es eine Stelle P ∈ PL mit R ⊂ OP und I ⊂ P .

Beweis. Nach Satz 3.2.3. �

Satz 3.6.3. Sei L/K ein Funktionenkörper mit Konstantenkörper K̃.

1. Sei x ∈ L \ K̃, r ∈ N, und seien P1, . . . , Pr ∈ PL verschiedene Nullstellen von x. Dann
ist

r∑
i=1

vPi(x) deg(Pi) ≤ [L :K(x)] <∞ .
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2. Sei P ∈ PL und 0 6= x ∈ P . Dann ist [K̃ : K] ≤ deg(P ) ≤ [L : K(x)] < ∞. Ist

insbesondere P1
L 6= ∅, so ist K̃ = K.

3. Für x ∈ L \ K̃ ist 0 < |N (x)| ≤ [L :K(x)] <∞ und 0 < |P(x)| ≤ [L :K(x)] <∞.

4. Sei x ∈ L×. Dann ist die Menge {P ∈ PL | vP (x) 6= 0} endlich, und genau dann ist

x ∈ K̃×, wenn vP (x) = 0 für alle P ∈ PL.

5. |PL| =∞.

Beweis. Nach Satz 3.1.4 ist [L :K(x)] < ∞. Für i ∈ [1, r] sei vi = vPi , ei = vi(x), also
ei ≥ 1, da x ∈ Pi, und fi ∈ N mit fi ≤ deg(Pi). Seien si,1, . . . , si,fi ∈ OPi , so dass die Werte
si,1(Pi), . . . , si,fi(Pi) ∈ LPi über K linear unabhängig sind. Nach Satz 3.5.7 gibt es ein ti ∈ L
mit vi(ti) = 1 und vk(ti) = 0 für alle k ∈ [1, r] \ {i}. Für alle i ∈ [1, r] und j ∈ [1, fi] gibt es
Funktionen zi,j ∈ L mit vi(si,j − zi,j) > 0 und vk(zi,j) ≥ ek für alle k ∈ [1, r] \ {i}. Dann ist
zi,j = si,j − (si,j − zi,j) ∈ OPi , also vi(zi,j) ≥ 0. Wir zeigen:

Die Menge {tai zi,j | i ∈ [1, r] , j ∈ [1, fi] , a ∈ [0, ei − 1] } ist linear unabhängig über K(x).

Damit folgt

[L :K(x)] ≥
r∑
i=1

eifi =
r∑
i=1

vPi(x)fi und daher [L :K(x)] ≥
r∑
i=1

vPi(x) deg(Pi) .

Beweis von A. Wir nehmen im Gegenteil an, es bestehe eine Relation der Form

r∑
i=1

fi∑
j=1

ei−1∑
a=0

ϕi,j,a t
a
i zi,j = 0 mit ϕi,j,a ∈ K(x) , nicht alle = 0 .

Wir können annehmen, dass ϕi,j,a ∈ K[x] ⊂ OPi für alle i, j, a, aber ϕi,j,k /∈ xK[x] für min-
destens ein Indextripel (i, j, a). Wir fixieren einen Index k ∈ [1, r], fr den es ein c ∈ [0, ek − 1]
und ein j ∈ [1, fk] gibt, so dass ϕk,j,c /∈ xK[x], und es sei c ∈ [0, ek − 1] minimal mit dieser
Eigenschaft. Dann folgt ϕk,j,a ∈ xK[x] für alle a ∈ [0, c− 1] und j ∈ [1, fk], es ist

y =
r∑
i=1

fi∑
j=1

ei−1∑
a=0

ϕi,j,a t
a
i t
−c
k zi,j = 0 , und wir betrachten y(Pk).

• Für alle i ∈ [1, r] \ {k}, j ∈ [1, fi] und a ∈ [0, ei − 1] istvk(ϕi,j,at
a
i t
−c
k zi,j) ≥ −c+ ek > 0.

• Für alle j ∈ [1, fk] und a ∈ [0, c − 1] ist ϕk,j,a ∈ xK[x] ⊂ xOPk
, also vk(ϕk,j,a) ≥ ek,

und daher v(ϕk,j,a t
a−c
k zk,j) ≥ ek + a− c > 0.

• Für alle j ∈ [1, fk] und a ∈ [c+ 1, ek − 1] ist v(ϕk,j,a t
a−c
k zk,j) ≥ a− c > 0.

Daher folgt

0 = y(Pk) =

fk∑
j=1

ϕk,j,c(Pk)zk,j(Pk) =

fk∑
j=1

ϕk,j,c(Pk)sk,j(Pk),

da vk(zk,j − sk,j) > 0 für alle j ∈ [1, fk]. Für j ∈ [1, fk] sei ϕk,j,c = aj + xψj mit aj ∈ K und
ψj ∈ K[x] ⊂ OPk

also ϕk,j,c(Pk) = aj ∈ K für alle j ∈ [1, fk], und damit folgt aj = 0 für alle
j ∈ [1, fk] wegen der linearen Unabhängigkeit der sk,j(Pk) über K. Insbesondere ist dann aber
auch ϕk,j,c = aj + xψj = xψj ∈ xK[x] für alle j ∈ [1, k], ein Widerspruch.

2. Ist x ∈ P , so ist P eine Nullstelle von x, und deg(P ) ≤ vP (x) deg(P ) ≤ [L :K(x)] nach 1.

Wegen K ⊂ K̃ ⊂ LP ist [K̃ :K] ≤ [LP :K] = deg(P ).
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3. Ist x ∈ L×, so ist P(x) = N (x−1) und K(x) = K(x−1). Daher genügt es, die Aussagen
für N (x) zu beweisen. Sind P1, . . . , Pr ∈ N (x) verschieden, so folgt aus 1.

r ≤
r∑
i=1

vPi(x) deg(Pi) ≤ [L :K(x)]

und daher |N (x)| ≤ [L :K(x)]. Ist x ∈ L \ K̃, so ist 0 6= xK[x] ( K[x] ein Ideal, und nach Satz
3.6.2 gibt es eine Stelle P ∈ PL mit x ∈ P und daher P ∈ N (x).

4. Für jedes x ∈ L× ist die Menge {P ∈ PL | vP (x) 6= 0} = N (x) ∪ P(x) endlich und
daher vP (x) = 0 für fast alle P ∈ PL. Ist x ∈ L× und vP (x) = 0 für alle P ∈ PL, so ist

N (x) = P(x) = ∅ und daher x ∈ K̃×. Ist umgekehrt x ∈ K̃×, so folgt x ∈ O×P und daher
vP (x) = 0 für alle P ∈ PL nach Satz 3.3.1.

5. Nach 3. ist PL 6= ∅. Wir nehmen an, es sei PL = {P1, . . . , Pr} mit r ∈ N. Nach Satz 3.5.7

gibt es ein z ∈ L mit vPi(z) > 0 für alle i ∈ [1, r]. Dann ist aber z /∈ K̃ und P(z) = ∅, ein
Widerspruch. �

Satz 3.6.4. Sei K∗/K eine Körpererweiterung, und seien x, y ∈ K∗, so dass K[x, y] ein
Körper ist. Dann ist K[x, y]/K algebraisch.

Beweis. Sei L = K[x, y] = K(x, y) und x nicht algebraisch über K. Dann ist L = K(x)[y]
und daher y algebraisch über K(x) (sonst wäre K(x)[y] ein Polynomring über K(x), also kein
Körper). Daher ist L/K ein Funktionenkörper. Ist P ∈ PL, soK[x, y] 6⊂ OP und daher vP (x) < 0
oder vP (y) < 0. Daher folgt PL = P(x) ∪ P(y), also ist PL endlich, ein Widerspruch. �

3.7. Die Stellen des rationalen Funktionenkörpers

Definition und Bemerkung 3.7.1. Sei K ein Körper und L = K(x) ein rationaler Funk-
tionenkörper. Dann ist L = q(K[x]), und K[x] ∼= K[X] ist ein Hauptidealbereich. Zur Beschrei-
bung von PK(x) bestimmen wir alle diskreten Bewertungen v : K(x)→ Z∪{∞} mit v |K× = 0.

Sei also v : K(x)→ Z ∪ {∞} eine diskrete Bewertung von K(x) mit v |K× = 0.

FALL 1: v(x) ≥ 0. Dann ist K[x] ⊂ Ov, und nach Satz 3.5.4 gibt es ein Primelement t ∈ K[x]
mit v = vt. Dann ist t = p(x) für ein (eindeutig bestimmtes) normiertes irreduzibles Polynom
p ∈ K[X], wir setzen vp = vt, Op = Ovp , und Pp = Pvp ∈ PK(x). Explizit ist

Op =
{g(x)

h(x)

∣∣∣ g, h ∈ K[X], p - h
}

und Pp =
{g(x)

h(x)

∣∣∣ g, h ∈ K[X], p | g, p - h
}
.

Nach Satz 3.5.4 ist K(x)p = K(x)Pp = Op/Pp ∼= K[x]/(p(x)) ∼= K[X]/(p) = K(ξ) mit p(ξ) = 0.
Identifiziert man K(x)p = K(ξ) vermöge x+ Pp = ξ, so gilt für alle z ∈ Op:

Ist z =
g(x)

h(x)
mit g, h ∈ K[X] und p - h, also h(ξ) 6= 0, z(Pp) =

g(ξ)

h(ξ)
.

Es ist deg(Pp) = [K(ξ) :K] = gr(p).
Für c ∈ K sei pc = X − c und Pc = Ppc . Dann ist K(x)Pc = K, also deg(Pc) = 1, und für

z =
g(x)

h(x)
mit g, h ∈ K[X], h(c) 6= 0 ist z(Pc) = z(c) =

g(c)

h(c)
.
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Wegen P1
K(x) 6= ∅ ist K der Konstantenkörper von K(x), also K relativ algebraisch abgeschlossen

in K(x).

FALL 2: v(x) < 0. Sei t = x−1. Dann ist K[t] ∼= K[T ], K[t] ⊂ Ov, und daher ist v = vq mit
einem Primelement q ∈ K[t]. Wegen v(t) = −v(x) > 0 ist t ∈ (q), und da t ein Primelement von
K[t] ist, folgt (t) = (q) und v = vt. Wir zeigen nun:

Ist z =
g(x)

h(x)
∈ K(x) mit g, h ∈ K[x]•, so folgt vt(z) = gr(g)− gr(f).

Sei dazu

g =

n∑
ν=0

aνx
ν , h =

m∑
µ=1

bµx
µ mit m, n ∈ N0 , anbm 6= 0 , und z =

g

h
∈ K(x)× .

Dann ist

z =
xn(an + an−1x

−1 + . . .+ a0x
−n)

xm(bm + bm−1x−1 + . . .+ b0x−m)
= tm−n

an + an−1t+ . . .+ a0t
n

bm + bm−1t+ . . .+ b0tm
= tm−n

f0

g0

mit f0, g0 ∈ K[t] \ (t), also vt(h) = m− n = gr(h)− gr(g).

Man nennt v∞ = vt : K(x)→ Z∪{∞} die negative Gradbewertung von K(x) und P∞ = Pvt
die unendliche Stelle von K(x) (bezüglich x).

Es ist deg(P∞) = 1, P(x) = {P∞} und N (x) = {P0}

Damit haben wir folgenden Satz gezeigt:

Satz 3.7.2. Sei K ein Körer und K(x) ein rationaler Funktionenkörper über K. Dann ist

PK(x) =
{
Pp | p ∈ K[X] normiert und irreduzibel

}
∪ {P∞} .

Es ist deg(P∞) = 1, und für ein normiertes irreduzibles Polynom p ∈ K[x] ist deg(Pp) = gr(p).

3.8. Stellen und Punkte

Sei K ein vollkommener Körper, K eine algebraische Hülle und GK = Gal(K/K) die absolute
Galoisgruppe von K.

Definition 3.8.1. Sei σ ∈ GK . Für einen Punkt p = (α : β : γ) ∈ P2 mit (α, β, γ) ∈ (K3)•

definieren wir σ(p) = (σ(α) : σ(β) : σ(γ)). Diese Definition ist unabhängig von der Wahl der
projektiven Koordinaten, denn für λ ∈ K× ist (σ(λα) : σ(λβ) : σ(λγ)) = (σ(α) : σ(β) : σ(γ)).
Wegen σ(1) = 1 lät σ die affinen Stücke von P2 invariant: Für alle ν ∈ [1, 3] ist σ(P2(ν)) = P2(ν).
Insbesondere gilt: Ist p = (α, β) = (α :β :1) ∈ A2, so ist σ(p) = (σ(α) :σ(β) :1) = (σ(α), σ(β).

Zwei Punkte p, p′ ∈ P2 heißenK-äquivalent, p ∼K p′, wenn es ein σ ∈ GK gibt mit p′ = σ(p).
∼K ist eine Äquivalenzrelation auf P2 und auf A2, und

P2(K) = {p ∈ P2 | σ(p) = p für alle σ ∈ GK}.

Satz 3.8.2.

1. Für zwei Punkte p, p′ ∈ A2 sind die folgenden Aussagen sind äquivalent :
(a) p ∼K p′.
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(b) Für alle f ∈ K[X,Y ] gilt : Genau dann ist f(p′) = 0, wenn f(p) = 0.

(c) Für jede über K definierte Kurve C ⊂ A2 gilt : Genau dann ist p′ ∈ C, wenn p ∈ C.

2. Für zwei Punkte p, p′ ∈ P2 sind die folgenden Aussagen sind äquivalent :
(a) p ∼K p′.

(b) Für jede über K definierte projektive Kurve Γ ⊂ P2 gilt : Genau dann ist p′ ∈ Γ,
wenn p ∈ Γ.

3. Sei σ ∈ GK . Dann ist σ(C) = C für jede über K definierte Kurve C ⊂ A2 und σ(Γ) = Γ
für jede über K definierte projektive Kurve Γ ⊂ P2.

Beweis. 1. (a) ⇒ (b) Sei p = (α, β) und σ ∈ GK mit p′ = σ(p) = (σ(α), σ(β). Für jedes
Polynom f ∈ K[X,Y ] ist dann f(p′) = f(σ(α), σ(β)) = σ(f(α, β)) = σ(f(p)), also genau dann
f(p′) = 0, wenn f(p) = 0.

(b) ⇒ (c) Offensichtlich.

(c) ⇒ (a) Sei p = (α, β), p′ = (α′, β′), und seien ϕ, ϕ′ : K[X,Y ] → K definiert durch
ϕ(f) = f(p) und ϕ′(f) = f(p′). ϕ und ϕ′ sind K-Algebrenhomomorphismen, Bi(ϕ) = K(α, β),
Bi(ϕ′) = K(α′, β′) und

J = Ker(ϕ) = {f ∈ K[X,Y ] | p ∈ V (f)} = {f ∈ K[X,Y ] | p′ ∈ V (f)} = Ker(ϕ′).

ϕ und ϕ′ induzieren K-Isomorphismen

ϕ1 : K[X,Y ]/J
∼→ K(α, β) und ϕ′1 : K[X,Y ]/J

∼→ K(α′, β′)

mit ϕ1(X + J) = α, ϕ1(Y + J) = β, ϕ′1(X + J) = α′ und ϕ′1(Y + J) = β′. Dann ist

σ0 = ϕ′1◦ϕ−1
1 : K(α, β)→ K(α′, β′)

ein K-Isomorphismus mit σ0(α) = α′ und σ0(β) = β′. Ist σ ∈ GK mit σ |K(α, β) = σ0, so folgt
σ(p) = p′ und daher p ∼K p′.

2. (a) ⇒ (b) Sei Γ = V+(F ) ⊂ P2 mit einer Form F ∈ K[X,Y, Z] und p = (α :β :γ) ∈ Γ.
Sei σ ∈ GK mit p′ = σ(p) = (σ(α) :σ(β) :σ(γ)). Dann ist F (σ(α), σ(β), σ(γ)) = σ(F (α, β, γ))0,
also F (p′) = 0 und damit p′ ∈ Γ genau dann, wenn F (p) = 0 und damit p ∈ Γ.

(b) ⇒ (a) Sei p = (α :β :γ), p′ = (α′ :β′ :γ′), und sei γ 6= 0. Dann ist p /∈ V+(Z), also auch
p′ /∈ V+(Z) und γ′ 6= 0. Daher können wir γ = γ′ = 1 annehmen, und nach 1. genügt es, zu zeigen:
Für jede über K definierte Kurve C ⊂ A2 gilt: Genau dann ist p = (α, β) = (α :β :1) ∈ C, wenn
p′ = (α′, β′) = (α′ : β′ : 1) ∈ C. Sei also C ⊂ A2 eine über K definierte Kurve und C ⊂ P2 ihr
projektiver Abschluss. Wegen C = C ∩ A2 ist genau dann p′ ∈ C, wenn p ∈ C.

3. Offensichtlich nach 1. und 2. �

Satz 3.8.3. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte irreduzible Kurve.

1. Für p ∈ C sei πp : K[C]→ K definiert durch πp(ϕ) = ϕ(p) für alle ϕ ∈ K[C]. Dann ist
Ker(πp) = Mp,K(C) ∩ K[C] ein maximales Ideal von K[C], und zu jedem maximalen
Ideal m von K[C] gibt es einen Punkt p ∈ C mit m = Ker(πp) =Mp,K(C) ∩K[C].

2. Für zwei Punkte p, p′ ∈ C ist genau dann Op,K(C) = Op′,K(C), wenn p ∼K p′.

3. Die Zuordnung p 7→ Mp,K(C)∩K[C] definiert eine Bijektion von der Menge C/∼K der
Klassen K-konjugierter Punkte von C auf die Menge max(K[C]) der maximalen Ideale
von K[C].
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Beweis. 1. Für p ∈ C ist πp nach Satz 1.4.8 ist πp ein K-Algebrenhomomorphismus,
Bi(πp) = K[α, β] = K(α, β) ist ein Körper, und daher ist Ker(πp) = Mp,K(C) ∩ K[C] ein
maximales Ideal von K[C].

Sei nun md ein maximales Ideal von max(K[C]) und seien x, y ∈ K[C] die Koordinatenfunk-
tionen. Dann ist K[C]/m = K[x + m, y + m] ein Körper, nach Satz 3.6.4 ist K[C]/K algebra-
isch, und daher gibt es einen K-Homomorphismus σ : K[C] → K. Sei π : K[C] → K definiert
durch π(ϕ) = σ(ϕ + m), und sei α = π(x), β = π(y). π ist ein K-Algebrenhomomorphismus,
Ker(π) = m, wegen f(α, β) = π(f(x, y)) = 0 ist p = (α, β) ∈ C. Ist ϕ = g(x, y) ∈ K[C] mit
g ∈ K[X,Y ], so folgt π(ϕ) = g(π(x), π(y)) = g(α, β) = ϕ(p). Daher ist π = πp und m = Ker(πp).

2. Sei IK(C) = (f) C K[X,Y ] mit irreduziblem f ∈ K[X,Y ], und seien p, p′ ∈ C. Ist
p ∼K p′, so folgt

Op,K(C) =
{g + (f)

h+ (f)

∣∣∣ g, h ∈ K[X,Y ] , h(p) 6= 0
}

=
{g + (f)

h+ (f)

∣∣∣ g, h ∈ K[X,Y ] , h(p′) 6= 0
}

= Op′,K(C) .

Sei nun Op,K(C) = Op′,K(C). Nach Satz 3.8.2 genügt es, zu zeigen: Für jedes Polynom
h ∈ K[X,Y ] mit h(p) 6= 0 ist auch h(p′) 6= 0. Sei h ∈ K[X,Y ] und h(p) 6= 0. Dann ist

1

h+ (f)
∈ Op,K(C) = Op′,K(C) , also

1

h+ (f)
=
g1 + (f)

h1 + (f)

mit g1, h1 ∈ K[X,Y ] und h1(p′) 6= 0. Es folgt hg1 + (f) = h1 + (f), also h(p′)g1(p′) = h1(p′) 6= 0
und daher h(p′) 6= 0.

3. Nach 1. definiert p 7→ Mp,K(C)∩K[C] eine surjektive Abbildung C → max(K[C]). Daher
ist zu zeigen: Für p, p′ ∈ C ist genau dann p ∼K p′, wennMp,K(C)∩K[C] =Mp′,K(C)∩K[C].

Sind p, p′ ∈ C mit p ∼K p′, so folgt Op,K(C) = Op′,K(C), also Mp,K(C) = Mp′,K(C) und
daher Mp,K(C) ∩K[C] =Mp′,K(C) ∩K[C].

Ist umgekehrt Mp,K(C) ∩K[C] =Mp′,K(C) ∩K[C], so folgt

Op,K(C) = {ϕ−1ψ | ψ ∈ K[C] , ϕ ∈ K[C] \Mp,K(C)}
= {ϕ−1ψ | ψ ∈ K[C] , ϕ ∈ K[C] \Mp′,K(C)} = Op′,K(C), und daher p ∼K p′. �

Lemma 3.8.4. Sei Γ ⊂ P2 eine irreduzible projektive Kurve und P ∈ PK(Γ)/K . Dann gibt
es ein affines Stück C von Γ mit K[C] ⊂ OP .

Beweis. Seien x̂, ŷ, ẑ ∈ K[Γ] die homogenen Koordinaten von Γ.

FALL 1 : Γ ∈ {V+(X), V+(Y ), V+(Z)}. Wir betrachten den Fall Γ = V+(Z). Nach Bemer-
kung 2.5.4 besitzt Γ die affinen Stücke C1 = V+(Z) \ V+(X) und C2 = V+(Z) \ V+(Y ), es ist
ẑ = 0,

K[C1] = K
[ ŷ
x̂

]
, K[C2] = K

[ x̂
ŷ

]
, und entweder

x̂

ŷ
∈ OP oder

ŷ

x̂
∈ OP .

Daher ist K[C1] ⊂ OP oder K[C2] ⊂ OP .
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FALL 2 : Γ /∈ {V+(X), V+(Y ), V+(Z)}. Seien C1 = C \ V+(X), C2 = C \ V+(Y ) und
C3 = C \ V+(Z) die affinen Stücke von C. Dann ist nach Bemerkung 2.5.4

K[C1] = K
[ ŷ
x̂
,
ẑ

x̂

]
⊂ K(Γ) , K[C2] = K

[ x̂
ŷ
,
ẑ

ŷ

]
⊂ K(Γ) , K[C3] = K

[ x̂
ẑ
,
ŷ

ẑ

]
⊂ K(Γ) ,

und wir nehmen an, es sei K[C1] 6⊂ OP und K[C2] 6⊂ OP . Dann folgt :

ŷ

x̂
/∈ OP =⇒ x̂

ŷ
∈ OP =⇒ ẑ

ŷ
/∈ OP =⇒ ŷ

ẑ
∈ OP =⇒ x̂

ẑ
=
x̂

ŷ

ŷ

ẑ
∈ OP =⇒ K[C3] ⊂ OP ,

und
ŷ

x̂
∈ OP =⇒ ẑ

x̂
/∈ OP =⇒ x̂

ẑ
∈ OP =⇒ ŷ

ẑ
=
ŷ

x̂

x̂

ẑ
∈ OP =⇒ K[C3] ⊂ OP ,

also in jedem Fall K[C3] ⊂ OP . �

Definition 3.8.5. Seien R und R′ lokale Ringe mit maximalen Idealen P = R \ R× und
P ′ = R′ \R′×. Man sagt, R′ dominiert R und schreibt R ≺ R′, wenn R ⊂ R′ und P ⊂ P ′.

Satz 3.8.6. Sei Γ ⊂ P2 eine über K definierte irreduzible projektive Kurve.

1. Sei p ∈ Γ.

(a) Es gibt eine Stelle P ∈ PK(Γ)/K mit Op,K(Γ) ≺ OP , und für jede solche Stelle P ist

Mp,K(Γ) = P ∩ Op,K(Γ). Ist p ∈ Γ(K) regulär, so ist Mp,K(Γ) = P ∈ P1
K(Γ) und

Op,K(Γ) = OP .

(b) Sei p = (α, β) ∈ Γ ∩ A2 und P ∈ PK(Γ) mit Op,K(Γ) ≺ OP . Dann induziert die
Einbettung Op,K(Γ) ↪→ OP einen K-Monomorphismus

K(α, β) = Op,K(Γ)/Mp,K(Γ)→ K(C)P = OP /P.

Wir identifizieren: K(α, β) ⊂ K(C)P . Insbesondere ist [K(α, β) : K] ≤ deg(P ),
mit Gleichheit, falls Op,K(Γ) = OP .

2. Zu jeder Stelle P ∈ PK(Γ) gibt es einen bis auf K-Konjugierte eindeutig bestimmten
Punkt p ∈ Γ, so dass Op,K(Γ) ≺ OP . Ist C ein affines Stück von Γ, so ist genau dann
p ∈ C, wenn K[C[⊂ OP .

3. Ist Γ regulär, so definiert die Zuordnung p 7→ Mp,K(Γ) eine Bijektion Ψ: Γ(K)→ P1
K(Γ).

Beweis. Vorbemerkung. Ist C = A2 ∩ Γ ein affines Stück von Γ, so ist C nach Satz 2.3.10
eine über K definierte irreduzible Kurve, Γ = C, und nach Satz 2.5.2 ist K(C) = K(Γ),
Op,K(C) = Op,K(Γ) und Mp,K(C) =Mp,K(Γ).

1. (a) Nach Satz 3.2.3 gibt es eine Stelle P ∈ PK(Γ)/K mit Op,K(Γ) ≺ OP . Ist P eine solche
Stelle, so ist Mp,K(Γ) ⊂ P ∩ Op,K(Γ), und da Mp,K(Γ) ein maximales Ideal von Op,K(Γ) ist,
folgt Mp,K(Γ) = P ∩ Op,K(Γ).

Ist p ∈ Γ(K) regulär, so ist Op,K(Γ) ein diskreter Bewertungsbereich und daher nach Satz
3.2.2 ein maximaler Teilbereich von K(Γ). Ist nun P ∈ PK(Γ) mit Op,K(Γ) ⊂ OP , so folgt
Op,K(C) = OP und daher Mp,K(Γ) = P . Da p in einem affinen Stück von Γ liegt, können wir
p = (α, β) ∈ K2 annehmen, und dann folgt deg(P ) = 1 nach (b).
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(b) C = Γ∩A2 ist ein affines Stück von Γ. Nach Satz 1.4.8 ist K(α, β) = Op,K(Γ)/Mp,K(Γ),
und wegenMp,K(Γ) = P ∩Op,K(Γ) induziert die Einbettung Op,K(Γ) ↪→ OP eine K-Monomor-
phismus ϕ : Op,K(Γ)/Mp,K(Γ) → OP /P . Ist Op,K(Γ) = OP , so ist ϕ ein Isomorphismus. Die
weiteren Behauptungen sind nun offensichtlich.

2. Sei P ∈ PK(Γ). Wir zeigen zunächst die folgenden Behauptungen:

A. Ist C ein affines Stück von Γ und K[C] ⊂ OP , so gibt es einen Punkt p ∈ C mit
K[C] ∩ P =Mp,K(Γ) ∩ P und Op,K(Γ) ≺ OP .

B. Sind p, p′ ∈ Γ, so dass Op,K(Γ) ≺ OP und Op′,K(Γ) ≺ OP , so ist p ∼K p′.

Seien A und B gezeigt. Nach Lemma 3.8.4 gibt es ein affines Stück C von Γ, so dass
K[C] ⊂ OP , nach A gibt es einen Punkt p ∈ C mit Op,K(Γ) ≺ OP , und nach B ist dieser bis
auf K-Konjugierte eindeutig bestimmt.

Sei nun p ∈ Γ, Op,K(Γ) ≺ OP , und sei C ein affines Stück von Γ, etwa C = Γ ∩ A2. Ist
p ∈ C, so folgt K[C] ⊂ Op,K(Γ) ⊂ OP . Ist umgekehrt K[C] ⊂ OP , so gibt es nach A eine
Punkt p′ ∈ C mit Op′,K(Γ) ≺ OP , nach B ist p′ ∼K p, und daher auch p ∈ Γ ∩ A2 = C. �

Beweis von A. Sei C ein affines Stück von Γ, etwa C = Γ ∩ A2. Dann ist K(Γ) = K(C),
Op,K(Γ) = Op,K(C) und Mp,K(Γ) = Mp,K(C). Seien x, y die Koordinatenfunktionen von C,
und sei K[C] = K[x, y] ⊂ OP . Sei nun π : K[C] ↪→ OP → OP /P = K(C)P definiert durch
π(ϕ) = ϕ(P ) ∈ K(C)P für alle ϕ ∈ K[C]. Dann ist Bi(π) = K[x(P ), y(P )] ⊂ K(C)P , und
wegen [K(C)P :K] = deg(P ) <∞ sind x(P ) und y(P ) algebraisch über K. Daher ist Bi(π) ein
Körper, Ker(π) = K[C] ∩ P ist ein maximales Ideal von K[C], und nach Satz 3.8.3.3 gibt es
einen Punkt p ∈ C, so dass K[C] ∩ P = K[C] ∩Mp,K(C).

Wir zeigen nun Op,K(C) ≺ OP . Sei γ = ψ−1ϕ ∈ Op,K(C) mit ϕ, ψ ∈ K[C] und ψ(p) 6= 0.

Dann ist ψ ∈ K[C] \ Mp,K(C) ⊂ OP \ P = O×P , und wegen K[C] ⊂ OP folgt γ ∈ OP .
Ist γ ∈ Mp,K(C), so ist γ = ψ−1ϕ mit ϕ, ψ ∈ K[C], ϕ(p) = 0 und ψ(p) 6= 0. Dann ist

ϕ ∈Mp,K(C) ∩K[C] ⊂ P und (wie eben) ψ ∈ O×P , also γ ∈ P . �[A.]

Beweis von B. Seien p, p′ ∈ Γ mit Op,K(Γ) ≺ OP und Op′,K(Γ) ≺ OP , und sei C ein affines
Stück von Γ mit p ∈ C, etwa C = Γ∩A2. Dann ist K[C]∩Mp,K(Γ) ⊂ K[C]∩P , nach Satz 3.8.3
ist K[C]∩Mp,K(Γ) ein maximales Ideal von K[C], und daher folgt K[C]∩Mp,K(Γ) = K[C]∩P .
Ist nun p′ ∈ C, so ist auchK[C]∩P = K[C]∩Mp′,K(C), alsoK[C]∩Mp′,K(C) = K[C]∩Mp,K(C)
und daher p ∼K p′ nach Satz 3.8.3.3.

Wir nehmen nun an, es sei p′ /∈ C. Seien x̂, ŷ, ẑ die homogenen Koordinaten von Γ, und sei
p′ = (α : β : 0) mit (α, β) ∈ (K2)•, etwa α 6= 0. Dann ist die Funktion x̂−1ẑ ∈ K(Γ) regulär in
p′, und wegen (x̂−1ẑ)(p′) = 0 folgt x̂−1ẑ ∈ Mp′,K(Γ) ⊂ P . Wegen K[C] ⊂ Op,K(Γ) ⊂ OP ist
ẑ−1x̂ ∈ OP und daher 1 = (x̂−1ẑ)(ẑ−1x̂) ∈ P , ein Widerspruch. �[B.]

3. Ist p ∈ Γ(K), so ist Mp,K(Γ) ∈ PK(Γ)/K nach 1.
Ψ ist injektiv: Seien p, p′ ∈ Γ(K) mit Mp,K(Γ) = Mp′,K(Γ). Nach Satz 3.5.6 ist dann

Op,K(Γ) = Op′,K(Γ), also p ∼K p′ nach Satz 3.8.3 und daher p = p′.
Ψ ist surjektiv: Sei P ∈ P1

K(Γ)/K . Nach 2. gibt es einen Punkt p ∈ Γ mitMp,K(Γ) ⊂ P , und

wir können p = (α, β) ∈ Γ ∩ A2 annehmen. Nach 1.(b) ist K(α, β) ⊂ K(Γ)P = K und daher
p = (α, β) ∈ Γ(K). �

Satz 3.8.7. Seien Γ, Γ1 ⊂ P2 projektive Kurven.Dann ist Γ ∩ Γ1 6= ∅.
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Beweis. Es genügt, die Behauptung für irreduzible projektive Kurven zu beweisen. Ist Γ
oder Γ1 eine projektive Gerade, so folgt die Behauptung aus Satz 2.4.2. Wir nehmen an, es sei
Γ irreduzibelt, Γ 6= V+(Z), Γ1 6= V+(Z) und Γ∩Γ1∩V+(Z) = ∅, und wir zeigen Γ∩Γ1∩A2 6= ∅.

Sei C = Γ ∩ A2 und C1 = Γ1 ∩ A2, also Γ = C und Γ1 = C1. Sei IK(C) = (f) mit einem
irreduziblen Polynom f ∈ K[X,Y ] und IK(C1) = (g) mit einem Polynom g ∈ K[X,Y ] \ K.
Seien x, y ∈ K[C] die Koordinatenfunktionen von C. Dann ist g(x, y) = g+ (f) ∈ K[C] und wir
behaupten:

A. g(x, y) /∈ K.

Beweis von A. Wir nehmen an, es sei g(x, y) = c ∈ K. Dann ist g− c ∈ (f), also g− c = fh
mit h ∈ K[X,Y ]. Ist f1 die Leitform von f und h1 die Leitform von h, so ist g1 = f1h1 die
Leitform von g. Nach Satz 2.4.2 ist Γ ∩ V+(Z) 6= ∅. Ist p = (α : β : 0) ∈ Γ ∩ V+(Z), so ist
f1(α, β) = 0, also auch g1(α, β) = 0 und daher p ∈ Γ1 ∩ V+(Z), im Widerspruch zur Annahme
Γ ∩ Γ1 ∩ V+(Z) = ∅. �[A.]

Nach A ist 0 6= (g(x, y)) ( K[C], und nach Satz 3.6.2 gibt es eine Stelle P ∈ PK(C) mit
K[C] ⊂ OP und g(x, y) ∈ P . Nach Satz 3.8.6 gibt es einen Punkt p = (α, β) ∈ C, so dass
Mp,K(C) = P ∩Op,K(C). Dann ist g(x, y) ∈ P ∩K[C] =Mp,K(C)∩K[C], und nach Satz 3.8.3
ist Mp,K(C) ∩K[C] = {ϕ ∈ K[C] | ϕ(p) = 0. Damit folgt g(x, y)(p) = g(α, β) = g(p) = 0, also
p ∈ C1. �

Satz 3.8.8. Sei C ⊂ A2 eine über K definierte irreduzible Kurve, seien x, y ∈ K[C] die Ko-
ordinatenfunktionen, und sei p = (α, β) ∈ C(K) ein regulärer Punkt von C. Dann ist Op,K(C)
ein diskreter Bewertungsbereich, Pp = Mp,K(C) ∈ P1

K(C), und es sei vp = vPp die zugehörige

diskrete Bewertung von K(C). Sei L = V (a(X − α) + b(Y − β)) ⊂ A2 eine über K definierte
Gerade mit (a, b) ∈ (K2)• und p ∈ L, und sei ϕ = y(x− α) + b(y − β) ∈ K(C).

Dann ist vp(ϕ) ≥ 1, und genau dann ist vp(ϕ) ≥ 2, wenn L eine Tangente von C in p ist.

Beweis. Sei IK(C) = (f) mit einem irreduziblem Polynom f ∈ K[X,Y ]. Nach Satz 3.4.1 ist
Op,K(C) ein diskreter Bewertungsbereich, nach Satz 1.4.8 istMp,K(C) = Op,K(C)(x−α, y−β),

und nach Satz 3.8.6 ist Pp =Mp,K(C) ∈ P1
K(C). Wegen

1 = min{vp(z) | z ∈ Pp} = min{vp(x− α), vp(y − β)} folgt vp(ϕ) ≥ 1.

Sei nun

a0 =
∂f

∂X
(p) , b0 =

∂f

∂Y
(p), und sei a0 6= 0 .

Dann ist T = V (a0(X−α)+b0(Y −β)) die Tangente an C in p, und f = a0(X−α)+b0(X−β)+f2

mit einem Polynom f2 ∈ K[X,Y ], so dass ordp(f2) ≥ 2. Wegen

0 = f(x, y) = a0(x− α) + b0(y − β) + f2(x, y) und vp(f2(x, y)) ≥ 2

folgt vp(a0(x − α) + b0(y − β)) ≥ 2. Wäre nun vp(y − β) ≥ 2, so folgte wegen a0 6= 0 auch
vp(x− α) ≥ 2, ein Widerspruch. Daher ist vp(y − β) = 1.

Ist L = T , so gibt es ein λ ∈ K× mit a(X − α) + b(Y − β) = λ [ a0(X − α) + b0(Y − β)],
und es folgt ϕ = λ [ a0(x− α) + b0(y − β)], also vp(ϕ) = vp(a0(x− α) + b0(y − β)) ≥ 2.

Ist L 6= T , so ist entweder a = 0, oder a 6= 0 und a−1b 6= a−1
0 b0. Ist a = 0, so ist b 6= 0, und

wegen ϕ = b(y − β) ist vp(ϕ) = vp(y − β) = 1. Ist a 6= 0, so folgt

ϕ = aa−1
0 [ a0(x− α) + b0(y − β)] + (b− aa−1

0 b0)(y − β) ,
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und wegen b− aa−1
0 b0 6= 0 ist vp(ϕ) = 1. �





KAPITEL 4

Divisoren, Diffenerziale und der Satz von Riemann-Roch

In diesem Kapitel sei L/K ein Funktionenkörper mit Konstantenkörper K.

4.1. Freie abelsche Gruppen

Definition und Bemerkung 4.1.1. Sei D eine (additive) abelsche Gruppe und P ⊂ D.
Dann heißt D frei mit Basis P , wenn jedes a ∈ D eine eindeutige Darstellung

a =
∑
p∈P

npp mit np ∈ Z, np = 0 für fast alle p ∈ P

besitzt. Insbesondere ist dann P ein Erzeugendensystem von D.

Es sei Z(P ) = {(np)p∈P ∈ ZP | np = 0 für fast alle p ∈ P}. Dann ist Z(P ) ⊂ ZP eine Untergruppe

bezüglich komponentenweiser Addition, und für q ∈ P sei e(q) = (δp,q)p∈P ∈ Z(P ) der q-te

Einheitsvektor. Ist (np)p∈P ∈ Z(P ), so ist

(np)p∈P =
∑
p∈P

npe
(p),

und daher ist Z(P ) eine freie abelsche Gruppe mit Basis {e(p) | p ∈ P}.
Eine abelsche Gruppe D ist genau dann frei mit Basis P ⊂ D, wenn die Abbildung

χ : Z(P ) → D, definiert durch χ
(
(np)p∈P

)
) =

∑
p∈P

npp

ein Isomorphismus ist.

Satz 4.1.2 (Existenz und Eindeutigkeit freier abelscher Gruppen).

1. Sei D eine freie abelsche Gruppe mit Basis P , A eine abelsche Gruppe und f0 : P → A
eine Abbildung. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus f : D → A mit
f |P = f0.

2. Sei P eine Menge. Dann gibt es eine freie abelsche Gruppe D mit Basis P .

3. Sind D und D′ freie abelsche Gruppen mit Basis P , so gibt es genau einen Isomorphismus
Φ: D → D′ mit Φ |P = idP .

Beweis. 1. Existenz : Definiere f : D → A durch

f
(∑
p∈P

npp
)

=
∑
p∈P

npf0(p) für alle (np)p∈P ∈ Z(P ).

Dann ist f offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus mit f |P = f0. Ist f ′ : D → A ein
weiterer Gruppenhomomorphismus mit f ′ |P = f0, so folgt f = f ′ da P ein Erzeugendensystem
von D ist.

65
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2. Z(P ) ist eine freie abelsche Gruppe mit Basis P ′ = {(e(p) | p ∈ P}, und die Zuordnung

p 7→ e(p) definiert eine bijektive Abbildung P → P ′. Ersetzt man in Z(P ) die Basis P ′ durch P ,
so erhält man eine freie abelsche Gruppe mit Basis P .

3. Nach 1. gibt es Homomorphismen Φ: D → D′ und Φ′ : D′ → D mit Φ |P = Φ′ |P = idP .
Dann sind idD : D → D und Φ′◦Φ: D → D Homomorphismen mit idD |P = Φ′◦Φ |P = idP ,
und es folgt idD = Φ′◦Φ. Ebenso folgt idD′ = Φ◦Φ′, und daher ist Φ ein Isomorphismus. Die
Eindeutigkeit von Φ folgt wieder aus 1. �

4.2. Divisoren und ihre Vielfachenräume

Definitionen und Bemerkungen 4.2.1. DL = DL/K sei die (bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmte) freie abelsche Gruppe mit Basis PL. Nach Definition hat jedesD ∈ DL eine eindeutige
Darstellung

D =
∑
P∈PL

nPP mit (nP )P∈PL
∈ Z(P ), und man definiert vP (D) = nP für alle P ∈ PL.

Die Objekte D ∈ DL heißen Divisore, die Stellen P ∈ PL nennt man auch Primdivisoren. Für
D ∈ DL und P ∈ PL heißt vP (D) ∈ Z der P -adische Wert von D. Für P ∈ PL ist vP : DL → Z
der eindeutig bestimmte kGruppenhomomorphismus mit vP (P ) = 1 und vP (P ′) = 0 für alle
P ′ ∈ PL \ {P}. Die Null 0 ∈ DL heißt Nulldivisor.

Für Divisoren D1, D2 ∈ DL definiert man D1 ≤ D2, wenn vP (D1) ≤ vP (D2) für alle P ∈ PL.
Genau dann ist D1 ≤ D2, wenn D2−D1 ≥ 0, und aus D1 ≤ D2 folgt D1 +D ≤ D2 +D für alle
D ∈ DL. Ein Divisor D ∈ DL heißt effektiv, wenn D ≥ 0.

Für einen Divisor D ∈ DL sei

D+ =
∑
P∈PL

vP (D)>0

vP (D)P und D− =
∑
P∈PL

vP (D)<0

−vP (D)P .

D+ heißt Positivteil und D− heißt Negativteil von D. Nach Definition ist D+ ≥ 0, D− ≥ 0
und D = D+ −D−.

Für einen Divisor D ∈ DL nennt man

deg(D) =
∑
P∈PL

vP (D) deg(P )

den Grad von D. Nach Definition ist deg : DL → Z ein Gruppenhomomorphismus, also insbe-
sondere deg(0) = 0 und deg(−D) = −deg(D) für alle D ∈ DL

Wir setzen Bi(deg) = ∂LZ mit ∂L ∈ N. Dann ist ∂L = ggT({deg(D) | D ∈ DL}). Die
Gruppe D0

L = Ker(deg) heißt Divisorengruppe 0-ten Grades.

Für x ∈ L× definieren wir

(x)0 =
∑

P∈N (x)

vP (x)P ∈ DL, (x)∞ =
∑

P∈P(x)

−vP (x)P ∈ DL und (x) =
∑
P∈PL

vP (x)P ∈ DL.

(x)0 heißt Nullstellendivisor, (x)∞ heißt Polstellendivisor und (x) heißt Hauptdivisor von x.
Es ist (x) = (x)0 − (x)∞, (x)0 = (x)+, (x)∞ = (x)−, (x)∞ = (x−1)0, und für alle P ∈ PL ist
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vP ((x)) = vP (x). Die Abbildung

δ : L× → DL, definiert durch δ(x) = (x) =
∑
P∈PL

vP (x)P,

ist ein Gruppenhomomorphismus und Ker(δ) = K×. Die Gruppe (L×) = Bi(δ) ⊂ DL heißt
Gruppe der Hauptdivisoren von L. Der Epimorphismus δ : L× → (L×) induziert einen Isomor-

phismus L×/K×
∼→ (L×). Die Faktorgruppe CL = DL/(L×) heißt Divisorenklassengruppe von

L. Für einen Divisor D ∈ DL bezeichne [D] = D+ (L×) ∈ CL die Klasse von D. Zwei Divisoren
D1, D2 ∈ DL heißen linear äquivalent, D1 ∼ D2, wenn [D1] = [D2] [ äquivalent: D2 = D1 + (x)
mit einem x ∈ L× ]. ∼ ist eine Kongruenzrelation auf DL, und ein Divisor D ∈ DL ist genau
dann ein Hauptdivisor, wenn D ∼ 0.

Für einen Divisor D ∈ DL sei

L(D) = {x ∈ L× | (x) ≥ −D} ∪ {0} = {x ∈ L | für alle P ∈ PL ist vP (x) ≥ −vP (D)}.
L(D) ist ein K-Vektorraum und heißt Vielfachenraum von −D, und dim(D) = dimK L(D)
heißt Dimension von D. Genau dann ist dim(D) > 0, wenn es ein x ∈ L× mit (x) ≥ −D gibt.

Beweis der Vektorraumeigenschaft:
Seien x, y ∈ L(D) und c ∈ K. Für alle P ∈ PL ist vP (x + y) ≥ min{vP (x), vP (y)} ≥ −vP (D)
und vP (cx) = vP (c) + vP (x) = vP (x) ≥ −vP (D). Daher ist x+ y ∈ L(D) und cx ∈ L(D).

Satz 4.2.2. Seien D, D′ ∈ DL.

1. Ist D ∼ D′, so ist dim(D) = dim(D′).

2. L(0) = K und dim(0) = 1.

3. Ist D < 0, so ist L(D) = {0} und dim(D) = 0.

4. Genau dann ist dim(D) > 0, wenn es einen zu D äquivalenten effektiven Divisor gibt.

Beweis. 1. Sei D = D′ + (z) mit z ∈ L×. Dann ist die Abbildung µz : L(D)→ L, definiert
durch µz(x) = xz, ein K-Vektorraummonomorphismus, und wir zeigen µz(L(D)) = L(D′).
Dann folgt dimK(L(D)) = dimK(L(D′)).

Sei x ∈ L(D)•. Dann ist (x) ≥ −D und daher (xz) = (x) + (z) ≥ −D + (z) = −D′, also
xz ∈ L(D′). Ist umgekehrt y ∈ L(D′)•, so ist (y) ≥ −D′ = −D+(z), also yz−1 = (y)−(z) ≥ −D,
es folgt yz−1 ∈ L(D) und y = µz(yz

−1).

2. Sei x ∈ L×. Genau dann ist (x) ≥ 0, wenn P(x) = ∅, und das ist genau dann der Fall,
wenn x ∈ K. Daher ist L(0) = K und dim(0) = 1.

3. Sei D < 0 und x ∈ L(D)×. Dann ist vP (x) ≥ −vP (D) ≥ 0 für alle P ∈ PL, also x ∈ K,
und es gibt ein P ∈ PL mit vP (x) ≥ −xP (D) > 0. Daher ist x = 0. Also folgt L(D) = {0} und
dim(D) = 0.

4. Ist dim(D) > 0 und z ∈ L(D)•, so ist (z) ≥ −D, also D1 = D+ (z) ≥ 0 und D1 ∼ D. Sei
nunD1 ∈ DL, D1 ≥ 0 undD1 ∼ D, etwaD1 = D+(z) mit z ∈ L×. Dann ist (z) = D1−D ≥ −D,
also z ∈ L(D) und daner dim(D) > 0. �

Satz 4.2.3. Seien D, D′ ∈ DL.

1. dim(D) ≤ deg(D+) + 1 <∞.

2. Sei D ≤ D′. Dann gilt :
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(a) L(D) ⊂ L(D′) und dim(D) ≤ dim(D′).

(b) dimK

(
L(D′)/L(D)

)
≤ deg(D′ −D).

(c) deg(D)− dim(D) ≤ deg(D′)− dim(D′).

3. Ist D′ effektiv, so ist dim(D +D′) ≤ dim(D) + deg(D′).

Beweis. 2.(a) Ist x ∈ L(D)•, so ist (x) ≥ −D ≥ −D′, also x ∈ L(D′). Damit erhalten wir
L(D) ⊂ L(D′) und dim(D) ≤ dim(D′).

2.(b) Spezialfall : D′ = D + P mit P ∈ PL.
Wir müssen zeigen: dimK L(D+P )/L(D) ≤ deg(P ). Sei dazu t ∈ L mit vP (t) = vP (D) + 1. Ist
x ∈ L(D + P ), o ist vP (tx) = vP (t) + vP (x) ≥ vP (t) + vP (−D − P ) = vP (t) − vP (D) − 1 ≥ 0
und daher tx ∈ OP . Sei nun

ψ : L(D + P )→ LP definiert durch ψ(x) = (xt)(P ).

Sei x ∈ L(D + P ). Dann gilt:

x ∈ Ker(ψ) ⇐⇒ vP (xt) ≥ 1 ⇐⇒ vP (x) ≥ 1− vP (t) = −vP (D) ⇐⇒ x ∈ L(D).

Es folgt Ker(ψ) = L(D+P )∩L(D) = L(D). Daher induziert ψ einen K-Vektorraummonomor-
phismus L(D + P )/L(D)→ LP , und es folgt dimK L(D + P )/L(D) ≤ dimK(LP ) = deg(P ).

Allgemeiner Fall : Sei D′ = D + P1 + . . .+ Pr mit r ∈ N. Dann ist

L(D′) = L(D+P1 + . . .+Pr) ⊃ . . . ⊃ L(D+P1 + . . .+Pi) ⊃ L(D+P1 + . . .+Pi−1) ⊃ . . . ⊃ L(D)

eine Folge von K-Untervektorräumen, und es folgt nach dem Spezialfall

dimK L(D′)/L(D) =
r∑
i=1

dimK L(D + P1 + . . .+ Pi)/L(D + P1 + . . .+ Pi−1) =
r∑
i=1

deg(Di)

= deg(D′ −D).

1. Es ist D+ ≥ 0 und daher dimK L(D+)/L(0) ≤ deg(D+). Wegen dimK L(0) = dim(0) = 1
folgt dim(D+) = dimK L(D+) ≤ deg(D+) + 1, und wegen D ≤ D+ ist dim(D) ≤ dim(D+).

2.(c) Aus D ≤ D′ folgt

dim(D′)− dim(D) = dimK L(D′)/L(D) ≤ deg(D′ −D) = deg(D′)− deg(D),

und daher deg(D)− dim(D) ≤ deg(D′)− dim(D′).

3. Nach 2. ist dim(D + D′) − dim(D) = dimK L(D + D′)/L(D) ≤ deg(D′) und daher
dim(D +D′) ≤ dim(D) + deg(D′). �

4.3. Definition des Geschlechts und Satz von Riemann

Satz 4.3.1. Sei x ∈ L×.

1. Ist x /∈ K, so ist deg(x)0 = deg(x)∞ = [L :K(x)], und es gibt einen effektiven Divisor
C ∈ DL, so dass dim(l(x)∞ + C) ≥ (l + 1) deg(x)∞ für alle l ∈ N0.

2. deg(x) = 0.

3. Für je zwei linear äquivalente Divisoren D, D′ ∈ DL ist deg(D) = deg(D′).
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Beweis. 1. Sei x ∈ L \ K. Dann ist n = [L : K(x)] < ∞, und es sei (u1, . . . , un) eine
K(x)-Basis von L. Sei C ∈ DL ein effektiver Divisor, so dass (ui) ≥ −C für alle i ∈ [1, n]. Für
alle i ∈ [1, n] und j ∈ [0, l] ist dann (xjui) = j(x) + (ui) ≥ −j(x)∞ − C ≥ −[l(x)∞ + C] und
daher xjui ∈ L((x)∞ +C). Da x über K transzendent ist, ist {xjui | j ∈ [0, l], i ∈ [1, n]} linear
unabhängig über K, und es folgt dim(l(x)∞ + C) ≥ (l + 1)n. Nach Satz 4.2.3.1 erhalten wir

(l + 1)n ≤ dim(l(x)∞ + C) ≤ deg(l(x)∞ + C)+ + 1 = deg(l(x)∞ + C) + 1

= l deg(x)∞ + deg(C) + 1

und daher
l [deg(x)∞ − n] ≥ n− deg(C)− 1.

Für l� 1 folgt deg(x)∞ ≥ n. Nach Satz 3.6.3.1 ist

deg(x)∞ =
∑

P∈P(x)

−vP (x) deg(P ) =
∑

P∈N (x−1)

vP (x−1) deg(P ) ≤ [L :K(x−1)] = [L :K(x)] = n.

Es folgt deg(x)∞ = n = [L : K(x)], dim(l(x)∞ + C) ≥ (l + 1)n = (l + 1) deg(x)∞, und
deg(x)0 = deg(x−1)∞ = [L :K(x−1)] = [L :K(x)].

2. Für alle x ∈ L× ist deg(x) = deg((x)0)− deg((x)∞) = 0.

3. Seien D, D′ ∈ DL linear äquivalent, und sei x ∈ L× mit D′ = D + (x). Dann folgt
deg(D′) = deg(D) + deg(x) = deg(D). �

Korollar 4.3.2. Für D ∈ D0
L sind äquivalent :

(a) D ∈ (L×).

(b) dim(D) > 0.

(c) dim(D) = 1.

Beweis. (a) ⇒ (b) Ist D ∈ (L×), so ist D ∼ 0 und daher dim(D) > 0 nach Satz 4.2.2.4.

(b) ⇒ (c) und (a) Nach Satz 4.2.2 gibt es einen effektiven Divisor D1 ∈ DL mit D1 ∼ D.
Dann ist deg(D1) = deg(D) = 0, alsoD1 = 0, D ∼ 0, also D ∈ (L×), und dim(D) = dim(0) = 1.

(c) ⇒ (b) Offensichtlich. �

Definition 4.3.3. Sei d = [D] ∈ CL. Dann nennt man deg(d) = deg(D) den Grad und
dim(d) = dim(D) die Dimension der Divisorenklasse d.

Satz und Definition 4.3.4 (Satz von Riemann).

1. Es ist
gL = sup{deg(D)− dim(D) + 1 | D ∈ DL} <∞.

gL = gL/K heißt Geschlecht von L.

2. Sei D ∈ DL. Dann ist

dim(D) ≥ deg(D)− gL + 1 und i(D) = dim(D)− deg(D) + gL − 1 ≥ 0.

i(D) heißt Spezialitätsindex von D. Es ist i(0) = gL, und es gibt einen Divisor D0 ∈ DL
mit i(D0) = 0.

3. Sei D0 ∈ DL mit i(D0) = 0 und D ∈ DL mit deg(D) ≥ deg(D0) + gL. Dann ist auch
i(D) = 0. Insbesondere gilt : Es gibt ein c ∈ N, so dass i(D) = 0 für alle D ∈ DL mit
deg(D) > c.
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Beweis. 1. Sei x ∈ L \K und B = (x)∞. Nach Satz 4.3.1 gibt es einen effektiven Divisor
C ∈ DL, so dass dim(lB + C) ≥ (l + 1) deg(B) ≥ deg(lB) für alle l ∈ N0, und wir zeigen

deg(D)− dim(D) ≤ deg(C) für alle D ∈ DL.
Sei l ∈ N0, D ∈ DL, und sei C1 ∈ DL effektiv mit C1 ≥ D. Nach Satz 4.2.3.2(c) ist

deg(lB)− dim(lB) ≤ deg(lB) + C)− dim(lB + C) ≤ deg(lB + C)− deg(lB) = deg(C).

und aus Satz 4.2.3.3 folgt

dim(lB) = dim(lB − C1 + C1) ≤ dim(lB − C1) + deg(C1),

und daher

dim(lB − C1) ≥ dim(lB)− deg(C1) ≥ deg(lB)− deg(C)− deg(C1) = l deg(B)− deg(C + C1)

≥ 1 für l� 1.

Sei l ∈ N mit dim(lB − C1) ≥ 1, z ∈ L(lB − C1)•, also (z) ≥ −lB + C1, und D1 = C1 − (z).
Dann ist D1 ≤ C1 + lB − C1 = lB, und wegen D1 ∼ C1 und D ≤ C1 folgt nach Satz 4.2.3.2(c)

deg(D)− dim(D) ≤ deg(C1)− dim(C1) = deg(D1)− dim(D1) ≤ deg(lB)− dim(lB) ≤ deg(C).

2. Definitionsgemäß gibt es einen Divisor D0 ∈ DL mit gL = deg(D0) − dim(D0) + 1, also
i(D0) = 0, und für alle D ∈ DL ist

dim(D) ≥ deg(D)− gL + 1, i(D) = dim(D)− deg(D) + gL − 1 ≥ 0,

und i(0) = dim(0)− deg(0) + gL − 1 = gL.

3. Nach 2. ist dim(D −D0) ≥ deg(D −D0)− gL + 1 = deg(D)− deg(D0)− gL + 1 ≥ 1. Sei
nun z ∈ L(D −D0)• und D′ = D + (z). Dann ist D′ ≥ D − (D −D0) = D0 und D′ ∼ D. Mit
Satz 4.2.3.2(c) folgt

deg(D)− dim(D) = deg(D′)− dim(D′) ≥ deg(D0)− dim(D0) = i(D0) + gL − 1 = gL − 1

und daher i(D) = dim(D)− deg(D) + gL − 1 ≤ 0, also i(D) = 0. �

4.4. Adele

Definitionen und Bemerkungen 4.4.1. Eine Familie α = (αP )P∈PL
∈ LPL heißt (un-

vollständiges) Adel von L/K, wenn αP ∈ OP für fast alle P ∈ PL. Es sei AL = AL/K die Menge
aller Adele von L/K mit komponentenweiser Addition, Multiplikation und Skalarmultiplikation
mit Elementen aus K. Explizit: Für α, β ∈ AL und c ∈ K sind die Adele α + β, αβ und cα
definiert durch (α + β)P = αP + βP , (αβ)P = αPβP und cα)P = cαP für alle P ∈ PL. Damit
wird AL zur K-Algebra.

Für ein Adel α ∈ AL und Q ∈ PL sei vQ(α) = vQ(αQ). Für alle α, β ∈ AL und Q ∈ PL ist
dann vQ(α+β) ≥ min{vQ(α), vQ(β)} und vQ(αβ) = vQ(α) + vQ(β) . Ist x ∈ L, so ist vP (x) = 0
(also insbesondere x ∈ OP ) für fast alle P ∈ P, und daher [x] = (x)P∈P ∈ AL und vQ(x) = vQ([x])
für alle Q ∈ PL. Die Abbildung L → AL, x 7→ [x], ist ein K-Algebrenmonomorphismus, wir
identifizieren und schreiben x = [x]. Damit ist L ⊂ AL eine K-Unteralgebra.

Für einen Divisor D ∈ DL sei

AL(D) = {α ∈ AL | vQ(α) ≥ −vQ(D) für alle Q ∈ PL}.
Dann ist AL(D) ⊂ AL ein K-Untervektorraum, und A(D) ∩ L = L(D).
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Satz 4.4.2. Seien D1, D2 ∈ DL und D1 ≤ D2. Dann ist

AL(D1) ⊂ AL(D2), dimK AL(D2)/AL(D1) = deg(D2 −D1)

und

dimK(AL(D2) + L)/(AL(D1) + L) = [ deg(D2)− dim(D2)]− [ deg(D1)− dim(D1)].

Beweis. Ist α ∈ AL(D1), so folgt vQ(α) ≥ −vQ(D1) ≥ −vQ(D2) für alle Q ∈ PL und daher
α ∈ AL(D2). Wir zeigen nun zuerst:

A. Ist D ∈ DL und Q ∈ PL, so folgt dimK AL(D +Q)/AL(D) = deg(Q).

Beweis von A. Sei t ∈ L mit vQ(t) = vQ(D) + 1 = vQ(D+Q). Für ein Adel α ∈ AL(D+Q)
ist vQ(tα) = vQ(t) + vQ(αQ) ≥ vQ(D) + 1− vQ(D +Q) = 0, also tαQ ∈ OQ. Wir definieren

ϕ : AL(D +Q) → LQ durch ϕ(α) = (tαQ)(Q).

Dann ist ϕ ein K-Vektorraumhomomorphismus, und wir zeigen, dass ϕ surjektiv ist. Sei dazu
c = z(Q) ∈ LQ mit z ∈ OQ. Sei αQ = t−1z ∈ L, also vQ(αQ) = −vQ(t) + vQ(z) ≥ −vQ(D +Q),
und für P ∈ PL \ {Q} sei αP ∈ L mit vP (αP ) = −vP (D) = −vP (D + Q). Damit erhalten wir
α = (αP )P∈PL

∈ AL(D +Q) und ϕ(α) = (tαQ)(Q) = z(Q) = c.
Ist α ∈ AL(D + Q), so ist genau dann ϕ(α) = 0, wenn vQ(tα) ≥ 1, also genau dann,

wenn vQ(α) ≥ 1 − vQ(t) = −vQ(D). Daher ist Ker(ϕ) = AL(D), ϕ induziert einen K-Vek-

torraumisomorphismus AL(D +Q)/AL(D)
∼→ LQ, und damit folgt die Behauptung. �[A]

Sei nun D2 = D1 + P1 + . . .+ Pr mit r ∈ N und P1, . . . , Pr ∈ PL. Dann ist

AL(D2) ⊃ . . . ⊃ AL(D1 + P1 + . . .+ Pi) ⊃ AL(D1 + P1 + . . .+ Pi−1) ⊃ . . . ⊃ AL(D1)

eine Folge von K-Untervektorräumen, und nach A ist

dimK AL(D2)/AL(D1) =

r∑
i=1

dimK AL(D1 + P1 + . . .+ Pi)/AL(D1 + P1 + . . .+ Pi−1)

=

r∑
i=1

deg(Pi) = deg(D2 −D1).

Zum Nachweis der zweiten Dimensionsaussage betrachten wir den natürlichen K-Vektor-
raumisomorphismus

σ0 : AL(D2) → (AL(D2) + L)/(AL(D1) + L), definiert durch σ0(α) = α+ (AL(D1) + L).

Wegen AL(D1) ⊂ Ker(σ0) induziert σ0 einen K-Vektorraumepimorphismus

σ : AL(D2)/AL(D1) → (AL(D2) + L)/(AL(D1) + L),

und es folgt

dimK(AL(D2) + L)/(AL(D1) + L) = dimK AL(D2)/AL(D1)− dimK Ker(σ)

= deg(D2 −D1)− dimK Ker(σ).

Wegen L(D2) ⊂ AL(D2) und L(D1) = AL(D1 ∩ L(D2) gibt es einen K-Vektorraummonomor-
phismus

τ : L(D2)/L(D1) → AL(D2)/AL(D1) mit τ(x+ L(D1)) = x+ AL(D1) für alle x ∈ L(D2),

und wir zeigen:

B. Bi(τ) = Ker(σ).
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Mit B folgt dimK Ker(σ) = dimK Bi(τ) = dimK L(D2)/L(D1) = dim(D2)−dim(D1) und daher

dimK(AL(D2) + L)/(AL(D1) + L) = deg(D2 −D1)− dimK Ker(σ)

= deg(D2)− deg(D1)− [ dim(D2)− dim(D1)]

= [ deg(D2)− dim(D2)]− [ deg(D1)− dim(D1)].

Beweis von B. ⊂: Sei x ∈ L(D2) und τ(x + L(D1)) = x + AL(D1) ∈ Bi(τ). Dann ist
σ(x+ AL(D1)) = x+ (AL(D1) + L) = AL(D1) + L, also x+ AL(D1) ∈ Ker(σ).
⊃: Sei α ∈ AL(D2) und α+ AL(D1) ∈ Ker(σ). Dann is α ∈ AL(D1) + L, und daher gibt es

ein x ∈ L mit α− x ∈ AL(D1) ⊂ AL(D2). Es folgt x = α− (α− x) ∈ AL(D2) ∩ L = L(D2) und
α = x+ AL(D1) = τ(x+ L(D1)) ∈ Bi(τ). �

Satz 4.4.3. Sei D ∈ DL. Dann ist i(D) = dimK AL/(AL(D) + L). Insbesondere folgt

dim(D) = deg(D) + 1− gL + dimK AL/(AL(0) + L) und gL = dimK AL/(AL(0) + L).

Beweis. Nach Satz 4.3.4 ist dim(D) = deg(D)+1−gL+ i(D) und gL = i(0). Daher genügt
es, i(D) = dimK AL/(AL(0) + L) zu zeigen.

Spezialfall i(D) = 0 : Dann ist deg(D)−dim(D) = gL−1, und wir müssen AL = AL(D)+L
zeigen. Sei α ∈ AL. Es gibt es einen Divisor D1 ∈ DL mit D1 ≥ D und α ∈ AL(D1). Dann ist
D1 = D + (D1 −D) und D1 −D ist ein effektiver Divisor. Nach Satz 4.2.3.3 und Satz 4.3.4.2
folgt

dim(D1) ≤ dim(D)+deg(D1−D) = deg(D1)+dim(D)−deg(D) = deg(D1)−gL+1 ≤ dim(D1),

also dim(D1) = deg(D1)− gL + 1. Aus Satz 4.4.2 folgt

dimK(AL(D1) + L)/(AL(D) + L) = [ deg(D1)− dim(D1)]− [ deg(D)− dim(D)]

= (gL − 1)− (gL − 1) = 0.

Daher ist AL(D1) + L = AL(D) + L und daher α ∈ AL(D) + L.

Allgemeiner Fall : Nach Satz 4.3.4.3 gibt es einen Divisor D1 ∈ DL mit D1 ≥ D und
i(D1) = 0. Dann ist AL = AL(D1) + L, und es folgt

dimK AL/(AL(D) + L) = dimK(AL(D1) + L)/(AL(D) + L)

= [ deg(D1)− dim(D1)]− [ deg(D)− dim(D)]

= gL − 1 + dim(D)− deg(D) = i(D). �

4.5. Differenziale und der Satz von Riemann - Roch

Definitionen und Bemerkungen 4.5.1. Sei A∗L = HomK(AL,K) der K-Dualraum von
AL. Für einen Divisor D ∈ DL sei

ΩL(D) = {ω ∈ A∗L | ω � (AL(D) + L) = 0}.
Offensichtlich ist ΩL(D) ⊂ A∗L ein K-Untervektorraum, und ΩL(D) ist isomorph zum K-Dual-
raum von AL/(AL(D) + L). Damit folgt

dimK ΩL(D) = dimK AL/(AL(D) + L) = i(D).

Für Divisoren D, D′ ∈ DL mit D ≤ D′ ist AL(D) ⊂ AL(D′) und daher ΩL(D) ⊃ ΩL(D′). Zu
je zwei Divisoren D1, D2 ∈ DL gibt es einen Divisor D ∈ DL mit D ≤ D1 und D ≤ D2, und
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dann ist ΩL(D1) ∪ ΩL(D2) ⊂ ΩL(D). Daher ist {ΩL(D) | D ∈ DL} eine gerichtete Menge von
K-Untervektorräumen von A∗L, und daher ist

ΩL =
⋃

D∈DL

ΩL(D) ⊂ A∗L ein K-Untervektorraum.

Der K-Vektorraum ΩL = ΩL/K heißt Differenzialmodul von L, die Elemente ω ∈ ΩL heißen
(Weil’sche) Differenziale.

Jedes ω ∈ ΩL ist ein K-Vektorraumhomomorphismus ω : AL → K mit ω |L = 0, und für
jeden Divisor D ∈ DL ist ΩL(D) = {ω ∈ ΩL : ω � AL(D) = 0}.

Für ω ∈ ΩL und x ∈ L definiert man

xω : AL → K durch (xω)(α) = ω(xα) für alle α ∈ AL.

Dann ist xω ∈ A∗L. Der nächste Satz zeigt, dass mit dieser Skalarmultiplikation ΩL zum L-Vek-
torraum wird.

Satz 4.5.2.

1. Sei D ∈ DL und ω ∈ ΩL(D).

(a) Ist B ∈ DL und x ∈ L(B), so ist xω ∈ ΩL(D −B).

(b) Ist x ∈ L×, so ist xω ∈ ΩL(D + (x)).

2. Für alle x ∈ L und ω ∈ ΩL ist xω ∈ ΩL, und vermöge

L×ΩL → ΩL, (x, ω) 7→ xω

ist ΩL ein eindimensionaler L-Vektorraum.

Beweis. 1.(a) Sei B ∈ DL und x ∈ L(B). Wir zeigen: xω | (AL(D −B) + L) = 0. Sei dazu
α ∈ AL(D − B) und z ∈ L. Dann ist (xω)(α + z) = ω(xα + xz) = ω(xα). Für alle P ∈ PL
ist vP (xα) = vP (x) + vP (α) ≥ −vP (B) − vP (D − B) = −vP (D), also xα ∈ AL(D) und daher
ω(xα) = 0.

(b) Nach (a) mit B = −(x).

2. Für x = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also x ∈ L× und ω ∈ ΩL. Dann gibt es ein D ∈ DL mit
ω ∈ ΩL(D), und nach 1.(b) folgt xω ∈ ΩL(D+ (x)) ⊂ ΩL. Sine ω, ω′ ∈ ΩL und x, x′ ∈ L, so ist
offensichtlich x(ω + ω′) = xω + xω′, (x+ x′)ω = xω + x′ω und (xx′)ω = x(x′ω). Daher ist ΩL

ein L-Vektorraum.
Es bleibt zu zeigen: dimL(ΩL) = 1. Seien ω1, ω2 ∈ Ω•L. Wir müssen zeigen, dass es ein x ∈ L

mit ω2 = xω1 gibt. Für i ∈ {1, 2} sei Di ∈ DL mit ωi ∈ ΩL(Di). Für einen effektiven Divisor
B ∈ DL mit deg(B)� 1 ist dann i(Di +B) = 0, und es sei

ϕi : L(Di +B)→ ΩL(Di − (Di +B)) = ΩL(−B) definiert durch ϕi(x) = xωi.

ϕi ist ein K-Vektorraummonomorphismus, und es sei Ui = Bi(ϕi) ⊂ ΩL(−B). Dann folgt

dimK(Ui) = dim(Di +B) = deg(Di +B)− gL + 1.

Wegen
dimK(U1 + U2) ≤ dimK(ΩL(−B)) = i(−B)

= dim(−B)− deg(−B) + gL − 1 = deg(B) + gL − 1
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folgt

dimK(U1 ∩ U2) = dimK(U1) + dimK(U2)− dimK(U1 + U2)

≥ [ deg(D1 +B) + gL − 1] + [ deg(D2 +B) + gL − 1]− [ deg(B) + gL − 1]

= deg(D1 +D2) + deg(B) + gL − 1 > 0.

Daher gibt es Elemente x1 ∈ L(D1 + B) und x2 ∈ L(D2 + B) mit ϕ1(x1) = ϕ2(x2) 6= 0, also
x1ω1 = x2ω2 6= 0. �

Satz und Definition 4.5.3.

1. Sei ω ∈ Ω•L. Dann gibt es einen (eindeutig bestimmten) größten Divisor W ∈ DL mit
ω ∈ ΩL(W ) (für jeden Divisor D ∈ DL mit ω ∈ ΩL(D) ist dann D ≤W ).

Man nennt W = (ω) den Divisor von ω. Für alle D ∈ DL ist dann

ΩL(D) = {ω ∈ Ω•L | (ω) ≥ D} ∪ {0} ⊂ ΩL.

2. Für alle x ∈ L× und ω ∈ Ω•L ist (xω) = (x) + (ω).

3. Sei D ∈ DL, ω ∈ Ω•L und W = (ω). Dann ist die Abbildung

µ : L(W −D)→ ΩL(D), definiert durch µ(x) = (xω),

ein K-Vektorraumisomorphismus.

Beweis. 1. Nach Satz 4.3.4 gibt es ein c ∈ N, so dass i(D) = 0 für alle D ∈ DL mit
deg(D) > c. Ist nun D ∈ DL mit ω ∈ ΩL(D), so ist 0 6= dimK ΩL(D) = i(D) und daher
deg(D) ≤ c. Daher gibt es einen Divisor W ∈ DL maximalen Grades mit ω ∈ ΩL(W ), und wir
zeigen: Für eine Divisor D ∈ DL ist genau dann ω ∈ ΩL(D), wenn D ≤W .

Sei D ∈ DL. Ist D ≤W , so ist ΩL(W ) ⊂ ΩL(D) und daher ω ∈ ΩL(D). Sei nun ω ∈ ΩL(D)
und D 6≤W . Dann gibt es ein Q ∈ PL mit vQ(D) > vQ(W ), und wir zeigen ω |AL(Q+W ) = 0
(dann ist ω ∈ ΩL(Q + W ) und deg(Q + W ) = deg(W ) + deg(Q) > deg(W ), ein Widerspruch).
Sei α ∈ AL(Q+W ), und definiere Adele α′, α′′ ∈ AL durch

α′P =

{
αP , falls P 6= Q,

0, falls P = Q,
α′′P =

{
0, falls P 6= Q,

αP , falls P = Q,

Dann folgt vP (α′) = vP (α) ≥ −vP (Q + W ) = −vP (W ) für alle P ∈ PL \ {Q}, und wegen
vQ(α′) =∞ ≥ −vQ(W ) folgt α′ ∈ AL(W ). Es ist vP (α′′) =∞ ≥ −vQ(D) für alle P ∈ PL \ {Q},
und vQ(α′′) = vQ(α) ≥ −vQ(Q+W ) = −[vQ(W ) + 1] ≥ −vQ(D), also α′′ ∈ AL(D). Damit folgt
ω(α) = ω(α′) + ω(α′′) = 0.

2. Sei x ∈ L× und ω ∈ Ω•L. Nach Definition ist ω ∈ ΩL((ω)), und nach Satz 4.5.2.1(b) ist
xω ∈ ΩL((ω) + (x)). Daher folgt (xω) ≥ (ω) + (x). In gleicher Weise ist

(ω) = (x−1(xω)) ≥ (x−1) + (xω) = −(x) + (xω)

und daher (xω) ≤ (ω) + (x).

3. Ist x ∈ L(W −D), so ist xω ∈ ΩL(W − (W −D)) = ΩL(D), und offensichtlich ist µ ein
K-Vektorraummonomorphismus. Für den Beweis der Surjektivität sei ω1 ∈ ΩL(D)•. Nach Satz
4.5.2.2 ist ω1 = xω für ein x ∈ L× und ω ∈ ΩL. Wegen D ≤ (ω1) = (x) + (ω) = (x) + W folgt
(x) ≥ D −W und daher x ∈ L(W −D). �
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Definition 4.5.4.

1. Für eine Stelle P ∈ PL definiert man vP : ΩL → Z ∪ {∞} durch vP (ω) = vP ((ω)), falls
ω 6= 0, und vP (0) =∞. Man nennt P eine Nullstelle (Polstelle) von ω, wenn vP (ω) > 0
(vP (ω) < 0). ω heißt regulär in P , wenn vP (ω) ≥ 0. ω heißt holomorph, wenn ω in
allen Stellen von L regulär ist [ äquivalent, ω ∈ ΩL(0) ].

2. Ein Divisor W ∈ DL heißt kanonischer Divisor, wenn W = (ω) für ein Differenzial
ω ∈ Ω•L. Nach den Sätzen 4.5.2.2 und 4.5.3.2 sind je zwei kanonische Divisoren äquivalent.
Eine Divisorenklasse d ∈ CL heißt kanonische Klasse, wenn sie einen kanonischen Divisor
enthält. Nach dem Vorangegangenen gibt es genau eine kanonische Klasse, und diese
besteht aus allen kanonischen Divisoren.

Satz 4.5.5 (Riemann - Roch). Sei W ∈ DL ein kanonischer Divisor und D ∈ DL.

1. i(D) = dim(W −D), und dim(D) = deg(D) + 1− gL + dim(W −D).

2. deg(W ) = 2gL − 2, und dim(W ) = gL.

3. Ist deg(D) ≥ 2gL − 1, so ist i(D) = 0.

4. Genau dann ist D ein kanonischer Divisor, wenn deg(D) = 2gL − 2 und dim(D) ≥ gL.

Beweis. Sei ω ∈ Ω•L und W = (ω).

1. Nach Satz 4.5.3.3 gibt es einen K-Vektorraumisomorphismus µ : L(W − D)
∼→ ΩL(D).

Daher ist i(D) = dimK ΩL(D) = dim(W −D), und (nach Satz 4.3.4)

dim(D) = deg(D) + 1− gL + i(D) = deg(D) + 1− gL + dim(W −D).

2. Nach Satz 4.3.4 und 1. ist

gL = i(0) = dim(W ) = deg(W ) + 1− gL + dim(0) = deg(W ) + 2− gL
und daher deg(W ) = 2gL − 2.

3. Ist deg(D) ≥ 2gL − 1, so ist deg(W − D) = deg(W ) − deg(D) < 0, und daher folgt
i(D) = dim(W −D) = 0.

4. Ist D ∼W , so ist deg(D) = deg(W ) = 2gL − 2 und dim(D) = dim(W ) = gL.
Sei nun deg(D) = 2gL − 2 und dim(D) ≥ gL, also

gL ≤ dim(D) = deg(D) + 1− gL + dim(W −D) = gL − 1 + dim(W −D),

und daher dim(W −D) ≥ 1. Wegen deg(W −D) = deg(W )− deg(D) = 0 folgt W −D ∈ (L×)
nach Korollar 4.3.2, also W dimD, und D ist kanonisch. �

Satz 4.5.6 (Starker Approximationssatz). Sei r ∈ N0, seien P0, P1, . . . , Pr ∈ PL verschie-
den, x1, . . . , xr ∈ L und n1, . . . , nr ∈ Z. Dann gibt es ein x ∈ L, so dass vPi(x) = ni für alle
i ∈ [1, r], und vP (x) ≥ 0 für alle P ∈ PL \ {P0, . . . , Pr}. Insbesondere gibt es ein x ∈ L×, so
dass P0 die einzige Polstelle von x ist.

Beweis. Sei α ∈ AL definiert durch αPi = xi für alle i ∈ [1, r] und αP = 0 für alle
P ∈ PL \ {P1, . . . , Pr}. Für m ∈ N sei

Dm = mP0 −
r∑
i=1

(ni + 1)Pi ∈ DL,
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und es sei m so groß, dass deg(Dm) ≥ 2gL − 1. Nach Satz 4.5.5.3 ist dann

0 = i(Dm) = dimK(AL/(AL(Dm) + L)), also AL = AL(Dm) + L.

Daher gibt es ein z ∈ L mit z−α ∈ AL(Dm), und dann ist vPi(z− xi) ≥ ni + 1 für alle i ∈ [1, r]
und vP (z) ≥ 0 für alle P ∈ PL \ {P0, P1, . . . , Pr}.

Für i ∈ [1, r] sei yi ∈ L mit vPi(yi) = ni, und es sei β ∈ AL definiert durch βPi = yi für alle
i ∈ [1, r] und βP = 0 für alle P ∈ PL \ {P1, . . . , Pr}. Sei y ∈ L mit y − β ∈ AL(Dm). Dann ist
vPi(y − yi) ≥ ni + 1 für alle i ∈ [1, r] und vP (y) ≥ 0 für alle P ∈ PL \ {P0, P1, . . . , Pr}.

Sei x = y+ z. Für alle i ∈ [1, r] ist dann vPi(x− xi) = vPi((z− xi) + (y− yi) + yi) = ni, und
für alle P ∈ PL \ {P0, P1, . . . , Pr} ist vP (x) ≥ 0. �

Satz 4.5.7 (Kennzeichnung rationaler Funktionenkörper). Genau dann ist L ein rationaler
Funktionenkörper über K, (also L = K(x) ), wenn gL = 0 und P1

L 6= ∅. Für jeden Divisor
P ∈ P1

L ist dann −2P ein kanonischer Divisor.

Beweis. Sei L = K(x). Dann ist PL = {Pp | p ∈ K[X] normiert und irreduzibel } ∪ {P∞}.
Für jedes normiert irreduzible Polynom p ∈ K[X] ist deg(Pp) = gr(p), deg(P∞) = 1, (x)0 = PX
und (x)∞ = P∞ ∈ P1

L. Sei r ∈ N, r ≥ 2gL − 1. Dann ist deg(rP∞) = r ≥ 2gL − 1 und daher
dim(rP∞) = r deg(P∞) − gL + 1 = r − gL + 1. Für alle n ∈ [0, r] ist (xn) ≥ −n(x)∞ ≥ −nP∞,
also {xn | n ∈ [0, r]} ⊂ L(rP∞) und daher r + 1 ≤ dim(rP∞) = r − gL + 1. Wegen gL ≥ 0 folgt
gL = 0.

Sei nun gL = 0 und P ∈ P1
L. Wegen deg(P ) = 1 ≥ 2gL−1 folgt dim(P ) = deg(P )+1−gL = 2

und daher L(P ) ) K. Ist x ∈ L(P )\K, so ist (x) ≥ −P , (x) 6= 0, und daher (x)∞) = P . Damit
folgt [L :K(x)] = deg(x)∞ = 1 und L = K(x).

Ist L = K(x) und P ∈ P1
L, so ist deg(−2P ) = −2 = 2gL − 2 und dim(−2P ) = 0 = gL, also

−2P kanonisch. �



KAPITEL 5

Elliptische Funktionenkörper und elliptische Kurven

In diesem Kapitel sei K ein Körper und K eine algebraische Hülle von K .

5.1. Elliptische Funktionenkörper

Definition 5.1.1. Ein Funktionenkörper L/K heißt elliptisch , wenn gL = 1 und P1
L 6= ∅.

Satz 5.1.2. Sei L/K ein elliptischer Funktionenkörper.

1. Zu jedem A ∈ DL mit deg(A) = 1 gibt es genau ein P ∈ PL mit A ∼ P (und dann ist
P ∈ P1

L ).

2. Sei O ∈ P1
L. Dann ist die Abbildung

Φ: P1
L → C0

L, definiert durch Φ(P ) = [P −O],

bijektiv, und es gibt genau eine Verknüpfung ⊕ auf P1
L, so dass P1

L eine abelsche Gruppe
und Φ ein Isomorphismus ist. Für diese ist Verknüpfung ist O das Nullelement, und für
alle P, Q, R ∈ P1

L gilt :

P ⊕Q = R ⇐⇒ P +Q ∼ R+O und P ⊕Q⊕R = O ⇐⇒ P +Q+R ∼ 3O .

Beweis. 1. Sei A ∈ DL mit deg(A) = 1 = 2gL− 1. Dann ist dim(A) = deg(A) + 1− gL = 1
nach Satz 4.5.5, und nach Korollar 4.3.2 gibt es ein A1 ∈ DL mit A1 ≥ 0 und A ∼ A1. Wegen
deg(A1) = 1 und A1 ≥ 0 ist A1 = P ∈ P1

L. Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir
an, es seien P, P ′ ∈ PL mit P 6= P ′, A ∼ P ∼ P ′. Dann folgt deg(P ) = deg(P ′) = 1 und
0 6= P − P ′ = (x) mit x ∈ L×, (x)∞ = P ′ und [L : (x)] = deg(x)∞ = 1, also L = K(x), ein
Widerspruch.

2. Φ ist bijektiv: Sei c ∈ C0
L und C ∈ c, also deg(C) = 0. Für P ∈ P1

L ist genau dann
Φ(P ) = c, wenn [P −O] = [C], also P ∼ O +C. Wegen deg(O +C) = 1 gibt es nach 1. genau
ein solches P ∈ P1

L.
Definiert man ⊕ auf P1

L durch P ⊕Q = R ⇐⇒ Φ(P ) + Φ(Q) = Φ(R), so ist (P1
L,⊕) eine

abelsche Gruppe, Φ ein Gruppenisomorphismus, Φ(O) = [O − O] = [0] = 0 ∈ CL, und für alle
P, Q, R ∈ P1

L gilt:

P⊕Q = R ⇐⇒ [P−O]+[Q−O] = [R−O] ⇐⇒ P+Q−2O ∼ R−O ⇐⇒ P+Q = R+O,

und wegen Φ(O) = 0 auch

P ⊕Q⊕R = O ⇐⇒ [P −O] + [Q−O] + [R−O] = 0 ⇐⇒ P +Q+R− 3O ∼ 0

⇐⇒ P +Q+R ∼ 3O. �
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Definitionen und Bemerkungen 5.1.3. Ein Polynom f ∈ K[X,Y ] heißt Weierstraß-
Polynom, wenn

f = Y 2 + a1XY + a3Y − g mit g = X3 + a2X
2 + a4X + a6

und

• a1 = a3 = 0, falls char(K) 6= 2,

• a1 = 0 oder (a1, a3) = (1, 0), falls char(K) = 2.

Ist g = (X − ξ1)(X − ξ2)(X − ξ3) mit ξ1, ξ2, ξ3 ∈ K, so heißt

D = [(ξ1 − ξ2)(ξ1 − ξ3)(ξ2 − ξ3)]2 = −4a3
2a6 + a2

2a
2
4 − 4a3

4 − 27a2
6 + 18a2a4a6 ∈ K

die Diskriminante von g (nachrechnen! Genau dann ist D 6= 0, wenn g keine mehrfachen
Nullstellen besitzt).

Die Diskriminante ∆ = ∆f des Weierstraß-Polynoms f ist definiert durch

∆ =


16D , falls char(K) 6= 2,

a4
3 , falls char(K) = 2 und a1 = 0,

a2
4 + a6 , falls char(K) = 2 und (a1, a3) = (1, 0).

Ist p = (α, β) ∈ A2, so besitzt das Weierstraß-Polynom in p die Taylorentwicklung

f = f(p) +
∂f

∂X
(p)(X − α) +

∂f

∂Y
(p)(Y − β)

+ a1(X − α)(Y − β)− (a2 + 3α)(X − α)2 + (Y − β)2 − (X − α)3 .

Satz 5.1.4. Sei L/K ein elliptischer Funktionenkörper. Dann gibt es ein Weierstraß-Poly-
nom f ∈ K[X,Y ], so dass L = K(x, y) und f(x, y) = 0.

Beweis. Sei P ∈ P1
L. Für n ∈ N ist deg(nP ) = n ≥ 1 = 2gL − 1, und aus Satz 4.5.5

folgt dim(nP ) = deg(nP ) + 1 − gL = n, also insbesondere K = L(P ) ( L(2P ) ( L(3P ). Sei
x1 ∈ L(2P ) \K und y1 ∈ L(3P ) \ L(2P ). Dann ist (x1)∞ = 2P , (y1)∞ = 3P , aus Satz 4.3.1.1
folgt [L :K(x1)] = deg(2P ) = 2, [L :K(y1)] = deg(3P ) = 3, und wegen [L :K(x1, y1)] | [L :K(x1)]
und [L :K(x1, y1)] | [L :K(y1)] folgt L = K(x1, y1). Es ist {y2

1, x1y1, y1, x
3
1, x

2
1, x1, 1} ⊂ L(6P ) und

dimL(6P ) = 6. Daher besteht eine Relation ay2
1 + α1x1y1 + α3y1 − bx3

1 − α2x
2
1 − α4x1 − α6 = 0

mit (a, α1, α3, b, α2, α4, α6) ∈ (K7)•. Wegen [K(x1)(y1) : K(x1)] = 2 ist a 6= 0, und wegen
[K(y1)(x1) : K(y1)] = 3 ist b 6= 0. Nun multiplizieren wir die Relation mit a3b2 und setzen
y2 = a2by1, x2 = abx1. Dann erhalten wir L = K(x2, y2) und

y2
2 + α1x2y2 + α3aby2 − x3

2 − α2ax
2
2 − α4a

2bx2 − α6 = 0.

FALL 1 : char(K) 6= 2. Wir setzen

x = x2 und y = y2 +
α1x+ α3ab

2
.

Dann folgt L = K(x, y), und es besteht eine Relation der Form y2 − x3 − a2x
2 − a4x− a6 = 0

mit a2, a4, a6 ∈ K.

FALL 2 : char(K) = 2 und α1 = 0. Wir setzen y = y2 und x = x2. Dann ist L = K(x, y),
und es besteht eine Relation der Form y2+a3y−x3−a2x

2−a4x−a6 = 0 mit a2, a3, a4, a6 ∈ K.
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FALL 3 : char(K) = 2 und α1 6= 0. Wir setzen y = y2 und x = α1x2 + α3ab. Dann ist
L = K(x, y), und es besteht eine Relation der Form y2 + xy − x3 − a2x

2 − a4x − a6 = 0 mit
a2, a4, a6 ∈ K. �

5.2. Elliptische Kurven

Satz 5.2.1. Sei f ∈ K[X,Y ] ein Weierstraß-Polynom und ∆ = ∆f seine Diskriminante. Sei

C = V (f) ⊂ A2, E = C ⊂ P2
K

, o = (0 ::1 :0), und seien x, y ∈ K[C] die Koordinatenfunktionen
von C.

1. f ist absolut irreduzibel.

2. E \ C = {o}, und o ist ein regulärer Punkt von E.

3. Genau dann ist E glatt, wenn ∆ 6= 0.

4. Sei ∆ 6= 0. Dann ist K(E) ein elliptischer Funktionenkörper, und

Ψ: E(K) → P1
K(E) , definiert durch Ψ(p) =Mp(E) ,

ist eine bijektive Abbildung. Ist O = Ψ(o), so ist (x)∞ = 2O und (y)∞ = 3O.

5. Besitzt E einen singulären Punkt p ∈ E(K), so ist K(E) ein rationaler Funktionenkör-
per.

Beweis. Sei f = Y 2 + a1XY + a3Y − g mit g = X3 + a2X
2 + a4X + a6 ∈ K[X].

1. Wir nehmen an, f = Y 2 + (a1X + a3)Y − g ∈ K[X][Y ] sei reduzibel. Dann hat f
eine Faktorisierung f = (Y − h1)(Y − h2) mit h1, h2 ∈ K[X] und gr(h1) ≥ gr(h2). Damit folgt
h1h2 = −g und h1+h2 = −(a1X+a3), also (gr(h1), gr(h2)) ∈ {(3, 0), (2, 1)} und gr(h1+h2) ≤ 1,
ein Widerspruch.

2. Es ist E \ C = {(α :β :0) ∈ P2
K
| α = 0} = {o},

f∗ = Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 −X3 − a2X

2Z − a4XZ
2 − a6Z

3

und wegen
∂f∗

∂Z
(0, 1, 0) = 1 ist o ein regulärer Punkt von E.

3. Nach 2. ist E genau dann regulär, wenn C regulär ist.

FALL 1 : char(K) 6= 2. Dann ist f = Y 2 − g,

∂f

∂X
= −g′ und

∂f

∂Y
= 2Y .

Genau dann ist E singulär in einem Punkt p = (α, β) ∈ A2, wenn 2β = 0 und g(α) = g′(α) = 0.
Daher besitzt E genau dann einen singulären Punkt, wenn g eine mehrfache Nullstelle besitzt,
und das ist genau dann der Fall, wenn D = 0. Daher ist E genau dann glatt, wenn ∆ 6= 0.

FALL 2 : char(K) = 2 und a1 = 0. Dann ist f = Y 2 + a3Y − g,

∂f

∂X
= −g′ und

∂f

∂Y
= a3.

Ist ∆ = a4
3 6= 0, so ist E glatt. Ist ∆ = a3 = 0 und p = (α, β) ∈ A2 mit g′(α) = α2 + a4 = 0 und

f(α, β) = β2 − g(α) = 0, so ist p ein singulärer Punkt von E.



80 5. ELLIPTISCHE FUNKTIONENKÖRPER UND ELLIPTISCHE KURVEN

FALL 3 : char(K) = 2 und (a1, a3) = (1, 0). Dann ist f = Y 2 +XY − g,

∂f

∂X
= Y − g′ und

∂f

∂Y
= X .

Genau dann ist E singulär in einem Punkt p = (α, β) ∈ A2, wenn α = 0, f(β, 0) = β2 − a6 = 0
und β = g′(0) = a4. Daher besitzt E genau dann einen singulären Punkt, wenn a2

4 = a6, also
∆ = 0 ist.

4. Sei ∆ 6= 0. Es ist K(C) = K(E) = K(x, y) mit f(x, y) = 0. y ist algebraisch über
K(x), x ist algebraisch über K(y), und x und y sind beide transzendent über K. f(X, y) ist
das Minimalpolynom von x über K(y) und f(x, Y ) ist das Minimalpolynom von y über K(x).
Daher folgt [K(C) :K(x)] = 2 und [K(C) :K(y)] = 3.

Wegen o ∈ E(K) ist O = Mo,K(E) ∈ P1
K(C), und nach Satz 3.8.6 ist Ψ eine bijektive

Abbildung. Ist P ∈ PK(C) und p ∈ C mit Op,K(C) ⊂ OP , so ist {x, y} ⊂ K[C] ⊂ OP . Daher ist
O die einzige Polstelle von x und von y, und nach Satz 4.3.1 ist (x)∞ = 2O und (y)∞ = 3O. Da
(1, y) über K(x) linear unabhängig ist, ist {xk, xky | k ∈ N0} eine über K linear unabhängige
Menge. Ist n ∈ N gerade, n = 2m ≥ 4, so ist {1, x, . . . , xm, y, yx, . . . , yxm−2} ⊂ L(nO). Ist
n ∈ N ungerade, n = 2m + 1 ≥ 3, so ist {1, x, . . . , xm, y, yx, . . . , yxm−1} ⊂ L(nO). In jedem
Falle folgt dim(nO) ≥ n, und für n� 1 ist n ≤ dim(nO) = deg(nO)+1−gK(C) = n+1−gK(C),
also gK(C) ≤ 1 nach Satz 4.5.5. Wir müssen gK(C) = 1 zeigen, und wir nehmen an, es sei
gK(C) = 0.

Wegen deg(O) = 1 ≥ 2gK(C) − 1 ist dim(O) = deg(O) + 1 − gK(C) = 2 (nach Satz
4.5.5) , also K ( L(O). Ist t ∈ L(O) \ K, so folgt (t)∞ = O und daher (t) = P − O mit
P ∈ P1

K(C). Dann ist [K(C) :K(t)] = deg (t)∞ = 1, also K(C) = K(t), und K[t] besteht aus

allen z ∈ K(t), die höchstens in O einen Pol besitzen. Insbesondere folgt x, y ∈ K[t], und vO
ist die negative Gradbewertung von K(t) bezüglich t. Daher gibt es Polynome p, q ∈ K[X] mit
x = p(t), y = q(t), gr(p) = −vO(x) = 2 und gr(q) = −vO(y) = 3, woraus wir nun einen
Widerspruch herleiten. Es ist f(x, y) = f(p(t), q(t)) = 0, und da t über K transzendent ist, folgt
f(p, q) = 0 ∈ K[X].

FALL 1: char(K) 6= 2. Dann ist q2 = g(p), also 2qq′ = g′(p)p′, und wegen ∆ 6= 0 ist
g(t) = (t − β1)(t − β2)(t − β3) mit verschiedenen β1, β2, β3 ∈ K. Für i ∈ [1, 3] sei τi ∈ K mit
p(τi) = βi, also q(τi) = 0 und daher 0 = g′(βi)p

′(τi). Da g keine mehrfachen Nullstellen besitzt,
ist g′(βi) 6= 0, also p′(τi) = 0. Nun sind aber τ1, τ2, τ3 verschieden, und es ist gr(p′) = 1, ein
Widerspruch.

FALL 2: char(K) = 2, a1 = 0. Dann ist ∆ = a4
3 6= 0, also a3 6= 0 und q2 + a3q = g(p).

Wegen 2qq′ = 0 folgt a3q
′ = g′(p)p′, gr(a3q

′) = 2 und gr(g′p) = 4, ein Widerspruch.

FALL 3: char(K) = 2, (a1, a3) = (1, 0). Dann ist ∆ = a2
4 + a6 6= 0, also a2

4 6= a6, und
q2 + pq = g(p). Es folgt pq′ + p′q = g′(p)p′, und wegen pq′ ∈ 0 ist p′ = c ∈ K×. Sei τ ∈ K mit
p(τ) = 0. Dann ist cq(τ) = cg′(0), also q(τ) = a4, und q(τ)2 = g(0) = a6, ein Widerspruch.

5. Sei p ∈ E(K) ein singulärer Punkt von E. Dann ist p = (α, β) ∈ C(K) ⊂ K2, und die
Taylorentwicklung von f in p degeneriert zu

f = (Y − β)2 +
a1

2
(X − α)(Y − β)− (a2 + 3α)(X − α)2 − (X − α)3.
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Wegen f(x, y) = 0 folgt

t =
y − β
x− α

∈ K(x, y) , x = t2 +
a1

2
t− 2α− a2 , y = t(x− α) + β ,

und K(C) = K(x, y) = K(t). �

Definition und Bemerkung 5.2.2. Eine über K definierte elliptische Kurve ist eine
über K definierte irreduzible projektive glatte Kurve E ⊂ P2, so dass K(E) ein elliptischer
Funktionenkörper ist. Dann ist die Abbildung

Ψ: E → PK(E)/K , definiert durch Ψ(p) = Pp =Mp,K(E) ,

bijektiv, und Ψ(E(K)) = P1
K(E). Für p ∈ E sei vp = vPp : K(E)→ Z ∪ {∞}.

Sei zunächst o ∈ E(K) beliebig. Nach Satz 5.1.2 wird P1
K(E) zur abelschen Gruppe mit

Nullelement Po vermöge

P ⊕Q = R ⇐⇒ P +Q ∼ R+ Po für alle P, Q, R ∈ P1
K(E) ,

und dann ist die Abbildung P1
K(E) → C

0
K(E) , Pp 7→ [Pp−Po], ein Gruppenisomorphismus. Mittels

Ψ wird dann auch E(K) zur abelschen Gruppe mit Nullelement o vermöge

p⊕ q = r ⇐⇒ Pp ⊕ Pq ∼ Pr + Po für alle p, q, r ∈ E(K) .

Man nennt ⊕ die Addition mit Basis o auf E(K). Für p ∈ E(K) und m ∈ Z bezeichnet man
das m-fache von p in E(K) mit [m] p.

Sei nun E = V (f) mit f = Y 2 + a1XY + a3Y − X3 − a2X
2 − a4X − a6 ∈ K[X,Y ] und

C = V (f) = E ∩ A2 = E \ {o} mit o = (0 : 1 : 0). Sei K[C] = K[x, y] mit f(x, y) = 0, also
K(C) = K(E) = K(x, y). Dann gilt:

A. P(x) = P(y) = {Po}, vo(x) = −2 und vo(y) = −3.

Beweis von A. Sei P ∈ PK(E) \ {Po} und p ∈ E mit Op,K(E) ≺ OP . Dann ist p 6= o, denn aus
p = o folgte Po =Mp,K(E) ⊂ P , also P = Po. Daher ist p ∈ C und {x, y} ⊂ K[C] ⊂ Op,K(E) ⊂
OP , also P /∈ P(x) ∪ P(y). Wegen P)(x) 6= ∅ und P(y) 6= ∅ folgt P(x) = P(y) = {Po. Wegen
[K(x, y) : K(x)] = 2 = deg(x)∞ und [K(x, y) : K(y)] = 3 = deg(y)∞ folgt (x)∞ = 2Po und
(y)∞ = 3Po, also vo(x) = −2 und vo(y) = −3. �[A]

Satz 5.2.3. Sei E ⊂ PK eine elliptische Kurve, E = V (f) mit

f = Y 2 + a1XY + a3Y −X3 − a2X
2 − a4X − a6 ∈ K[X,Y ] ,

o = (0 : 1 : 0), C = E ∩ A2 = E \ {o}, K[C] = K[x, y] mit f(x, y) = 0, also K(E) = K(x, y)
und ⊕ die Addition mit Basis o auf E(K).

1. Seien p, q ∈ C(K). Im Falle p 6= q sei L ⊂ A2 die Verbindungsgerade von p und q, und
im Falle p = q sei L die Tangente an C in p. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Punkt r ∈ E(K) mit folgenden Eigenschaften :

• L ∩ E(K) = {p, q, r}.
• Im Falle p 6= q ist

– entweder r /∈ {p, q};
– oder r = p und L ist Tangente an C in p;
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– oder r = q und L ist Tangente an C in q.

Für diesen Punkt r ist p ⊕ q ⊕ r = o. Insbesondere folgt q = 	p, falls o ∈ L, und das
ist genau dann der Fall, wenn L = V (X − α) mit α ∈ K.

2. Seien p = (α, β), p′ = (α′, β′) ∈ C(K). Dann ist 	p = (α, −β − a1α− a3), und genau
dann ist α = α′, wenn p′ ∈ {p, 	p}.
Im Falle p′ 6= 	p ist p⊕ p′ = (α′′, β′′), wobei

α′′ = λ2 + a1λ− a2 − α− α′ und β′′ = −(λ+ a1)α′′ − ν − a3

mit

λ =
β′ − β
α′ − α

, ν =
βα′ − β′α
α′ − α

, falls p 6= p′ ( und dann auch α 6= α′ ),

und

λ =
3α2 + 2a2α+ a4 − a1β

2β + a1α+ a3
, ν =

−α3 + a4α+ 2a6 − a3β

2β + a1α+ a3
, falls p = p′

( im Falle p = p′ 6= 	p is 2β + a1α+ a3 6= 0 ).

Beweis. 1. Sei p = (α, β) ∈ C(K) ⊂ K2 und L ⊂ A2 eine über K definierte Gerade mit
p ∈ L, also L = V (a(X − α) + b(Y − β)) mit (a, b) ∈ (K2)•, und sei

ϕ = a(x− α) + b(y − β) ∈ K[C] .

Nach Satz 3.8.8 ist vp(ϕ) ≥ 1, und genau dann ist vp(ϕ) ≥ 2, wenn L die Tangente von C in p
ist. Für einen Punkt z = (α′, β′) ∈ C(K) ist ϕ = a(x− α′) + b(y − β′) + a(α′ − α) + b(β′ − β),
also vz(ϕ) ≥ 0. Genau dann ist vz(ϕ) ≥ 1, wenn z ∈ L, und genau dann ist vz(ϕ) ≥ 2, wenn L
Tangente von C in z ist. Nach Satz 4.3.1 ist

(ϕ) =
∑

P∈PK(C)

vP (ϕ)P = vo(ϕ)Po +
∑

z∈C(K)

vz(ϕ)Pz + T mit T =
∑

P∈PK(E)

deg(P )≥2

vP (ϕ)P,

also entweder T = 0 oder deg(T ) ≥ 2, und

0 = deg(ϕ) =
∑

P∈PK(C)

vP (ϕ) deg(P ) = vo(ϕ) +
∑

z∈C(K)

vz(ϕ) + deg(T ) .

FALL 1: b = 0. Dann ist a 6= 0 und o ∈ L. Wegen vo(x) = −2 ist vo(ϕ) = −2 und daher∑
z∈C(K)

vz(ϕ) + deg(T ) = 2.

FALL 1a: p 6= q. Dann ist vp(ϕ) ≥ 1, vq(ϕ) ≥ 1, also vp(ϕ) = vq(ϕ) = 1, T = 0 und

vz(ϕ) = 0 für alle z ∈ C(K) \ {p, q}. Es folgt L ∩ E(K) = {p, q, o} und (ϕ) = −2Po + Pp + Pq,
also Pp + Plq + Po ∼ 3P o und daher q = 	p.

FALL 1b: p = q. Dann ist vp(ϕ) ≥ 2, also vp(ϕ) = 2, T = 0 und vz(ϕ) = 0 für alle

z ∈ C(K) \ {p}. Es folgt L ∩ E(K) = {p, o} und (ϕ) = −2Po + 2Pp, also 2Pp + Po ∼ 3Po, und
2[p] = o.

FALL 2 : b 6= 0. Dann ist o /∈ L. Wegen vo(x) = −2 und vo(y) = −3 ist vo(ϕ) = −3, und∑
z∈C(K)

vz(ϕ) + deg(T ) = 3 .
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FALL 2a: p 6= q. Dann ist vp(ϕ) ≥ 1 und vq(ϕ) ≥ 1. Ist L die Tangente von C in p, so ist
vp(ϕ) ≥ 2, also vp(ϕ) = 2, vq(ϕ) = 1, T = 0 und vz(ϕ) = 0 für alle z ∈ C(K) \ {p, q}. Daher
folgt L∩E(K) = {p, q} und (ϕ) = −3Po+ 2Pp+Pq, also 2Pp+Pq ∼ 3Po und daher [2]p⊕ q = o.
Ist L die Tangente von C in q, so folgt in gleicher Weise Pp + 2Pq ∼ 3Po und daher p⊕ [2]q = o.

Ist L nicht die Tangente von C in p und auch nicht in q, so ist vp(ϕ) = vq(ϕ) = 1, also wieder
T = 0, und es gibt einen Punkt r ∈ C(K) \ {p, q} mit vr(ϕ) = 1. Es folgt L∩E(K) = {p, q, r}
und (ϕ) = −3Po + Pp + Pq + Pr, also Pp + Pq + Pr ∼ 3Po und daher p⊕ q ⊕ r = o.

FALL 2b: p = q. Dann ist vp(ϕ) ≥ 2. Ist vp(ϕ) ≥ 3, so ist T = 0 und vz(ϕ) = 0 für alle
z ∈ C(K) \ {p}. Daher folgt L ∩ E(K) = {p} und (ϕ) = −3Po + 3Pp, also 3Pp ∼ 3Po und
daher [3]p = o. Ist vp(ϕ) = 2, so ist wieder T = 0, und es gibt einen Punkt r ∈ C(K) \ {p} mit
vr(ϕ) = 1. Es folgt L ∩ E(K) = {p, r} und (ϕ) = −3Po + 2Pp + Pr, also 2Pp + Pr ∼ 3Po und
daher [2]p⊕ r = o.

2. Genau dann ist α = α′, wenn {p, p′} ⊂ V (X − α), und nach 1. ist das genau dann der
Fall, wenn entweder p = p′ oder p ⊕ p′ = o. Genau dann ist p ⊕ p′ = o ( also p′ = 	p ), wenn
p′ = (α, β′) und β, β′ die einzigen Nullstellen von f(α, Y ) sind. Dann gibt es ein c ∈ K× mit

f(α, Y ) = c(Y − β)(Y − β′) , also Y 2 − a1αY − a3Y − g(α) = cY 2 − c(β + β′)Y + cββ′ ,

es folgt c = 1 und β + β′ = −a1α− a3.

Sei nun p′ 6= 	p. Sei L die Verbindungsgerade von p und p′, falls p 6= p′, und sei L die
Tangente von C in p, falls p = p′. Wegen p ⊕ p′ 6= o ist dann o /∈ L und L = V (Y − λX − ν)
mit den angegebenen Werten für λ, ν ∈ K. Genau dann ist p ⊕ p′ = p′′ = (α′′, β′′), wenn
L ∩ C = {p, p′,	p′′}. Das ist genau dann der Fall, wenn α, α′, α′′ die einzigen Nullstellen von
f(X,λX + ν) sind, und dann ist β′′ = −(λα′′ + ν) − a1α

′′ − a3 = −(λ + a1)α′′ − ν − a3. Wir
erhalten f(X,λX + ν) = c(X − α)(X − α′)(X − α′′) mit c ∈ K× und daher

f(X,λX + ν) = (λX + ν)2 + a1X(λX + ν) + a3(λX + ν)−X3 − a2X
2 − a4X − a6

= cX3 − c(α+ α′ + α′′)X2 + c(αα′ + αα′′ + α′α′′)X − cαα′α′′ .

Es folgt c = −1 und α+ α′ + α′′ = λ2 + a1λ− a2. �

5.3. Was ist an elliptischen Kurven elliptisch?

Wir berechnen nach klassischen Methoden der Integralrechnung den Umfang einer Ellipse
mit Halbachsen a > b. Ein Viertelbogen ist gegeben durch die Gleichung

y =
b

y

√
a2 − x2 mit x ∈ [a, b],

und seine Länge berechnet sich zu

L =

∫ a

0

√
1 + y′2 dx =

∫ a

0

√
a4 − (a2 − b2)x2

a2(a2 − x2
dx =

∫ a

0

a4 − (a2 − b2)x2√
a2(a2 − x2)(a4 − (a2 − b2)x2)

dx.

Man hat also Integrale der Form∫
A1 +B1x

2√
cx4 + px2 + q

dx mit geeigneten Parametern A1, B1, c, p, q ∈ R
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zu berechnen. Die Substitution

x =

√
u− p

3√
c

führt zu einem Integral der Form∫
A+Bu√
P (u)

du = A

∫
du√
P (u)

+B

∫
u du√
P (u)

mit A, B ∈ R und P (u) = u3 + au+ b ∈ R[u]. Man nennt∫
du√
P (u)

und

∫
u du√
P (u)

elliptische Integrale 1. und 2. Gattung.

Wir betrachten elliptische Integrale 1. Gattung. Sei dazu I = [d, e] ein Intervall mit P (x) > 0
für alle x ∈ I. Dann ist die Funktion

g : I → R, definiert durch g(y) =

∫ y

d

du√
P (u)

streng monoton wachsend, differenzierbar, und es sei G : g(I)→ R die (ebenfalls differenzierbare)
Umkehrfunktion. Fr y ∈ I und g(y) = x ist dann

g′(y) =
1√
P (y)

und G′(x) =
1

g′(y)
=
√
P (y) =

√
P (G(x)).

Daher genügt G der Differenzialgleichung

G′2 = P (G) = G3 + aG+ b,

und für alle x ∈ g(I) ist

(G(x), G′(x)) ∈ V (Y 2 −X3 − aX − b), liegt also auf einer elliptischen Kurve.



KAPITEL 6

Endliche Erweiterungen algebraischer Funktionenkörper

In diesem Kapitel sei K ein vollkommener Körper .

6.1. Fortsetzung von Stellen

Definition 6.1.1. Seien L/K und L′/K ′ Funktionenkörper. Man nennt L′/K ′ eine (end-
liche) Funktionenköpererweiterung von L/K, wenn gilt : L′ ⊃ L ist eine endliche Körper-
erweiterung, K ′ ⊃ K, K ist der Konstantenkörper von L und K ′ ist der Konstantenkörper
von L′. Insbesondere ist dann K ′L ⊂ L′, und im Falle K ′L = L′ nennt man L′/K ′ eine
Konstantenerweiterung von L/K.

Satz 6.1.2. Sei L/K ein Funktionenkörper mit Konstantenkörper K.

1. Sei L′ ⊃ L eine endliche Körpererweiterung. Dann ist auch L′/K ein Funktionenkörper.
Ist K ′ der Konstantenkörper von L′/K, so ist L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung
von L/K, K ′ ∩ L = K, und [K ′ :K] <∞.

2. Sei L eine algebraische Hülle von L, und sei K ⊂ K ′ ⊂ L ein Zwischenkörper mit
[K ′ :K] < ∞. Dann ist [K ′L :L] = [K ′ :K], und K ′L/K ′ ist ein Funktionenkörper mit
Konstanenkörper K ′. Insbesondere ist K ′L/K ′ eine Konstantenerweiterung von L/K.

Beweis. 1. Sei x ∈ L transzendent über K und [L :K(x)] < ∞. Dann ist [L′ :K(x)] < ∞
und daher L′/K ein Funktionenkörper. Da K ′ die relative algebraische Hülle von K in L′ ist,
folgt K ′ ∩ L = K, und nach Satz 3.6.3 ist [K ′ :K] <∞.

2. Da K vollkommen ist, ist K ′/K endlich separabel und daher K ′ = K(α) mit α ∈ K ′.
Nach Satz 0.4.4 ist [L(α) : L] = gr(f) = [K(α) : K], und es bleibt zu zeigen, dass K(α) der
Konstantenkörper von L(α) ist. Sei also β ∈ L(α) algebraisch über K(α). Dann ist K(α, β)/K
endlich separabel, und es gibt ein γ ∈ K(α, β) mit K(α, β) = K(γ). Dann ist L(α) = L(γ) und
[L(γ) :L] = [K(γ) :K] ≥ [K(α) :K] = [L(α) :L] = [L(γ) :L]. Daher folgt β ∈ K(γ) = K(α). �

Satz 6.1.3. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K.

1. Sei P ′ ∈ PL′ und P = P ′ ∩ L. Dann ist P ∈ PL, OP = OP ′ ∩ L, und P ist die einzige
Stelle von L mit P ⊂ P ′.

2. Ist P ∈ PL, so ist die Menge {P ′ ∈ PL′ | P ⊂ P ′} endlich und nicht leer.

3. Sei P ∈ PL und P ′ ∈ PL′. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent :

(a) P ⊂ P ′.
(b) OP ⊂ OP ′.
(c) Es gibt ein e ∈ N, so dass vP ′ |L = e vP : L→ Z ∪ {∞}.

85
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(d) P = P ′ ∩ L.

(e) OP = OP ′ ∩ L.

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist P ′ ∩ OP = P , und die Inklusion OP ↪→ OP ′
induziert einen Monomorphismus LP → L′P ′, und wir identifizieren LP mit seinem Bild
in L′P ′. Es ist dann LP ⊂ L′P ′, f(P ′/P ) = [L′P ′ :LP ] <∞,

deg(P ′) =
deg(P )f(P ′/P )

[K ′ :K]
.

und x(P ′) = x(P ) für alle x ∈ L.

Beweis. 1. Sei P ′ ∈ PL′ . Wir zeigen zuerst :

A. L 6⊂ OP ′ .
Beweis von A. Wir nehmen an, es sei L ⊂ OP ′ und z ∈ L′ \OP ′ . Dann ist vP ′(z) < 0, und z

ist algebraisch über L. Daher besteht eine Gleichung der Form zn+an−1z
n−1 + . . .+a1z+a0 = 0

mit n ∈ N und a0, . . . , an−1 ∈ L, und dann ist vP ′(aνz
ν) = νvP ′(z)+vP ′(aν) > nvP ′(z) = vP ′(z

n)
für alle ν ∈ [0, n− 1], ein Widerspruch. �[A.]

Nach A ist L ∩ OP ′ ( L, und für x ∈ L \ OP ′ ist x−1 ∈ L ∩ OP ′ . Daher ist L ∩ OP ′
ein Bewertungsbereich von L, und es gibt eine Stelle P1 ∈ PL mit L ∩ OP ′ = OP1 . Dann ist
P = P ′ ∩L ( OP ′ ∩L = OP1 ein Ideal, also P ⊂ P1. Ist x ∈ P1, so ist x−1 ∈ L \OP1 ⊂ L′ \OP ′
und daher x ∈ L ∩ P ′ = P . Daher folgt P = P1 ∈ PL und OP = OP1 = OP ′ ∩ L.

Zum Beweis der Einzigkeit von P sei P1 ∈ PL mit P1 ⊂ P ′. Dann folgt P1 ⊂ P ′ ∩ L = P
und daher P1 = P nach Satz 3.5.6.

2. Sei P ∈ PL. Nach Satz 4.5.6 gibt es ein x ∈ L× mit NL(x) = {P}. Ist P ′ ∈ PL′ , so

ist genau dann P ′ ∈ NL′(x), wenn P ′ ∩ L ∈ NL(x), also wenn P ′ ∩ L = P ist. Daher folgt

NL′(x) = {P ′ ∈ PL′ | P ′ ⊃ P}, und letztere Menge ist endlich und nicht leer.

3. (a) ⇒ (c) vP ′ |L× : L× → Z ist ein Gruppenhomomorphismus, und für a ∈ P • ist
vP ′(a) ∈ N. Daher ist vP ′(L

×) = eZ mit e ∈ N, und v0 = e−1vP ′ |L : L → Z ∪ {∞} ist eine
diskrete Bewertung von L mit Pv0 = {x ∈ L | vP ′(x) > 0} = P ′ ∩ L ⊃ P = PvP . Aus Satz 3.5.6
folgt v0 = vP , also vP ′ |L = e vP .

(c) ⇒ (d) P = {x ∈ L | vP (x) > 0} = {x ∈ L | vP ′(x) > 0} = P ′ ∩ L.

(c) ⇒ (e) OP = {x ∈ L | vP (x) ≥ 0} = {x ∈ L | vP ′(x) ≥ 0} = OP ′ ∩ L.

(d) ⇒ (a) und (e) ⇒ (b) Offensichtlich.

(b) ⇒ (a) Nach 1. gibt es eine Stelle P1 ∈ PL mit P1 ⊂ P ′, und für diese ist OP1 = OP ′∩L,
also OP ⊂ OP1 . Damit folgt OP = OP1 und P = P1 ⊂ P ′.

Sind diese äquivalenten Bedingungen erfüllt, so ist P ′ ∩ OP = P ′ ∩ L ∩ OP = P , und
daher induziert OP ↪→ OP ′ einen Monomorphismus LP = OP /P → OP ′/P ′ = L′P ′ . Nach
Identifizierung ist K ⊂ LP ⊂ L′P ′ , [L′P ′ :K] = [L′P ′ :K

′][K ′ :K] <∞, und

f(P ′/P ) = [L′P ′ :LP ] =
[L′P ′ :K]

[LP :K]
=

[L′P ′ :K
′] [K ′ :K]

[LP :K]
=

deg(P ′) [K ′ :K]

deg(P )
.

Ist x ∈ OP , so ist x + P ′ = x + P ∈ LP ⊂ L′P ′ aufgrund der Einbettung KL ⊂ K ′L′ und daher
x(P ) = x(P ′). Ist x ∈ L \ OP ⊂ L′ \ OP ′ , so folgt vP (x) = vP ′(x) =∞. �

Definition 6.1.4. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K.
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1. Sei P ∈ PL, P ′ ∈ PL′ und P ′ ⊃ P . Man sagt dann, P ′ liegt über P , mand nennt nennt
P die Einschränkung von P ′ auf L, P ′ eine Fortsetzung von P auf L′ und f(P ′/P )
den Restklassengrad von P ′ ⊃ P . Ist vP ′ |L = evP : L → Z ∪ {∞} mit e ∈ N, so nennt
man e = e(P ′/P ) die Verzweigungsordnung von P ′ ⊃ P . Ist e(P ′/P ) > 1, so nennt man
P ′ ⊃ P verzweigt, andernfalls unverzweigt.

2. Die Abbildung jL′/L : DL → DL′ , definiert durch

jL′/L(D) =
∑
P∈PL

vP (D)
∑

P ′∈PL′
P ′ |P

e(P ′/P )P ′ für alle P ∈ PL ,

heißt Konorm oder Einbettung der Divisoren.

Satz 6.1.5. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K, P ∈ PL, P ′ ∈ PL′ und
P ′ ⊃ P .

1. Sei σ ∈ Gal(L′/L). Dann ist σ(P ′) ∈ PL′, σ(P ′) ⊃ P , vσ(P ′) ◦ σ = vP ′ : L
′ → Z ∪ {∞},

f(σ(P ′)/P ) = f(P ′/P ) und f(σ(P ′)/P ) = e(P ′/P ).

2. Sei L′′/K ′′ eine Funktionenkörpererweiterung von L′/K ′, P ′′ ∈ PL′′ und P ′′ ⊃ P ′. Dann
ist e(P ′′/P ) = e(P ′′/P ′)e(P ′/P ) und f(P ′′/P ) = f(P ′′/P ′)f(P ′/P ).

Beweis. 1. σ | OP : OP → σ(OP ) ist ein Ringisomorphismus. Daher ist σ(OP ein zu OP
isomorpher Bewertungsbereich von L′ mit maximalem Ideal σ(P ′). Folglich ist σ(P ′) ∈ PL′ ,
σ(OP ) = Oσ(P ), und P = σ(P ) ⊂ σ(P ′). Sei t ∈ L′× mit vP ′(t) = 1. Dann ist P ′ = tOP ′ , also

σ(P ′) = σ(t)σ(OP ′) = σ(t)Oσ(P ′ und daher vσ(P ′)(σ(t)) = 1. Sei x ∈ L′× und vP ′(x) = n ∈ Z.

Dann ist x = tnu mit u ∈ O×P ′ , σ(x) = σ(t)nσ(u), σ(u) ∈ σ(O×P ′) = O×σ(P ′), und daher

vσ(P ′)(σ(x)) = n = vP ′(x).
Wegen σ | OP = idOP

induziert σ : OP ′ → Oσ(P ′) einen LP -Isomorphismus L′P ′ → L′σ(P ′),

und daher ist f(P ′/P ) = f(σ(P ′)/P ).
Ist t ∈ L mit vP (t) = 1, so ist e(P ′/P ) = vP ′(t) = vσ(P ′)(σ(t)) = vσ(P )(t) = e(σ(P ′)/P ).

2. Aus e(P ′′/P ) vP = vP ′′ |L = (vP ′′ |L′) |L = e(P ′′/P ′) vP ′ |L = e(P ′′/P ′)e(P ′/P ) vP folgt
e(P ′′/P ) = e(P ′′/P ′)e(P ′/P ), und wegen LP ⊂ L′P ′ ⊂ L′′P ′′ ist f(P ′′/P ) = f(P ′′/P ′)f(P ′/P ).

�

Satz 6.1.6. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K.

1. jL′/L ist ein Monomorphismus. Für alle x ∈ L× ist

jL′/L((x)L) = (x)L
′
, jL′/L((x)L0 ) = (x)L

′
0 und jL′/L((x)L∞) = (x)L

′
∞ .

2. Für alle P ∈ PL ist

[L′ :L] =
∑

P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P ) f(P ′/P ) .

Insbesondere folgt

|{P ′ ∈ PL′ | P ′ ⊃ P}| ≤ [L′ :L] , e(P ′/P ) ≤ [L′ :L] und f(P ′/P ) ≤ [L′ :L]

für alle P ∈ PL und P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P .
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3. Für alle D ∈ DL ist

deg( jL′/L(D)) =
deg(D) [L′ :L]

[K ′ :K]
,

Beweis. 1. Offensichtlich ist jL′/L ein Gruppenmmonomorphismus. Sei x ∈ L×. Für P ∈ PL
und P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P ist genau dann vP (x) > 0, wenn vP ′ > 0. Daher folgt

(x)L
′

0 =
∑

P ′∈PL′
vP ′ (x)>0

vP ′(x)P ′ =
∑
P∈PL
vP (x)>0

∑
P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P )vP (x)P ′ =
∑
P∈PL
vP (x)>0

vP (x) jL′/L(P ) = jL′/L((x)L0 ) .

Nun ist aber (x)L
′
∞ = −(x−1)L

′
0 = −jL′/L((x−1)L0 ) = −jL′/L(−(x)L∞) = jL′/L((x)L∞), und

(x)L
′

= (x)L
′

0 − (x)L
′
∞ = jL′/L((x)L0 )− jL′/L((x)L∞) = jL′/L((x)L0 − (x)L∞) = jL′/L((x)L) .

2. Sei P ∈ PL. Nach Satz 4.5.6 gibt es ein x ∈ L, so dass P die einzige Nullstelle von x in L
ist. Dann sind die P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P genau die Nullstellen von x in L. Aus Satz 4.3.1 folgt

[L′ :K ′(x)] = deg((x)L
′

0 ) =
∑

P ′∈PL′
P ′⊃P

vP ′(x) deg(P ′) =
∑

P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P )vP (x)
deg(P )f(P ′/P )

[K ′ :K]

=
deg((x)L0 )

[K ′ :K]

∑
P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P )f(P ′/P ) =
[L :K(x)]

[K ′ :K]

∑
P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P )f(P ′/P )

und daher∑
P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P )f(P ′/P ) =
[L′ :K ′(x)] [K ′ :K]

[L :K(x)]
=

[L′ :K ′(x)] [K ′(x) :K(x)]

[L :K(x)]
= [L′ :L] .

3. Es genügt, die Formel für D = P ∈ PL zu zeigen. Es ist

deg( jL′/L(P )) =
∑

P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P ) deg(P ′) =
∑

P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P )
deg(P )f(P ′/P )

[K ′ :K]
=

deg(P ) [L′ :L]

[K ′ :K]
. �

6.2. Ganze Größen und Holomorphiebereiche

Definition 6.2.1. Sei L/K ein Funktionenkörper mit Konstantenkörper K. Für eine Teil-
menge S ⊂ PL sei

OS =
⋂
P∈S
OP (also OS = K, falls S = PL, und OS = L, falls S = ∅ ).

OS ist die Menge aller Funktionen x ∈ L, die an allen Stellen P ∈ S regulär sind.

Ein Teilbereich R ⊂ K heißt Holomorphiebereich von L/K, wenn R = OS mit ∅ 6= S ( PL.
Insbesondere ist jeder Bewertungsbereich O mit K ( O ( L ein Holomorphiebereich.

Definition 6.2.2. Sei L ein Körper und R ⊂ L ein Teilbereich.
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1. Ein Element x ∈ L heißt ganz über R, wenn es ein normiertes Polynom f ∈ R[X]• gibt
mit f(x) = 0 [ äquivalent : Es ist xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 = 0 mit n ∈ N und
a0, . . . , an−1 ∈ R. Jede solche Gleichung heißt ganze Gleichung von x über R. ]

2. Eine ganz-algebraische Zahl ist eine komplexe Zahl, die ganz über Z ist.

3. clL(R) = {x ∈ L | x ist ganz über R } heißt ganzer Abschluss von R in L.

4. R heißt ganz-abgeschlossen, wenn clq(R)(R) = R.

Satz 6.2.3. Sei L/K ein Funktionenkörper und ∅ 6= S ( PL.

1. L = q(OS).

2. OS ist ganz-abgeschlossen.

3. Ist S endlich, so ist OS ein Hauptidealbereich.

4. Sei ∅ 6= T ( PL. Genau dann ist T ⊂ S, wenn OS ⊂ OT .

Beweis. 1. Sei x ∈ L×. Nach Satz 4.5.6 gibt es ein z ∈ L mit vP (z) ≥ max{0,−vP (x)}
für alle P ∈ S. Dann ist vP (z) ≥ 0 und vP (xz) ≥ 0 für alle P ∈ S, also z, xz ∈ OS und
x = z−1(xz) ∈ q(OS).

2. Wir nehmen an, x ∈ L\OS sei ganz über OS . Dann gibt es ein P ∈ S mit vP (x) < 0, und es
besteht eine ganze Gleichung xn+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0 = 0 mit n ∈ N und a0, . . . , an−1 ∈ S.
Dann ist aber vP (xn) = nvP (x) < vP (aix

i) für alle i ∈ [0, n− 1], ein Widerspruch.

3. Sei S = {P1, . . . , Pn} und {0} 6= a C OS . Für i ∈ [1, n] ist ni = min vPi(a) ∈ N0,
und es sei ai ∈ a mit vPi(ai) = ni. Nach Satz 3.5.7 gibt es zu jedem i ∈ [1, n] ein zi ∈ L
mit vPi(zi) = 0 und vPj (zi) > nj für alle j ∈ [1, n] \ {i}. Insbesondere folgt z1, . . . , zn ∈ OS ,
a = a1z1 + . . . + anzn ∈ a, und wir zeigen a = aOS . Für i ∈ [1, n] ist vPi(aizi) = ni, und für
alle j ∈ [1, n] \ {i} ist vPi(ajzj) > ni. Daher folgt vPi(a) = ni, also insbesondere a 6= 0. Ist nun
x ∈ a, so folgt vPi(a

−1x) = −mi + vPi(x) ≥ 0 für alle i ∈ [1, n], also a−1x ∈ OS und x ∈ aOS .

4. Aus T ⊂ S folgt OS ⊂ OT . Sei also T 6⊂ S und Q ∈ T \ S. Nach Satz 4.5.6 gibt es ein
x ∈ L mit vQ(x) < 0 und vP (x) ≥ 0 für alle P ∈ S, also x ∈ OS \ OT . �

Satz 6.2.4. Sei L/K ein Funktionenkörper mit Konstantenkörper K, sei R ein Bereich mit
K ⊂ R ⊂ L, und sei R kein Körper. Dann ist ∅ 6= S(R) = {P ∈ PL | R ⊂ OP } ( PL, und

OS(R)

⋂
P∈PL
R⊂OP

OP = clL(R).

Insbesondere ist clL(R) ein ganz-abgeschlossener Teilbereich von L und q(clL(R)) = L.

Beweis. Da R kein Körper ist, gibt es ein Ideal {0} 6= I ( R, und nach Satz 3.2.3 gibt es
ein P ∈ PL mit R ⊂ OP , also P ∈ S(R). Ist x ∈ R \K, so gibt es ein P ∈ PL mit vP (x) < 0
und daher P /∈ S(R). Damit folgt ∅ 6= S(R) ( PL.

Offensichtlich ist R ⊂ OS(R) und clL(R) ⊂ clL(OS(R) = OS(R). Sei nun 0 6= z ∈ OS(R). Dann

ist z−1R[z−1] C R[z−1], und es genügt, z−1R[z−1] = R[z−1] zu zeigen. Dann besteht nämlich
eine Gleichung der Form 1 = z−1(a0 + a1z

−1 + . . .+ anz
−n) mit n ∈ N, a0, . . . , an ∈ R, und es

folgt zn+1 − a0z
n − a1z

n−1 − . . .− an = 0, also z ∈ cl(R).
Wir nehmen nun an, es sei z−1R[z−1] ( R[z−1]. Nach Satz 3.2.3 gibt es dann ein Q ∈ PL

mit R[z−1] ⊂ OQ und z−1 ∈ Q, also Q ∈ S(R) und z /∈ OQ, ein Widerspruch. �
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Bemerkung 6.2.5. Teile von Satz 6.2.4 sind ein Spezialfall des folgenden allgemeineren
Satzes, den wir hier nicht beweisen :

Sei L ein Körper und R ⊂ L ein Teilring. Dann ist R′ = clL(R) ein ganz-abgeschlossener
Bereich.

Satz und Definition 6.2.6. Sei L′/L eine separable Körpererweiterung, [L′ :L] = n ∈ N
und HomL(L′, L′) = {σ1, . . . , σn}.

Für x ∈ L′ definieren wir die Spur von x über L durch SL′/L(x) = σ1(x) + . . .+ σn(x).

1. Ist (u1, . . . , un) eine L-Basis von L′, so gibt es genau eine L-Basis (u∗1, . . . , u
∗
n) von L′,

so dass SL′/L(uiu
∗
j ) = δi,j für alle i, j ∈ [1, n]. (u∗1, . . . , u

∗
n) heißt die zu (u1, . . . , un)

komplementäre Basis. (u1, . . . , un) ist die zu (u∗1, . . . , u
∗
n) komplementäre Basis.

2. SL′/L : L′ → L ist ein L-Vektorraumepimorphismus, und für a ∈ L ist SL′/L(a) = na.

3. Sei L ⊂M ⊂ L′ ein Zwischenkörper. Dann ist SL′/L = SM/L◦SL′/M .

4. Sei x ∈ L′, f = Xd + ad−1X
d−1 + . . . + a1X + a0 ∈ L[X] das Minimalpolynom von x

über L und m = [L′ :L(x)]. Dann ist SL′/L(x) = −mad−1.

5. Sei a ∈ L′ und µa : L′ → L′ definiert durch µa(x) = ax. Dann ist µa ∈ EndL(L′), und
SL′/L(a) = S(µa) ist die Spur des L-Vektorraumendomorphismus µa.

Beweis. 1. Sei L′ = L(α) und A = (σi(α
ν−1))i,ν∈[1,n]. Dann ist (1, α, . . . , αn−1) eine L-Basis

von L′, und (Vandermonde’sche Determinante)

det(A) =
∏

1≤i<j≤n
(σj(α)− σi(α)) 6= 0 .

Sei (u1, . . . , un) ∈ L′n eine L-Basis von L′ und (u∗1, . . . , u
∗
n) ∈ L′n. Dann gibt es Matrizen

T, T ∗ ∈ Mn(L) mit (u1, . . . , un) = (1, α, . . . , αn−1)T , (u∗1, . . . , u
∗
n) = (1, α, . . . , αn−1)T ∗ und

det(T ) 6= 0. Sei nun U = (σi(uν))i, ν∈[1,n] = AT und U∗ = (σi(u
∗
ν))i, ν∈[1,n] = AT ∗. Dann ist

(SL′/L(uiu
∗
j ))i, j∈[1,n] = U tU∗ = T tAtAT ∗

Daher gibt es genau eine Matrix T ∗ ∈ GLn(L), so dass SL′/L(uiu
∗
j ) = δi,j für alle i, j ∈ [1, n],

und damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit von (u∗1, . . . , u
∗
n).

2. Für x, y ∈ L′ und a ∈ L ist

SL′/L(x+ y) = SL′/L(x) + SL′/L(y) , SL′/L(ax) = aSL′/L(x) und SL′/L(a) = na .

Für jeden L-Homomorphismus σ : L′ → L′ gibt es ein σ ∈ GL mit σ |L = σ, und dann ist
(σ◦σ1, . . . , σ◦σn) = (σ1, . . . , σn). Es folgt σ(SL′/L(x) = σ(SL′/L(x) = SL′/L(x), also SL′/L(x) ∈ L.
Daher ist SL′/L : L′ → L ein L-Vektorraumhomomorphismus. Nach 2. ist SL′/L 6= 0, und daher
ist SL′/L ein Epimorphismus.

3. Sei HomL(M,L′) = {τ1, . . . , τd} und HomM (L′, L′) = {σ1, . . . , σm}. Für i ∈ [1, d] sei
τ i ∈ GL mit τ i |M = τi. Dann ist HomL(L′, L′) = {τ i◦σj | i ∈ [1, d] , j ∈ [1,m] }, und für x ∈ L′
folgt

SL′/L(x) =

d∑
i=1

m∑
j=1

τ i◦σj(x) =

d∑
i=1

τ i(SL′/M (x)) =

d∑
i=1

τi(SL′/M (x)) = SM/L◦SL′/M (x) .
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4. Es ist n = [L′ :L(x)] [L(x) :L] = md. Sei HomL(L(x), L′) = {σ1, . . . , σd}. Dann ist

f =

d∏
i=1

(X − σi(x)) , also ad−1 = −
d∑
i=1

σi(x)

und daher SL′/L(x) = SL(x)/L◦SL′/L(x)(x) = SL(x)/L(mx) = mSL(x)/L(x) = −mad−1.

5. Sei [L′ :L(a)] = m, L(a) :L] = d und f = Xd + ad−1X
d−1 + . . . + a1X + a0 ∈ L[X] das

Minimalpolynom von a über L. Dann ist (1, a, . . . , ad−1) eine L-Basis von L(a), und

a (1, a, . . . , ad−1) = (1, a, . . . , ad−1)T mit T =


0 0 . . . . . . 0 −a0

1 0 . . . . . . 0 −a1

0 1 . . . . . . 0 −a2

. . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 1 −ad−1

 .

T ist die Matrix des Endomorphismus µ′a = µa |L(a) bezüglich der Basis (1, a, . . . , an−1), und
daher ist S(µ′a) = S(T ) = −ad−1. Sei (v1, . . . , vm) eine L(a)-Basis von L′. Dann erhalten wir einen
L-Vektorraumisomorphismus φ : L(a)m → L′, definiert durch φ(x1, . . . , xm) = x1v1+. . .+xmvm,
und ein kommutatives Diagramm

L(a)m
φ−−−−→ L′

µ′ma

y yµa
L(a)m

φ−−−−→ L′

.

Damit folgt S(µa) = S(µ′ma ) = mS(µ′a) = −mad−1 = SL′/L(a) nach 4. �

Satz 6.2.7. Sei L′/L eine separable Körpererweiterung, [L′ : L] = n ∈ N, R ⊂ L ein
ganz-abgeschlossener Teilbereich, L = q(R) und R′ = clL′(R).

1. Sei x ∈ L′ und f ∈ L[X] das Minimalpolynom von x über L. Genau dann ist x ∈ R′,
wenn f ∈ R[X], und dann ist SL′/L(x) ∈ R.

2. L′ = {a−1x | a ∈ R•, x ∈ R′}. Insbesondere enthält R′ eine L-Basis von L′.

3. Sei (u1, . . . , un) ∈ R′n eine L-Basis von L′ und (u∗1, . . . , u
∗
n) die zu (u1, . . . , un) komple-

mentäre Basis. Dann ist R′ ⊂ Ru∗1 + . . .+Ru∗n.

4. Ist R ein Hauptidealbereich, so gibt es eine K-Basis (u1, . . . , un) von L mit

R′ = Ru1 + . . .+Run .

Beweis. 1. Ist f ∈ R[X], so ist f(x) = 0 eine ganze Gleichung für x über R, also x ∈ R′,
und nach Satz 6.2.6 ist SL′/L(x) ∈ R.

Sei nun x ∈ R′ und g ∈ R[X] ein normiertes Polynom mit g(x) = 0. Sei L∗ ein Zerfällungskör-
per von f über L, seien x1, . . . , xn die Nullstellen von f in L∗, und seien σ1, . . . , σn : L′ → L∗ die
eindeutig bestimmten L-Homomorphismen mit σi(x) = xi für alle i ∈ [1, n]. Nach Bemerkung
6.2.5 ist R∗ = clL∗(R) ein ganz-abgeschlossener Bereich. Wegen g(xi) = σi(g(x)) = 0 für alle
i ∈ [1, n] ist {x1, . . . , xn} ⊂ R∗, und daher liegen die Koeffizienten von f in R∗ ∩K = R.

2. Offensichtlich ist {a−1x | a ∈ R•, x ∈ R′} ⊂ L′. Sei nun x ∈ L′ und

f = Xd + ad−1X
d−1 + . . .+ a1X + a0 ∈ L[X]
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das Minimalpolynom von x über L. Sei a ∈ R•, so dass aai ∈ R für alle i ∈ [0, d− 1]. Dann folgt

(ax)d +

d−1∑
i=1

aiad−i(ax)d−i = 0 ,

also ax ∈ R′, und x = a−1(ax).

3. Sei a ∈ R′, a = c1u
∗
1 + . . .+cnu

∗
n mit c1, . . . , cn ∈ L. Dann folgt aui ∈ R′ für alle i ∈ [1, r],

und

SL′/L(aui) =
n∑
ν=1

cνSL′/L(u∗iuν) = ci ∈ R

für alle i ∈ [1, r]. Daher ist a ∈ Ru∗1 + . . .+Ru∗n.

4. Nach 3. ist R′ Untermodul eines endlich erzeugten freien R-Moduls, also selbst frei (nach
dem Hauptsatz für endlich erzeugte Moduln über Hauptidealbereichen). �

Satz und Definition 6.2.8. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K.

1. Sei P ∈ PL. Dann ist

O′P = clL′OP =
⋂
P ′ |P

OP ′ ,

und es gibt eine L-Basis (u1, . . . , un) von L′, so dass O′P = clL′OP = PPu1+. . .+OPun.

Eine L-Basis (u1, . . . , un) von L′ mit O′P = clL′OP = PPu1 + . . . + OPun heißt P -
Ganzheitsbasis von L′/L.

2. Jede L-Basis von L′ ist eine P -Ganzheitsbasis für fast alle P ∈ PL.

Beweis. 1. Nach den Sätzen 6.2.4 und 6.2.7.

2. Sei (u1, . . . , un) eine L-Basis von L′ und (u∗1, . . . , u
∗
n) die komplementäre Basis. Dann gibt

es eine endliche Menge S ⊂ PL, so dass alle Polstellen der Koeffizienten der Minimalpolynome
von u1, . . . , un, u

∗
1, . . . , u

∗
n in S liegen. Für alle P ∈ PL\S ist dann {u1, . . . , un, u

∗
1, . . . u

∗
n} ⊂ O′P ,

und aus Satz 6.2.7 folgt

O′P ⊂
n∑
i=1

OPu∗i ⊂ O′P , also Gleichheit. �

Satz 6.2.9. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K, P ∈ PL und u ∈ O′P .
Dann ist

SL′/L(u)(P ) =
∑

P ′∈PL′
P ′⊃P

e(P ′/P )SL′
P ′/LP

(u(P ′)) ∈ LP

Beweis. Sei {P1, . . . , Pr} = {P ′ ∈ PL′ | P ′ ⊃ P und t ∈ L mit vP (t) = 1. Für alle i ∈ [1, r]
ist dann vPi(t) = ei = e(Pi/P ), tOPi = P eii , , und die Restklassenringe V = O′P /tO′P und
Vi = OPi/tOPi sind endlich-dimensionale LP -Vektorräume. Sei

χ : O′P →
r⊕
i=1

Vi definiert durch χ(x) = (x+ tOP1 , . . . , x+ tOPr).

Dann ist χ ein LP -Vektorraumisomorphismus. Wir zeigen:
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A. χ is surjektiv, und Ker(χ) = tO′P .

Beweis von A. Nach Satz 6.2.8 ist

Ker(χ) =

r⋂
i=1

tOPi = tO′P .

Zum Nachweis der Surjektivität sei (x1, . . . , xr) ∈ OP1× . . .×OPr ⊂ L′r. Nach Satz 3.5.7 gibt
es ein x ∈ L′ mit vPi(x − xi) ≥ ei = vPi(t), also vPi(x) ≥ min{vPi(x − xi), vPi(xi)} ≥ 0 für alle
i ∈ [1, r]. Damit folgt x ∈ OP1 ∩ . . . ∩ OPr = O′P und

χ(x) = (x+ tOP1 , . . . , x+ tOPr) = (x1 + tOP1 , . . . , xr + tOPr). �[A]

χ induziert einen LP -Vektorraumisomorphismus

χ : V →
r⊕
i=1

Vi.

Seien nun µ : V → V und µi : Vi → Vi für alle i ∈ [1, r] definiert durch µ(x+ tO′P ) = ux+ tO′P
und µi(x+ tOPi) = ux+ tOPi . µ und µi sincd LP -Vektorraumendomorphismen und induzieren
ein kommutatives Diagramm

V
χ−−−−→

⊕r
i=1 Vi

µ

y y⊕r
i=1 µi

V
χ−−−−→

⊕r
i=1 Vi .

Damit folgt S(µ) = S(µ1) + . . .+ S(µr).
Sei nun (u1, . . . , un) ∈ O′nP eine P -Ganzheitsbasis und

uuj =

n∑
ν=1

cj,νuν mit cj,ν ∈ OP für alle j ∈ [1, n].

Dann ist (u1 + tO′P , . . . , un + tO′P ) eine LP -Basis von V , und

µ(uj + tO′P ) = uuj + tO′P =

n∑
ν=1

cj,ν(uν + tO′P ) =
n∑
ν=1

cj,ν(P )(uν + tO′P ) für alle j ∈ [1, n].

Damit folgt

S(µ) =
n∑
ν=1

cν,ν(P ) = SL′/L(u)(P ),

und es bleibt zu zeigen: Für alle i ∈ [1, r] ist S(µi) = eiSL′Pi
/LP

(u(Pi)).

Sei i ∈ [1, r] fest. Sei ti ∈ L′ mit vPi(ti) = 1, und sei µ∗i : L′Pi
→ L′Pi

definiert durch

µ∗i (x(Pi)) = ux(Pi) = u(Pi)(x(Pi) (für x ∈ OPi).

Dann ist µ∗i ein LP -Vektorraumhomomorphismus, und S(µ∗i ) = SL′Pi
/LP

(u(Pi)). Daher müssen

wir zeigen:

eiS(µ∗i ) = S(µi).

Wir betrachten die Folge von LP -Untervektorräumen

Vi = V
(0)
i ⊃ V (1)

i ⊃ . . . ⊃ V (ei)
i = {0} mit V

(j)
i = P ji /tOPi für alle j ∈ [0, ei].
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Für j ∈ [0, ei − 1] ist µi(V
(j)
i ) ⊂ V

(j)
i , µi(V

(j+1)
i ) ⊂ V

(j+1)
i , und daher induziert µi einen LP -

Vektorraumhomomorphismus µ
(j)
i : V

(j)
i /V

(j+1)
i → V

(j)
i /V

(j+1)
i . Seien die LP -Vektorraumiso-

morphismen β′j : V
(j)
i /V

(j+1)
i

∼→ P ji /P
j+1
i und β′′j : P ji /P

j+1
i

∼→ L′Pi
wie folgt definiert: Für eine

Restklasse γ = (x+tOPi)+V
(j+1)
i ∈ V (j)

i /V
(j+1)
i (mit x ∈ P ji ) sei β′j(γ) = x+P j+1

i , und für eine

Restklasse tjiw + P j+1
i ∈ P ji /P

j+1
i (mit w ∈ OPi) sei β′′j (tjiw + P j+1

i ) = w + Pi ∈ L′Pi
. Dann ist

βj = β′′j ◦β′j : V
(j)
i /V

(j+1)
i → L′Pi

ein Isomorphismus, wir erhalten ein kommutatives Diagramm

V
(j)
i /V

(j+1)
i

βj−−−−→ L′Pi

µ
(j)
i

y yµ∗i
V

(j)
i /V

(j+1)
i

βj−−−−→ L′Pi
.

Insbesondere ist dimLP
(V

(j)
i /V

(j+1)
i = dimLP

L′Pi
= f(Pi/P ) = fi unabhängig von j, und

S(µ
(j)
i ) = S(µ∗i ). Daher müssen wir zeigen:

ei−1∑
j=0

S(µ
(j)
i ) = S(µi).

Sei v(j) = (v
(j)
1 , . . . , v

(j)
fi

) ∈ (V
(j)
i )fi ein Repräsentantensystem einer LP -Basis von V

(j)
i /V

(j+1)
i .

Dann it (v(0), . . . ,v(ei−1)) eine LP -Basis von Vi und

(uv(0), . . . , uv(ei−1)) = (v(0, . . . ,v(ei−1))


T0 0 . . . 0 0
T0,1 T1 . . . 0 0
. . . . .

T0,ei−2 T1,ei−2 . . . Tei−2 0
T0,ei−1 T1,ei−1 . . . Tei−2,ei−1 Tei−1


mit Matrizen Ti, Ti,j ∈ Mfi(LP ). Für alle j ∈ [0, ei − 1] ist µi(v

(j)) = uv(j), und daher folgt

S(µi) = S(T0) + . . .+ S(Tei−1). Es bleibt zu zeigen: Für alle j ∈ [0, ei − 1] ist S(µ
(j)
i ) = S(Tj).

Sei j ∈ [0, ei − 1] und πj : V
(j)
i → V

(j)
i /V

(j+1)
i der natürliche Restklassenhomomorphismus

von LP -Vektorräumen. Dann ist πj(v
(j) = (πj(v

(j)
1 ), . . . , πj(v

(j)
fi

)) eine LP -Basis von V
(j)
i /V

(j+1)
i ,

und für alle ν ∈ [1, fj ] ist µ
(j)
i (πj(v

(j)
ν )) = πj(uv

(j)
ν ). Damit folgt(

µ
(j)
i (πj(v

(j)
1 )), . . . , µ

(j)
i (πj(v

(j)
fi

))
)

= πj(uv
(j)) = πj

(
v(j)Tj +

ei−1∑
ν=j+1

v(ν)Tj,ν

)
= πj(v

(j))Tj ,

da πj(v
(ν)) = 0 für alle ν ∈ [j + 1, ei − 1], und wir erhalten S(µ

(j)
i ) = S(Tj) ∈ LP . �

6.3. Differententheorie

Satz und Definition 6.3.1. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K, P ∈ PL
und O′P = clL′(OP ).

Dann heißt CP = {z ∈ L′ | SL′/L(zO′P ) ⊂ OP } der Komplementärmodul von L′/L über OP .
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1. Sei (u1, . . . , un) eine P -Ganzheitsbasis von L′/L und (u∗1, . . . , u
∗
n) die komplementäre

Basis. Dann ist CP = OPu∗1 + . . .+OPu∗n ⊃ O′P , und O′PCP = CP .

2. Es gibt ein t ∈ L′ mit CP = tO′P . Für alle P ′ ∈ PL mit P ′ ⊃ P ist vP ′(t) ≤ 0 und hängt
nur von P ′ ab. Insbesondere ist CP = O′P für fast alle P ∈ PL.

Die Zahl d(P ′) = −vP ′(t) ∈ N0 heißt Differentenexponent von P ′, und der Divisor

DL/L′ =
∑
P∈PL

∑
P ′∈PL′
P ′⊃P

d(P ′)P ′ ∈ DL′

heißt Differente von L′/L.

Für z ∈ L′ ist genau dann z ∈ CP , wenn vP ′(z) ≥ −d(P ′) für alle P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P .

Beweis. 1. Sei z = c1u
∗
1+. . .+cnu

∗
n ∈ L′ mit c1, . . . , cn ∈ L. Wegen O′P = OPu1+. . .+OPun

gilt :

z ∈ CP ⇐⇒ SL′/L(zO′P ) ⊂ OP

⇐⇒ SL′/L(zui) =

n∑
ν=1

cνSL′/L(u∗νui) = ci ∈ OP für alle i ∈ [1, n] .

Also ist genau dann z ∈ CP , wenn z ∈ OPu∗1 + . . . + OPu∗n, und es folgt CP ⊃ O′P nach Satz
6.2.7. Ist x ∈ O′P und z ∈ CP , so folgt SL′/L(xzO′P ) ⊂ SL′/L(zO′P ) ⊂ OP und daher xz ∈ CP .

2. Nach Satz 6.2.7 gibt es ein a ∈ O•P , so dass au∗i ∈ O′P für alle i ∈ [1, n] und daher
aCP ⊂ O′P . Folglich ist aCP ein Ideal von O′P , und nach den Sätzen 6.2.3 und 6.2.8 ist O′P ein
Hauptidealbereich. Daher gibt es ein t1 ∈ O′P mit aCP = t1O′P . Ist t = a−1t1, so folgt CP = tO′P ,
und wegen O′P ⊂ CP gibt es ein s ∈ O′P mit st = 1, also vP ′(t) = −vP ′(s) ≤ 0 für alle P ′ ∈ PL′
mit P ′ ⊃ P . Ist t′ ∈ L mit CP = tO′P = t′O′P , so folgt t′ = te mit e ∈ O′×P ⊂ O

×
P ′ für alle P ′ ∈ PL′

mit P ′ ⊃ P und daher vP ′(t) = vP ′(t
′).

Sei z ∈ L′ und t ∈ L′ mit CP = tO′P . Genau dann ist z ∈ CP , wenn z ∈ tOP ′ , also
vP ′(z) ≥ vP ′(t) = −d(P ′) für alle P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P . �

Satz 6.3.2 (Dedekind’scher Differentensatz). Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung
von L/K, sei L′/L separabel, L′ = L(y), f ∈ L[X] das Minimalpolynom von y über L und
P ∈ PL.

1. Sei P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P .

(a) e(P ′/P )− 1 ≤ d(P ′) ≤ vP ′(f ′(y)).

(b) Genau dann ist d(P ′) = e(P ′/P )− 1, wenn char(K) - e(P ′ |P ).

2. Sei [L′ : L] = n und d(P ′) = vP ′(f
′(y)) für alle P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P . Dann ist

(1, y, . . . , yn−1) eine P -Ganzheitsbasis von L′/L.

Beweis. 1. (a) Nach Satz 3.5.7 gibt es ein t ∈ L′, so dass vP ′(t) = 1 − e(P ′/P ) für alle
P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P . Es genügt, zu zeigen:

A. Für alle z ∈ O′P ist S(tz) ∈ OP .

Aus A folgt t ∈ CP , und dann ist 1− e(P ′/P ) = vP ′(t) ≥ −d(P ′), also d(P ′) ≤ e(P ′/P )− 1
für alle P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P nach Satz 6.3.1.2.
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Beweis von A. Sei L∗ eine galoissche Hülle von L′/L, und seien σ1, . . . , σn ∈ Gal(L∗/L), so
dass HomL(L′, L′) = {σ1 |L′, . . . , σn |L′}, und sei z ∈ O′P . Dann ist

SL′/L(tz) =
n∑
i=1

σi(tz).

Sei P ∗ ∈ PL∗ , P ∗ ⊃ P und i ∈ [1, n]. Nach Satz 6.1.5 ist P ∗i = σ−1
i (P ∗) ∈ PL∗ , P ∗i ⊃ P ,

P ′i = P ∗i ∩L′ ∈ PL′ , P ′i ⊃ P , e(P ∗i /P ) = e(P ∗i /P
′
i )e(P

′
i/P ) und vP ∗ ◦ σi = vP ∗i . Da z ∈ L′ ⊂ L∗

über OP ganz ist, folgt z ∈ OP ∗i , also vP ∗i (z) ≥ 0 und

vP ∗(σi(tz)) = vP ∗i (tz) = vP ∗i (t) + vP ∗i (z) ≥ vP ∗i (t) = e(P ∗i /P
′
i )vP ′i (t) = e(P ∗i /P

′
i )(1− e(P ′i/P ))

> −e(P ∗i /P ′i )e(P ′i/P ) = −e(P ∗i /P ) = −e(P ∗/P ).

Daher ist auch −e(P ∗/P ) < vP ∗(SL′/L(tz)) = e(P ∗/P )vP (SL′/L(tz)), also vP (SL′/L(tz)) ≥ 0
und SL′/L(tz) ∈ OP .

1. (b) Seien P ′ = P1, . . . Pr ∈ PL′ (mit r ∈ N) die verschiedenen Fortsetzungen von P auf L′.
Sei zuerst char(K) - e(P ′/P ), aber e(P ′/P ) ≥ d(P ′). Sei t ∈ L′ mit CP = tO′P . Dann

ist vP ′(t) = −d(P ′) ≤ −e(P ′/P ) und SL′/L(tO′P ) ⊂ OP . Da K vollkommen ist, ist L′P ′/LP
separabel, und daher gibt es ein y0 ∈ OP ′ mit SL′

P ′/LP
(y0(P ′)) 6= 0. Nach Satz 3.5.7 gibt es ein

y ∈ L′, so dass vP ′(y − y0) ≥ 1 und vPi(y) ≥ max{1, e(Pi/P ) + vPi(t)} für alle i ∈ [2, r]. Dann
ist y ∈ O′P , y(Pi) = 0 für alle i ∈ [2, r], und mit Satz 6.2.9 folgt

SL′/L(y)(P ) = e(P ′/P )SL′
P ′/LP

(y(P ′)) +
r∑
i=2

e(Pi/P )SL′Pi
/LP

(y(Pi))

= e(P ′/P )SL′
P ′/LP

(y(P ′)) 6= 0, da char(K) - e(P ′/P ).

Sei x ∈ L mit vP (x) = 1. Dann ist

vP ′(x
−1yt−1 = −e(P ′/P ) + vP ′(y)− vP ′(t) ≥ 0

und

vPi(x
−1yt−1 = −e(Pi/P ) + vPi(y)− vPi(t) ≥ 0 für alle i ∈ [2, r],

also x−1yt−1 ∈ O′P , x−1y ∈ tO′P = CP und daher SL′/L(x−1y) = x−1SL′/L(y) ∈ OP . Es folgt
SL′/L(y) ∈ xOP = P , im Widerspruch zu SL′/L(y)(P ) 6= 0. �

Satz 6.3.3 (Hurwitz’sche Geschlechtsformel). Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung
von L/K, und sei L′/L separabel. Dann ist

2gL′ − 2 =
[L′ :L]

[K ′ :K]
(2gL − 2) + deg(DL′/L) .

Ohne Beweis. �

Satz 6.3.4. Sei L′/K ′ eine Funktionenkörpererweiterung von L/K, und sei L′ = LK ′.

1. Für alle P ∈ PL und P ′ ∈ PL′ mit P ′ |P ist e(P ′/P ) = 1 und L′P ′ = LPK
′.

2. gL′ = gL.
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Beweis. 1. Sei K ′ = K(α) und f ∈ K[X] das Minimalpolynom von α über K. Dann ist
L′ = L(α) und f ist auch das Minimalpolynom von α über L. Wegen f ′(α) ∈ K ′ ist vP ′(f(α)) =
0 für alle P ′ ∈ PL′ . Nach Satz 6.3.2 ist (1, α, . . . , αn−1) eine Ganzheitsbasis von L′/L für alle
P ∈ PL, und e(P ′/P ) = 1 für alle P ∈ PL und P ′ ∈ PL′ mit P ′ |P .

Sei nun P ∈ PL und P ′ ∈ PL′ mit P ′ |P . Wir zeigen z(P ′) ∈ LPK ′ für alle z ∈ L′ (damit
folgt dann L′P ′ = LPK

′ ). Sei also z ∈ L′, seien P2, . . . , Pr die übrigen Stellen von L′ über P
und O′P = clL′(OP ) = OP ′ ∩OP2 ∩ . . .∩OPr = OP +OPα+ . . .+OPαn−1. Nach Satz 3.5.7 gibt
es ein u ∈ L′ mit vP ′(u− z) > 0 und vPi(u) ≥ 0 für alle i ∈ [2, r]. Dann ist u ∈ O′P , also

u =

n−1∑
i=0

γiα
i , und daher z(P ′) = u(P ′) =

n−1∑
i=0

γi(P
′)αi =

n−1∑
i=0

γi(P )αi ∈ LPK ′ .

2. Nach Satz 6.3.3. �





KAPITEL 7

Funktionenkörper über endlichem Konstantenkörper

Im diesem Kapitel sei q eine Primzahlpotenz, Fq ein Körper mit q Elementen und L/Fq ein
Funktionenkörper mit Konstantenkörper Fq und Geschlecht gL = g.

7.1

Lemma 7.1.1. Seien F ⊂ E1, E2 ⊂ E endliche Körper und E = E1E2. Dann ist

[E :F ] = kgV([E1 :F ], [E2 :F ]) .

Beweis. Sei F eine algebraische Hülle von F und E ⊂ F . Sei Ω die Menge aller Zwi-
schenkörper F ⊂ K ⊂ F . Dann ist die Abbildung Φ: (Ω,⊂) → (N, | ), definiert durch
Φ(K) = [K : F ], ein Verbandsisomorphismus. Für alle K1, K2 ∈ Ω ist genau dann K1 ⊂ K2,
wenn Φ(K1) |Φ(K2), also auch [K1K2 : F ] = kgV([K1 : F ], [K2 : F ]) und [K1 ∩ K2 : F ] =
ggT([K1 :F ], [K2 :F ]). �

Satz und Definition 7.1.2. Sei L eine algebraische Hülle von L. Für r ∈ N sei Fq ⊂ Fqr ⊂
L und Lr = LFqr . Lr heißt Konstantenerweiterung r-ten Grades von L.

1. [Lr :L] = r, Fqr ist der Konstantenkörper von Lr, und gLr = g.

2. Sei P ∈ PL, deg(P ) = m und d = ggT(m, r). Dann ist jLr/L(P ) = P1 + . . .+ Pd mit
verschiedenen P1, . . . , Pd ∈ PLr , und für alle i ∈ [1, d] ist deg(Pi) = m

d .

Beweis. Nach Satz 6.1.2 ist [Lr :L] = [Fqr :Fq] = r, und Fqr ist der Konstantenkörper von
Lr. Nach Satz 6.3.4 ist gLr = g und e(P ′/P ) = 1 für alle P ∈ PL und P ′ ∈ PLr mit P ′ |P .

Sei nun P ∈ PL, und seien P1, . . . , Pd die über P liegenden Stellen von L′. Für alle i ∈ [1, r]
ist (Lr)Pi = FqrLP nach Satz 6.3.4, also

deg(Pi) = [(Lr)Pi :Fqr ] =
[(Lr)Pi :Fq]

r
=

kgV
(
[Fqr :Fq], [LP :Fq]

)
r

=
kgV(m, r)

r
=

m

ggT(m, r)
.

Nach Satz 6.1.6 ist

deg(Pi) =
deg(P )f(Pi/P )

r
=
mf(Pi/P )

r
, also f(Pi/P ) =

r

ggT(m, r)

und

r = [Lr :L] =

d∑
i=1

e(Pi/P )f(Pi/P ) = d
r

ggT(m, r)
, also d = ggT(m, r) . �

99
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Definition 7.1.3. Für n ∈ N0 sei DnL = {D ∈ DL | deg(D) = n}, CnL = {[D] ∈ CL |
deg(D) = n} und An = |{D ∈ DnL | D ≥ 0}|. Insbesondere ist A0 = 1 und A1 = |P1

L|.
Sei deg(DL) = deg(CL) = ∂Z mit ∂ = min{deg(D) | D ∈ DL , deg(D) > 0}. Für alle n ∈ N
mit ∂ - n ist An = 0.

h = hL = |C0
L| heißt Klassenzahl von L.

Satz 7.1.4.

1. Für alle n ∈ N0 ist An <∞.

2. h <∞, und aus g = 0 folgt h = 1.

Beweis. 1. Sei x ∈ L \ Fq. Für P ∈ PFq(x) und P ′ ∈ PL mit P ′ |P folgt aus Satz 6.1.6

deg(P ′) = deg(P )f(P ′/P ) ≤ deg(P ) [Fq :K(x)] .

Für jedes n ∈ N gibt es nur endlich viele normierte irreduzible Polynome vom Grade n. Daher
ist PnFq(x) endlich. Folglich sind auch alle Mengen PdL endlich. Ist n ∈ N und D ∈ DnL mit D ≥ 0,

so ist

D =
∑
P∈PL

nPP mit nP ∈ N0 und
∑
P∈PL

nP = n .

Daher ist auch An = |{D ∈ DnL | D ≥ 0}| <∞.

2. Sei C ∈ DL mit n = deg(C) ≥ gL. Die Abbildung τ : C0
L → CnL, definiert durch τ(c) =

c+ [C], ist bijektiv, und daher genügt es, die Endlichkeit von CnL zu zeigen. Wir zeigen : In jeder
Klasse c ∈ CnL gibt es einen Divisor A mit A ≥ 0. Wegen deg(A) = deg(c) = n gibt es nach 1.
nur endlich viele solcher Divisoren. Sei C ∈ c. Nach Satz 4.3.4 ist dim(C) ≥ deg(C)+1−gL ≥ 1,
und nach Satz 4.2.2 gibt es ein A ∈ DL mit A ≥ 0 und A ∼ C.

Sei nun g = 0. Wir müssen D0
L = (L×) zeigen. Ist A ∈ D0

L, so folgt dim(A) = deg(A) +
g − 1 = 1 nach Satz 4.5.5 und A ∈ (L×) nach Satz 4.3.1. �

7.2

Satz und Definition 7.2.1. Für c ∈ CL ist

|{A ∈ c | A ≥ 0}| = qdim(c) − 1

q − 1
,

und für alle n > 2g − 2 mit ∂ |n ist

An =
h(qn+1−g − 1)

q − 1
.

Die Potenzreihe

ZL(t) =
∑
n≥0

Ant
n konvergiert absolut für |t| < q−1.

Die Funktion ZL heißt Zetafunktion von L/Fq.
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Beweis. Sei c ∈ C, d = dim(c) und C ∈ c. Für A ∈ DL gilt : Genau dann ist A ∈ c
und A ≥ 0, wenn A = C + (x) mit x ∈ L(C) \ {0}. Nun ist |L(C) \ {0}| = qd − 1, und für
x, x′ ∈ L(C) \ {0} ist genau dann (x) = (x′), wenn x′ ∈ xF×q . Daher folgt

|{A ∈ c | A ≥ 0}| = qd − 1

q − 1
.

Sei nun n = deg(c) > 2g − 2. Für c ∈ CnL ist (nach Satz 4.5.5 )

|{A ∈ c | A ≥ 0}| = qdim(c) − 1

q − 1
=
qn+1−g − 1

q − 1
,

und wegen |CnL| = h folgt die Formel für An. Wegen |An| � qn konvergiert die Potenzreihe Z(t)
absolut für alle t ∈ C mit |t| < q−1. �

Definition und Bemerkung 7.2.2. Für r ∈ N sei µr = {ζ ∈ C | ζr = 1} die Gruppe der
r-ten Einheitswurzeln. Ist m ∈ N und d = ggT(r,m) so ist(

1− tmr/d
)d

=
∏
ζ∈µr

(
1− (ζt)m

)
für alle t ∈ C× .

[ Beweis : Für ζ ∈ µr ist

ord(ζm) =
ord(ζ)

ggT(ord(ζ),m)
.

Daher ist die Abbildung

θ :

{
µr → µr/d
ζ 7→ ζm

surjektiv mit Ker(θ) = µd.

Es folgt

(T r/d − 1)d =
∏

ζ∈µr/d

(T − ζ)d =
∏
ζ∈µr

(T − ζm) ∈ C[T ] .

Substituiert man T = t−m und multipliziert mit tmr, so folgt die Behauptung.]

Satz 7.2.3. Für t ∈ C mit |t| < q−1 und r ∈ N ist

ZL(t) =
∏
P∈PL

1

1− tdeg(P )
6= 0 , und ZLr(tr) =

∏
ζ∈µr

ZL(ζt) .

Beweis. Für t ∈ C mit |t| < q−1 ist∑
P∈PL

|t|deg(P ) ≤
∑
D∈DL
D≥0

|t|deg(D) =

∞∑
n=0

An|t|n <∞ ,

und daher ist das unendliche Produkt absolut konvergent (also insbesondere non 0 verschieden).
Sei nun t ∈ C mit |t| < q−1, ε ∈ R>0 beliebig und X ∈ N, so dass∣∣∣ ∏

P∈PL

1

1− tdeg(P )
−

∏
P∈PL

deg(P )<X

1

1− tdeg(P )

∣∣∣ < ε

2
und

∞∑
n=X

An|t|n <
ε

2
.
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Sei DL(X) die Menge aller Divisoren D ∈ DL, so dass D ≥ 0 und vP (D) = 0 für alle P ∈ PL
mit deg(P ) ≥ X. Ist D ∈ DL, D ≥ 0 und D /∈ DL(X), so ist deg(D) ≥ X. Damit folgt∏

P∈PL
deg(P )<X

1

1− tdeg(P )
=

∏
P∈PL

deg(P )<X

∞∑
n=0

tdeg(nP ) =
∑

D∈DL(X)

tdeg(D)

und ∣∣∣ ∏
P∈PL

1

1− tdeg(P )
−ZL(t)

∣∣∣
≤
∣∣∣ ∏
P∈PL

1

1− tdeg(P )
−

∏
P∈PL

deg(P )<X

1

1− tdeg(P )

∣∣∣+
∣∣∣ ∑
D∈DL(X)

tdeg(D) −
∑
D∈DL
D≥0

tdeg(D)
∣∣∣

≤ ε

2
+

∑
D∈DL, D≥0
D/∈DL(X)

|t|deg(D) ≤ ε

2
+

∞∑
n=X

An|t|n < ε .

Sei nun r ∈ N, P ∈ PL mit deg(P ) = m und d = ggT(m, r). Nach Satz 7.1.2 ist dann d die
Anzahl der P ′ ∈ PL′ mit P ′ ⊃ P , und für jedes solche P ′ ist deg(P ′) = m/d. Damit folgt für
t ∈ C× ∏

P ′ |P

(
1− tr deg(P ′)

)
=
(
1− trm/d

)d
=
∏
ζ∈µr

(
1− (ζt)m

)
,

und für |t| < q−1 ist

ZLr(tr) =
∏
P∈PL

∏
P ′ |P

1

1− tr deg(P ′)
=
∏
P∈PL

∏
ζ∈µr

1

1− (ζt)deg(P )
=
∏
ζ∈µr

ZL(ζt) . �

7.3

Satz und Definition 7.3.1.

1. ∂ = 1, und

lim
t→1

(1− t)ZL(t) =
h

1− q
.

2. Sei t ∈ C und |t| < q−1.

(a) Im Falle g = 0 ist

ZL(t) =
1

(1− t)(1− qt)
.

(b) Im Falle g ≥ 1 ist ZL(t) = F (t) +G(t) mit

F (t) =
1

q − 1

2g−2∑
n=0

( ∑
c∈CL

deg(c)=n

qdim(c)
)
tn und G(t) =

h

q − 1

[ qgt2g−1

1− qt
− 1

1− t

]
.
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3. ZL(t) ist eine in C \ {1, q−1} definierte rationale Funktion,

LL(t) = (1− t)(1− qt)ZL(t) ∈ Z[t], und LL(1) = h.

LL = LL/Fq
heißt das L-Polynom von L/Fq.

Beweis. Wir geben zuerst vorläufige Formeln für ZL(t), beweisen damit ∂ = 1 und leiten
erst dann die endgültigen Formeln her.

Im Falle g = 0 ist h = 0 nach Satz 7.1.4 und mit Satz 7.2.1 folgt

ZL(t) =
∑
n=0
∂ |n

qn+1 − 1

q − 1
tn =

1

q − 1

[
q
∞∑
n=0

(qt)∂n −
∞∑
n=0

t∂n
]

=
1

q − 1

[ q

1− (qt)∂
− 1

1− t∂
]
.

Sei nun g ≥ 1. Nach Satz 7.2.1 folgt

ZL(t) =

2g−2∑
n=0
∂ |n

∑
c∈CL

deg(c)=n

qdim(c) − 1

q − 1
tn +

∞∑
n=2g−1
∂ |n

h(qn+1−g − 1)

q − 1
tn

=
1

q − 1

2g−2∑
n=0

( ∑
c∈CL

deg(c)=n

qdim(c)
)
tn − h

q − 1

2g−2∑
n=0
∂ |n

tn +
hq1−g

q − 1

∞∑
n=2g−1
∂ |n

qntn − h

q − 1

∞∑
n=2g−1
∂ |n

tn

= F (t)− h

q − 1

∞∑
n=0

t∂n +
hq1−g+∂kt∂k

q − 1

∞∑
n=0

qn∂tn∂
(

mit k =
⌈2g − 1

∂

⌉)
= F (t) +

h

q − 1

[ q1−g+∂kt∂k

1− (qt)∂
− 1

1− t∂
]

= F (t) +G(t) .

In beiden Fällen ist

lim
t→1

(1− t)ZL(t) =
h

∂(1− q)
und LL(1) = lim

t→1
(1− t)(1− qt)ZL(t) =

h

∂
.

Wenn wir nun noch ∂ = 1 zeigen können, folgen alle Behauptungen des Satzes.

Wegen An = für alle n ∈ N0 mit ∂ - n ist ZL(ζt) = ZL(t) für alle ζ ∈ µ∂ . Nach Satz 7.2.3
ist

ZL∂
(t∂) =

∏
ζ∈µ∂

ZL(ζt) = ZL(t)∂ und 0 6= lim
t→1

(1− t)∂ZL(t)∂

(1− t∂)ZL∂
(t∂)

= lim
t→1

(1− t)∂

1− t∂
,

und daraus folgt ∂ = 1. �

Satz 7.3.2.

1. Es bestehen die Funktionalgleichungen

ZL(t) = qg−1t2g−2ZL
( 1

qt

)
für alle t ∈ C× \ {1, q−1} ,

und

LL(t) = qgt2gLL
( 1

qt

)
für alle t ∈ C× .
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2. gr(LL) = 2g. Ist LL(t) = a0 + a1t+ . . .+ a2gt
2g, so folgt a0 = 1, a1 = |P1

L| − (q + 1),
a2g = qg, und a2g−i = qg−iai für alle i ∈ [0, g].

3. Es gibt ganz-algebraische Zahlen α1, . . . , α2g, so dass αiαg+i = q für alle i ∈ [1, g],
und für alle r ∈ N ist

LLr(t) =

2g∏
i=1

(1− αri t) , qr + 1− |P1
Lr
| =

2g∑
i=1

αri und qg =

2g∏
i=1

αi .

Satz von Hasse -Weil (ohne Beweis) :

Für alle i ∈ [1, 2g] ist |αi| =
√
q , und

∣∣ qr + 1− |P1
Lr
|
∣∣ ≤ 2gqr/2 .

Beweis. Im Falle g = 0 sind alle Behauptungen trivialerweise richtig. Sei also im Folgenden
g ≥ 1.

1. Sei w ∈ CL die kanonische Klasse. Dann ist deg(w) = 2g−2, und die Zuordnung c 7→ w−c
definiert eine Bijektion der Menge {c ∈ CL | deg(c) ∈ [0, 2g − 2] } auf sich. Nach Satz 7.3.1
folgt

(q − 1)F (t) =
∑
c∈CL

deg(c)∈[0,2g−2]

qdim(c)tdeg(c) =
∑
c∈CL

deg(c)∈[0,2g−2]

qdeg(c)+1−g+dim(w−c)tdeg(c)

= qg−1t2g−2
∑
c∈CL

deg(c)∈[0,2g−2]

qdeg(c)−(2g−2)+dim(w−c)tdeg(c)−(2g−2)

= qg−1t2g−2
∑
c∈CL

deg(c)∈[0,2g−2]

qdim(w−c)
( 1

qt

)deg(w−c)
= qg−1t2g−2(q − 1)F

( 1

qt

)
.

Ferner ist

(q − 1)qg−1t2g−2G
( 1

qt

)
= hqg−1t2g−2

[qg( 1
qt

)2g−1

1− q
(

1
qt

) − 1

1− 1
qt

]
= hqg−1t2g−2

[q−g+1t−2g+1t

t− 1
− qt

qt− 1

]
= h

[qgt2g−1

1− qt
− 1

1− t

]
= (q − 1)G(t) .

Damit folgt

ZL(t) = F (t) +G(t) = qg−1t2g−2
[
F
( 1

qt

)
+G

( 1

qt

)]
= qg−1t2g−2ZL

( 1

qt

)
und

qgt2gLL
( 1

qt

)
= qgt2g

(
1− 1

qt

)(
1− 1

t

)
ZL
( 1

qt

)
= qgt2g

(
1− 1

qt

)(
1− 1

t

)
q1−gt2−2gZL(t)

= (1− qt)(1− t)ZL(t) = LL(t)

2. Nach Definition ist gr(LL) ≤ 2g, und aus

LL(t) =

2g∑
i=0

ait
i = (1− t)(1− qt)

∞∑
n=0

Ant
n = A0 + [A1 − (q + 1)A0 ]t+

2g∑
i=2

ait
i
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und daher a0 = A0 = 1 und a1 = A1 − (q + 1)A0 = |P1
L| − (q + 1). Nach 1. ist

LL(t) = qgt2g
2g∑
i=0

ai

( 1

qt

)i
=

2g∑
i=0

aiq
g−it2g−i =

2g∑
i=0

a2g−it
2g−i

und daher a2g−i = aiq
g−i für alle i ∈ [0, g]. Insbesondere folgt a2g = qg und daher gr(ZL) = 2g.

3. Es ist

L∗L(t) = t2gLL
(1

t

)
=

2g∑
i=0

ait
2g−i = t2g + a1t

2g−1 + . . .+ qg =

2g∏
i=1

(t− αi)

mit ganz-algebraischen Zahlen α1, . . . , α2g ∈ C, so dass

−a1 = q + 1− |P1
L| =

2g∑
i=1

αi und qg =

2g∏
i=1

αi .

Mit Hilfe der Funktionalgleichung folgt

LL(t) = t2gL∗L
(1

t

)
=

2g∏
i=1

(1− αit) = qg
2g∏
i=1

(
t− 1

αi

)
= qgt2gLL

( 1

qt

)
= qg

2g∏
i=1

(
t− αi

q

)
,

und daher gibt es eine Permutation σ ∈ S2g, so dass αiασ(i) = q für alle i ∈ [1, 2g], und nach
geeigneter Umnummerierung ist

LL(t) =

k∏
i=1

(1− αit)
(

1− q

αi
t
)

(1−√q t)l(1 +
√
q t)m

mit k, l, m ∈ N0, so dass 2k + l + m = 2g. Der führende Koeffizient von LL ist qg =
qk(−1)l

√
q l+m. Daher ist l = 2l′ und m = 2m′ mit l′, m′ ∈ N0. Mit αi =

√
q für i ∈ [k+ 1, k+ l′]

und αi = −√q für i ∈ [k + l′ + 1, k + l′ +m′] folgt die Behauptung.

Sei nun r ∈ N. Dann folgt

LLr(tr) = (1− tr)(1− qrtr)ZLr(tr) =
∏
ζ∈µr

(1− ζt)(1− ζqt)ZL(ζt) =
∏
ζ∈µr

LL(ζt)

=

2g∏
i=1

∏
ζ∈µr

(1− αiζt) =

2g∏
i=1

(1− αri tr),

also

LLr(t) =

2g∏
i=1

(1− αri t) und daher |P1
Lr
| = qr + 1−

2g∑
i=1

αri . �


