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Meinen Eltern und meiner Tochter Rebecca gewidmet.

Vorwort

Das vorliegende Buch wendet sich an Ingenieure und Naturwissenschaftler wel-
che sich mit der Losung von partiellen Differentialgleichungen beschéftigen, sei
es als Entwickler neuer Algorithmen oder als Anwender erprobter Techniken.
Zum Versténdnis des Buches sind nur geringe Vorkenntnisse bzgl. der behan-
delten Thematik vonnéten. Der gesamte Inhalt des Buches stammt aus Vorle-
sungen, welche der Autor an den Universitéiten zu Linz (Osterreich), Freiberg,
Freiburg, Stuttgart (BRD) und Gyor (Ungarn) hielt.

Sehr viele Problemstellungen aus den verschiedensten Ingenieurbereichen, aus
der Physik und neuerdings auch aus der Finanzmathematik lassen sich mittels
partieller Differentialgleichungen, bzw. Systemen von partiellen Differential-
gleichungen beschreiben. Diese komplizierten Gleichungen koénnen bei prak-
tischen Problemstellungen nur noch in den seltensten Féllen analytisch, d.h.
mit Papier und Bleistift bzw. Formelmanipulationsprogrammen, gelost werden.
Daher iiberfiihrt man diese Differentialgleichungen durch geeignete Diskreti-
sierungsmethoden (finite Elemente, finite Differenzen, finite Volumen) in ein
Gleichungssystem oder eine Folge von Gleichungssystemen, mit reellen Zahlen
als Losung. Die Losung dieser grodimensionierten Gleichungssysteme erfolgt
mit dem Computer.

Dank der Entwicklung moderner, auf Mehrgitter- bzw. Multileveltechniken ba-
sierender, iterativer Loser fiir diese Gleichungssysteme und der rasanten Hard-
wareentwicklung kann schon ein einzelner Computer komplexe 3D-Probleme
16sen. Jedoch wird es immer Problemstellungen geben, welche noch mehr Re-
chenleistung erfordern. An diesem Punkt setzt das vorliegende Buch an und
schldgt parallele Losungsstrategien fiir diese Problemklassen vor.

Die kurze Einfithrung in Kapitel 1 wird in Kapitel 2 durch einen Uberblick
zu Prinzipien von Parallelrechnern ergéinzt. AnschlieBend werden in Kapitel 3
einige einfache Grundroutinen zum Datenaustausch zwischen zwei oder mehre-
ren Rechenknoten eingefiihrt und einige Gedanken zum Vergleich von paralle-
len Algorithmen geduflert. Im anschliefenden Kapitel 4 werden einige typische
Vorgehensweisen bei der Parallelisierung direkter Losungsverfahren fiir Glei-
chungssysteme betrachtet. Dies dient vorrangig dem Zweck, die vollig anders-
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artige Herangehensweise bei der Parallelisierung iterativer Losungsverfahren
in den nachfolgenden Kapiteln hervorzuheben.

Die parallele Losung von partiellen Differentialgleichungen mufl schon bei der
Diskretisierung ansetzen. In Kapitel 5 wird die enge Verbindung von in itera-
tiven Verfahren vorkommenden algorithmischen Grundroutinen und der Wahl
der Datenaufteilung an Hand einer Diskretisierung mit finiten Elementen ana-
lysiert. Es zeigt sich, dafl es fiir den vorgeschlagenen Lésungsweg keinen prin-
zipiellen Unterschied zwischen einer iiberlappenden und einer nichtiiberlap-
penden Elementaufteilung gibt. Darauf aufbauend werden in Kapitel 6 die
wichtigsten Iterationsverfahren nach einer einheitlichen Strategie parallelisiert,
diese Verfahren treten wiederum in Kapitel 7 als Komponenten in der Losung
von Erhaltungsgleichungen auf. Hier zeigt sich, dafl das in Kapitel 5 fiir finite
Elemente entwickelte Datenkonzept auch auf finite Volumen iibertragbar ist.

Ublicherweise wird die dem Buch zugrunde liegende Vorlesung von einem Prak-
tikum begleitet, welches gemeinsam mit Dr. Michael Kuhn entwickelt wurde.
Einige Ausfithrungen dazu sind im Anhang A zu finden.

Ich mo6chte an dieser Stelle Dr. Matthias Pester von der TU Chemnitz fiir die
freundliche Uberlassung seines Vorlesungsskriptes zur Parallelisierung danken,
welches in die Kapitel 1-3 einflo. Gleichzeitig gingen eigene Vorlesungsmit-
schriften aus der entsprechenden Vorlesung an der TU Karl-Marx-Stadt bei
Prof. Volkmar Friedrich in Kapitel 4 ein. Gleichfalls méchte ich mich bei mei-
nen Linzer Kollegen fiir die generelle Unterstiitzung bedanken.

Da sich die Welt des Parallelrechnens, insbesondere die Hardware, rasant ent-
wickelt, werden unter

http://www.numa.uni-linz.ac.at/Staff/ghaase/parallel.html
aktuellere Daten zu einigen Punkten des Buches zu finden sein.

Juli 1999, Linz, Osterreich
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1 Einfiihrung

1.1 Wozu braucht man Parallelrechner ?

Wihrend der letzten Dekaden verdoppelte sich die verfiighare Rechenleistung
pro Prozessor aller 18 Monate (Mooresches Gesetz). Nimmt man den beliebten
Spec-Index! zum Mafistab der Rechenleistung, so erkennt man ein relativ ge-
schlossenes Feld von Spitzencomputern. Gleichzeitig riickt die Rechenleistung
des Jedermann-PCs dank der neuen Prozessoren von Intel> und AMD? in die
Bereiche der klassischen Workstationhersteller IBM*, Sun®, SGI®, Compaq’
und HP® vor.

Tab. 1.1 Leistungsindex von Workstations mit einem Prozessor (II/99)

Anbieter Maschine Prozessor SpecInt95 | SpecEFp95
Compaq AlphaServer ES 40 |Alpha 21264, 500 MHz 27 58
Dell Precision WS 610 |[PIII-Xeon, 450 MHz 19 15
Hewlett Packard [HP 9000 N4000 PA-RISC 8500, 440 MHz 34 51
IBM RS/6000 43P-260 [POWER-3, 200 MHz 15 30
Silicon Graphics |Origin200 MIPS R12k, 270 MHz 16 25
SUN Enterprise 3500 UltraSparc-11, 400 MHz 18 30
Intel Intel-Labor P-I11, 550 MHz 24 15
AMD AMD-Labor Athlon, 600 MHz 26 21

Die beiden letzen Zeilen in Tabelle 1.1 sind noch keine offiziellen Spec-Raten,
sie wurden in den Herstellerlabors erzielt. Je nach verwendeten Programmen
bzw. je nach Testausrichtung &ndern sich die Relationen, jedoch bleibt die

thttp:/ /www.specbench.org/results.html
http://www.intel.de
Shttp://www.amd.com
“http://www.ibm.de
http://www.sun.de

Shttp://www.sgi.de
"http://www.compaq.de
8http://www.hewlett-packard.de
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Grundtendenz bestehen. Dies heifit nichts anderes, als dal mittlerweile jeder
gut (und trotzdem preiswert!) ausgeriistete PC {iber mehr Rechenleistung und
oft auch mehr Speicher als eine sehr teure Workstation von vor 3-5 Jahren
verfiigt.

Dank der Leistungen von Mikroelektronik und Technologie (0.18 pm-Struk-
turen) lassen sich immer grofiere Integrationsdichten und Taktraten erzielen.
Da die Technologieentwicklung weitergeht, braucht man also nur so lange zu
warten, bis ein Computer mit geniigend Rechenleistung produziert wird.

Aber : Die Signalgeschwindigkeit ist endlich (3-10%m/s). So waren die ein-
zelnen Prozessoreinheiten der schnellsten Cray (1994) im Kreis ange-
ordnet, damit Nachrichten innerhalb eines Taktes iibermittelt wer-
den konnen (Zykluszeiten ~ 1-107%s). Das technologische Problem
der Reproduktion der Chipmasken bei weiterer Verkleinerung der
Chipstrukturen von gegenwiirtig ca. 0.18 ym = 1.8-10~"m kann mit
viel Aufwand gelost werden. Jedoch entspricht die derzeitige Dicke
von 4nm der SOs-Isolationsschicht nur noch 25 Atomlagen, bei 4
Atomlagen verliert das Material seine Isolationswirkung (siche c’t
14/99, S.24). Somit scheint die Atomgréfie der weiteren Leistungs-
entwicklung konventioneller Computer ein Ende zu setzen.

Die Entwicklung sehr schneller Rechnersysteme, d.h. Prozessor + Speicher

+ I/0, wird immer schwieriger und kostspieliger. Mit der notwendi-

gen Komplexitdt der Chips steigt auch zwangsldufig die ”Chance” von

Produktions-/Entwurfsfehlern (Fehlerhafte Division bei Intel, Uberhitzung

von Prozessoren bei anderen Herstellern).

Gleichzeitig steigen die Anforderung von Wissenschaft und Technik schneller
als die verfiighare Rechenleistung.

Wenn eine geforderte Rechenleistung gebracht wird, dndert der Anwender
{Mathematiker, Physiker, Ingenieur} ein € oder h, um mit dem aktuellen
Rechner wieder unzufrieden sein zu diirfen.

\
Hohe Rechenleistung.

Hohe Speicherkapazitit (+Datenzugriff)
Schnelle Datenbereitstellung und -auswertung (Grafik)
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Einige typische Konsumenten von Rechenleistung :

Physik —  Wiedereintritt in die Erdatmosphére
= Bolzmanngleichung mit 7 Freiheitsgraden
Chemie —  Verbrennung im Motor
= GroBle Systeme (200 ... 100.000) gewohnlicher Differential-
gleichungen

Meteorologie —  Globale Wettervorhersage
=  # MeBpunkte ~ Vorhersagedauer
Mechanik —  Simulation von Crashtests, Elastisch-plastische Verformungen
= Grofe (nichtlineare) Gleichungssysteme pro Zeitschritt
Stromungen —  Windkanalsimulation, Design, Turbulenz
— gekoppelte Systeme (nichtlinearer) nichtsymmetrischer Differen-
tialgleichungen in 3D
Obige Beispiele erheben keinerlei Anspruch auf Vollstéandigkeit, fast in jedem
technischen Anwendungsgebiet lassen sich &hnlich anspruchsvolle Beispiele fin-
den.

Falls die Rechenleistung einmal ausreichen sollte um ein Problem (z.B., Tem-
peraturverteilung in einer elektrisch beheizten Frontscheibe) zufriedenstellend
zu l6sen, wird sofort die entsprechende inverse Aufgabe (d.h., bestimme die
Lage der Heizdrdahte bei gemessener Temperaturverteilung) interessant bzw.
die in die Gleichungen eingehenden Parameter (d.h., Form/Lage der Drihte,
elektrische Spannung in ihnen) sollen so verandert werden, dafl bzgl. einer Ziel-
funktion das Minimum angenommen wird (z.B., Temperaturgleichverteilung).

Klassische VON-NEUMANN-Architektur reicht nicht mehr aus.

!

Beschleunigung durch parallele Verarbeitung.

e Parallele Ansdtze in VON-NEUMANN-Rechenwerken

FPU Cache

wn =

ALU 1/0

Fig. 1.1 Simplifizierte von-Neumann Architektur

— Gleitkomma-, Integerarithmetik und 1/O parallel moglich.

— Instruction Look Ahead (Befehlscache).

— Memory Interleaving, d.h. getrennter Zugriff auf adressméflig benachbarte
Bytes/Bits, z.B. wird pro Speicherchip jeweils nur 1 Bit eines Bytes gespei-
chert.
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e Pipelining in der Befehlsabarbeitung

Tab. 1.2 Pipelining auf Befehlsebene

Zeittakt i 1+ 1 142 143 1+ 4
Befehl dekodieren X ° d O
N\ N\ N\ N\
Adressrechnung X ° O O
N N\ N\
Operanden laden X ° O
N\ N\
Operation X °
N\
Ergebnis speichern X

Beim Pipelining in Fig. 1.2 wird ein komplexerer Befehl in kleinere Instruk-
tionen aufgespalten, welche unterschiedliche CPU-Einheiten nutzen. Damit ist
eine zeitlich iiberlappende Ausfithrung aufeinanderfolgender Befehle moglich.
Dies tritt auch in Verbindung mit dem Instruction Look Ahead auf. Die RISC-
Prozessoren sind nach diesem Prinzip aufgebaut.

o [Weitere Leistungssteigerung

Im wesentlichen ist eine weitere Leistungssteigerung nur durch Verwendung
von mehreren CPUs moglich.

Da viele Probleme der der Physik, Ingenieurwissenschaften, etc. auf partielle
Differentialgleichungen fiihren, féllt der Parallelisierung der entsprechenden
Losungsverfahren eine besondere Rolle zu. Daher konzentrieren wir uns im
vorliegenden Buch auf diese Aufgabenklasse.



2 Parallel- und Vektorrechner

2.1 Klassifikationen

2.1.1 Ebenen der Parallelitit

In der Parallelitat werden die folgenden Ebenen unterschieden :

Definition 2.1. [Job] Ganze Jobs laufen parallel zueinander auf verschieden
Prozessoren ab. Hierbei tritt keine oder nur eine schwache Interaktion der Jobs
zueinander auf.

— bessere Rechnerauslastung

— kiirzere Realzeit der Jobs

z.B.: Workstation mit mehreren Prozessoren und Multitasking.

Definition 2.2. [Programm| Teile eines Programmes laufen auf mehreren
Prozessoren ab.

— kiirzere Realzeit

z.B.: Parallelrechner.

Definition 2.3. [Befehl] Parallelitét zwischen den Phasen (Instruktionen)
der Befehlsausfithrung.

— Beschleunigte Ausfithrung des gesamten Befehls.

z.B.: serielle Rechner / einzelne Prozessoren.

Definition 2.4. [Arithmetik, Bitebene] HardwareméifBige Parallelisierung
von Integerarithmetik und bitweiser paralleler, aber wortweise serieller Zugriff
auf den Speicher bzw. umgekehrt.

— Weniger Taktzyklen zur Abarbeitung einer Instruktion.

z.B.: 32/64 bit Bussystem.

Die angefithrten Ebenen der Parallelitdt treten auch kombiniert auf.
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2.1.2 Hardwareklassifikation
Die Parallelitat der Hardware wird wie folgt unterschieden.

Definition 2.5. [Pipelining]  Segmentierung von Operationen, welche hin-
tereinander abgearbeitet werden (sieche Vektorrechner im néchsten Abschnitt).

Definition 2.6. [Funktionale Einheiten] Verschiedene, funktional unab-
héngige Einheiten zur Abarbeitung von (verschiedenen) Operationen.

z.B.: Superskalarrechner kénnen Additionen/Multiplikationen/ Logikoperatio-
nen gleichzeitig ausfithren.

Definition 2.7. [Prozessorfelder]  Felder identischer Prozessorelemente zur
parallelen Ausfithrung von (gleichartigen) Operationen.

z.B.: MasPar-Rechner mit 16384 relativ einfachen Prozessoren, systolische Ar-
rays zur Bildverarbeitung.

Definition 2.8. [Multiprocessing] =~ Mehrere voneinander unabhéngige Pro-
zessoren mit jeweils eigenem Instruktionssatz. Parallele Ausfithrung bis hin zu
ganzen Programmen oder Jobs. Bis auf die Varianten Prozessorfelder, Multi-
processing konnen obige Klassifikationen auch kombiniert auftreten.

2.1.3 Grobklassifikation nach Flynn

Im Jahre 1966 unterschied Michael Flynn [Fly 66] parallele Architekturen
bzgl. des Datenstroms und des Stromes der Programmanweisungen, so dafl
sich 4 Formen der Parallelitéit ergeben.

Tab. 2.1 Flynns Klassifikation (Flynn’s taxonomy)

Single ‘ Multiple
Instruction Stream
SISD MISD Single Data
SIMD | MIMD | Multiple Stream

Im folgenden betrachten wir die einzelnen Klassen im Detail.

Definition 2.9. [SISD] Single Instruction Single Data. Klassische Architek-
tur mit nur einem Anweisungs- und einem Datenstrom.

SISD besitzt nur

e prozessorinterne Parallelitét (bitparallel, look-ahead)
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e Pseudeoparallelitéit mittels Multitasking und Time-Sharing (Durchsatzerho-
hung des Computersystems).

Definition 2.10. [SIMD]  Single Instruction Multiple Data. Ein einzelner
Anweisungsstrom handhabt gleichzeitig mehrere Datenstrome.

Hier wird bereits Parallelitat auf Anweisungsebene realisiert.

1. Die Daten sind iiber die Prozessoren verteilt, ein Programm wird ”im
Gleichschritt” auf allen Prozessoren abgearbeitet. Meist sehr einfache, dafiir
aber viele Prozessoren (Prozessorfelder CM2, MasPar).

Ein typisches Problem bei SIMD sind Programmalternativen.

Liefert der Test 7?7 bei 2 Prozessen einer SIMD-Maschine unterschiedliche
Ergebnisse (T/F), so ergibt sich formal das linke Struktogramm in Fig.2.1,
jedoch spiegelt sich der tatsdchliche Zeitablauf auf dem SIMD-Computer in
der rechten Darstellung wieder, da beide Zweige der Alternative von beiden
Prozessoren abgearbeitet werden miissen.

7T _Proz. ”F” Proz. T _Proz. ”F” Proz.
I::j Warten I::j
Warten
? no
i )t

Fig. 2.1 Formaler und zeitlicher Ablauf der Alternative im SIMD-Rechner.

Trotz dieses ungiinstigen Verhaltens der SIMD-Rechner wurden bis Anfang der
90er Jahre viele dieser Parallelrechner verkauft, da sie fiir einige Aufgabenklas-
sen sehr gut angepafit waren. Durch die Leistungsexplosion der Computerchips
und die immer flexibleren Anforderungen an Parallelrechner sind mittlerweile
nur noch wenige Spezies dieser Gattung zu finden.



16 2 Parallel- und Vektorrechner

2. Der Vektorrechner benutzt das Pipelining derart, dal im Unterschied
zum skalaren Rechner die gleiche Befehlssequenzen mit n Datensétzen wieder-
holt werden. Eine typische Operation ist die SAXPY-Operation y := y+ azx in
Fig. 2.2, welche zu einem Vektor y den mit der reellen Zahl « skalierten Vek-
tor x addiert. Die Pipeline besteht in diesem Falle aus Addition, Multiplikation,
Lade- und Speicheroperationen welche mit den Vektorregistern durchgefiihrt
werden. Nach einem ”Startup” (Berechnung der ersten Komponente) wird i.a.
pro Taktzyklus ein Ergebnis y; geliefert, obwohl in der skalaren Rechnung
mehr Takte notwendig sind. Um hohe MFLOP-Raten zu erreichen, miissen

1SS
[

— Fig. 2.2
— SAXPY im Vektorrechner.

die Vektorregister stets gefiillt sein ! Bei Nichtbeachtung dieser Forderung ist
der Einsatz des Vektorrechners sinnlos, da nur die skalare Rechenleistung er-
reicht wird. In nebenstehender Abbildung tritt ein Vektor a auf, welcher nichts
anderes als das Auffiillen des entsprechenden Vektorregisters mit dem Skalar «
symbolisiert. Dies wird automatisch vom Compiler getan, da der Vektorrech-
ner eigentlich nur die Operation 3 := y+a’ ®z effizient behandeln kann. Das
Zeichen ® bezeichnet die komponentenweise Multiplikation der beiden Vekto-
ren.

Aus der Sicht des Mathematikers, im Sinne der Parallelisierung mathema-
tischer Algorithmen, beschleunigt der Vektorrechner "nur” die sequentiellen
Algorithmen ohne etwas an ihnen zu &ndern.

Definition 2.11. [MIMD]|Multiple Instruction Multiple Data.  Dies bedeu-
tet Parallelitét auf Programmebene, d.h. jeder Prozessor arbeitet sein eigenes
Programm ab.
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Die Programme arbeiten in der Regel aber nicht unabhéngig voneinander,
daher unterscheidet man :

1. konkurrierende Prozesse (gemeinsame Ressourcen)
2. kommunizierende Prozesse (Datenflufl; Datenaustausch)

Wir unterscheiden zwischen Programm und ProzeS.

Definition 2.12. [Programm (statisch)/Exakte Niederschrift eines Algorith-
mus.

Definition 2.13. [ProzeB (dynamisch)|Folge von Aktionen, einzige Annahme:
positive Geschwindigkeit.

Fiir die beiden Arten von betrachteten Prozessen ergeben sich folgende Vari-
anten eines Programmablaufes.

(a) (b)

Fig. 2.3 Programmablauf fiir sequentielle (a), konkurrierende (b) und kommunizierende (c)
Prozesse

Die konkurrierenden Prozesse in Fig. 2.3b benutzen die gleichen Eingangsda-
ten und miissen ihr Ergebnis wiederum gemeinsam abspeichern. Die kommu-
nizierenden Prozesse in Fig. 2.3c konnen vollig unabhéngig voneinander ihre
Eingangsdaten verarbeiten und ihre Ergebnisse abspeichern. Da die Prozesse
aber im allgemeinen an einer gemeinsamen Problemstellung arbeiten, ist an
bestimmten Punkten ein Abgleich/Austausch der Ergebnisse notwendig (Syn-
chronisation).

Oft reprisentiert jeder Prozefl dasselbe Programm, allerdings mit unterschied-
lichen Daten. Damit 148t sich eine Unterklasse der MIMD-Computer ableiten,
genannt SPMD.
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Definition 2.14. [SPMD]Single Program Multiple Data. Auf jedem Prozes-
sor wird das gleiche Programm gestartet, welches individuell seine Daten ver-
arbeitet.

Die Klasse SPMD

e wird auf gréfleren Parallelrechnersystemen und vor allem bei massiv paral-
lelen Rechnern verwendet.

e benotigt Datenparallelitét.

e ist heute das Programmiermodell fiir Parallelrechner.

e ist kein SIMD, da kein Gleichschritt in Anweisungsebene erforderlich. Jedoch
miissen zu den Synchronisationszeitpunkten Daten abgeglichen werden.

2.1.4 Klassifikation nach Speicherzugriff

Definition 2.15. [Shared Memory]  Konkurrierende Prozesse greifen auf
einen gemeinsamen Speicher zu, d.h. sie teilen sich den Speicher.

Jeder Prozel kann auf sdmtliche Daten zugreifen.

— Serielles Programm kann ohne gréfiere Schwierigkeiten zum Laufen ge-
bracht werden. Fiihrt in der Regel bei kleinen Prozessorzahlen (2 ... 16)
schnell zu einer ersten Leistungssteigerung.

El Es ist ein Anwachsen der Zugriffskonflikte (z.B. Bankkonflikte) bei grofie-
ren ProzeBanzahlen zu beobachten. Somit ist die Skalierbarkeit (d.h. Leistung
~ ProzeBlanzahl) nicht mehr gewéhrleistet.

E| Zur Verringerung der Zugriffskonflikte sind sehr leistungsfahige Bussyste-
me bzw. Zugriffsverwaltungen notwendig.

— Verteuerung des Gesamtsystems.

Definition 2.16. [Distributed Memory] Der Gesamtspeicher ist auf die ein-
zelnen Prozessoren verteilt, so dafl die kommunizierenden Prozesse wihrend
des gesamten Programmablaufs nur auf ihren lokalen Speicher zugreifen
konnen. Werden Daten eines anderen Prozesses benétigt, kann dies nur iiber
explizite Kommunikation zwischen den Prozessen erfolgen.

Keine Zugriffskonflikte bei Datenoperationen (Lokalitét).

Relativ preiswerte Hardware.

Fast beliebig skalierbar.

E| Kein direkter Zugriff auf die Daten anderer Prozesse mdoglich.

—> Nachrichtenaustausch (Kommunikation) iiber spezielle Kanile (Links)
notwendig.

= Serielles Programm ist nicht lauffihig, es werden spezielle parallele Algo-
rithmen benétigt.
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e Der Aufwand fiir Kommunikation wurde noch vor ca. 20 Jahren vernachlés-
sigt, heute aber ist er mitentscheidend fiir die Qualitét eines parallelen Algo-
rithmus (u.a. Verhéltnis Kommunikation zu Arithmetik).

e Die Geschwindigkeit der Verbindungsnetzwerke ist von grofier Bedeutung.

Definition 2.17. [Distributed Shared Memory (DSM)] DSM, auch Vir-
tual Shared Memory genannt, ist der intelligente Versuch eines Kompromisses
zwischen Shared und Distributed Memory. Ein dem Distributed Memory auf-
gesetztes Message-Passing-System simuliert das Vorhandensein eines globalen
Shared Memory (KSR: ”Meer von Adressen”, SGI: ”Interconnection fabric”).

Auf diesem Speichermodell kénnen serielle Programme sofort zum Lau-
fen gebracht werden. Wenn die benutzen Algorithmen die Lokalitdt der Daten
ausnutzen (d.h. mehrheitlich auf den dem Prozef zugeordneten Speicher zu-
greifen) ist auch eine gute Skalierbarkeit erreichbar.

So wurde, z.B. im Friithjahr 1997 von SGI die Origin2000 mit dem Skalier-
baren Symmetrischen Multiprocessing (S2MP) auf den Markt gebracht!. Je-
der Prozessor dieser Maschine besitzt seinen eigenen lokalen Speicher, fiir die
Gesamtmaschine ist der Gesamtspeicher aber als Shared Memory verfiigbar.

Méglich wurde dies durch den sehr schnellen Crossbar Switch von Cray? (seit
1996 Tochtergesellschaft von SGI).

Bemerkung 2.1. Im Rahmen des EUROPORT?-Projektes wurden 1995-1997
38 kommerzielle Codes parallelisiert. Bzgl. der Parallelisierbarkeit auf verschie-
denen parallelen Programmiermodellen und Parallelrechnern sind hierzu in-
teressante Vergleiche? verfiigbar. Insbesondere zeigte sich, dafl ein distributed-
memory-Konzept zur Datenlokalitit in einem shared-memory Programm auf
DSM-Hardware sehr erfolgreich eingesetzt werden kann und derart gestaltete
Programme den automatisch parallelisierten Codes im allgemeinen iiberlegen
ist.

LSGI Performer, Oct. 96, pp. 4/5

http://www.cray.com
3http://www.gmd.de/SCAI/europort/

4http:/ /www.gmd.de/SCAI/europort-1/EUROPORT.HTM
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2.2  Topologien

Wie sind parallel arbeitende Recheneinheiten eigentlich miteinander verbun-
den? Insbesondere ist dies fiir die Klasse der Parallelrechner mit distributed
memory von Interesse.

2.2.1 Definitionen

Definition 2.18. [Link]  Ein Link ist eine Verbindung zwischen 2 Prozes-
sen/Prozessoren.

e unidirektionales Link: zu einem Zeitpunkt nur in eine Richtung benutzbar.
e bidirektionales Link: zu jedem Zeitpunkt in beide Richtungen benutzbar.

Definition 2.19. [Topologie] Mit Topologie bezeichnen wir ganz allgemein
die Vernetzung der Prozesse/Prozessoren.

Definition 2.20. [Physikalische Topologie] Vom Hersteller vorgegebene
hardwareméfige Vernetzung der Recheneinheiten (Knoten). Diese Vernetzung
ist teilweise manuell (Xplorer, MultiCluster-I) oder auch softwareméfig konfi-
gurierbar (Crossbar Switches im MultiCluster-1I).

Beispielsweise besitzt der INMOS-Transputer T805 4 physische Links.

Definition 2.21. [Logische Topologie] =~ Vom Nutzer gewiinschte oder vom
Betriebssystem vorgegebene Vernetzung der Prozesse [Knoten|, manchmal als
virtuelle Topologie bezeichnet. Wird meist von der Daten- bzw. Kommuni-
kationsstruktur bestimmt. Die Abbildung der logischen auf die physikalische
Topologie geschieht mittels paralleler Betriebssysteme oder Betriebssystemer-
weiterungen (Abschnitt 2.3).

Bemerkung 2.2. Am effizientesten ist natiirlich die Identitéit von logischer
und physikalischer Topologie
= Widerspruch zu Datenstruktur bei vielen Anwendungen.

Definition 2.22. [Durchmesser einer Topologie] Der Durchmesser einer To-
pologie ist die maximale Anzahl von Linkverbindungen, welche eine Nachricht
benutzen muf}; um von einem Knoten p zu einem Knoten ¢ zu gelangen (p, g
beliebige Knoten im Netzwerk).

Definition 2.23. [Host] Ein Host ist ein, insbesondere bei dlteren Parallel-
rechnern, notwendiger Computer, welcher die Verbindung des Parallelrechners
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zu den Ressourcen wie Eingabe-, Ausgabedaten, Grafik, Festplatten etc. her-
stellt. Bei neueren Systemen wird diese Aufgabe vom Parallelrechner selbst
erledigt.

2.2.2 Farm / Master-Slave Topologie

Der Begriff ist angeblich vom Aufseherprinzip in den Plantagen des Siidens der
USA abgeleitet. Hier beaufsichtigt und verteilt ein Masterprozef3 die Arbeit an
die Slaveprozesse.

e P — 1 Links beim Master notwendig.

e Jede Kommunikation belastet den Master.

e —> Nur dann praktikabel, wenn kein (oder duBerst geringer) Datenaus-
tausch zwischen den Prozessen notwendig ist.

master

Fig. 2.4

Master-Slave Topologie. Sl 52 S3] - Proy

Die Master-Slave Topologie findet in Monte-Carlo-Methoden (héherdimensio-
nale numerische Integralberechnung), bei Teilchenverfolgungen und teilweise
bei Bildbearbeitung und -erkennung ihre Anwendung.

2.2.3 Die Pipe

Eine Pipe besteht in einer eindimensionale Anordnung der Knoten/Prozesse.

e 2 Links pro Knoten notwendig.
e Durchmesser P — 1.
e Gut geeignet fiir eindimensionale Datenabhéngigkeiten.

Fig. 2.5

Die Pipe S1 52— 53 Sp

Die Pipe kann verwendet werden

e im GauB-Algorithmus fiir vollbesetzte Gleichungssysteme,

e in einer 1D-GauB-Seidel Iteration bei vollbesetzten Gleichungssystemen,

e bei mehreren 1D-Gauf-Seidel Iterationsschritten und spezieller Struktur des
Gleichungssystems (FEM/FDM).



22 2 Parallel- und Vektorrechner

2.2.4 Der Ring

Schlieft man die Pipe zyklisch ab, so entsteht ein Ring.

e 2 Links pro Knoten.
e Durchmesser: P/2.
e Es sind zyklische Datenabhéngigkeiten realisierbar.

L51—52—S3—SPJ Fig. 2.6

Der Ring.

Die Ringtopologie wird eingesetzt :

e im Gauf-Algorithmus,

e bei mehreren 1D-Gauf-Seidel-Schritten, auch mit vollbesetzten Matrizen,
e beim Ein- bzw. Auslesen grofier Datenmengen zum/vom Parallelrechner
tiber einen, mit dem Hostrechner verbundenen, Knoten (Gesamtdatenmenge
tibersteigt den verfiigharen lokalen Speicher)

2.2.5 Array und Torus

Die logische Weiterenwicklung von Pipe und Ring in mehrere Dimensionen
sind das Array und der Torus welche man als Tensorprodukt von Pipes bzw.
Ringen auffassen kann.

e
oo
oo
Gifarare

Fig. 2.7 2D-Array (links) und 2D-Torus (rechts) mit P = P, - P, .

Die Arraytopologie wurde insbesondere in den SIMD-Computern der Firma
MasPar verwendet. Jedoch haben auch die Anbieter von MIMD-Rechnern diese
Topologie verwandt, als Beispiel seien die Parallelrechner Xplorer (2D) und
Power-GC (3D) der Firma Parsytec angefiihrt.
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Tab. 2.2 Charakteristische Gréflen bei Array und Torus

Topologie | Anzahl der Knoten | Links pro Knoten Durchmesser
2D-Array P, - P, 4 P, + P, -2
2D-Torus P, - P, 4 (Py+ Py)/2
3D-Array P,-P,-P, 6 P.+P,+P, -3
3D-Torus P, P, P, 6 (P, + P, + P,)/2
2.2.6 Der Baum (Tree)

Der Baum (engl.: Tree) in Fig. 2.8 ist eine sehr flexible Topologie mit guten
Kommunikationseigenschaften und ist daher vielféltig einsetzbar.

Definition 2.24. [Optimaler Baum| Baumtopologie, deren maximale Tiefe
und Verdstelung (d.h. Anzahl der Verzweigungen pro Knoten) nicht grofier
als d = log, P ist.

0000

L
puo Wurzel — Ast

Vater — Sohn

00L0 00LL

LLLL

Fig. 2.8 Optimaler Baum in Bindrdarstellung

Wir verwenden im weiteren die Bezeichnung Baum stets im Sinne eines opti-
malen Baumes.
Somit gilt fiir Baume stets

e 271 < p <2t
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e Max. d Links pro Knoten,
e Durchmesser: 2d — 1 = 2log, P —1 .

Zur Konstruktion des bindren Baumes benétigen wir den Gray-Code.

Definition 2.25. [Gray-Code]  Die Binédrdarstellungen der Nummern be-
nachbarter Knoten unterscheiden sich in genau einem Bit ([1,...,d]) !

Bemerkung 2.3. [Konstruktionsprinzip des optimalen Baumes]

Von einem beliebigen Knoten im Baum mit der Wurzel in 000 werden so viele
Aste gebildet, wie 0-Bits dem letzten L-Bit der Bindrdarstellung der Knoten-
nummer folgen.

Die Firma Convex-MPP fiihrte das Konzept der ”Fat Trees” ein, d.h. je ndher
sich ein Link an der Wurzel des Baumes (Knoten 0000 in Fig. 2.8) befindet,
desto leistungsfiahiger wird die entsprechende Datenleitung ausgelegt.

2.2.7 Der Hypercube

Ein Wiirfel hat 8 Knoten, 12 Kanten und kann durch die Verbindung der
Knoten zweier (rdumlich paralleler) Quadrate erzeugt werden. Bezeichnet man
nunmehr diesen Wiirfel als 3-dimensionalen Hypercube mit P = 23 Knoten,
dann hat man damit bereits das Grundprinzip des rekursiven Aufbaus eines
d-dimensionalen Hypercubes.

Rekursiver Aufbau des Hypercubes

e Ein Hypercube der Dimension d ergibt sich durch die entsprechende Verbin-
dung zweier Hypercubes der Dimension d — 1.

e Die Platzierung der Knoten erfolgt nach dem Gray-Code, d.h. im Hypercube
benachbarte Knoten unterscheiden sich in genau einem Bit ihrer Knotennum-
mern in Bindrdarstellung. Die Position dieses Bits legt eindeutig die Nummer
des die beiden Knoten verbindenden Links fest (z.B. sind Knoten 5 = LOL und
4 = L00 iiber Link 1 im 3-dimensionalen Hypercube miteinander verbunden).
e Die Links mit gleicher Linknummer (=Bitposition) teilen den d-dimensiona-
len Hypercube in 2 (d — 1)-dimensionale Hypercubes. Je nachdem, ob die zum
Link gehérende Bitposition gesetzt ist, ordnen sich die Knoten den beiden Sub-
cubes zu. So teilt z.B. Link 2 den 3-dimensionalen Hypercube in Abbildung 2.9
in die Subcubes {0, 1,4,5} und {2,3,6,7}.

Der d-dimensionale Hypercube hat damit folgende Eigenschaften :

e P = 2¢ Knoten,
e d Links pro Knoten,
e Durchmesser: d = log, P,
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d=0 d=1 d=3
0 0 — 1
1
d=2 0 7
3
2
2 ! 3 2 LI 2
2 2 2 4 2l 5
3 3
0 ! 1 0 ! 1

Fig. 2.9 Hypercubes d =0,...,3

e Der kiirzeste Weg im Hypercube zwischen den Knoten p und ¢ ergibt sich
aus der bitweisen exklusiv-oder-Operation XOR(p,q), worin die gesetzten Bits
den Linknummern entsprechen, welche die Verbindung zwischen den Knoten
bilden.

Bsp:p=1=00L,q=7=LLL — XOR(1,7) = LLO .

Der Weg in obigem Beispiel ist in einen 2-dimensionalen Subcube des Hyper-
cubes eingebettet.

Die Firma nCube hatte einen Hypercube der Dimension 13 mit Spezialprozes-
soren hardwareméfig realisiert, konnte allerdings Mitte der 90ger Jahre mit
der rasanten Leistungssteigerung der Konkurrenten nicht mehr Schritt halten.

Die Topologien Ring, Torus und Tree (2.2.3 - 2.2.6) sind im Hypercube einge-
bettet. So 148t sich, z.B. ein Ring mit P = 2¢ Knoten #hnlich rekursiv wie der
Hypercube definieren und somit in diesen einbetten:

1. Sei der Ring P;_; = 297! bereits im Hypercube eingebettet (d=0
wére der Induktionsanfang).
2. Die Numerierung der neuen Knoten des Ringes P; = 2% erfolgt in
gespiegelter Reihenfolge zu den alten Knoten, auflerdem wird bei den
neuen Knoten das d-te Bit gesetzt.
. 1<+— Spiegelung der Bits
[ 0 |5| L |E|LL| | Lo |:|LLo| |oLr] |rLoL| |Lool

Alg. 2.1 Einbettung des Ringes in den Hypercube
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In Fig. 2.10 sieht man das Ergebnis von Alg. 2.1.

6 : 7
3
2 L3 2
4 —2—5
3
0 1 1 Fig. 2.10
Einbettung des Ringes im 3D-Hypercube

Aufgabe 2.1. Betten Sie einen 2% x 2¢-Torus in einen (k + ¢)-dimensionalen
Hypercube ein.

Aufgabe 2.2. Zeigen Sie anhand des d-dimensionalen Hypercube, dafl der
optimale Baum (Punkt 2.2.6) mit der Wurzel im Knoten 000 im Hypercube
eingebettet ist. Wieviele verschiedene Einbettungsmoglichkeiten gibt es ?

Aufgabe 2.3. Geben Sie eine Einbettung des optimalen Baums mit der Wur-
zel im Knoten LOL fiir den 3-dimensionalen Hypercube an.

Aufgabe 2.4. Bilden Sie die Knoten der beiden Bédume aus den beiden vor-
angegangenen Aufgaben mittels einer einfachen Funktion aufeinander ab.

Die bisher betrachteten Topologien besitzen die in Tabelle 2.3 aufgefiihrten
Eigenschaften. Wiahrend bei Ring und Torus die Anzahl der Links mit der
Raumdimension beschrinkt ist (was aber mit einer groBlen Topologiedurch-
messer erkauft werden muf}), steigen die pro Knoten benotigten Links bei Tree
und Hypercube mit der Anzahl der bendtigten Knoten an (was fiir groBere
Knotenzahlen in technologischen Problemen resultiert).

Tab. 2.3 Eigenschaften von Topologien

Topologie | # Knoten | Durchmesser | Links pro Knoten
Ring P P/2 2
Torus P P/2 2 * Raumdim.
Opt. Baum P =24 2d — 1 1,...,d
Hypercube p =27 d d

Wiinschenswert wére eine Topologie, welche einen Durchmesser von der Ord-
nung O(log,(P)) bei kleiner, konstanter Anzahl der Links pro Knoten besitzt.
Eine solche Topologie wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.
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2.2.8 Das DeBrujin-Netzwerk

Zunéchst einige Begriffe. Die Shuffle Operationen verschieben die Bits einer In-
tegerzahl in Bindrdarstellung, bei der Shuffle Exchange Operation wird zusétz-
lich ein Bit negiert.

Left Shuffle [LS] = 1SHFTC(b, 1, d) (im weiteren Link 1)
! !
ba |ba—1 by | b1 | = |ba—1]ba—2 by | ba
Right Shuffle [RS] = 1sSHFTC(b, —1,d) (im weiteren Link 2)
! |
bd bd,1 bg b1 - b1 bd b3 bQ
Left Shuffle Exchange [LSE] = 10R(1SHFTC(), 1,d),2¢71) (Link 3)
NOT
| !
bq |ba-1 by | by | = |bi-1|ba—2 by | by
Right Shuffle Exchange [RSE| = 10R (1SHFTC(b, —1,d),2¢71) (Link 4)
NOT

ba |ba—1 by | D1 | == | by | bg bz | by

Fig. 2.11 Die Shuffle Operationen

Das DeBrujin-Netzwerk wird unter den folgenden Voraussetzungen mit Hilfe
der Shuffle Operationen konstruiert.

e Jeder Knoten (aufier Knoten 0 und 2? — 1) besitzt genau 4 Links. Die Kno-
ten 0 und 2% — 1 benétigen nur 2 Links.

e Ein Netzwerk der Dimension d besitzt 2¢ Knoten und 241 — 2 (gerichtete)
Kanten.
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e Es gibt nur gerade Knoten im Graphen

— Graph ist ohne Uberschneidung durchlaufbar.
— Ring ist eingebettet.

e Der Durchmesser ist d.

— = Left Shuffle — = Left Shuffle Exchange
LLO L00

>
=

LLL

OLL

A

00L

Fig. 2.12 DeBrujin Netzwerk d = 3 : 8 Knoten, 14 Kanten

Es ist keine kommerzielle Hardwarerealisierung des DeBrujin Netzwerks be-
kannt.

Aufgabe 2.5. Fiir welche Knotennummern i = 0,...,2¢ — 1 im de Brujin-
Netzwerk gilt

RightShuffle(i) = LeftShuffle(i) bzw.
RightShuffleExchange(i) = LeftShuffleExchange(i) 7

Hinweis: Unterscheiden Sie, ob d gerade bzw. ungerade ist.

Aufgabe 2.6. Stellen Sie ein de Brujin-Netzwerk fiir d = 4 auf !

2.2.9 Freie Topologie

Grundidee: Die Beziehungen zwischen den Daten (z.B. Gebietsaufteilung) wer-
den auf das Knotenfeld abgebildet, d.h. die geometrischen Nachbarschaftsbe-
ziehungen werden durch topologischen widergespiegelt.

Es sind bis zu P — 1 Links pro Knoten notwendig.

Der Durchmesser der Topologie ist bis auf 1 reduzierbar.

Meist nur als virtuelle Topologie verfiigbar.

Sehr leistungsfahige Hardware notwendig, insbesondere darf das Weiterlei-
ten von Daten iiber einen Knoten (Hop) die Rechenleistung des Knoten nicht
beeinflussen.

— Kommunikation und Rechnung parallel auf einem Knoten (T805 von In-
mos)
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Geometrie Topologie
4 5
0
1\
3 2

Fig. 2.13 Abbildung von rdumlichen Relationen auf eine freie Topologie

e Unterstiitzung durch parallele Betriebssystemerweiterungen (PARIX, PVM,
MPI) erforderlich.

2.3  Parallele Betriebssystemerweiterungen und
Programmiersprachen

Zu Beginn der vermehrten Anwendung von Parallelrechnern in der Forschung
wurden nur bestimmte, hardwareabhéngige Routinen unterstiitzt. Dahinge-
hend wurde z.B. in

e Occam (C/Assembleridhnlich, sehr hardwarenah)

e Erweiterungen fiir Fortran, C

programmiert.
= Schlechte Portierbarkeit der Quellen.
— Eigene Bibliotheken, mit sehr wenigen hardwareabhéngigen Rufen.

Hersteller von Parallelrechnern bieten z.T. eigene Betriebssystemerweiterun-
gen fiir UNIX an, welche gewisse Aufgaben zwischen Host und Parallelrechner
regeln und die notwendigen Compiler, Bibliotheken etc. enthalten.

Mittlerweile wurden parallele Hochsprachen wie High Performance Fortran
(HPF®), Vienna Fortran® u.a. entwickelt. Diese Sprachen enthalten gewisse,
die Parallelitat unterstiitzende, Sprachkonstrukte, bzw. versucht der Compiler

Shttp://www.mhpcc.edu/doc/hpf/hpf.html
Shttp://www.vepe.univie.ac.at /activities/language/vf/ViennaFortran.html
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eine automatische Parallelisierung. Leider sind diese parallelisierenden Compi-
ler auf wohlstrukturierte Daten (Tensorproduktgitter, spezielle Matrizen, dlte-
re Gleichungssystemloser) angewiesen, was ihre praktische Verfiigharkeit auf
einschrankt. Fiir unsere Zwecke, d.h., Lésen von PDEs auf unstrukturierten
Gittern, sind sie ungeeignet.

Eine andere Entwicklungsrichtung besteht in der Entwicklung einer allgemei-
nen, portablen Schnittstelle fiir MIMD-Rechner. Das Message Passing Inter-
face (MPI) ist der aktuelle Abschluf dieser Bemiihungen (hervorgegangen aus
PVM, Express, u.a.). Da MPI" mittlerweile von allen gréfieren Herstel-
lern von Parallelrechnern unterstiitzt wird (meist sitzen Vertreter im MPI-
Konsortium) und mittlerweile auf Workstationclustern (LINUX® !), ja sogar
unter Windows lduft, folgen wir im Buch diesem Ansatz. Zum Verstdndnis der
Rufe in MPI? ist Abschnitt 3.3 unbedingt erforderlich [Fos 94, GLS 94, Pac 97].

"http://www.mcs.anl.gov/mpi/index.html
8http://www.suse.de/
http:/ /www.usfca.edu/mpi



3 Parallelitit auf algorithmischer Ebene

3.1  Einige Begriffe

Definition 3.1. [Skalierbarkeit| Einfache Anpassung eines Programmes an
eine real verfiighare Anzahl von Prozessoren.

Die Skalierbarkeit wird mittlerweile hoher bewertet als hochste Effizienz (d.h.
Gewinn an Rechenzeit durch Parallelisierung) auf einer speziellen Architektur.

Definition 3.2. [Granularitit] GroBe der Programmabschnitte, welche ohne
Kommunikation mit anderen Prozessoren ausfithrbar sind.

Definition 3.3. [Feinkorniger Algorithmus] Algorithmus, der nach wenigen
Arithmetikoperationen wieder Daten von anderen Prozessen benotigt.

Feinkornige Algorithmen sind besonders geeignet fiir die sogenannten systoli-
schen Felder (SIMD-Computer).

Beispiel 3.1. [w-Jacobi-Iteration und Differenzenschemal
Das Laplace-Problem

~Au(r) = f(zr) x€(0,1)

mit beliebigen Randbedingungen wird mit einem 5-Punkte-Differenzenstern
diskretisiert und resultiert in (N + 1)? Diskretisierungspunkten. Dies fiihrt
bei einer zeilenweisen Numerierung der Diskretisierungspunkte (bei 0 begin-
nend) im Gebietsinneren zu folgender Notation fiir eine w-Jacobi-Iteration,
Vi, j=1,N—1:

dij = cij+ (fig —wl—cimy — Gy +4ci; — ciny — cignl) /4
c = d

Hier treten keinerlei Datenabhéngigkeiten innerhalb einer Iteration auf.
= Gut parallelisierbar (und vektorisierbar).
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l—&i

Fig. 3.1
Jacobi-Iteration im systolischen Feld

Beispiel 3.2. [w-GauB-Seidel-Iteration (vorwérts)] Wie in Bsp. 3.1. betrach-
ten wir das mit dem 5-Punkte-Differenzenstern diskretisierte Laplace-Problem.
Die w-GauB-Seidel Iteration kann dann als

Cij = iyt (fij —wl[—Cii1j —Cij1 +4ci; — ciyrj— Cij]) /4

notiert werden, V¢,7 =1, N —1 .

!
I
I
I
!

i 2 3 4
{ { { !
2~ 3M4
} { !
34—
{ !
4 Fig. 3.2
! GauB-Seidel im systolischen Feld

Die neuen Werte ¢;_;; und ¢; j_; miissen berechnet sein bevor ¢; ; berechnet
werden kann. Daraus ergeben sich die Schlufifolgerungen :

e Die Berechnungen in einer Iteration erfolgen in Form einer sich diagonal
bewegenden Front, in Fig. 3.2 sind 1,2,3,4-ter Schritt dargestellt.

e Das systolische Feld habe die Dimension P =m X n.

— (m + n — 1) Zeitschritte fiir eine Iteration notig.

— mehrere Iterationen kompensieren diesen Overhead der Initialisierung.

1. Iteration :

: : . tseriell __ mn mn _ n _
Zeitgewinn : el = < mnD oD vm(n—1) < y/mn
Dies ist nur ein maximaler Zeitgewinn von /P, d.h., die Verwendung von 100

Rechenknoten wiirde diese Iteration bestenfalls 10-mal beschleunigen. Ideal
wére aber ein Zeitgewinn von P = mn !

2. und folgende Iterationen :
Nach der Initialisierung bendétigt eine Iteration nur noch einen Zeitschritt, da
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die benétigten Daten bereits berechnet sind (Fig. 3.2)
Die k-te (letzte) Iteration benotigt die gleiche Zeit wie die erste Iteration

( Lseriell >1 o tparallel - 2(m +n— 1) +k—2

tparallel B tseriell B k- mn
_ 2(m+n-—1) k 2
N k-mn k-mn  k-mn
N N S B S
~ k-mn  mn k-mn mn

Asymptotisch, d.h. bei vielen Iterationen wird der bestmogliche Zeitgewinn
P =m -n durch die Parallelisierung erzielt.

Ein vergleichbarer Effekt wird bei cachebasierten Iterationsverfah-
ren [SRWH 97] und bei Vektorrechnern erzielt.

Definition 3.4. [Grobkorniger Algorithmus| Algorithmus, welcher groflere
Programmabschnitte abarbeiten kann, ohne neuerlich Daten von anderen Pro-
zessen zu bendtigen.

Blockvarianten der Algorithmen in Bsp. 3.1. und 3.2. sind grobkérnige Algo-
rithmen. Solche Algorithmen sind prinzipiell fiir alle Arten von Parallelrech-
nern gut geeignet, typischerweise benutzt man hierfiir MIMD-Rechnermodelle.

Bemerkung 3.1. Heutzutage ist der Zeitbedarf fiir eine Kommunikation zwi-
schen den Knoten/Prozessoren deutlich hoher als fiir lokalen Speicherzugriff
bzw. arithmetische Operationen. Daher sind grobkoérnige Algorithmen fiir die
Parallelisierung eher gefragt.

Definition 3.5. [Funktionale Parallelitdt]  Aufspaltung eines Algorithmus
in funktional unterschiedliche, parallel abarbeitbare Teilschritte.

Beispiel 3.3. [Funktionale Parallelitdt] Fiir die Operation
E=(dxexf+g+c)xbta+h

ergeben sich folgende Abarbeitungszeiten :

seriell (von links nach rechts) 7 Zeitschritte,
parallel auf 2 Prozessoren (Fig. 3.3) 5 Zeitschritte

Aufgabe 3.1. Teilen Sie obige Berechnungsvorschrift auf 3 Prozessoren auf.
Nutzen Sie Umformungsregeln. (Ergebnis: 4 Zeitschritte)

e Im parallelen Fall kénnen in Summe mehr arithmetische Operationen auf-
treten als bei serieller Abarbeitung, dank der Verteilung der Arithmetik ist die
parallele Variante trotzdem (potentiell) schneller.
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Fig. 3.3 Funktionale Parallelitdt auf 2 Prozessen

e Funktionale Parallelitdat ist nur bedingt skalierbar. In obigem Beispiel erge-
ben mehr als 3 Prozessoren keine weitere Zeitersparnis.

Definition 3.6. [Datenparallelitét] Gleiche Programmabschnitte werden
parallel iiber verschiedenen Datensegmenten ausgefiihrt.

e Voraussetzung fiir Datenparallelitéit: Einfache Aufteilung der Daten in Seg-
mente (High Performance Fortran).
e Algorithmen mit Datenparalelitéit sind (relativ) leicht skalierbar. Probleme

treten bei komplexen Datenzusammenhéngen auf, z.B. bei indirekter Adres-
sierung (FEM).

Beispiel 3.4. [Block-w-Jacobi und Datenparallelitit] Die Vektoren und Ma-
trizen werden blockweise aufgeteilt. Hierbei gibt es mehrere Moglichkeiten der
Datenaufteilung (siche Abschnitt 6).

Definition 3.7. [Geometrische Parallelitét] Hier erfolgt die Aufspaltung
der Daten in Teilmengen entsprechend geometrischer Uberlegungen iiber die
raumlichen Anordnung der Objekte (Teilchen, Diskretisierungspunkte etc.),
bzw. unter Ausnutzung von Nachbarschaftsbeziehungen bei Diskretisierungs-
methoden wie FEM, FDM, FVM.

In unseren Untersuchungen werden wir uns gréfitenteils auf eine Datenauftei-
lung stiitzen, welche auf geometrischer Parallelitdt basiert.
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3.2  Synchronisation paralleler Prozesse

3.2.1 Einige Begriffe

Bemerkung 3.2. Sequentielle Programmierung ist nur Ausdruck unserer Un-
fahigkeit, die natiirliche Parallelitdt nahezu aller Vorgénge einer ”Maschine”
klarzumachen.

Probleme treten bei der Verwaltung paralleler Prozesse auf:

e vollig unabhéngige Prozesse ("nur gemeinsame Stromversorgung”)

= absolut parallel (= fiir uns uninteressant).

e gemeinsame Nutzung (knapper) Ressourcen

— Multiprogrammbetrieb/Time-Sharing

—> Verteilungsstrategie notwendig.

e Mehrprozessorsysteme mit verteilten Aufgaben einer Gesamtaufgabe

— Informationsaustausch erfolgt iiber shared memory oder message pas-
sing (distributed memory).

Definition 3.8. [Undefinierter Zustand| Das Ergebnis einer Programm-
abschnittes ist von der Abarbeitungsgeschwindigkeit der beteiligten Prozesse
abhéngig und damit nicht eindeutig vorhersagbar.

Definition 3.9. [Synchronisation] Verhinderung undefinierter Zustéinde
durch ”Abstimmung” der Prozesse untereinander zu bestimmten kritischen
Zeitpunkten.

Definition 3.10. [Barrier] = Punkt im Programm, den alle Prozesse durch-
laufen miissen. Garantiert, dafl die einzelnen Prozesse solange warten bis alle
Prozesse in ihrer Programmabarbeitung diesen Punkt erreicht haben.

Beispiel 3.5. [Undefinierter Zustand| Ein undefinierter Zustand kann, z.B.,
beim Zugriff auf gemeinsamen Speicher auftreten.

’ ProzeS A: N .= N +1 ‘ Zeitpkt. ’ ProzeB B: N := N —1

LOAD N (1) LOAD N
INC N (2) DEC N
STORE N (3) STORE N

Fig. 3.4 Zwei Prozesse greifen auf die gleiche Variable zu

Das Resultat (d.h. der Wert von N) hiangt von der Geschwindigkeit der Pro-
zesse A und B in Fig. 3.4 ab und ist somit undefiniert, wie in Fig. 3.5 zu sehen
ist.
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A (1) (2) (3) ¢

Fall a) - N +1
B (1) (2) (3)
A (1) (2) (3) ;

Fall b) N-1
B (1) (2) (3)

g A M@0 .

B 1) () 3
Fig. 3.5 Ergebnisse auf A und B im undefinierten Zustand

Um obigen, undefinierten Zustand zu vermeiden wére es sinnvoll, die Opera-
tionen A und B als nicht teilbar zu betrachten.

— Exklusiver Zugriff auf N fiir einen ProzeB fiir die erforderliche Zeit.

Ein Konzept zur Realisierung dieses exklusiven Zugriffs wird im néchsten Ab-
schnitt vorgestellt.

3.2.2 Semaphoren

Um bei gemeinsamen Ressourcen den exklusiven Zugriff eines Prozesses auf
eine Variable (Speicheradresse) zu gewéhrleisten, mufl diese Variable fiir alle
anderen Prozesse gesperrt werden (engl.: locked). Hierbei kann es jedoch pas-
sieren, dafl das gesamte Mehrprozessorsystem oder Teile davon im Wartestatus
verharren. Dieser unerwiinschte Effekt wird mit Deadlock bezeichnet.

Definition 3.11. [Deadlock]  Verklemmung, mehrere Prozesse warten auf
ein Ereignis, welches aber nur durch einen der wartenden Prozesse ausgelost
werden kann.

Beispiel 3.6. [Dinner for five (Dijkstras oder Hoare, 1971) |  ”Das Leben
der Philosophen besteht aus den sich abwechselnden Tétigkeiten Denken und
Essen. Jeder Philosoph hat seinen Platz am Tisch.

Ihr einziges Problem - abgesehen von denen philosophischer Natur - besteht
darin, dafl die aufgetragene Mahlzeit eine sehr schwierige Art von Spaghetti ist,
zu deren Verzehr man 2 Gabeln bendtigt. Neben jedem Teller liegen 2 Gabeln,
so daf} grundsétzlich keine Schwierigkeiten auftauchen sollten. Es hat jedoch
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zur Folge, dafl 2 Nachbarn nicht zur selben Zeit essen konnen” [Rec 94]

o
Clo

e F—
oMo

Die 5 Gabeln stehen hier stellvertretend fiir knappe Ressourcen in einem grofien
System.

Fig. 3.6
Dinner for five

Lésungsvariante (Handlungsanweisung) 1:

1. Wenn Du hungrig bist, setzte Dich an an Deinen Platz.
2. Warte bis links eine Gabel frei ist und ergreife sie.

3. Warte bis rechts eine Gabel frei ist und ergreife sie.
4. Gib nach dem Essen beide Gabeln frei !

—> Deadlock :
Alle Philosophen verhungern mit einer Gabel in ihrer linken Hand.

Lésungsvariante 2:

1. Wenn Du hungrig bist, setzte Dich an an Deinen Platz.

2. Warte bis links und rechts die Gabeln frei sind und ergreife sie.
3. Esse Deine Spaghetti.

4. Gib nach dem Essen beide Gabeln frei !

= "Deadlock fiir alle” ist ausgeschlossen, aber dem Einzelnen kann der Hun-
gertod drohen (z.B. fiir Philosoph Nr.1, wenn sich Nr.5 und Nr.2 leicht iiber-
lappend beim Essen abwechseln).

Dijkstras Vorschlag : Einfithrung von Semaphoren (Semaphor ist einem Eisen-
bahnsignal vergleichbar).

Definition 3.12. [Semaphor] Signal welches von einzelnen Prozessen
betétigt wird und nicht von einer Zentralinstanz (Fig. 3.7).

Der Proze [Zug] wartet, wenn das Signal auf "WAIT” [Rot] steht. Ansonsten
ist der Zugriff [Einfahrt] auf den kritischen Bereich [Fahrtstrecke] frei und
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der Prozel [Zug] stellt das Signal auf "wWAIT” [Rot] fir alle anderen Prozes-
se [Ziige].

WAIT

O 7 e N8
PN 7 .

Fig. 3.7 Freigabe einer Semaphore

=
e

- s =

e Shared Memory — Semaphorenkonzept
e Distributed Memory — Message-Passing Modell — Kommunikation

Semaphorenkonzept

Die Semaphore kann als strukturierter Datentyp aufgefafit werden mit den

Elementen: und Operationen (e init):
o S-Wert (Integer) e Proberen = WAIT
e Warteschlange (queue) e Verhogen = SIGNAL

Die Operationen P und V sind atomar.
Die Operationen sind mit den Elementen wie folgt verkniipft :

P(s): S-Wert =0 — Proze in Queue [Zug auf Strecke]
S-Wert > 0 —  (S-Wert) := 0 und Resourcen ist verfiighar
[Strecke ist frei, Einfahren und Signal auf
"Rot” setzen]
V(s) queueist leer — (S-Wert):= 1 [Signal auf ”Griin” setzen]
queue nichtleer ——  Aktiviere einen (wartenden) Prozef
[Wartenden Zug einfahren lassen, Signal
bleibt "Rot”]
Die Abfrage P(s) geschieht nur einmal pro Prozef3, daher ist die queue not-
wendig

Beispiel 3.7. [Semaphoren-Anwendungen)]

e cxklusiver Zugriff (z2B. N=N+1, N=N —1)
S Semaphore «— INIT(S) ist notwendig, sonst tritt Deadlock auf.
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N:=N+1 N: =N -1

P(S) /7’ T B

Zugriff(R) ~ Zugriff(R)
vs) v(s)

Fig. 3.8 Exklusiver Zugriff mittels Semaphoren

R bezeichne die Ressourcen.

Das Ergebnis ist eindeutig (N := (N +1)—1) !l

e Eigenschaftssynchronisation (z.B. Produzent-Konsument)

2 Semaphoren notig A — signalisiert vollen Puffer; INIT(A) mit 0
B — signalisiert leeren Puffer; INIT(A) mit 1

P(B) P(A)
schreiben —— —  lesen
V(A) V(B)

Fig. 3.9 Eigenschaftssynchronisation mittels Semaphoren

Die Eigenschaftssynchronisation tritt bei der w-Gauf-Seidel-Iteration
(vorwérts) aus Bsp. 3.2. auf. In der Iterationsvorschrift

Cij = Cijt (fij —w[—Cic1y —Cijor T 4cij — Ciyrj — Cijyal]) /4

tritt ¢;; als Konsument auf und alle anderen GroBen sind Produzenten
(auch ¢ _1 j und ¢ j_1 !!). Siehe auch Abschnitt 3.1 .

Dijkstras Losung des ”Dinner for Five”

In the uniwwerse we assume declared

1. the semaphore mutex nitially 1
2. the INTEGER ARRAY C[0:4] nitially all elements O
3. the semaphore INTEGER ARRAY prisem[0:4] initially all elements O
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4. there exists a procedure
procedure test (integer value k);
if C[(k-1) mod 5] <> 2 and C[k] ==
and C[(k+1) mod 5] <> 2
begin C[k] := 2, V(prisem[k]) end

end
Bemerkung :
0 Platz ist frei
Clk] = <1 Platz besetzt, Philosoph hungrig
2 Platz besetzt, 2 Gabeln in Hand
prisem[k] == Philosoph k darf mit dem Essen anfangen.

Obiger Test besteht fiir den Philosophen k in den Abfragen

e Hat der linke Nachbar keine 2 Gabeln, d.h. hat er keine Gabel in der Hand?
(= Er it nicht !)

e Sitze ich am Tisch und habe ich Hunger?

e Hat der rechte Nachbar keine 2 Gabeln?

Falls die Abfragen alle mit ja beantwortet werden kénnen, nimmt Philosoph &
die 2 Gabeln neben sich und ifit.

5. In this the live of philosophes can be coded (philosoph w):

1: cycle begin think

2: P(mutex)

3: Clw] :=1; test(w)

4. V(mutex)

5: P(prisem[w]); eat

6: P(mutex)

7: Clw] := 0; test[(w+1l) mod 5];

test[(w-1) mod 5]

8: V(mutex)

9: end
Erlauterung:

3: Setze Dich und nimm, falls moéglich, 2 Gabeln.

5: Habe ich die Erlaubnis zum Essen? Wenn ja dann esse - ansonsten warte,
bis die Erlaubnis erteilt wird (d.h., Semaphore prisem[w] geloscht ist.)

7: Nach dem Essen den Platz freigeben und den Nachbarn mitteilen, dafl die
beiden Gabeln wieder frei sind.

Néhere Erldauterungen sind in der Zeitschrift ¢t 12/90 auf Seite 246 zu finden.
Eine sehr schone Demonstration! des Diner for Five ist im Internet zu finden.

Thttp://www.javasoft.com /applets/archive /beta/DiningPhilosophers/index.html
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Message Passing

Beim Message Passing (= Kommunikation) wird zwischen blockierender und
nichtblockierender Kommunikation unterschieden :

SEND — — — — RECV

Fig. 3.10
Blockierende Kommunikation Y

Bei der blockierenden Kommunikation warten alle (hier 2) beteiligten Pro-
zesse solange bis alle Prozesse ihre Bereitschaft zum Daten- und Nachrich-
tenaustausch signalisiert haben. Nebenstehende Kommunikation wirkt fiir die
Prozesse P, und P, wie 2 Semaphoren :

e V(P;) : Bereit fiir SEND

e P(P;) : Warte, bis P, empfangsbereit ist.
e V(P;) : Bereit fiir RECV
e P(P,) : Warte, bis P, sendebereit ist.
SEND ~ RECV
. P
Status 7 > < Status 7
Fig. 3.11 L N S |

Nichtblockierende Kommunikation

Bei der nichtblockierenden Kommunikation senden bzw. empfangen die Pro-
zesse ihre Daten vollig unabhéngig vom Status der anderen Prozesse.

e Die nichtblockierenden Kommunikation ist vergleichbar mit der Eigen-
schaftssynchronisation der Semaphoren.

e Gewahrleistet hohe Effektivitéit in der Kommunikation ohne Verklemmungs-
gefahr (im Unterschied zur blockierenden Kommunikation).

e Der sendende ProzeBl erwartet keine Bestétigung der erfolgreichen Opera-
tion. Ausgabeparameter der empfangenden Routine diirfen keinesfalls undefi-
niert sein - ansonsten kann das gesamte Programm abstiirzen. Dies zu verhin-
dern ist die Aufgabe des Programmierers!
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Waihrend das Semaphorenkonzept typisch fiir Parallelrechner mit gemeinsa-
mem Speicher (Shared Memory) ist und meist vom Programmierer unbemerkt
das Ressourcenmanagement erledigt, tritt das Message Passing bei Parallel-
rechnern mit verteiltem Speicher (Distributed Memory) auf und mufl zumin-
dest teilweise vom Programmierer selbst erledigt werden.

Monitorkonzept

Eine zentrale Instanz verwaltet die beschrankten Ressourcen (Festplatte, Bild-
schirmspeicher, ...).

Monitor

P1 ® © 6 o0 © P2 Flg 3.12
Monitorkonzept

e Insbesondere fiir konkurrierende Prozesse geeignet.
e Zugriff auf die Ressourcen iiber spezielle Funktionen, die der Monitor be-
reitstellt und selbst realisiert (X11, PVM-Daemon).

Unterschiede zwischen Semaphoren und Monitorkonzept :

Bei Semaphoren "unterhalten” sich die Prozesse miteinander, wihrend beim
Monitorkonzept eine zentrale Instanz die Auftridge der Prozesse entgegen-
nimmt.

3.2.3 Datenkohirenz

Definition 3.13. [Datenkohirenz] Alle Kopien eines Datensatzes enthalten
stets die gleichen Daten.

e Bei distributed-memory Maschinen ist der Programmierer selbst fiir die Da-
tenkohérenz verantwortlich, siehe Abschnitte 4 und 6.

e Bei den klassischen (alten) shared-memory Maschinen mit einem grofien
Speicher wurde die Datenkohérenz mittels des Semaphorenkonzepts aus Ab-
schnitt 3.2.2 gewihrleistet.

e Mittlerweile haben shared-memory Computer zumindest einen lokalen Ca-
che, wenn nicht sogar gleich ein distributed-shared-memory (2.1.4) Konzept
zugrunde liegt.

Hier kommt der Cache Kohdrenz eine grofle Bedeutung zu. Zur Absicherung
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dieser Kohédrenz werden verschiedene Protokolle genutzt.

snoopy-based protocol: Jeder Prozessor verbreitet seinen Zugriff auf Speicher-
bereiche im gesamten Netzwerk. Dies fithrt zu Problemen mit der Kommuni-
kationsbandbreite.

directory-based protocol: Jeder Speicherblock (cache-line) besitzt einen Ein-
trag in einem Verzeichnis (Firma KSR: Meer von Adressen) welcher den Zu-
stand des Blockes und einen Bitvektor mit den Prozessoren, welche Kopien be-
sitzen, speichert. Durch Auswertung dieser Eintriage kann jederzeit bestimmt
werden, welcher Cache wo aktualisiert werden mufl [SGI 97].

3.3  Grundlegende globale Operationen

Die in diesem Abschnitt betrachteten Operationen auf Daten werden im Hy-
percube (Abschnitt 2.2.7) und den in ihm eingebetteten Topologien betrachtet.

Voraussetzung: Es seien die Routinen

SEND_CHAN(nwords, data, LinkNo)
RECV_CHAN(nwords, data, LinkNo)

fiir das Senden und Empfangen von Daten iiber das Link LinkNo vorhanden.
Desweiteren seien die Prozesse p und ¢ iiber das Link LinkNo verbunden
(XOR(p, q) = 28k,

Die Bezeichnungen der behandelten Funktionen orientieren sich dabei an ei-
nem abstrakten Bibliothekspaket, sind aber ansonsten frei wiahlbar und zum
Beispiel sofort mit den entsprechenden MPI- oder PVM-Rufen belegbar bzw.
programmierbar.

3.3.1 EXCHANGE

Die Funktion EXCHANGE(LinkNo, nWords, SendData, RecvData) tauscht
Daten zwischen den Prozessoren p und ¢ iiber das Link LinkNo.

Variante a)

e Funktioniert nur bei nichtblockierender Kommunikation, d.h. sendender
Prozel erwartet keine Empfangsbestatigung.
e Blockierende Kommunikation fiithrt zu einem Deadlock.
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Rechne Rechne
SEND SEND
RECV RECV Fig. 3.13
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EXCHANGE mit nicht blockierender Kommunika-

tion

Variante b)

Ein verklemmungsfreies EXCHANGE zwischen p und ¢ bei blockierender Kom-
munikation erfordert eine eindeutige Vorschrift, welcher von beiden Pro-
zessen zuerst senden bzw. empfangen darf. Die Funktion BTEST(k,link)=
XOR(k, 21mF=1) testet, ob das link — 1-te Bit gesetzt ist oder ob nicht. Durch die
Festlegung, dafl der Prozef3, dessen entsprechendes Bit gesetzt ist zuerst senden
und dann empfangen darf (beim anderen umgekehrt), ist ein deadlock-freies

EXCHANGE realisierbar.

000

p

BTEST(p,LinkNo)

SEND RECV

” 0
Rechne

BTEST(q,LinkNo)

A

RECV SEND

SEND RECV

Y

|

RECV SEND

Fig. 3.14 EXCHANGE mit blockierender Kommunikation

3.3.2 Gather-Scatter-Operationen

In parallelen Algorithmen tritt immer wieder das Sammeln (engl.: gather) bzw.
Verteilen (engl.: scatter) von Daten durch einen ausgezeichneten Prozef}, im

weiteren Root-Prozeff genannt, auf.
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Sei Prozef3 0 der Rootprozef.

Der optimaler Baum ist im Hypercube eingebettet (Abschnitt 2.2.7)
Scatter = TREE_DOwWN(nWords,Data)

Gather = TREE_UP(nLocal,Dataln,nOut,DataOut,MaxData)

Sei nCube die Dimension eines Hypercubes und ICH die Nummer eines Prozes-
ses darin. Dann kann TREE_DOWN folgendermafien realisiert werden.

Im Algorithmus 3.1 steigt die Belastung der Linkverbindungen mit ihrer Num-
mer.

3.3.3 Broadcast

Dateniibergabe von einem Prozefl (oder allen Prozessen) an alle anderen.

e Ein Prozef an alle anderen: Scatter mit beliebigem Root-Prozef3

e Alle Prozesse an alle anderen.

Variante a) Gather [TREE_UP] sammelt Daten aller Prozesse auf
einem Proze und verteilt sie anschliefend wieder mit-
tels Scatter [TREE_DOWN].

Variante b) nCube * EXCHANGE iiber die Links, wobei die je-
weils neuen Daten eingeordnet [CUBE_EXCH] bzw. an-
gehéingt [CUBE_CAT| werden.

IF ( ICH.EQ.0 ) THEN

L=20
ELSE

L = nCube

DO WHILE ( .NOT. BTEST(ICH,L-1) )

L=L-1

END DO

CALL Recv_Chan(nwords,Data,L)
ENDIF
DO Link = L+1, nCube

CALL Send_Chan(nWords,Data,Link)
END DO

Alg. 3.1 TREE_DOWN(nWords,Data)

Aufgabe 3.2. Andern sie den Algorithmus fiir TREE_DOWN so ab, daf Sie
ein Broadcast von einem beliebigen Prozefi TIROOT an alle anderen realisieren.

Hinweis: Nutzen Sie die Aufgaben 2.3. und 2.4..
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3.3.4 Reduce- und All-Reduce Operationen

Die Reduce Operationen bilden Ergebnisse iiber Daten aller Prozesse (z.B.
p—1

s = Y a;). Das Ergebnis steht zum Schlufl einem Root-ProzeB (bei Reduce)
i=0

bzw. allen Prozessen (bei All-Reduce) zur Verfiigung.

e Reduce : Es wird die Tree-Topologie mit Root = 000 verwendet.
In Fig. 3.15 bezeichnen a) = Link 3, b) = Link 2, ¢) = Link 1. Die Addition
erfolgt immer linkweise parallel, hier in der Reihenfolge a), b), c).

(@] (@] [@] [or]

Fig. 3.15 Reduce-Operation im bindren Baum

Im Detail wird die Addition wie folgt ausgefiihrt :
S4 1= Qy4, S¢ ‘= Qg, S5 ‘= A5, S7 = A7

S 1= (as + ag), s3 := (az + ay)

S1 = [(CLl + CL5) + (CL;}, -+ CL7>]

so = [(ao + as) + (a2 + ag)] + [(a1 +as) + (a3 +a7)] = Ii: "

Somit besitzt am Ende nur Prozefl 000 das richtige Ergebnis, alle anderen
Prozesse verfiigen nur iiber Teilergebnisse.

Eine Programmrealisierung konnte iiber eine spezielle Funktion
TrREe_UpDO(n, XY ,H,VtOp) erfolgen, welche auch mit Vektoren ar-
beitet und Operationen auf diesen mit VtOp spezifiziert (Hier mittels CALL
Tree UpDo(1,S,A,AuxArray,VdPlus)).

o All-Reduce

Variante a): Kombination von Reduce- mit einer Scatter-Operation.

TrRee_UrDo I
TREE_DOD
TREE_DOWN R

Variante b):  Akkumulation im Hypercube (Cubeakkumulation)
Bei der Cubeakkumulation tauscht nCube-mal die eine Hélfte der Prozesse
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(nCube-1 Cube) Daten mit der anderen Hélfte aus.

Do)

Fig. 3.16
All-Reduce im Hypercube

Die Additionen wird linkweise parallel durchgefiihrt, in der Abfolge: a) b) c).
Bei der All-Reduce Operation im Hypercube besitzen zum Schluf alle Prozesse
das Ergebnis.

so = [(ao + aq) + (as + ag)] + [(a1 + a5) + (as + ar)]

:ff = [(ap + a4) + (az + ag)] + [(a1 + a5) + (as + a7)]

p—1
si=y.a; Yi=0,p—1

i=0
Die Funktion CUBE_DO é (n,X,Y H VtOp) konnte eine Programmrealisie-
rung sein.

Tab. 3.1 Vergleich von All-Reduce in Hypercube und Baum

CuBE_DO TREE_DO

° Gleicher arithmetischer Aufwand

e nCube bidirektionale Kommunikatio- 2+«nCube unidirektionale Kommunika-
nen oder 2*nCube unidirektionale tionen
Kommunikationen

e Gleiche Linkbelastung Sinkende Linkbelastung mit wachsen-

der/fallender Linknummer
e Ideal bei gleicher Bandbreite aller Auswahl des im Hypercube eingebet-

Links teten Baumes nach der Bandbreite der
Links
e Ideal im physischen Hypercube, z.B. Bei grofleren Systemen kénnen techno-
NCUBE2 logisch bedingte geringere Bandbreiten
bei einigen Links auftreten, sieche Bsp.
POowER-GC

Beispiel 3.8. [Links im POWER-GC] Im POWER-GC der Firma PARSYTEC
(ab 64 Prozessoren lieferbar) sind folgende Relationen bzgl. der Bandbreite der
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Links gegeben :
Links 1-4 : Bandbreite a
Links 5-6 : Bandbreite b
Links 7-8 : Bandbreite ¢

mit a > b > c. Da die hoheren Links eine geringere Bandbreite aufweisen, soll-
ten sie bei den TREE_..-Operation im optimalen Baum nahe am Root-Prozef3
benutzt werden. Dort kommunizieren nur wenige Prozesse miteinander.
Entsprechende Tests auf dem POWER-GC mit 128 Prozessoren an der
TU Chemnitz (Dr.M.Pester) erbrachten ein signifikant besseres Laufzeitverhal-
ten (<= Kommunikationszeit) der entsprechend gewéhlten TREE_DO-Routinen
gegeniiber den dquivalenten CUBE_DoO-Routinen.

Das hinderliche Problem der unterschiedlichen Bandbreiten in der CUBE_Do-
Routine héngt zusammen mit der Bisektionsbandbreite

Definition 3.14. [Bisektionsbandbreite] Kommunikationsbandbreite, wenn
die eine Hilfte der Prozessoren mit der anderen Hélfte kommuniziert.

In obigem Beispiel ist diese Bisektionsbandbreite anisotrop, d.h. sie hdngt da-
von ab welche Teile der Maschine miteinander kommunizieren. In der Ori-
gin2000 tritt dieses Problem ab 32 Prozessoren bei Nutzung der Xpress links>
auf ([SGI 97|, Seite 34ff). Die erreichte Bisektionsbandbreite einer Origin2000
wéchst linear bis zu zu 10 GB/sec auf 32 Prozessoren, verbleibt bei diesem
Wert auf 64 Prozessoren und verdoppelt sich wieder bei 128 Prozessoren.

Bei einem idealen System wéchst die Bisektionsbandbreite mit der Anzahl der
Prozessoren.

Aufgabe 3.3. Andern Sie den Algorithmus fiir TREE_DOWN auf Seite 45 so
ab, daf} die Links mit hoheren Nummern méoglichst wenige Daten transportie-
ren missen.

3.3.5 Barrier

An einer Barriere erfolgt die Synchronisation aller Prozesse, d.h. alle anderen
Prozesse warten, bis der letzte Prozefl diesen Programmpunkt erreicht hat.

e Jede der Operationen 3.3.1-3.3.4 wirkt als Barrier.

e Kiinstlicher Einbau einer Barrier, z.B. mittels CUBE_DOI(1,I,.J,K,ViPlus)
e Die meisten parallelen Algorithmen enthalten ganz natiirlich eine Barrier,
da an irgendeinem Punkt ein globaler Datenaustausch (z.B. Akkumulation)
notwendig wird.

http://www.sgi.com/origin /2000_specs.html
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3.3.6 Bemerkungen zu portablem Code

Die Operationen in 3.3.1 - 3.3.5 bauten auf den folgenden Voraussetzungen
auf :

1. Vorhandene logische Topologie, hier Hypercube. Falls der Hypercube phy-
sisch nicht vorhanden ist, mufl er auf der vorhanden physischen Topologie
aufgebaut werden — TRINIT.

2. Sende iiber Link — SEND_CHAN.

3. Empfange {iber Link — SEND_RECV.

Nur diese 3 Routinen sind Hardware- und Betriebssystemabhéngig. Alle an-
deren Routinen konne aus diesen 3 Grundroutinen aufgebaut werden. Eine
freiwillige Beschrankung auf gewisse Basisroutinen der verfiigharen paralle-
len Bibliotheken unter MPI, PVM, Parix, nCube, Paragon, Standalone(3L),
Helios, ... sichert einen portablen Code.

3.4  Leistungsbewertung paralleler Algorithmen

Wie vergleicht man fair (Was ist fair !7) die Eignung bzw. Nichteignung par-
alleler Algorithmen fiir groflere oder grofie Prozessorzahlen 7

3.4.1 Speedup und Scaleup

Definition 3.15. [Speedup] Zeitgewinn eines parallelen Algorithmus gegen-
iber der seriellen Version bei konstanter globaler Problemgrofie NVges.

Sei t1 - Ausfithrungszeit des Algorithmus A auf einem Prozessor

tp - Ausfithrungszeit des Algorithmus A auf P Prozessoren,
dann berechnet sich der Speedup zu

Sp = ) (3.1)
tp

Wiinschenswert ist ein Speedup von P, d.h. P Prozessoren sollten P-mal
schneller sein als ein einzelner Prozessor. Es gilt jedoch

1 -
Nges = const. = N; ~ 2 Vi=1,P |,
d.h., je mehr Prozessoren verwendet werden, desto weniger hat der einzelne
Prozessor zu tun.
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Beispiel 3.9. [Speedup-Arbeiter] P =1 Arbeiter hebt in t; = 1h eine Grube
von 1m? [N,.s] aus. Wie lange [tp] bendtigen P = 1000 Arbeiter um dieselbe
Arbeit zu verrichten 7

— Die Arbeiter behindern sich gegenseitig, ein zu hoher Organisationsauf-
wand [Overhead] ist notwendig.

— sehr geringer Speedup.

Satz 3.1. [Amdahisches Gesetz]
Jeder Algorithmus besteht aus Teilen, welche sich nicht parallelisieren lassen.

Seien s - serieller Anteil des Algorithmus
p - paralleler Anteil des Algorithmus normiert :

32)

Somit ldfst sich die Rechenzeil auf einem Prozessor durch t; — s+ p und
(bei idealem Verhalten) die Rechenzeit auf P Prozessoren durchtp — s+ %
ersetzen.

Daraus folgt eine obere Schranke fiir den mazximal erreichbaren Speedup.

s+p 1
SP,ma:v = P 1—s <
S+ﬁ S—F?

W | =

(3.3)

Bemerkung 3.3. Obiger Satz geht auf eine Bemerkung von Gene Amdahl?
im Jahre 1967 zuriick. In einer (sehr) alten Reklame von IBM wurde das AM-

DAHLschen Gesetz bei 1% seriellen Anteils im Algorithmus angewendet:
P 10 | 100 | 1000 | 10000
Sp 9 50 91 99

= Soomaz = 100

Mehr als 100 Prozessoren erscheinen sinnlos (d.h., dafl von 100 auf 1000 Ar-
beiter zwar der 10-fache Lohn bei nicht einmal verdoppelter Leistung gezahlt
wird).
— Entmutigend fiir die Parallelisierung

— Lohnt es sich weiter zu lesen 7

Ist das AMDAHLsche Gesetz fiir uns eigentlich relevant ?

e Bei kleineren Prozessorzahlen (< 20) ist bei bestimmten Algorithmen sogar
ein Speedup > P erreichbar ! Dies kann z.B. durch das verbesserte Cachever-
halten der Prozessoren mit kleiner werdender Teilproblemgrofie oder durch die

3http://www.amdahl.com
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Ordnung des arithmetischen Aufwands des lokalen Algorithmus mit weniger
Daten auftreten.

e Da das AMDAHLsche Gesetz keine Kommunikationszeiten beriicksichtigt,
sieht das reale Verhalten des Speedup bei zu kleinen Problemgrofien teilweise
noch schlechter aus, siehe Fig. 3.17.

A ideal

Speedup

grof3es Problem

mittelgroRes Problem

Problem zu klein

-

Prozessoranzahl
Fig. 3.17 Speedup in Abhéngigkeit von der Problemgréfie

Bei einer hinreichend grofien Problemgrofie wird ein akzeptabler Speedup er-
reicht, da die einzelnen Prozesse nach wie vor wesentlich mehr Arithmetik als
Kommunikation ausfiithren.

Folgerung : Der erreichbare Speedup héingt von der Problemgrofie ab. Gleich-
zeitig erscheint es sinnvoll, auf mehreren Prozessoren auch grofierer Gesamt-
probleme zu 16sen.

Beispiel 3.10. [Scaleup-Arbeiter] Wenn jeder Arbeiter eine Grube von 1m3
aushebt, so schaffen 1000 Arbeiter in einer Stunde fast die 1000-fache Leistung
da sie sinnvoll eingesetzt sind.

Ein Skalierung der Problemgréfie mit der Prozessoranzahl fithrt uns aus dem
Dilemma des AMDAHLsche Gesetzes.

Definition 3.16. [Scaleup] Erzielter Zuwachs an Problemgréfie auf dem
Parallelrechner im Vergleich zum sequentiellen Fall bei vergleichbarer Rechen-
zeit.
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Definition 3.17. [Scaled Speedup] Unter der Annahme, dafl der parallele
Teil des Algorithmus optimal bzgl. der Problemgrofie ist (d.h. O(N)) gilt mit
den Vereinbarungen

s1 4 p1 - Ausfithrungszeit auf dem Parallelrechner

s1 4+ P - pp - Ausfithrungszeit auf dem seriellen Rechner

s1+P-p s1+p1=1

So(P) = S$1+ 1

S1 + P(l — 81) (34)

Interpretation : 1% serieller Anteil = S¢(P) ~ P
da der serielle Anteil mit der Problemgrofie abnimmt.
Diese theoretische Voraussage wird in der Praxis bestétigt.

Bemerkung 3.4. [Speedup/Scaleup]

e Der (Scaled) Speedup darf nicht das einzige Bewertungskriterium sein, z.B.
ist in Fig. 3.18 ersichtlich, dafl

Sp(GauB Elimination) > Sp (pcg=vorkonditionierter cg)
ABER t(Gauf Elimination) >> t(pcg) !!
Bei dieser Untersuchung von M. Pester wurde ein vollbesetztes Gleichungssy-
stem aus der BEM mit verschieden parallelen Verfahren gelost.
e Fairerweise miifiten bei der Bewertung auch die Kosten der Rechner in Be-
tracht gezogen werden, z.B. die Kosten pro berechnete Unbekannte.

Time [sec]
1.000 :
N =512, N = 2048
0
100 - i )
: 11
7 11
% 11
1 A
1 A
A1 7 N
100 A 1] | 7
1117 | 7
1l 7 % A all
; ?ééégéé [Jrca
1 2 4 8 16 32 64 8 16 32 64 Macauss

Processors

Fig. 3.18 Rechenzeitvergleich GauB}, cg, pcg [M. Pester, Chemnitz]
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3.4.2 Effizienz

Definition 3.18. [Parallele Effizienz] Die parallele Effizienz spiegelt wieder,
wie gut ein Algorithmus parallelisiert wurde.

Hier sei nur die Formel fiir die klassische (parallele) Effizienz angegeben, die
skalierte Effizienz berechnet sich analog.

S
Ebpar = FP (3.5)

Eine Effizienz von 100% wire ideal, d.h. die Verwendung von P Prozessoren
beschleunigt die Programmabarbeitung auf das P-fache. Die parallele Effizienz
fiir den Scaleup 148t sich explizit angeben :

Sc(P + P(1—
EC,par: C](D):SI ;) 81)21—51+S—P1>1—51

— Ganz leicht sinkende Effizienz bei wachsender Prozessorzahl.
— Effizienz jedoch mindestens so hoch wie paralleler Anteil im Programm.

— Parallelisierung hat doch einen Sinn.

Definition 3.19. [Numerische Effizienz] = Setzt den schnellsten seriellen Al-
gorithmus mit dem schnellsten parallelen Algorithmus (ausgefiihrt auf einem
Prozessor, falls moglich) ins Verhiltnis.

t aratle.
B, = -Porale (3.6)

tseriell

Somit ergibt sich die (skalierte) Effizienz eines parallelen Algorithmus

E = Epar - Eram (3.7)

Obige Scaled Speedup- und Effizienzaussagen sind sehr optimistisch.

Aber : In Formel (3.4) ist stillschweigend eine Gleichverteilung der Gesamtauf-
gabe auf alle Prozessoren vorausgesetzt. Dies ist in der Praxis a priori
oder im Laufe der Rechnung oft nicht der Fall. Gleichzeitig wird in
Formel (3.4) keinerlei Verlust durch die Kommunikation wahrend der
Programmabarbeitung beriicksichtigt.

—> Praktische Effizienz liegt unter der theoretischen.
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Definition 3.20. [Loadbalancing] Versuch der gleichméfiigen Auslastung der
Prozessoren.

Moglichkeiten dem idealen Loadbalancing nahezukommen :

e Statisches Loadbalancing [a priori]:

— Aufteilung der Netze, Daten nach Abzdhlung ist zu ineffektiv und nutzt
keinerlei, wie auch immer geartete, Nachbarschaftsbeziehungen aus.

— Aufteilung der Daten nach gewissen Bisektionstechniken (z.B. Ko-
ordinatenbisektion, rekursive spektrale Bisektion, Kerningham-Lin-
Algorithmus [TK 96].

— Je besser die Datenverteilung (auch in Bezug auf die Kommunikation),
desto mehr Aufwand mufl bei den einzelnen Bisektionstechniken betrieben
werden.

— Besonders geeignet fiir Optimierungsprobleme, Verteilung der Grobnetzes
in Mehrgitteralgorithmen.

— Die Daten werden gewichtet verteilt, wobei die Gewichte durch eine voraus-
schauende Abschitzung des Rechenaufwandes, der durch kiinftige, adaptive
Netzverfeinerungen entstehen wird, geschitzt werden. Diese Strategie kann
fiir viele technischen Anwendungen eingesetzt werden.

e Dynamisches Loadbalancing (Umverteilung wédhrend der Rech-
nung) [Bas 96]:

— Hoher Aufwand fiir Lastverteilung (oder heuristische Vorgehensweise).

— Bei hoch adaptiven Verfahren notwendig.

e Neue parallele Betriebssysteme 77

3.4.3 Kommunikationsaufwand

Die in den beiden vorangegangenen Abschnitten dargestellten Speedup- und
Effizienzbetrachtungen vernachléassigen die zur Datenkommunikation benétigte
Zeit.

Sel tstartup - Zeit zur Initialisierung der Kommunikation (Latency)

twora - Zeit fiir die Ubertragung eines Wortes (bandbreite)
so ergibt sich die Zeit fiir eine Kommunikation mit N Byte Information :

by = tStartup + N - tword (38)

Nach Formel (3.8) und praktischer Erfahrung ist das Senden einer langen
Nachricht besser als das Senden mehrerer, entsprechend kurzer, Nachrichten.
Betriebssystem oder Hardware teilen grofle Datenpakete in kleinere auf. Die
konkrete Grofle hidngt vom Hersteller ab (> 1kByte). Tabelle 3.2 gibt ei-
nige Werte fiir Parallelrechner der letzten 10 Jahre an. Der Parallelrechner
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Tab. 3.2 Latency und Bandbreite (Prozessor-Prozessor) verschiedener Parallelrechner

’ Maschine/OS ‘ Latency ‘ Bandbreite ‘

Xplorer/Parix 100 ps | (gemessen) 1.3 MB/sec

(peak) 8.8 MB/sec
Intel iPsc/860 | 82.5 us 2.5 MB/sec
Meiko, CS-2 10 us 45 MB/sec
T9000 10 us (progn.) 80 MB/sec
Convex SPP-1 0.2 us 16 MB/sec
nCube2 71 MB/sec
Cray TT3D 6 s 120 MB/sec
Origin2000 (real) 680 MB/sec
Parnassy 70-850 MB /sec

Parnassy* an der Uni Bonn steht hier stellvertretend fiir einen low-budget
Parallelrechner auf LINUX-Basis.

Es gibt Algorithmen die nicht unbedingt parallelisierungswiirdig sind, obwohl
sie so aussehen.

Beispiel 3.11. [FFT-feinkornig]
Berechnung der FFT-Koeffizienten 2N k=0,N—1

Sei t, die Zeit zur Berechnung eines Koeffizienten, dann ist
seriell : tgpjen = N - t, fiir einen Vektor der Lénge N.
parallel : a)  Lokal einen Teilvektor der Lénge % ausrechnen % .

b)  Datenaustausch (alle benotigen das Ergebnis)

O(N) : tWord + O(log P) 'tStartup

——
bester Fall

tpar - % : tx + O(N) : tWord + O(log P) : zfStartup
Frage : Wann ist tserienl > tpar 7
— Nur wenn t, grof3 genug ist, d.h. bei kleinen ¢, lohnt sich auch bei sehr
guter Latency und Bandbreite die Parallelisierung nicht.
— Verhiltnis —authmetik _ gq11t6 maglichst grof sein.

Kommunikation

— Grobkornige Algorithmen werden bevorzugt (siehe Abschnitt 4.5).

4http:/ /wwwwissrech.iam.uni-bonn.de/research /projects/parnass2/



4 Vektorisierung und Parallelisierung direkter
Verfahren

4.1 Die BLAS-Bibliotheken

Héufig verwendete Routinen bzgl. Vektor- und Matrixoperationen sind in den
Basic Linear Algebra Subroutines zusammengefaf3t. Das besondere an diesen
Bibliotheken ist, daf sie fiir die jeweiligen Hardwareplattformen hochoptimiert
sind, und zum Grofiteil in Assembler programmiert wurden. Mittlerweile wer-
den 3 solcher Bibliotheken unterschieden. Im folgenden gehen wir auf einige
Rufe darin ein und streichen Besonderheiten bzgl. der Vektor- und Parallel-
rechner heraus. Ublicherweise existieren die Routinen fiir Single, Double und
Complex Datenformate.

4.1.1 Vektor-Vektor Operationen (BLAS1)

Folgende Operationen mit den Vektoren x, y und dem Skalar o sind in BLAS1
enthalten :

1. Komponentenweise Addition T = T+ Y
Subtraktion — x; = x; — y;
Multiplikation z; = x; xy; ; ©; = a*xx;
Division T = 1)y
Kopieren T — Yy T Y

N
2. Skalarprodukte SDOT, DDOT s = Y x; * y;.
i=1

3. Triaden: z; := x; + axvy; SAXPY/DAXPY
Scalar Alpha times X Plus Y
bzw. x; = xpx (a+ ;)
Parallelrechner : Zerlegung der Vektoren in Blocke. Skalarprodukt benotigt
mindestens eine REDUCE Operation (Abschnitt 3.3.4).

Vektorrechner : Auler Skalarprodukt sind alles natiirliche Vektoroperationen.
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Berechnung des Skalarproduktes auf Vektorrechnern

e sequentiell :
s =0
DOi=1,n

S =S+ TixY;

——
vektorisierbar

END DO
Da obige Summation aber nicht vektorisierbar ist, ist auch der Gesamtalgo-
rithmus nicht vektorisierbar.
o vcktorisiert/sequentiell :
DOi=1,n

d; == x; *y;
END DO
s =0
DO+ =1,n

5 =
END DO
Hier ist die erste Schleife vektorisiert, jedoch die zweite noch nicht. Um auch
die zweite Schleife zu vektorisieren, mufi man mit der Technik des rekursiven
Doppelns arbeiten.

S—Fdi

o vektorisiert/ rekursives Doppeln : Sei n = 2¢, ansonsten ist der folgende
Algorithmus nur etwas schwerer aufzuschreiben.
DO+ =1,n
d; == x; % y;
END DO
DO ¢ = 1, log,(n)
is = 2¢

DO i = s, n, is
di = di+di_is)2

END DO
END DO
s = d,
Das rekursive Doppeln in der zweiten Schleife, auch Kaskadenalgorithmus bzw.
zyklische Reduktion genannt, arbeitet zwar mit immer kiirzeren Vektoren,
nutzt jedoch die Moglichkeiten des Vektorrechners zumindest teilweise aus.
In Fig. 4.1 ist deutlich die Aquivalenz zwischen dem rekursiven Doppeln und
der REDUCE Operation im bindren Baum (Abschnitt 3.3.4) erkennbar. Wir
werden dieser zyklischen Reduktion auch bei der Parallelisierung immer wie-
der begegnen.
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Fig. 4.1 Hlustration rekursives Doppeln n = 8

Berechnung des Skalarproduktes auf einem Parallelrechner mit verteiltem
Speicher

Seien die Vektoren x, y disjunkt in jeweils P Teilvektoren der Langen N; (;=1.P)
geteilt und auf dem entsprechenden Prozessor P; verfiigbar.

DO IN PARALLEL j = 1, P

Sj =0
DO Z == 1, Nj
S5 = Xy kY,
END DO
END DO
P
CALL ALL_REDUCE(s;) — s ,dhos= 3" s;
j=1

Aufgabe 4.1. Programmieren Sie das globale Skalarprodukt zweier disjunkt
verteilter Vektoren auf einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher.

Eigene Vektorroutinen

Die Herangehensweise bei der Implementation von eigenen Vektorfunktio-
nen sollte sich an den BLAS-Routinen orientieren. Hierfiir ergeben sich zwei
Ansétze:

1. Nutzung Loop unrolling in einer Hochsprache wie C oder F77, dh. das
Verhéltnis Arithmetik zu Schleifenverwaltung wird verbessert. Wir betrachten
das Skalarprodukt mit Schrittweite (engl.: stride) 1.
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s =0 — m = N mod4
DOi =1, N s =0
S = S+ x; %y DO7=1,m

END DO S = s+x;*y;
END DO
DOi=m+1, N, 4

S = ST Ti*Yi T Tiy1* Yir1
T Ty * Yiyo T Tiys * Yigs

END DO

Die Wahl des Moduloparameters (hier 4) ist hardwareabhéngig. Mittlerweile
sind die optimierenden Compiler so gut, daf3 bei obigem einfachen Beispiel kein
manuelles loop unrolling notwendig ist.

2. Wie 1. mit zusétzlicher Benutzung der BLAS1-Routinen wo dies moglich
ist (und die vorhandene BLAS-Bibliothek fehlerfrei ist),
z.B. vDPLUS(n, X, iz, Y iy, Z,iz), d.h. x = y + z kann unter C bei identischen
Ubergabevektoren die DAXPY Operation benutzen.
IF (adr(X)==adr(Y) AND iz == iy)
THEN CALL pAXPY(n, 1d0, X, iz, Z,iz)
ELSE IF (adr(X)==adr(Z) AND iz == iz)
THEN CALL DAXPY(n, 1d0, X, iz, Z,iz)
ELSE Loop unrolling wie in 1. Realisierungsebene
END IF
END IF

4.1.2 Matrix-Vektor Operationen (BLAS2)

In diesem Abschnitt werden nur vollbesetzte Matrizen, bzw. Matrizen mit
Bandstruktur betrachtet.

Arten der Matrixspeicherung bei vollbesetzter Matrix A.

i) zeilenweise (row storage) [C,Pascal]

ii) spaltenweise (column storage) [F77]

iii) A = AT : zeilenweise oberes Dreieck Ay
iv) A = AT : spaltenweise unteres Dreieck Aj,

Aufgabe 4.2. Stellen Sie die Operation v = A, »,x mittels BLAS-Routinen
(DDOT, DAXPY) fiir die Speicherformen i)-iii) dar.
Zusatzaufgabe: Fall ii) ohne BLAS aber mit loop unrolling (Stride 2).
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Fiir die tridiagonale Matrix

bi o
a; by o

A:

Qp—1 bn

betrachten wir 2 Varianten der Matrix-Vektor Multiplikation v = A, ,x auf
dem Vektorrechner.

Variante a) Die Matrix wird in den Vektoren a(1:n—1), b(1 :n), ¢(1:n—1)
gespeichert.

v = bl*I1+Cl*$2
Uy = by %Xy + Qpq * Ty
DOi=2n—1

Yi = Qi1 * Ti1 + by %@y + ¢ x 14

END DO

Variante b) Gegeniiber Variante a) werden die Vektoren a, ¢, z verlangert :
a(0:n—1),b6(1:n), c(l:n),z(0:n+1).

g = Tpy1 = 0
ag = ¢, = 0
DO+ =1,n
Yi = Qi1 * Timq + 0 x 2 + ¢ x T
END DO

In Variante a) miissen die ersten beiden Zeilen seriell abgearbeitet werden,
was bei Vektorrechnern eine Geschwindigkeitseinbufle um das 5- 15-fache be-
deutet. Daher ist Variante b) auf dem Vektorrechner schneller, obwohl mehr
arithmetische Operationen ausgefiihrt werden miissen.

Parallelrechner mit verteiltem Speicher

Betrachten v = A, »,x mit vollbesetzter Matrix A. Je nach Aufteilung der
Matrix unterscheidet sich die programmtechnische Realisierung der Multipli-
kation auf dem Parallelrechner. Zwei Varianten werden betrachtet.

Variante 1 : Die Matrix A wird blockzeilenweise auf die Prozesse verteilt, ana-
log die Teilvektoren.

Variante 1b : Durch einen ALL_TO_ALL_SCATTER-Ruf besitzt jeder Prozefl
den gesamten Vektor x. Danach 1&8t sich die Multiplikation ohne weitere Kom-
munikation ausfithren.
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A[pv*] k / —

Fig. 4.2 Blockzeilenweise verteilte Matrix

Auf jedem ProzeB p laufen die folgenden Schritte fiir j = 1, P ab :

e Berechne vl = ylPl 4 Alpdl. KUl

e Sende j und xV! an den vorwirtigen ProzeB im Ring.

e Empfange j' und xU vom riickwértigen Prozef im Ring.

Zum SchluB besitzt jeder ProzeS p den Teilvektor vi?! = AlPl. x und
”seinen” Teilvektor x7.

Alg. 4.1 Parallele Matrix-Vektor Multiplikation, blockzeilenweise

Variante 2 : Wir verteilen A blockspaltenweise auf die Prozesse, Vektor x wird
entsprechend der Spalten von A verteilt.

Alxpl

x[P) |

Fig. 4.3 Matrix blockspaltenweise verteilt

Ein weiterer Matrix-Vektor Algorithmus funktioniert analog dem Broadcast-
Multiply-Roll Algorithmus (Alg. 4.4) im néichsten Abschnitt.



62 4 Direkte Verfahren

Auf jedem Prozef§ p laufen die folgenden Schritte ab :

e Berechne v = Al»l . x[P)

e REDUCE_ALL(v) zur globalen Akkumulation des Vektors v.
Zum SchluB besitzt jeder ProzeB p den gesamten Vektor v/

Alg. 4.2 Parallele Matrix-Vektor Multiplikation, blockspaltenweise

4.1.3 Matrix-Matrix-Operationen (BLAS3)

Seien A, B, C vollbesetzte Matrizen.
Typische Operationen sind : ¢ C' := A+ B C:=A-B
e ( = AxB
o =C+AxB
o AT, ALy
e Faktorisierungen, Givensrotationen, ...

Matrix-Multiplikation

Die Multiplikation zweier kompatibler Matrizen wird formal geschrieben als :

M
Cnxn = Anxm * Buxny Cij = E i, - by ij=1N
k1

Zur Berechnung der Matrix C ist demnach eine dreifach Indexschleife erfor-
derlich.

DO ...... =1,......
DO ...... = 1,......
DO ...... 1, ...
Ci,j = Cij + ik bk]
END DO
END DO
END DO

Alg. 4.3 Grundform der Matrix-Matrix Multiplikation

Die 6 verschiedene Algorithmen zur Matrixmultiplikation unterscheiden sich
bzgl.

e Zeilen- bzw. Spaltenzugriff auf die Matrixelemente,
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e Nutzbare Grundroutinen, z.B. Skalarprodukt, Triade.
Dadurch ist die konkrete Implementierung stark hardwareabhéngig:

e Nach jedem Lese/Schreibzugriff auf ein Element einer Speicherbank wird
diese Bank fiir eine gewisse Zeit fiir weitere Zugriffe gesperrt. Benotigt ein
weiterer Proze3 Elemente dieser Bank, so mufl er warten, bis die Bank wie-
der freigegeben ist. Dieser unerwiinschte Effekt wird als Speicherbankkonflik
bezeichnet.

Wir betrachten als Beispiel das Laden eine Vektors a (Matrixzeile / -spalte).
Die Sperrzeit der Speicherbénke betrage 4 Lesezyklen.

Bank 1 Bank 2 Bank 3 Bank 4
a1 as ag Az ag Ao a3 ay ai g ag A12

Fig. 4.4 Speicherung a)

Die Strides mit Konflikten hdngen von der Anzahl der Banke und der Sperrzeit
ab:

LOAD(a) Stride 1 —> keine Konflikte
LOAD(a) Stride 2,4,6,8,... = Konflikte
LOAD(a) Stride 3,5,7,... = keine Konflikte

Eine andere Strategie bei der Abspeicherung des Vektors a ist in Fig. 4.5
dargestellt.

Bank 1 Bank 2 Bank 3 Bank 4
a1 az das a4 a5 Gg a7 ag Qg aip @11 A12

Fig. 4.5 Speicherung b)

Hier treten bei Stride 1,2,3 Speicherbankkonflikte auf, der konkrete maximale
Stride mit Konflikten héngt von der Lénge der Bank ab.

LOAD(a) Stride 1,2,3 — Konlflikte

LOAD(a) Stride 4,5,6,... = keine Konflikte
Speicherbankkonflikte senken schon bei normalen Prozessoren die Leistung,
bei Vektorrechnern kénnen sie sich dramatisch auswirken!
e Die angeforderte Adresse/Speicherzelle befindet sich nicht im schnellsten
Speicher, dh. die entsprechende Seite des Speichers mufl nachgeladen werden.
Dieser page fault mufl bei Prozessoren mit Cache und bei virtuellem Speicher
beachtet werden.
e Auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher soll natiirlich moglichst wenig
Kommunikation erfolgen.
e Ausnutzung der Linge der Vektorregister beim Vektorrechner.
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Algorithmen fiir C,,,xn; = Ch xns + Anyxng * Bryxns

1. wnner product

DO 7 = 1, ng
DO ] = 1, nq
Cij = Cij + <Ai’*, B*’j>
END DO
END DO

e Zugriff auf A zeilenweise, auf B spaltenweise = Bankkonflikte
e Zugriff auf C' ist skalar = schlecht vektorisierbar.

e Parallelisierung < Aufteilung der Matrizen.
2

. maddle product

DOj =1, n
DOk = 1, ne
C*,j = 0*7_7 + A*,k: * Bk‘,j
END DO
END DO

e B, ; fungiert in innerster Schleife als Skalar, die anderen Gréfien als Vektoren
— Triade

e — Effiziente Nutzung der Vektorregister und der Cachebandbreite.

e Die k-Schleife ist das Matrix-Vektor Produkt aus BLAS2.

e Spaltenzugriff auf A und C notwendig.

e Liegen A und C' in Zeilenspeicherung vor, miissen j und ¢ in obigem Algo-
rithmus vertauscht werden.

3. outer product

DO k = 1, N9
DO j = 1, 1
C*,j = C*J + A*7k * Bk‘,j
END DO
END DO

e Wie middle product, jedoch kompakter programmierbar.

Parallelisierung von C,,,, := Chxn + Anxn * Buxn

Ausgangspunkt : - outer product mit Zeilenzugriff
- Blockmatrizen C%/, A% B
- 2D-Torus (n x n) Topologie, verteilter Speicher
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DOEk =1,n
DO :=1,n
Ci,* = Ci,* + Ai,k * Bk,*
END DO
END DO

Der folgende Algorithmus geht auf Fox zuriick [Fox 88, KGGK 94].

e C% A" B in Speicher von Proze8 (i,j) =: P!
o B := BiJ
e DOk =0,n—-1
broadcast ; Pli-(k+i) mod nl gopJet AlL(k+i) mod n] 4 alle Prozesse Pl
T = Ali(k+) modn]
multiply : C;; = Cij+ T EZ]
roll : Sende EZ] an PLE—1J]

Alg. 4.4 Broadcast-multiply-roll Algorithmus

Am Ende von Alg. 4.4 gilt wieder EZ] = DB;; .

4.2  Elimination durch Drehungsmatrizen

Zu l6sen ist das lineare Gleichungssystem

Die Gaufs-Elimination (hier nur der erste Schritt)
1 00 . 0 0
_%1 1 () ... —21 1 0
" Az = " 01 b (4.2)

o o1 --- = 0

ist mittels
e der DAXPY-Operation relativ einfach vektorisierbar und
e bei entsprechender Aufteilung der Matrix auch gut parallelisierbar.

Jedoch ist das Verfahren numerisch instabil !

Zur Stabilisierung wird daher zusétzlich eine Pivotsuche mit Zei-
len/Spaltenvertauschung durchgefiihrt. Dieses Verfahren ist
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e cinfach vektorisierbar, jedoch
e tritt bei Parallelrechnern mit verteiltem Speicher viel Kommunikation auf.

Eine bessere Parallelisierbarkeit kann durch Elimination mittels Givensrotati-
on erzielt werden.

4.2.1 Die Givensrotation

Die Transformationsmatrix aus (4.2) wird leicht verdndert (wiederum nur der
erste Schritt)

c s 0 c s 0
—s ¢ 0 —s ¢ 0
0 0 1 A =g g b, (4.3)
mit dem Ziel
—s-aj1+c-an = 0.
Die Wahl
s = —2 _ ynd ¢ = —M (4.4)

3 7 2 2
\aiy + ay \ aip + agy

entspricht durch die Normierung exakt den Eintrigen s = sin ¢ und ¢ = cos ¢
einer Drehungsmatrix. In der Gauflelimination wurde dagegen o= = tany
verwendet. Der Vorteil von (4.4) besteht in:

a1 =0 = s =1, ¢ = 0 = numerisch stabil = keine Pivotsuche.

Da der Hauptaufwand bei den Berechnungen in der Transformation der Ma-
trix A liegt, wird nur die Anwendung der Rotation auf diese betrachtet. Im fol-
genden bezeichnen die Vektoren v und v die durch die Rotation zu verdndern-
den Matrixzeilen, u und v stellen die resultierenden Matrixzeilen dar. Eine
einzelne Givensrotation

s oot (4.5)

) 1)
2 I

_= C-Q_S.

ist in manchen BLAS1-Bibliotheken als ein Aufruf enthalten (SROT/DROT).
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4.2.2 Givensrotation auf dem Vektorrechner

67

Durch die wechselseitige Datenabhéngigkeit der Zeilen v und v in (4.5) kommt

man auf dem Vektorrechner nicht ohne Zwischenspeicherung aus :

|

= —S -

v

+ 4+ =
= ®

ST~
o @)

U
v

4.2.3 Givensrotation auf dem Parallelrechner

(4.6)

Bezeichne g(k, s) die Givensrotation der Zeilen k — 1 und & und der Spalte s .

g(k,s) : falls ars=0 — Return
o 2 2
sonst w = aj s —i—ak_Ls

Ar—1,s A s

c = , s =
w w
p—1,s = W , ars = 0

j=stin @ h = —s-ap_1,

k-1 ‘= C- Qg1+ S Qg
akj = c-ap; +h

Alg. 4.5 g(k,s) - Givensrotation der Zeilen k — 1 und k und der Spalte s

Hierbei tritt folgende Datenabhéngigkeit auf:

g(n, 1)

infl n
n

9(2,1) 9(3,2)
Fig. 4.6 Statische Datenabhéngigkeit Givensrotation

9(4,3)

Die statische Datenabhéngigkeit von Fig. 4.6 wandeln wir durch sogenannte
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Marker * in ein dynamisches Datenflufflkonzept um, mit m(k, s) als der Anzahl
der Marker fiir den Proze8 g(k, s).
Anfangwerte : m(n,1) :=2

m(k,1):=1 kE<n

m(k,s):=0 s>1
Falls m(k,s) = 2, dann wird ProzeB g¢(k,s) gestartet und danach werden
m(k —1,s) und m(k +1,s + 1) um 1 erhoht.

>k k
g(n, 1)

*

9(2,1) 9(3,2) 9(4,3)

Fig. 4.7 Datenflul bei gemeinsamem Speicher : Givensrotation

Haben die Prozessoren jedoch nur Zugriff zu ihrem Teil des verteilten Speichers,
miissen noch die Abhéngigkeiten zwischen den Prozessoren untersucht werden.
Hierbei bietet sich eine blockzeilenweise Aufteilung der Matrix A an, wie in
Fig. 4.8 dokumentiert wird.

5k
g(n,1)

. [~

Fig. 4.8 Datenflul bei verteiltem Speicher : Givensrotation
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4.3  Die LU-Zerlegung

4.3.1 Der serielle Standardalgorithmus

Sei A, ., - vollbesetzt, zeilenweise gespeichert,
L - untere Dreiecksmatrix, spaltenweise gespeichert,
U - obere Dreiecksmatrix, zeilenweise gespeichert.

und es soll gelten > ¢; ;- uj, = a;; mit Normierung ¢;; = 1 (Alg. 4.6).

j=1
DOi=1,n
i =1
DOk =1,i-1
k—1
Ui = (ai,k— STl ujk )/Uk:,k
1—te —te
END DO Zeile Spalte
DOk =1,1i
k—1
Ui = Qp; — > Uhj + Uji
END DO Zeile Spalte
END DO

Alg. 4.6 LU-Zerlegung ohne Pivotisierung - seriell

4.3.2 Vektorisierung der LU-Zerlegung

Die Speicherung der Matrizen A, L und U bleibt gleich. Alle Vektoroperationen
werden in eckigen Klammern dargestellt, mit der Laufvariablen als Index. Falls
nicht anders notiert, wird auf einen Vektor mit Stride 1 zugegriffen (Alg. 4.7).
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[lis = 1lizi,
DO+ =1,n
DOE =1,i—1
hi = [lij - Uk =161
END DO
[&,k = ik — hk]k:l,ifl
DO k = 1, 1—1 nicht [&"k = &"k : ukyk]kzl,l-,l,
Ui = Lig/upp da Stride von u gleich k sein miifite !
END DO
DOk = 1, i
hi = [l ujilj=16-1
END DO
[uk; = ax; — hi k=1, A zeilenweise gespeichert !
—~~
Stride=n
END DO

Alg. 4.7 LU-Zerlegung ohne Pivotisierung - vektoriell

DO+ =1,n
DOk =1in Bestimmung i-te Zeile von U
Ui = Aik
END DO
&-,i =1
DOk =i+1,n Bestimmung i-te Spalte von L
gk,i = ak,i/ui,i
END DO
DOk =i+1n Transformation der Restmatrix
DOj=i+1,n
Qg = gy — L Uij
END DO
END DO
END DO

Alg. 4.8 Rang-r-Modifikation der LU-Zerlegung - seriell
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4.3.3 Parallelisierung der LU-Zerlegung

Im folgenden nehmen wir einen Parallelrechner mit wverteiltem Speicher an.
Zur Vorbereitung der Parallelisierung benotigen wir eine Modifikation der LU-
Zerlegung (Alg. 4.8), wobei diesmal L spaltenweise, und U zeilenweise gespei-
chert sein soll. Eine Pivotisierung wird nicht betrachtet.

Fig. 4.9
Tlustration zur Rang-r-Modifikation

Zum Zwecke der Parallelisierung bietet sich die Blockvariante der Rang-r-
Modifikation an. In Alg. 4.9 bezeichnet Ay, den Block der k-ten Zeile und
i-ten Spalte der Blockaufteilung von Matrix A.

DOi=1,n
a) Faktorisierung von Ay ; aus der Beziehung Ay, = Ly, - U;;  (k=in)
B Ui,n Li,i> Lz’+1,z'> SRR Ln,i
b) Bestimme U, , aus A;; = L;; - Uiy (b=i+1,n)
7 Uiitly - o Ui,n
¢) Rang-r-Modifikation der Restmatrix Ay, := Axs — L - Uig (kt=iFTn)
END DO

Alg. 4.9 Blockvariante der Rang-r-Modifikation

Jedoch treten bei einer zeilen- bzw. spaltenweisen Aufteilung der Matrix A
groflere Inbalancen in der Auslastung der Prozessoren auf, da mit sich verklei-
nernder Restmatrix immer weniger Prozessoren an den Berechnungen teilneh-
men, siehe Fig. 4.9.

Eine moglichst gleiche Auslastung aller Prozessoren wird durch die gestreute
Aufteilung von quadratischen Blockmatrizen (engl.: square block scattered de-
composition) erreicht, wie sie in der parallelisierten Version von ScaLAPACK
benutzt wird.
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5 x 5 Matrixblocke

3 x 3 Prozessoren (i=0,n)

Ai,j IP>('L—1) mod Pg,(j—1) mod Py

Fig. 4.10 Square block scattered decomposition einer vollbesetzten Matrix

Mittels der gestreuten Aufteilung der Matrix A kann nun die Parallelisierung
der Blockvariante in Alg. 4.10 aufgeschrieben werden.

IP(A; ;) sei derjenige Proze, welcher den Block A; ; speichert.
DOi=1,n
a) ]P)(A”,) .

Bestimmt Liﬂ' und Um’ aus Aiﬂ; = Lm’ . Uw

Sendet L;,; via Ring in Spaltenrichtung an alle P(A4, /) (e=it1n).

Sendet U;; via Ring in Zeilenrichtung an alle P(Ay ;) (k=i+1n).
b) P(Ay;) [k=iF1n] :

Bestimmt Lk,i aus Ak,i = Lkﬂ' . Uz,z

Sendet Ly ; via Ring in Spaltenrichtung an alle P(Ay ) (¢=i+1in).

P(A; ) [e=i71n]

Bestimmt U;, aus A;y = L;; - U; .

Sendet U, , via Ring in Zeilenrichtung an alle P(Ag ) (k=i+1n).
¢) P(Agy) [ke=it1n)

Ape = Apy— Li;i - Uiy
END DO

Alg. 4.10 Blockweise Rang-r-Modifikation der LU-Zerlegung - parallel

Bemerkung 4.1. Vom Standpunkt der Implementierung empfiehlt sich in
Alg. 4.10 eine nichtblockierende Kommunikation. In Richtung der Spalten und
Zeilen ist auch eine Verteilung der Matrixblécke analog der Hypercubenume-
rierung denkbar.
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4.4  Gauflelimination fiir tridiagonale Matrizen

Sei A positiv definit und tridiagonal, das Gleichungssystem

A-x = f

soll mittels Gaufelimination gelost werden.

Seriell und vektoriell ist die Gauflelimination bei tridiagonalen Matrizen sofort
implementierbar. Es ergibt sich der klassische Eliminationsbaum in Fig. 4.11.
Leider ist die in diese klassische Elimination nicht parallelisierbar.

Ty T2 X3 T4 X5 Tg X7 Tg L9 T10

Xk (1)
x ok | % (2)
x| ok ok (3)
x ok | (1)
x| k% (5)
xox | ok (6)

x| k% (7)

Xk |k (8)

x| k% (9)

(19

Fig. 4.11 Tridiagonale Matrix und Klassischer Eliminationsbaum

4.4.1 Parallelisierung mittels zyklischer Reduktion

Definition 4.1. [Zyklische Reduktion] Umordnung der Gleichungen und
Unbekannten derart, dafl mehrere Unbekannte gleichzeitig (parallel) eliminiert
werden konnen.
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Grundidee der Umordnung fiir N = 23 — 1 = 7 Unbekannte:

Eliminiere alle z; mit ¢ mod 2 = 1 aus dem GIS :

f2
fs
Ja

Je

bllL’l + 19
a1x1 + beme + coxs
asxs + bsxrs + 314
asrs —+ b4$4 + 45
a4ry + b5ZL‘5 + 54
asTs + bﬁﬂ?(j + CcegTy
agres + brrr
- g2952 + §3$4 o ]Ez
aoTy + byry + §5$6 = Ji4
asry + bere = f3
Eliminiere alle x; mit ¢ mod 4 = 2 —
Allg.: Eliminationsreihenfolge : 2F~1 < n < 2k
DOj =0k—-1 A ‘
Eliminiere alle ; mit ¢ mod 2/+! = 2J
END DO
Ty T3 Ts Ty Tg T2 Te T1o T4 Xg
* *
* * *
* * * @ 3 ©, @ ©
Jo b Ll NS NS/
* * * (2) (6)
* ok * O
* * O

Fig. 4.12 Matrix und Eliminationsbaum nach der Umordnung durch zyklische Reduktion.

Die () - Eintrége in Fig. 4.12 kennzeichnen das nunmehr auftretende Fill-In.
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e Die zyklische Reduktion benétigt doppelt so viel Arithmetik wie die normale
Gauflelimination, aber

e sie ist parallel abarbeitbar.

e Eine sequentielle Umordnung zur Fill-In Reduktion hat keinerlei Bedeutung
fiir die parallele Abarbeitung.

Bemerkung 4.2. Es gibt es fiir die Parallelisierung direkter Verfahren fiir
diinnbesetzte (sparse) Matrizen kein generelles Konzept !

4.5 Die Fast Fourier Transformation

Die Fourier Transformation basiert auf der Zerlegung einer Funktion in be-
stimmte Frequenzen (Eigenfunktionen) ausgedriickt durch die trigonometri-
schen Grundfunktionen sin und cos. Bei einer Anzahl von N = 27 — 1 Eigen-
funktionen 148t sich diese Transformation wesentlich beschleunigen und wird
als Fast Fourier Transformation (FFT) bezeichnet.

Anwendung : e Signalverarbeitung,
e Partielle Differentialgleichungen iiber Rechteckgebieten,
e Vorkonditionierung zyklischer Matrizen (BEM).

Beispiel 4.1. [Partielle Differentialgleichung im Einheitsquadrat] Aus der
partiellen DGI.

—Au +cu = f in Q
u = p(=0) auf' =00

soll in © = (0, 1)? die Funktion u bestimmt werden. Die restlichen Funktionen
und Konstanten sind gegeben

Mit einem dquidistanten Gitternetz (N 41 Linien in jede Dimension) wird das
Gebiet diskretisiert und die Differentialgleichung mittels des 5-Punkte Diffe-
renzensterns approximiert.

Fig. 4.13
5-Punkte Differenzenstern
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Unter Beachtung der homogenen Dirichletrandbedingungen ¢ = 0 fiihrt dies
auf ein (lineares) Gleichungssystem

(4+ ch®)uiy — (Wijo1 + igan + wim1g + Ui ) W fiy =TI

I <l

Ku i

Da in obigem Beispiel die Eigenfunktionen des diskretisierten Differentialope-
rators (hier eine Matrix) K

pe(ih, jh) = 2sin(kmih)sin({rjh) kf=T,N—1
sind, und sich die zugehorigen Eigenwerte als
Mg = 4 [sin2 @ + sin? %] + ch?

darstellen lassen, konnen die rechte Seite f und die gesuchte Funktion w als
Linearkombination der Eigenfunktionen dargestellt werden.

N-1

fig = Fhgh) = > e pae(ih, jh) (4.7a)
k=1
N-1

wig =u(ih,jh) = > Bre- prelih, jh) (4.7b)
=1

Die Losung der Differentialgleichung erhélt man nunmehr wie folgt

1. Zerlegung von f in Eigenfrequenzen puy ¢ (Fourieranalyse)

= Bestimmung der Zerlegungskoeffizienten vy, in (4.7a).
2. Durch die Eigenwerte des diskr. Operators dividieren

. ke
— ﬁhg = m .

3. Zusammenbau der diskreten N#herungslosung (Fouriersynthese)
— u(ih, jh) in (4.7b).

Die Punkte 1 und 3 werden iiber die Fouriertransformation realisiert.

4.5.1 Die 1D-Fourieranalyse und Synthese

Wegen der einfacheren Darstellung betrachten wir die Fouriertransformati-
on fiir die Sinus- und Cosinusentwicklung, obwohl dann komplexe Koeffizien-
ten Yie, Bre betrachtet werden miissen.
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Sei w die n-te Einheitswurzel von 1 (in C) , dann ist die Fouriertransformati-
onsmatrix J mittels

— - j-k
Fn = {]:j,k}j,k:m T {uﬂ }j,k:o,n—l (4'8)
definiert. Zusammen mit der Normierung % schreibt man

e die Fourieranalyse als : v= o Ff
u

e die Fouriersynthese als : = F-b

4.5.2 Die FFT-Idee und ihre Parallelisierung

Die hier betrachtete FFT-Idee wird auch als radiz-2 FF'T bezeichnet.
Betrachten wir fiir n = 4 die Matrix F aus (4.8).

1 1 1 1
1 w w? W

Fa = 1 w? wt Wb
1 w? Wb W

Wegen w® = w® ™44 und w,—y = e Tl = ergibt sich
1 1 1 1 1 1 1 1
1 w w? W 1 — -1 =
p— f— 4.

Fa 1 w? 1 w? 1 -1 1 -1 (4.9)

1 W W w 1 i =1 —i

Eine Umgruppierung der Eintrdge in (4.9) mittels der 4 x 4-
Permutationsmatrix

1 0 00
0010
I, = 010 0 (4.10)
10 0 0 1
liefert
1 1 | 1 1 -‘
1 =1 | —i 4
I, = ) )
Fally S (4.11)
1 -1 | i —i
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Wegen F, = E _11} und der Definition €y := [(1) _OJ = diag{1, w,—4}
folgt
Fo  QF,
I, = 4.12

d.h. die Fourieranalyse mit n = 4 ldft sich auf die Fourieranalyse mit n = 2
zuriickfithren. Allgemein :

Sei n = 2m, so gilt

ann - |:-7:m Qm]:m:| )

A (4.13)

mit II,, als even-odd-Permutation, welche die Vektorkomponenten umordnet

y = Nz & ¥y = [xj j:O,n—1:2:| (4.14)

Ty j=ln—1:2

und Q,,, = diag{w*_, , k=0.m-1}.

Wenn n = 2 ist, so Lifit sich (4.13) P — 1-mal rekursiv anwenden. Damit
reduziert sich eine FFT auf das P — 1-malige Umordnen eines Vektors mit
etwas zusétzlicher Arithmetik.

Beispiel 4.2. [FFT mit n = 8] (0,7 : 2) bezeichne im folgenden den Teilvek-
tor von x, der ab Element 0 bis Element 7 jede zweite Komponente enthélt,
d.h. 2(0,7:2) = [z;];2573 -

2(0,7:1)
x(077:2)/ \1:(1 )
1'074/ \1'274 / \x\374

2(0,7:8)

Fig. 4.14 Aufsplittung der Indizes bei der FFT.

Der resultierende Vektor nach der Umordnung in Fig. 4.14 ist nunmehr als
[1307%4,$2,$6,$1,I5,x3,x7]T geordnet.
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Die Parallelisierung der Fouriertransformation F (Umordnung und Arithme-
tik) auf einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher ist in Fig. 4.15 als soge-
nannter Butterfly-Algorithmus dargestellt. Hierin sieht man die gute Paralle-
lisierbarkeit der Fouriertransformation, jedoch liegen die resultierenden Kom-
ponenten ungeordnet vor, deren Umordnung wiederum mit Zusatzkommuni-
kation verbunden ist.

Dot om0t Joomi =00 og—=% You
f1

Do 10 0[1 0 710 000 07001m><h: 0100

D11 _0p]1 1 To (001 f1 1001 1100
P f3

DL 00 0o 0 01[00 [o10@ 0010

0 o1 0o 1 0 101 5 010|jj><g; 1010

P10 010 filo1@o 011 0110

011 fo lomM1 1 011 7o 1 10— 1110
fr

000 1000 10[@o0 [1oo@ 0001

o1 1000 1 “l1omt - 100|jj><£: 1001

010 1010 71 0[D0 10 1@ 0101

o11 101 1 5 11 0[1 2110 10— 1101
f11

0ioo fil1moo 1100 |1 100 0011

[ o1 1o 1 11[01 11 00— 1011
N f13

1o 1@M10 f3l11@o ¢ l111[@ 0111

011 1M1 1 111 fr 11110 ~ 1111
f15
Iink 1 link 0 local local

Fig. 4.15 Datenflufl der FFT bei 4 Prozessoren [Dr. Pester Chemnitz].

Die hervorgehobenen Bits der Indizes in Fig. 4.15 bestimmen des entsprechende
Bit der néchsten Butterfly-Operation.

Zuriickblickend auf das Beispiel zu Beginn dieses Abschnittes 4.5, ist an Stelle
der diskreten Gleichung Ku = [ die Gleichung

LFKFF -u = F-f

zu losen :
a) Fourieranalyse : v := %.7-" f 7 umgeordnet
b) Operator A=1 : B = }—7 [ umgeordnet
c) Fouriersynthese : u := Ff3 u richtig geordnet !!

Da zweimal die Fouriertransformation angewendet werden mufite, liegen zum
Schlufl die Komponenten der Losung wieder in richtiger Reihenfolge vor !

—> Die Kombination von Fourieranalyse und -synthese ist sehr gut paral-
lelisierbar.



5 Gebietszerlegungen und numerische
Grundroutinen

Die Datenaufteilung bzgl. einer Gebietsaufteilung nutzt geometrische Zusam-
menhénge fiir die Parallelisierung aus. Das Rechengebiet € wird nun in P Teil-
gebiete (2; (i=1,P) aufgeteilt, welche jeweils einem Prozefl zugeordnet werden.
Das Fig. 5.1 zeigt einen Ausschnitt einer nichtiiberlappenden Gebietszerle-
gung. Die Kanten zwischen den Teilgebieten werden als Interfaces bezeichnet.
Die iiberlappende Gebietszerlegung wird im folgenden nicht betrachtet.

Fig. 5.1
Nichtiiberlappende Gebietsaufteilung.

Beziiglich der Datenart unterscheiden wir zwischen element- und knotenba-
sierten Daten, welche nunmehr {iberlappend oder nichtiiberlappend gespei-
chert werden (Aber die Gebiete sind nichtiiberlappend aufgeteilt!). Somit er-
geben sich 4 Arten der Datenverteilung, von denen die Verteilung von (finiten)
Elementen eingehend untersucht wird. Generell werden Matrizen betrachtet,
welche durch Finite Elemente Methoden (FEM), Finite Differenzen Methoden
(FDM) oder Finite Volumen Methoden (FVM) erzeugt wurden.  Die hierbei
entstehenden diinnbesetzten Matrizen werden im CRS-Format (Compressed
Row Storage) gespeichert. Erlduterungen hierzu und weitere Speicherarten fiir
diinnbesetzte Matrizen sind in [BBCT 94]! zu finden.

thttp://www.netlib.org/linalg/html_templates/report.html
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5.1  Nichtiiberlappende Elemente

Sei das Rechengebiet 2 in z.B. 4 Teilgebiete zerlegt und mittels linearen Drei-
eckselementen diskretisiert. In Fig 5.2 wird dies veranschaulicht.

» n
Q3 94
q] 7]
k n m
il ] ] ] il
il AV "V
v |1l e —"E
RENEEN b)) 177
Ql 92
u N

Fig. 5.2 Nichtiiberlappende Elemente.

Wir unterscheiden 3 Arten von Knoten mittels der Indizes :

"I” Knoten im Teilgebietsinneren [N; := S0 | Ny ],
"E” Knoten auf dem Inneren von Teilgebietskanten [N := > 7| Np ],

”V” Crosspoints (vertices, interfaces), dh. Knoten, welche zu Beginn oder En-
de einer Teilgebietskanten gehoren [Ny/].

Die beiden letzteren werden oft als Koppelknoten mit dem Index ”C” zusam-
mengefait [No = Ny + Ng| . Die Gesamtzahl der Knoten ergibt sich zu
N = Ny +Ng+ Ny .

Zur Vereinfachung der Darstellung werden zuerst die Crosspoints, dann die
Kantenknoten und danach die inneren Knoten numeriert. Innerhalb der Kan-
tenknoten besitzen die Knoten einer Kante eine fortlaufende Numerierung,
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desgleichen die inneren Knoten eines Teilgebietes. Somit besitzen alle Vekto-
ren und Matrizen eine Blockstruktur der Art

o = (QVvQE,h ERRICIRRICH ST 7QI7P)T
Entsprechend der Zuordnung der Knoten zu den P Teilgebieten ; (i = 1, P)
werden die Eintrige der Matrizen und Vektoren auf die entsprechenden Pro-
zesse P; verteilt. Koinzidenzmatrizen A; (i = 1, P) reprisentieren symbolisch
diese Knotenzuordnung.
Die N; x N Matrix A; ist eine Boolesche Matrix welche einen globalen Vektor v
auf den lokalen Vektor v, im Teilgebiet (2; abbildet.
Es gilt : — Eintrage fiir innere Knoten erscheinen genau einmal pro Zeile
und Spalte in den A;.
— Eintrage der Koppelknoten treten so oft in den A; auf, wie es
Teilgebiete gibt, zu denen sie gehoren.

Nunmehr kann man 2 Vektortypen definieren, den akkumulierten und den
verteilten Vektor :

Definition 5.1. [Akkumulierter Vektor| Die Vektoren u und tv werden in Pro-
zessor P; (=€, ) als
u, = Au (5.1)

1

und t, = A;tv  gespeichert, dh. jeder Prozessor IP; besitzt den vollen Wert
in seinen Knoten.

Definition 5.2. [Verteilter Vektor] Die Vektoren r,f werden in P; als r,, f;
gespeichert, so dafl

p
f— > AT 52
i=1

gilt, dh. die Knoten auf den Interfaces (rs ;) besitzen nur einen Teil des wahren
Wertes und erst ihre globale Akkumulation erzeugt den vollen Wert.

Die Matrix K wird im verteilten Sinne, analog zum verteilten Vektor, abge-
speichert und daher als verteilte Matrix klassifiziert.

p
K=>" ATKiA; (5.3)
=1

wobei K; die zum Teilgebiet Q, gehorige Steifigkeitsmatrix darstellt. Denkt man
sich €2; als grofies finites Element, so stellt die verteilte Matrixspeicherung die
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il

s

Fig. 5.3 Akkumulierte und verteilte Vektoren tv, r und Matrizen 91, K

Steifigkeitsmatrix vor der FE-Akkumulation dar.
Die spezielle globale Knotennumerierung induziert folgende Blockdarstellung
der Gleichung K-u=1f:

Ky Kve Kyr Uy, fv
Kev Kg Ker] - |ug = fp . (5-4)
Kiv Kig K u; f]

Dabei ist K; eine Blockdiagonalmatrix mit den Eintrdgen K;j;, desgleichen
sind K;e, Ker, Kry, Ky r Blockmatrizen.

Falls eine globale Akkumulation der Matrix K ausgefiihrt wird, bezeichnen wir
das Ergebnis mit der akkumulierten Matrix 9 und schreiben

m; = AIMA] . (5.5)

Obwohl K = 91 gilt, miissen wir beide wegen der unterschiedlichen Darstellung
(und lokalen Abspeicherung) unterscheiden!

Die Diagonalmatrix

p
R =Y AlA (5.6)
=1

enthilt fiir jeden Knoten die Anzahl der Teilgebiete (Wertigkeit), zu denen er
gehort (z.B. in Fig. 5.2 R¥ := 4, R = RIm = RIFl = 2 Rld = 1),
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Vereinbarung: Im restlichen Abschnitt werden die hoch- und tiefgestellten In-
dizes wie folgt verwendet : vg]i bezeichnet die n-te Komponente (lokale oder
globale Numerierung) eines Vektors r abgespeichert im Prozefl P;. Der Index
bezeichnet einen zum Interface gehorigen Teilvektor. Eine analoge Notation
wird fiir die Matrizen verwandt.

5.1.1 Generierung der Steifigkeitsmatrix

Bei einer lokalen FEM, FDM, FVM Diskretisierung ensteht ganz natiirlich eine
verteilte Matrix.

Bemerkung 5.1. Bei Konvektionstermen in PDEs benétigen Upwindme-
thoden hoherer Ordnung zusétzliche Information aus den Nachbarelementen
(Kommunikation!).

5.1.2 Umwandlung der Vektortypen

Offensichtlich kénnen Addition, Subtraktion und analoge Operationen mit
Vektoren gleichen Typs ohne Kommunikation ausgefiihrt werden. Die Um-
wandlung eines verteilten in einen akkumulierten Vektor erfordert Kommuni-
kation:

p
w, = Ay Alr, . (5.7)
s=1

Die andere Umwandlung eines akkumulierten in einen verteilten Vektor ist
nicht eindeutig. Eine Mdoglichkeit besteht in der lokalen Division jeder Vektor-
komponente durch die Anzahl der anliegenden Teilgebiete, z.B.

r. = R'w

T -1

(5.8)

mit R; = A;RAT und R in (5.6) definiert.

5.1.3 Skalarprodukt

Das innere Produkt von Vektoren verschiedener Vektortypen erfordert bzgl.
der Kommunikation nur die Summation einer reellen Zahl :

p p

(o,r) = w'r = mTi Afr = Z(Aim>T£i = Z(miafi>
i=1

i=1 =1
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(5.9)

Jede andere Vektorkombination benotigt eine Vektortypumwandlung mit evtl.
Kommunikation.

5.1.4 Matrix-mal-Vektor Multiplikation

Im folgenden sehen wir uns die Matrix-mal-Vektor Multiplikationen von Vekto-
ren und Matrizen der verschiedenen Typen an. Eine andere Darstellung findet
hierzu man in [Gro 94].

1. Verteilte Matrix mal akkumulierter Vektor ergibt einen verteilten Vektor.
Tatséchlich ergibt sich aus Definition (5.3) :

p P
Die Ausfithrung der Summation (d.h. Kommunikation) fithrt zu einem akku-
mulierten Vektor.
2. Verteilte Matrix mal verteilter Vektor erfordert eine Vektorkonvertierung
bevor obige Multiplikation ausgefiithrt werden kann.
3. Die Operation akkumulierte Matrix mal akkumulierter Vektor kann nicht
mit beliebigen akkumulierten Matrizen 9t ausgefiihrt werden. Zur genaueren
Analyse werfen wir einen Blick auf den Knoten n in Fig. 5.2 bei der Ope-
ration 90 - w und untersuchen die lokalen Multiplikationen u;, = 9, - w, im
Knoten n.

ul = ol ol bl ol I ol P gl il

ul = el ot ol H B ol 4 ol Tl

In obigen Gleichungen unterscheiden sich die Terme 4 und 5 der rechten Seiten,
so daf} die Prozessoren 2 und 4 anstelle des eindeutigen Resultats zwei verschie-
dene besitzen. Das Ergebnis ist weder ein akkumulierter, noch ein verteilter
Vektor. Der Grund dafiir liegt im Informationstransport durch die Matrix von
einem Prozessor a zu einem Knoten welcher zusétzlich auch noch zu Prozes-
sor b gehort. In anderen Worten - der Transport von Information von einem
Knoten i zu einem Knoten j ist nur dann erlaubt, wenn die Menge der Prozes-
soren, zu denen Knoten i gehort, eine Teilmenge der Prozessoren ist, welche
Knoten j besitzen. Stellt man die Matrixeintréage als gerichteten Graphen dar,
so heifit dies z.B., dafl in Abb. 5.2 die Eintrage ¢ — k, ¢ — n, s = n, s — m,
s—=p,p—kn—kp—mnmn—p l{—k k— {in der Matrix nicht
erwiinscht sind.
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Ein analoges Resultat ist bei der Operation akkumulierte Matrix mal verteilter
Vektor zu verzeichnen. Die Multiplikation einer akkumulierten Matrix 9 mit
einem Vektors wird im néchsten Abschnitt detailliert untersucht.

5.2  Allgemeiner Ansatz fiir akkumulierte Matrizen

5.2.1 Knoten- und Teilgebietsmengen

Zur einfacheren Beschreibung des allgemeinen Ansatzes bendtigen wir einige
Definitionen.

Definition 5.3. Die Menge aller Teilgebiete, zu denen der Knoten z[* gehort,
wird mit

ol = {s: 2 e} (5.11)
bezeichnet.

Die Setzung in (5.11) ist dquivalent zu

e (. (5.12)

seolil

Definition 5.4. Alle Knoten mit identischen Teilgebietsmengen o werden in
der Indexmenge

wlo) = {icw: ol =5} (5.13)

zusammengefafit. Desweiteren definiert man die Indexmengen
w(o) = {i: o Co} (5.14)
O(o) = {i:oColl}. (5.15)
Definition 5.5. [ws] Die Indexmenge w, := W({s}) enthélt alle Knoten/Un-
bekannte des Teilgebietes 2. Wir bezeichnen mit N := |w;| die Anzahl der

Knoten darin.

Die obige Definition impliziert sofort

ol = {s:icw} . (5.16)
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Bemerkung 5.2. Offensichtlich gelten die Relationen
i € wy & s e ol & {s} C ol (5.17)

J & ws & s ¢ ol & {s} ¢ ol . (5.18)

Zur Illustration dieser Definitionen betrachten wir fiir die Gebietsaufteilung in
Fig. 5.4 einige Mengen.

46
43 - 49
_i
36 42
39
Il
29 35
2132 )
ll — SUDdOMain 1
22 e mm | Umm TR 28 =nmummins subdomain 2
23 24 25 26 27 .
————— subdomain 3
15 18 21 = == == = subdomain 4
8 14
/Fll
1 2 3 4 5 6 7

Fig. 5.4 Vier nichtiiberlappende Teilgebiete mit Vernetzung und zeilenweiser Numerierung

Seien alle identischen Teilgebietsmengen mittels o? iiber einen reprisentativen
Knoten i dargestellt, dann erhalten wir:

ol = {1}, ol = {2}, o143 — {3}, o119 — {4},
o = {12}, o = (1,3}, o ={2,4}, ol ={3 4},
o ={1,2,3,4}.

Einige typische Indexmengen sind:

1

wlo

w({1}) = {1,2,3,8,9,10,15,16,17},
w({2}) = {5,6,7,12,13,14,19,20,21},
w

({1,2}) = {4,11,18},

4]

(ol
w(ol
(!

)
)
) =
)
)
)

w(o?? = {22,23,24},
w(o = {26,27,28},
w(o® = {25}.
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Die folgenden Indexmengen wurden entsprechend (5.14) und(5.15) abgeleitet.

w(oM) = w(oM),
w(oM) = w(eM) Uw(e™) Uw(e®) Uw(o))
= {H 8,11,15, 18,22, 25} =w({1}),
w(o) = w(eM) Uw({1}) vw({2}) = {1,21},
T(o™) = w(cH) Uw(a® = {4,11,18,25},
w(o) = {1,419},
w(o?) = w(e™)) = {25}.

5.2.2 Matrix-Vektor Produkt

Die Multiplikation einer akkumulierten Matrix 991 mit einem Vektor erfordert
detaillierte Untersuchungen. Die folgenden zwei Sétze geben Bedingungen an
das Matrixmuster an , sodaf§ die entsprechenden Matrix-Vektor Produkte ohne
Kommunikation ausgefiihrt werden koénnen.

Satz 5.1. Genau dann, wenn fir samtliche Matrizeintrige
Vi,j € w : ol ¢ oVl — gmldl = ¢ (5.19)

qilt, ergibt die Multiplikation einer akkumulierten Matriz mit einem akkumu-
lierten Vektor wiederum einen akkumulierten Vektor

=M-u (5.20)

und kann parallel ausgefihrt werden, d.h.,

= M,-u, Vs=L1P . (5.21)

Beweis. Wir beginnen mit der Definition eines akkumulierten Vektors
(5.1) und untersuchen komponentenweise den Ergebnisvektor in globaler Nu-
merierung.

w, = A Vs=1,p

22y M, = ANy Vs =T,p
S (AmA” ) = A vs=Tp, Vicw,
— Z omlidlylil — Zm[@j]u[ﬂ Vs=T1,p, Vi€ w,

JEwWs JEW
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Die letzte Zeile ist genau dann wahr, wenn die folgenden Aussagen wahr sind.

Vi € wy Vs=1,p : jdw, = M=o
CRBY vs_Tp . {steola{s}goll = omid =g
— ol g olll  — ol =g
|
Satz 5.2. Genau dann, wenn die Matrixeintrdge
Vi,j € w : ol 2 ol — gnldl = ¢ (5.22)

erfillen, ergibt die Multiplikation einer akkumulierten Matriz mit einem ver-
teilten Vektor wiederum einen verteilten Vektor

r=MNM-v (5.23)

und kann parallel ausgefihrt werden, d.h.,
rg = M- v, Vs=1,P . (5.24)
Beweis.  Wir beginnen mit der Definition eines verteilten Vektors (5.2) und
untersuchen unter Nutzung der Beziehung Al - A, = diag {1 lf“ W
icw |0 iffi & wy

komponentenweise den Ergebnisvektor in globaler Numerierung.

P
E T, _
As[s - [
s=1
P

P P
SoATamATy, 2N AT, v, =y = m- Y ATy,
s=1 s=1 s=1

P
igl bl .
Zzgﬁ[ﬂ Vsl 1€ Wy :(Egﬁ[i,ﬂ.zvg},iEW)
s=1

s=1jcws
JEW

0 1 E Wy

SO bl e, P
jEw seoli] = (Z > ki) Wie w)
0 1€ wy ‘

Die letzte Zeile ist genau dann wahr, wenn gilt
seolpnigdw, = Ml =0
{s} Colla{s} g oll — omlil =0
ol Z il — ol — ¢ .
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Offensichtlich erfiillt M7 Bedingung (5.22), falls fiir die Matrix 91 die Relati-
on (5.19) erfiillt ist.

Bemerkung 5.3. Zwischenschritte in den Beweisen der Sdtze 5.1. und 5.2.
fithrend direkt zu dquivalenten Formulierungen fiir (5.19).

MATA, =M Vs=1,P (5.25)
und fiir (5.22)

ATAM =M Vs=1,P . (5.26)

Die Beziehungen (5.25) und (5.26) wurden bereits von Groh [Gro 94] fiir eine
nichtiiberlappende Elementverteilung hergeleitet, um (5.20) bzw. (5.23) par-
allel ausfiihren zu kénnen.

Bemerkung 5.4. Die Teilgebietsmengen o induzieren eine Blockstruktur der
Unbekannten derart, daf§ alle Knoten mit derselben Teilgebietsmenge wie der
reprasentative Knoten k einen Block bilden. Nunmehr folgt direkt aus den
Satzen 5.1. und 5.2., dafl eine akkumulierte Matrix 91 genau dann sowohl
auf (5.20) als auch auf (5.23) angewandt werden kann, wenn 90U eine von
der Blockstruktur der Knoten abgeleitete Blockdiagonalstruktur besitzt. Wir
schreiben

M = blockdiag {M;,}  mit My, = {M} . (5.27)

ijew(alkl)

Bemerkung 5.5. Falls fiir 9 (5.27) gilt, dann besitzt auch die Inverse 91*
die entsprechende Blockstruktur an kann parallel auf (5.20) und (5.23) ange-
wandt werden.

Satz 5.3. Fulls die akkumulierte Matriz B die Bedingung (5.19) an das Be-
setztheitsmuster erfiillt, dann ergeben die Matrizmultiplikationen BT K- eine
verteilte Matriz K, welche lokal und véllig parallel berechnet werden kann.

P P
K = Y ATKIA, = Y AT (PL-Ko-Po) A = B7-K-P
s=1 s=1

(5.28)
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Beweis. Die Bedingungen (5.19) und (5.22) an das Matrixmuster sind
gleichwertig zu den Beziehungen (5.25) und (5.26), die fiir alle Teilgebiete
erfiillt sein miissen. Daher ergibt sich

P P
Pk T S ATKA P = Y PTATK AR
s=1 s=1
P
SN ATARTATK, ABAT A,
s=1

P
s=1

P
= Y AlKIA, = K7
s=1

5.2.3 Anwendungen der Sitze 5.1. und 5.2.

Wir wenden die Resultate der Sétze 5.1. und 5.2. auf die Datenaufteilung in
Fig. 5.4 an. Darin gibt es 9 verschiedene Teilgebietsmengen, welche wir nach
der Anzahl der darin enthaltenen Elemente ordnen.

O'V:O'[25]7
4 22 28 _ _[46
S— g, = ol op, = o2 op, = ol16,
1 7 8 49
O'IIZO'H, 0'1220'[], 0']320'[], 0'14:0'[ ) .

Von obiger Blockstruktur leiten sich die entsprechenden Blockstrukturen der
Matrizen und Vektoren ab. Ein bzgl. (5.19) zuléssiges Besetztheitsmuster einer
akkumulierten Matrix ist dann

Ny
Me, v Mg,
Mp,v 0 Me,
Mp,vy 0 0 M, 0
m = Mp, v 0 0 0 Meg,
Muv Mue, MiyE,y 0 0 My,
M,y My ey 0 M, my 0 0 oy,
My, 0 oyp, 0  oye, 0 0 omy
My, v 0 0  oyp, e, 0 0 0 o
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(5.29)

Dieses Besetztheitsmuster kann verbal durch die folgenden Bedingungen be-
schrieben werden:

(a) Keine Verbindung zwischen Crosspoints, welche zu verschiedenen Mengen
von Teilgebieten gehoren.

(b) Keine Verbindung zwischen Kanten, welche zu verschiedenen Mengen von
Teilgebieten gehoren.

Stellt man die Matrixeintrage als gerichteten Graphen dar, so heifit dies z.B.,
daB in Fig. 5.2 die Eintrdge ¢ — k, ¢ - n, s - n, s - m, s — p, p — k,
n—k,p—nn—p —k k— {in der Matrix nicht erwiinscht sind.
Bedingung (a) kann einfach dadurch erreicht werden, dafl auf jeder Gebiets-
kante mindestens ein zusdtzlicher Kantenknoten plaziert wird (Achtung bei
Verbindungen quer durch das Teilgebiet). Ein 2D Netzgenerators fiir Dreiecke
mit linearen Ansatzfunktionen kann leicht so modifiziert werden, dafl Bedin-
gung (b) eingehalten wird, z.B. wird die Kante zwischen den Knoten p und n
vermieden. Fig. 5.5 zeigt das geéinderte Netz.

Qs Q4
q] r]
k] n] m]
7] k]| [n] [m]
[p] [s]
@ . o °

Fig. 5.5 Nichtiiberlappende Elemente mit Diskretisierung bei angepafitem Netz.

e Dieses Vorgehen ist nur bei bestimmten finiten Elementen méoglich!
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e Bei Verwendung von Tetraedern mit linearen Ansatzfunktionen kann Bedin-
gung 2 auch in 3D Netzgeneratoren eingebaut werden. In kompakterer Schreib-
weise ergibt dies

My, 0 0
m[v SIRIE' m[

und erfordert die (5.29) entsprechenden Blockstrukturen der Teilmatrizen. Spe-
ziell miissen My, Me und IM; Blockdiagonalmatrizen sein, sodafl wir nach
Bemerkung 5.5. auch deren Inverse anwenden konnen.

Das entsprechende transponierte Matrixmuster fithrt direkt auf

My Myp Myr P P
Mm = 0 Mg Me | = f = ZAszi = ZAzT (M;r;)
0 0 m] =1 i=

(5.31)

mit Blockdiagonalmatrizen 9t;, Mg, M. Praktisch heiflt dies, z.B., daff in
Fig.5.5 die Matrixverbindungen n — k und ¢ — k erlaubt sind, nicht aber die
umgekehrte Richtung.

Bemerkung 5.6. Die Gleichungen (5.30) und (5.31) kénnen unter der Bedin-
gung, dal My, Mg, M, blockdiagonal sind (durch das Netz in Fig. 5.5 garan-
tiert) kombiniert werden. Bezeichnen 9t,, 9ty und 9y das strikt untere bzw.
strikt obere Dreiecksmatrix und die Diagonale von 91, kann die akkumulierte
Matrix-mal-Vektor Operation fiir alle Vektortypen aufgeschrieben werden.

w=9"M-u = M, +Mp)-u+ iAiszU,iRil U (5.32a)
P - P
=M-r = M, +Mp) Y Al -r, + > A/My; -1, (5.32b)
f="M-u = R (thHm;) u -+ imU;l—l u (5.32c)
=M-r = RI(My +SUID)iA;TF-[i + My -r . (5.32d)
i=1

Jede dieser Multiplikationen benétigt genau zwei Vektortypumwandlungen,
jedoch beeinflult die konkrete Wahl der Vektortypen die Anzahl der Kommu-
nikationsschritte.



94 5 Gebietszerlegungen und numerische Grundroutinen

Bemerkung 5.7. Die Faktorisierung der Matrix ) in eine obere und untere
Dreiecksmatrix £ und 4!, die den Bedingungen (5.19) und (5.22) geniigen
miissen, kann auf zwei Weisen geschehen. Zum einem gilt

P
wo= gy = 2y Al (5.33a)
=1
P
f=g'hu = RIEDY ATUIR -y, (5.33D)

i=1

und andererseits

w = u—ls—l .

1=~
I

P P
S CATUIRITALT (DAl (5.34a)
i=1 Jj=1

f=utety = Uirtetou . (5.34b)
Die Gleichungen fiir die restlichen Vektortyppaare konnen leicht mittels Typ-

konvertierung erhalten werden. Bei der Faktorisierung beeinflufit die konkrete
Wahl der Vektortypen die Anzahl und Art der der Konvertierungen.

5.3  Uberlappende Elemente

Das in Abschnitt 5.1 vorgestellte Konzept der akkumulierten und verteilten
Vektor- bzw. Matrixtypen 13t sich auch auf eine Datenaufteilung basierend
auf iberlappenden Elementen iibertragen.

Die Abbildungsmatrix A, bilde wiederum die globale Knotennumerierung auf
die lokale Numerierung im Teilgebiet ), ab. Dann erfolgt die Definition der
beiden Vektortypen entsprechend (5.1) und (5.2) mit den dort beschriebenen
Eigenschaften.

Damit das Konzept hier anwendbar ist, muf sich die globale Steifigkeitsma-
trix K¥PM aus der globalen Akkumulation geeignet gewdhiter lokaler Matri-
zen K ergeben, d.h. es wird

P
@FEM _ KFEM L K — ZASTKSAS
s=1

gefordert. Wie miissen die Ky gewahlt werden?

Zur Veranschaulichung betrachten wir folgende Volumenintegrale, welche ele-
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46
L NN NN BN BR OO BR NR OO R NR NN RO B
a3 w I49
™ 1 n 1
u 1
36" 142
n 39 n 1
u : u 1
29 ! |11 ] IIIIIIII_IIIIIIII (L1 |35
] 32 u 1
i ! [ '
—_ I —
2. A I28
= 23 24 /|25 m26 27 /mn
a ! u I
15" N == A2
18
8 14
11 /2
(T NI i
1 2 3 4 5 6 7

subdomain 1
subdomain 2
subdomain 3
subdomain 4

Fig. 5.6 Vier iiberlappende Teilgebiete mit Vernetzung und zeilenweiser Numerierung

mentweise in den Elementen 6 berechnet werden.

/dx =Y o)

V=10 = )

5(rcQ 5

Z |5(r)‘

5y

5(rcQ

V, = |, =

Im Falle zweier iiberlappender Teilgebiete (Q; N €y # () erhalten wir

Vi+V, = Z |5(r)|+ Z ‘5(7*)|
s cy 5Ny
- > e ¥
6(T>C91\QQ 5(T)CQQ\91
SN
5(T>C91U92 5(T)Cﬂlﬂﬂg
= V+ >,
(S(T)Cﬂlﬂgz

1607 + 2

D

5]

5N COINNe

d.h. die Summe der Einzelvolumina iibersteigt das Gesamtvolumen.

Dieses Problem 148t sich nur durch Einfithrung eines Wichtungsfaktors

w(r)
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beheben. Fiir obigen Fall sichert die Setzung

1 . 6(7‘) C Ql \ QQ
W =32 50 co N,
L 0O\
das gewiinschte Ergebnis
1 1
/ r_ (r) ()
s cy 8y
- ¥ Loy + 3 L)+ 2 3 L500)
1 1 2
5(T)C91\QQ 5(T)CQQ\91 5(T>Cﬂlﬂﬂg
1
= D, 7=
J(T)CﬂlUQQ

Im allgemeinen Fall stellt W) die Anzahl der Teilgebiete dar, zu denen ein
Element 6" gehort und es gilt mit ¢! aus (5.11) die Beziehung

W — ‘ N ot

X ES(T)

(5.35)

d.h. die Wertigkeit des Elementes 6" ist gleich der Anzahl der Teilgebiete,
welche alle Elementknoten enthalten.

Bemerkung 5.8. Fiihrt man analog zur Abbildungsmatrix der Knoten A,
eine Matrix A¢ ein, welche die globale Elementnumerierung auf die lokale ab-
bildet, so gilt analog zu (5.6)

P
R = diag{W"} = > (49" AS . (5.36)

s=1

Ersetzt man nunmehr das Volumenintegral durch die Bilinearform des Lapla-
ceoperators [ VT ;- Vip;dr , dann gilt in globaler Numerierung Vi, j = 1, 1IN

Kij = / Vi Vipjde = ) / Vi Vipyde = 3 K
Q (T)CQé(T> §(rcQ

5(T>c91 (’“)CQQ

" 1
= > > woki

s=1 (1 cQ;
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und somit allgemein fiir die Steifigkeitsmatrix K¥EM .

P
KFEM ZAZ’ Z %K(T)_AS
s=1

5 cQs

~
=: Ky

Satz 5.4. FEs liege eine Datenaufteilung mit tiberlappenden Elementen vor und
jedem Element 87 wird ein Gewicht W) entsprechend Gleichung (5.35) zu-
geordnet. Werden desweiteren die lokalen Matrizen

]' T
Ko=) WK() (5.37)
5,

als lokale Assemblierung der gewichteten Elementmatrizen K berechnet,
dann gilt fir die damit global akkumulierte Matrix

P
RN = K =Y ALK, - A, (5.38)

Die Herleitung enthélt den Beweis von Satz 5.4..

Bemerkung 5.9. Die Datenaufteilung der nichtiiberlappenden Elemente ist
mit W =1, Vrin (5.37) und (5.38) enthalten.

Bemerkung 5.10. Fiir alle Grolen, welche direkt iiber Volumenintegrale be-
rechnet werden, mufl analog zu (5.37) vorgegangen werden. Dies heifit im kon-
kreten Falle des Lastvektors

P

,
D IR SV SRy (539

s=1 s=1 8N,
dafl die Last elementweise gewichtet und lokal assembliert wird.
Bemerkung 5.11. Die Teilgebietsmengen ¢!l der Datenaufteilung in Fig. 5.6

werden genauso représentiert wie die Datenaufteilungen Fig. 5.4 und ergeben
analoge Mengen. Die entsprechenden Indexmengen sind nunmehr:

wloy = {1,2,8,9}, w(ol™) = {6,7,13,14},

w(o™) = {36,37, 43,44}, w(o™) = {41,42, 48,49},
w(o™) ={3,4,5,10,11,12}, w(o) = {15, 16,22, 23,29, 30},
w(o®) = {20,21, 27, 28,34, 35}, w(ot) = {38,39, 40,45, 46, 47},
w(o®) = {17,18, 19, 24,25, 26, 31, 32, 33},
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und es folgen die abgeleiteten Indexmengen:

w(o) = w(o™),

w(eW) = {1,5,8,12,15, 19, 22,25, 29, 33},

w(o) = {1,714},

w(o) ={3,4,5,10,11,12,17,18,19, 24,25, 26, 31, 32, 33},
w(o®) = (1,49},

O(o®) = w(o)

Damit lassen sich sédmtliche Ergebnisse aus Abschnitt 5.2 auch auf eine Da-
tenaufteilung mit iiberlappenden Elementen iibertragen!



6 Vektorisierung und Parallelisierung
iterativer Verfahren

In diesem Kapitel werden lineare Gleichungssysteme der Form

Knxn'x =0

r =20 (6.1)
mittels iterativer Verfahren gelost. Die Matrix K und somit obiges Gleichungs-
system soll aus der Diskretisierung eines Differentialoperators entstanden sein.
Bei Verwendung von FEM (Finite Element Methode), FDM (Finite Differen-
zen Methode) oder FVM (Finite Volumen Methode) ensteht eine diinnbesetz-
te (sparse) Matrix K, welche als Grundlage fiir die folgenden Untersuchungen
stehen soll.

Im parallelen Fall wird auf Abschnitt 5 und speziell auf die nichtiiberlappen-
de Elementverteilung 5.1 Bezug genommen. Die entsprechenden Vektor-
und Matrixtypen werden analog gekennzeichnet.

Andere Arten der Datenverteilung in der Parallelisierung werden explizit aus-
gewiesen.

6.1 Das CG-Verfahren

6.1.1 Das serielle Verfahren

Falls die Matrix K aus (6.1) symmetrisch (d.h. K = K7T) und positiv definit
(d.h. (Kv,v)r, > 0) ist, kann zum Losen von (6.1) das CG-Verfahren genutzt
werden. Ublicherweise wird es in Verbindung mit einer Vorkonditionierung C
genutzt, was in Alg. 6.1 dargestellt ist.

Eine Vektorisierung des cg an sich ist trivial, jedoch kann es bei der Vorkon-
ditionierung Probleme geben.
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Wihle 1"
ro i_K'QO
w:=C"'r
s =w
O = Ogq = 0p (w, )
repeat
v = K-s
o o/(s,v)
u = uta-s
r =r—-—a-v
w = C"'er
o = (wr)
B = 0/0old
Oold - — O
s =wHf-s
until  y/o/oy < tolerance

Alg. 6.1 Serieller CG mit Vorkonditionierung

6.1.2 Der parallelisierte CG

Wiéhlt man in Algorithmus 6.1 C = [ erhédlt man den klassischen CG. Be-
trachtet man die darin enthaltenen Operationen und vergleicht sie mit den
Ausfithrungen in Abschnitt 5.1, so kann man folgende Parallelisierungsstrate-
gie aufbauen, wobei die Anzahl der notwendigen Kommunikationen moglichst
klein gehalten werden soll.

e Die Matrix K muf} als K (5.3) verteilt gespeichert werden, da im anderen
Fall Einschrankungen an die Matrixstruktur erfolgen miissen.

= Vektoren s, u — s, u sind akkumuliert

—> Matrix-mal-Vektor liefert einen verteilten Vektor, ohne dal Kommunika-
tion notwendig ist (5.10).

= Vektoren v, r, f — v, r, f sind verteilt gespeichert und werden im Verlauf
der Iteration nicht akkumuliert.

= Wahlt man auch w — tw akkumuliert, so lassen sich alle DAXPY-
Operationen ohne Kommunikation durchfiihren.

e Da in den beiden Skalarprodukten der CG-Schleife unterschiedliche Vektor-
typen verwendet werden, kénnen diese Operationen mit sehr geringem Kom-
munikationsaufwand ausgefiithrt werden (5.9).

!! Die Zuweisung tv := r beinhaltet eine Vektortypumwandlung mittels Akku-
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mulation (5.7) und damit eine Kommunikation iiber die zu mehreren Prozessen
gehorenden Daten.

Wihle u°
ro=f-Ko
P
W = ZA;‘FEJ'
=1
§ =
0 = 0O = 09 = (W,r)
repeat
v =K-s
a = o/(sv)
u = uta-s
ro=r—a-y
P
v = EA]T[]'
j=1
o = (w,r)
B = 0/ooa
Oold ‘— O
s =mw+f-s
until  y/o/oy < tolerance

Alg. 6.2 Parallelisierter CG

Der resultierende parallele CG-Algorithmus 6.2 erfordert pro Iteration
2 ALL_REDUCE-Operationen mit einer reellen Zahl und eine Vektorakkumu-
lation.

Man kann auch iiber andere Ansétze zu Algorithmus 6.2 gelangen, so sind
z.B. die verteilt gespeicherten Vektoren f, r und v identisch mit den funktio-
nalen Groflen im CG-Algorithmus (“Energie”). Eine Einteilung der Vektoren
in funktionale Groflen und Funktionswerte liefert einen guten Ansatz fiir die
Zuordnung der 2 Vektortypen.

Bemerkung 6.1. Es gibt cg-Varianten, in denen beide Skalarprodukte und
damit die entsprechende Kommunikationen zusammengefafit werden kénnen.
Dadurch spart man eine Startup-Zeit ein. Jedoch sind diese Varianten unter
Umsténden instabil.

Zur Vorkonditionierungsproblematik siche Abschnitt 6.8.
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6.2 Das GMRES-Verfahren

6.2.1 Das serielle Verfahren

Zur Auflésung linearer Gleichungssysteme mit nichtsymmetrischer Matrix K
existiert, die General Conjugate Residuals Methode. Ist die Matrix dariiber
hinaus auch noch nicht positiv definit (d.h. (Kv,v)., # 0), existiert ein gan-
zes Spektrum von Iterationsverfahren (GMRES, QMR, Bi-cg, Bi-cgstab).

Wir betrachten das GMRES-Verfahren welches auf dem Arnoldi-Verfahren (ei-

ner Verallgemeinerung der Lanczos-Methode) basiert. Da die Anzahl der zu

Wihle 1"
r o= f-K-u
w' = Clp
z1 =/ (wh,r)
k =20
repeat k£ = k+1
r = K -w*
fori:=1tok do
hig = (w',r)
r = 1 —hy -wi
end
wtt = Chp
Piprp = /(Wi r)
W = Wt by

fori:=1tok—1do ( hik > — (Ci+1 Sit+1 ) ) ( i i )

«Q =/ hi,k + hi—l—l,k

Sk+1 = hk+1,k/04 7 Cky1 = hk,k/a ) hk,k =«
Rk+1 = Sk+1Rk 5 Rk = Cp1Rk
until  |zx41/21] < tolerance
Zp = Zk/hk,k
k
fori:=k — 1 down to 1 do Zi = (Zz — Z hi,jzj)/hi,i
j=i+1
k .
ub =Yz w
i=1

Alg. 6.3 Serieller GMRES mit Vorkonditionierung
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speichernden Vektoren w* und die Grofie der Matrix H = {hij}i j—i mit
der Anzahl der Schleifendurchlaufe zunimmt, kénnen beim GMRES Spei-
cheriiberldufe auftreten. Zu deren Verhinderung bricht man die REPEAT-
Schleife nach m Durchldufen ab und startet mit der erhalten Losung u™ neu.
Dieser GMRES(m) kann allerdings instabil werden.

6.2.2 Der parallele GMRES

Bei Algorithmus 6.3 mufl man neben den funktionalen Grofen f, r und den
Funktionswerten u, w* noch die Vektoren {2}, i1, {8ibimimrn {¢hicimm
und die Matrix {h; ;}, ;_77 in Betracht ziehen, wobei diese innerhalb des Algo-
rithmus als skalare Grolen betrachtet werden. Folgende Parallelisierungsstra-
tegie wird auf den GMRES ohne Vorkonditionierung (C' = I') angewandst.

e f,r — f, rwerden verteilt gespeichert.
o u, w* — u, w" werden akkumuliert gespeichert.
e Die skalaren Groflen {2;},_1777, {8i}imtmrm 1¢itimiagg wnd {hij}; ;15 wer-
den redundant auf jedem Prozessor lokal gespeichert.
— Skalarprodukte koénnen mit sehr geringem Kommunikationsaufwand
ausgefithrt werden (5.9). Matrix-mal-Vektor benétigt keine Kommunikati-
on (5.10).
! Die Zuweisung v := r beinhaltet eine Vektortypumwandlung mittels Akku-
mulation (5.7) und damit eine Kommunikation iiber die zu mehreren Prozessen
gehorenden Daten.
e Alle Manipulationen an und mit den skalaren Grofen c;, s;, z; und h;;
werden redundant auf allen Prozessoren lokal ausgefiihrt.
! Fast alle DAXPY-Operationen arbeiten mit den gleichen Vektortypen (und
skalaren Groflen), aufler der Operation

ri=r—hyon'
welche verschieden Vektortypen enthélt. Eine Umwandlung des akkumulier-
ten Vektors o’ in einen verteilten ist nach (5.8) aber ohne Kommunikation
moglich !
— Alle DAXPY-Operationen kommen ohne Kommunikation aus.

Der resultierende parallele GMRES-Algorithmus 6.4 erfordert in der k-ten Ite-
ration (k+1) ALL_REDUCE-Operationen mit einer reellen Zahl und eine Vek-
torakkumulation. Durch die notwendige Typumwandlung des Vektors w® kom-
men noch zusétzlich k& - n Multiplikationen hinzu (n - Lange des Vektors m).
Die Variante GMRES(m), mit Neustart nach m Iterationen, 148t sich vollig
analog parallelisieren.
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Wihle u°
r o=f-K-u
P
n' = 3 Alr,
s=1
z1 = /(1)
k =0
repeat k = k+1
r = K- "
fori:=1to k do
hl,k - (ml;[) )
roi=r—hy R’
end
P
mk—i—l - EAZ“[S
s=1
Py = /(0 r)
W= m’““/hm,k
) h; G S; h;
fori:=1tok —1do bk = i+l o) bk
hi+1,k Si+1 —Ciy1 hi—f—l,k
_ 2 2
« v/ e + P
Sk+1 = hgrip/a  cppr = hpg/o s by =
Zk+1 = Sk4+1%k ;3 Rk = Cp41%k
until  |2zx41/21] < tolerance
2 = Zk/hk,k
k
fori:=k — 1 down to 1 do Zi = (Zi — Z hi,jzj)/hi,i
j=it+1
k .
o= w0y
i=1

Alg. 6.4 Paralleler GMRES
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6.3 Das w-Jacobi Verfahren

6.3.1 Das serielle Verfahren

Das w-Jacobi Verfahren benotigt intern eine Division durch die Hauptdiago-
nalelemente der Matrix K, daher setzen wir D = diag(K) .

Wihle 1"
ro= i—K-gO
o = oy := (r,r)
k=0
while o > tolerance? - o, do
k = k+1
Hk: = Hk_l‘i‘w'D_l'f
r o= f-K-u
o = (r,r)
end

Alg. 6.5 Serielle Jacobi-Iteration

6.3.2 Datengraph der Jacobi-Iteration

k—1 E—1| ... k—1 k—1
ri—l 7”Z “ e T]_]_ 7”]
Y Y Y
k k k k
Uiy u; -1 u;

Fig. 6.1 Datengraph der Jacobi-Iteration

Da wihrend einer Jacobi-Iteration keine Datenabhingigkeiten zwischen den
Komponenten des Vektors u* auftreten, sind Vektorisierung und Parallelisie-
rung leicht durchfithrbar (vgl. Abschnitt 4.1), der entsprechende Datengraph
ist in Fig. 6.1 dargestellt.
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6.3.3 Das parallele Verfahren

Auch im parallelen Fall bené6tigt das w-Jacobi Verfahren die Hauptdiagonal-
elemente der assemblierten Steifigkeitsmatrix. Da diese verteilt gespeichert
sind, muf} die Hauptdiagonale separat assembliert und gespeichert werden.
Die Parallelisierungsstrategie dhnelt dem Vorgehen beim CG-Verfahren in Ab-
schnitt 6.1.2 .

e Die invertierte assemblierte Diagonale wird als zusétzlicher Vektor abgespei-
chert 9 = D! = diag (321, ATK,A,) .

e Die Matrix K ist als K (5.3) verteilt gespeichert.

= Vektor u — u ist akkumuliert, Vektoren r, f — r, f sind verteilt gespei-
chert. B

— Matrix-mal-Vektor benotigt keine Kommunikation (5.10).

! Das Skalarprodukt benétigt unterschiedliche Vektortypen

—> Akkumulation von r — to.

1! Mit dem akkumulierten Vektor o 148t sich nunmehr die verbliebene DAXPY-
Operation kommunikationsfrei ausfiihren.

d = diag<K[i’i])i:1,n
P
2 = Y AL,
s=1 ]
0 = {1/0[11}1':1@
Wihle u°
ro=f-K-u
P
w = Y Alr
s=1
o = o = (1)
kE =0
while o > tolerance?® - o, do
k= k+1
vo= vl rwooen
ro=f-K-u
P
w o= > Alr,
s=1
= (r,r)
end

Alg. 6.6 Parallele Jacobi-Iteration : JAcoBI(K,u’, f)



6.4 Das Gauf}-Seidel Verfahren 107

Die in Algorithmus 6.6 vorkommende Operation 9 ® v bezeichnet die kompo-
nentenweise Multiplikation zweier Vektoren, d.h. {9; - t;},_75; , und ist nichts
anderes als die Multiplikation einer Diagonalmatrix mit einem Vektor. Falls
der Relaxationsparameter w im Verlaufe der Iteration konstant bleibt, kann
man ihn im Vorbereitungsschritt mit dem Vektor 0 multiplizieren.

Falls kein Abbruchtest nétig ist, z.B. bei Verwendung als Glatter mit einer fi-
xen Anzahl von Schritten, dann kann man die Berechnung der Skalarprodukte
weglassen und r kann identisch w gewihlt werden.

Per Jacobi-Iterationsschritt tritt somit eine Vektorakkumulation und ein
ALL_REDUCE einer reellen Zahl auf.

6.4 Das Gauf3-Seidel Verfahren

Bezeichnen L und U die strikt untere bzw. obere Dreiecksmatrix von K
aus (6.1) und D die entsprechende Diagonale, so 148t sich die Steifigkeits-
matrix eindeutig als K = L + D + U darstellen. Des weiteren gehen wir von
der Diinnbesetztheit von K aus.

6.4.1 Das serielle Verfahren

Wihle 1
ro=f-K-u
o = oy := (,T)
k=20
while o > tolerance® - o, do
k = k+1
Qk = Qkil*FDfl'(i—L'Qk—(D*FU)'Qkil)
ro=f-K-ub
o = (LD
end

Alg. 6.7 Serieller Gauf-Seidel vorwérts

Der wesentliche algorithmische Unterschied zwischen dem w-Jacobi Verfah-
ren (Alg. 6.5) und der GauB-Seidel Iteration besteht im stdndigen Update
des Residuums zur Bestimmung der Iterierten u”*, dadurch ist die Konver-
genzgeschwindigkeit gegeniiber dem w-Jacobi Verfahren hoher. Diesen Schritt
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betrachten wir in Komponentenschreibweise :

i—1 n
- § k E : k—1
T, = fz — Kz-,juj — KZ'J'U]-
j:l j:i (62)
k . k=1 -1 )
u; = U —{—KM Ty

Die Iterierte u¥ in (6.2) hingt von der Numerierung der Vektorkomponenten,
d.h. ihrer Abarbeitungsreihenfolge ab. Damit ist das Gauf-Seidel-Verfahren
numerierungsabhingig. Um Rechenaufwand zu sparen, wird iiblicherweise im
Abbruchtest von Alg. 6.7 das punktweise Residuum r aus (6.2) anstelle des
Residuums r benutzt. Wir werden uns in weiteren Abschnitt stets auf die-
sen Abbruchtest (r,r) beziehen. Alle Algorithmen sind dann auch auf den
Abbruchtest (D~'r,r) anwendbar, wobei D~'r die Korrektur im k-ten Itera-
tionsschritt darstellt.

Wie aus Alg. 6.7 und dem Graphen in Fig. 6.2 ersichtlich, héingen die Kompo-
nenten von u* voneinander ab, z.B. kann uf erst berechnet werden wenn uf
vorliegt. Allgemein miissen erst alle u® (s < i) vorliegen, fiir welche K;, # 0

(Graph der Matrix !) ist, ehe u¥ berechnet werden kann.

k—1 k—1 k—1 k—1
(R e K LA g K

k k k k
Wi | uy U | U

Fig. 6.2 Datengraph der Gauf3-Seidel-Iteration

Diese Datenabhéngigkeit ist fiir die Parallelisierung hinderlich und macht eine
Vektorisierung unmoglich.

6.4.2 Die Red-Black-Gaul3-Seidel-Iteration

Um trotz der ungiinstigen Datenabhéngigkeiten das Gauf-Seidel-Verfahren auf
Vektor- und Parallelrechnern nutzen zu kénnen, teilt man die Indizes der Vek-
toren in (mindestens) zwei disjunkte Teilmengen wyeq und wpae auf, so dafl
gilt K; j = 0Vi # j € wreq und analog fiir wplack, d.h. innerhalb der Teilmengen
existieren keine Datenabhéngigkeiten.
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Somit a8t sich der Updateschritt in Alg. 6.7 umformulieren zu

k ._ k—1
Uyeq T red + Dred (ired - (Lr‘b + Urb) ublack Dredured )

k o k—1
Uplack ~= ublack + Dy black * (i black (Loy + Ubr) - thog — Dblack@black>

Alg. 6.8 Updateschritt im Red-Black-Gauf-Seidel vorwarts

Der entsprechende Datengraph ist in Fig. 6.3 dargestellt.

i,j € Whlack

i~1,j-1 € Wred

~
<.

Fig. 6.3 Datengraph der Red-Black-Gauf3-Seidel-Iteration

Da innerhalb der "roten” und ”schwarzen Daten” keine Abhéngigkeiten mehr
existieren, ist Algorithmus 6.8 nunmehr leicht vektorisierbar. Diese knotenwei-
se Red/Black-Datenaufteilung ist bei einer Diskretisierung mit dem 5-Punkte
Differenzenstern in 2D anwendbar, bei Verwendung eines 7-Punkte Differen-
zensterns auch in 3D. Komlexere Datenabhéngigkeiten erfordern entsprechend
mehr 7 Farben”.

Fiir die Parallelisierung empfiehlt sich eine Blockvariante obiger Iteration,
in welcher die Bearbeitung ”gleichfarbiger” Datenblocke keinerlei Kommu-
nikation erfordert. Beim Einheitsquadrat ergibt sich eine schachbrettartige
Einfirbung des Gebietes (hier reichen im giinstigsten Fall 2 Farben in 2D ),
welches einer disjunkten Datenaufteilung entspricht.

6.4.3 Das parallele Verfahren

Da der Updateschritt der wesentliche Unterschied gegeniiber dem Jacobi-
Verfahren ist, beschrinken wir uns auf dessen Analyse. Als Datenverteilung
werden die nichtiiberlappenden Elemente vorausgesetzt (Abschnitt 5.1).
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Eine formale Anwendung der Parallelisierungsstrategie des w-Jacobi Verfah-
rens ergibt eine nichtakkumulierte Matrix K, eine akkumulierte Diagonalma-
trix ®, die verteilt gespeicherten Vektoren f, r und die akkumulierten Vektoren
u®, . Im Unterschied zum Jacobi-Verfahren ergeben sich mehrere Varianten.

Variante 1 : formales Ubertragen

Ein formales Umschreiben von Alg. 6.7 mit den parallelen Datentypen ergibt
die erste Variante.

k.

=

P
= w4+ Y AT (f, - Lk — (Do + Uy) -ub )
s=1

Alg. 6.9 Paralleler Updateschritt Gaufi-Seidel : Variante 1

Auf den ersten Blick ist man mit Algorithmus 6.9 bereits am Ziel seiner
Wiinsche, jedoch werden sich bei der Implementierung Schwierigkeiten einstel-
len, welche eine effiziente Parallelisierung fast unmoglich machen. Die gewéhlte
Datenverteilung mit nichtiiberlappenden Elementen ist in Fig. 5.5 dargestellt.

= N k—1
ty = fy— Kypup! KVIU (6.3a)
r
rvi = er E Kvmuv] E KVlJuVj
TNy (6.3b)
k. k-1 -1 § : T
u‘/’l — uv",L + QV,@ N As’il’vz
\
> o k k— 1
' = fE_ KEVuV KE]U (63(3)
4
re: ‘= rEz E KEUUE] E KEUUEJ
Ny —+1
i=Ny+1,No . =Ny (63d)
ko
Up; = uEz E :A
\
to= £ = Kwy — Kigug, (6.3¢)
( i—1 N
™ k k—1
Trg = Tr1i— E Kl,ijuf,j - E Kl,ijul,j
i=Nc+1,Ny J=No+1 =i (63f)
k.
Ui -= uIz +DI@ I
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Die Gleichungen (6.3) schliisseln die Berechnungen in Algorithmus 6.9 ent-
sprechend der, durch die Knotennumerierung analog zu Punkt 5.1 erzeugten,

Blockstruktur der Matrix und Vektoren auf. Die Summe zA ) bedeutet

in jedem Update einer Komponente ¢ die Akkumulation des Resxiuums dieser
Komponente. Die Gesamtanzahl der iibertragenen Worte (No = Ny + Ng)
ist hierbei genauso grof§ wie beim entsprechenden Updateschritt im w-Jacobi-
Verfahren, jedoch sind dies hier Ng einzelne Kommunikationen fiir welche
auch N¢ Startupzeiten hinzukommen. Es gelte tsiartup = € - tword, dann ergibt
sich im Vergleich :

tJacobi = tStartup + NC : tWord < NC ' (tStartup + tWord) = tGS
(NC +C) 'tWord S NC(C+ 1) 'tWOrd
In obiger Ungleichung bekommt der Faktor ¢ mit wachsender Datenmenge auf

dem Koppelrand einen dominierenden Einflufl auf das Verhéltnis der Kommu-
nikationszeiten der zwei Verfahren und es gilt

C+1 Ne—00
t > N, - T Jacobi s C"‘l‘tacoi;
as > C|:C+N0:| Jacob ( ) - t3acob

d.h. die Effizienz des GauB-Seidel-Verfahrens mit dem Updateschritt (6.3) wird
weit unter der des Jacobi-Verfahren liegen.

Durch Ausnutzung von Nachbarschaftsbeziehungen kann dieses Kommunika-
tionsverhéltnis Ng bis auf die maximale Anzahl von Daten auf einer Interfa-
cekante reduziert werden.

Damit (6.3) tiberhaupt verniinftig parallelisierbar ist, miissen die Anforderun-
gen 1 und 2 (Seite 92) an das FE-Netz erfiillt sein, siche Fig. 5.5 . Ist dies
nicht der Fall, so miissen (6.3b) und (6.3d) sequentiell abgearbeitet werden!
Dies kann nur durch eine Red-Black-Numerierung der Interfacekanten erreicht
werden, was bei allgemeinen Gebieten und Diskretisierungen mehr als 2 Farben
erfordert.

Variante 2 : Gauf3-Seidel-w-Jacobi

Die schlechte Parallelisierung von Variante 1 war eng mit der Datenabhéngig-
keit der Iterierten auf dem Koppelrand verbunden. Benutzt man in (6.3b)
und (6.3d) nur die jeweiligen (k—1)-ten Iterierten, vermeidet man diese Daten-
abhéngigkeit und benotigt auch keinerlei Voraussetzungen an die Vernetzung.
Genauso wie zwischen den Blocken "V, E I” wird im Teilgebietsinneren die
GauB-Seidel-Iteration ausgefiihrt. Durch die partielle Anwendung der w-Jacobi

Iteration ist die Konvergenzgeschwindigkeit etwas geringer als beim vollen
GauB-Seidel Verfahren.
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d = diag<K[i7ﬂ)i:1,n
P
g = EAzds
s=1 )
0 = {1/dm}i:1,n
Wihle u°
ro=f-—K-u
P
w = 3 Alr,
s=1
o = o0y := (1o,r)
k =0
while ¢ > tolerance® - o, do
k = k+1
k-1 k—1 k—1
Iy = fv—KV‘Hv —KVE'EE —KVI'QI
P
T
mV - z:lAV,SLV,s
s:
uy, o, ® oy,
- k-1
e = fE—KEv Uy KE'uE Kgr Uy
P
T
wg = EAE,SEE,S
8=
uh = Wl 4o e,
ro= f, - Kow - K- up,
i1 N .
, rrio=Tri— Y, K — > Kpij - uj;
i=Nc+1,N : j=Nc+1 J=t
k—1
uf; = upg A drrrg
wy = Iy
o = (no,r)

end

Alg. 6.10 Paralleler Gauf3-Seidel-w-Jacobi vorwérts
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Die in Algorithmus 6.10 vorkommende Operation 9 ® v bezeichnet die kompo-
nentenweise Multiplikation zweier Vektoren. Auflerdem wurde beriicksichtigt,
dafl im Teilgebietsinneren (”1”) alle akkumulierten Teilvektoren und -matrizen
stets identisch den verteilt gespeicherten Varianten sind.

Beriicksichtigt man, daf die Crosspoints (V") und die Interfacedaten (" £”) in
jedem Falle getrennt akkumuliert werden, dann wird pro Iterationsschritt nur
genausoviel Kommunikation wie beim w-Jacobi Verfahren (Algorithmus 6.6)
benotigt !

Falls kein Abbruchtest nétig ist, z.B. bei Verwendung als Glatter mit einer fi-
xen Anzahl von Schritten, dann kann man die Berechnung der Skalarprodukte
weglassen und r identisch 1o wahlen.

Variante 3 : Gauf3-Seidel-Blockloser

Im Unterschied zu Variante 2, welche (6.3b) und (6.3d) durch ein etwas
schlechteres Verfahren ersetzte, werden nunmehr die entsprechenden Block-
systeme direkt gelost. Voraussetzung fiir eine parallele Auflosbarkeit ist die
in Abschnitt 5.1 geforderte Blockstruktur der akkumulierten Matrizen Rg
und Ry (siehe auch Netzanforderungen 1 und 2). Die Matrixeintrige Rg ;
aus Rp = blockdiag{fg ;}; 1 xummdge sind fiir Kanten und lineare Ansatz-
funktionen tridiagonal und lassen sich somit problemlos invertieren (Thomp-
son/Progonka). Die Matrix Ry ist normalerweise eine Diagonalmatrix.
Genauso wie zwischen den Blécken "V, E, I” wird im Teilgebietsinneren die
GauBl-Seidel-Iteration ausgefithrt. Durch die partielle Anwendung eines direk-
ten Losers ist die Konvergenzgeschwindigkeit etwas besser als beim GausSeidel
Verfahren.

Beriicksichtigt man, dafl die Crosspoints (" V") und die Interfacedaten (" E”) in
jedem Falle getrennt akkumuliert werden, dann wird pro Iterationsschritt nur
genausoviel Kommunikation wie beim w-Jacobi Verfahren (Algorithmus 6.6)
benotigt, allerdings ist der Vorbereitungsschritt durch die Akkumulation der
Matrix (tridiagonal) fast 3-mal so aufwendig.

Die akkumulierten Matrizen Kz und Ky miissen in obigem Algorithmus zusétz-
lich gespeichert werden, da die nichtakkumulierten Matrizen Kg und Ky, noch
in den Matrix-mal-Vektor Operationen benétigt werden.

Falls kein Abbruchtest notig ist, z.B. bei Verwendung als Glatter mit einer fixen
Anzahl von Schritten, kann man die Berechnung der Skalarprodukte weglassen
und r identisch to wéhlen.

Aufgabe 6.1. Geben Sie eine Variante von Algorithmus 6.11 an, welche ohne
die doppelte Abspeicherung von Kz und Ky auskommt !
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P
o T
RV i ZAV,SvasAvus
s=1
T
Rp = Y Ap KpAp,s
s=1
Wihle u°
ro=f-K-u
T
w o= Y AT,
s=1
o = oy = ()
k=0
while ¢ > tolerance? - o, do
k = k+1
R k—1 k—1 -1
ry = fy—Ky-uy —Kyg-up — Kyr-uy
P
o T
o, = ZIAV,SEV,S
s=
e | -1
i +Rv'kmv k—1 k—1
rg = fp—Kpv-u —Kg-up — Kgr-uy
P
o T
mE T ZIAE,SEE,S
s=
koo k-1 -1
up = uUp +Rp g
~ k k
rr = L—KIV'EV—KIE'EE
i-1 . N o
, rrio= Tra— o Krgeup;— 30 Krgg-up;
i=Nc+1,N : j=Nc+1 j=t
P . |
Up; = Up, +dri g
Wy = Iy
o = (w,r)
end

Alg. 6.11 Paralleler Gauf-Seidel-Blockléser vorwérts
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6.5 Unvollstindige Zerlegungen

Schon seit Jahrzehnten wird zum Loésen von (6.1) die Matrix K in eine obe-
re Dreiecksmatrix U und eine untere Dreiecksmatrix L zerlegt. Wahrend die
Auflésung der resultierenden, gestaffelten Gleichungssysteme mit diesen Drei-
ecksmatrizen sehr schnell ausfithrbar ist, explodiert die Rechenzeit fiir die Fak-
torisierung

K = LU, (6.4)

da sich die Anzahl der arithmetischen Operationen wie O(N?) verhilt. Bei
der Faktorisierung diinnbesetzter Matrizen tritt ein Fill-In auf, welches bei
einem sehr ausgediinnten Besetztheitsmuster der Matrix (FEM, FDM, ...) zu
einem gravierenden Mehraufwand an Speicher zur Abspeicherung der zerlegten
Matrix fiihrt.

Aus diesen beiden Griinden heraus wird versucht, die Matrix K in Dreiecks-
matrizen L und U mit dem gleichen Besetztheitsmuster zu zerlegen. Die Glei-
chung (6.4) gilt dadurch nicht mehr, zur exakten Beschreibung mufl noch eine
Restmatrix P in Betracht gezogen werden:

K = L-U-P. (6.5)

Die entstandene Faktorisierung L-U bzw. U - L kann in der einfachen Iteration
zur Approximation des Defektes genutzt werden (auch anstelle von D~ in der
Jacobi-Iteration in Alg. 6.5).

Es gibt spezielle Faktorisierungen fiir symmetrische, positiv definite Matrizen
(ICC= Incomplete Cholesky) und Faktorisierungen, die ein gewisses Fill-In zu-
lassen (ILU(m)). Auch Lumpingtechniken, d.h. wegzulassende Eintrége werden
auf die Hauptdiagonale addiert, sind in Verwendung (MAF).

Im folgenden betrachten wir die unvollstéindige Faktorisierung (6.5) fiir nicht-
symmetrische Matrizen K ohne Fill-In, d.h. die klassische ILU(0) Faktorisie-
rung, und den entsprechenden Auflésungsschritt L-U -w =1 .

6.5.1 Der serielle Algorithmus

Unter Benutzung der Blockstruktur (5.4) der Matrix und Vektoren aus Ab-
schnitt 5.1 schreiben wir die blockweise LU-Zerlegung mit einer typlosen Ma-
trix K und typlosen Vektoren auf.

Die Restmatrizen P dienen nur der sauberen Notation des Algorithmus, in der
praktischen Rechnung werden sie weggelassen. Innerhalb der einzelnen Blocke
wird die punktweise ILU verwandt.
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Bestimme

Ly, Uy Ky = Ly -Uy — Py

Ly Kgy = Lgpy -Uy — Pgy

Lrv Kry = LUy — Prv

Uve Kyg = Ly -Uyg — Pye

Uvr Ky; = Ly -Uyr — Pyg
Kg = Kg— Lgy - Uyg
Kgr == Kgr— Lgyv - Uyy
Kig = Kig— L -Uvg
K; = K;— Ly -Uyg

Bestimme

Lg, Ug Kgp = Lg-Ug — Pg

Lk Kig = Lig-Ug — Prg

Uer Kgr = Lg-Ugr — Pgr
K; = K;— Lig - Upy

Bestimme

Ly, Up Ky = L;-U— P

Alg. 6.12 Serielle Block-ILU-Faktorisierung

I) SolveL-u=r

Uy = L(/lfv

Ug = L' (rg — Levuy)

Uy = L' (r; — Lipug — Livuy,)
IT) SolveU-w = u

Wy = UI_IQI

Wp = Ugl(ﬂE - UEIMI)

Wy = Uy (uy — Uvpwy — Uvrwy)
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6.5.2 Die parallele ILU-Faktorisierung

Die erste Idee zur Parallelisierung der ILU ist die einfache Ubertragung von
Algorithmus 6.12 auf eine akkumulierte Matrix K. Natiirlicherweise sind £
und U ebenfalls akkumuliert. Jedoch miissen nun wegen (5.30) und (5.31) die
Forderungen 5.19 und 5.22 an die Vernetzung aus Abschnitt 5.1 erfiillt sein.

i=1

Determine Why parallel 7
Ly, Uy Ry = Ly - Uy — Py mesh — diagonal matrix
Ly Rev = Lev - Uy — Pry DD, mesh — block matrices
Ly Ky = Ly -Uy — Pry DD, mesh — block matrices
Uve Rve = Ly - Uyg — Pyg DD, mesh — block matrices
Uvr Ryr = Ly -Uyr — Py DD, mesh — block matrices
Modify

RE = R — Lev - Uk same matrix type

Kpr := Kgr— £pv -Uy; same matrix type

Kig = Kig— Ljy -Uyr same matrix type

K; .= Ky — Ly -Uyg same matrix type
Determine
Lp, Up Reg = L -Ug — Pg DD, mesh — block matrices
L[E K[E = L]E'ilE—P[E DD — block matrices
Ugr Kgr = £ -Ugr — Pgr DD — block matrices
Modify

K; = Ki—Ljg-Ugy same matrix type
Determine
L1, Uy Ry = L1 U —P; DD — block matrices

Alg. 6.14 Parallelisierte £41-Faktorisierung

Da die redundant gespeicherten Matrizen Ry, Rg, Rg, Rpy und Ky g nach der
Akkumulation bis zur Zerlegung nicht mehr modifiziert werden, kann und muf
die Akkumulation vor der Faktorisierung ausgefiihrt werden.

In 3D kommt noch ein Block mit den Faces ”F” hinzu. Die entsprechende
Faktorisierung ist analog, jedoch ergeben sich weitere Forderungen an die Ver-
netzung.

Betrachtet man den Auflésungsschritt o = ¢! - €71 - r nither und tréigt den
mit akkumulierten Matrizen erlaubten Matrix-Vektor-Multiplikationen (5.30)
und (5.31) Rechnung, so sieht man aus Gleichung (5.34a), dal 3 Vektortyp-
umwandlungen auftreten miissen. Die Diagonalmatrix R mit der Anzahl der
am Knoten anliegenden Teilgebiete wurde in (5.6) definiert.
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P
) v =Y Alx V) wy =0y
i=1
M =Ly, wp = U5 (up — Uprw;)
ug = L5 (tp — Sevyy) wy =4y (uy — Yy pwp
up =Ly (r; — Lipup — Liviy) —Uviwy)
P
) u :=Rlu V) mo= Y Alw,
i=1

Alg. 6.15 Paralleler Auflésungsschritt £-3 -0 =r

Verbesserung : Der Nachteil von Algorithmus 6.15 besteht vor allem darin, daf3
jeweils gerade ein anderer als der gegebene Vektortyp benotigt wird. Dadurch
sind 3 Vektortypumwandlungen mit 2 Akkumulationsschritten notwendig. Dies
bedeutet in einem Iterationsverfahren mit der /LU als Vorkonditionierer dop-
pelten Kommunikationsaufwand gegeniiber dem w-Jacobi-Verfahren.

— Ein Auflésungsschritt o = £71 - 41 . r wiirde laut (5.33a) nur eine Vek-
tortypumwandlung mit einer Akkumulation bendtigen.

6.5.3 Die parallele IUL-Faktorisierung

Zur Uberwindung der doppelten Kommunikation in Algorithmus 6.15 wird
eine unvollstandige U £-Faktorisierung benutzt.

Der Durchlaufsinn kehrt sich gegeniiber der ILU-Faktorisierung um. Dadurch
werden die redundant gespeicherten Matrizen Ky, Kg, Kg, Kgy und Ky g
wihrend der Faktorisierung lokal veréndert, so dafl ihre Akkumulation erst
kurz vor der entsprechenden Faktorisierung ausgefithrt werden darf !

Der Auflésungsschritt ist nur noch eine Anwendung von (5.33a).
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Start K
Determine Why parallel ?
Uy, Ly K; =Ur-Li— Py DD — blocks matrices
Lig Krg = Ur-Lig— Prg DD — blocks matrices
L[V K[V = U[ . L[V — P[V DD — blocks matrices
Ugr Kgr = Ugr-Lr — Pgr DD — blocks matrices
Uyr Kyr = Uyr-Lr— Pyg DD — blocks matrices
Modify
Kg := Kg —Ugr-Lig same matrix type
Kev = Kgy —Ugr - Liv same matrix type
Kve = Kyg —Uyr-Lig same matrix type

Ky := Ky = Uy - Liv

same matrix type

Accumulate Rg, Rgv, Rve

DD, mesh — blocks matrices
DD, mesh — blocks matrices
DD, mesh — blocks matrices

P
e.g. Rpy = z:lA§,iKEV,iAV,i
i=
Determine
Up, £g Re=Ug -Lg— Pg
Uv g Rve=UEe -Lg—Pvg
Lpv Rpv =Up - Lgv — Prv
Modify

Ky = Ky —Uyp- Ry Lpv

same matrix type (5.34a)

Accumulate Ry

Determine

Uy, Ly Ry =y - Ly — Py

mesh — diagonal matrix

Alg. 6.16 Parallelisierte IUL-Faktorisierung

I) EI = U;ltl
Ug = uil(KE —Ugpruy)
uy = Ll(/l(iv —Uypup — Uvrur)

P
) u =3 Ay,
=1

) 1y = L'y,

Wg = 3;:1(215 - Lpvioy)
w; =L (u; — Liptog

—Lvwy)

Alg. 6.17 Paralleler Auflosungsschritt 4 - £ -

r
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6.5.4 Vergleich von ILU- und IUL-Faktorisierung

Die Losungsansétze in den beiden vorangegangenen Abschnitten unterscheiden
sich kaum bzgl. der Arithmetik, dagegen etwas im Kommunikationsverhalten,
Tabelle 6.1 falt das Kommunikationsverhalten zusammen.

Tab. 6.1 Kommunikation in ILU und IUL

| ILU: £ -4 | IUL:4- &
Vorbereitung Matrixakkumulation —
Faktorisierung — Matrixakkumulation
Auflosung 2 x Vektorakkumulation 1 x Vektorakkumulation

Die fiir die einmalige Assemblierung der Matrix notwendige Kommunikation
muf in jedem Falle fiir die Kanten- und Crosspointknoten separat durchgefiihrt
werden. Somit ist die Kommunikationszeit in den Algorithmen 6.14 und 6.16
identisch. Entsprechend der FE-Diskretisierung liegt die Steifigkeitsmatrix K
in jedem Falle verteilt gespeichert vor, so dal diese Kommunikation nicht ein-
gespart werden kann (Abschnitt 5.1).

Mit Hinblick auf die Kommunikation ist die [UL-Faktorisierung (6.16)im par-
allelen Fall zu empfehlen.

6.5.5 Die IUL-Faktorisierung in 3D

In 3D kommt mit den Faces, d.h. 2D-Interfaces, noch eine weitere Gruppe von
Knoten hinzu. Damit sieht ein Vektor wie (ul,, uL, uf, u?)” aus. Analoge neue
Blocke treten in den Matrizen auf. Wahrend der Auflésungschritt in Alg. 6.18

analog zu Alg. 6.17 ist, mufl man bei der Faktorisierung etwas aufpassen.

6.5.6 Die IUL-Faktorisierung mit reduziertem Besetztheitsmuster

Im 3d-Fall bzw. bei Verwendung von bilinearen/quadratischen/... Elementen
in 2d kénnen die Matrixanforderungen der Sétze 5.1. und 5.2. aus Abschnitt 5.1
nicht mehr eingehalten werden. Hier mufl an Stelle der Originalmatrix K die
Forderungen erfiillende Matrix K faktorisiert werden, d.h. alle stérenden Ein-
trage werden entfernt bzw. auf die Hauptdiagonalen verteilt. In jedem Falle
muf} aber auch das (meist als Indexfeld gespeicherte) Besetztheitsmuster ent-
sprechend gedndert werden !
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Keg = Kg —Ugr-Lig
Kev = Kgy —Ugr- L1y
Kve == Kyg —Uyr-Lig
Ky = Ky = Uy Liv

Start K

Determine Why parallel 7

Ur, Ly K; = U Ly DD — blocks matrices
Lig Kig = Ur-Lig DD — blocks matrices
Ly Kiv = Ur- Ly DD — blocks matrices
Ugr Kgr = Ugr- Ly DD — blocks matrices
Uvyr Ky = Uy Ly DD — blocks matrices
Modify

same matrix type
same matrix type
same matrix type
same matrix type

Accumulate Rr, Rrg, Rrr, Rrv, AvE

P
._ T
Rrv = Y AL Kpvidy,
i=1

Kev == Kpy —Upr - R - Lry
Kvep = Kygp —yvp- Ry Lrp
Ky = Ky —Uyp- R;wl - Lpy

e.g. -
i=

Determine

Up, Lp Rr=Ur- - Lp DD, mesh — blocks
Upp Rer =Ugr - Lr DD, mesh — blocks
LrE Rre =4 - LrE DD, mesh — blocks
Uy p Rvr =Uyr-LF DD, mesh — blocks
L£rv Rry = Up - Lrv DD, mesh — blocks
Modify Keg = Kg —Ugp - R}l -Lre same matrix type

same matrix type
same matrix type
same matrix type

Accumulate RE, Rev, Rve

P
._ T
Rpv = Y AR Kevidv,
i=1

e.g. _
i=

Determine

Up, Lp Rp=Ug - Lg DD, mesh — blocks

Uy p Rvep =g Lg DD, mesh — blocks

Lev Rev = Ug - Lpv DD, mesh — blocks

Modify Ky = Ky —Uyg- REl -Lpv same matrix type

Accumulate Ry —

Determine

Uy, Ly Ry =y - Ly mesh — diagonal matrix

Alg. 6.18 Parallelisierte IUL-Faktorisierung in 3D
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6.6 Der Schurkomplement CG

6.6.1 Das Schurkomplement

Der Begriff des Schurkomplements geht auf den Mathematiker Isaai Schur?
(1894-1939 in Deutschland arbeitend) zuriick. Wir fithren den Begriff von ei-
nem anderen Ansatz her ein.

. N 0=0,u0,
. I'p =00
Fe={(ly:0<y<1}
@ —> ”I”
O
0 7
0 Ql 1 2 2

Fig. 6.4 2 Superelemente (=Teilgebiete) mit Diskretisierung

Die FE-Knotenverteilung in Fig.6.4 induziert im zu lésenden Gleichungssy-
stem (6.1) eine Blockstruktur :

Ke  Kerg Kerp Uo fe
Kion  Krg 0 | Ura = im : (6.6)
Kicp 0 Kip Ur o iIQ

Eine GauBelimination des oberen Dreiecks der Matrix in (6.6) ergibt das gestaf-
felte Gleichungssystem

(220 (2) = (%) o

mit dem Schurkomplement
Se = Ko— KoK 'K (6.8)
= (Kci— K01,1K511K10,1) + (Kep — KCI,QK;%KICQ)
und der modifizierten rechten Seite
9. = fo—KaKr'f, .

11875 (Mohilev am Dnjepr) - 1941 (Tel Aviv)
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Hierbei ist K;c = (Kw’l ) und K; = blockdiag{ K1, K75} . Die Matrix S¢ ist

Kic,2
i.a. vollbesetzt, in bestimmten Féllen 148t sich das Schurkomplement explizit
angeben.

Der Hauptnutzen obigen Gleichungssystems (6.7) besteht darin, daf§ durch
die Blockdiagonalstruktur von K7 die Invertierung der lokalen Matrizen K7,
und K7, hintereinander fiir jedes Superelement ausgefiihrt werden kann, wo-
durch den Hauptspeicher iibersteigende Probleme durch Auslagerung der nicht
benotigten Daten auf externe Datentréger trotzdem gelost werden kénnen. Die-
ses Vorgehen wurde in den 60/70-ger Jahren als Element-by-Element Methode
(EBE) bekannt.

I) 9, = ic
for s:=1to P do
9o = QC_KCLS'K;SI 'L,s

end
II) Lése Sc-ze = g,
IIT) fors:=1to P do
x, = K} (L,s — Ko -£c>

end

Alg. 6.19 Element-by-Element Methode

Da das Schurkomplement nur in den seltensten Fiéllen explizit angebbar ist,
16st man oft das reduzierte Gleichungssystem (mit vollbesetzter Matrix !) in II)
mittels eines geeigneten Iterationsverfahrens. Der Vorteil besteht darin, dafl
die in jedem Iterationsverfahren notwendige Matrix-mal-Vektor Multiplikation
parallel ausgefiihrt werden kann :

e = SCQC

P
—1
- (KC,S - KCI,SKLSKIC,S) Weo s -
=1

S

Die superelementweise Invertierung der K7, geschieht durch einmalige LU-
bzw. Choleskyzerlegung, wodurch die weitere Anwendung von K;Sl nur noch
in den Riicksubstitutionsschritten besteht.
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6.6.2 Der parallele Schurkomplement-CG

Falls die Matrix in (6.1) symmetrisch und positiv definit ist, so ist auch das
entsprechende Schurkomplement symmetrisch und positiv definit. Damit ist
Zeile II) des Algorithmus 6.19 mittels eines CG iterativ 19sbar.

Aufgabe 6.2. Schreiben Sie den parallelisierten Schurkomplement-CG auf,
betrachten Sie insbesondere die Matrix-Vektor Multiplikation.

Fiir den Vorkonditionierungsschritt im Schurkomplement-CG wurden verschie-
dene Techniken zur Approximation des Schurkomplements entwickelt, einige
sind in [Dry 84, BPS 89, TCK 92] zu finden. Ein Ansatz iiber BEM und Mul-
tigridmethoden ist in [CKL 96| zu finden.

6.7 Die Multigridmethode

Es existiere eine Folge von regulidren (FE-) Netzen T, (k=11¢), wobei das feinere
Netz/Gitter Ty, 1 aus dem groberen T hervorgegangen ist (einfachster Fall:
Viertelung aller Dreiecke in 2D). Fiir diese Gitterhierarchie soll T; C T, C
-+ C %y gelten.

Die gegebene Differentialgleichung wird auf jedem Gitter ¥ diskretisiert, so
daf einen Folge von Gleichungssystemen

Ki-up = f, (6.9)

mit den jeweiligen diinnbesetzten, symmetrischen und positiv definiten Stei-
figkeitsmatrizen K entsteht.

Eine Analyse des (nichtoptimalen) Konvergenzverhaltens der Iterationsverfah-
ren in den Abschnitten 6.3 und 6.4, mittels einer Zerlegung des Fehlers in die
Eigenfrequenzen der Matrix K, liefert :

e Die Fehleranteile mit hohen Frequenzen werden sehr schnell reduziert.

e Die niedrigfrequenten Fehleranteile bestimmen das langsame Konvergenz-
verhalten der klassischen Verfahren.

—> Man braucht ein Verfahren, welches die niedrigfrequenten Fehlerantei-
le e}y kostengiinstig reduziert, bei Beibehaltung der schnellen Reduktion hoch-
frequenter Fehleranteile epigy,.

—> Zweigitteridee :

Reduziere ey;g auf dem Gitter T, (Glattungsschritt) projiziere den Restfehler
auf das grobere Gitter T, 1, 16se dort exakt, interpoliere die erhaltene Korrek-
tur (Defektkorrektur) wieder auf das Feingitter ¥, und addiere sie zur bereits
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erhaltenen Losung. Oft werden hinterher die verbliebenen hochfrequenten Feh-
leranteile nochmals gegléttet.

e Die Multigrididee ersetzt nun den exakten Loser bei der Defektkorrektur
wiederum durch eine Zweigitteridee auf dem Gitter £ — 1, usw., bis hinunter
zum grobsten Gitter T, welches exakt gelost wird.

6.7.1 Der serielle Algorithmus

Zur Formulierung des Multigridalgorithmus bendtigen wir die folgenden
zusétzlichen Matrizen und Vektoren :

o / ,’;_1 : Restriktionsoperator um Daten vom feinen auf das grobe Gitter zu
transferieren.

e [F | : Interpolationsoperator um Daten vom groben auf das feine Gitter zu
transferieren.

o Swre: Vorgliattungsoperator zur Reduktion von epigh, Vpre-mal angewandst.
o Svest: Nachglattungsoperator zur Reduktion von enign, Vpost-mal angewands.
o d, : Defekt auf k-tem Gitter.

o w, : Korrektur auf k-tem Gitter.

e MGM” : Rekursive Multigridprozedur, v-mal aufgerufen (v = 1 - V-Zyklus,
v =2 - W-Zyklus)

Als Vor- bzw. Nachglattungsoperatoren konnen z.B. die Iterationsverfahren
aus 6.3 - 6.5 gewahlt werden.

if (k==1) then
Solve Ky - u; = il Grobgitterloser

else
uy, = S;?ere (K, uy, ik) Vorglittung
d;, = ik — K}, - uy Defektberechnung
di_, = ],]:_1 - dy, Restriktion des Defektes
Wy =0
Wy = MGM’Y(Kk,l,wg_l, dy_1,k — 1) Defektsystem
Wy, = Ilf—l cWp_q Interpolation der Korrektur
W = up + Wy, Addition der Korrektur
Uy, = S;’gs"t“(Kk,ﬂk,fk) Nachgléttung

endif

Alg. 6.20 Serielles Multigrid : MGM(Kk'va:ika k)
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Falls Multigrid als Vorkonditionierer im CG verwandt werden soll, muf der ent-
sprechende Multigriditerationsoperator symmetrisch sein. In diesem Falle wer-
den Interpolation und Restriktion, sowie Vor- und Nachglédttung so gewahlt,

daB [F7! = (I,’Cil)T und S = (Spost)T mit Vpre = Vpost gelten. Das Defektsy-

pre

stem auf dem grobsten Gitter wird direkt gelost.

6.7.2 Die parallelen Komponenten

Trivialerweise ist der Multigridalgorithmus parallelisierbar, falls seine einzel-
nen Komponenten Interpolation, Restriktion, Glattung und Grobgitterloser
parallelisierbar sind. Wenn wir die nichtiiberlappende Elementaufteilung aus
Abschnitt 5.1 bereits auf dem grobsten Gitter T benutzen, so bleibt diese
Aufteilung auf simtlichen feineren Gittern erhalten.

B frt B m
A fl A Al
(A gl A g A1
i +—u - H—a
[ fr 28, [ | b am, B —"C” Grobgitter
(A g 4 ql A g & A1 e —7"1” Grobgitter
[0 —7C” Feingitter
(A 4 il A = o —"I” Feingitter
4 H4— £4 H—u

Fig. 6.5 Nichtiiberlappende Elemente bei zwei Gittern

Die Steifigkeitsmatrizen Ky seien verteilt gespeichert. Aus den Erfahrungen
der vorangegangenen Abschnitten (insbesondere 6.1) ist in Alg. 6.20 folgende
Zuordnung der Vektoren zu den zwei Typen a priori erkennbar:

e Akkumulierte Vektoren : Uy, W, 1oy, .
o Verteilte Vektoren : f,, d, .
e Noch frei: uy, wy 1, w? |, dyp_; -
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Die Interpolation

Betrachtet man Fig. 6.5 und die entsprechende, aus der Netzverfeinerung her-
vorgehende Interpolation, so ist fiir die 3 Knotenklassen V| E, I folgendes er-
kennbar :

1. Die Interpolation ]"37 41 innerhalb der Crosspoints ist die (evtl. skalierte)
Identitat I .

2. Crosspoints (V') gehoren vollstéandig zum grobsten Gitter und werden somit
nie durch Kanten- (E) oder innere (/) Knoten interpoliert

= [5E,k—1 = ]lel,k—l =0.

3. Die Interpolationmatrix auf den Kanten zerfillt in Blocke

= [g,k—l = blOdeiag{[gj,k—l}izl,NumEdges .

4. Kantenknoten werden nie durch innere Knoten interpoliert

= Iprp1=0 .

5. Offensichtlich zerfillt auch die Interpolationmatrix auf den inneren Kno-
ten (7) in Blocke

—> I}, = blockdiag{I} ,_,},_1p -

Somit besitzt die Interpolationsmatrix I}, eine Blockstruktur, in welcher nur
das untere Blockdreieck ungleich 0 ist. Die Blockstruktur ist insbesondere so
geartet, da} (5.30) anwendbar wird.

— Interpolation ist akkumuliert : 3§ _, .
—> Vektor w,_, ist akkumuliert.

Man hétte die Interpolationsmatrix prinzipiell auch vom verteilten Typ wéahlen
kénnen, hétte sich dann aber in der Interpolation bzw. in der nachfolgenden
Addition eine Kommunikation bei der erforderlichen Typumwandlung einge-
handelt.

Keine Kommunikation in der Interpolation !

Die Restriktion

Wiéhlt man die Restriktion als die transponierte Interpolation, d.h.

It = (],’C[l)T, ergibt sich die Dreiecksstruktur der Matrix, soda (5.31) an-
wendbar ist.

= Restriktion ist akkumuliert : 35 .
—> Vektor d,_, ist verteilt gespeichert, d; sowieso.

Hier ist eine Abspeicherung als verteilte Matrix wiederum prinzipiell moglich,
wiirde jedoch vor der Restriktion eine Akkumulation von d, erfordern.

Eine Verwendung der Injektion als Restriktion dndert nichts an diesen Aussa-
gen.
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Keine Kommunikation in der Restriktion !

Die Glittung

Die Gléittungsoperatoren S . und S . wie w-Jacobi, GauB-Seidel und ILU
(6.3 - 6.5) benotigen als Input stets eine akkumulierte Startlosung u’, eine
verteilt gespeicherte rechte Seite f und eine verteilte Matrix K. Die iterierte
Losung u ist stets akkumuliert. Innerhalb des Iterationsverfahrens ist in jedem

Falle mindestens eine Akkumulation nétig.

= Vektor u, ist akkumuliert, 1, und 1, sowieso.
— Vektor nof ist akkumuliert.
Kommunikation innerhalb der Glattung !

Der Grobgitterloser

Das eigentliche Parallelisierungsproblem in (Multilevel- und) Mehrgitterver-
fahren ist das exakt zu l6sende Grobgitterproblem

P P
Y ALKAGw = Y AT f, . (6.10)
s=1

s=1

Folgende Losungsansétze sind denkbar und werden verwendet :

1. Direkter Loser - seriell

Grobstes Gitter ist so klein, daf es ein Prozessor Py zusétzlich speichern kann.
e Assemblierung K; (REDUCE).

e Assemblierung f; (REDUCE).

e Prozessor Py 16st &1 -uy = L

e Verteilen von u; (SCATTER).

Diese Vorgehen ist allerdings rein sequentiell !!
2. Direkter Léoser - parallel

Auch das grobste Gitter wird verteilt gespeichert und das Grobgittersystem
direkt parallel gelost. Im Auflosungsprozef treten Loadinbalancen auf.
3. Iterative Loser - parallel

Hier wird keine Assemblierung von K; und f; benoétigt, jedoch tritt in jedem
Iterationsschritt mindestens eine Akkumulation auf (siche 6.1 - 6.6).

Achtung : Die evtl. beabsichtigte Symmetrie des Multigridoperators wird bei
den CG-édhnlichen Verfahren zerstért. Um sie zu erhalten, mufl z.B. eine le-
xikographisch vorwértige Gauf-Seidel Iteration stets mit einer riickwértigen
gekoppelt werden.
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Prinzipiell ergibt sich beim Grobgitterloser durch das ungiinstige Verhéltnis
von Arithmetik zu Kommunikation eine Verschlechterung der Parallelisierung.
Dies duflert sich bei 32 und mehr Prozessoren ganz deutlich im W-Zyklus , der
sehr oft auf die groben und insbesondere das grobste Gitter zugreift.

Ein Losungsversuch besteht in der Verteilung des Grobgitters auf weniger als
P Prozessoren, jedoch ist dann bei der Interpolation und Restriktion zwischen
bestimmten Gittern ¢y und ¢y + 1 Kommunikation notwendig.

Kommunikation im Grobgitterloser !

6.7.3 Der parallele Algorithmus

Unter Beachtung im vorigen Abschnitt behandelten Anforderungen an die
Multigridkomponenten, ist die Parallelisierung von Alg. 6.20 recht einfach.

if (k==1) then
P P
Solve ZIA;F,I KASJ u = ZlAzl f571 Grobgitterloser
8= sS=
else
uy = Szire(Kk,gk,fk) Vorglidttung
d; = f, — Kg - i Defektberechnung
d,_, = j,’f:l -d;, Restriktion des Defektes
wp =0
w, ; = PMGM7(K;_1,0% | d, 1,k — 1) Defektsystem
o, = 32_1 S L P Interpolation der Korrektur
uy, = ﬁk + 1o, Addition der Korrektur
U = SgggSt(Kk,Zlk,fk) Nachglattung
endif

Alg. 6.21 Paralleles Multigrid : PMGM(Ky, uy, f, k)
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6.8  Vorkonditionierung Iterativer Verfahren

Die Typumwandlung o = 25:1 AJT[j im CG (Fig. 6.2) als Matrix geschrie-
ben, stellt sich als akkumulierte Einheitsmatrix dar und ist somit dquivalent zu
Gleichung (5.32b) mit den Komponenten 9tp = J und 9, = My = 0. Daher
suchen wir nach Vorkonditionierern welcher nicht wesentlich mehr Kommuni-
kation benotigen als diese Umwandlung von verteilten zu einem akkumulierten
Vektor.

6.8.1 Akkumulierte Vorkonditionierer

Nunmehr 1&8t sich ein akkumulierter Vorkonditionierer aus den Gleichun-
gen (5.32b), (5.33a) und (5.34a) auswihlen. Insbesondere letzterer ist inter-
essant.

Bemerkung 6.2. Die in den Abschnitten 6.3 bis 6.7 behandelten Iterations-
verfahren sind jeweils als Vorkonditionierer im CG (spd) bzw. GMRES ge-
eignet. Im Falle einer symmetrischen Steifigkeitsmatrix pafit die ASM-DD-
Vorkonditionierung [HLM 91] unter Benutzung von Schurkomplementvorkon-
ditionierern [BPS 89, TCK 92] exakt ins Schema von Gleichung (5.33a).

6.8.2 Verteilte Vorkonditionierer

p
Méchte man eine verteilte Vorkonditionierungsmatrix C~1 = >~ ATC 1 A; be-
i=1
nutzen ist eine zweifache Vektortypumwandlung notwendig (Abschnitt 5.1).
Deshalb sieht der Vorkonditionierungsschritt wie folgt aus :

P P P
wo=C"Y Al = AT (C;l-AZ» > AJTEJ) . (6.11)
j=1 i=1 Jj=1

Die Matrix K ist nicht assembliert und daher stellen die Teilmatrizen K, eine
PDE 2. Ordnung in €2; mit homogenen Neumann Randbedingungen an den
inneren Réandern 0€); \ 092 dar. Fiir den Laplaceoperator kann dies zu einer
singuldren Matrix K; fithren! Daher ist die Wahl C; = K; ungiinstig.

Eine andere Moglichkeit besteht in der Akkumulation der Steifigkeitsmatrix K
und der Wahl C; = K;. Der lokale Vorkonditionierer C; reprisentiert nunmehr
eine PDE 2. Ordnung im Gebiet QZ mit homogenen Dirichlet Randbedingun-
gen, wobei Q; das um die néchste Schicht von Elementen vergroflerte Ge-

biet §2; darstellt. Damit ist dieser Vorkonditionierer vom iiberlappenden Typ,
siche [SBG 96].



7 Die Parallele Losung von
Erhaltungsgleichungen

Die in diesem Kapitel dargestellten Auflésungstechniken fiir Erhaltungsglei-
chungen sind bewuf3t simplifiziert dargestellt, um den eigentlichen Zweck die-
ses Kapitels, die Parallelisierungsansdtze nicht in den Hintergrund treten zu
lassen.

7.1  Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Die Darstellung der Navier-Stokes-Gleichungen in konvektiver Form und ihr
serieller Auflosungsprozef folgen im wesentlichen der Dissertation von Volker
John [Joh 97].

7.1.1 Die Differentialgleichungen

Aus der Impulsbilanz und der Massenerhaltung einer inkompressiblen (ho-
mogenen) Fliissigkeit ergeben sich die inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen.

Gesucht ist u(x,t) € [C?(Q) U C(Q)] x [C*((0,T]) UC([0,T])] , so daB gilt :

uw —vAu+ (u-V)u+Vp = f in Q x (0,7
V-u =20 in Q x (0,7
auf 092 x (0,7

) (7.1)
u(z) = ug(x) firt =0
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In den Gleichungen 7.1 bezeichnen :

u - Vektor der Geschwindigkeitskomponenten,

p - Druck (genauer p := p/p),

f - Kraftfeld

v - kinematische Viskositét

g - Dirichlet-RB

ug - Anfangsbedingungen.
Falls Geschwindigkeit und Druck zeitunabhéngig sind, erhélt man die stati-
oniiren Navier-Stokes-Gleichungen. Gesucht ist u(z) € C%(Q) U C(Q) ,
so daf gilt :

—vAu+ (u-V)u+Vp = f in Q
V-ou =0 in Q (7.2)
u =g auf 02

Eine weitere Vereinfachung ergibt durch Weglassen des Konvektionsterms
(u-V)u die Stokes-Gleichungen

—vAu+Vp = f in
V-u =20 in Q (7.3)
u =y auf 02

Die zu (7.1) - (7.3) passenden Variationsformulierungen mit v € H', p € Lo
und passenden Ansatzrdumen lassen sich leicht herleiten (siehe [Joh 97],...).
Die anschlieBende Diskretisierung mittels FEM, FVM liefert

e cine Folge (7.1)
o von nichtlinearen, nichtsymmetrischen (7.2)
) und indefiniten (7.3) Gleichungssystemen.

Um die Stabilitdt der Diskretisierung zu sichern (Erfiillung der diskreten
inf sup-Bedingung), werden u.a. die in Abschnitt 7.1.3 erwéhnten Elemente
benutzt.
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7.1.2 Die serielle Auflésung
Zur Zeitdiskretisierung von (7.1) benutzen wir das 2-schichtige gewichtete Dif-
ferenzenschema (L bezeichne den Differentialoperator)

Y(txs1) —y(tx)
ki1 — i

+oL(y(tx1)) + (1 — o) L(y(tk))

= of(txs1) + (1 —0)f(tx) .
Fiir 0 = 0 erhélt man das explizite Schema (Stabilitdt mufl gesichert werden!),
fiir 0 = 1 das rein implizite und
fiir o = % das Crank-Nicolson Schema.
Es sind auch 3-schichtige Differenzenschemata anwendbar.

Bezeichne
T =txgy1 — tx : Zeitschrittweite
M : Massenmatrix — (w,v)p, — u
D : Diffusionsmatrix — a(u,v) — Au
C(u) : Konvektionsmatrix — b(u,u,v) — (u-Vu
B : Gradientenmatrix — (p,V-v) «—— Vp
BT : Divergenzmatrix — (¢,V-u) «— V-u
uf =u(tyg) : Geschwindigkeitsvektor

p® =p(tx)  : Druckvektor,
dann liefert die anschlieBende Ortsdiskretisierung eine Folge von nichtlinearen,

nichtsymmetrischen und indefiniten Gleichungssystemen (K =0,1,...) :
1 K+1 K+1
(TM—FO'(D:}-C(@ ) B)_ K1 _ 6 (7.4)
B 0 +
mit

F o= oftcn) + (1= 0)f(tx) + [LM — (1= 0) (D + Cu))] u .

Ein nichtlineares, aber quasilineares GIS A(v)v = g kann u.a. mittels
Fixpunktiteration gelost werden [Idee: A( I A( "), vy =7] :
Lose A(v") (0" —2v") = AQ") - "
————
Vs
vt = Wt

Diese Idee dndert in (7.4) C(u®f*1) in C(u®) (dies sind dann die diskreten
Oseen-Gleichungen) und somit fiihrt die Setzung

Alu) == tM +0(D+C(w)) (7.5)

zur Fixpunktiteration bei der Auflésung von (7.4).
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n:=n+1
Lose das lineare, nichtsymmetrische und indefinite GIS

(4 1)) - () o
() = () + ()
2n+1 T Z_977, Bg
until H(ﬂé)‘
Ps
LK+ oy
(EK-H) = (En-i—l)

Alg. 7.1 Linear implizite Fixpunktiteration (seriell)

< Efix

Mit
A = A(")

s = —BTy"

I~y

148t sich das lineare Sattelpunktproblem (7.6) als

(o 1)) = C) ™

schreiben.
Eigenschaften von A, nach John [Joh 97] Seite 30 :

e Stokes (7.3) = A ist symmetrisch, positiv definit.

e Navier Stokes (7.2) mit Stabilisierung durch scharfes Upwind oder
Streamline-Diffusion-Upwind-Petrov-Galerkin (SUPG)

= A= A(u) ist regulir (d.h. 3A™1), falls u(x) die Massenbilanzgleichung
V - u(x) = 0 erfiillt.

In speziellen Féllen (keine stumpfen Dreiecke in Vernetzung) ist A sogar eine
M-Matrix, was die Klasse der verfiigharen Loser vergrofiert.

e Navier-Stokes instationdr (7.1) = A = A(u) ist regulér bei entspre-
chend kleiner Zeitschrittweite 7 (Stabilitdt des Schemas).
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Zur Losung von (7.7) verwenden wir das Druckkorrekturverfahren, welches
gewisse Ahnlichkeiten zur SIMPLE-Methode und zur Schur-Komplement Me-
thode aufweist [Zul 97].
Idee : Faktorisiere die Blockmatrix A und approximiere gegebenfalls zu inver-
tierende Teilmatrizen :

A BY _(A 0\(A' 0\[(A B
BT o) T \BT I o Cct)J\o 1)

mit A~ Aund C ~ BTA™'B approximiert das negative Schurkomplement.
Hier und im weiteren bezeichne G ~ H die Spektraldquivalenz der Matrizen
G und H mit gleichem Rang n, d.h., es existieren positive Konstanten ¢, ¢ so
daB gilt

c(G-v,v) < (H-v,v) < ¢(G-v,0) Vv eR" .

Lose g@(s = r
Lose 6126 = Blu;—s (7.8)
Lose A\gd = r— B]_)a

Alg. 7.2 Druckkorrekturverfahren (seriell, eine Iteration)

Bemerkung 7.1. [Arrow-Hurwicz] Ein Weglassen der 3.Zeile in Algorith-
mus 7.2 ergibt den vorkonditionierten Arrow-Hurwicz Algorithmus.

Lose Aus = r

Lose 6}_95 = BTug—s = BTy

Alg. 7.3 Vorkonditionierter Arrow-Hurwicz Algorithmus

Bemerkung 7.2. [Uzawa] Wahlt man C = 1IN, A = A und 158t die 3.Zei-
le in Algorithmus 7.2 weg, so erhélt man den klassischen Uzawa-Algorithmus
[BF 91]. Die hierbei entstehende Iterationsmatrix ist symmetrisch bzgl. eines
speziell gewihlten Skalarproduktes. Ublicherweise verwendet man den vorkon-
ditionierten Uzawa-Algorithmus.
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Lose Au™™ = f-Bp"

Lose 6]_95 = Blu;—s = BTy

Alg. 7.4 Vorkonditionierter Uzawa-Algorithmus

Bemerkung 7.3. Da die Druckkorrektur in (7.8) moglichst genau gelost wer-
den soll, wird haufig die Fixpunktiteration

~ -1 ~
gt =gy = a(BTATB) (<BTAT By + BTu; —s)  (79)

mit A ~ A benutzt. ~

Mégliche Wahl von A : Einheitsmatrix Iy, , Massenmatrix M (nichtkonforme

Elemente), diag(A).

Mogliche Wahl von (BTE_1B> : Einheitsmatrix I, , Massenmatrix My, (Dia-

gonalmatrix bei konstanten Druckansétzen).

Die Matrix BT A™'B ist im symmetrischen Fall positiv semidefinit (d.h. al-

le Eigenwerte groBer oder gleich 0). Durch Festlegung einer Komponente von

Ps kann das entsprechende Gleichungssystem in (7.9) mittels eines geeigneten

[terationsverfahrens (gmres, cg, mg) gelost werden. Darin wird nur die Mul-

tiplikation der Matrix BT A~!B mit einem Vektor benétigt, nicht jedoch ihre
Inverse !

Bemerkung 7.4. Ublicherweise wird auch A-! {iber Iterationsverfahren rea-
lisiert.

Bemerkung 7.5. Die Fixpunktiteration (Algorithmus 7.1) entstand durch
die Linearisierung von (7.4) mittels

C(QK—H)QK—H linear O(QK)QK+1 ‘

implizit
Wiéhlt man stattdessen die Ersetzung

C(UK+1)QK+1 Konvektion C(

u)u’

explizit

erhélt man sofort das Sattelpunktproblem (7.7) mit

A = %M +oD spd!
= ai(tKH)Jr(l—a)i(tK)Jr [%M—(l—J)D—C’(gK)} u®
= 0,

I I3
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welches als Losung u*! = ug, p"*! .= p_liefert.
Da der Konvektionsanteil explizit behandelt wird, ist dieses Verfahren in der

Zeititeration instabiler (insbesondere bei dominantem Konvektionsanteil).

Bemerkung 7.6. Die stationdren Navier-Stokes-Gleichungen (7.2) werden
durch (7.4) mit

M:=0, o:=1, Q::QK-H K’ N K

I
I
kS
S
I
kS

reprasentiert.

Bemerkung 7.7. Die Stokes-Gleichungen (7.3) driicken sich in dem Sattel-
punktproblem (7.7) mit den Komponenten

A=D, ri=f, s:=0, U= Uy , p = ps

aus. Die Matrix A ist symmetrisch und positiv definit (spd).

for K =0,1,... do

Fixpunktiteration (Alg. 7.1)

Druckkorrekturverfahren (Alg. 7.2)

evtl. Fixpunktiteration (7.9)

od

Alg. 7.5 Gesamtalgorithmus zur numerischen Losung der instationdren Navier-Stokes-
Gleichungen
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7.1.3 Komponenten der Parallelisierung

Die Datenaufteilung

Bezeichne o die Knoten der Geschwindigkeitskomponenten und [ die Knoten

des Druckes. Zur Diskretisierung konnen u.a. die in Tab. 7.1 dargestellten Ele-
mente verwendet werden.  Fiir die Parallelisierung (= Datenaufteilung) bietet

Tab. 7.1 Verwendete Elementtypen

(a) | nichtkonformes [Py, Po-] Element <} b
(b) | in u,p konformes [P;+Bubble, P]
MINI-Element

(¢) | in u konformes [Q}, Qf] Element,
Druckkomponente in Mittelpunkt
des Makroelements

iryl
A4

@]
A4

sich eine nichtiiberlappende Elementaufteilung entsprechend Abschnitt 5.1 an.

Beim Elementtyp (c) sollten die Makroelemente verteilt werden.

Da die Matrizen in (7.4) elementweise berechnet werden, bietet sich hier eine
p

verteilte Speicherung an, d.h. M = >~ ATM, A, und analog fiir D, C,B und ge-

s=1

nauso f. Da diese Matrizen teilgebietsweise berechnet und gespeichert werden,
fallt auBler evtl. fiir C, keine Kommunikation an. Die Koinzidenzmatrizen A;
werden im weitern weggelassen. Wird zur Berechnung der Konvektionsmatrix
C, ein Upwind-Schema 1. Ordnung verwandt, benttigt man keine Kommuni-
kation in der Matrixgenerierung. Bei der Verwendung von Upwind-Schemata
héherer Ordnung erfordert die Kenntnis der Geschwindigkeitskomponenten
weiterer Nachbarelemente einen vorbereitenden Kommunikationsschritt.
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Die parallele Fixpunktiteration
Da sdmtliche Teilmatrizen in (7.4) vom verteilten Typ sind (siche Ab-

schnitt 5.1), bietet sich die Definition der ZustandgréBen u, p als akkumulierte
Vektoren und der integralen Groflen f (r, s) als verteilte Vektoren an.

do
n:=n+1
das lineare, nichtsymmetrische und indefinite GIS

() ()

) - ()
En—i—l T E” E?
P
until Z [(R;ﬁggﬁs,gﬁs) - <R;;£38’E28)] < i

s=1

WK yrtl
(;KH) = (;n-i-l)

Alg. 7.6 Linear implizite Fixpunktiteration (parallel)

Die neuen Groflen in Alg. 7.6 sind
= of(tipr) + (1 — 0)f(tx) + [EIM = (1 — o) (D + C(u™))] u
AW = M+o (D +[cm )

e Kommunikation erfordernde Algorithmenteile werden mit —— gekenn-

p
zeichnet, bzw. sind durch die Akkumulationssumme » ersichtlich.
s=1

e Im teilgebietsweisen inneren Produkt mufl die notwendige, kommunikations-
lose Vektortypumwandlung (5.8) an den akkumulierten Vektoren ug, und p?_
vorgenommen werden.

Bei den Elementtypen (a) und (c¢) mit Verteilung der Makroelemente ist
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Das parallele Druckkorrekturverfahren

( (linear, nichtsymmetrisch, indefinit)
] _ T
s
f

(u )_ Bp”

Das Sattelpunktproblem

mit r o=
s = —B'w"

wird mit dem parallelen Druckkorrekturverfahren gelost.

A\ . /1;(5 = r mittels geeigneter IV aus Kap. 6
Cop, — BTG (7.10)
A\ ‘Us = r— B£5 mittels geeigneter IV aus Kap. 6

Alg. 7.7 Druckkorrekturverfahren (parallel)

Zur Auflésung von (7.10) :

- p
o (= ij (UZ&W&) - p5 - Z (BSTE(S - §S)
- s=1

Im Falle konstanter Druckansitze pro Element (Diskretisierungen a) und b) )
ist keine Typumwandlung/ Akkumulation des Druckvektors notig.

o Am 9= ZA( ", 6-:<BT§1—1B) A ~ A
e Lost man dle Gleichung (7.10) mittels der Fixpunktiteration (7.9)

(B™2'B) (py*' —py') = a((B"A'B) gy + B u; —s) .
(7.11)

so wird bei der Berechnung der rechten Seite in der von

A = Bpy

wiederum ein geeignetes parallelisiertes IV aus Kap. 6 benutzt.
e Zur Auflosung von (7.11) setzen wir ein Iterationsverfahren ein, welches in
jedem Schritt der Matrix-mal-Vektor Operation

— BTA B -1

m{
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die schnelle parallele (und direkte) von
A-v = B

erfordert.
Fiir A :=7J N, bzw. A = Z diagA; ist diese Forderung mit einer Vektorakku-

mulation per Iteration lelcht realisierbar.
Bei einer Diskretisierung mit dem nichtkonformen Element (a) sichert die Dia-

- p
gonalitét von M ([Joh 97],pp.27) bei der Wahl 2( := 9t = > My die schnelle

s=1

parallele Auflosbarkeit.

Bei Verwendung des konformen Elements (c) ist diese giinstige Diagonalei-
genschaft nicht mehr gegeben, wodurch eine Verwendung von A =M par-
allel ineffizient wird. Ersetzt man jedoch 991 durch eine Matrix M wie in
Abschnitt 6.5.6 beschrieben, und wéahlt 2 gleich der entsprechenden unvoll-
standigen Zerlegung (Kapitel 6.5), ist mittels eines Iterationsverfahrens eine
effiziente parallele Auflosung moglich.

7.2  Die Eulergleichungen

Die Darstellung der ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels lehnt sich stark
an Kroner [Kro 97|, pp. 372-394, an

7.2.1 Die Differentialgleichungen

Die Eulergleichungen der Gasdynamik haben iiber dem Integrationsgebiet
Q x (0,7] C R? das Aussehen

0 ou oV
2
O el 4 Oy ou”+p + 0, g;w =0,
ov ouv ov° +p
e u-(e+p) v-(e+p) (7.12)

zusitzlich p = (y—1) [e — g - (u? +0?)
+ AB + RB .
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Hierin sind  p - Dichte
u, v - Geschwindigkeitskomponenten

p - Druck
e - Energie
v =cpfCy -

Bei konstanter Dichte und dem Weglassen der 4. Gleichung ergeben sich aus
(7.12) die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (7.1).

Allgemein schreibt man obige Gleichungen in der Form (Gleichung fiir p ein-

gesetzt) mit @ = (g, ou, v, e)T

vt + Op f1(@0) + 0, fo(il) = 0 inQx (0,T] C R2

(7.13)
+ AB + RB .

7.2.2 Die serielle Auflésung

e Eine Zeitdiskretisierung iiber ein explizites 2-schichtiges Differenzenschema,
mit @ = i(tgx) und T =t — tx, fithrt auf :

T aus AB gegeben,
a*t = a@f —r-divf(@®)  inQ VK =0,1,... (7.14)
+ RB

e Eine Ortsdiskretisierung mittels Volumenmethode (Freiheitsgrade im
Schwerpunkt der Volumina 7;, j = 1, N), mit uJK = a5 (x;), z; € Ty, fithrt
auf das Gleichungssystem :

) "O =1 N
u] |T|/ J )

K41 ._ TN _
uf = uj |T| dlvf( Ka)dr j=1,N,VK=0,1,...

(7.15)

e Der Gaufische Integralsatz iiberfithrt das Volumenintegral aus (7.15) in ein
Oberfldchenintegral, welches sich als Summe der n.(j) Integrale auf den Be-
grenzungskanten (-flichen) S;; des Volumenelements 7; darstellen 1a8t. n;; ist
der nach aulen gerichtete Normalenvektor von Sj;.

/Tdivf(ﬁK) dz = F@k(s)) Z/ F(@ (s))it; ds

j oty
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® Upy
T, Tﬁjm
m
T, T
T
o Uj |—> @ Uy
Fig. 7.1 Sjl
Bezeichnungen am Volumenelement T}.

e Der kritische Punkt fiir eine numerische Losung und auch deren Paralleli-

sierung ist, neben der Stabilitdt des expliziten Schemas, die numerische Ap-

proximation des Flusses iiber den Rand f S0 durch einen numerischen Fluf}
J

gu() ~ / Fu" (3))ity ds (7.16)
S
Das numerische Schema zum Losen von (7.13) ist dann
0 1 —0 TN
uj:—/u(:v)dx j=1N
’TH Tj

J J

”e(J)
wf = s Y ) =TN VK =01,
I =1

(7.17)

Die Berechnung von gj; wird im folgenden kurz skizziert.

Berechnung von g;; mittels Flux-Vector-Splitting

Die Vorgehensweise entspricht der in Kroner [Kro 97], p.374f.
Es gelte, wie z.B. in (7.12),

H(d) = fi@)-a  wnd  fo(d) = fo(d)-d .
Die Definition
Cy(a) = 1y f'(i)

fithrt iiber (Q () - nichtsingulidr) Q~'C;Q = D = diag {\1, ..., A} und A/ =
max {\;, 0}, A; :=min{\;, 0}, i=1,m zu

CH@) = QDTQ™"  wnd  Cy(@) = QD Q" .
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Wegen iy = —7y; gilt Cyy(u) = —Cy;(w) und insbesondere C; (@) = —Cf(4).

Es wird nun der numerische Fluf} g;; := [ s, 9j1(s)ds mittels
Sj
w = Uuj T; | T, vIi= 1y
O (w)w

~ TS
g (s)mj1 le (v)v

—

10| Gig(s)7i
Cp; (w)w

Fig. 7.2 Flufl zwischen den Elementen 7; und 7} nach Steger und Warming.

gin(w,v) =[Sl (Ci(w, v)w + Calw, v)v) (7.18)
berechnet.

Fiir die Berechnung der ', C5 gibt es verschiedene Ansétze :
1. Nach Steger und Warming [SW 81]

Ci(w,v) = Cjj(w)

Colw,v) = C3(v) [; —Cz?(v)] (7.19)
2. Nach Vijayasundaram [Vij 86]

Ci(w,v) = CH ()

Co(w,v) = cﬂ(“’Tﬂ) {; _Cz?(w;“)} (7.20)
3. Nach van Leer [Lee 92]

Ci(w,v) = Calw) +|CH(* )

Cofw,v) = Calv) - |C () (7.21)

L —culo - |opY)| |
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Bemerkung 7.8. Die Matrizen C;(w), C;;(w) und Cj(w) sind lokal in T}
berechenbar. Analog sind C’f;(v), C};(v) und Cy;(v) lokal in T; berechenbar.

w—+v

Fiir die Anwendung des Argumentes “3

Mittelwert gebildet werden.
Die in (7.19)-(7.21) mit [ | gekennzeichneten Formeln fiir Cy berechnen Cy

muf} als Vorbereitungsschritt der

lokal in 7;. Allgemein gilt dann Cy(w,v) = — Cy(v,w) .
S—— SN——
T; T,

for j =1, N do

for [ € {Nachbarn} do

051 = C’l(uj,ul) s Uy

od
od
for j =1, N do

g:=20

for [ € {Nachbarn} do
9 = g+Sul (ot — a15)
od

K+l . K T
Uj = uj_ﬁg

od

Alg. 7.8 Effiziente serielle Berechnung des (K+1)-ten Zeitschritts

7.2.3 Die Parallelisierung mittels verteilter Boxen

Die Verteilung von kompletten Boxen auf die Prozessoren entspricht einer Auf-
teilung mit nichtiiberlappenden Knoten. Der einzige kritische Punkt bei der
Parallelisierung von (7.17) besteht dann in der effizienten Berechnung der Sum-
me C}(w,v)w + Cy(w,v)v in (7.18).

Die Unbekannten wu; kann man sich als in den Boxschwerpunkten gespeichert
denken. Die lokalen FluBanteile oj; in Algorithmus 7.8 liegen an den Kanten
(Flachen) vor, sind jedoch inkonsistent (i.a. j; # 0y;). Fiir die parallele Imple-
mentierung empfiehlt sich bzgl. der Speicherung von v und o eine Aufteilung
in iiberlappende Elemente mit einem Element Uberlappungsbreite. Das erwei-
terte Teilgebiet von €2; sei mit €2; bezeichnet, der erweiterte Losungsvektor sei

u; = <{uj}TjeQi , {ul}Tleﬁi\Qi ), analog o.
N——r ~

externe Komp.

U,
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UJDU; >O-l Dul

J

Fig. 7.3
Verteilte Boxen

1.) Tausche die Randkomponenten von u mit den Nachbarn {iber
die Kanten aus [EXCHANGED)].
Aktualisiere die externen Komponenten von w;, d.h.
{w & u;}.
2.) for j =1, N do
for [ € {neighbours} do
051 = C’l(uj,'dl) s Uy

od

3.) %ausche die Randkomponenten von o, d.h. {o;|w & u;}
mit den Nachbarn iiber die Kanten aus [EXCHANGED].
Aktualisiere die
externen Komponenten {o;;|t; & u; Au; € w;}.

4.) for j =1, N do

g =20
for I € {neighbours} do

g = g+ [Sul (o —0y)
od

K+1 K T

= U; — ——
’ T T

od

Alg. 7.9 (K+1)-ter Zeitschritt in €; bei verteilten Boxen
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Bemerkung 7.9.

1. Algorithmus 7.9 ist fiir alle 3 Formeln (7.19)-(7.21) anwendbar.
2. Bei Benutzung von (7.19) kann Schritt 1.) weggelassen werden, da u; nicht
bendtigt wird.
3. Bei Verwendung von (7.20) und (7.21) kann man den Datenaustausch in
Schritt 3.) einsparen, indem in Qj die Grofe 0;; := —Cs(u;,u;) redundant (zu
C1(w, ;) in () berechnet wird.
Nachteile: e Hoherer arithmetischer Aufwand (fast verdoppelt).
e Falls man nur in den Randelementen redundant rechnet, mufl
man im Programm Fallunterscheidungen einbauen.

7.2.4 Die Parallelisierung mittels aufgeteilter Boxen

Reprasentiert man jede Box durch ihren Mittelpunkt und verbindet diese Mit-
telpunkte ergibt sich eine Art FEM-Netz, welches analog zu den nichtiiber-
lappenden Elementen aus Abschnitt 5.1 verteilt wird. Somit sind sdmtliche
Ergebnisse beziiglich der dort definierten Vektor- und Matrizentypen anwend-
bar.

Qj 97
Up
1l
ok
g )
<>
ujDajl O'ZJDU.I
Fig. 7.4
Aufgeteilte Boxen

Man wéhlt die Funktionalgréfle g als verteilt gespeichert und die Unbekann-
ten u als akkumulierten Vektor. Jedoch liegen auch die Gréfien o aus denen
sich g ergibt, in akkumulierter Form vor und diirfen nicht mehrfach gezéhlt
werden. Da der Flulanteil gj; eine integrale Grofle (Funktionalgrofe) ist, darf
man nur den Anteil der Kante Sj; bei der lokalen Berechnung in €2; beriicksich-
tigen welcher sich in diesem Teilgebiet befindet. Dies wird durch die verteilte
GroBe s;; ausgedriickt.
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0.) Vorbereitungsschritt a: Berechnung der Boxvolumina.
forj=1,Ndo t; :=|1;NQ od

P
t= >t
s=1

Vorbereitungsschritt b: Berechnung der Teilkantenléngen.
for j =1, N do
for [ € {neighbours} do  s;; := |S;; N
od od
1.) for j =1, N do
gj = 0
for I € {neighbours} do
g = 8 T 5iu (Crluj,w) -u; — Co(uj,w) - w)
od
g = &/t
od

P
K+1 . | K
2>E = U _T'ng
s=1

Alg. 7.10 (K+1)-ter Zeitschritt in €; bei aufgeteilten Boxen

Bemerkung 7.10.

1. Algorithmus 7.10 benétigt neben dem einmaligen Berechnen der Boxvolu-
mina pro Zeitschritt nur noch eine Kommunikation.

2. Die zur Berechnung der ) und C5 benétigten Daten sind alle lokal
verfiighar ohne daf§ zusétzliche Kommunikation notwendig ist.

3. Unter Benutzung der Relation Cy(w,v) = —Ci(v,w) 148t sich analog zu
Algorithmus 7.10 Arithmetik sparen, ohne dafi Kommunikation nétig ist !

7.3  Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

7.3.1 Die Differentialgleichungen

Die Darstellung der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und ihr serieller
Auflésungsproze$ folgt im wesentlichen dem Buch von Kréner [Kro 97].

Das Verhalten einer kompressiblen Fliissigkeit in einem beschréankten Gebiet
der Ebene wird analog zu (7.12) durch die kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen im Gebiet Q2 x (0,7] C R? beschrieben:
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0 ou v
2
o % va. | P |4 | oW
ov ouv ov- +p
e u- (e +p) v-(e+0p)
0 0
+ 0, m +9, ™ ~ 0
T12 T22
T + T12V + kﬁx@ To1U + TooU + k’ay@

Zusatzlich mit vy (= u, vy ;== v :

= (y— _ 22
p = 1)[6 2( —i—v)]
e = 0[O+ 5w’ +17)]
Tij = Adiv (Z) 52’]’ + ) (ajvi -+ 8i1}j) Z,j — 17 2

+ AB + RB

(7.22)

Zusétzlich zu den bereits aus Abschnitt 7.2.1 bekannten Grofien sind :
7;; - Komponenten des viskosen Anteil des Spannungstensors
A, - Viskositatskoeffizienten
O - absolute Temperatur

¢, - spezifische Wirme bei konstanten Volumen
k - Wirmeleitzahl

T
ij = 1 = - Diracsche Deltafunktion.
0 ifi#y
Auflerdem wird ¢,, k,p > 0 und \ = —%u angenommen.

Aus den Gleichungen (7.22) ergeben sich die kompressiblen Navier-Stokes (7.1)
und die Euler-Gleichungen (7.12) als Spezialfille.

7.3.2 Die serielle Auflésung

Zur Auflosung beschreibt man (7.22) als Summe von Gleichungen der Konvek-
tion und solchen Gleichungen, welche die viskosen Eigenschaften beinhalten,
und betrachtet diese beiden Systeme zunéchst getrennt. Mit den Abkiirzungen

91 = T11U + T2V + k(?m@ und 92 = To1U + To2U + kﬁy@
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ergibt sich somit

0 ou ov
1 ou ou® +p ouv
-0 Oy 0 =0 7.23
2| ov + ouv o ov? +p (7.23)
e u- (e+p) v-(e+p)
0 0 0
1
o o | ™M o, | = 0. (7.24)
2 ov T12 T22
e 0, 0

Die Gleichungen (7.23) sind mit den Euler-Gleichungen aus Abschnitt 7.2 (bis
auf den Faktor 1) identisch und wurden dort bereits behandelt. Die Diskretisie-
rung erfolgte ortlich iiber die FVM und zeitlich explizit. Der Auflésungsschritt
in jedem Zeitschritt wurde in Algorithmus 7.8 dargestellt und resultiert in einer
im j-ten Volumenelement konstanten diskreten Losung U ]K 2 im K + 1-ten
Zeitschritt.

Die Gleichungen (7.24) beschreiben zeitliche Spannungszustiande des Fluids
und beinhalten 2.Ableitungen der gesuchten Gréflen. Aus diesem Grunde wird
die ortliche Diskretisierung dieser Gleichungen iiber FEM realisiert. Bei Ver-
wendung linearer Ansatzfunktionen ergibt sich damit die stiickweise lineare
Losungsfunktion uf ™ im K + 1-ten Zeitschritt.

- Box

177 Element

Fig. 7.5 Duale Vernetzung

Zur Koppelung der diskretisierten Gleichungen (7.23) und (7.24) ist eine duale
Vernetzung des Gebietes mit finiten Volumen und finiten Elementen (75) not-
wendig. Fine mogliche Vernetzung [FFLMW 97, FFLM 97, FFLMW 97] ist

in Fig. 7.5 gegeben.
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Mit den Testfunktionen (Dreiecksvernetzung) ¢ € V, : Q +— R? und den
Definitionen

e = 5 DTS w(Ph) - o(P) ~ [ unepds

T€ET, i=1 o

ap(up,¢)n := Variationsformulierung Elastizitatsoperator
k
bn(un, @)n == > 0(P) Y giu(un(B), un(F;))
j =1

mit g aus (7.18) ergeben sich fiir die diskrete Auflésung des gekoppelten Sy-
stems (7.23) und (7.24) in jedem Zeitschritt die folgenden 3 Ansitze :

1. Inviscid (7.23) - viscous (7.24) operator splitting

”E(J)
K+1/2 g T 1K
U = U T ZE_l g(U™)

Setze uhK+1/2(PZ-) = UZ-KH/2 VP,

Lose  (upf ™, o), = (u,lfﬂ/z, ©)p — Tah(ufﬂ/zy ©)n Vo €V,

Setze USt! = wT(P) VP
(7.25)

Driickt man die 4 Komponenten von wu; und ¢ durch die FE-Basisfunktionen

1; aus, d.h.,
4

un(z) = (p(x), u(z),v(z), ()" = Z(pz‘aui:viaei)T'@Dz‘(z)
o(r) = (p1(x), p2(7), p3(7), pa(T))

= Z(%,n@z,u%m%,i)T ()
i=1
so stellt sich die 3.Zeile in (7.25) als Gleichungssystem
M-t = Muf Y r A2 (7.26)

dar, mit A als Elastizitatsmatrix und M als der Massenmatrix. Bei entspre-
chender Wahl der Basisfunktionen bzw. nach dem Lumping ist M eine Diago-
nalmatrix und somit leicht zu invertieren.

Ublicherweise gilt 1;(P;) = d;;, so daf die Interpolationsforderungen der 2.
und 4.Zeile automatisch erfiillt sind.



152 7 Erhaltungsgleichungen

2. Explizites Schema
Unter Nutzung der Bilinearform b, wird ein Zeitschritt in (7.23) als

(up 2 o) = (Ul @) — 7 b (Ul o)

ausgedriickt und somit 148t sich (7.22) in einer diskreten Gleichung schreiben :

(ur ™ o) = (up,@)n — 7 [ba(ur, ©)n + an(up , ©)n] Vo eV, .

Mit B als der Matrix der Bilinearform b;, ist somit das GIS
M-u* = M-u —7(B+A)-u* (7.27)

zu losen.
3. Semi-implizites Schema

Im Unterschied zum expliziten Schema wird hier in der Bilinearform a;, die
aktuelle Losung uhK +1 eingesetzt.

K+1

(Wi o) = (uf,@)n — 7 [ba(ur, @) + an(uf o)) Ve eV, .

Das resultierende GIS
(M +7A) - = M-u —7B-u” (7.28)

ist relativ aufwendig aufzulésen, da wegen der Besetztheitsstruktur von A die
Matrix M + 7A keinesfalls eine Diagonalmatrix ist. Der Nutzen des semi-
impliziten Schemas besteht in der grofler wahlbaren Zeitschrittweite 7. Hat
man schnelle iterative Loser zur Verfiigung (Eigenschaften von M 4 7A beach-
ten !) bzw. zeitlich konstante Matrizen A und M (einmalige Faktorisierung),
dann resultiert dieses Schema in einer kiirzeren Rechenzeit im Vergleich zum
rein impliziten Schema.
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7.3.3 Die Parallelisierung mittels aufgeteilter Boxen und
verteilter Elemente

Die Aufteilung des Gebietes in Teilgebiete erfolgt entlang der Grenzen der
finiten Elemente. Entsprechend den in Abschnitten 7.2.4 und 4.1.3 fiir Boxen
und Elemente untersuchten Datenaufteilungen ist zur parallelen Realisierung
von (7.25) - (7.28) die Wahl von u als akkumulierten Vektor und von g, M, A
und B als verteilten Vektoren und Matrizen naheliegend. a

0.) Vorbereitung: Berechnung Boxvolumina/Teilkantenlingen.
o P
for j =1,N do ty = |T; N Q| od ; t = > t,
for j =1,N do sji = |S;; Ny VI e {Nachbarn} od
1.) for j =1,N do g =0
for I € {Nachbarn} do
g = g+ (Cr(uj,w) -uy — Couj,w) w)}
od
od
2.) Generiere/modifiziere M, A und B falls notig.

3.) Je nach Zeitschema fiihre aus:
a) Inviscid-viscous splitting

P
EK+1/2 = EK_T'Z gs/is
s=1 —

komponetenweise

P
Akkumuliere 9 := > M;
s=1

P
Lose o -l = (Mg —7Ay) uf
s=1
b) Explizites Schema
P
Akkumuliere 9 := Y M,

1

w
I

Lose M- uitt = Z(Ms*T[Bs+As])'BK
s=1
¢) Semi-implizites Schema

P P
Akkumuliere £ = > Ky = Y (Mg +7A;)
s=1 s=1
P
Lése fouftt = Z (Mg — 7By) - u€
s=1

Alg. 7.11 Zeitschritt in €2; fiir kompressible Navier-Stokes
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Bemerkung 7.11.

e Da, aufler bei zeitabhéngigen Netzen oder Basisfunktionen, die Massenma-
trix M zeitunabhéngig ist, kann i.a. die Akkumulation zu 9t in den Vorberei-
tungsschritt verlegt werden.

e Falls auch die Elastizitdtsmatrix A zeitunabhéngig ist, kann auch deren Ak-
kumulation zu K in den Vorbereitungsschritt verlegt werden.

e Fiir Massematrizen 91 mit Diagonalstruktur besteht das Losen der entspre-
chende GIS nur in einer Multiplikation mit der akkumulierten Inversen dieser
Diagonalmatrix.

e Falls 91 keine Diagonalstruktur besitzt, wird iiblicherweise durch Lumping
eine Diagonalmatrix 91 erzeugt, mit welcher das GIS geldst wird.

e Verwendet man Iterationsverfahren zur Auflosung des GIS in 3c) von
Alg. 7.11, so wird K nicht akkumuliert und das GIS

K.-uftt = f
kann mit den Methoden aus Abschnitt 6 gelost werden. Hierbei tritt in jedem
Fall Kommunikation auf.

e Falls M keine Diagonalstruktur aufweist, so ist K = M + 7A keine M-
Matrix mehr, so dafl einige Iterationsverfahren gar nicht oder nur modifiziert
anwendbar sind.

- Box

[ Element

Domain | Domain k

Fig. 7.6 Duale Vernetzung und Gebietsaufteilung



A Begleitendes Praktikum

A.1  Durchfiihrung des Praktikums

Es gibt mittlerweile einige Einfiihrungsbiicher in MPI, w.a. [GLS 94|, [Pac 97]'.
Darin wird die Handhabung von MPI in den Vordergrund gestellt. Bei unserem
Praktikum benutzen wir zwar auch MPI, jedoch erstens nur eine kleine Unter-
menge der verfiigharen Rufe und zweitens kénnte das Praktikum auch genauso
mit PVM (oder einer anderen parallelen Bibliothek) durchgefiihrt werden.

Das Praktikum selbst konzentriert sich nur auf die fiir die Implementierung
von iterativen Verfahren notwendigen Parallelisierungsansitze und fiihrt den
Anwender schrittweise bis zu einfachen iterativen Losern und der Parallelisie-
rung eines Losers fiir die Stokesgleichung in 2D. Zur Erreichung dieses Ziels
sind 5 Praktika & 3 h vorgesehen, wobei die tatséichlich bendtigte Zeit stark
von der individuellen Programmiererfahrung abhéngt. Zur Durchfithrung des
Praktikums reicht schon ein einfacher LINUX-PC.

Das Praktikum wird in FORTRAN und C durchgefiihrt. Fiir einige Prakti-
kumsaufgaben konnen vorbereitete Programmteile benutzt werden, insbeson-
dere wird der Code des seriellen Stokeslosers bereitgestellt (Dank an Dr. Mi-
chael Kuhn). Bei Bedarf werden die vorbereitete Musterlosungen benutzt. Im
gesamten Praktikum werden nur blockierende Kommunikationsrufe verwendet,
da diese einfacher zu Verstehen sind als die grofiere Anzahl von nichtblockie-
renden Rufen.

A.2  Programme fiir das Praktikum

Die vorbereiteten Programmteile sowie Musterlosungen koénnen via Internet
http://www.numa.uni-linz.ac.at/Staff/ghaase/praktikum.html bzw. per
email ghaase@numa.uni-linz.ac.at an den Autor angefordert werden.

thttp://www.usfca.edu/mpi
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Gegenwirtig unterstiitzen wir die MPI-Plattformen (vorzugweise die LAM-
Distribution) unter LINUX, Solaris, Aix und Irix, da diese Programme dann
auch auf groflen Parallelrechnern laufen. Jedoch sind das Praktikum und die
Codes darin nicht von den angegebenen Plattformen abhéngig. Eine Prakti-
kumsversion fiir Windows ist in Vorbereitung.

A.3 Die Praktikumsaufgaben

A.3.1 Vorbereitungen

MPI unter SOLARIS, LINUX, AIX, IRIX etc.

Das Message Passing Interface enthélt mehr als 140 Funktionen jeweils in
F77, C und C++4 verfiighar. Schon mit nur 6 Funktionen kann man parallele
Programme schreiben, die meisten anderen Funktionen basieren auf diesen. Im
Praktikum verwenden wir die folgenden Funktionen.

Basisfunktionen MPI_Init
MPI_Finalize
MPI_Send
MPI_Recv
MPI_Comm_rank
MPI_Comm_size

Zusatzfunktionen MPI_Barrier
MPI_Bcast
MPI_Gather
MPI_Scatter
MPI_Reduce
MPI_Allreduce

Online Hilfe

MPI Rufe http://www.mpi-forum.org/docs/mpi-11-html/
mpi-report.html
MPI Homepage http://www.mecs.anl.gov/mpi/index.html

LAM Implementierung http://www.mpi.nd.edu/lam
mit dem ftp-download http://www.mpi.nd.edu/lam/download/
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Start in einem Pool von Workstations

e In den Pool einloggen (Computername myhost).
e Uberpriifen ob man sich auf einem anderen Computer des Pools via
rlogin yourhost

einloggen kann ohne ein Passwort eingeben zu miissen.
Falls ein Passwort verlangt wird - dieses eingeben und .rhosts editieren

vi 7/.rhosts
durch Hinzufiigen einer Zeile (hier: symbolische Namen!)

myhost my_user_name

Installieren der Beispielcodes

e Neues Verzeichnis anlegen:

mkdir Course
cd Course

e Beispiel kopieren und auspacken:

cp tmp/Example.tar .
tar xf Example.tar

e Natiirlich kann auch die Losung kopiert werden - aber erst selbst probieren!

cp tmp/Solution.tar .

Start von LAM-MPI

B Setzen der Umgebungsvariablen archi (bash-shell) mit einer Plattform aus
{LINUX, IRIX, SOLARIS, AIX},

export archi=LINUX

bzw. obige Zeile in das File $(HOME)/.bashrc schreiben.
B Initialisiere das LAM-MPI.

lamboot

Nunmehr kénnen mehrere Prozesse parallel auf dem lokalen Computer oder
auf einem vordefinierten Pool von Computern laufen.

B Falls bereits eine eigenes File (wie Ezample/src/mynode) mit den Namen
der Poolcomputer existiert, dann kann man MPI auch wie folgt starten:

lamboot -v mynode

Nunmehr laufen mehrere Prozesse parallel auf den in mynode angegebenen
Computern.
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Beenden von LAM-MPI

B Beenden aller MPI-Prozesse, welche nicht ordnungsgeméafl beendet wurden.

lamclean

B Beenden der MPI-Sitzung.

wipe

A.3.2 Das erste parallele Programm

Kompiliere das Programm in Ezample/src/firstc (Example/src/firstf )
fiir archi = LINUX (bzw. entsprechende Plattform) via make .
Starte das Programm!

Die nachfolgenden MPI-Funktionen erfordern einen communicator als Parame-
ter. Dieser Kommunikator beschreibt die Menge (group) von Prozessen, welche
an der entsprechenden MPI-Funktion teilnehmen. Der Standardfall, daf alle
Prozesse teilnehmen, wird durch den Kommunikator MPI_.COMM_WORLD
beschrieben. Im Praktikum beschrinken wir uns auf diesen einfachen Fall.
Hierzu miissen wir eine Variable eines speziellen MPI-Types

MPI_Comm icomm= MPI_.COMM_WORLD:;
(in FORTRAN: INTEGER) anlegen, welche als Parameter benutzt wird!

Schreibe Dein erstes paralleles Programm unter Nutzung der Rufe
MPI Init und MPI Finalize,

kompiliere es und starte 4 Prozesse (evtl. ohne Option -lamd)
mpirun -c¢ 4 -lamd first.LINUX

Benutze die Funktionen
MPI_Comm _rank und MPI_Comm _size,

um die Anzahl der laufenden Prozesse und die eigene Nummer in der Topologie
(rank) zu bestimmen. Nur der Masterprozel (0) soll die Anzahl der laufenden
Prozesse ausgeben.

Nutze die in greetings.c(greetings.f) gegebene Funktion

Greetings(myid, numprocs,icomm,)

Schaue die dortigen Rufzeilen von
MPI _Send und MPI_Recv !

genau an!
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A.3.3 Blockierende Kommunikation
Schreibe eine Funktion

Send_ProcD(to,nin,xin,icomm)

welche nin Double-Precision-Zahlen des Feldes zin zum Prozef3 to sendet. Be-
achte, dafl der empfangende Prozefl to im allgemeinen nicht weif3, wie lang das
zu empfangende Datenpacket sein wird.

Schreibe eine Funktion

Recv_ProcD(from,nout,xout,maxbuf,icomm),

entsprechend zu E5, welche nout Double-Precision-Zahlen in einem Feld zout
von Prozef3 from empfangt. Der empfangende Prozef3 besitzt keinerlei Infor-
mation iiber die Lange des zu empfangenden Datenpackets, daher ist nout ein
Ausgabeparameter! mazbuf beinhaltet die maximale Léange des Feldes zout.

Teste die Funktionen aus E5 und E6 zuerst mit 2 Prozessen, sodafl Pro-
zef3 1 sendet und ProzeB 0 empfingt. Erweitere den Test mit mehreren Pro-
zessen.

Kombiniere E5 und E6 zur Funktion

ExchangeD (yourid,nin,xin,nout,xout,maxbuf,icomm),

welche Double-Precision-Zahlen zwischen dem eigenen Prozefl und einem an-
deren Proze yourid austauscht. Die restlichen Parameter sind die gleichen wie
in E5, E6. Teste die Funktion mit 2 und mehr Prozessen.

Was war doch gleich ein Deadlock (S. 36)7

A.3.4 Globale Operationen

Der Double-Precision-Vektor x sei blockweise disjunkt verteilt, d.h., verteilt
iiber alle Prozesse s (s=0,P—1), dal x = (x¢, ..., xI)T gilt.

Schreibe eine Funktion

DebugD (nin,xin,icomm)

welche nin Double-Precision-Zahlen des Vektors zin auf dem Bildschirm aus-
gibt. Starte das Programm mit mehreren Prozessen.

= Alle Prozesse schreiben durcheinander ihre lokalen Vektoren aus, d.h., eine
Fehlersuche wird sehr erschwert.

Verbessere die Funktion DebugD derart, dal Prozel 0 vom Terminal die
Nummer des Prozesses einliest, welcher Daten ausgeben soll. Nutze
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MPI_Bcast

um diese Information allen Prozessen mitzuteilen, sodafl diese entsprechend
reagieren konnen. Evtl. mufl MPI_Barrier benutzt werde, um die Ausgabe
zu synchronisieren.

Vertausche das globale Minimum und Maximum des Vektors x !
Benutze hierbei die Funktionen

MPI_Gather, MPI_Scatter/MPI_Bcast und ExchangeD.

Wie kann man den Kommunikationsaufwand reduzieren?

Hinweis : Berechne zuerst die lokalen Minima und Maxima und lafl danach
einen Prozef die globalen Gréflen bestimmen.

Man kann alternativ auch gleich die Funktion MPI_Allreduce mit den Ope-
rationen MPI_Minloc/MPI_Maxloc benutzen.

Schreibe eine Funktion, welches das globale Skalarprodukt

Skalar(n,x,y,icomm)

zweier Double-Precision-Vektoren x und y der lokalen Linge n berechnet. Be-
nutze

MPI_Allreduce mit der Operation MPI_SUM.

A.3.5 Lokaler Datenaustausch

Das Einheitsquadrat [0, 1]? wird gleichmiBig zeilenweise in procx x procy Recht-
ecke Q; unterteilt. Die ProzeBnummer (rank) stimmt mit der Teilgebietsnum-
mer iiberein.

proca(procy—1) procxxprocy—1

North

procx

West East

0 1 procx—1

South

Fig. A.1 Gebietsaufteilung und lokale Richtungen

Die Funktion

IniGeom(myid,procx,procy,neigh,color)
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aus example/src/accuc (example/src/accuf) generiert entsprechend obiger Ge-
bietsaufteilung die topologischen Informationen, welche im Integerfeld neigh(4)
gespeichert werden. Durch color wird eine Red-Black-Einfarbung der Prozesse
definiert. Die Funktion

IniCoord(myid,procx,procy,xl,xr,yb,yt)

generiert die Koordinaten der unteren linken Ecke (xl,yb) und der oberen
rechten Ecke (zr,yt) jedes Teilgebietes.

Realisiere einen lokalen Datenaustausch einer Double-Precision-Zahl
zwischen jedem Prozessor und dessen (iiber eine gemeinsame Kante verbunde-
nen) Nachbarn. Benutze die Funktion ExchangeD aus ES.

Jedes Teilgebiet €2; sei wiederum gleichméfig in (nz — 1) * (ny — 1) Rechtecke
unterteilt, welche ein Dreiecksnetz beinhalten (nx, ny seien fir alle Teilgebiete
gleich!). Jeder Mittelpunkt (Knoten) einer Dreieckskante entspricht 2 Kom-

3

&0

i i
Iya/i 15 "4 16
42 ﬁ L B
$11 W1 m{> W) §13
g 10 - -
$14 W3 mi5 W4 §16
Y ;! . e
$11 W1 le 2 T13
i L i i

Fig. A.2 Diskretisierung in lokaler Numerierung mit 4 Teilgebieten und nzx = ny = 3

ponenten eines Vektors, z.B., der Geschwindigkeit einer Fliissigkeit in diesem
Punkt. Somit haben wir

e 2% (nx — 1) (ny — 1) Unbekannte auf der Diagonalen
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e 2« (nx — 1) * ny Unbekannte auf den horizontalen Linien

e 2xnx * (ny — 1) Unbekannte auf den vertikalen Linien,

d.h., nd := 2% (3xnz*xny —2xnxr—2*ny+ 1) lokale Unbekannte pro Teilgebiet.
Wir benutzen eine spezielle Numerierung, welche zeilenweise mit den Werten
auf der Diagonalen beginnt, gefolgt von den horizontalen Linien und schlieSlich
den vertikalen Linien. Die Funktion

GetBound(id,nx,ny,w,s)

kopiert die dem Rand South(id=1), East (id=2), North (id=3), West (id=4)
entsprechenden Werte des Vektor w in den Hilfsvektor s. Umgekehrt addiert
die Funktion

AddBound(id,nx,ny,w,s)
die Werte in s auf die entsprechenden Komponenten von w. Diese Funktion

kann zur Akkumulation von Daten auf den Teilgebietsrandern benutzt werden,
was eine typische Operation in parallelen Programmen ist.

Schreibe eine Funktion, welche einen verteilten Vektor w (Double Pre-
cision) (S. 82) akkumuliert. Die Rufzeile kénnte folgendermafien aussehen

VecA ccu(nx,ny,w,neigh,color,myid,icomm),

wobei w sowohl Eingabe- als auch Ausgabeparameter ist.

A.3.6 Iterative Loser

Wir betrachten das Stokesproblem in schwacher Formulierung (Variationsfor-
mulierung).

Finde (u,p) € X x M := H'(Q) x L5(2) sodaf
/Vqudw—/V-vpdx = /fvdx Vv eX
Q Q Q
/V-uqu = 0 VqgeM,
0
in Q := (0,1)? gilt, mit den Randbedingungen u = (1,0)” fiir y = 1 und

u = 0 sonst auf 9. Die (H'(Q2)) nichtkonformen P;—P, Elemente sind eine
stabile Diskretisierung dieses Problems. Damit erhalten wir das Sattelpunkt-
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(4 5)()-(0)

Mit gegebenen Vorkonditionierern A fiir A und C fiir —BT A~! B kann das Sat-
telpunktproblem mittels des vorkonditionierten Arrow—Hurwitz Algorithmus
(S. 135) gelost werden.

A —u®) = f— A — BpF
é(pk+1 _ pk) — BTyFt!

Eine serielle Programmversion ist in seqc (seqf) zu finden. Sie benutzt cg-

problem (7.7)

[terationen mit Diagonalskalierung fiir A und C' := M, wobei M die Massen-
matrix (Gramsche Matrix) bzgl. des Druckes p darstellt. Die Matrizen A, B, C
werden in

GetGradMatrix(nx, ny, 0, 0, A, id, ik)
GetDivMatrix(nx, ny, 0, 1, B, idb, ikb)
GetMassMatrix(nx, ny, 1, 1, M)

generiert. Die Diagonale von A erhélt man aus

AccuDiag(nx, ny, sk, id, d)

Der Vektor der rechten Seite wird mit

GetRhs(nx, ny, f, 0, 1, 0, 1) , GetRhsPressure(nx, ny, g, 0, 1, 0, 1)

initialisiert. Randbedingungen werden mittels
DirichletBc(nx, ny, A, id, ik, f, u)

eingebaut und die Anfangslosung wird mit
SetU(nx, ny, u, 0, 1, 0, 1)

initialisiert. Die Operationen w = w + aAu, p == p + aBTu, u := v + aBp
sind implementiert in
CrsMult(1, nu, w, u, id, ik, A, «)
BTCrsMult(np, nu, p, u, idb, ikb, B , «)
BCrsMult(np, nu, p, u, idb, ikb, B, «) .

Leite aus dem sequentiellen Code eine parallele Version ab!



B Einige Internetadressen

B.1 MPI: Message Passing Interface

Die MPI Homepage! mit vielen weiteren Links.

Die Beschriebung sdmtlicher MPI Rufe?.

Die MPICH Implementierung von MPI3.

Die LAM Implementierung von MPI*, mit dem ftp-download®.

B.2 PVM: Parallel Virtual Machine

PVM Homepage® mit vielen weiteren Tools.
Kurzbeschreibung PVM'.

Vereinigung von MPI und PVM : PVMPI®.
Neues Projekt der PVM-Gruppe HARNESS®.

B.3 Weitere Links

e Lecture on Scientific Supercomputing!®, mit vielen technischen Details iiber
Vektor- und Parallelrechner.

thttp://www.mes.anl.gov/mpi/index.html
Zhttp://www.mpi-forum.org/docs/mpi-11-html/mpi-report.html
3http://www.mcs.anl.gov/mpi/mpich /index.html
4http://www.mpi.nd.edu/lam
Shttp://www.mpi.nd.edu/lam/download/
Chttp://www.epm.ornl.gov/pvm

"http://www.uni-karlsruhe.de/ Hartmut.Haefner /pvm3.html
8http://www.netlib.org/mpi/pvmpi/pvmpi.html
9http://www.epm.ornl.gov/harness/

Ohttp: //www.uni-karlsruhe.de/Uni/RZ/Personen/rz03 /book
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VCPC! : European Centre for Parallel Computing in Wien.

GSCI: German Scientific Computing Page!2.

Konferenzen und Informationen zu Gebietszerlegungsmethoden®?.
MGNet!* : Multigrid und Gebietszerlegungsmethoden.

Netlib!® : Mathematische Software, Artikel, etc.

Tools und Benchmarks fiir die Parallelisierung®®.

EUROPORT! Portierung kommerzieller Software auf Parallelrechner.
Top 500 Supercomputer'®.

B.4 Parallelrechner

Einen guten Uberblick iiber gingige Hochleistungscomputer vermittelt eine In-
ternetseite von Ken Hawick, John Dongarra u.a.'®. Hier noch einige personliche
Anmerkungen zu einigen Parallelrechnern.

e Dank des sehr guten Preis-Leistungs-Verhéltnisses der PCs und der freien
Verfiigbarkeit von LINUX?" und da, z.B., bei der S.u.S.E.2!-Distribution MPI
und PVM mitgeliefert werden, 148t sich relativ preiswert ein Parallelrechner im
Eigenbau herstellen. In analoger Weise kénnen vorhandene Rechner zu einem
Cluster von Workstations vereinigt werden.

Einige Beispiele hierzu aus den Jahren 1998/99 sind Parnassy®* an der Univer-
sitit Bonn, CLOWN?? in Paderborn, die Rechner Loki** und Avalon?®® in Los
Alamos.

e Seit einigen Jahren bieten die Workstationhersteller IBM, HP, SGI, SUN,
Compaq (DEC) ihre Parallelrechner an, welche alle einen shared memory auf
dem mit bis zu 4 Prozessoren bestiickten Board haben und zwischen den
Boards ein message passing realisieren.

2

Hhttp://www.vepe.univie.ac.at

2http:/ /scicomp.math.uni-augsburg.de/scicomp
Bhttp: //www.ddm.org/

Mhttp: //www.mgnet.org/

http:/ /www.netlib.org/

http: / /www.nhse.org/ptlib

http: / /www.gmd.de/SCAI/europort /

Bhttp: //www.top500.org
Yhttp://nhse.npac.syr.edu/hpecsurvey/

Ohttp:/ /www.cs.helsinki.fi/linux/

2http:/ /www.suse.de/

Zhttp: / /wwwwissrech.iam.uni-bonn.de/research /projects/parnass2/
Bhttp:/ /www.ix.de/ix/artikel /1999/01,/010/
Zhttp://loki-www.lanl.gov/
ZPhttp://cnls.lanl.gov /avalon/
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e Die Firma Thinking Machines?® hat die Produktion von eigenen Parallel-
rechnern eingestellt und sich auf die Auswertung grofler Datenmengen (data
mining) spezialisiert. Auf dem gleichen Gebiet arbeitet auch der klassische
Hersteller von SIMD-Rechnern, die Firma MasPar?”, unter dem neuen Fir-
mennamen NeoVista?®.

e Der einzige Parallelrechnerhersteller Deutschlands, die Firma Parsytec?, ist
ebenfalls nicht mehr im Bereich der Numerik vertreten. Vielmehr ist diese
Firma mittlerweile sehr erfolgreich in der Echtzeitbilderkennung (Qualitéts-
kontrolle) tatig und setzt dort ihre Parallelrechnertechnologie ein.

e Der letzte Parallelrechner der Firma nCube®® war der nCUBE2 mit einer
klassischen Hypercubearchitektur. Leider verzogerte sich die Produktion der
neuen Prozessoren (Kommunikation und Arithmetik in einem) fiir den nCU-
BE33! derartig, da8 seit 1993 keine Neuinstallationen im Berechnungsbereich
mehr bekannt sind. Die Firma ist heute auf grofle Datenmengen im Multi-
mediabereich spezialisiert und nutzt dazu ihr nCUBE-System mit bis zu 512
Prozessoren.

e Die Firma Kendall Square Research (KSR) existiert seit Mitte der 90er Jahre
nicht mehr.

e Das Parallelrechnerprogramm von Convex wird in Form der SPP-Reihe der
Firma Hewlett-Packard3? fortgefiihrt.

e Die Parallelrechnerentwicklung von Cray Research®? ist von SGI3* iibernom-
men worden.

e Quadrics Supercompers World?® ist eine Firma in Grofibritannien. Hervor-
gegangen ist die Firma aus dem APEmille Projekt3¢, welches SIMD-Rechner
mit einem 3D-Torus als Topologie konzipierte, und der Firma Meiko®”. Leider
ist nichts iiber Realisierungen dieser Computer bekannt. Das letzte Parallel-
rechnermodell von Meiko aus dem Jahre 1992, die CS-2, basierte auf einer Fat
Tree Topologie.

e Einen neuen Versuch die klassischen shared memory Parallelrechner wieder
zu produzieren, stellt die Firma Tera3® dar. Der mit viel US-Regierungsgeldern

Z6http: //www.think.com

ZThttp:/ /nhse.npac.syr.edu/hpcesurvey /orgs/maspar /maspar.html
Zhttp: //www.neovista.com/

Phttp:/ /www.parsytec.de

30http:/ /www.ncube.com

3http: //www.ncube.com/products/cpu.html
32http: //www.hp.com
33http://www.cray.com

34http: //www.sgi.com

35http:/ /www.quadrics.com/
36http://chimera.romal.infn.it /ape.html
3Thttp: //www.meiko.com/
3http://www.tera.com
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unterstiitzte Start scheint einen konkurrenzfihigen Parallelrechner hervorge-
bracht zu haben. Der Hintergrund dieser Rechnerentwicklung scheint darin
zu bestehen, dafl 20-30 Jahre alte Softwarepakete aus dem Ingenieurbereich
(mit viel Entwicklungsarbeit darin!) einen Parallelrechner benétigen der ihr
Programmiermodell unterstiitzt.



C Einige Zitate

e Ada Augusta, Countess of Lovelace (1815-1851). Sie schrieb Programme fiir
die ersten Computer von Babbage.

It can do only what we know to order it to do.!

e Peter Cochrane (Forschungschef der British Telecom), 1998, tiber Minder-
heitenschutz.

Es gibt 6 Milliarden Menschen auf der Welt - und 14 Milliarden Mikroprozes-
soren. Wir sind jetzt schon in der Minderheit.?

e Edsger W. Dijkstra (1969).

Program testing can be used to show the presence of bugs, but never to show
their absence.

e Edsger W. Dijkstra (1986).

The question of whether computers can think is just like the question of whether
submarines can swim.

e Tony Hoare.

I don’t know what the programming language of the year 2000 will look like,
but I know it will be called FORTRAN.

e John v. Neumann.

If people do not believe that mathematics is simple, it is only because they do
not realize how comlicated life is.

e Stanistaw Lem in ,Lokaltermin®.

Es hiefs, 49 Prozent seiner Leute seien verriickt. ... Man brauchte sich nur ein
paar der letzten Ideen seiner Leute vorzunehmen : Da man sich nicht in der
Zeit bewegen kann, muf§ man die Zeit bewegen. Wenn Energie nicht zwischen
Orten gleicher Temperatur flieffen will, mufl man sie zwingen, indem man
Lécher macht. ... Diese zweifellos hirnrisse Idee leitete eine neue Ara in der
Physik ein.

e Stanistaw Lem in ,Die Stimme des Herrn*.

Es heifit schon seit langem, der Spezialist sei ein Barbar, dessen Unwissenheit
nicht allumfassend ist.

IGefunden im Arithmeum der Stadt Bonn.
2Die Woche, 49/1998, pp.11
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