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Blatt 1

Aufgabe 1. (2 Punkte) Sei 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑛), sei 𝜂 ≥ 0 mit supp𝜂 ⊂ 𝐵1(0),
∫
R𝑛

𝜂 = 1 und �𝜂�𝐶0,1 ≤ 𝑀.
Zeige, dass fur 𝑔 := 𝑓 ∗ 𝜂

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| ≤ 2|𝐵1(0)| · 𝑀 · |𝑥 − 𝑦 | · � 𝑓 �𝐿∞ für alle 𝑥 , 𝑦 ∈ R𝑛 ,
gilt.

Aufgabe 2. (6 Punkte) Sei 𝑛 ∈ N+ und sei 𝐵1(0) := {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥 | < 1}. Sei 𝜂 eine Friedrichsche
Glättungsfunktion, d. h. es gilt 𝜂 ∈ 𝐶∞(R𝑛 ,R) mit supp𝜂 ⊂ 𝐵1(0),

∫
R𝑛

𝜂 𝑑𝜆 = 1 und 𝜂 ≥ 0. Wir
definieren für beliebige 𝜀 > 0 die zugehörige Diracfolge 𝜂𝜀 := 𝜀−𝑛𝜂

� 𝑥
𝜀

�
.

Sei Ω ⊂ R𝑛 offen und 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω,R). Wir setzen 𝑓 durch Null auf das Komplement von Ω fort
und definieren für beliebige 𝜀 > 0 die Funktionen 𝑓𝜀 : R𝑛 → R, 𝑥 ↦→

∫
R𝑛

𝜂𝜀(𝑥 − 𝑦) 𝑓 (𝑦)𝑑𝑦. Sei
(𝜀ℓ )ℓ∈N ⊂ R+ eine Nullfolge und sei 𝜀 > 0 beliebig. Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Es gilt 𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞(R𝑛).
(ii) Sei 𝐾 ⊂ Ω eine kompakte Teilmenge von Ω und sei in dieser Teilaufgabe 𝑓 noch zusätzlich

stetig auf Ω. Dann gilt 𝑓𝜀ℓ ⇒ 𝑓 auf 𝐾 für ℓ → ∞.
(iii) Sei 𝑚 ∈ N+. Sei in dieser Teilaufgabe 𝑓 noch zusätzlich von der Klasse 𝐶𝑚(Ω). Sei 𝑥 ∈ Ω.

Falls 𝐵𝜀(𝑥) ⊂ Ω gilt, dann ist 𝐷𝛼 𝑓𝜀(𝑥) = (𝐷𝛼 𝑓 )𝜀(𝑥) für alle Multiindizes 𝛼 mit |𝛼 | ≤ 𝑚. Sei
Ω� � Ω offen. Dann gilt � 𝑓𝜀ℓ − 𝑓 �𝐶𝑚(Ω�) → 0 für ℓ → ∞.

Aufgabe 3. (2 Punkte) Sei Ω ⊂ R𝑛 ein beschränktes Gebiet mit 𝜕Ω ∈ 𝐶1. Sei 𝑢 ∈ 𝐶1(Ω). Sei
𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶1(Ω). Sei 𝑓 ∈ 𝐶0(Ω) mit 𝑓 > 0. Zeige, dass das Randwertproblem�

Δ𝑢 = 𝑓 in Ω,
�𝐷𝑢 , 𝜈� = 0 auf 𝜕Ω,

keine Lösung besitzt.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ R𝑛 ein beschränktes Gebiet. Sei 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶0(Ω).

(i) Nehme an, dass Δ𝑢(𝑥) > 0 für alle 𝑥 ∈ Ω erfüllt ist. Zeige, dass für alle 𝑥 ∈ Ω

𝑢(𝑥) < sup
𝑦∈𝜕Ω

𝑢(𝑦)

gilt. Hinweis: Untersuche Δ𝑢 in einem inneren Maximum.
(ii) Nehme an, dass Δ𝑢(𝑥) ≥ 0 für alle 𝑥 ∈ Ω erfüllt ist. Zeige, dass

sup
𝑥∈Ω

𝑢(𝑥) = sup
𝑥∈𝜕Ω

𝑢(𝑥)

gilt. Hinweis: Berechne zunächst Δ(𝜀|𝑥 |2).
Aufgabe 5. (2 Punkte für 𝑛 = 2, 4 Punkte für 𝑛 ∈ N+) Sei 𝑢 ∈ 𝐶2(R𝑛) harmonisch, d.h. es gelte
Δ𝑢 = 0. Definiere 𝑘(𝑥) := 1

|𝑥 |𝑛−2𝑢
�

𝑥
|𝑥 |2

�
für 𝑥 ∈ R𝑛 \ {0}. Zeige, dass 𝑘 in R𝑛 \ {0} harmonisch ist.


