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Aufgabe 1. (2 Punkte) Sei f € L*(R"), sein > 0 mit suppn C B1(0), /R" n=1und ||n]|cor < M.
Zeige, dass fur g := f * 1
18(x) = (W)l < 2[B1(0)[ - M - [x =y - [ fllL~ furallex,y eR",
gilt.
Aufgabe 2. (6 Punkte) Sei n € N, und sei B1(0) := {x € R" : |x| < 1}. Sei 1 eine Friedrichsche
Glattungsfunktion, d. h. es gilt n € C*(R",R) mit suppn € B1(0), fRn ndA =1undn > 0. Wir
definieren fiir beliebige ¢ > 0 die zugehorige Diracfolge 1. := ¢ (%)
Sei QO c R” offen und f € L'(Q,R). Wir setzen f durch Null auf das Komplement von Q fort
und definieren fiir beliebige ¢ > 0 die Funktionen f, : R - R, x /Rn ne(x — y)f(y)dy. Sei
(e¢)een C R4 eine Nullfolge und sei ¢ > 0 beliebig. Zeige die folgenden Aussagen:
(i) Esgilt f € C*(R").
(ii) Sei K c Q eine kompakte Teilmenge von () und sei in dieser Teilaufgabe f noch zusétzlich

stetig auf (). Dann gilt f.,, = f auf K fiir { — oo.
(iii) Sei m € N,. Sei in dieser Teilaufgabe f noch zusétzlich von der Klasse C™(Q2). Sei x € Q.

Falls B.(x) c Q gilt, dann ist D f.(x) = (D*f).(x) fiir alle Multiindizes o mit |a| < m. Sei

(Y € Q offen. Dann gilt || f;, — f|lcm(qy — 0 fiir £ — oo.
Aufgabe 3. (2 Punkte) Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit dQ € C!. Sei u € C}(Q). Sei
u € C3(Q)NCYQ). Sei f € CO(Q) mit f > 0. Zeige, dass das Randwertproblem

Au=f in Q,
(Du,v) =0 aufdQ,

keine Losung besitzt.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Sei Q c R” ein beschranktes Gebiet. Sei u € C2(Q) N C%(Q).

(i) Nehme an, dass Au(x) > 0 fiir alle x € Q erfiillt ist. Zeige, dass fiir alle x € QO

u(x) < sup u(y)
Y€

gilt. Hinweis: Untersuche Au in einem inneren Maximum.
(if) Nehme an, dass Au(x) > 0 fiir alle x € Q erfiillt ist. Zeige, dass

sup u(x) = sup u(x)
xeQ x€dQ

gilt. Hinweis: Berechne zundchst A(¢|x|?).
Aufgabe 5. (2 Punkte fiir n = 2, 4 Punkte fiir n € N,) Sei u € C%(R") harmonisch, d.h. es gelte
Au = 0. Definiere k(x) := M%u ( - ) fur x € R"\ {0}. Zeige, dass k in R" \ {0} harmonisch ist.

|x[?
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Aufgabe 6. (4 Punkte) Sei u € Clloc(R x [0, t)) eine Losung der Gleichung

.1
1+ §(u2)x =0

auf einem maximalen Existenzintervall [0, tg) mit t; € (0,0]. Nehme an, u(-,0) sei nicht
monoton wachsend. Zeige, dass u ¢ CL (R X [0, 0)) gilt, d. h. es muss t; < oo gelten..

loc
Hinweis: Betrachte die Losung ¢ € Cl (R x [0, t)) des Anfangswertproblems

@x, t) =u(p(x,t),t), fir (x,t) €e R x [0, tg)
p(x,0) =x, fiir x e R.

Aufgabe 7. (2 Punkte) Sei Q C R" offen und beschrinkt. Seien u, v € C*(Q)N C° (5) Losungen
der RWP

Au=f inQ,

u=¢ aufdQ
und

Av=1f inQ),

v=1 aufdQ
Zeige, dass

— < —
m(_?XIu v] < max|p — |

gilt.

Aufgabe 8. (6 Punkte)Sei f € C2(R") und definiere u := ®x f, wobei ® die Fundamentalldsung
der Laplacegleichung sei. Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Sein > 3. Dann gilt

sup |u| >0 firr — oo.
R"\B,(0)

(ii) Sein = 2. Dann gilt

sup |u| >0 firr — oo
R™\B,(0)

genau dann wenn /R2 f =0 gilt. Falls /R2 f > 0ist und (x,)nen C R? eine beliebige Folge
mit |x,| — oo fiir n — oo ist, so folgt |u(x,)| — oo fiir n — oo.

Hinweis: Zeige, dass fiir gegebenes R > 0 fiir alle y € Bg,(0) ¢ R? und beliebige Folgen
(x7)nen € R2 mit |x,| — oo fiir n — oo auch

|log|xn -y —loglxn|| — 0firn — o

gilt.
(iii) Es gibt eine nur von n abhéngige Konstante ¢ > 0, so dass

IDullcowny < cllfllcown

gilt.



Aufgabe 9. (4 Punkte) Sei Q c R" offen, u € C%(Q). Gilt fiir jede Kugel B,(x) c Q

u = f uay,
By(x)
so ist u in Q) harmonisch. Zeige dies.
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Aufgabe 10. (8 Punkte) Sei 2 < n € N. Sei Q C R” ein beschrinktes Gebiet mit dQ € C!. Sei

f € C%Q)und sei u := ®x f, wobei ® die Fundamentallosung der Laplacegleichung sei. Zeige
die folgenden Aussagen:

(i) Fur1 <i <nsei
J
o) = [ =00 f)dy.

Dann ist u stetig partiell differenzierbar und u; = v;.
Anleitung: Sein e C'(R)mit0<n<1,0<n <2,n(t)=0firt <lundn(t) = 1firt > 2.
Fiir ¢ > 0 definieren wir 1¢(t) := 17 (£) und die Funktion

W R' SR, xio /Q O(x — )ne(1x - yNF(y)dy.

Zeige, dass fiir kompakte Mengen K C R"

sup|we(x) —u(x)| — 0 fiir e — 0

xeK
und
sup|D;w.(x) — vi(x)] = 0 fiir e — 0
xeK
gelten.

(ii) Sei f € CY(Q). Dann ist u zweimal stetig differenzierbar und eine Losung der Gleichung
—Au = f in Q.

Aufgabe 11. (4 Punkte) Beweise den Satz von Liouville mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft fiir
harmonische Funktionen.

Aufgabe 12. (4 Punkte) Sei Q C R" offen und u € C%(Q). Nehme an, dass fiir alle ¢ € CZ(Q)

/u(x)A(p(x) dx =0
Q
gilt. Zeige, dass u in () harmonisch ist.

Anleitung: Zeige, dass
(i) die Mollifizierungen u. auch diese Integralbedingung erfiillen,

(ii) die Mollifizierungen u, harmonisch sind und
(iii) u die Mittelwerteigenschaft erfiillt.
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Aufgabe 13. (2 Punkte) Seien k, n € N.. Zeige, dass

(x1 +...+xn)k = Z (|z|)x“

|a|=k
gilt, wobei o = (a1, ..., a,) € N" ein Multiindex ist und

lal) _ lal!
al  al’

al:=ai!-as!---ayl,

o an

401
x®i=at o xy",

la| :=a1 + ...+ ay.

Aufgabe 14. (4 Punkte) Sein € N, n > 2. Sei (O C R" offen. Sei u : 2 — R harmonisch in Q.
Zeige, dass u reell analytisch in () ist.
Anleitung: Sei xo € () und wahle r := % dist(xg, Q).

(i) Seia = (a1, ..., a,)ein Multiindex mit |a| = k € N. Zeige, dass es eine von a unabhdngige
Konstante ¢ > 0 mit
2n+1 2

k
n‘e
ID*ul|co,(xy)) < € ( . ) al

gibt. Verwende hierfiir die Stirlingsche Formel
kk+% 1
lim — = —.
kl—{]go klek V27T
(ii) Seir := 55,3, Zeige, dass die Taylorreihe von u um xp in By, (x0) konvergiert.
Aufgabe 15. (4 Punkte) Sei n € N. Sei QQ C R" ein Gebiet. Sei f : (O — R eine reell analytische
Funktion. Sei ()’ C Q) eine nichtleere, offene Menge. Zeige, dass aus f|o = 0 auch f = 0 folgt.

Aufgabe 16. (6 Punkte) Sein € N, n > 2. Sei u : R" — R harmonisch.

(i) Sei u nach unten beschrankt. Zeige, dass u konstant ist.
(ii) Sei k € N. Nehme an es gibt eine Konstante C > 0, so dass fiir alle x € R"

|u(x)] < C(1+|x[)

gilt. Zeige, dass u ein Polynom mit grad u < k ist.
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Aufgabe 17. (4 Punkte) Sei K(x, y) wie im Theorem {iber die Poissonsche Darstellungsformel
tiir einen Halbraum und n > 2. Zeige, dass fiir alle x € R

1= / K(x,y)dy
IR
gilt. Es gentigt den Beweis fiir n = 2m mit m € N durchzufiihren.
Hinweis: Zeige die Behauptung per Induktion nach m und verwende nw, = 2nw, 3.

Aufgabe 18. (4 Punkte) Zeige, dass die Funktion u, die wir im Theorem , Poissonsche Darstellungsformel
fur einen Halbraum” definiert haben, in C* (R%) ist.

Aufgabe 19. (8 Punkte) Sein € N, n > 2. Sei r € R,. Sei g € C2(B,(0)). Sei u € C?(B,(0)) eine
Losung des Randwertproblems

~Au=0  inB,(0),
u=g auf dB,(0).

(i) Sei 0 # x € B,(0). Zeige, dass ¢*(y) := CD(@W — X|) mit der Involution ¥ = rxg—l’é das
Randwertproblem
Ap* =0 in B,(0)
" (y) =d(y —x) firy € JdB,(0)
16st. Fiir x = 0 setzen wir ¢~ = O(r).
(ii) Sei fir x, y € B,(0) mit x # y die Funktion G(x, y) := ®(y — x) — ¢*(y) definiert. Verwende
Theorem 3.19, um die Darstellung des Integralkerns K in

u(x) = /a b0 K(x, y)8(y)dy

herzuleiten.
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Aufgabe 20. (4 Punkte) Seir > 0und ¢ € C°(9B,), B, C R". Definiere
) = [ K gwdy
JB,

r2—|x> 1

K= = =
fur x € B, und y € dB,. Dann gelten

(i) u € C*(B,),
(i) Au =0in B,
(iii) u lasst sich stetig auf dB, fortsetzen und die Fortsetzung i erfiillt dort i = g.

Aufgabe 21. (4 Punkte) Sei O C R" offen, beschrankt und zusammenhéangend. Seien u,v €
CY (5) Sei u eine C%-subharmonische Funktion und v eine C°-superharmonische Funktion.

Gelte u = v auf dQ. Dann gilt entweder u < v in Q oder u = v. Im zweiten Fall sind beide
Funktionen harmonisch.

Aufgabe 22. (4 Punkte)

Definition: Sei Q c R" offen, u € C°Q). Dann erfiillt u die Ungleichung Au > 0 im
Viskositdtssinne, falls fiir jeden Punkt xo € Q, jede Kugel B,(x¢) € Q, r € Ry, und jede
Funktion ¢ € C%(B,(xo)) mit

u(xo) = p(xo)
und
u(x) <@(x) firx € B,(xp)
folgt, dass
Ap(xp) > 0.

Analog definiert man Au < 0 im Viskositadtssinne. Falls Au > 0 und Au < 0 im Viskositédtssinne
gelten, so heifst u im Viskositdtssinne harmonisch oder eine Viskositédtslosung von Au = 0.

Sei Q) ¢ R" offen, u € C%Q). Zeige, dass u genau dann im Viskositdtssinne harmonisch ist,
wenn u (nach bisheriger Definition) harmonisch ist.

Tipp: Zeige, dass eine Viskosititslosung von Au = 0 auch C’-subharmonisch sowie C°-
superharmonisch ist.

Aufgabe 23. (4 Punkte) Sei Q C R" offen und beschrinkt, dQ € C2.

(i) Zeige, dass es ein m € N und offene, beschrankte Mengen U;, V; ¢ R" fiiri € {1,...,m}
gibt, so dass U; € V; ist, dQ c U2, U; gilt und so dass dQ N V; Graph einer C 2_Funktion
u; ist und Q N V; jeweils auf einer Seite dieses Graphen liegt. Zeige, dass man die Mengen
(Vi)ieq1,...,my so wéhlen kann, dass u; die Gradientenabschétzung ||[Du;|| < % erfillt.



(ii) Zeige, dass Q eine gleichmaflige duflere (und innere) Kugelbedingung erfiillt.
Hinweis: Sei i € {1,...,m} fest. Dann ist dQ N V; Graph einer C2?-Funktion u. Sei x =
(%, u(£)) € 9Q N U;. Sei r € R, klein. Bestimme ¥ € R"~!, so dass die Funktion

0B R) SR,y 2 —ly -2 - I~ rE - 3+ u(®)

die Bedingung Dv(X) = Du(X) erfiillt. Zeige dann mit Hilfe der Taylorentwicklung, dass
fiir kleine r > 0 die Funktion u — v : B""}(£) \ {£} — R positiv ist.
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Aufgabe 24. (4 Punkte) Sei Q ¢ R” offen und beschrinkt. Sei f € CO(Q). Seiu € C*(Q)NCQ)
mit Lu > f. Hierbei betrachten wir

n

Lu(x) = Z aif(x)uij(x) + Zn: b (x)ui(x) + d(x)u(x),
i=1

ij=1
wobei
(i) a’ symmetrisch ist, d. h. a’/(x) = a/'(x) gilt.
(ii) L elliptisch ist: Es existiert A > 0, so dass

n
AlE? < Z a'l(x)&&;
i,j=1
furallex € Q, £ € R".
(iii) die Koeffizienten gleichméfiig beschrankt sind, d. h. es gibt K > 0, so dass
|a”(x)], b ()], ld(x)] < K
fur alle 7, j und alle x € Q.

Sei d < 0. Zeige, dass es eine Konstante ¢ = ¢(Q, K, 1) gibt, so dass

supu < supu* + csup|f]
o) 20 o)

gilt.

Aufgabe 25. (12 Punkte) Sei T > 0. Sei QO C R" offen, beschrankt und zusammenhéngend.
Erfiille
ueC’(Qx(0,T)NC’(Qx(0,T)UPQx(0,T)))

die Differentialungleichung
i <Lu inQx(0,T),

wobei wir annehmen, dass

n

Lu(x,t) = Z a'l(x, Buij(x, t) + Z bi(x, Hui(x, t) +d(x, Hu(x, t),
i=1

ij=1
wobei
(i) a’ symmetrisch ist, d.h. a’/(x,t) = al(x, t) gilt.
(ii) L elliptisch ist: Es existiert A > 0, so dass

MEP < ) al(x, hEg

ij=1

firallex € Q,t € (0,T), & € R".
(iif) die Koeffizienten gleichmafSig beschrankt sind, d. h. es gibt K > 0, so dass

|a"l(x, 1)], |b'(x, )], ld(x, )| < K
furallei,jundallex € Q,t € (0, T).



a) Seid < 0. Zeige, dass
sup u™ < sup u’
Qx(0,T) P(Qx(0,T))
gilt.
b) Zeige, dass
sup ut < sup (eXut)
Qx(0,T) P(Qx(0,T))
gilt.
c) Seitge (0,T)und I = (top — 6, to) mit 0 < 6 < to. Sei xp € JQ und gelte
(i) es gibt eine Kugel Br(y) € Q mit xo € dBr(y)
(i) 0 = u(xo, fo) > u(x, 1) fiir (x, ) € (Br(y) x T) \ {(xo, to)}.
Zeige, dass
(Du(xo, to), xo —y) > 0,
ist, falls diese Ableitung existiert.
d) Seity € (0,T)und I = (tx — 6, to) mit 0 < 6 < fy. Nehme an, dassu < 0in I X Q gilt und dass
es ein xg € Q mit u(xg, to) = 0 gibt. Zeige, dass u(x, tp) = 0 fiir alle x € Q gilt.
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Aufgabe 26. (8 Punkte) Sei n € N, n > 3. Sei Q c R" offen und beschrankt mit dQ € C2. Sei
@ € C2(R"). Sei u € C2(Q) N CY(Q) die Perronlésung von
Au=0 1inQ,
u=¢ aufdQ.

Zeige, dass es eine Konstante ¢ = c(Q, [|¢|| -2 (5)) mit

() = o)l _

xeQ |x — xo B
x0€dQ

gibt.
Anleitung:

(i) SeiR € R.. Zeige, dass fiir x € R" \ Br(0)
= 0. 5)F - (5) = §lx- R

gilt.
(ii) Zeige, dass es eine Konstante M = M(R, ||¢||-» @)) gibt, so dass fiir alle xg € dQ und alle
xeQ
P(x) < (2) p(x0) + (Ve (xo), x = x0) + (—-)M]x — xo|*
gilt.

(iif) Sei R € R, eine Konstante, so dass (2 die duflere Kugelbedingung mit Radius R erfiillt. Sei
Xo € Q. Sei z1 € QF mit Br(z1) N Q= {x0}. Sei zg := x0 + %(zl — Xp). Zeige, dass es eine
Konstante ¢y = co(M, Q, R) gibt, so dass die Funktion

Y5 R\ Bg(zo) > R, x> p(xo) + (Ve(xo),x - x0) + ¢ ((%)2‘” . z0|2—”)

die Ungleichung ¢,(x) > (<) ¢(x) fiir alle x € JQ erfiillt. Wir nennen 1y eine obere
beziehungsweise untere Barriere in x( zu den Randwerten ¢.
(iv) Zeige, dass es eine Konstante c1 = c1(||¢|| - @ R) gibt, so dass fiir alle xy € dQQ

95, ~ 95,0l _

< C1

(Y3 ]cor) = sup
Vo © x#yeQ lx =yl

gilt, wobei % die im vorigen Teil konstruierten Barrieren bezeichnet.
(v) Verwende die Barrieren in den Randpunkten, um die gewtinschte Abschdtzung herzuleiten.

Aufgabe 27. (4 Punkte) Sei u € C*(R" x (0, 0)) eine Losung von 1t — Au = 0.
(i) Sei A € R. Zeige, dass
uy :R"x(0,00) > R, (x,t)— u(Ax, A%t)

ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist.
(ii) Zeige, dass

v:R"x(0,00) > R, (x,t)+ (x,Du(x,t))+ 2ti(x,t)

ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist.



Aufgabe 28. (4 Punkte) Sei O ¢ R” offen, u : 3 — R harmonisch, # > 0 und Br(0) Cc Q.
Beweise die folgende explizite Version der Harnackungleichung fiir x € Br(0):
R"2(R - R"2(R +
(R ~Ix) R+1x), o
(R + [x])" (R = [x])"*
Beweise damit erneut den Satz von Liouville.

u(0) < u(x) <



