
Ex 20, 2)

D0

On cherche les conditions sur B ∈ Mn(R) tel que pour tout A ∈ D0 on ait
⟨A;B⟩ = 0.

Soit λ ∈ R et

Aλ ∈ D0 :=

λ . . .
λ

 ,

⟨Aλ;B⟩ = 0

⇔
∑
i

∑
j

ai,jbi,j = 0

⇔
∑
i

λbi,i = 0 puisque Aλ est scalaire

⇔ λ
∑
i

bi,i = 0.

Cette dernière égalité doit être satisfaite pour tout λ, en particulier pour λ ̸= 0, on doit donc
avoir ∑

i

bi,i = 0. (1)

On a une seule equation liant n2 variables, donc le s.e.v. (noyau d’une application linéaire)
de tels B est de dimension n2 − 1. Comme D0 est de dimension 1, on a bien

D⊥
0 = {B ∈ Mn(R) : Tr(B) = 0} .

Une base de D0 est

A1 :=

1 . . .
1

 ,

une base orthonormée de D0 est donc

A1/
√
n :=

1/
√
n

. . .
1/

√
n

 =
1√
n
In.

On a donc la projection sur D0 (expression de la projection sur un s.e.v. dont on connait une
b.o.n.) :

∀M ∈ Mn(R) pD0(M) = ⟨A1/
√
n;M⟩A1/

√
r

=
1

n

∑
i

mi,iIn

=
1

n
Tr(M)In.

Et donc comme ∀M x = pD0(M) + pD⊥
0
(M), on a :

∀M ∈ Mn(R) pD⊥
0
(M) = M − 1

n
Tr(M)In.

En français, pour projeter M sur D0, on prend l’identité multipliée par la moyenne des termes
diagonaux.
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D1

Pour (1) on obtient ∑
i

λi, bi,i = 0,

avec

A(λi) =

λ1

. . .
λn

 .

Ceci doit être vrai pour tout choix des λi, en particulier pour un seul non nul. On doit donc
avoir

∀i ∈ [1;n] bi,i = 0,

et donc
D⊥

1 = {B ∈ Mn(R) : ∀i ∈ [1;n] bi,i = 0} ,
ce qui correspond aux matrices de diagonale nulle. C’est un s.e.v. de dimension n2 − n (n
équations pour n2 variables), ce qui est cohérent avec dim(D1) = n.

Pour les projections on utilise la base canonique de Mn(R) (vérifier qu’elle est normée pour
notre produit scalaire) :

(Ei,i)i∈[1;n] base de D1,

et
(Ei,j)i̸=j base de D⊥

1 ,

On obtient :
• pD1 : suppression des termes diagonaux.
• pD1 : suppression des termes non-diagonaux.

2


