




Aufgabe 7.3. Wir überprüfen die Gültigkeit der VR-Axiome für V := F (R,R) mit den
Verküpfungen ⊕ : V ×V → V ;( f ,g) 7→ (⊕( f ,g) =: f ⊕g : R→ R;x 7→ f (x)+ g(x)) und
� : R×V → V ;(λ , f ) 7→ (�(λ , f ) =: λ � f : R→ R;x 7→ λ f (x)) unter Verwendung der
Ringstruktur von R: Zunächst ist (V,⊕) eine abelsche Gruppe, da mit c0 : R → R;x 7→ 0
gilt: ∀ f ,g,h∈V∀x∈R

(1) f ⊕(g⊕h)(x) := f (x)+g⊕h(x) := f (x)+(g(x)+h(x)) = ( f (x)+g(x))+h(x) =:
f ⊕g(x)+h(x) =: ( f ⊕g)⊕h(x)

(2) f ⊕ c0(x) = f (x)+0 = f (x)
(3) f ⊕ ((−1)� f )(x) := f (x)+(−1) f (x) = 0 = c0(x)
(4) f ⊕g(x) := f (x)+g(x) = g(x)+ f (x) =: g⊕ f (x)

Weiters gilt: ∀ f ,g∈V∀λ ,µ∈R∀x∈R

(1) 1� f (x) := 1 f (x) = f (x)
(2) λ � ( f ⊕g)(x) := λ ( f ⊕g(x)) := λ ( f (x)+g(x)) = λ f (x)+λg(x)

=: λ � f (x)+λ �g(x) =: (λ � f )⊕ (λ �g)(x)
(3) (λ + µ)� f (x) := (λ + µ) f (x) = λ f (x)+ µ f (x) =: λ � f (x)+ µ� f (x)

=: (λ � f )⊕ (µ� f )(x)
(4) (λ µ)� f (x) := (λ µ) f (x) = λ (µ f (x)) =: λ (µ� f (x)) =: λ � (µ� f )(x)

U := { f ∈ V | ∃M∈R∀x∈R f (x) ≤ M} ist kein UR von V , da für h : R → R;x 7→ −x2

gilt h ∈U (setze z.B. M = 0), aber −h /∈U , da ∀M>1(−h)(M) = M2 > M.

W := { f ∈U | − f ∈U}= { f ∈V | ∃M∈R∀x∈R | f (x)| ≤M}
jedoch schon: Zunächst ist c0 ∈W , also W 6= /0. Seien nun f ,g ∈W , λ ∈ R und M,N ∈ R,
sodass

∀x∈R | f (x)| ≤M∧|g(x)| ≤ N.

Definiere L := M +N und K := |λ |M. Dann gilt: ∀x∈R

(1) | f ⊕g(x)| := | f (x)+g(x)| ≤ | f (x)|+ |g(x)| ≤ L
(2) |λ � f (x)| := |λ f (x)|= |λ || f (x)| ≤ K,

also f ⊕g ∈W und λ �g ∈W . �
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