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Aufgabe 7.3. Wir iiberpriifen die Giiltigkeit der VR-Axiome fiir V := % (R,R) mit den
Verkiipfungen & : V xV — V;(f,g) — (&(f,g) = f®g: R — Rix+— f(x)+g(x)) und
O:RXV =V;(4,f)— (O, f) =20 f: R — R;x— Af(x)) unter Verwendung der
Ringstruktur von R: Zunéchst ist (V, @) eine abelsche Gruppe, da mit ¢p : R — R;x — 0
gilt: V¢ g nevVier
(D) f&(g@h)(x) = f(x)+8Dh(x) := f(x)+(g(x) +h(x)) = (f(x) +&(x)) +h(x) =
F@og(x)+h(x)=:(fDg)@h(x)
2) fDeolx) =f(x)+0=f(x)
B) fe((=1)0f)&x):=f(x)+(=1)f(x) =0=co(x)
@) fogx):=f(x)+gx) =gkx)+f(x) = g®f(x)
Weiters gilt: Vi oevVy 1crVier
() 10 f(x) :=1f(x) = f(x)
Q) Lo (fog)x) =A(fogx):=A(f(x)+8(x)) =Af(x)+Ag(x)
=20 f()+A108Kx) = (A0 f)®(A0g)(x)
B) A+u)Of(x):=A+u)f(x) =Af(x) +uf(x) =20 f(x) + 1O f(x)
= (A0N)® MmO f)x)
@) (Ap) O f(x) = Au)f(x) =A(1f(x)) == AL O f(x)) =2 © (1O f)(x)
U:={f€e€V|InerVrer f(x) <M} istkein UR von V, da fiir 1 : R — R;x — —x?
gilt h € U (setze z.B. M = 0), aber —h ¢ U, da Vs~ (—h)(M) = M*> > M.

W={feU|-feU}={feV|uerVrer [|f(x)| <M}
jedoch schon: Zunéchst ist co € W, also W #£ 0. Seiennun f,g € W, A € Rund M,N € R,
sodass
Vier [f(X)] <M A[g(x)] <N.

Definiere L := M + N und K := |A|M. Dann gilt: V,cg

(D) |f®gx)| = [f(x)+8)| <[f(¥)]+]g(x) <L

@) Ao f@)]:=Af(x)]=A|lfx)| <K,
also f@ogeWundAOgeW. O



