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9. Übungsblatt, für den 28.5.2008

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit innerem Produkt, wobei K für R oder C steht.

1. Sei T ein linearer Operator auf V . Zeigen Sie:

dim kerT = dimkerT ∗, dimT (V ) = dim T ∗(V ).

2. Sei T ein positiver linearer Operator auf V . Zeigen Sie, dass T k positiv ist für alle k ∈ N.

3. Sei U ein Unterraum von V . (Dann besitzt V die Darstellung als U ⊕ U⊥. Sei PU die orthogonale
Projektion auf U , d.h. falls V 3 v = u + u′ mit u ∈ U und u′ ∈ U⊥, dann ist PU (v) := u.) Zeigen
Sie, dass PU ein positiver Operator ist.

4. Zeigen Sie, dass die Identität auf K2 unendlich viele Quadratwurzeln besitzt.

5. Sei T der lineare Operator auf K3 gegeben durch T (x, y, z) = (z, 2x, 3y). Bestimmen Sie die Isome-
trie S des K3, sodass T = S

√
T ∗T .

6. Sei S ein linearer Operator auf dem n-dimensionalen Vektorraum V . Beweisen Sie oder geben Sie ein
Gegenbeispiel zur Aussage: Falls es eine Orthonormalbasis (e1, . . . , en) von V gibt, sodass ‖Sei‖ = 1
für alle i mit 1 ≤ i ≤ n, dann ist S eine Isometrie.

7. Seien k < n zwei natürliche Zahlen. Berechnen Sie das Produkt MN> der zwei Blockmatrizen
M = (Ik, A), N = (−A>, In−k), wobei Ir die r-zeilige Einheitsmatrix ist (r ∈ N) und A eine
k × (n − k)-Matrix ist.


